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1. Introduccion

La idea de escribir esta monografia, es dar un breve recorrido por las dlgebras de Clifford, dando a conocer
subgrupos importantes, sus representaciones y las formas en la que se aplican en la geometria diferencial.

Nos parece importante crear divulgacién respecto a este tema ya que las algebras de Clifford son objetos
bastante usados en teorias modernas de fisica matematica y bastante rico desde el punto puramente ma-
temdtico. En este documento nos apoyamos de paper [30], en el cual, los autores trabajan las dlgebras de
Clifford de manera puramente dlgebraica para luego utilizar estas herramientas en la teoria de la geométria
diferencial y fisica matematica.

Antes de empezar con la teorfa, nos gustaria dar una introduccién histérica, ya que creemos que una
buena forma de comprender la importancia tanto matemadtica como fisica de estas algebras es entender en
qué contexto fueron descubiertas:

En el ano 1806 el librero y matemdtico autodidacta Jean-Robert Argand (1768-1822), introdujo
una forma geométrica de representar los niimeros complejos, en el cual asignaba el nimero complejo a + bi
con el par (a,b) en el plano cartesiano. Cuando vemos los nidmeros complejos de esta forma podemos ver
que el producto es interesante geométricamente ya que la multiplicacién de dos niimeros complejos se puede
ver como una rotaciones del plano R2, de hecho, las rotaciones pueden verse como el conjunto de ntimeros
complejos de norma 1:

St={zeC||z| =1}

Es decir, si sabemos multiplicar niimeros complejos entonces sabemos hacer rotaciones en R?, esto es bueno

7 ) )
ya que es una forma algebraica de tratar un problema geométrico y es bastante usado en diferentes areas
como la fisica, robédtica, biologia, etc.

Una pregunta interesante entonces seria si es posible encontrar una forma algebraica de entender las
rotaciones en el espacio R3, este problema es antiguo y lo resolvié Willian Rowan Hamilton (1805-1865)
en el ano 1844. Hamilton pensé que una forma natural de hacerlo seria crear un espacio vectorial parecido
a los complejos, pero de dimensién 3 sobre R, pero se dio cuenta de que es imposible crear un producto
cerrado con estas caracteristicas, esto lo llevé a pensar en un espacio vectorial de dimensién 4 sobre R, que
junto con producto dado por algunas restricciones algebraicas definen el dlgebra de los cuaterniones:

H={a+bi+cj+dk|i®=j?=k*=ijk=—1}. (1.1)

Aunque el producto encontrado por Hamilton no cumplia la propiedad conmutativa, a Hamilton le parecia
que era esencial para describir fenomenos fisicos y se dedicé el resto de su vida a aplicar el producto encontrado
en las teorfas fisicas. Ademds como dijimos, con esta dlgebra es posible modelar la rotaciones en el espacio
R3 considerando los cuaterniones puros de norma 1, es decir,

S ={h=bitcj+dk|i*=j* =k =ijk=—1y |h =1}

Otra particularidad que tiene este producto, es que al considerar de esta forma los cuaterniones se tiene
que el producto entre ellos es de la forma

ab = {(a,b) +a x b, (1.2)

donde (-, ) es el producto escalar en R? y x es el producto cruz en R3. El producto cruz nos da una forma
de construir un vector perpendicular a a,b € R3, este fue inmediatamente reconocido como un objeto muy
util en campos como la mecdnica y el electromagnetismo, de hecho, el fisico Josiah Gibbs (1830-1903),
profundizé la teoria del calculo vectorial conocido hasta el momento, solo utilizando la idea de producto
cruz y olvidando un poco el producto de Hamilton. Pero el producto cruz tiene un problema, solo puede
ser definido en R3 de manera tnica, ya que en R* por ejemplo, dado dos vectores hay infinitas maneras de
construir un vector perpendicular a ellos, ademés el producto cruz no es asociativo.

El mismo afio que Hamilton descubrié los cuaterniones, Hermman Grassmann (1809-1877) intro-
dujo el producto exterior o producto cunia “A” con el fin de obtener propiedades del plano sin recurrir a la



nocién de perpendicularidad, pero a diferencia del producto cruz, el producto cunia entre dos vectores es otro
objeto, llamado bivector. El producto cuna tiene propiedades geometricas muy tutiles, como por ejemplo, aAb
representa el area del paralelogramo formado por los vectores a, b, pero a Ab = —bAa, esto hace la diferencia
entre el volumen de dos vectores con diferente orientacién. Esta estructura es interesante, ya que a diferencia
del algebra vectorial, donde un vector tiene sentido, direcciéon y magnitud, los bivectores se caracterizan por
su orientacién, magnitud y plano donde viven.

El trabajo de Grassmann fue ignorado durante toda su vida, debido a su poca reputacién como ma-
temdtico y a su compleja forma de escribir. William Clifford (1845-1879) fue uno del selecto grupos de
matematicos que comprendié las ideas de Grassmann y asi durante el ano 1876, combiné las ideas de Ha-
milton utilizando las herramientas algebraicas propuestas por Grassman para poder expresar el movimiento
de cuerpo rigido en espacios de dimensién arbitraria. El combiné la ecuacién (1.2) con la idea de producto
exterior y propuso el siguiente producto:

ab = (a,b) + a A b, (1.3)

al que denominamos producto geometrico o producto de Clifford. Lamentablemente, Clifford no vivié mucho
tiempo, lo que impidié que divulgara su trabajo.

En el afio 1880 Rudolph Lipschitz (1832-1903) le da una interpretacién geométrica al algebra propuesta
por Clifford, encontrando en ellas conceptos geometricos como las reflexiones y rotaciones. Luego en 1913
Elie Cartan (1869-1951) investigando las representaciones del grupo especial ortogonal se da cuenta de
que para este grupo hay representaciones que no tienen una naturaleza tensorial, si no que es posible obtener-
las del cubrimiento universal del grupo especial ortogonal el “grupo Spin”, que como veremos maés adelante
se construye de forma natural usando la estructura de algebra de Clifford.

Hasta este punto las ideas algebraicas no habian tenido gran consideracién en el campo de la fisica, de
hecho, cuando Cartan estudiaba las representaciones del grupo Spin, este no era llamado con ese nombre.

En el ano 1924 para poder explicar experimentos relacionados con la mecénica cuantica como el efecto
Zeeman anémalo y el experimento de Stern-Gerlach, los fisicos se vieron obligados a introducir un
concepto cuantico que no tiene analogia en el mundo clasico, el spin de un electrén, que es un nimero que
no depende del tiempo ni del espacio si no que tiene que considerarse como una nueva caracteriztica de las
particulas. Los fisicos Goudsmit, Uhlenbeck y Leiden lo interpretaron como una especie de velocidad
angular sobre el eje del electrén.

En 1925 el fisico Erwin Schrédinger (1887-1961) con el fin de encontrar una ecuacién que describiera
la evolucién temporal de una particula cuantica, desarrolla la ecuaciéon de Schrédinger:

it 1ot = [ v V(7.0 ot

donde 1 es la masa de la particula, 4 es la constante de Planck, V es su energia potencial, V2 es el Laplaciano
y @ es la funciéon de onda. Esta ecuacién solo dependia de las variables espaciales y temporales, sin incluir
el concepto de spin. Es por esta razén que en el afio 1927 el fisico Wolfgang Pauli (1900-1958) introdujo
las denominadas matrices de Pauli:

S R ) IS o

las cuales son la forma de describir esa ” velocidad angular”del electrén y luego las introdujo en la ecuacién
de Schrédinger, encontrando la conocida ecuacién no relativista del electrén:

ih% lo(r,t)) = {;ﬂ(o,p —eA)? +eV(f, t)] p(r, 1)),

donde los nuevos terminos, e es la carga eléctrica, p es el operador asociado al momento lineal, A es el vector
potencial del campo electromagnetico y o = (0, 0y, 0,). Las matrices encontradas, son la forma matricial



de los generadores del dlgebra de Clifford C1(3,0), descubierto por Cartan el ano 1913, es decir son repre-
sentaciones del cubrimiento universal del grupo ortogonal del espacio (vamos a dar més en detalle de esto
en la seccién 3).

Ademsds, la ecuacién de Schrodinger presentaba otro problema, la ecuacién no era consistente con la
teorfa de la relatividad, entonces los fisicos Oskar Klein (1894-1977) y Walter Gordon (1893-1939)
en el ano 1926 propusieron la ecuacién que lleva sus nombres

(88 — 3 — 02 — 03)p = —mPp, (1.5)

0 . .
donde 0; = 92 m es la masa del electrén y ¢ es la funciéon de onda del electrén.
z;
Esta ecuacién es consistente con la relatividad y es una generalizacién de la ecuacién de Schrodinger, pero

el concepto de spin no esta presente en ella.

El fisico Paul Dirac (1902-1984) estaba insatisfecho con la ecuacién de Klein-Gordon, ya que él consideraba
si esta ecuacién era de segundo orden, permitia soluciones negativas para la funcién de onda, pero la funcién
de onda es una funciéon de densidad de probabilidad, es decir, no puede ser negativa. Entonces él pensaba
que la ecuacién deberia ser de primer orden en el tiempo y, por lo tanto, como todas las coordenadas estan
en igualdad de condiciones en la relatividad especial, deber de primer orden en todas las coordenadas. El
consideraba que el operador diferencial deberia tener la siguiente forma

3

D=3 (7). (1.6)

i=0
Pero para que siga cumpliendo que sea invariante en la relatividad es necesario que
D? =09} - 0? — 92 — 02, (1.7)

asi que el propuso la ecuacién:
Dy = £imy,

donde 7 es la unidad imaginaria, m es la masa del electrén y ¢ es la funcién de ondas. Entonces tenemos que
encontrar los escalares 7; que cumplan la condicién (1.7). Lamentablemente no es posible encontrar estos
escalares, ya que el polinomio X2 — X? — X2 — X7 es irreducible en C[Xy, X1, X2, X3]. Se puede ver que la
condicién (1.7) es equivalente a las siguientes propiedades,

2
1

Y =7 =7 =-1, 7% =1y +77% = 0 para todo i # j. (1.8)

Veremos que estas ultimas relaciones son exactamente la definicién de los generadores del Algebra de
Clifford Cl1(1,3), que es el dlgebra de Clifford correspondiente al espacio-tiempo. Dirac demostré que para
que se cumplieran las relaciones (1.8) es necesario que 7; sean matrices cuyo tamafio sea un minimo 4 x 4.
Esta ecuaciéon fue muy bien aceptada por la comunidad fisica, ya que se reducia a la de Schrodinger o a la de
Pauli en el limite de energia cinética y se amoldaba muy bien a al concepto de spin, ya que, este necesitaba 2
grados de libertad. Como la ecuacién considera minimo matrices (4x4), entonces la funcién de onda debe ser
un vector de 4 coordenadas, se tiene que 2 coordenadas son para describir el spin de la particula, entonces
i Qué representan fisicamente las otras dos coordenadas?, esta pregunta fue un dolor de cabeza para los
fisicos, pero el mismo Dirac la respondié introduciendo ideas respecto a la anti-materia.

Después de esto, tanto los matematicos como los fisicos pusieron su atencién en las algebras de Clifford
y sus representaciones. Los elementos de los espacios donde actia alguna representacion spin son llamados
spinors y los operadores que cumplen la ecuacién (1.7) son llamados operadores de dirac. El hecho de que la
representacién spin no puede ser obtenida de tensores quiere decir que el operador de en la teoria cudntica
debe actuar en campos spinoriales mas que campos tensoriales.

Dirac hizo el descubrimiento definiendo su operador en una variedad (que es una estructura geométrica
parecida a un R™ curvado) en particular, conocida como el espacio tiempo de Minkowski, en esta variedad
no hay ninguna dificultad de definir un operador de Dirac. Entonces la pregunta que se intent6 resolver fue,
dada una variedad cualquiera ;Cuando puedo definir un operador de dirac? Para efectos de la geometria



diferencial, se puede definir un operador de Dirac en una variedad del espacio-tiempo curvada si se puede
definir en ella una estructura que en cada punto podemos definir una representacién Spin de manera global,
a dicha estructura se le llama un fibrado Spinorial.

En el ano 1963 los famosos matemédticos M. F. Atiyah (1929-2019), R. Bott (1923-2005) y A.
Shapiro publican un paper llamado “Clifford Modules” en el cual ellos investigaran el rol de las algebras
de Clifford y los spinors en la KO-teoria, y asi encuentran obstrucciones topolégicas para poder definir de
manera global estos fibrados spinoriales, estas obstrucciones estan relacionadas con el desvanecimiento de
ciertas clases de cohomologia, las clases de Stiefel Whitney.

Hasta ahora sabemos que los spinors son un ingrediente fundamental en la teoria cudntica y ademas es
posible interpretarlas en conjunto con la teoria de la relatividad. Pero sabemos que en general las teorias
cuanticas con la teoria de relatividad no son consistentes, es por eso que nace la teoria de cuerdas y la teoria
M. Entonces nace la siguiente pregunta ;Cudl es la nocién apropiada de spinor en la teoria de cuerdas?
Para responder esta pregunta, primero se descubre que para poder definir un operador de Dirac general (en
cualquier dimensién) en un fibrado vectorial S, es suficiente que en S pueda definir una multiplicacién de
Clifford global, lo que es equivalente a que existan un objeto definido en [30], llamado fibrado pinorial, lo
que es una generalizacién del concepto de fibrado spinorial.

En el afio 1999, el matemético A. Trautman (1933), publica el articulo llamado “Spin spaces, Lipschitz
groups, and spinor bundles” en el cual escribe sobre la relacién que existe entre fibrados spinoriales y las
llamadas estructuras Lipschitz, que son reducciénes de un fibrado principal sobre el grupo de Lipschitz para
representaciones de algebras de Clifford complejas. Y en el afio 2018 con el fin de generalizar las ideas de A.
Trautman para el caso de representaciones de algebras de Clifford reales, C. I. Lazaroiu y C. S. Shahbazi,
publican articulo titulado Real “pinor bundles and real Lipschitz structures”, donde estudian la relacién entre
los fibrados pinoriales reales y las estructuras Lipschitz de forma categérica y dan obstrucciones topolédgicas
para poder definir esto objetos.

Para confeccionar este documento nos basamos fuertemente en el articulo escrito por C. I. Lazaroiu y
C. S. Shahbazi, es decir, trabajaremos con sus resultados y usaremos un lenguaje categérico para definir los
conceptos. Para la mejor comprensién de las dlgebras de Clifford y sus aplicaciones dividimos este documento
en diferentes secciones.

Como vimos, la primera seccién corresponde a la introduccién y motivacién de la tesis.

En la segunda seccidn introdujimos las algebras de Clifford y dimos una motivacién.

En la tercera seccién definiremos las algebras de Clifford en un sentido puramente matematico, haremos
una construccion general a partir de espacios cuadraticos y daremos varios ejemplos interesantes tanto en la
matematica como en la fisica. Hablaremos un poco de las propiedades geométricas del algebra de Clifford,
definiremos una especie de norma y hablaremos de su estructura algebraica natural. Aunque entendemos
que esta teoria esta fuertemente relacionada con la teoria de Lie, no trabajaremos con resultados obtenidos
de ella, ya que la idea de este documento es hacer una introduccién a estos objetos sin necesidad de tener
demasiados conocimientos previos.

En la cuarta seccién trabajaremos con subgrupos importantes dentro de las dlgebras de Clifford. Defi-
niremos el grupo de Clifford que nace de la necesidad de ver reflexiones en el dlgebra de Clifford y de este
grupo definiremos el grupo Pin y Spin y veremos que son un cubrimiento de dos hojas de los grupos O(h) y
SO(h) respectivamente.

En la quinta seccidn clasificaremos las algebras de Clifford para cualquier dimensién de y veremos
relaciones entre ellas. Ademés hablaremos del caso complejo.

En la sexta seccién hablaremos de las representaciones de algebras de Clifford, tanto complejas como
reales, daremos relaciones entre ellas, hablaremos un poco de las representaciones Spin y definiremos un
ingrediente clave las “representaciones débilmente fiel”.

En la séptima seccién definiremos el grupo de Lipschitz como una versién del grupo de Clifford en
representaciones y veremos que en el caso de representaciones débilmente fiel hay relaciéon con el grupo de
automorfismos de representaciones de algebras de Clifford.

En la octava seccidn, aplicaremos todo lo anterior a la teoria de geométria diferencial con el fin de poder
definir operadores de Dirac en variedades no euclideanas, definiendo fibrados pinoriales reales y estructuras
Lipschitz reales. Para finalizar mostraremos una equivalencia categorica entre estos dos conceptos.



2. Algebras de Clifford

En esta seccién vamos a definir dlgebra de Clifford y veremos algunas propiedades geométricas bésicas.
Primero consideraremos una definicién puramente matemaética para luego ver sus propiedades geométricas.
Durante todo este documento asumiremos que las dlgebras A son asociativas con unidad y que los homo-
morfismo de algebras llevan uno en uno.

2.1. Espacios Cuadraticos

La definiciéon mas general de algebra de Clifford es en el contexto de de espacios vectoriales en los cuales
se puede definir una forma cuadratica.

Definicién 2.1. Sea V un R-espacio vectorial, decimos que el par (V,®) es un espacio cuadrético si la
funcién @ : V' — R cumple las siguientes condiciones:

1. ®(av) = a®®(v) para todo v € V,a € R,
2. Al tomar la fucién h : V x V — R de la manera siguiente

P(z+y) —2(z) — 2(y)
2 )

h(z,y) = (2.1)

esta define una una forma bilineal simétrica.

A la funcién @ la llamaremos forma cuadratica y se dice que h es la forma bilineal simétrica
asociada a ®.

Observacion 2.2. De la definicién anterior tenemos que una forma cuadrética define una forma bilineal
simétrica. Por otro lado, dada una forma bilineal simétrica h(x,y) podemos definir la forma cuadratica
asociada a h como ®(x) = h(x,x) para todo z € V. Es decir, las formas bilineales simétricas y las formas
cuadraticas son esencialmente lo mismo, es por esta razén que desde ahora vamos a utilizar (V,h) para
referirnos a un espacio cuadratico.

Definicién 2.3. La Categoria de los espacios cuadraticos es la categoria que denotaremos Quad
donde:

1. Los objetos de la categoria son los espacios cuadraticos definidos en la definicién 2.1 y los denotaremos
Oijuad7

2. dados dos espacios cuadraticos (V,h) y (V',h’) los morfismos de la categoria son las isometrias de
(V,h) a (V' h'), es decir,

f:V — V' tal que h(f(z), f(y)) = W' (z,y) para todo z,y € V,

y los denotaremos Homqguyad-

Se sabe que las isometrias en espacios de dimensién finita siempre son invertibles, luego se tiene que
Quad* = Quad, donde Quad* al grupoide de Quad, es decir, a la categoria cuyos objetos coinciden con
ObjQuad v los morfismos son los isomorfismos de Quad.

Definicién 2.4. Sean (V,h) y (V',h') dos espacios cuadriticos, definimos el espacio cuadrdtico suma
directa como (V@ V' h @& k') cuya forma cuadratica estd definida por:

(he h/)(l} + U/a v+ U/) = h(v,v) + hl(vla ’Ul),

donde v € V,v' € V.



La categoria de espacios cuadraticos tiene un esqueleto formado por los siguientes espacios cuadraticos:

Ejemplo 2.5. Definimos el espacio cuadratico estandar de signatura (p,q) como RP? = (RP19 h,, )
donde,

p p+q
hpq(@,y) = leyz - Z LjYj
i=1 i=pt1

es la forma cuadrética definida en el espacio RPT4,

Observacién 2.6. Se sabe que la signatura (p, q) es invariante bajo eleccién de base, una desmotracién de
esto la puede encontrar en [32].

Definicién 2.7. Decimos que un vector v € V es:
1. Spacelike si h(v,v) > 0.
2. Timelike si h(v,v) < 0.
3. Lightlike si h(v,v) = 0.

Teorema 2.8. Gramm-Schmidt Sea (V,h) un espacio cuadrdtico no degenerado, entonces eziste una base
{e1,€2,...,en} de V donde los primeros p vectores son spacelike y los dltimos q vectores son timelike, se
tienen las siguientes relaciones:

1. h(e;,e;) =0 para todo 1,5 € {1,2,...,n} tal que i # j,
2. h(ei,e;) =1 para todo i € {1,...p},
3. h(ej,ej) = —1 para todo j € {p+1,...n}.
A una base con estas caracteristicas la llamaremos base ortonormal.

Demostracion. Como h es no degenerada, existe un vy € V tal que h(vy,v1) # 0, entonces definimos

U1
€1 = P

|h(v1,v1)]

notemos que

h(el,el) _ h < U1 (% ) h(’Ul,’Ul)

SR on] RGer o)~ (ool -~ 0

Adem4s se tiene que la transformacion lineal ¢1 : V' — R definida por ¢ (v) = h(e1,v) es no nula, entonces
consideremos K = Ker(¢1) = e;*, donde dimg(K) =n — 1.
Luego usando induccién sobre n y reordenando la base se tiene lo pedido. O

Observacién 2.9. Dado un espacio cuadritico (V,h) no degenerado, al considerar la base dada por el
teorema anterior se tiene que es isometrico al espacio RP*¢ para alguna signatura (p,q), definida por la
cantidad de elementos spacelike y timelike que tenga la base encontrada.



2.2. Algebras de Clifford

En esta seccion empezaremos dando una definicién de algebra de Clifford completamente abstracta, para
luego dar una construiccién bastante intuitiva de estas algebras.

Definicién 2.10. Sea V un R-espacio vectorial, definimos el dlgebra tensorial como:

T(V) = @PTHV),
k

donde T*(V) =V @ ---® V es el producto tensorial de V' k-veces.

Podemos ver que el algebra tensorial de un R-espacio vectorial es un R-algebra vectorial, cuyo producto
esta dado por:
(V1@ @) (W R BW) =V1 R @V QW1 @+ @ Wy

Ademais de cumple la siguiente propiedad universal:
Sea A un algebra, se tiene que para cada funcién lineal f : V — A, existe un tinico homomorfismo de élgebras
T(f): T(V) — A que hace conmutar el siguiente diagrama:

v
ii T(f)

(V)
es decir, f = T(f) oi. Donde i es la inclusién canonica, es decir, i : V — V C T(V).

Ejemplo 2.11. Si tomamos un espacio vectorial de dimensién finita n, cuya base es {e1, ea, ..., e, } entonces
podemos identificar el dlgebra T'(V') como los polinomios R[z1, x2, ... z,], donde la inclusién i lleva e; en z;
y dada una transformacién lineal f : V' — A el homomorfismo T(f) : R[z1, zo,...x,] — A esta dado por la
evaluacién.

Definicién 2.12. Sea (V, h) es un espacio cuadrético de dimensién finita. Un dlgebra de Clifford asociada
a (V,h) es un par (CI(V,h),ip) donde CI(V,h) es una R-dlgebra y ip : V. — CI(V, h) una aplicacién lineal
que cumple la condicion:

(in(v))? = h(v,v) - Ley(v,n) para todo v €V,

que cumplen la siguiente propiedad universal:
Dada una R-édlgebra A y una aplicacién lineal f: V — A que cumple

(f(v))* = h(v,v) - 14
existe un tinico homomorfismo de dlgebras f : CI(V,h) — A tal que el siguiente diagrama conmuta

f

A
h)

A

\%4
ih

cuv,

Es decir, se tiene la relacién f oi, = f.

Existencia

Sea (V, h) un espacio cuadratico de dimensién finita y sea T(V') su dlgebra tensorial. Entonces definimos
I(h) como el ideal bilatero mas pequefio que contiene los elementos de la forma {v®@v—h(v,v)-1pqy v € V}
en T'(V), luego definimos el cuociente de la siguiente manera:

Cvy = T(V)/I(h). (2:2)



Proposicién 2.13. Sea (V, h) espacio cuadrdtico entonces el dlgebra C vy, es un dlgebra de Clifford C1(V, h)
asociada a (V, h).

Demostracién. Sea A una R-algebra y consideremos f : V — A lineal que cumple (f(v))? = h(v,v) - 1 para
todowv € V.
Por la propiedad universal del dlgebra tensorial T'(V') vista en la definicién 2.10 se tiene que existe un tnico
homomorfismo de dlgebras T'(f) que hace conmutar el siguiente diagrama:

f

| 4

(V)

A

es decir, T(f) oi = f.

Como T'(f) es tnica, para poder definir T'(f) en T(V)/I de manera tinica, basta con que I C Ker(T(f)), lo
que se verifica, ya que I es generado por los elementos de la forma v; ® v; — h(vs, v;) - 1oy € ker(T(f)), por
lo tanto tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

v
; f
(iv) ()
i ‘

T(V)/I

Entonces al tomar i;, = 7 o ¢ se tiene que:
(foin)(v) = ((fom)oi)(v) = (T(f)oi)(v) = f(v),
luego Cy5) y in cumplen con la definicién 2.12. O

Observacién 2.14. Si consideremos f = i, por la construcciéon anterior tenemos el siguiente diagrama
conmuta:

V—"" CU(V,h)
ihl /
CI(V, h)
Es decir, la tnica funcién g que cumple g o i, = i, es la identidad.

Desde ahora, cada vez que escribamos A-v estaremos hablando del producto escalar, cuando hablemos del
producto de Clifford “v ® ”w vamos solo a denotarlo como “vw” y cuando hablemos del algebra de Clifford
CI(V,h) vamos a estar hablando del dlgebra Cl(y ). Al considerar (RP*9,h, ;) como el espacio cuadratico
del ejemplo 2.5, se tiene que podemos construir un algebra de Clifford CI(RP*4,h, ) asociada a él y la
denotaremos Cl(hy. q).

Proposicién 2.15. Para los elementos v € V' se tiene que v L w si y solo si
VW = —wo. (2.3)
En particular, se tiene que para la base ortogonal del teorema 2.8 se cumple e;e; = —eje; para todo i # j.
Demostracion. Consideremos la ecuacion definida por
h(v+w,v+w) - loyn = (v +w)?

:v2+vw+wv+w2

= h(’l), ’U) . 1Cl(h) + vw + wv + h(w, w) . 1Cl(h)-



Por otro lado, tenemos que:
h(v+w,v +w) - Loy = h(v,v) - Logny + (v, w) - Leyay + hw,v) - 1oy + h(w, w) - 1oymy, (2.4)
de las dos ecuaciones anteriores y el hecho de que h es bilineal simetrica, obtenemos la relacién
2h(v,w) = vw + wo. (2.5)
De esta ecuacion se deduce que v L w si y solo si vw = —ww. O
Notemos que las dlgebras de Clifford no son dominio de integridad, ya que por ejemplo
(v = V/h(v,0)) (v + V/h(v,v)) = v* = h(v,v) = 0,

donde v+ 1/h(v,v) # 0, ademés mds adelante veremos que las dlgebras de Clifford son dlgebras de matrices.

en general ab # ba

Categoria

En este documento intentaremos dar todas las definiciones en forma categorica, esto serd aprovechado en
mas adelante al demostrar equivalencias entre categorias.

Definicién 2.16. Sean C, D dos categorias, decimos que F': C' — D es un funtor de C' a D si cumplen las
siguientes condiciones:

1. Si z € Objc entonces F(z) € Objp,

2. si f € Homg entonces F(f) € Homp,

3. para todo x € C se tiene que F'(id,) = idp(s),

4. Si f,g € Hom¢ entonces F'(f og) = F(f) o F(g).

Proposicién 2.17. Sean (Vi,h1), (Va, ha) espacios cuadrdticos y f1 : Vi — Va isomélria entonces existe
Cl(f1) : Cl(V1,h1) = Cl(Va, ha) homomorfimos de dlgebras (Donde Cl(V;, h;) es algin dlgebra de Clifford
asociada a (Vi, h;)) que cumple que el siguiente diagrama conmauta:

f1

Vi—V;

thy l n iihz

Cl(Vi,hi) WCZ(V%M)

Demostracion. Consideremos la funcién lineal
J1=1in, 0 f1,
esta funcién cumple la relacién

(f1(0))% = (iny (f1(0)))? = ha(f1(0), f1(0) - Lea(vang) = h1(0,0) - Lowva,n)-

Luego satisface la definicién 2.12, entonces existe Cl(f1) : Cl(Vi,h1) — Cl(Va, ha) tal que el siguiente
diagrama conmuta:

es decir, f; = CI(fy) oin,. O



Corolario 2.18. Sean (Vi,hy), (Va,h2) y (V3, hs) espacios cuadrdticos y sean f1 : V4 = Vo y fo: Vo = Vs
isométrias entonces para Cl(f1) y Cl(f2) definidas en la proposicidn anterior se tiene que Cl(fyo f1) =

Cl(f2) o Cl(f1)-

Demostracion. Por la proposicién anterior tenemos que existen Cl(f1), Cl(f2) y Cl(fsf1) que cumplen las
relaciones

fi = Cl(f1) oin, ¥ fo = Cl(fa) 0 in,,

es decir, hacen conmutar el siguiente diagrama

v f1 v f2 Vi

\Lihl iihz \Lihg

Cl(Vi,h Cl(Va, h Cl(V3,h
(13 l)m (27 Q)T(f; (33 3)

de esto se obtiene que Cl(fz 0 f1) = Cl(f2) o Cl(f1). O

Definicién 2.19. Un homomorfismo de dlgebras ¢ : Cl(V,h) — CI(V',h') es un homomorfismo de
dlgebras de Clifford si cumple que ¢(V) C V'. Ademds decimos que un ¢ es isomorfismo si existe un
homomorfismo de dlgebras de Clifford ¢ : CI(V’, h) — CI(V,h) que cumple ¢ o ¢ = idcyy: )y y Yo th =
idci(v,n)-

Observacién 2.20. Notemos que la definicién 2.12 y la proposicién 2.17 dice que la definicién de algebras
de Clifford genera un funtor entre la categoria Quad y la categoria de las dlgebras asociativas con unidad
Alg, ya que para cada (V,h) objeto en Quad se tiene que CI(V,h) es un objeto en Alg y cada morfismo
f en Quad se tiene que CI(f) es un morfismo en Alg. Pero no todos los objetos en Alg son dlgebras de
Clifford para algin espacio cuadrético (veremos que todas las dlgebras de Clifford tienen dimensién 2", pero
no todas las R-"algebras tienen esa dimensién), ni todos los homomorfismos de dlgebras son un CI(f) con f
isometria, es por eso que vamos a definir la categoria Cl como la imagen de Quad bajo el funtor Cl. También
denotaremos Cl a la categoria cuyos objetos son los mismos que en Cl y los morfismos son los isomorfismos
de CL.

Corolario 2.21. Si (V,h) es isomorfo a (V' 1) en Quad entonces CI(V, h) es isomorfo a CL (V' k') en la
categoria CI.

Demostracion. Como (V,h) es isomorfo a (V',h') se tiene que existe una isometria f : V' — V' invertible,
luego por la proposicién 2.17 se tiene que existe Cl(f) que cumple la ecuacién

i o f =CI(f)oip. (2.6)

Por otro lado se tiene que existe la isometria inversa f’ : V' — V que cumple f o f' =idy: y f' o f = idy,
ademds por la proposicién 2.17, se tiene que existe CI(f’) que cumple

ip O f/ = Ol(f/) o lp!. (2.7)
Por las ecuaciones 2.6 y 2.7 se tiene que
CU(f) o Cl(f")oin =Cl(f)oino f' =ip o fof =ipoidy =ip.

Por la observacion 2.14 se tiene que CI(f)oCI(f’) = idcy(n), de la misma manera se tiene que Cl(f")oCI(f)
idc(py por lo tanto tenemos que CI(V,h) = CI(V',]').

Ol

Elemento de Volumen

Un elemento que es importante dentro del contexto de algebras de Clifford, es el elemento de volumen,
que consiste en la multiplicaciéon de todos los elementos de una base dada. Este elementos es importante ya
que nos da informacién sobre la orientacién de la base B.
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Definicién 2.22. Si B = {ej, ea,...,e,} es una base ortonormal de CI(h) definimos el elemento volumen
de Ci(h) asociado a la base B al elemento dado por:

I=e1-e---ep. (2.8)

Observacién 2.23. Si I’ es el elemento volumen asociado a otra base ortogonal B’ del mismo espacio
cuadratico V', entonces I = I’ si las bases B y B’ tiene la misma orientacién 6 I = —I’ si las bases B 'y B’
tienen la orientacion opuesta.

Observacion 2.24. El elemento volumen depende de la signatura de la forma cuadratica y se cumple la
siguiente identidad respecto a su signatura

12 = (—1)2m®=D) 4 o

Ejemplo 2.25. Sea V espacio vectorial de dimensién 2 con la forma cuadrética hg o, sea una By = {e1, €2, e3}
base de V, entonces el elemento de volumen es Ip, = ejeses y se tiene que:

I? = ejegeze1 6965 = —e%e%eg = —h(e1,e1)h(ea, ea)h(es,e3) = —1.

Si consideramos ahora la base By = {ej, e3,ea}, se tiene que el elemento de volumen esta dado por Ip, =
ejezes v que cumple con la identidad:

I? = ejezeqeie500 = 76%6%6% = —h(ey,e1)h(es, e2)h(es, e3) = —1.

Notemos que Ip, = ejeseq = —ejeses = —Ip,, ya que las bases By y B tienen distinta orientacién, pero se
tiene que 11231 = I,%.l ya que el cuadrado solo depende de la signatura (p, q).

Ejemplos de algebras de Clifford

Aunque hay una gran variedad de ejemplos de dlgebras de Clifford, en este documento daremos los mas
relevantes para la fisica y los més interesantes matemaéaticamente.

Ejemplo 2.26. Sea V = Re un espacio vectorial de dimensién 1, con la forma cuadratica hg ; definida en el
ejemplo 2.5, es decir, e? = h(e,e) = —1. Entonces si identificamos T'(V') con los polinomios en una variable
R[z], por medio de la inclusién e — x, el ideal I es el generado por los elementos de la forma z2 + 1. Por lo
tanto el dlgebra de Clifford asociada es el cuociente

Cliv.py = Rlz]/spang(z® + 1) = C.
Es decir, el dlgebra de Clifford Cli(h; ) = C donde C corresponden a los niimeros complejos.

Ejemplo 2.27. Sea V' = Re un espacio vectorial de dimensién 1, pero ahora la forma cuadratica hy ¢ definida
en el ejemplo 2.5. De la misma manera que en el ejemplo anterior tenemos que:

Clivpy = Rz]/spang(z® — 1) 2 D.
Donde D son los niimeros hiperbdlicos, que corresponde al conjunto
D={a+bj|la,beRyj?=1}2RPR.

Aunque en el ejemplos anterior fue relativamente sencillo encontrar el dlgebra de Clifford, cada vez se
hace un poco mas tedioso trabajar sin recurrir al concepto de base, aunque se puede intuir de la construccién
del algebra de Clifford, que la base deberia consistir en el producto de los elementos de la base de V, solo
podremos demostrarlo utilizando herramientas un poco mds sofisticadas. Por ahora asumiremos (si quiere
ver la demostracién puede verla en el corolario 2.45) que la base de un 4lgebra de Clifford esta dada por:

n
{1}U U{6i1€7;2"‘6ik | 1§Zl<22<<lk§’ﬂ}
k=1
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Es decir, el producto ordenado de los elementos de la base de V. Ademads podemos observar que el algebra
de Clifford admite la descomposicién

Cl(h) = Cl(h)° ® Cl(h)* ® Cl(h)* & - - ® ClL(h)",

donde Cl(h)* es el conjunto generado por {e;, e, -+ €;, | 1 < iy < iy < --- < i < n}, es decir los elementos
de largo k, cuya dimensién es dimg(CI(h)*) = (Z) Esta descomposicion es interesante geométricamente, ya
que, los elementos de largo 0 representan puntos, los de largo 1 son rectas, los de largo 2 son los planos, y
asi sucesivamente hasta donde lo permite la dimensién de V. Esto quiere decir que las algebras de Clifford
no solo possen la propiedad de que el producto es la forma cuadratica, si no que tienen toda las informacién
geométrica que nos da el dlgebra de Grassmann, es por esta razén que también son conocidas como algebra
geométrica.

Ejemplo 2.28. Sea V = Re; @Rey un espacio vectorial de dimensién 2, y tomemos la forma cuadratica hy 2,
es decir, e; y es son spacelike. Entonces el dlgebra de Clifford esta generada por el conjunto {1, ey, eq,ejea},
entonces el dlgebra de Clifford tiene la forma:

Cl(ho,g) =R @ Re; ® Rey @ Reqes,
donde se tienen las relaciones e% = e% =—1ly (6162)2 = ej1eg€169 = —eje1eseq = —1.
Si identificamos los elementos e; — 7, e — j v e1es — k entonces tenemos el siguiente isomorfismo:

Cl(hog) =R @ Re; @ Rey @ Rejes =2 H,
donde H son los cuaterniones de Hamilton.

Ejemplo 2.29. Ahora para el mismo espacio vectorial del ejemplo anterior podemos considerar la forma
cuadratica hg, es decir, consideraremos que V = Re; @ Rey donde e; son spacelike, entonces el dlgebra de
Clifford asociada es este espacio es:

Cl(h(),g) =R ® Re; & Res & Reqes,

donde €? = 1 para todo i € {1,2}.

Este ejemplo es importante para la fisica, ya que es el dlgebra de Clifford asociada al plano. En esta algebra,
como veremos mas adelante, es posible identificar el concepto de momemto angular de una paticula girando
sobre un plano.

Ejemplo 2.30. Con la intencién de ver el dlgebra de Clifford correspondiente al espacio tridimensional,
vamos a considerar el espacio vectorial V = Re; @ Rea @ Res con la forma cuadratica hs o, entonces su
algebra de Clifford es:

Cl(h370) =R D Rel D RBQ D Reg D Releg D Regeg D Releg D R616263,

donde e? = 1 para todo i € {1,2,3}.
Esta algebra también es conocida como el algebra de Pauli, ya que su complexificacién es generada por las
matrices de Pauli, que representan el concepto de spin en mecanica cuantica.

Ejemplo 2.31. Un ejemplo importante es el algebra del espacio-tiempo, que es el algebra de Clifford
asociada al espacio-tiempo de Minkoweski (R'*3, h; 3) utilizado para el formalizmo de la relativdad. Solo
por convencion vamos a usar la notacién que usé Dirac para representar la base de R'3, es decir, la base
serd {v0,v1,72,v3} donde vy es timelike y las otras 7; son spacelike. Entonces podemos escribir el dlgebra
de Clifford asociada a este espacio cuadrético de la siguiente manera:

Cl(h13) =R ® (Ryo ®Ry1 ® Ry2 D Ry3) @ (Req @ Rez @ Reg) @ (Rer] @ Real @ Resl)

2.9
@ (Ryol ® Ry, I ® Ryl ® Rysl) @RI, (2.9)

donde €; = ;70 con i € {1,2,3} cumplen con e? = 1 y forman una base de R3, llamada espacio relativo a
~o, entonces los elementos de Cl(hy 3) se pueden escribir como:

r=a+a+a+bl+bl+ 31,

donde o, 3 € R, a,b € R\3 y a, b estan en el espacio relativo a .
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2.3. Super Algebras

La estructura de Super algebras es la estructura natural que tienen las algebras de Clifford, esta forma de
entender las dlgebras nos ayudara a encontrar una base para las algebras de Clifford y nos permitirad hacer
las distincién entre grupo Pin y Spin maés adelante.

Ademas, esta teoria por si sola es muy interesante, ya que es la estructura algebraica que modela las ”Super
simetrias”, teorfa fisica que considera dos tipos de particulas elementales, los fermiones (spin semi-entero) y
bosones (spin entero), donde las particulas compuestas por una cantidad par de fermiones se comporta como
un boson y las particulas compuestas por una cantidad impar de fermiones se comportan como fermiones,
este comportamiento entre particulas es basicamente la definicién que daremos de super algebras. Todas las
teorias fisicas conteniendo fermiones, consideran super simetrias, es decir, se formalizan con super dlgebras.

Definicién 2.32. Decimos que un algebra A es un Super Algebra si es un algebra Zs-gradada,es decir:
A=Ay P A;.

donde el producto de A cumple con A; - A; C A1 mod 2)-
A los elementos de Ay U A; los llamaremos elementos homogeneos y se denotan Ag,,,, ademas a los
elementos de Ag les diremos elementos pares y a los elementos A; les diremos elementos impares.

Observacion 2.33. Notemos que con esta definicién A es un algebra en el sentido usual, mientras que A;
es un Ag-modulo.

Las dlgebras Clifford Cl(h) tienen una estructura de super dlgebra, de hecho, podemos escribirlas como
Cl(h) = Cl(h)° @ Cl(h)*, (2.10)

donde Cl(h)! = {z € Cl(h) | a(z) = (—1)'z} donde i € {0,1}.

Aunque se puede ver que el caso Cl(h19) y Cl(ho1) no tienen una descomposicién como stiper dlgebras
interesantes, hay algunas descomposiciones de algebras de Clifford que es interesante verlas como parte par
e impar, por ejemplo:

Ejemplo 2.34. Para el caso Cl(hao) v Cl(ho2) se tiene que los elementos son de la forma:
ReoVeRI
donde I? = —1. Entonces se tiene que la descomposicién como stper dlgebras es:
Ci(hy=Cl(h)’ @ Cl(h)! = ReR) oV =CaV,

es decir, el dlgebra de plano y los cuaterniones se pueden ver como el espacio vectorial méas los niimeros
complejos, que sabemos, es el dlgebra que hace rotar a V.

Ejemplo 2.35. Para el caso Cl(hs ) sigue siendo interesante, ya que el dlgebra del espacio tiene la forma:
RV @ (Rejes @ Reges @ Reqes) @ RI,
donde (eres)? = (eze3)? = (e1e3)? = —1. Entonces la parte par e impar puede escribirse como:
Cl(h) = Cl(h)° @ Cl(h)' = (R @ Rejea @ Regez @ Rejez) @ (VORI =ZHE (V aRI),

es decir, la parte impar del dlgebra es el mismo espacio vectorial més el elemento de volumen y la parte par
corresponde a los cuaterniones, que sabemos es el algebra que hacer rotar nuevamente a V.

Ejemplo 2.36. En el caso del espacio tiempo Cl(hq 3) se tiene que:
Cl(th)O = R D (Rel D Reg D Re3) D (Rell D Rezl &) Re;;[) &) RI,
donde €;2 = 1, (e;1)? = —1 para todo i € {1,2,3} y I? = —1, con estas relaciones se tiene que Cl(hy3)o =

Cl(hs ).
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Definicién 2.37. definimos la funcién paridad como la funcién |- |: Ag U Ay — Zy que cumple con

0 si ac€ A
|a| =
1 si a€ Ay

Observacién 2.38. La funcién paridad cumple la relacién |a - b| = |a| + |b] mod 2.
Definicién 2.39. La Categoria de las super algebras es la categoria que denotaremos Super donde
1. Los objetos son las super algebras definidas en 2.32 y los denotaremos Objgyper

2. Sean A = Ay @ A1 y B = By ® B dos super algebras. Definimos un morfismo entre super algebras
como una transformacién lineal T': A — B que respeta la gradacion, es decir,

|T(x)| = |z|, para todo © € Apom
y los denotaremos Mor fsyper-

Definicién 2.40. Una super algebra se dice conmutativa en la categoria Super 6 super conmutativa
si se cumple que para todo a,b € Ao se tiene

ab = (—1)l1lpg (2.11)

Observacién 2.41. Esta definicién nos dice que los elementos pares conmutan entre ellos, los elementos
impares anticonmutan entre ellos y los elementos de distinta paridad conmutan.

Ejemplo 2.42. Si A y B son super algebras definimos el super algebra producto tensorial como
A®sB=(A® B)y® (A® B)1,
donde la parte par e impar respectivamente son:
(A® B)o= Ao ® By ® A1 ® By,
(A® B)1 = 4p® B1 & A1 ® By.
y cuyo producto esta dado por:
(a @b) ®g (a®b) = (=1)(aa") @ (bD'). (2.12)

A esta dlgebra, que consiste en A ® B como espacio vectorial, pero esta dotada con el producto definido
arriba, la denotaremos A ® ¢ B para diferenciarla con el producto tensorial usual. Ademaés por definicién esta
algebra es siper conmutativa.

Proposicién 2.43. Sea (V,h) y (V',h') dos espacios cuadrdticos, consideremos el espacio suma directa
VeV hdh) de elos definido en 2.4, se tiene que su dlgebra de Clifford cumplen que Cl(h & h') =
CL(R)&CU(R).

Demostracion. Sea f : V& V' — Cl(h) ® CI(I') definda por f(v +v') = v ® leyny + lown) @ V' €
(Cl(h) ® CI(h'))1, notemos que f es lineal y cumple con:

(f(v+v")* = (0@ Leww) + Lo @ V') (W @ Loy + Lewn @ V'),
vRVv+vRV +v v+ @V,
vRUu+vRV —vv +u @,
h(v,v) - Levvyecuvey + b, 0") - lawvyecivr),
= (h 4 h/)('U + ’U/, v+ ’U/) . 1Cl(V)®Cl(V/)-

Luego f cumple con las hipotesis de 2.12, asf existe f : Cl(h ® h') — CI(h) ® CIL(K') homomorfismo de
algebras que cumple la relacién

f=Ffoin,,,
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Por otro lado sabemos que V. C V& V' = CI(V & V') donde (i(v))? = h(v,v) -1y i(v) € Cl(h); , entonces
por la definicién de élgebra de Clifford existe 7 : Cl(h) — CI(V ® V') morfismo de super algebras. De
manera analoga para V' existe i’ : Cl(h') — CI(V @ V') morfismo de super &lgebra. Consideremos entonces
la transformacién lineal g : Cl(h) ® s CI(h') — Cl(h @& h') definida por:

gz ®a') =i(z)i'(2)

esta transformacion es un homomorfismo de dlgebra y ademas cumple las relaciones

(90f)0iny o (v, v40") = g(f(v+0", 04+0)) = g(UOLHIRV) = (V)47 (V') = iny o, (V0 v+0") = Homquad-

Por la observacién 2.14 se tiene que go f = idci(hgny- De manera analoga se tiene que fog= idci(hysCl(h')-

Observacion 2.44. Notar que esta equivalencia solo se tiene en la categoria de las super dlgebras y no en
las dlgebras en el sentido usual ya que como (V,h) y (V' k') son ortogonales, sus elementos anticonmutan
en Cl(h @ h'), pero conmutan en el producto tensioral usual Cl(h) ® CI(R').

Construccién de una base para Cl(h)

Corolario 2.45. Sea (V,h) un espacio cuadrdtico de dimension n entonces dimg(CIl(h)) = 2" y una base
para Cl(h) es

{10 (J{ei i iy | 1<y <idp <+ <ip <n} (2.13)
k=1

Demostracion. Vamos a demostrarlo usando induccion sobre n.

~

Para n =1 se tiene que V = eR, luego T(V) = Rx] entonces tenemos dos casos
Cl(h1,) =2 Rlz]/I donde I es generado por e ® e — 1 con lo que se tiene que

Cl(hip) =R&R
Cl(ho1) = Rlz]/I donde I es generado por e ® e + 1 con lo que se tiene que
Cl(ho1) =C
En ambos casos se tiene que dimg(Cl(h)) =1y que una base es 1, e.

Supongamos ahora que dimg(V) = n y que el teorema se cumple para todos los espacios vectoriales de
dimensién menor a n.
Por Gramm-Schmidt 2.8 tenemos que (V, h) admite una base ortogonal, luego tenemos la descomposicién

V=eRap V'

donde dimg (V') =n—1y e L V' luego podemos descomponer la forma bilineal / de la siguiente manera
h = hy @ K/, entonces por la proposicién 2.43 se tiene que

Cl(h) = Cl(hy @ ') = Cl(h1)&CI(R).

n

Por otro lado como dimg (V') = n — 1 por hipotesis de induccién se tiene que dimg(CI(h')) = 2”1, por lo

tanto tenemos que
dimg(Cl(h)) = dimg(Cl(hy)) - dimg(CIL(R')) =2-2""1 = 2"

Ademés tenemos que una base para Cl(h') es

n—1
{1}U U{eil-eiz-ueik | 1§i1<i2<"'<ik§n—1},
k=1
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y una base de Cl(hy) es {1,e},
luego si llamamos e = e,, entonces se tiene que una base para CIl(h) es el producto tensorial de las bases, es
decir

n
{I}U U{ei1~ei2~~eik | 1§zl<22<<zk§n}
k=1

O

Observacion 2.46. del corolario anterior podemos ver que un dlgebra de Clifford admite la descomposicién
Cl(h) = Cl(h)° & Cl(h)' & CI(h)* @ --- & Cl(h)"

donde CI(h)* es generado por {e;, - e, - e, | 1 <ip < iy < - < ix < n}, es decir los elementos de largo

k, cuya dimensién es dimg (Cl(h)*) = (7).

Definicién 2.47. Llamamos centro de un algebra A al conjunto
Z(A)={a € A | ax = za para todo z € A}.
Si A es una K-élgebra, decimos que A es central si Z(A) = K.
Proposicion 2.48. Para las dlgebras de Clifford se tienen los siguientes resultados respecto a su centro
1. Sin es par, Z(Cl(h)) =R y Z(Cl(h)p) = R®RI.
2. Sin es impar, Z(Cl(h)) =R @RI y Z(Cl(h)o) = R.
Donde I es el elemento de volumen y n es la dimension de V.

Demostracion. Sea x € Cl(h) como CI(h) es super &lgebra, tenemos que x = xg + 1 donde x; € Cl; con
1 € {0,1}. Ademds se puede ver que = € Z(CIl(h)) si y solo si x;ep = epx; para todo k € {1,...,k} y para
todo 7 € {0,1}.
Escribamos zg = ag + e1b; donde ag € Cl(h)y y by € Cl(h); no contienen a e; en su descomposicién en la
base. Tomando k = 1 se tiene que:

(ao + €1b1>61 =e (ao + 61()1) (2.14)

pero como ag es par y no contiene a e se tiene que age; = ejag, por otro lado, como b; es impar y no contiene
a e se tiene que bje; = —eqby, usando estas dos relaciones en la ecuacién (2.14) se tiene que 726%1)1 =0,
luego b; = 0, por lo tanto xg no contiene a e; en su descomposicién en la base. Usando el mismo argumento
para cualquier k, se tiene que zg € R.

Ahora realizaremos el mismo proceso para z7, tenemos que x; = a3 + e1bg donde a; € Cl(h); y by € Cl(h)o,
ambos no contienen a e; en su descomposicién en la base. Tomando k = 1 se tiene que:

(a1 + 61b0)61 = 61(&1 + 61[)0), (215)

pero como aj es impar y no contiene a e; se tiene que aje; = —ejaq, por otro lado, como by es par y
no contiene a e; se tiene que bpe; = ejby, usando estas dos relaciones en la ecuacién (2.14) se tiene que
2¢2a; = 0, luego se tiene que a; = 0, es decir, z1 tiene que contener a e; en su descomposicién en la base.
Usando el mismor argumento para cualquier k se tiene que x; = ejez---e, = I. Si n es impar tenermos
que 1 = I, pero si n es par tenemos un pequefio problema, ya que 1 € Cl(h); y 1 = I € Cl(h)o con
Cl(h)o N Cl(h), = {0}, luego 1 = 0.

Por lo tanto, si n es par se tiene que Z(Cl(h)) = R y si n es impar tenemos que Z(Cl(h)) = R @ RI. O
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2.4. Algebra Geométrica

Un caso especial de dlgebra de Clifford es cuando tomamos la forma cuadrética h(v,v) = 0 para todo
v € V, al aplicar la construcciéon de &dlgebra de Clifford al espacio (V,h) de dimensién n se tiene que el
algebra de Clifford asociada es el dlgebra de Grassmann A V. Esta dlgebra es de la forma:

A=A

Ademsds, por la eleccién de base, podemos ver que hay un isomorfismo de espacios vectoriales entre AV
y Cl(V,h) (basta llevar la base del algebras de Grassmann a la base del édlgebras de Clifford ). Con esto
podemos obtener todas las propiedades geometricas del dlgebra de Grassmann en el dlgebras de Clifford

Hay libros en los cuales se ven los elementos de las dlgebras de Clifford como el conjunto de partes
P(z) de un conjunto de n elementos, donde n es la dimensién del espacio cuadratico (V,h) que define
el algebra de Clifford. Por ejemplo, el elemento ejeseses € Cl(hgo) se puede leer como el subconjunto
{1,2,4,6} C {1,2,3,4,5,6}. Aunque no entraremos en detalle con esta notacién, es realmente util y natural
trabajar las algebras de Clifford como el conjunto de partes.

Operaciones geométricas

Esta notacién permite crear los siguientes operaciones de manera natural

Definicién 2.49. Para simplificar expresiones mas adelante, vamos a definir las siguientes operaciones en

Cl(h):
1. Sea z,y € Cl(h) definimos el producto exterior entre x y y como:

2y sino existe ¢ € Cl(h) tal que y = zc ,ni existe d € Cl(h) tal que z = yd
TNy =
0 en otro caso

Este producto dice, multiplica a los dos elementos solo si AN B # (), lo que es la definicién usual del
producto cuna.

2. Sea z,y € Cl(h) definimos el producto interno derecho entre z y y como:

xy siexiste ¢ € Cl(h) tal que z = yc
xay=
0 en otro caso

Este producto dice, multiplica a los dos elementos solo si A C B.
3. Sea x,y € Cl(h) definimos el producto interno izquierdo entre z y y como:
xy siexiste ¢ € Cl(h) tal que y = zc
TLy=

0 en otro caso

Este producto dice, multiplica a los dos elementos solo si B C A.

4. Sea x,y € Cl(h) definimos el producto interno entre z y y como:
xy siexiste ¢ € R* tal que y = xc
TLy=

0 en otro caso

Este producto dice, multiplica a los dos elementos solo si B = A, la cual es la definicién usual de (-, -).
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5. Sea x € Cl(h) definimos el complemento de x como

x¢ =zl 1,
Esta operacion dice, toma a x cuyo representacién como subconjunto es A, entonces z€ es el elemento cuya
descomposicién es A°€.
Hay muchas relaciones y aplicaciones con respecto a estos productos, sin embargo nosotros utilizaremos

muy poco de esto, si al lector le interesa mds sobre esta forma de ver las dlgebras de Clifford puede ver [32].

2.5. Involuciones

En esta secciéon vamos a definir algunas involuciones que nos ayudaran a caracterizar los elementos de un
algebra de Clifford y nos permitird crear una funciéon que llamaremos norma en el algebra de Clifford, que
es una extension de la forma cuadratica del espacio cuadratico asociado.

Definicién 2.50. Si A es un dlgebra cuyo producto esta dado por:

AxA— A
(a,b) —a-b

Entonces definimos el dlgebra opuesta a A como el dlgebra A°P que es igual a A como espacio vectorial,
pero su producto esta definido por:

AxA— A
(a,b) —b-a

Definicién 2.51. Llamaremos un anti-homomorfismo a un homomorfismo
f:A— AP,
es decir, cumple con f(a-b) = f(b) - f(a).

Definicién 2.52. Llamaremos una involucién a un homomorfismo 6 anti-homomorfismo f: A — A que
cumple f o f =id.

Definicién 2.53. Si tomamos la funcién lineal f : V' — CI(h) tal que v — —v entonces, por la propiedad
universal del algebra de Clifford. Se extiende de manera tinica al homomorfimo

a: Cl(h) — Cl(h) tal que a(v) = —v para todo v € V
a este homomorfismo lo llamaremos la involucién paridad y este satisface la relacién:
afvy - vg - vy) = a(vr) - a(va) - avy) = (—1)"vy - vg - - - vy, (2.16)
donde v; € V.

Definicién 2.54. Si tomamos la funcién lineal f : V' — CI°P(h) tal que v — v entonces, por la propiedad
universal del dlgebra de Clifford, se extiende de manera tnica al anti-homomorfismo

7: Cl(h) = CI(h) tal que 7(zy) = 7(y)7(z) para todo x,y € Cl(h)
a este homomorfimo lo llamaremos la involucién reversion y este satisface la relacion
T(v1 - vg - vp) =T(Vn) - T(Up—1) - T(V1) = Uy - Uy + - - 01, (2.17)

donde v; € V.
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Notar que a mide el largo de los multivectores, cosa que no cambia al aplicar 7 y 7 da vuelta los elementos
de los multivectores lo que no es afectado al aplicar 7, es decir, si cambio los signos por « y luego invierto el
orden con 7, es lo mismo que invertir el orden primero y luego cambiar los signos, por lo tanto tenemos que

ToQ=aQorT,
con estas relaciones se tiene que {id, 7, a, 7 o a} es Zs X Zs.

Definicién 2.55. Definimos la conjugacién de un elemento en Cl(h) como la involucién

T = 7(a(x)) = a(r(z)) para todo x € Cl(h).

Ejemplo 2.56. Para los casos Cl(hg,1) y Cl(hi,0) de los ejemplos 2.26 y 2.27 respectivamente, los elementos
son de la forma a + be donde a,b € R entonces las involuciones paridad, reversién y conjugacion son:

ala+ be) = ala) + ba(e) = a — be,
7(a + be) = a + be,
a4+ be =a— be,
Notemos que la conjugacién en Cl(hg 1) coincide con la conjugacién en C.

Ejemplo 2.57. Para los casos Cl(hg2) y Cl(hz2,) de los ejemplos 2.28 y 2.29 respectivamente, los elementos
son de la forma a4 be; 4 cea 4 deqes donde a, b € R entonces las involuciones paridad, reversion y conjugacién
son:

aa +bey + cea +dI) = a+b(—1)e; + c(—1)ex +d(—1)%eres = a — be; — ceq + dI,

T(a+bey + ces + dI) = a + bey + cea + desey = a + bey + ces — dI,

a+bey +ces+dl =a—bey —cey —dl,
Notemos que la conjugacién en Cl(hg2) coincide con la conjugacién en H.

Ejemplo 2.58. Para el caso Cl(hg o) del ejemplo 2.30 se tiene que los elementos son de la forma a+a+bI+bl,
donde a,b € R y a,b € R3, entonces las involuciones paridad, reversién y conjugacién son:

ala+a+bl+bl)=a—a+bl—bl,

T(a+a+bl+bl)=a+a—bl—bl,
a+a+bl+bl=a—a—bl+0bl.

Ejemplo 2.59. Para el espacio tiempo Cl(hs3,) del ejemplo 2.30 se tiene que los elementos son de la forma
r=a+a+a+bl+bl+ I, donde a, B € R, a,b € R y a,b estan en el espacio relativo a 7, entonces
las involuciones paridad, reversiéon y conjugacion son:

ala+a+a+bl+bl+pI)=a—a+a+bl—bl+pI,

T(a+a+a+bl+bl+8I)=a+a—a—bl—bl+fI,

at+a+a+bl+bl+p8l=a—a—a—bl+bl+ /1.

Definicién 2.60. Definimos la norma de un elemento en Cli(h) como:

N(z) =7z (2.18)
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Para la definicién de paridad, reversién y conjugacién, no habia diferencia entre los casos Cl(hyq) ¥
Cl(hp,q4) ya que no nos importaba el producto en CI(h), si no, que mds bien nos interesaba la estructura de
espacio vectorial. Pero para la definicién de norma, el producto se convierte en el ingrediente principal. Es
importante mencionar que estas normas no son normas en el sentido usual, ya que, no siempre son reales
(como veremos en el ejemplo 2.65 y 2.66) y no necesariamente los elementos no nulos tienen norma no nula
(casi todos los ejemplos abajo muestran esto).

Ejemplo 2.61. En el caso Cl(hg,1) se tiene que
Noa(a+bi) = (a+bi)(a —bi) = a® — b*i* = a® + b?,

la cual coincide con la norma en C. Ademés podemos ver que esta norma siempre es real y distinta de 0 para
valores distintos de 0.

Ejemplo 2.62. En el caso Cl(hq) se tiene que
Nig(a+1bj) = (a+bj)(a —bj) = a® = b°5* = a® — b7,

Como en el caso anterior esta norma siempre es real, pero en este caso los elementos de la forma a 4 aj son
una familia de elementos cuya norma es 0.

Ejemplo 2.63. En el caso Cl(hg2) se tiene que:
Noo(x) = (a —bey — cea — dI)(a+ bey + cea +dI) = a* — b%e} — c®e5 — d*I? = a® + b* + ¢* + d*.
Ejemplo 2.64. En el caso Cl(hz ) se tiene que:
N o(x) = (a+ bey + cea +dI)(a — bey — cea — dI) = a* — b%e} — c®e5 — d*I* = a* — b* — * +d*. (2.19)

Notemos que hasta ahora todas las normas nos entregan un ntimero real, el caso siguiente es el primer
caso en el cual no necesariamente es real.

Ejemplo 2.65. En el caso Cl(hs ) se tiene que:
N3 o(z) = (a —a—bl+bl)(a+a+bl+bl)=(a®> —b*+ (b,b) — (a,a)) + (2ab — 2(a,b))I.  (2.20)
donde (-, -) representa el producto punto usual en R3. En este caso se tiene que N3 o(z) € R@® RI.

Ejemplo 2.66. Para el caso del espacio tiempo Cl(hy,3) se tiene un caso un poco mds complicado que el
anterior, la norma esta dada por:

Nig(z)=(e—a—a—bl+bl+I)(a+a+a+bl+bl+pI)
=(@*—ad*—a?+b*+ > - %) +2ab—Pa—aLb+bLa—arLa®—bLb®)I+2(ab — (a,b) — (a, b)),

donde (-)¢ es el complemento definido en 5 y zLy es el producto interno izquierdo definido en 3. Notemos
ademéds que N(z)13 € Cl(h)? & Cl(h)? & Cl(h)*.

Proposicion 2.67. La norma y la conjugacion cumplen las siguientes propiedades:
1. t=ty N(t) =t para todo t € R,
2. Ty =Y T para todo z,y € Cl(h),
3. N(tx) = t>N(z) para todo t € R,x € Cl(h),
4. N(v) = —h(v,v) para todo v € V.
Demostracion. Todos los calculos son méas o menos directos

1. Sea t € R entonces
entonces se tiene N(t) = tt = t2.
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2. Sea z,y € Cl(h) entonces
7y = a(r(zy)) = a(r(y)7(2)) = a(r(y))a(r(2)) = yz.

3. Sea x € Cl(h) entonces
N(tx) = tote = tTte = t*Tx = t°N(z).

4. Sea v € V entonces
N(v) =7v = a(r(v))v = —vv = —h(v,v).

O
Definicién 2.68. Denotaremos Cl(h)* al grupo de elementos inveribles del algebra de Clifford CI(h).

Observacién 2.69. En general no es sencillo encontrar elementos invertibles en el algebra de Clifford, pero
la norma definida arriba nos ayudard a encontrarlos, ya que, tenemos que To = N(z) para todo z € CIl(h),
luego si N(x) € R* se deduce que:

-1 T

~ N(2)

z (2.21)

De esto podemos ver que si para todo x € Cl(h) — {0} se tiene que N(z) € R* entonces Ci(h) es un anillo
de divisién.

Proposicién 2.70. Si para todo x € Cl(h) se tiene que N(z) € R y N(ab) = N(a)N(b) entonces se cumple
que:
x tiene inversa <— N(z) #0

Demostracion. si N(z) # 0 entonces por la observacién 2.69 tenemos que z tiene inversa. Por otro lado si
tiene inversa, entonces existe a € Cl(h) que cumple za = 1, luego se tiene que N(za) = N(z)N(a) = N(1) =
1, por lo tanto N(z)N(a) =1 lo que implica que N(z) # 0. O

Todas las normas que definiremos son multiplicativas, para el lector interesado en ver la demostracién de
esto puede ver [Doul.

Ejemplo 2.71. Sea v € V', entonces la restriccién de la norma en V siempre es real, ya que
N(v) = v = —v? = —h(v,v) € R.

Si h(v,v) # 0 entonces por la ecuacién anterior se tiene v tiene inversa dada por

Ejemplo 2.72. Para el caso C y H podemos notar que la norma siempre es real y distinta de 0, de esto se
obtiene que todos los elementos son invertibles, luego son anillos de divisién.

Ejemplo 2.73. Como vimos en el ejemplo 2.62 hay una familia de elementos, a saber {a + aj | a €
R} cuya norma es 0. Para estos elementos podemos observar que no hay elementos invertibles ya que si
(a £aj)(x +yj) =1 entonces se tendria que ax £ ay =1 y ax &+ ay = 0 lo que es imposible.

Para los otros elementos podemos usar la construcciéon 2.69, entonces se tiene que:

Clx(hl,o) = {$ S Cl(hLo) | NL()(.T) # O} = {a + b] S Cl(hl,o) | a2 # b2} = {a + b] S CZ(I’LL()) | a # :l:b}
(2.22)

Ejemplo 2.74. Para el caso Cl(hgo) usando directamente el ejemplo 2.30, se tiene que los elementos
invertibles son:

Clx(hzo) = {LZJ S Cl(hzo) ‘ N270(I') # O} = {a + be1 + ces +dI € Cl(hz()) | a2 — b2 — 62 + d2 # O} (223)
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Ejemplo 2.75. El caso Cl(hs,) es un poco mds interesante, ya que podemos ver que la norma del ejemplo
2.65 no es real, entonces no podemos simplemente dividir por N3 o(x). Pero sabemos que para todo z= €
Cl(hs,0) se tiene que N3 o(z) € RGRI, y ademds sabemos que I? = —1 entonces podemos identificar R 4RI
con los nimeros complejos C. Esto es bastante til, ya que en C tenemos una norma, a saber la norma Ny ;
del ejemplo 2.61 que llega a el conjunto de los nimeros reales. Entonces podemos ver que la composiciéon de
la normas hs3 o y ho,1 es real y tiene es de la forma:

(No,1oN30)(z) = No1((a?—B%+(b,b)—(a, a))+(2aB—2(a, b))I) = (a*—B%+(b,b)—(a, a))*+(2aB—2(a, b))?

(2.24)
Luego podemos usar la proposicién 2.70 para encontrar los elementos invertibles de Cl(hs o) como en los
casos anteriores

Cl*(h3 o) = {a+a+bl + BI € Cl(hzp) | (a* — B+ (b,b) — (a,a))* + (2a8 — 2{(a,b))? #0}.  (2.25)

Ejemplo 2.76. Para el caso del espacio tiempo Cl(h1 3) tenemos el mismo problema que en el caso anterior,
la norma no es necesariamente real. Para solucionar esto vamos a usar una estrategia similar a la del caso
anterior. Como vimos en el ejemplo 2.66 la norma Ny 3(z) € CI°@®CI(h)3®Cl(h)* pero a diferencia del ejemplo
anterior este espacio esta muy lejos de ser los nimeros complejos. Es por esta razon que consideraremos la
funcién en C1° @ Cl(h)? © CI(h)* dada por:

N(a+bI + BI) = (a = bl = BI)(a+ bl + BI) = o® = b* + 5> € R.

Esta funcién llega a los niimeros reales y tiene dominio C1° @ CI(h)?® @ CI(h)*, luego al componerla con la
norma N7 3 tenemos:

(N1 30N)(z) = (a®—a®—a*+b*+b*— %) —4(ab—Ba—a L b+bL a—a L a®—bL b®)*+4(aB—(a,b)—(a,b))*.
Entonces los elementos invertibles de Cl(h; 3) estd dado por el conjunto:

Cl(hl’g)x = {.’E € Cl(hl’g) | (N173 o N)(ZL’) 7& O}
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3. Pin y Spin

En esta seccién vamos a suponer que la forma bilineal es no degenerada.

Las algebras de Clifford son muy ttiles por diversas razones, pero uno de los principales motivos es que se
puede encontrar una gran catidad de subgrupos famosos en ellas. En este documento veremos como construir
una versién del grupo ortogonal O(h) y el grupo especial ortogonal SO(h) en las dlgebras de Clifford, pero
en realidad hay muchos grupos importantes tanto para la fisica como para la matematica.

En esta seccién trabajaremos con las ideas planteadas en [18] y [56], pero si al lector le interesa saber més
puede leer [44] donde encuentra algunos grupos de Lie en las dlgebras de Clifford o puede leer [30] donde
puede encontrar otro tipos de grupos motivados por la fisica dentro de estas algebras.

3.1. Grupo Ortogonal y Grupo Pin

El grupo ortogonal el grupo de transformaciones que preservan la distancia y los dngulos definidos por
una forma cuadritica h y lo denotaremos O(h). Es de especial interés ya que si tenemos una base ortonormal
como en teorema 2.8 al aplicarle cualquier elemento de O(h) sigue siendo ortonormal bajo esta misma forma
cuadratica, es decir no altera nuestros sistemas de referencia. Una definicién mas rigurosa seria:

Definicién 3.1. Dada una forma cuadratica h, podemos definir al grupo ortogonal como:

O(h) ={f € Endx(V)/ h(f(x), f(y)) = h(z,y) para todo z,y € V}.

Observacion 3.2. Se sabe que el grupo ortogonal se descompone en dos componentes conexas
O(h) = O(h)+ UO(h)_,

donde O(h)+ = {f € O(h)/ det(f) = 1} es el subgrupo de O(h) que consiste en todas las transformaciones
lineales que ademés de preservar la ortogonalidad de una base, tambien preserva su orientacién. Por otro
lado se tiene que O(h)_ = {f € O(h)/ det(f) = —1} no tiene una estructura dlgebraica interesante.

Definicién 3.3. Definimos el grupo especial ortogonal como:
SO(h) = 04 (h) = {f € O(n) | det(f) =1}.

Definicién 3.4. Dado v € V/{0} un vector tal que h(v,v) # 0, definimos una reflexién sobre el hiperplano
ortogonal al vector v como una trasnformacién R € End(V) que fija todos los elementos en {v}+ y que lleva
v en —v, esta dada por:
h(z,v)

v
h(v,v)

Ry(z)=x—2

Notar que bajo esta definicion se puede inferir que R o R = id, luego se tiene que las reflexiones son
invertibles y la inversa cumple R~! = R.

Teorema 3.5. (Cartan-Dieudonné) Si f € O(h) entonces f se puede escribir como la composicion de
reflexiones. Ademds si f € SO(h) entonces f se puede escribir como la composicion de una cantidad par de
reflexiones.

Puede ver la demostracién en [56, pag 175]

Observacién 3.6. Este teorema dice bédsicamente que todo elemento de O(h) y de SO(h) son composiciones
de reflexiones, es decir, basta con encontrar una manera de representar las reflexiones en las algebras de
Clifford para describir los elementos de estos grupos.

€

Sea v € V que cumple h(v,v) # 0, entonces las reflexiones sobre el hiperplano v+, se ven en el édlgebra
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de Clifford asociada a V de la siguiente manera:
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= a(v)zvt.

= —vxV

Es decir, el elemento a(v)zv™! en el dlgebra de Clifford es lo mds parecido a una reflexién R, (z). Pero

para que sea una reflexion sobre el espacio V' es necesario pedirle que sea invariante en V', esto motiva la
siguiente definicién:

Definicién 3.7. Definimos grupo de Clifford al grupo
G(h) ={a € CI*(h) | a(v)av™' =V} c CI*(h).

Por definicién el grupo de Clifford es constituido por todos los elementos de Cl(h) que son reflexiones en
el espacio V. Ademds se puede ver que es efectivamente un grupo.

Definicién 3.8. Para grupo de elementos invertibles podemos definir la representacién adjunta como:
Ad : Cl(h)* — Enda,(CI(h))
Ad(a)(z) = ala)za™ (3.26)
para todo a € Cl(h)*

Notemos que la funcién Ad es un homomorfismo de grupos, ya que dado a,b € Cl(h)* y = € CI(h)
tenemos que:

Ad(ab)(z) = a(ab)z(ab) ™' = a(a)a(b)zb 'a™" = a(a)(Ad(b)(z))a™" = Ad(a)(Ad(b)(z)) = (Ad(a)oAdb))(z)

Ademds podemos restringir la representacién definida en la definicién 3.8 al grupo G(h), es decir, Ad :
G(h) = Endaig(Cl(h)) definida por:

Ad(z)(v) = a(v)zv™ = R,(2). (3.27)

Con esto, por medio de la representacién adjunta, podemos asignar a cada elemento de G(h) una reflexién,
nos gustaria que esta representacién nos diera una biyeccién entre los conjuntos G(h) y O(h), pero el resultado
siguiente nos dice que lamentablemente esta representacion no es fiel.

Proposicién 3.9. Para la representacion adjunta Ad : G(h) — End(Cl(h)) se tiene que Ker(Ad) = R*

Demostracion. Tenemos que ker(Ad) = {x € G(h) | Ad(z) = id}. Es claro que R* C Ker(G(h)), por otro
lado si z € Ker(Ad(z)) por definicién tenemos la relacion

-1

a(x)vz™ =wv para todo v € V, (3.28)

y como Cl(h) = Cly®Cl; podemos escribir los elementos de Cl(h) como © = xg+x1 con z; € Cl(h);, i € 1,2,
luego usando la ecuacién (3.28) se tiene que:

Tov =vxgy — x1v = vxy para todo v € V. (3.29)
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Prestemos nuestra atencién al elemento xq, si escribimos el elemento zg en términos de la base descrita
en el corolario 2.45 entonces en la descomposiciéon de zg los sumandos pueden tener o no tener a ey en la
descomposicion, asi podemos escribir el elemento x(y de la siguiente manera

To = ag + e1by, con ag € Cl(h)() y b1 € Cl(h)l, (330)

donde los elementos ag, b no contiene a e; en la descomposicién. Aplicando la ecuacién (3.30) en la ecuacién
(3.29) y tomando v = e; tenemos que se cumplen las siguientes igualdades:

(ao + e1br)er = e1(ag + e1br),
ager + erbier = ejag + e%bh
€1b161 = B%bl,

76%&)1 = 6%[)1,

6%[)1 = 0,

pero €2 = h(ey,e1) # 0, entonces by = 0, por lo tanto x¢ no contiene a e;.

Aplicando el mismo argumento para los vectores es, ..., e, de esto concluimos que zy no contiene a e;, es
decir, g € R*.
Podemos aplicar el mismo argumento para mostrar que z; € R*, por lo tanto z € R*. O

Proposicién 3.10. La restriccion de la norma al grupo G(h), es decir, N|gp) : G(h) — R* es un homo-
morfismo y ademds se tiene que N(a(x)) = N(z) para todo x € G(h).

Demostracion. Primero veamos que es homomorfismo, sea z,y € G(h) entonces por la proposicién 2.67 se
tiene que:

N(zy) = zyzy = yzzy = YN (2)y = N(z)yy = N(z)N(y).
. Ademaés se cumple la relacién:
N(a(z)) = a(z)a(z) = a(@)a(z) = a(@z) = a(N(z)) = N(z). (3.31)
O

Proposicién 3.11. Sea N : Cl(h) — Cl(h), la norma del dlgebra de Clifford, definida en 2.60. Se tiene que
N(G(h)) C R*

Demostracion. La idea de la demostracién serd que para los elementos de G(h) se cumple que N(z) €
Ker(Ad) =R*.

Sea x € G(h) entonces a(x)vz~t € V luego como la involucién 7 definida en la definicién 2.54 es la identidad
en V se cumple la relacion:

a(z)vr™ = 7(a(z)vz™!) = (a7 )7 (v)T () = 7(2) " ror(a(2)).

Despejando v de la ecuacion anterior se obtiene que:

v =T1(z)a(z)ve'7(a(z) ! = ala(r(z))a(z)v(t(a(z)z) ! = a(@)a(z)v(@Tz) "' = a(Tx)v(Tr) L.
Con lo que se concluye que N(z) =Zx € Ker(Ad), es decir, N(G(h)) C R*. O
Teorema 3.12. El homomorfismo Ad|g : G(h) — O(h) es sobreyectivo.

Demostracion. Sea Ad(z) € Ad(G(h)), con x € G(h) luego Ad(z)(v) = a(x)ve=t € V.

Tenemos que demostrar que Ad(x) es una isometria, es decir cumple la relacién h(Ad(z)(v), h(Ad(x)(v))) =
h(v,v) para todo v € V. Pero sabemos que para todo w € V' se tiene que N(w) = ww = —ww = —h(w,w
es decir, basta con demostrar que N(Ad(z)(v)) = N(v). Pero para todo v € V tenemos que:

N(Ad,(v)) = N(a(z)ve™') = N(a(z))N(v)N(z™') = N(z)N(v)N(z)~! = N(v).
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Luego se tiene que Ad(G(h)) C O(h).
Solo falta ver que es sobreyectiva, sea f € O(h), entonces por el teorema de Cartan-Dieudonné (teorema 3.5)
se tienen que:

f = Sl O©---0 Sk?

donde s; son reflexiones sobre el plano H; que es ortogonal al vector w; para todo j € {1,2,...,k},
Luego por la ecuacién 3.27 se tiene que las reflexiones se pueden escribir como s; = Ad(w;), entonces si
consideramos = = w; - - -wy € G(h), se concluye que

Ad(z) = Ad(wy - wa - - - wy) = Ad(wy) o Ad(ws) o -+ 0 Ad(wy) = s1 083008, = f. (3.32)
Luego Ad|q(n) es sobreyectiva. O

Podemos resumir las proposiciones 3.9 y 3.12 con la siguiente sucesién exacta:

Ad|g(n)
—

15 R* = G(h) O(h) — 1 (3.33)

Esto quiere decir que O(h) = G(h)/R*, es decir que, como grupos G(h) tiene R* copias de O(h). Ademds
se sabe que el grupo fundamental de O(h), esta dado por m1(O(h)) = Zsa, eso quiere decir que el cubrimiento
universal de O(h) es un cubrimiento de dos hojas. Entonces G(h) no es el cubrimiento universal de O(h), ya
que el grupo G(h) es demasiado grande en comparacién al grupo O(h).

La siguiente proposicién es un corolario de 3.12 que nos permitird encontrar ejemplos de grupos G(h) de
una manera més sencilla.

Corolario 3.13. El grupo G(h) es generado por los elementos invertibles de V', que denotaremos por V>

— —_

Demostracion. Sea G(h) = {v1 - v2 - vy | v; € V*} entonces tenemos que demostrar que G(h) = G(h).

Sea x € G(h) entonces x = vy - vy --- v con v; € V* y sea v € V, luego se tiene

x'vx71 :'Ul'UQ"'Uk"U'('Ul"1)2""1)]{)71,

:'Ul""l}k"l}"lik_l""l}l_l,

(_]_)ka.fUl...ka .vlzl "'Ufl,

=(-D)rveV

—

De esto, tenemos que € G(h), por lo tanto, tenemos la inclusién G(h) C G(h).
Para demostrar la otra inclusién tomamos x € G(h) entonces sabemos que Ad, = f € O(h). Pero por el
teorema de Cartan Dieudonné (teorema 3.5) se tiene que:

f:vao"'ORvn7

—

donde R, son reflexiones en torno al vector v;. Pero ademds sabemos que R,, = Ad(w;) con w; € G(h),
entonces se tiene que

f=Ad(wy) o0 Ad(wy,) = Ad(wy - - - wy). (3.34)

Por lo tanto se tiene que Ad(z) = Ad(w; - - - wy), lo que implica que z(wy - - wy,) ™' € Ker(Ad|g)) = R*.

Por lo tanto x = (wy - - - wy,)r € G(h). Con esto se concluye que G(h) = G(h). O

Ahora daremos algunos ejemplos de grupos de Clifford para las dlgebras de Clifford que hemos usado
como ejemplos. Para esto, la estrategia siempre va a ser la misma, los elementos de invertibles de V' estan
dados en el ejemplo 2.71, entonces solo tomamos el grupo generado por V> para encontrar G(h).

Ejemplo 3.14. Para el dlgebra de Clifford Cl(hg 1) sabemos por el ejemplo 2.71 que
VX ={bieV|b#0} = RX,
luego el generado como grupo de V* es

G(ho1) = RX URXi.
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Es decir, las reflexiones en una recta estan dadas por la imagen de R* U R*¢ bajo la funcién adjunta
Ad, por ejemplo veamos que hace la adjunta de un escalar al aplicarla al espacio generado por j, para
esto consideremos Ad(1)(ai) = —1(ai)1=! = ai, no le hace nada, es decir, Ad(1) = id. Por otro lado
Ad(i)(ai) = —iait = —ai, es decir, envia ai en —ai, lo que es una reflexién en el origen.

Ejemplo 3.15. Para el dlgebra de Clifford Cl(hq o) sabemos por el ejemplo 2.73 que los elementos invertibles
de V son:
V¥ ={bjeV|b#0} =R"j,

luego el generado como grupo de V> es:
G(ho,l) =R*U ij
Este caso es bastante similar al anterior, de hecho, la funcién adjunta actia de la misma manera.

Ejemplo 3.16. Para el dlgebra de Clifford Cl(hg 2) sabemos por el ejemplo 2.72 que los elementos invertibles
de V deben ser de la forma:

V* ={be; +cea €V | b* +c #0} =V — {0},
Luego el grupo generado por V' — {0} es:
G(hao) = {aes +bea €V | a® +0* #0} U {c+dI € Cl(hayg) | ¢ +d* #0}.
Ejemplo 3.17. Para el dlgebra de Clifford Cl(hg,) sabemos por el ejemplo 2.74, entonces tenemos que:
VX ={be; +cea €V | ? + 2 #0} =V — {0},
Notemos que aunque Cl(hs ) # Cl(ho,2), el grupo de Clifford es el mismo en este caso:
G(hao) = {aes +bey €V | a®> + 0> # 0y U{c+dI € Cl(hgz) | ¢* +d* #0}.
Observacién 3.18. Notemos que G(h2 o) = G(ho2).

Ejemplo 3.19. En el caso del dlgebra de Clifford Cl(hg,o) se tiene que por los calculos hechos en el ejemplo
2.75, los elementos invertibles de V' son:

V¥ ={a€V | {(a,a)®#0} = {zes +yes + ze3 €R® | 22 + 4> + 22 #£ 0} =V — {0},
Luego por el corolario 3.13 se tiene que:
G(hso) = {ze1 +yea +ze3 €R? | 22 +9y? + 22 £ 0} U{a+ bl € CI°D CI? | o® +b* # 0}

Ejemplo 3.20. En el caso del espacio tiempo el dlgebra de Clifford Cl(hq 3) se tiene que por los calculos
hechos en el ejemplo 2.76, los elementos invertibles de V' son:

V¥ ={aeV|a®#0}={(v0,7,72,73) € R | h((70,71,72:73): (0, 71,72, 73)) # 0},
Luego por el corolario se tiene que:
G(h30) =R*AUR* Ayg UR Ay UR™ Ay,
donde el conjunto A esta dado por:
A={a+a+blcCl’eCPaCI*|a®>-a®>+b*-pB*=1, af = h(a,b)}.

Con el fin de encontrar un grupo mds chico que G(h) que cumpla las misma propiedades que G(h), vamos
a dar la siguiente definicién:

Definicién 3.21. Dado un espacio cuadrético (V,h) llamaremos grupo Pin al grupo definido por:

Pin(h) = ker(|Nllam) = {z € G(h) | [N(2)| =1} = {z € G(h) | N(z) = £1}
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Notar que como G(h) es grupo y la norma restringida a G(h) es homomorfismo de grupos se tiene que
Pin(h) es efectivamente un grupo.
Al definir el grupo Pin(h) de esta manera tenemos la siguiente sucesién exacta

1 = Pin(h) — G(h) 2e®, gx 4 (3.35)

Notemos que el grupo Pin(h) es bastante mds pequenio que el grupo G(h), ya que nos estamos restrin-
giendo a solo a los elementos cuyo valor absoluto de la norma es +1. Sin embargo vamos mostrar que cumple
casi las mismas propiedades que el grupo G(h).

Teorema 3.22. Ad|pinp) : Pin(h) — O(h) es un homomorfismo sobreyectivo y ademds se tiene que
ker(Ad|pm(h)) &~ ZQ.

Demostracion. Para la sobreyectividad sea f € O(h), entonces bajo el mismo argumento usado en el teorema
3.12 se tiene que

Ad, = Ad(wy - we - - - wg) = Ad(wy) 0 Ad(wz) o -+ 0 Ad(wy) = s1 082005, = f.

El tinico problema es que z pertenece a G(h) y no necesariamente en Pin(h), para solucionar este problema

vamos a considerar los elementos w; = |h(wj para todo j € {1,2,...,k}, para estos elemento se tiene
Wi, W,
que: e
) N(w: N(w:
N(uw)) =N Wy _ (w;) _ (w;) — 41
\h(wj,wj)| |h(wjawj)‘ |_N(w1)‘

y ademds como son un miltiplo de w; sigue siendo un reflexién sobre el hiperplano w;*. Asi w; € Pin(h) y
al tomar f € O(h) basta con definir z = wjw} ---wj, € Pin(h) para obtener la relacién:

Ad(z) = Ad(wjwy - - w},) = Ad(w}) o Ad(wh) o -+ 0 Ad(w},) = s1 082008 = f.

Luego Ad|pjnn) : Pin(h) — O(h) es sobreyectiva.
Ahora calcularemos el kernel de Ad restringida a Pin(h), para esto notemos que:

Ker(Ad|pinany) = Ker(Ad)N Ker(N) = {t e R* | N(t) = £1} = {t e R* | * = £1} = {£1} 2 Z,

O
El teorema 3.22 nos deja la siguiente susecién exacta:
Ad|pin
1= Zy — Pin(h) 22220, o1y - 1. (3.36)

Luego O(h) = Pin(h)/Z2, como el grupo fundametal de O(h) es Zy entonces se tiene que el grupo Pin(h)
es el cubrimiento universal del grupo O(h). Esta es una mucho mejor forma de ver al grupo O(h) como
elementos de Cl(h), ya que para cada elemento en O(h) hay dos elementos que lo representan en Pin(h).
Las sucesiones exactas anteriores se resumen en el siguiente diagrama:

1 1
1 Zo Pin(h) 24~ O(h) 1
1 RX G(h) —2%~ O(h) 1
IN]
Rso=—R>o
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Antes de hacer calculos, podemos notar que el teorema 3.22, nos deja una manera sencilla de calcular
grupos Pin.

Corolario 3.23. El grupo Pin(h) es generado por elementos de S"~' = {v € V | N(v) = £1}.
Demostracion. Es béasicamente la misma idea usada en el corolario 3.13. O

Con esto se hace un poco méas amigable encontrar ejemplos de este grupo. L estrategia para encontrar
estos grupos es restirngir el grupo G(h) a los elementos de norma 1.

Ejemplo 3.24. Al restringir los elementos de G(h) del ejemplo 3.14 a los elementos de norma 1 se obtiene
que
Pi’ﬂ,(hovl) = {:l:l, :l:Z} = Z4.

Ejemplo 3.25. Al restringir los elementos de G(h) del ejemplo 3.15 a los elementos de norma 1 se obtiene
que:
Pin(hl’o) = {:tL:l:]} = ZQ X ZQ.

Ejemplo 3.26. Al restringir los elementos de G(h) del ejemplo 3.16 a los elementos de norma 1 se obtiene
que:
Pin(hg2) = {ae; +bes € V | a® +b* # 0} U {c+dI € Cl(hay) | ¢* + d* # 0}.

Observacién 3.27. El caso Cl(hg) tiene el mismo grupo de Clifford de Cl(hgz2), entonces el grupo
Pin(hzo) = Pin(ho,g).

Ejemplo 3.28. Al restringir los elementos de G(h) del ejemplo 3.19 a los elementos de norma 1 se obtiene
que:

Pin(hso) = {we1 +yea +ze3 R | 2 +y* + 22 =1} U{a+ bl € CI° @ CI? | o* + b* = 1}.

Ejemplo 3.29. Al restringir los elementos de G(h; 3) del ejemplo 3.20 a los elementos de norma 1 se obtiene
que:
Pin(hlg,) =+AU :|:A’70 U ﬂ:A’yl U :|:A’}/0’}/1,

Donde A es el conjunto definido en el ejemplo 3.20.

3.2. Grupo Especial Ortogonal y Grupo Spin

De la misma manera que construimos el grupo Pin(h) nos gustaria encontrar un analogo SO(h) en el
algebra de Clifford.

Definicién 3.30. Dado un espacio cuadrético (V,h) llamaremos grupo Spin al grupo definido por:
Spin(h) = Pin(h) N CI°(h).

Proposicién 3.31. Ad|syin(n) : Spin(h) — SO(h) es homomorfismo sobreyectivo y ademds ker(Ad|spin(n)) =
Zs.

Demostracion. La idea de la demostracion es la misma que la demostracion de la proposicién 3.22, conside-
rando la descomposicion G(h) = G(h)o ® G(h);.

O
Luego como en el caso anterior se tiene la siguiente sucesién exacta:
. Ad| spin(n)
1 — Zy — Spin(h) ——— SO(h) — 1. (3.37)

Es decir, SO(h) = Spin(h)/Z2, lo que nos dice que Spin(h) es el cubrimiento universal de dos hojas del
grupo SO(h). Aqui tenemos un diagrama similar al del grupo Pin:
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1 Zs Spin(h) 2> SO(h) 1
1 R> GO(h) —2%5 SO(h) 1
[N
R>o R0
1 1
Corolario 3.32. El grupo Spin(h) es generado por una cantidad par de elementos en S"~1 = {v €

V | N(v) = £1}.

Demostracion. Es béasicamente la misma idea usada en el corolario 3.23.

Ejemplo 3.33. Por la definicién del grupo Spin y por el calculo hecho en 3.24, se tiene que:
Spin(ho1) = Cl(ho,1)o N Pin(ho1) = {£1} = Zs.

Ejemplo 3.34. Por la definicién 3.30 y por la descripcién del grupo Pin en (3.25) tenemos que:
Spin(hi o) = Cl(hi1,0)o N Pin(hi,o) = {£1} = Zs.

Observacién 3.35. Notar que Pin(hy,9) 2 Pin(ho1), pero Spin(hi o) = Spin(ho1)

Ejemplo 3.36. Por la definicién del grupo Spin y por el calculo hecho en (??) se obtiene:

Spin(hao) = Cl(h2,0)o N Pin(hao) = {c+dI € Cl(hayp) | & +d? =1} 2 U(1).
Observacién 3.37. Por el mismo argumento de la observacién 3.18 se tiene que Spin(hsao) = Spin(ho2).

Ejemplo 3.38. Por la definicién del grupo Spin y por el calculo hecho en (3.28) se obtiene:
Spin(hz o) = Cl(hz0)o N Pin(hzo) = {a+bl € CI°D CI? | o® +b* = 1} = SU(2).
Ejemplo 3.39. Por la definicién del grupo Spin y por el calculo hecho en (3.29) se obtiene:
Spin(hi 3) = Cl(h1,3)o N Pin(hy,3) = £AU Ay,
Donde A es el conjunto definido en el ejemplo 3.20.

El grupo Pin(h) y Spin(h) son grupos bastante interesantes topologicamente, ya que son un cubrimiento
de dos hojas para el grupo O(h) y SO(h) respectivamente. Ademéds Spin(h) es simplemente conexo, esto
es muy util, ya que en la teoria de Lie las funciones definidas en grupos simplemente conexos estan en
correspondencia con las funciones definidas en las dlgebras de Lie asociadas a esos grupos, de manera tnica.
Es decir, estudiar las homomorfismos de grupos de Spin(h) es esencialmente lo mismo que estudiar las
homomorfismos del dlgebra de Lie del dlgebra spin(h), que tiene un estructura bastante més rica que la del
grupo de Lie.

para tener mas informacién sobre esto, es recomendable leer [18, pag 37]
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4. Clasificacion de algebras de Clifford

Aunque ya hemos visto ejemplos de algebras de Clifford, nos gustaria conocer todas las dlgebras de Clif-

ford. En esta seccién daremos a conocer las algebras de Clifford para dimensiones pequenas y luego daremos
una clasificacién de todas las algebras de Clifford.
Sabemos por el teorema 2.8 que para cada espacio cuadratico (V, h) no degenerado, podemos encontrar una
base {e1,...ep—1,€p,€pt1;-..,€ptq} donde los primeros p elementos son spacelike y los siguientes g vecto-
res son timelike. Esto clasifica los espacios cuadraticos no degenerados, ya que estos deben ser isométricos
al espacio cuadrético (V,h, ,) definido en la definicién 2.5. Como las dlgebras de Clifford son unicamente
construidas a partir de un espacio cuadratico, entonces para encontrarlas todas basta tomar la clasificacién
de espacios cuadraticos y hacer la construccién vista en la proposicién 2.13.

4.1. Algebras de Clifford de dimensién pequena

Vamos a mostrar todos los espacios cuadréaticos asociados a V dependiendo de la dimensiéon de V' y
construiremos el dlgebra de Clifford respectiva:

1. Si dim(V) = 1, entonces las posibles formas bilineales son h1 ¢ y ho 1, luego por los ejemplos 2.27 y
2.26 respectivamente tenemos que

a) Cl(hl,o) 2R R:=2R,
b) Ci(ho,) = C.

2. Si dim(V') = 2, entonces las posibles formas bilineales son ho o , h11 ¥ ho 2,
a) por el ejemplo 2.29 sabemos que:
Cl(hzo) =R & Re; P Reg P Rejes.

Tomando la el isomorfismo de algebras dado por:

b+d
Jla+ber + ces + deres) = <Z+§ a+c)>

se tiene que Cl(h2 o) = Ma(R).
b) por el ejemplo 2.28 sabemos que Cl(hg2) = H,

¢) para Cl(hy,1) tenemos un vector spacelike e; y un timelike e_, luego el dlgebra de Clifford tiene
la forma:

Cl(hLl) =R D R@l D Reg D Releg,

donde €2 = —1, e3 = —1 y (e1e2)? = —1. Tomando la identificacién:

1 0
1— (O 1) ,
. 0 1
a7\ o)
. 1 0
€2 0 —1)/°
. 0 -1
€1€2 1 0 )

se tiene que Cl(hy,1) = My(R).
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Por ahora vamos a asumir las siguientes relaciones para asi encontrar las algebras de Clifford en para
espacios vectoriales de dimension mas grande

relacion 1 Cl(hpy1,4+1) = Ma(Cl(hy ),
relacién 2 Cl(hpq) = Cl(hgtip-1), p > 1,
relacién 3 Cl(hy,4) = Cl(hp—a,g+4), p > 4.

3. Si dim(V') = 3, entonces las posibles formas bilineales son hg , h21, h12 ¥ 3o

a) ya concoemos a Cl(hs) en el ejemplo 2.30, pero queremos verla como matrices sobre R, C 6 H,
usando las relaciones anteriores.
Por la relacién 2 tenemos que Cl(hs,) = Cl(h1,2), luego por la relacién 1 tenemos que:

Cl(hs0) = Cl(h1,2) = My(Cl(ho 1)) = My(C).
b) Para Cl(hg,1) volvemos a usar la relacién 1 y tenemos que
Cl(hg,1) 2 My (Cl(h1,)) = 2M2(R) = M3(R) @ M2 (R).
c¢) Para Cl(hq2) usando la relacién 1 se tiene que:
Cl(h1,2) = Ma(Cl(hp)) = Ma(C).

d) Por ultimo para Cl(hg 3) tomando la siguiente identificacin:

se tiene que Cl(hp3) = H ¢ H = 2H.

4. Si dim(V) = 4, entonces las posibles formas bilineales son hag , hs1, hoo, h13 v hoa. Para esta
dimensioén solo mostraremos dos casos

a) Para Cl(hy,o) usando la relacién 2 tenemos que Cl(hg o) = Cl(hq,3), ahora usando la relacién

1 se tiene que:
Cl(hap) = Cl(h1,3) = My(Cl(ho2)) = My(H).

b) Para Cl(hg,4) vamos a usar la relacién 3 se tiene que:

Cl(ho.a) 22 Cl(ha o) = My (H).

Vamos a resumir todas estas relaciones en la siguiente tabla, donde la barra de arriba es la diferencia de
la signatura s = p — q y la barra lateral es la dimensién de V.

n s -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 )

0 R

1 C 2R

2 H M (R) M(R)

3 oH M,(C) 9M,(R) M, (C)

4 M, (H) M (H) M4(R) My(R) M (H)

5 | My(C) M., (H) M, (C) 9M,(R) ML (C) M, (H)

Cuadro 1: Algebras de Clifford, donde la primera columna es la dimensién de V' y la primera fila representa
la diferencia p — ¢
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Por lo hablado anteriormente tenemos la clasificacién hasta la dimensién 3 y algunos casos de dimensién
4, pero esto es suficiente ya que, por la relacion 1 nos dice que al aumentar en 2 la dimensién del espacio
vectorial V' sin que afecte la resta p — ¢, el dlgebra de Clifford asociada a V serd la misma algebra de matrices
pero cuyo tamano es duplicado, es decir,

Cl(hp+n,q+n) = M2(Cl(hp+(n71),q+(nfl))) == M2n(Cl(hp7q))-

Como se ven en las columnas de la tabla de abajo.

Por la relacién 2 se tiene que la diferencia de las signaturas se identifican de la siguiente manera p — g «—
q — p+ 2, es decir la tabla es simetrica respecto a p — ¢ = 1.

Por ultimo, la relacién 3 nos dice que se tiene la siguiente relacién entre las signaturas p—q «— p—q—38, es
decir, la tabla es 8-periodica, es decir, basta conocer las columnas del —4 hasta el 3, esto junto a la relaciéon
1 que nos dice que basta conocer hasta la dimensién n = 4, nos permite concluir que para concoer todas las
algebra de Clifford, basta con conocer el cuadrado de columnas —4 a 3 y de filas 0 a 4, que es lo que vimos
previamente. Lo siguiente que haremos es dar la demostraciéon de las relaciones usadas.

Proposicion 4.1. Se tiene los siguientes isomorfismos:
1. Cllhys1.401) = Ma(Cl(hy,),
2. Cl(hp,q) = Cl(hgt1,p-1), p > 1,
3. Cl(hp,q) = Cl(hp—4,q+4), p > 4.

Demostracion. 1. Sea {e1,es,...,€e,,e4,e_} la base ortogonal de Cl(hyi1,4+1) donde €2 =1y e = —1,
entonces la siguiente funcién lleva los generadores de (V, hpt1,4+1) en los generadores de Cl(hy 4 ®
Cl(h1,1)) de la siguiente manera:

fle;)=e;®ere_sil<i<n,
f(6+) =1® S
fe)=1ge_,
y ademas cumple que f(e)? = h(e,e) - 1 para todo e en la base de (V,h,41,4+1), entonces se extiende

al homomorfismo de élgebra f : Cl(hpt1,44+1) = Cl(hp,q) @ Cl(h1,1)), esta funcién es sobreyectiva y se
tiene por el corolario 2.45 que:

dimR(Cl(hp+1,q+1)) = 22+p+q = 22 . 2p+q = dimR(Cl(hp,q ® dsz(Cl(hp7q)) . Cl(hLl)))

Por lo tanto, se tiene que Cl(hpy1,q+1) = Cl(hp,q @ Cl(hi,1)).
Pero sabemos que Cl(h1,1) = Ms(R), luego por (1) tenemos que:

Cl(hp+1,q+1) = Cl(hp,q) ® M2(R) = M2(Cl(hp-,q))~

2. Sea {e1,e2,...,e,} la base ortogonal de (V, h;, ), entonces la siguiente funcién lleva los generadores de
(V, hp.q) en los generadores de Cl(hgt1,—1) de la siguiente manera:
fle;)) =ejer si2<i<n,
fler) = e,
y ademds cumple que f(e)*> = h(e,e) - 1 para todo e en la base de (V, hy ), entonces se extiende al
homomorfismo de édlgebra f : Cl(hy4) = Cl(hg+1,p—1), esta funcién es sobreyectiva y se tiene por el

corolario 2.45 que
dimg(Cl(hy q)) = 2771 = dimg(Cl(hg+1,p-1))-

Por lo tanto, se tiene que Cl(hp ) = Cl(hgt1,p—1)-
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3. Sea {e1,e2,...,e,} la base ortogonal de (V, h, 4), entonces la siguiente funcién lleva los generadores de
(V, hp,q) en los generadores de Cl(hp—_4,4+4) de la siguiente manera:

fle;) = ejereseseyq, sii € {1,2,3,4}

flei)=ei, sib<i<n

y ademds cumple que f(e)? = h(e,e) - 1 para todo e en la base de (V,h, ), entonces se extiende al
homomorfismo de dlgebra f : Cl(hy4) — Cl(hy—41+4), esta funcién es sobreyectiva y se tiene por el
corolario 2.45 que

dimg (Cl(hyp,q)) = 277 = dimp (Cl(hp—1,4+4))

Por lo tanto, se tiene que Cl(hy q) = Cl(hp—4,g+4)-
O

Volviendo a la tabla 2, podemos ver de que solo son importantes las primeras 8 algebras de Clifford, las
otras van a ser isomorfas a ellas o a matrices con coeficientes en ellas. Esto nos motiva a dar la siguiente
definicién:

Definicion 4.2. Se dice que dos algebras A y A’ son del mismo tipo K si existen n,n’ € N tal que
A=M,(K) =M, (K) = A"

Luego como en la tabla 2 se tiene que todas las dlgebras de Clifford son matrices sobre R, C o H, se tiene
que los tnicos tipos de algebras de Clifford son reales, complejas o cuaterniénicas y ademas se tiene que
depende del indice p — ¢ de la siguiente manera

Proposicion 4.3. Un dlgebra de Clifford es del tipo:
1. real, sip—q=0,1,2 modulo 8,
2. compleja, si p—q = 3,7 modulo 8,
3. cuaternionica, st p —q = 4,5,6 modulo 8.

El siguiente resultado nos dard una relacién entre las algebras de Clifford y la parte par de una de
signatura mayor.

Proposicion 4.4. Se tiene las siguientes relaciones:
1. Cl(hp,q)0 = Cl(hp,q—1)-
2. Cl(hpq)o = Clhgp-1)-
3. Cl(hpq)o = Cl(hgp)o-

Demostracidn. 1. Sea {e1,e2,...,en—1} la base ortogonal de (V,h, ,_1), entonces la siguiente funcién
lleva los generadores de (V, hy q—1) en los generadores de Cl(hy 4)o de la siguiente manera:

fle)) =eje,si 1 <i<n-—1.

y ademés cumple que f(e)? = h(e,e) - 1 para todo e en la base de (V,h, ,_1), entonces se extiende al
homomorfismo de algebra f : Cl(hy4—1) — Cl(hy4)0, esta funcién es sobreyectiva y se tiene por el
corolario 2.45 que:

dimg (Cl(hpq—1)) = 277971 = dimg(Cl(hy 4)0).

Por lo tanto, se tiene que Cl(hy g—1) = Cl(hp.q)o-
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2. Sea{e1,eq,...,e,_1} labase ortogonal de (V, hy ,—1), entonces la siguiente funcién lleva los generadores
de (V, hg p—1) en los generadores de Cl(h, 4)o de la siguiente manera:

flei) =epriepsi 1 <i<gq,
fled) =eigepsi g+1<i<n—1,

y ademas cumple que f(e)27: h(e,e) -1 para todo e en la base de (V, hy p—1), entonces se extiende al
homomorfismo de dlgebra f : Cl(hyp,—1) — Cl(hy )0, esta funcién es sobreyectiva y se tiene por el

corolario 2.45 que
dimg(Cl(hgp-1)) = 277771 = dimg(Cl(hy.4)0)

Por lo tanto, se tiene que Cl(hgp—1) = Cl(hp.q)o-

3. tenemos que Cl(hy q)0 = Cl(hpg—1) = Cl(hgp)o-

Observacién 4.5. Podemos notar que por la afirmacién 3 de la proposicién 4.4 se tiene que Spin(p, q) =
Spin(q,p), que es algo que podiamos intuir en los ejemplos encontrados.

Si abreviamos una super algebra A = Ag @ Ay con el simbolo Ay — A, entonces por la proposicién

anterior tenemos que
Cl(hp,g-1) = Cl(hyp,q),

Cl(hgp—1) = Cl(hpq)-

Esto junto a la tabla anterior se puede resumir en el siguiente reloj, que clasifica todos los tipos de super
algebras:

| |

H ~———HeH ~—H*

Figura 1: Reloj que identifica los tipos de super dlgebras, donde el niimero en la esquina identifica el tipo de
algebra de Clifford

Es decir, si para una super dlgebra se tiene que p — ¢ = 3 mod 8, entonces es una algebra de Clifford de
tipo compleja cuya parte par es de tipo real (p — ¢ = 2 mod 8).
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4.2. Algebras de Clifford Complejas

Hasta ahora la definicién de algebras de Clifford es para formas cuadréticas reales (formas bilineales
reales). Si queremos una definicién de dlgebras de Clifford complejas, podemos hacerlo tomando C-espacios
vectoriales con formas bilineales definidas en C, con esto, podemos definir algebras de Clifford complejas
usando la misma propiedad universal que en el caso real y podemos hacer la misma construccion llegando a
obtener las dlgebras de Clifford complejas como el cuociente de T(V)¢/I¢, de hecho, podemos hacer toda la
teoria vista hasta este momento pero usando escalares complejos. Una definicién mas directa de dlgebra de
Clifford compleja

Definicién 4.6. Si (V,h) es un espacio cuadritico real, entonces (V ® C,h ® C) es un espacio cuadratico
complejo y se tiene el siguiente isomorfismo:

CoClV,h)=CI(CRV,C®h)=CI(V,h),
como algebras C gradadas.

Una forma cuadrética real h de signatura (p, q) al extender sus escalares a los niimeros complejos C pierde
la signatura, ya que si tenemos elementos de la base con signatura negativa, es decir, e; tales que e? = —1
. ~ . ~9 . .. .y
se puede redefinir la base tomando e; = ie; donde €;° = 1. Entonces se tiene la siguiente relacién:

Cl(hp,q) @ C = Cl(hptq)

Es decir, en el caso complejo no tenemos el concepto de signatura, asi que solo nor importa la dimensién del
espacio V.
Clasificacion

Notemos que todos las relaciénes anteriores se mantienen para el caso complejo, ya que es solo estamos
considerando una extensién de escalares, luego la siguiente tabla clasifica las dlgebras de Clifford complejas.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Ci(V,h) | C 2C M,(C) 2M(C) My4(C) 2M4(C) Ms(C) 2Ms(C) Mie(C)

Cuadro 2: Algebras de Clifford complejas, donde la primera columna es la dimensién de V'
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5. Representaciones de algebras de Clifford

Una representacién de algebras de Clifford es un homomorfismo del dlgebra de Clifford al algebra de
endomorfismos End. En dimensién finita esto es equivalente a ver el dlgebra como matrices, como las dlgebras
de Clifford son algebras de dimensién finita entonces usaremos M, (S) 6 End(S) como sea conveniente. En la
seccién anterior vimos que las dlgebras de Clifford son esencialmente dlegbras de matrices sobre algin anillo
de divisién.

Entonces podriamos preguntarnos jque sentido tiene ver representaciones de matrices para algebras de
matrices?, es un hecho conocido que una representacién de algebras es lo mismo que una accién del algebra
sobre un espacio vectorial S, entonces cada vez que encontramos una representacién, encontramos una forma
en la que el dlgebra actia en el espacio vectorial S. Esto es lo que busca la teoria de representaciones de
algebras, lo que encontramos en la seccién anterior es una” manera de representar las algebras de Clifford.

Definicién 5.1. Una K-representacién de algebras de Clifford es un K-homomorfismo de dlgebras
~v: ClUV,h) = Endg(95),

donde S es un espacio vectorial de dimensién finita sobre K € {R, C}.
Ademés decimos que una representacién es fiel si la funcién v es inyectiva.

Observacién 5.2. Las algebras de Clifford pertenecen a la categoria Alg, luego podemos usar todas las
herramientas que tenemos de la teoria de representaciones de algebras.

Si A es una K-dlgebra entonces por teoria de representaciones de dlgebras tenemos que la operacién
multiplicacién por la izquierda | : A — Endg(A) definida por 1,(b) = ab y la representacién multiplicacién
por la derecha [ : A — Endg(A) definida por r,(b) = ba. Por ejemplo tenemos que:

Ejemplo 5.3. La representacién multiplicacién del dlgebra Cl(hy ), es una representacién que acttia en R?
y se escribe en forma matricial (usando la base canonica en R?) como

w=(g 7).
v(j)=<(1) (1))

es decir, y(a + bj) = (Z Z)

Observacién 5.4. Notemos que como Cl(hj o) es conmutativa entonces la multiplicacién por la derecha es
igual a la multiplicacién por la izquierda, por lo tanto [ = r = 7.
Ademsés, podemos ver que ¥(j)? = idgz, esto es debido a que como son representaciones de dlgebras, el

producto en la imagen de CI(h) bajo v, es decir, v(Ci(h)) se comporta de la misma manera que el producto
en Cl(h).

Ejemplo 5.5. Un ejemplo similar es la representacién multiplicacién del dlgebra Cl(hg 1), esta también es
una representacién que actia en R? y se escribe en forma matricial (usando la base canonica en R?) como

=g 7).
=1 %)

es decir, y(a + bi) = (a _ab>. La cual es una representacién conocida de C.

b
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Ejemplo 5.6. Otro ejemplo conocido es la representacién multiplicacién izquierda de los cuaterniones
Cl(hg2), la cual es:

a —b —c —d
. : b a —d ¢
L(a+bi+cj+dk) = c d a —b
d —c b a
Mientras que la representacién multiplicacién derecha es
a —b —c —d
. . b a d —c
R(a+bi+cj+dk) = c —d a b
d ¢ —b

Notemos que ambas son representaciones fieles.

Definicién 5.7. Decimos que dos representaciones p : Cl(h) — Endg(S) y p' : Cl(h) — Endg(S’) son
equivalentes si se cumple que existe un isomorfismo lineal f : S — S’ tal que, para todo = € Cl(h) se
cumple que:

J(@)o f = fopla). (5.1)

Definicién 5.8. Un representacion v se dice reducible si S se puede escribir como suma propia de espacios
invariantes, es decir,
S =51 ® 8y y ademés v, (S;) C S; para todo z € Cl(h)

Ademés decimos que una representacion es irreducible si no es reducible.

Observacion 5.9. Se sabe de la teoria de representaciones de algebras asociativas que cualquier K-representacién
~ se puede descomponer de la siguiente manera:

YT=ND12d D%
donde ~y; son representaciones irreducibles.

Teorema 5.10. (Teorema de Wederburn) Sea A un K-dlgebra simple de dimension finita sobre K entonces
es isomorfa al K-dlgebra sobre algun anillo de division D, es decir,

A~ M, (D).

Corolario 5.11. Sea A un K-dlgebra simple de dimension finita sobre K, entonces existe una representacion
fiel e irreducible y unica salvo equivalencia.

Demostracion. Por la hipotesis pedidas se tiene que se cumple el teorema de Wedderburn, luego existe
¢ : A — M(D) ismorfismo, entonces existe una representacién p : A — Endg(D")

donde . es la multiplicacién matricial. Como ¢ es isomorfismo, entonces se tiene que la representacién es
fiel y ademds se tiene que dimg(A) = dimg(End(S™)). Ademas es irreducible, ya que no puede existir V'
subespacio propio de D™ que quede invariante bajo todas las matrices M(D). O

Definicién 5.12. Un dlgebra A se denomina dlgebra simple si sus unicos ideales bilateros son {0} y A
Proposiciéon 5.13. Para las dlgebras de Clifford se tienen los siguientes resultados respecto a su simplicidad:
1. Sin es par entonces Cl(h) es simple.

2. Sin es impar entonces Cl(h)o es simple.
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Demostracion. Podemos ver en la 2 que si n es par el dlgebra de Clifford corresponde a un algebra de matrices,
que son simples. Por otro lado, si n es impar, hay casos en el que el dlgebra de Clifford correspondiente es
suma de dlgebras de matrices, luego solo una parte es simple, pero podemos notar que esa parte coincide
con la parte par de dlgebra, ya que sabemos que CI(V')q es isomorfa al dlgebra de Clifford de dimensién
menor. O

Proposicion 5.14. Dada una R-dlgebra A que es central y simple entonces la complexificacion es una
C-dlgebra central y simple.

Ahora aplicaremos el teorema de Wedderburn para el caso de algebras de Clifford. Sabemos que si
dimg (V') = n entonces la simplicidad del dlgebra de Clifford esta dada por la proposicién 5.13, la cual nos
obliga a separar las algebras de Clifford en dos casos:

Caso par

en el caso n = 2m las élgebras de Clifford CI(h) son simples entonces hay un K-espacio vectorial S y
una tnica salvo equivalencia representacion fiel e irreducible p : Cl(h) — Endg(S), ademds la dimensién de
S esta dada por como p es isomorfismo se tiene que

22™M — dim g (Cl(h)) = dimg (Endg (S)) = (dimg(9))?,

luego se tiene que dimg (S) = 2™.

Caso impar

en el caso n = 2m + 1 las dlgebras de Clifford Cl(h)q son simples entonces hay un K-espacio vectorial Sy
y una Unica salvo equivalencia representacién p : Cl(h)g — Endg(Sy), ademés la dimensién de Sy esta dada
por como pg es isomorfismo entonces se cumple que

22 = dim g (C1(R)°) = dim (Endg (So)) = (dimx (So))?,
luego se tiene que dimg (Sy) = 2™

Proposicién 5.15. La representacion de Pauli se puede extender a una representacion v : ClU(V,h) —
Endy,(So) del dlgebra Cl(h).

Demostracion. Notemos que si n es impar se tiene que Cl(h)! = CI(h)° - I, luego basta definir la represen-
tacion para el elemento volumen I.

Sea y(I) = tidg,, entonces se extiende de manera tinica a un homomorfismo del dlgebra de Clifford completa
~Y(aog + bol) = y(ag) + v(bo)ids, donde ag,by € Cl(h)o. O

Ya sabemos tedricamente que existen representaciones irreducibles y fieles para dimensiones pares (las
representaciones de Dirac) y representaciones irreducibles para dimensiones impar (las representaciones de
Pauli) y ademds sabemos que son tunicas bajo equivalencia. En lo que sigue, vamos a construir ejemplos
de estas representaciones de algebras de Clifford. Para esto notemos que por la definicién de édlgebras de
Clifford que si tenemos una funcién lineal f : V — Endx(S) que cumple f(v)? = h(v,v) - idg, donde
idg es la funcién identidad de Endg(S). Entonces podemos extenderla a un homomorfismo de dlgebra
v : Cl(V,h) — Endg(S). Es decir, para frabricar representaciones, basta con fabricar funciones lineales
cumpliendo la relacién f(v)? = h(v,v) - idgna,, definidas en los elementos de la base {ey,...,e,}.

Definicién 5.16. Motivados por la definicién 2.7 a las matrices que cumplen la relacién A? = 1 las lla-
maremos matrices spacelike y a las matrices que cumplen la relacién A2 = —1 las llamaremos matrices
timelike.

La idea es entonces tomar una base ortogonal de CI(h) e identificarlas con matrices que cumplan las
relaciones de CI(h).
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5.1. Construcciéon de representaciones reales
Bajo la observacion anterior, tenemos que buscar matrices que cumplan las relaciones
A% =1

)

entonces se tiene que A debe ser de la forma:

. 1 0
A022d2x2=<0 1>7
0 1
A1<1 0>7
1 0
A2_<0 —1)’

cumplen que A2 = A2 = A2 = idy». Para el caso timelike necesitamos matrices que cumplan las relaciones

A? = -1

)

0 1
we (00

Ejemplo 5.17. Para el caso Cl(ho 1), basta con identificar i con una matriz A = (i) que cumpla A% = —id,
si tomamos la idetificacion:

. 0 1

i (_1 O)

tenemos que es una funcién lineal v : spang (i) — Endg(R?) que cumple v(i)? = h(i, 1) idyxs = —idaxo. Lue-
go se extiende a una representacién v : Cl(hg 1) — Endg(R?) y de hecho, es la representacién multiplicacién
vista en el ejemplo 5.5.

entonces se tiene que A debe ser de la forma:

Este caso fue poco interesante, ya que nos dio la misma representacién anterior y no podemos encontrar
més con esta construcciéon ya que si A € My(R) que cumple A2 = —id, entonces A = (_01 (1)) Pero
matrices A € My(R) que son spacelike hay mds, a saber:

Ejemplo 5.18. Para el dlgebra Cl(h1 ) podemos encontrar las siguientes representaciones

1. Si identificamos i — id se extiende a la representacién

. a+b 0
"+b7—>< 0 a+b>’

2. Si identificamos 7 — A7 se extiende a la representacion
a+bj — @ b
] b a )

3. Si identificamos ¢ — A se extiende a la representacién

. a+b 0
a+bj%< 0 a—b)'

Esta construccién nos da 3 representaciones, notar que la primera no es fiel, mientras que las ultimas
dos si lo son. Esto porque en el primer caso se identifica j con id y esto implica que 1 se identifica también
con id, para evitar este tipo de problemas podemos pedirle la condicién de ortogonalidad AB = —BA de la
proposicién 2.15 a las matrices, asi tendremos que la represnetacion sera fiel, ya que enviaréd elementos de la
base ortogonal de CI(h) en elementos ortogonales en End.

40



Ejemplo 5.19. Para el dlgebra Cl1(2,0) recordemos que es contruida con dos elementos spacelike, es decir,
necesitamos dos matrices que cumplan A; = idsx2, asi que tomaremos A; y Ao definidas anteriormente, que
ademds cumplen la condiciéon A; Ay = —AzAy. Asi tomamos la identificaciéon e; — Ay y ea — As, lo que nos
genera la representacion:

1 0 0 1 1 0 0 1 1 0
7(a+be1+cez+d61€2)a<0 1>+b<1 0)+C(0 —1)+d(1 0> <0 _1)
1 0 0 1 1 0 0 1
oo D)ol o)+elo B)vally o)
_fa+c b+d
“\b—d a-c¢)°

Que es la representacion vista en la clasificacion de algebras de Clifford de dimensién 2.

Ejemplo 5.20. Para el caso Cl(hg ) vamos a usar la misma construccidn, es decir, necesitamos dos matrices
que cumplan A? = —idyy2, pero lamentablemente solo tenemos una matriz de tamaiio 2 x 2 que cumpla
esas condiciones, entonces buscaremos matrices 4 x 4. Para solucionar este problema vamos a proceder de la
siguiente manera, tomaremos las matrices Ag, A1, Ao, A3 definidas arriba y definiremos las matrices

00 -1 0
— _ 0 —idax2) |0 O 0 -1
AOS_I@AS_(idgxz 0 )‘ 10 0 0
01 0 0

Se sabe que el producto tensorial cumple la igualdad (A ® B)(C ® D) = AB ® BD, entonces tenemos que
Ady = (idaxa ® A3)(idaxo ® Az) = id5, 5 ® A3 = idaxs ® —idoxs = —idyxa,

es decir, Aps es una matriz timelike. De la misma manera podemos ver que el producto tensorial entre
cualquier matriz spacelike con una matriz timelike nos da una matriz timelike.
Para este caso necesitamos 2 matrices timelike, entonces tenemos las siguientes representaciones

1. Con la identificacién i — Ags v j — A3 tenemos que:

1 0 0 0 00 —1 0 00 0 -1 0 -1
. . 01 0 0 00 0 -1 00 -1 0 -1 0
v(a+bi+cj+dk)=a 001 0 +0b 10 o0 0 +c 01 0 0 +d 0 0
0 0 0 1 01 0 0 10 0 O 0 0
a —-d —-b —c
|-d a —c -—b
| b c a —d
b —-d a
2. Con la identificacién i — Agz y j — Ass, se tiene que:
1 0 0O 00 -1 o0 0 01 o0 1 0 0
. . 01 0 0 0 0 -1 0 0 0 -1 0 -1 0
Y(a+bi+cj+dk)=a 001 0 +0b 10 0 +c 100 0 +d 0 o0 1
0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 O 0 0 0

0 a—d 0 —b—c
b—c 0 a+d 0

0
0
0
a+d 0 c—b 0

0 b+c¢ -0 a—d
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3. Con la identificacién i — A3 y j — Ass, se tiene:

1 0 0 O 00 0 -1 0 01 o0 0 -1 0
. . 01 0 0 00 -1 o0 0 0 0 -1 1 0 0
v(a+bi+cj+dk)=a 00 1 0 +b 01 0 o0 +c 100 0 +d 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 O 0 0 1
a —-d ¢ -—b
I ! a —-b —c
" |- b a —d
b c d a
Ademés notemos que Agz # Asg, pero Azy también cumple A%, = —idyx4, es decir, podemos generar mas

representaciones usando esta construccién. Ademads notemos que son representaciones fieles.

Ejemplo 5.21. Para el caso Cl(hs ), necesitamos 3 matrices spacelike, tomando:

01 0 0
10 0 0
a2hodo=1n g ¢ 1|
0 010
0 0 o0 1
0o 0 -1 0
cerAdodi=1, 1 o ol
1 0 0 0
1 0 0 0
0 -1 0 O
e3 — Ay ® AO = 0 0 ~1 0
0 0 0 1
Ejemplo 5.22. Para el algebra del espacio tiempo Cl(h; 3) necesitamos 1 matriz spacelike y 3 timelike,

para esto consideremos

1 0 0 0
01 O 0
Yo — Ao ® Ag = 00 -1 ol
00 0 -1
0 0 0 1
0 0 1 0
71—>A1®A3_ O _1 O 0 b
-1 0 0 O
0O 1 0 O
-1 0 0 0
Y2 — A3 ® Ay 0o 0 o 1|
0 0 -1 0
0 0 1 0
0 0 0 -1
73—)A2®A3 1.0 0 0
0 1 0 O

Ademés como estas matrices cumplen la relacién 7,7y, + v = 0 para todo ¢ € {0,1,2,3} entonces esta
representacién es fiel.
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5.2. Construccion de representaciones Complejas
Representaciones de Pauli (caso impar)

A esta representacion se le llama Representaciéon de Pauli en honor al fisico Wolfgang Ernst Pauli, que
introdujo esta representacién en el caso Cl(hs ) para explicar el comportamiento del spin en el formalismo
de la mecanica cudntica. Sea {eq,e2,...,e,} una base de V' definimos las matrices de Pauli a v, = ve,,.

Ejemplo 5.23. Para Cl(hs) tenemos las famosas matrices encontrada por Pauli el afio 1926, que son
efectivamente una representacién compleja del dlgebra Cl(hs ), donde la representacién es generada por la

identificacién
. (0 1
€1 Ogx = 1 0 ’

0 —1
€2 — Oy = i E
€3 —> 0z = 0 —1)’

2 = 02 = idyxo2, lo que genera la representacién compleja sobre el dlgebra Cl(hs ).

2 _
donde o = 0y

Representaciones de Dirac (caso par)

A esta representacion se le llama Representacién de Dirac en honor al fisico Paul Dirac, que introdujo
esta representacién en el caso Cl(hy) para expresar la ecuacién relativista del electrén (ver introduccién).
Sea {e1,e€2,...,e,} una base de V' definimos las matrices de Dirac a v, = ve,.

Ejemplo 5.24. Para Cl(hy,3) tenemos las famosas matrices encontrada por Dirac el ano 1928, que son
efectivamente una representacién compleja del dlgebra Cl(hq 3), donde la representacién es generada por la
identificacion:

10 0 O

oy e 01 0 O
0 ’YO - O O _1 O ’

00 0 -1

0 0 01

oy — 0 0 1 0
81 'Yl - 0 71 0 O I

-1 0 0 0

0 0 0 —i

o s o — 0 0 ¢ O
2 Y2 = 0 i 0 0 9

- 0 0 0

0 01 o0

oy e 0 0 0 -1
3 73 - _1 0 0 O )

0 1.0 O

donde vg = idaxay 71 = V2 = 73 = —idax4, 10 que genera la representacion compleja sobre el algebra.

Cl(h3).

Notemos que se tiene la siguiente relacién con las matrices de Pauli

_ [idaxe 0 _ 0 Oy _ 0 oy _ 0 o,
Yo = 0 idgxg y V1= —0, 0 y V2 = —ay, 0 Y vs = —0, 0/
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Construccion inductiva

Vamos a dar una construccién inductiva para fabricar matrices de Pauli y de Dirac. Esto se va a hacer
por induccién sobre dimg (V) = n.

1. Si n =1 entonces tomamos o1 = 1.

. B o 0 (o] 0 -1
2. Si n = 2 entonces tomamos vy, = (01 O) y (1 0 )

3. Si n = 3 entonces tomamos las mismas matrices del caso n = 2,

pero anadiendo la matriz o3 = (é 01>.

4. Sin = 4 entonces tomamos y; = ( ?7 %1> con i € {1,2,3} y tomamos 4 = <Zd%)><2 id >,
—0; 2%2

donde o; las matrices del caso n = 3.

En general, dada las matrices de Pauli o4, ..., 09, _1, construimos las matrices de Dirac tomando:

o O g1
’Yl_ —0; 0 )

_( 0 —idem>
P)/Qm idmxm 0 '

donde i € {1,...,2m — 1} y id;xm es la matriz identidad de dimensién m.
Y dadas las matrices de Dirac 71, ..., Y2m, construimos las matrices de Pauli tomando
03 = i
o — dexm
2m+1 0 _dexm .
donde i € {1,...,2m} y idyxm es la matriz identidad de dimensién m.

Todas estas matrices por construccion son reales, pero podemos hacerlas complejas multiplicando cual-
quier o; 6 7; por la unidad imaginaria ¢ y nos dard una representacion del algebra de Clifford de signatura
correspondiente. Por ejemplo, las matrices de Pauli que representan el dlgebra de Clifford Cl(hs0) son las
matrices {01,402, 03} y las matrices de Dirac que representan el algebra de Clifford Cl(hq 3) son las matrices
{71,072, 73,7}

Observacién 5.25. Como C es un R-espacio vectorial entonces podemos ver cualquier C representacién
como una R-representacion. Al proceso de transformar una C-representacion a una R-representacion, se le
llama realificacion de una representacién compleja.

5.3. Morfismos entre representaciones

Definicién 5.26. Dadas dos K-representaciones v : CI(V,h) — End(S) y v : Cl(V',h') — End(S’) un
morfismo de v a v’ es el par (fy, f) que satisface

1. fo: V — V' es una isometria de (V,h) a (V', /),
2. f:S — S es una funcién K-lineal,

3. la siguiente relacion
Y (Cl(fo)(@)) o f = for(x) (5.2)
para todo z € CI(V, h).

Observacion 5.27. Para que se cumpla esta condicién basta probarla para los elementos v € V,es decir,
para todo v € V' se tiene:

7' (fo(v)) o f = foy(v). (5.3)
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Definicién 5.28. La Categoria de las K-representaciones de algebras de Clifford es la categoria que
denotaremos K-ClRep donde los objetos (Objcirep) son los definidos en la definicién 5.1 y los morfismos
(HomciRep) son los definidos en 5.26, donde la composicién esta dada por (fy, f') o (fo, f) = (foo fo, f' o f).
Ademas, denotamos ClRep™ al grupoide de ClRep.

Definicién 5.29. Definimos los homomorfismos de dlgebras composicion izquierda y composicién de-
recha respectivamente como:

1. Ly : End(S) — Hom(S,S’) tal que L¢(¢) = f o ¢.
2. Ry : End(S") — Hom(S,S") tal que Rs(¢)) =1 o f.

entonces la propiedad 5.2 de la definicién 5.28 es equivalente a que el siguiente diagrama conmute:

Cl(V', W) —— Endg(S’)

in

Cl(fo) Hom(S,S")
|-
CUV, h) ———= Endr(5)

Es decir, la ecuacién 5.2 de la definicién 5.28 se puede reescribir como
Rfo~ oCl(fo) = Lyson. (5.4)
Observacién 5.30. Luego por la definicién 5.29 la ecuacién (5.3) anterior es equivalente a
Rfo~ o fo=Lsor|v. (5.5)
Adjunta

Definicién 5.31. si (f, fo) € ClRep*, definimos la funcién adjunta Ad(f) : Endr(S) — Endr(S’) como
Ad(f)=Lyso R;l, es decir

Ad(f)(p) = fopo f7H, (5.6)
para todo ¢ € Endg(S).
Observacién 5.32. Ad(f) es un homomorfismo de algebras con unidad.

Proposicién 5.33. Sea (fo, f) : v — ' un isomorfismo de representaciones, entonces se tiene que:

1. Ad(f)(v(V)) =+ (V).

2. Para los elementos de V' se cumple la relacion:

7' o fo = Ad(f)oylv.

3. En general para los elementos de Cl(V,h) se cumple la ecuacion:

7' Cl(fo) = Ad(f) 07,

es decir, el siguiente driagrama conmuta

Cl(V', i) —— Endg(5")

o] oo
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Demostracion. Los enunciados 1y 2 se demuestran diretamente usando 5.5 y el hecho de que f tiene inversa.
Para la ecuacién 3 basta tomar la ecuacién 5.4 y aplicar f~1.
O

Proposicion 5.34. Eziste un funtor F de la categoria R-ClRep a la categoria Quad dado por:
1. Envia vy : Cl(V, h) = Endr(S) € Objcirep al objeto (V,h) € Objguad-
2. Envia (f, fo) € Homcirep ol morfismo fo € Homguad-

Demostracion. Tenemos que el funtor olvidadizo II : ClRep — Cl que toma v : Cl(V,h) — Endr(S) €
Objcirep y 1o llevaa CU(V, h) y (f, fo) lo lleva a CI( fy), es el funtor que olvida la estructura de representacién
y deja solo la estructura de dlgebra de Clifford. Notemos que cada fibra de este funtor sobre un algebra de
Clifford CI(V,h) es la categoria usual de representaciones de dlgebras Rep(CI1(V,h)), donde los objetos son
las representaciones base y los morfismos son la relacién de equivalencia definida en 5.7.

Por otro lado tenemos el funtor C1 definido en la definicién 2.17, asi que definimos F' : ClRep — Quad como

F=0Cl""oll. (5.7)

O

Elemento Volumen

Definicién 5.35. Sea v : Cl(h) — End(S) una representacién de dlgebras de Clifford y I el elemento
volumen de Cl(h), definimos el elemento de volumen pinorial al elemento w = y(I) € Endk.
Observacién 5.36. Se tiene que w? = (—1)"5
involutivo de Endk, es decir,

idg, entonces se tiene que Ad(w) es un automorfimos

Ad(w)? = ids. (5.8)

Luego por la proposicién referencia volumen gradado se tiene que Endg(S) es naturalmente una super
algebra cuya gradacién estd dada por

Endg(S) = End%(S) @ Endi(S),

End%(S) = {a € Endg | aw = wal,
Endg(S) = {a € Endg | aw = —wa}.

5.4. Representacion Débilmente fiel

En esta seccién vamos a trabajar con un tipo especial de representaciones de algebras de Clifford y nos
vamos a limitar al caso K = R, asi que solamente denotaremos End(S).
Sabemos que una representacion fiel es interesante ya que Cl(h) es isomorfo a un subdlgebra de Endg(S),
pero en el contexto de dlgebras de Clifford el espacio cuadratico base (V, h) es el que juega un rol fundamental,
es por esta razén que vamos a debilitar la definicion de representacién fiel para poder reconocer solamente
al espacio cuadratico dentro de Endg(S).

Definicién 5.37. Decimos que una representacién de Clifford es débilmente fiel si la restriccién a V,
vYlv : V = Endgr(S) es inyectiva. Ademds, se dice rigida si v|y = idy.

Observacién 5.38. Notemos que si una representacion v : CI(V, h) — End(S) fiel entonces es inyectiva, en
particular |y : Cl(V,h) — End(S) es inyectiva. Es decir una representacién es fiel es débilmente fiel.
Pero el reciproco no es cierto en general, tomemos por ejemplo la representacién de Cl(h,9) dada por:

. a+b 0
a+b]%< 0 a+b>’
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esta representacién no es fiel, ya que y(a — aj) = v(b— bj) para a # b. Pero al restringir la representacién al
espacio V' = span(j) tenemos que la representacién es:

) b 0
bj—)(o b)’

Lo que hizo que la representacién de arriba sea debilmente fiel y no fiel, es que en ese caso generamos V'
con una matriz que sabiamos a priori que seria utilizada para un elemento del dlgebra de Clifford, a saber,
generamos V' con la identidad, pero la identidad corresponde a la unidad en el dlgebra de Clifford. En general
si consideramos las matrices Ay, ..., A, linealmente independientes, para generar V', donde hay algin A;
que se escribe como producto de las otras matrices, entonces esa representacion serd debilmente fiel y no fiel.

Todos los ejemplos vistos de representaciones fiel sirven para esta seccién, pero como mencionamos recién,
hay muchos mas.

que es claramente inyectiva.

Ejemplo 5.39. las representaciones de Pauli no son fieles, pero son debilmente fiel.

Observaciéon 5.40. Cuando tenemos que una representacion es débilmente fiel podemos identificar V' =
~v(V) := W(v) como R-espacios vectoriales y ademés podemos llevar la forma cuadratica de V a W(y) de la
manera siguiente:

gy(w1,w2) = h((7]v) ™ (w1)), (vlv) ™" (w2)) para todo wy, wa € W (7). (5.9)
Con esta forma cuadrética el espacio (W (), gy) es un espacio cuadrético.

Definicién 5.41. Consideremos los grupos G(h), Pin(h) y Spin(h) definidos en la seccién Grupos Pin y
Spin, entonces definimos los grupos:
(G(h)).

(V=2
Pin(y) = y(Pin(h)).
(v) = 7(Spin(h)).

Observacién 5.42. Son efectivamente grupos ya que 7 es una representacién de dlgebras y G(h), Pin(h) y
Spin(h) son grupos.

Spin(7)

Proposicion 5.43. siy es débilmente fiel entonces las siguientes relaciones se mantienen:
1. G() = G(h),
2. Pin(y) = Pin(h),
3. Spin(y) = Spin(h),
4. Spin(y) C Pin(y) C G(v).

Demostracion. por el corolario 3.13 se tiene que G(h) es generado por V* (como grupos), luego como v es
homomorfismo de dlgebras G() es generado por y(V*) = V>, entonces se tiene que () = G(h). De la
misma manera se tiene por los corolarios 3.23 y 3.32 que Pin(vy) = Pin(h) y Spin(y) = Spin(h). Por ultimo
si a € Spin(vy) entonces a = (b) con b € Spin(h) C Pin(h), luego a € Pin(h). Con lo que queda demostrada

la proposicién. O

Definicién 5.44. Llamaremos ClRep,, a la subcategoria full de ClRep donde los objetos son representa-
ciones débilmente fiel y ClRep,; al grupoide de ClRep,,.

Proposicién 5.45. Sean v y ' son representaciones débilmente fiel. Si (f, fo) : v = ' es isomorfismo
entonces fy es unicamente determinada por f y se tiene la relacio:

fo=lv)" o Ad(f) o 7lv. (5.10)

Reciprocamente, si un isomorfismo f : S — 8" que satisface Ad(f)(v(V)) = (V') determina un iso-
morfismo de espacios cuadrdticos fo : (V,h) — (V' k') dado por la ecuacion (5.10) que cumple que
(f07 f) € I_IOTTLCIRE;D>< (FY”Y/)
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Demostracion. Si(f, fo) : v — 7 es isomorfismo entonces por la afirmacién (1) de la proposicién 5.33 se tiene
que Ad(f)(v(V)) =+'(V). Ademds como v’ y 7y son débilmente fiel se tiene que 7’|y y y|y son isomorfismos,
luego por la ecuacién (2) de la proposicién 5.33 se tiene que:

fo=|v) " o Ad(f) oqlv, (5.11)

luego fy es unicamente determinada por f.
Por otro lado, si tenemos un isomorfismo f : S — S’ que satisface Ad(f)(y(V)) =+/(V’). Primero notemos
que por la condicién Ad(f)(v(V)) =+'(V’) tenemos que:

Ad(f)(7(0))? = gy (Ad(f)(7(v)), Ad(f)((v))). (5.12)
Como Ad(f) es homomorfismo de dlgebras tenemos que:
Ad(f)(7(v)?) = Ad(f)(v(v))*. (5.13)
y por tltimo por la construccién de g, (ver ecuacién (5.9)) se tiene que:
7()* = g5(4(v),7(v)) - ids. (5.14)

Si juntamos las ecuaciones (5.12),(5.13) y (5.14) tenemos que:

gy (Ad(f)(v(v)), Ad(f)(7(v))) - ids: = Ad(f)(v

Usando la identidad de polarizacién para formas bilineales simétricas tenemos que:

gy (Ad(f)(v(v), Ad(f) (v (w))) - ids = gy (v(v), () - ids,

es decir, Ad(f) es isometria. Entonces si definimos fy usando la relacién (5.11) es un isomorfismo de espacios
cuadraticos ya que

W (fo(v), fow)) = B (('|v:) "' 0 Ad(f) o vlv (v), (Y |v+) " 0 Ad(f) o y]v (w)))
= gy (Ad(f)(7(v)), Ad(f)(7(w)))
= g,(7(v),7(w))

= h(ylv(y(v)),7lv (v(w)))
= h(v,w)
y se tiene que (fo, f) es un isomorfismo de ClRep ya que por la construccién de fp, se cumple la relacién
Y (Cl(fo)(@)) o f = fory(x).
O

Observacién 5.46. De la proposicién 5.45 se tiene que en ClRep,, un isomorfismo (fo, f) es determinado
por un isomorfismo f : S — S’ de espacios vectoriales que cumple Ad(f)(y(V)) = +'(V’), es decir, si
7,7 € Objcipep,, se tiene que:

Homgypeyx (1:7) = {f € Homyeex (S,5) | Ad(f)(v(V)) =+'(V')}

donde Homy eeix (S,5”) son los isomorfismos entre espacios vectoriales S y S’.
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6. Grupo de Lipschitz de representaciones reales débilmente fieles

La idea de esta seccién es encontrar reflexiones en el espacio End(S). En la seccién anterior vimos que
para las representaciones débilmente fieles, se puede definir a los grupos G(v), Pin(y) y Spin(y), estos
grupos son grupos de reflexiones (en la literatura se conocen como grupos spinors), pero no necesariamente
contienen todas las reflexiones de End(S). Esto motiva a definir el grupo de Lipschitz, que es el subgrupo
de End(S) mas pequenio que contiene todas las reflexiones de V. En esta seccién vamos a suponer que 7y es
una representacién real débilmente fiel v : CI(V, h) — End(S).

Definicién 6.1. Si+y es una representacién débilmente fiel de Cl(h), llamaremos Grupo de Lipschitz real
al grupo
L(y) = {a € Autg(5)/ Ad(a)(W (7)) € W(7)}.

Definicién 6.2. La representacién vectorial de L(v) es el homomorfismo de grupo Adj : L(y) —
O(W(7), g,) dado por
Adj(a) = Ad(a)|w. (6.15)

Observacién 6.3. Notemos que la representacién vectorial de L(7) esta bien definida, ya que para cada
a € Ly cualquier w € W, se tiene que Ad(a)(w) € W y que Ad(a)(w)? = Ad(a)(w?). Como se tiene que
w? = g(w,w)ids y que Ad(a)(w)? = g(Ad(a)(w), Ad(a)(w))ids, esto implica que Ad(q)|w € O(W,g) (para
més detalles ver la demostracién de la proposicién 5.45).

Proposicién 6.4. Si w € W es un vector no degenerado. Entonces w € L y Adg(w) es menos la reflexion
ortogonal de (W, g) es el hiperplano ortogonal, es decir,

Ado(’w) = —Rw.

Demostracion. Tenemos que

M) o= —a s 2o (o 0
= —x + 2h(z,w) - w?,

—z + 2h(z,w) - (1-w™h),

= —x+ (2h(z,w) - Dw ™!,

= —2 4 (wz + zw)w ™t

= wxw_l,

= wxw_l,

= Ady(w)(@).

Proposicién 6.5. Los grupos definidos en la definicion 5.41 son subgrupos del grupo de Lipschitz.

Demostracion. Basta ver que G(v) C L(v) ya que Spin(y) C (v) C G(7). Sea z € G(v), entonces = = ~y(g)
donde g € G(h), entonces dado y(v) € W se cumple la relacién

y(w)z" = y(g)y()y(9) " =(gug™") =) C W,

donde la tltima igualdad se tiene que, ya que € G(h). Por lo tanto « € L(7). O

Proposicién 6.6. Sea v una representacion. Entonces el grupo de Lipschitz L(v) es isomorfo con el grupo
de automorfismos Autcmepi (7) de v en la categoria ClRep,,. En particular la clase de ismorfismos de L(7)
depende solo de la clase de isomorfismos de v en la categoria ClRepy,
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Demostracion. Sea a € L, entonces por al ecuacién (5.10) se tiene que existe una isometria inverible ag €
O(V, h), definida por
ag = (Ylv) ™" 0 Adj(a) o (vlv) € O(V, h),

lo que implica que:
7o Cl(ag) = Ad(a) o 7.

Asf (ag, a) es el tnico automorfismo de v en la categorfa ClRep cuya segunda componente es a.
Por otro lado, si tenemos a € L(7), para cualquier (ag,a) € Autcirep, (7) = Autcirep(y) (ver la pro-
posicién (5.33) donde ag es descrito por la escuacién (5.10) (ver proposicién 5.45). Entonces la funcién

Fy 1 Autcirep(y) — L(7v) dado por Fi(agp,a) = a es un isomorfismo de grupos, por lo tanto L(vy) =
AUtClRep (’}/) . O

6.1. Grupo de Lipschitz Especial

El grupo de Lipschitz tiene una descomposicién natural heredada de la estructura de super algebras de
Endg, a saber:
L=1¢ L',

donde se tiene que: ) )
L' = LN Endg(9),

para ¢ € Fao.
Definicién 6.7. Llamamos grupo de Lipschitz especial al grupo L°.

Proposicién 6.8. Ad(a)(w) = det(Ady(a))a para todo a € L, donde det : O(W,g) — Fa es el determinante
definido en 3.1.

Demostracion. Sea {ej,...,eq} una base orientada de (W, g) y su elemento volumen w = e; - - - ¢4, definimos
e = (v|v)"(e;) parai € {1,...,d}.
Notemos que el conjunto {e,...,€eq} es una base orientada de (V, h) cuyo elemento volumen estd dado por

I =¢; - €q4. Entonces para cualquier a € L definimos w’ = Ad(a)(w) y como Adg(a) € O(W, g) definimos la
siguiente base ortonormal e} = Ady(a)e; € W para todo @ € {1,...d} y se tiene:
W' = Ad(a)(w) = Adp(a)(e1) - -+ Ado(a)(eq) = €} -+ €. (6.16)

/
4

Definimos ahora €, = (v|y)~t(e;) € (V, h) para todo i € {1,...,d}, entonces por la ecuacién 5.10 se cumple

que:
&= (1) (eh) = (31v) ™" 0 Ado(a) 0 (e:) = aofea).

Luego ag : V — V lleva la base €1,...,€q en la base €,..., €, y al definir el elemento volumen I’ = €] - - - €
se tiene que
I'=¢€ €, =det(ap)er - eq = det(ap)I.

Ahora aplicando « obtenemos
W' =y(I") = det(ag)y(I) = det(ag)w’.

Luego por la ecuacién 5.10 se tiene que
det(Ady) = det((v|y) ™" o Ady(a) o y) = det((y|v)) ‘det(Ady(a))det(y) = det(ap). (6.17)

Luego por las ecuaciones 6.1 y 6.17 se tiene que Ad(a)(w) = det(Ady(a))w. Luego se tiene que Ad(w)(a) =
det(Ady(a))a.
O

Corolario 6.9. Los elementos homogeneos del grupo de Lipschitz tiene la siguiente caracterizacion:
L% = {a € L | det(Ady(a)) = +1} = Ady* (SO(W, g)).
L' = {a € L | det(Ady(a)) = -1} = Ado_l(O_(W, 9))-
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Demostracion. Sea D' = {a € L | det(Adp(a)) = (—=1)*} con i € Fo y sea a € D' entonces
waw™! = Ad(w)(a) = (—1)%a,

es decir aw = (—1)'wa, entonces a € End*(S), por lo tanto D C End*(S).
Como det(Ady(a)) = det(ag) € {£1} ya que ag € O(W, g), entonces se tiene que L es la union disjunta de
D%y D' y por lo tanto D* = L para i € Fy. O

Observacién 6.10. Por el corolario anterior, se tiene que Adg|zo : L — SO(W, g) esta bien definida.

6.2. Elementos torcidos

Hasta ahora tenemos que Adg : L — O(W, g) y por el corolario 6.9 tenemos que Adg|zo : L® — SO(W, g)
estan bien definidas. Nos gustaria encontrar una secuencia exacta para el grupo de Lipschitz como las
que tenemos para los grupos Pin(h) y Spin(h), esto nos permitird comparar el grupo de Lipschitz con el
grupo ortogonal O(W, g). A diferencia del caso del grupo Pin(h) veremos que el kernel de la representacién
vectorial Ady es dlgebra de Schur S y que no siempre se tiene que Ady es sobreyectiva, esto motiva a definir
los elementos torcidos que nos permitirdn encontrar condiciones para la sobreyectividad de Ady en O(W, g).

Proposicién 6.11. Ker(Ady) =S* donde S denota el dlgebra de Schur de ~y definida por:
S(y) = {a € End(S) | aw = wa para todo w € W =~(V)}.

Demostracion. Si a € S*, entonces para todo w € W se tiene

Ady(a)(w) = awa™ = waa™ = w,

Si y solo si, Ada) = idw, por lo tanto Ker(Ady) = S*. O

Definicién 6.12. Llamamos el subespacio anticonmutante de una representacion de Clifford v al subes-
pacio de End(S) definido por:

A(v) = {a € End(S) | aw = —wa para todo w € W},
= {a € End(S) | ay(v) = —v(v)a para todo v € V'},

= {a € End(S) | ay(z) = v(7(z))a para todo z € CI(V, h)},

Ya que consideramos una representacion fija, vamos a denotar al subespacio antoconmutante simplemente
por A.

Definicién 6.13. Decimos que la representacién v admite elementos torcidos si cumple que A(y) N
Aut(S) # 0, en ese caso se dice que u es un elemento torcido si p € A(y) N Aut(S).

Proposicién 6.14. Sea p un elemento torcido y w € W un vector no degenerado entonces pw € L y se
cumple la siguiente relacion
Ady(pw) = +Ry,.

Demostracion. Sin perdida de generalidad supongamos que w es unitario, es decir, supondremos que g(w, w) =
€ € 1. Entonces tenemos que:
w? = g(w,w)ids,

luego w es invertible con inversa w~—' = ew, luego por la proposicién 6.4 y asumiendo que 4 es un elemento

torcido tenemos que todo x € W cumple:
Ad(pw)(z) = Ad(p)(wrw ™) = eAd(p)(wrw) = —ewzw = wrw™ ' = —Ad(w)(z) = +Ry € W,

entonces pw € L y se tiene la relacién pedida. O
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Teorema 6.15. Si d es par o v admite un elemento torcido. Entonces la representacion vectorial de L Ady
es sobreyectiva y se tiene la siguientes secuencia exacta:

158 = L2% oW, g) - 1. (6.18)

Demostracion. Sabemos que los elementos de L son no degenerados, luego por la proposicién 6.4 tenemos
que para todo w € L, se cumple:
Ado(’w) = —Rw.

como ya sabemos por la proposicién 6.11 que ker(Ady) = S*, entonces solo falta demostrar la sobreyectividad,
para esto vamos a considerar dos casos:

1. Si 7 tiene un elemento torcido p. entonces por proposicién 6.14 se tiene que Ady(L) contiene las
reflexiones R,, = Ady(uw), luego por el teorema 3.5 se tiene que Ady es sobreyectiva.

2. Sid es par, entonces det(—R,,) = —1 y ellos generan O(W, g), entonces se tiene que Ady(L) = O(W, g).

O
Teorema 6.16. Ady(L°) = SO(W,g) y tenemos la siguiente sucesion exacta
1 §% — L 2% SO(W,g) — 1. (6.19)

Demostracion. independiente de la eleccién de d se tiene que det(—R,,) € {£1}, en cualquiera de los casos
se tiene que genera a SO(W,g), luego SO(W,g) C Ady(L). Luego por la observacién 6.10 sabemos que
Ady(L%) ¢ SO(W,g) y Ado(L') C O_(W,g) y ademds son disjuntos, entonces se tiene que Adg(L%) =
SO(W, g).

O
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7. Estructuras Lipschitz reales y fibrados pinoriales reales

7.1. Variedades pseudo-Riemannianas

Definicién 7.1. Una variedad Pseudo-Riemanniana es el par (M, g) donde M es una variedad diferencial
y g es un tensor métrico, es decir, para cada m € M se tiene que g, : TrnM X T,, M — R es una forma
bilineal no degenerada, simetrica y que varia diferenciablemente respecto a m, donde TM es el espacio
tangente asociado a la variedad diferencial M.

Observacién 7.2. Como el tensor métrico es no degenerado entonces la signatura (p,q) de g,, debe ser la
misma en cada punto de la variedad M. Asi llamaremos (p, ¢) la signatura del tensor métrico g.

Ejemplo 7.3. El espacio pseudo Euclideano RP*¢ del ejemplo 2.5 es una variedad diferencial, cuyo espacio
tangente en un punto m € RP'? es T,,RP9 = RP? ademds si lo dotamos con el tensor métrico que a
cada m € TRPY le asigna la forma bilineal simétrica ¢,,(X,Y) = h, ((X,Y) forma una variedad pseudo
Riemanniana.

Ejemplo 7.4. Sea M la misma variedad diferencial RP:9, si la dotamos con el tendor métrico dado por:

4
gm(Xv Y) - (1 T hp7q(m, m)g) hP»Q(Xv Y),

entonces (RP+?, g) es una variedad pseudo Riemanniana de dimensién p + ¢, denominada esfera perforada.

Ejemplo 7.5. Consideremos la bola abierta en RP¢ H™ (no confundir H™ con los cuaterniones de Hamilton),
dada por:
H™ = {x € R”? | hy 4(z,z) <1},

y tomemos el tensor métrico dado por:

4
e e N R D

entonces (H™, g) es una variedad pseudo Riemanniana de dimensién p + ¢, que es denominada espacio
hiperbdlico.

Definicién 7.6. Sea (M, g) una variedad pseudo Riemanniana y sea N una subvariedad de M, entonces la
restriccién de la métrica g|n define una variedad pseudo Riemanniana en N. Se dice que g|y es la métrica
inducida por g.

Ejemplo 7.7. La esfera definida como:
spta — {ve RpPt+at+l | hp’q(v,v) =41} C Rp+q+1’
es una variedad diferencial y para cada m € SPT9 su espacio tangente esta dado por:
TmSIH-q - {y c Rptatl | my +ym = 0}’

forma una variedad Riemanniana con el tensor métrico es el inducido por la variedad Riemanniana pseudo
Euclideana (RP+4F1 g).

Fibrados vectoriales

Definicién 7.8. Un fibrado topolégico es la estructura (X, E, 7, F') donde X, E, F son espacios topoldgicos
y 7 : E — X es una funcién continua y sobreyectiva que cumplen las siguientes condiciones:

1. para cada € X se tiene que 7~ !(z) es homeomorfo a F,
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2. Si U; es un cubrimiento por abiertos de M entonces existen homeomorfismos ¢ : w‘l(Ui) —U; x F
que cumplen que el siguiente diagrama conmute:

W U)—2-U X F

I

U
donde 7 (z,y) = x.

Denominamos a X como espacio base, a E espacio total, a F fibra, a m proyeccién y decimos que
(U, ¢) es la trivializacion local del fibrado.
Un fibrado se dice que es trivial si hay una carta (X, ¢) que llamaremos "trivializacién global”, es quiere
decir que la proyecciéon m se asemeja la proyeccion X x F — X.

Definicién 7.9. Un fibrado topoldgico (X, E,m, V) se llama fibrado vectorial, donde V' es un R-espacio
vectorial de dimension finita n. Unos de los casos més importantes de fibrados vectoriales son los siguientes:

1. Podemos definir el fibrado tangente de una variedad diferencial M tomando las fibras como el espacio
T,,M para cada m € M, es decir,
T™ = [] TmM,
meM

donde [] es la union disjunta de los espacios T, M.

2. Sea T,, M espacio tangente de una variedad diferencial en un punto m € M, entonces podemos definir
el fibrado cotangente de M como el espacio dual de T, M, es decir,

M =A{f:T,,M — R | { lineal}.

Se define el fibrado cotangente de M como el fibrado cuyas fibras son el espacio T, M para cada
m € M, es decir,
M= [] T;M.
meM

Definicién 7.10. Sea E un fibrado vectorial sobre una variedad pseudo Riemanniana M con tensor métrico
g. El fibrado de Clifford de F es el fibrado topoldgico cuyas fibras son algebras de Clifford generadas por
las fibras de F.

CUE) = ] ClUEm,gm)

meM

Ejemplo 7.11. Sea M variedad diferencial, y sea T*M es fibrado cotangente asociado a M, definimos el
fibrado de algebras exteriores como el fibrado topolégico cuyas fibras son algebras exteriores sobre T* M,

es decir,
k
ATM = [T NTLa3)

meM

Ejemplo 7.12. Sea T'M es fibrado tangente definido en la definicién 7.9. Sabemos que si una variedad es de
dimensién m, entonces el espacio tangente con el tensor métrico forman un espacio cuadratico (T;,, M, g,),
luego en cada m € M podemos tomar el dlgebra de Clifford CI(T,,,M, g,,) v asi contruir el fibrado de
Clifford tangente como:
CTM,g) = [] CUTWM, gm).
meM

Ejemplo 7.13. Sea T,, M espacio tangente de una variedad pseudo Riemanniana en un punto m € M y sea
T M el fibrado cotangente definido en la definicién 7.9 como las fibras son el espacio dual de T;, M, dada
una base B de TmM podemos asignarle al espacio Tm*M la base dual B*, esto es un isomorfismo ya que
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Ti;nM es de dimensién finita, asi los vectores z,y € T,,m*M son asociado a los vectores V,,V, € T;,, M, y asi
podemos definir la métrica:

g;(a:, y) = g7TL(VJ)7 Vy)

Entonces para cada m € M se tiene que (T)5, M, g*) es un espacio cuadratico y podemos construir el fibrado
de Clifford cotangente como:

cT*M,g*) = [[ cury,g;,).
meM

Definicién 7.14. Sean (X, E,7) y (X, E’,n’) dos fibrados , definimos morfismo entre fibrados de igual
base X, es la funcién continua f : E — E’ y que cumple que el siguiente diagrama conmuta:

es decir m =7’ o f,

En realidad, la definicién de morfismos entre fibrados es mas general, ya que el espacio base no necesa-
riamente es el mismo. La definicién que aqui damos es la definicién de morfismo base entre fibrados. En esto
documento serd suficiente con esta definicién.

Definicién 7.15. Dada una variedad Riemanniana (M,g) un fibrado de modulos de Clifford es un
par (S,7) que consiste en un fibrado vectorial no nulo de dimensién finita S y un morfismo de fibrados
vectoriales v : CI(TM, g) — End(S) tal que para m € M se tiene que 7, : Cl(T,, M, g) — End(S,,) es una
K-representacién de dlgebras de Clifford.

En otras palabras, cada fibra S # 0 es un modulo de dimensién finita sobre el dlgebra de Clifford CI(T M, g).

Observacién 7.16. Para construir un fibrado de modulos sobre el algebra de Clifford sobre una varie-
dad Riemmanniana (M, g), para cada m € M necesitamos una representacién sobre el édlgebra de Clif-
ford Cl(T,,M, gn,), para esto, como vimos en la seccién anterior basta con encontrar una funcién lineal
f: TmM — End(S,) que cumpla la propiedad de Clifford, es decir f(v)? = g (v,v) - ids, para todo
veT, M.

Ejemplo 7.17. Consideremos (M, g) una variedad pseudo Riemanniana y sea S = AT*M el fibrado de
algebras exteriores definido en el ejemplo 7.11. Entonces definimos f,, : T, M — End(S,,) como:

fm(@)w =vow + gm(v) ANw
donde v € T, M y w € S,,,. Notemos que se cumple la relacién:
Fon0)0 = gon ()0 = g (v},
entonces se extiende al homomorfismo de dlgebras 7y, : Cl(T M, ) — End(Sp,)

Definicién 7.18. Dado un fibrado 7 : E — M, una seccidén es una funcién diferencial s : M — E que
satisface
mTOoSs = id]vj.

El conjunto de seccién se denota I'(M, F'), donde F' es la fibra del fibrado. Uno puede definir secciénes de
manera local, es decir, dado un abierto U C M, podemos definir la seccién local como s : U — E, al
conjunto de las secciones locales definidas en el abierto U se le denota por I'(U, F).

55



7.2. Fibrados pinoriales reales

Como vimos en la introduccién, un operador de Dirac en R™ es de la formas:

3

D = Z(%’ai) (7.1)

i=0
ver ecuacién (1.6), donde ; las matrices de Dirac (ver ejemplo ?7?). Es decir, D actia en espacio de funciones
f:R¥ 5 (7.2)

la cual es una funcién de valores reales.

Para generalizar este concepto de operador a una variedad Riemanniana (M, g), tenemos que cambiar
algunos conceptos por algunos maés generales. Notemos que dada una variedad Riemanniana tenemos el
fibrado de Clifford asociado a (M, g) (ver ejemplo 7.10) y este actiia por medio de las representaciones de
Clifford en un fibrado vectorial S, lo que define un fibrado sobre modulos de dlgebras de Clifford (ver ejemplo
7.15). En este fibrado en cada punto tenemos un espacio en el cual actiia el dlgebra de Clifford, es decir, en
cada punto tenemos un espacia en el cual podemos usar la multiplicacién del algebra de Clifford. Luego una
seccidén en este fibrado es una funcién s : M — S que le asigna a cada punto en M un punto de dicho espacio

vectorial (note la semejanza con la ecuacién (7.2)). También es natural reemplazar por la conexién V..,

6$i

luego el operador de Dirac de la ecuacién 7.1 deberia ser de la forma:
D = ’yiveiv

donde la multiplicacion es la multiplicacién de Clifford y el operador de Dirac esta definido en las secciones
definidas en un abierto de M, es decir T'(U, S).

Entonces dada un variedad Riemanniana (M, g), una pregunta natural seria, ;Cuando podemos definir un
operador de Dirac D : T'(M,S) — I'(M,S) de manera global? (notemos que las secciones estan definidas
globalmente).

Se sabe que se puede definir el operador de Dirac de manera local cuando en M puedo construir un fibrado
spinorial.

En el caso de una seccién global I'(M, S), se puede definir un operador de Dirac si y solo si existe una
multiplicaciéon de Clifford TM ® S — S, lo que es equivalente a que S sea un fibrado de modulos sobre el
fibrado de Clifford CI(T'M) (ver definicién 7.15).

Es esta la importancia de trabajar con fibrados de modulos sobre algebras de Clifford, ya que es una genera-
lizacién de la accién de grupo spin. En el paper [30] se trabaja con este objetos asignandoles representaciones
reales, debido a que las estructuras de Supergravedad requieren representaciones reales. A los fibrados de mo-
dulos sobre édlgebras de Clifford reales les denominan fibrados pinoriales y a los elementos de S les denominan
pinors de generalizando el concepto de spinors.

Definicién 7.19. Un Fibrado pinorial real es un par (S,~) que consiste en un R fibrado vectorial no
nulo de dimensién finita S y un morfismo de fibrados vectoriales v : CI(T*M, g*) — End(S) tal que para
m € M se tiene que v, : CI(T,, g*) — Endr(S,,) es una representacién de algebras de Clifford.

Decimos que un fibrado pinorial real es débilmente fiel si las representaciones -, son representaciones
débilmente fiel. Ademés definimos un fibrado pinorial real del tipo 7 al fibrado pinorial real cuyas
representaciones son isomorfas en la categoria ClRep a alguna representacién fija n : Cl(h) — Endgr(So)

Notemos que para cada morfismo base de vector bundles suave f € Hom(S,S’) podemos siempre tomar
el morfismo de vector bundle Ly : End(S) — Hom(S, S") definido por:

Lf(¢)m = fm o ¢7
para todo ¢ € Endr(Sy,). Y el morfismo de vector bundle Ry : End(S) — Hom(S,S") definido por:

Rf(¢)m = ¢/ © fmv
para todo ¢’ € Endg(S),).
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Definicién 7.20. Dados (S, v) y (S’,v’) dos fibrados pinoriales reales, definimos un morfismo de fibrados
pinoriales reales como la funcién f : (S,v) — (S',7') donde f : S — S’ es un morfismo de fibrados
vectoriales que cumplen la condicién:

Lf [ ")/ = Rf (o) ’}//

En otras palabras, para cada m € M se tiene que f,, : S, — S, es un morfismo base de representaciones
de v: Cl(T:M, g%,) = Endg(Sy,) ay' : CUTEM, gf,) — Endg(S),)

Definicién 7.21. La Categoria de los fibrados pinoriales reales sobre (M, g) es la categoria que
denotaremos CIB(M, g) donde:

1. los objetos de la categoria son fibrados pinoriales reales definidos en 7.19 y los denotaremos Objcip(ns,q),

2. Los morfismos de la categoria son los morfismos de fibrados pinoriales reales definidos en 7.20 y los
denotaremos Mor fo5.

Denotaremos ClBy (M, g) a la sub-categoria de CIB(M, g) que consiste en todos los fibrados pinoriales
reales débilmente fiel y CIB]}, (M, g) a la sub-categoria de ClB,,(M,g) que consiste en todos los fibrados
pinoriales reales débilmente fiel de tipo 7, para una representacién 7 fija.

7.3. Fibrados Principales

Dada una variedad diferencial y dada una base B del espacio tangente T;,, M, entonces el grupo Gl(n),
cuyos elementos son matrices cuadradas invertibles de dimensién n X n, transforma la base B en otra base
B’ del espacio tangente T;,, M, es decir, el grupo GIl(n) actia en las fibras de fibrado tangente T M, a esto se
le denomina Gl(n)-estructura. Adems4s si consideramos una variedad Riemanniana (M, g), podemos tomar
una base ortogonal del espacio tangente T,,, M, entonces el grupo O(h) transforma bases ortogonales en bases
ortogonales, a esta estructura se le denomina O(h)-estructura. De la misma manera si tomamos una base
orientada de T,, M el grupo SO(h) actiia sobre este espacio. Esta accién sobre el espacio tangente motiva a
la siguiente definicién.

Definicién 7.22. Sea M variedad diferencial y G un grupo de Lie, decimos que P es un G-fibrado principal
sobre M si se cumplen las siguientes propiedades:

1. P es un fibrado sobre M donde 7 : P — M es la proyeccion,
2. existe una accién continua P x G — P libre y transitiva tal que si y € 77 (x) entonces yg € 71 (x).

Ejemplo 7.23. Un fibrado frame pseudo-ortogonal Py (M, g) de (M, g) con modelo local (V,h) se
define como el fibrado:

PO(VJL) = H I—IOTnQuad>< ((V7 h)v (TmMa gm))a
meM

donde la O(h)-accién esta definida por:
r-R=roR.

La accién esta bien definida, ya que R € O(V,h) y r:V — T, M € Homguaax (V. h), (T M, gm))-

Ejemplo 7.24. Un fibrado coframe pseudo-ortogonal Py, (M, g) de (M, g) con modelo local (V, h)
se define como el fibrado principal coframe:

PO(V,h) = H -F—ro'rnQuadX ((Vv h)v (T';:IM7 g;kn))v
meM

donde la O(V, h)-accién esta definida por:
r-R=roR.

Notemos que la accién esta bien definida, yaque R € O(V,h) yr: V. — Ty M € Homgyaax (V. 1), (T, M, g3,)).
Ademés O(T},, gi,) acttia en cada fibra 7! (m) para todo m € M.
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Teorema 7.25. Sea G un grupo de Lie y p : G — Gl,,(V) una representacidn de G sobre el espacio V.
Entonces

Dado un fibrado G-principal puedo encontrar un fibrado vectorial asociado al fibradro G-principal.
Dado un fibrado vectorial puedo encontrar un fibrado G-principal asociado al fibrado vectorial.

Demostracion. Sea el fibrado G-principal P =+ M, entonces definimos el fibrado vectorial asociado a P como
el fibrado cuyo espacio total es E = P x, V, donde X, es la relaciéon de equivalencia dada por:

[u,v] = [ug, p(g) " v] para todo u € P,v € V. (7.3)

La proyeccién g : E — M esta definida por mg([u, v]) = m(u) y esta bien definida, ya que 7 es una G-accién
por la derecha, entonces 7(ug) = 7(u) lo que implica que

75 ([ug, p(9)~'v]) = 7(ug) = 7(u) = 7 (u,v),

ademds es continua ya que 7 es continua. Las fibras son el espacio vectorial V', la trivalizacién local esta
dada por las funciones ¢; : U; x V — 75" (U;), definidas por ¢;(u,v) = [u,v] y las funciones de transicién
estan dadas por p(t;;(p)) donde ¢;;(p) son las funciones de transicién del fibrado principal P.

Por otro lado, dado un fibrado vectorial E = M cuyas fibras son R-espacios vectoriales de dimensién n € N.
Definimos el fibrado Gl,,(V')-principal tomando el espacio total como:

P=U;,xV)/~,
donde U; es el cubrimiento de M y la relacién de evivalencia esta dada por:
[, v] ~ [u, ti5(w)v],
donde t;; son las funciones de transicién del fibrado vectorial. La proyeccién esta dada por:
m([u, v]) = u,

y la trivalizacién local esta dada por las funciones ¢; : U; x V. — 7~ 1(U;), definidas por ¢(u,v) = [u,v].
Notemos que Gl, (V') actia en el fibrado ya que las funciones de transicién ¢;; € Gl,,(V'), luego la accién esta

dada por la multiplicacién por la derecha, la cudl es libre, transitiva y continua.
O

Definicién 7.26. Sea (M, g) una variedad Riemanniana con modelo local (V, h). Sea P un G-fibrado prin-
cipal sobre M y ¢ : H — G un homomorfismo de grupo, decimos que P admite una ¢-reduccién a H, si
existe un H-fibrado principal y un morfismo de fibrados 7 : Q — P que cumple:

HHQ ’
|
GHP?(M,Q)

es decir, se cumple que 7(gh) = 7(q)¢(h).
Tambien se dice que (@, 7) es una ¢-reduccién de P a H.

Definicién 7.27. Dadas dos ¢-reducciones (Q,7) y (Q',7') de P a H un isomorfismo de ¢-reduccién es
un isomorfismo base de H-fibrados principales f : Q — Q' tal que el siguiente diagrama conmuta:

es decir, 7' o f = T.
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7.4. Estructuras Lipschitz reales

Definicién 7.28. Sea P un O(V,h)-fibrado principal sobre M, definimos una Estructura de Lipschitz
real relativa a n a la Adg-reduccién (@, 7) de P a L(n). Esto se resume en el siguiente diagrama:

L(n) ——Q
wl N

Donde la funcién Ady es la definida en 6.2.

Cuando tenemos una estructura de Lipschitz real en PO(V,h)(M ,g) relativa a 1 solo decimos que es una
estructura de Lipschitz real en (M, g) relativa a 7.

Definicién 7.29. Sea (Q,7) y (Q',7) dos estructuras Lipschitz relativas a 1, decimos que f es un isomor-
fismo de estructuras Lipschitz si f es un isomorfismo de Adp-reduccién de O(V, h) a L(n).

Definicién 7.30. El grupoide de estructuras Lipschitz reales sobre (M, g) relativas a 7 es el grupoide
que denotaremos L(n)* (M, g) donde:

1. los objetos de la categoria son estructuras Lipschitz reales definidas en 7.28 y los denotaremos Objr, ,

2. Los isomorfismos del grupoide son los isomorfismos de estructuras Lipschitz reales relativas a n definidos
en 7.29 y los denotaremos Mor fr, .
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8. Equivalencia entre Estructuras Lipschitz reales y fibrados pi-
noriales reales

En esta seccién vamos a mostrar que un fibrado pinorial real debilmente fiel de tipo [r] sobre (M, g)
es bdsicamente lo mismo que una estructura Lipschitz real relativa a n sobre (M, g). Para esto vamos a
mostrar primero que existe un funtor @, entre la categoria CIB} (M, g) a L,(M,g) (Teorema 1), luego
demostraremos que hay un funtor S, de la categoria L, (M, g) hacia la categoria CIB], (M, g) (Teorema 2)
y por ultimo veremos que estos funtores son cuasi-inversos (Teorema 3). Para esto, en esta seccién vamos a
considerar siempre una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) con modelo local (V,h) y una representacién
débilmente fiel 7 fija.

8.1. Funtor de CIB](M,g) a L,(M,g)

Primero, dado un objeto en CIB] (M, g) vamos a construir un objeto en L, (M, g). Es decir, dado un
fibrado pinoreal real de tipo 1 (S,y), vamos construir a partir de esto una estructura Lipschitz real de tipo

7.
Por la definicién 7.19 sabemos que S es un fibrado vectorial real y

~v:CUT*M,g*) — End(S),
cumple que para cada m € M la fibra
Ym : CUT M, gr) = End(Sp,),
es equivalente en la categoria ClRep a
n: ClUV,h) — End(Sy).

Entonces necesitamos un par (@, 7) donde @ es un L(n)-fibrado y una funcién 7 : Q@ — P que cumpla

7(gh) = 7(q)Ado(h).

Lema 8.1. El conjunto

Qn = H HomClRer (777’Ym)a (84)
meM

es un L(n)-fibrado principal, donde la proyeccion m : Q,, — M es la definida por:
w(g)=m, siq€Qnm
Donde Qp, = Homgigepx (0, Ym) para todo m € M, y cuya accion es:
a9=qog (8.5)

donde q € Qy, g € L(n) = Endcirep< () -

Demostracion. la definicién 7.22 se tiene que cumplir que 8.4 sea un fibrado, para esto notemos que para
cada m € M se tiene que la fibra es Qn, = Homcgepx (1, Ym), lo realmente interesante es encontrar su
trivializacién local, pero notemos que como S es un fibrado vectorial entonces si U; es un cubrimiento por
abiertos de M, entonces existen homeomorfismos ¢; : 7~1(U;) — U; x Sp, donde Sy es la fibra tipica de S.
Luego se tiene que @, es un fibrado.

Ahora tenemos que ver que la accién dada en 8.5 cumple lo pedido en la definicién 7.22, como es una
composicion de funciones, entonces es libre, transitiva y continua, asi solo nos queda demostrar la tltima
propiedad de la definicién 7.22. Sea p € 7= (m) = Qum, = Homcirepx (0, m), sea g € L(n) = Endopepx )
entonces se tiene que

p.g=pog € Homcigepx (10, m) = m(m)~".

Luego @, cumple con las condiciones pedidas en 7.22, es decir @,, es un L(n)- fibrado principal. O]
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Lema 8.2. Sea 7, : Q,, — Pov,n)(M, g) es la funcion definida por:

7(q)n = F(q) = qo,

donde F : ClRep* — Quad™ es el funtor definido en 5.34, entonces (@, T) es una estructura Lipschitz real
relativa a 1.

Demostracion. Notemos que para todo g € @, se tiene que:

m(q) = F(q) = g0 € Hom((V,h), (T}, 9,)) = Pov,n) (M, g)m,

luego la funcién esta bien definida.

Ahora tenemos que ver que 7, es un morfismo base de fibrados y que cumple la relacién dada en la definicién
7.26, para esto notemos que es claramente continua, ya que @), tiene la topologia del producto y F' es una
proyeccién en la segunda componente. Ademads se cumple que:

7(r(q)) = 7(m) = m = '(q),

donde 7 es la proyeccién de Q y 7' es la proyeccion del fibrado coframe, notar que T no afecta en M, luego
es continua. con esto se tiene que 7, es un morfismo de fibrados, solo queda demostrar la relacién en 7.26,
para esto tomemos q € Qn = Homeyrepx (1,7m) ¥y 9 € L(n) = End(n) entonces se tiene que:

n(q-9) = 7(q°9) = (¢°9)o = qo © go = qo © Ado(g) = 7(q)-Ado(9),

donde Ady(g) = go ya que g € L(n), con esto tenemos que (Q,,, 7,) es una estructura Lipschitz real relativa
an. O

Por el lema 8.2 tenemos que hay una construccién que nos lleva objetos de CIB]! (M, g) en objetos de
L(n), ahora tenemos que hacer lo mismo para los morfismos. Entonces sea f : (S,v) — (S5’,+') un isomorfismo
en CIB} (M, g) entonces tenemos que

Lema 8.3. La funcion

Qn(f)  (Qn(S,7), m(8,7)) = (Qy(S",7), 7 (S",7))
definida por:
Qn(f)m(Q) = (idT*nzM’ fm) °q,

es un isomorfimos de estructuras Lipschitz reales relativa a 1.

Demostracién. Caramente es un morfismo de fibrados principales que cumple 7o f = 7 luego es un morfismo
de fibrado de los espacios @ = Q,(S,7) y Q" = Q,(5’,7’) Por otro lado si 7 = 7,(S,v) y 7 = 7,,(5",7)
entonces se tiene la relacion:

Tof=r.

Con todo esto se tiene que la funcién @, (f) es un isomorfismo de espacios Lipschitz. O
Estos 3 lemas demuestran el siguiente teorema

Teorema 8.4. Ezxiste un funtor CIB] (M, g)* — L, (M, g)

Es decir, a cada fibrado pinorial le podemos asociar una estructura Lipschitz categoricamente hablando.

8.2. Funtor de L,(M,g) a CIB](M,g)

Ahora dado un objeto en L, (M, g) vamos a construir un objeto en CIB], (M, g). Es decir, dado (@, 7)
una estructura Lipschitz real fibrado pinoreal real en (M, g) relativa a 7, vamos construir a partir de esta
estructura un fibrado pinorial real de tipo 7. Ademds vamos a suponer que p, : L — Autgr(Sy) es una
representacién del grupo de Lipschitz como grupo de Lie.

Por la definicién 7.28 sabemos que @ es una fibrado L(n)-principal y 7 es una Adg-reduccién.
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Lema 8.5. Sea S = Q x,, Sy donde la relacion de equivalencia x,, esta definida en la ecuacion (7.3), es
un fibrado vectorial.

Demostracion. Como @ es un fibrado L(n)-principal y p,, es una representacién de L(n) en Autr(Sp) entonces
por el teorema 7.25 se tiene que S = @ X,, Sp es su fibrado vectorial asociado. O

Lema 8.6. La funcion v : Cl(T*M, g*) — End(S) definida por:

Y (@)([4, 8]) = g, n(CUTm (@) (2)) ()],

para todo x € CUT} M, gk, para todo g € Qm y s € So.
Se tiene que:
Ym : CUT, M, g3,) — End(Sp),

es una representacion de dlgebras de Clifford.

Demostracion. Veamos primero que la funcién v, esta bien definida para todo m € M, para eso usaremos las
relaciones Ad(a)on = noCl(Ady(a)) para todo a € L(n), también tenemos que [Cl(1m(q))] ™t = Cl(tm(q) 1)
v que Ady(a™') = Ady(a)~?!, estas relaciones implican que

Ad(a™") oo Cl(rin(g)™") = no Cl(Ado(a™) o Tin(a) ™),
=10 [Cl(tin(g) © Ao(a))] .
Usando que 7,,,(qa) = 71 (q)Adp(a) se tiene que
Ad(a™") oo Cl(tin(q)™") =10 Cl(Tin(qa)™)

para todo a € L(n). Entonces se tiene que

[ga™", n(CU(rm(qa™") 7" (@) (as)] = [g,a™ " p(CUTm(qa™") ") (@) (as)],
= [a, (Ad(a™") o 0 Cllmin(ga™") 1)) (2)(s)],
= [¢,n(CUrm(a)~")(2))(5)].

Lo que implica que esta bien definida. Por otro lado ~,, es homomorfismo de algebras para todo m € M, ya
que todas las funciones involucradas son homomorfismos de algebras. O

Lema 8.7. El par (S,v) definido en los lemas 8.5 y 8.6 es un fibrado pinorial real de tipo n sobre (M, g).

Demostracion. Puede encontrar la demostracion de esto en [30]

O

Por el lema 8.2 tenemos que hay una construccién que nos lleva objetos de L(n) en objetos de CIB,
ahora tenemos que hacer lo mismo para los morfismos. Entonces dado un isomorfimo de estructuras Lipschitz
f:(Q,7) = (Q',7) relativo a 7, se tiene el siguiente lema:

Lema 8.8. La funcidn Q,(f) = (Sy(Q,7), v (Q, 7)) = (Sy(Q',7"),1(Q’, ")) definida por
Sn(f)m([qa a]) = [fm(q)v 5}

para todo q € Q.,, para todo s € Sy
es un isomorfismo base de fibrados pinoriales reales.

Demostracion. Puede encontrar la demostracién de esto en [30]

Estos 3 lemas demuestran el siguiente teorema:
Teorema 8.9. FEuiste un funtor L,(M,g) — CIB}(M,g)*

Es decir, a cada estructura Lipschitz podemos asociarle un fibrado pinorial real categoricamente hablando.
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