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1. Resumen

En este trabajo estudiaremos la existencia de al menos dos soluciones radiales con una

cantidad determinada de regiones nodales para el problema

A+ flu)y=0, 2€RY N>p>1

lim wu(z) =0,
|z| =00

donde Apyu =V - (|Vul|P~2Vu), p > 1, u(0) > 0y f es una funcién que satisface ciertas

propiedades que detallaremos mas adelante.

La tesis se estructura de la siguiente manera: en el capitulo 2 se definirdn las hipétesis que
satisface la funcién f y se enunciardn los resultados obtenidos. Luego, en el capitulo 3, se
mencionaran algunas propiedades bdsicas de las soluciones del problema junto a algunos
lemas que serdn cruciales para la demostracion de los teoremas expuestos en el capitulo

anterior. Por ultimo, en el capitulo 4 se procederd a la demostracion de estos resultados.

Los resultados obtenidos en esta investigacion son una generalizacion del trabajo de Car-

men Cortdzar, Marta Garcia Huidobro y Pilar Herreros, [15].



2. Introduccion y Resultados Principales

2.1. Introduccion

En este trabajo se establecerdan condiciones para la funcién f de modo que el problema

A+ flu)=0, zeRY N>p>1
@.1)

lim u(x) =0,
|z]—o0

tenga al menos dos soluciones con %(0) > 0 y con una cantidad determinada de regiones
nodales, donde Ayu =V - (|VulP~2Vu), p > 1.
Para ello vamos a considerar la forma radial de (2.1), esto es
N -1
op(u) + f(u) =0, r>0,N>p>1,

r (2.2)
u'(0) =0, lim u(r) =0,

r—00

donde ¢,(z) = |z 2z, p > 1,2 # 0y ¢,(0) = 0.

(ép(u))" +

Cualquier solucién no constante de (2.1) se llama solucién de tipo bound state. Cuando
esta solucidn es estrictamente positiva en todo su dominio, se llama primer bound state o
ground state.

La existencia de soluciones para (2.1) ha sido estudiada por varios autores bajo diferentes
hipétesis sobre la funcién f. Para la existencia de soluciones de tipo ground state ver
por ejemplo [5, 18, 19, 20]. La existencia de infinitas soluciones radiales de tipo bound
state fue estudiada en [6]. Pero la existencia de soluciones con un nimero determinado de
ceros, fue una pregunta que no fue resuelta sino varios afios después. Véase por ejemplo
[14, 16, 17], quienes probaron la existencia de al menos una solucién de (2.2) con un
numero determinado de ceros y u(0) > 0. Para el caso no auténomo ver [3, 11] y para el

caso no radial ver [4, 8].



La unicidad de soluciones también ha sido un tema ampliamente estudiado por varios au-
tores, por ejemplo ver [19, 21]. Mas recientemente, en [12, 13] las autoras estudian la
unicidad de soluciones de tipo higher bound states.

Por dltimo, en cuanto la multiplicidad de soluciones, se ha estudiado el problema no

auténomo

—Au = f(x,u), lim u(x)=0

|x|—o00
para un cierto tipo de funcién f estrictamente no auténoma, véase por ejemplo [1, 2, 7, 9].
Nosotros estudiaremos el caso auténomo. La idea es entregar condiciones a la funcién f,
de modo que el problema (2.2) tenga al menos dos soluciones con un nimero determinado

de ceros, tal que u(0) pertenezca a un cierto intervalo de (0, 00).

2.2. Caracteristicas de f y algunas definiciones

En primer lugar, comenzaremos mencionando las hip6tesis generales sobre f:

(f1) f es continua definida en [—., ., impar, tal que f(.) = 0y existen tres reales
b1, ba, 7y con v, > by > v > by > 0 tales que f(s) < 0paras € (0,b;) U (7,b2) y
f(s) > O0paras € (by,v) U (ba,74), y f es localmente Lipschitz en (0, 7.).

(f2) Definimos F(s) := [ f(t)dt, paralacual se cumple que F'(v) > 0y F(s) < F(v)
paratodo s € (v, ,V«)-

du
() / F) — Pl >

Ademas, definiremos algunas constantes que utilizaremos a lo largo de este trabajo:

(i) Definimos [ como el punto mds grande en (0,7) tal que F'(5) = 0. Del mismo

modo, definimos [, como el mayor punto en (7, 7y ) tal que F'(3,) = F(7).

(43) Se define una constante 3 > 3, que satisface F'(3) > F(3,).



De este modo, graficamente f y F' se ven de la siguiente manera:

A

Figura 1: La funcion f

\J

\/ﬁ Y 5

Figura 2: La funcién F'




2.3. Resultados Principales

El objetivo de esta seccion es mostrar los resultados principales de este trabajo junto a una

breve explicacion de como vamos a proceder para su obtencion.
Teorema 2.2.1 Si f satisface las condiciones (f1), (f2) y (f3), entonces existe kg tal que
para todo k > ko, existen al menos dos soluciones de (2.2) con valor inicial en (5., V) y

que tienen &k cambios de signo en (0, c0).

El siguiente resultado muestra que las soluciones de tipo bound state con valor inicial en

el intervalo (f3., . ) no necesariamente existen para cualquier valor de k € NU {0}:

Teorema 2.2.2 Si f satisface (f1), (f2) y (f3) y se tiene que

— min F(S) < (ﬁ* B 'Y) F(V)

— F(. 2.
SE[—B.Bx] P(N=1)(k+1) 2v (7) (2.3)

entonces no existen soluciones u de (2.2) con valor inicial en (f,, 7.) que tienen j cambios

de signo en (0, co) para cualquier j = 0, .., k.

En el dltimo resultado que se obtuvo, mostramos una condicién suficiente para que kg = 1

en el Teorema 2.2.1. Para ello se definen las siguientes constantes:

F=— min F(s), F=— min F(s),
- A
B — D p'(B—B))"P
A= o B 1/p + min_ f(s) 1/p’
(Ber@-ron) (£
N
I =F(v,), B
C =N - 1>F(Bf = fw ((F(B) — )\



De este modo, se tiene

Teorema 2.2.3 Si f satisface (f1), (f2) y (f3)y
|F'(s)l|ds, (2.4)

entonces para cualquier £ € NU {0} existen al menos dos soluciones u de (2.2), con valor

inicial en el intervalo (5., v.) y que tienen exactamente k& cambios de signo en (0, 0o).

Obtendremos nuestros resultados analizando el problema de valor inicial

N -1
op(u) + flu) =0, r>0,N>p>1,

(@p(u)) + ——
r 2.5)

para @ € (f.,7,). Entenderemos una solucién de (2.5) como una funcién v € C! tal que
¢,(u') también es C'! en su dominio y denotaremos tal solucién como u(-, ).

A grandes rasgos, la idea es definir un conjunto (); como el conjunto de los valores ini-
ciales & € (f.,7.) tales que la correspondiente solucion u(-,«) de (2.5) es positiva e
71ﬂr>1£ u(r, ) € (0, ). Similarmente, extendemos esta definicion a los conjuntos @, donde
la solucién tiene exactamente £ — 1 ceros. Demostraremos que, por dependencia conti-
nua en los valores iniciales, () es un conjunto abierto. Luego definimos los conjuntos Gj,
como los valores iniciales « € (4, 7«) para los cuales la respectiva solucion u(-, «) es
solucidn de (2.5) con exactamente k£ — 1 ceros simples en el intervalo (0, co).

La existencia de algiin maximo local para la funcion F garantizara que si (J; es no vacio,
entonces inf (Qr U Gy) y sup (Qr U Gi) son distintos y ambos estdn en G. De este mo-
do, el teorema 2.2.1 serd demostrado una vez que probemos que (). es no vacio para algtin

valor de k. Los teoremas 2.2.2 y 2.2.3 hacen referencia a si el conjunto () es o no es vacio.



3. Propiedades de las soluciones del Problema de Valores

Iniciales

En esta seccion se establecerdn algunas propiedades que satisfacen las soluciones de (2.5).
Observemos que, definiendo v = |u’[P~24/, el problema puede ser escrito de la siguiente

manera

N -1
v’ = - v- f(u)
u’ = |u|" % ) (3.1
u@0)=a , v(0)=0

con @ € (B,7:) y donde py p’ son los conjugados de Holder. Dado que f es continua,
existe solucion para todo p > 1, pero puede no ser Unica, ya que aunque f es localmente
Lispchitz en (0, 7,), la funcién v — |v| 2vnoloesenv = 0si p > 2. Observemos que

la unicidad se puede perder solo si f(u(rg)) = 00w (r9) = 0, para algtn r > 0.

Teorema 3.1.

1) Hay unicidad local en una vecindad de cero para el problema (3.1), es decir, existe

una dnica solucién definida en [0, rp), para ro > 0 lo suficientemente pequefio.

ii) Esta solucién definida en (0, 7() se puede extender de forma tnica en los siguientes

casos
ii.1) Siw'(rg) =0y f(u(rg)) # 0.
ii.2) Siu'(rg) =0y u(ry) € £{b1,ba}.

ii.3) Siw'(rg) =0y u(rg) = 7.



Demostracion.

r s yN—1 1/(p—=1)
i) Sea T[ul(r) = a — / (/ le(u(t))dt) ds. Sea C[0,1¢], 70 > 0, el
0 0o S
espacio de Banach de las funciones continuas reales definidas en el intervalo [0, o],
con la norma uniforme || - |-

Sea £ > 0 definido de modo que [a — €, + €] C (B, V) y definamos
C={ueC0,r] : ||lu—a|<e}.

Sabemos que

m= min f(u) < max f(u) =M,

[a—e,a+¢] [a—e,a+¢]
donde m y M son finitos.
Demostremos, en primer lugar, que 7' : C' — C'y es compacto para rg lo suficien-

temente pequefio, definido de modo que
rglMl/p’1 <e.

Dado u € C, se tiene

7o s 4N-1 1/(p=1) 1,
|17 [u] — aHoos/O (/0 SN_lf(u(t))dt> ds < MYl < .

y por lo tanto T'[u] € C. De este modo, se tiene que 7'(C') C C. Sea ahora (ug )

una sucesién en C'y sean ¢, s dos puntos en [0, r¢]. Podemos ver que

(TTurd(t) — Tlu)(s)] < S# MYPHE — ],

2
p
con ¢ un valor entre ¢ y s. De este modo, por el teorema de Ascoli-Arzela el opera-

dor 7" mapea sucesiones acotadas en sucesiones relativamente compactas con puntos

limites en C, pues C' es cerrado.



Por ultimo, observemos que 7" es continuo, pues si u € C'y (ug), €s una sucesion
en C' tal que ||up — u|/oc— 0 cuando k£ — oo, entonces el limite puede pasar dentro
de las dos integrales en T’ por el teorema de convergencia dominada, de modo que
T'[ug) — T'[u] puntualmente cuando & — oo en [0, 7). Asi, ||T[ux] — T[u]||cc— O
cuando k — o0.

Por lo tanto, utilizando el teorema del punto fijo de Schauder, 7" tiene al menos un
punto fijo u € C. Claramente, u € C[0,79) N C[0,ry) y satisface que u(0) = a.

Ademas

vty = ([ orwna)

_(T,Nfl(u/)pfl)/ — TNilf(u).

Con esto demostramos la existencia de una solucién en una vecindad de cero para
el problema (3.1).

Para ver la unicidad, supongamos por contradiccidon que existen u; y us dos solucio-
nes distintas de (3.1), con u;(0) = u3(0) = a € (B, v«). Definamos las soluciones
u; en un intervalo [0, 7] tan pequefio de modo que u; < 0 en ese intervalo. Llame-
mos p; = —u’. Sea w(t) = p7~ ' (t) — pb ' (t). Observemos que w(0) = 0y que

puede ser escrito de la siguiente manera

Se tiene que

W) < tmdx|f(ua(s)) = f(uz(s))] (3.2)

[07

Ademads, escogemos ry mas pequeiio de ser necesario de modo que

fla) >0 (3.3)

1
min min flui(s)) = 5



y también Hléll}Q( r[na)f pi(s) < 1. Por otra parte, se tiene que
=1, 07T0

[ (ur(s)) = f(ua(s))| < Klui(s) —ua(s)] < K/OS o1 (t) = pa(t)ldt,  (3.4)

donde K es la constante Lipschitz para f. Por el teorema del valor medio,

w(s)| = = (=1 %pi(s) — pa(s)],  (3.5)

p2(s) )
/ (p—1)p""dp
p1(s)

donde p es un valor apropiado entre p;(s) y po(s). Utilizando (3.2), (3.4) y (3.5)

llegamos a que

|°f<53|ds, 0<t<r (3.6)
-

t

(o) < Kep—1) [

0

Sea p > 2. Sien algiin s € (0, 7] se tiene que p1(s) > pa(s), por (3.3) vemos que

P A 2 ) = e [ O o)z S [

y, del mismo modo, si p2(s) > p1(s) en algin s € (0, ro|, se tiene nuevamente que

ﬁpr > f(a) /s N1y
0

— 2sN-1

Podemos aplicar el mismo argumento si 1 < p < 2 intercambiando p; y ps, de

modo que por (3.6) obtenemos que

wt)] _ 2NK(p—1) [*|w(s)|
" < o) /0 . ds, 0<t<nr.

Por el lema de Gronwall, para todo 0 < sg < t < £, se tiene que

0< lw(®)] < (CeClt=s0) / " Jw(s) |ds,
0



%. Por altimo, como [w(s)]
f(a) s

haciendo tender sy — 0% vemos que |w(t)| = 0 en (0,ry), por lo que p; = py en

donde C =

estd acotado en (0, 7o) por (3.2),

(0,79). Como u1(0) = uy(0) = «, entonces u; = us en el intervalo, de lo que se

concluye la unicidad de la solucién en una vecindad de cero.

Observemos que, en primer lugar, si p < 2 la solucién puede ser tinicamente ex-
tendida salvo hasta un doble cero, pues el lado derecho de (3.1) es Lipschitz. Por lo
tanto, en todos los argumentos siguientes se asumird p > 2.

Veamos primero que si f(u(rg)) # 0y %' (r¢) = 0 la unicidad no se pierde. Supon-
gamos, sin pérdida de generalidad, que f(u(rp)) < 0. Como v(ry) = 0, observemos
que

N -1

V() = =S (r) — ) 2 Sl ra)] st - nol <5

con ¢ lo suficientemente pequeio, por lo que

|1 — 79
2

[o(r)] = | (u(ro))]

sir € (ro— 9,79+ 9).
Supongamos que (uq,v1) y (ug, ve) son soluciones de (3.1). Entonces, por el teore-

ma del valor medio y utilizando el hecho de que p’ < 2, para r > rq se tiene

uy (r) —uy(r)] = |p (ur(r) — @ (ua(r))|
= (' = Dnl"2lor(r) — va(r)]

< Clr—=ro)" () — va(r)],
para alguna constante C' > 0 y un valor 1 adecuado. De este modo, vemos que

ua(r) = us(r)| S Ol —ro)™"  sup foa(r) = valr)]
ro—09,r0+9

11



Ademads, de la primera ecuacion de (3.1) vemos que

o) =) < [ loits) — uhlo)lds

To

< (C sup  (va(r) —wvae(r)) + K sup (ul(r)—w(?”))) (r —10),

[ro—6,r0+9] [ro—8,r0+9]

donde K es la constante Lipschitz de f. Juntando estas ultimas dos desigualdades

llegamos a que

(1—k6) sup  (ur(r) —ua(r))+(1—=C(0P 1 +68)) sup (vi(r)—wa(r)) <0,
[ro—8,ro+6] [ro—d,r0+0]

de donde se deduce que u; = uy y v; = v, haciendo tender ¢ a cero, lo que demues-
tra extendibilidad tnica en el caso ii.1).

Para el segundo caso es mucho mas simple. Supongamos que u/(ry) = 0y supon-
gamos que u(rg) € £{by, by }. Observamos que I(ry) = F(u(rg)) y por lo tanto la
unicidad no puede perderse, pues b; son minimos para la funcién F'y el funcional
de la energia es decreciente.

Para el dltimo caso, si v/ (rg) = 0y u(rg) = £ la demostracion es similar a la de

la proposicién 1.3.2 en [19]. A

El teorema anterior garantiza una tnica solucién al problema (3.1) salvo un doble cero.
Se define entonces el dominio D de definicién de u como el dominio de extendibilidad

tnica, es decir, si D = (0, D,) con D, < oo, entonces D, es un doble cero de u.

12



A continuacion se definird el funcional de la energia que tendrd un rol clave en el problema

I(r,a) = W(;;/&)‘p + F(u(r, o)),

Es facil ver que

N -1
I/(’l”, Oé) - - r |u/<7n)|p’ (37)

donde podemos ver que /(r, «) es decreciente en r.

Proposicion 3.2. Supongamos que f satisface (f1), (f2) y (f3) y sea u(-, &) una solucién
de (2.5).

i) Existe C' tal que |u(r, )| + |u/(r, )| < C.

ii) lim I(r, a) existe y es igual a F'(m), donde m es un cero de f.
T—>00

iii) Siu(-, @) estd definida en [0, 00) y lim u(r, o) = m, entonces

r—00

lim /(r,a) =0 y m es un cero de f.
r—00

iv) u(-, ) tiene a lo mds un nimero finito de cambios de signo.

Demostracion.

i) Sea FF = — [ml'n ]F(s). Sea u(r) = u(r, @) una solucién de (2.5). Se tiene que
SE| =V, Y%

-F < F(u(r)) < F(),

pues « € (Bs,74) e I(r, ) es decreciente, de lo que se tiene que v y »’ son acotadas.

13



ii) Sabemos que [ es decreciente y acotada, por lo que su limite es finito, llamémoslo

W. Sea T' > 0 arbitrario, pero fijo. Entonces se tiene que

[e%e) N -1 0 (k+1)T N -1
I(koT) — & = WA = Y / () Pdr
k=ko /K

kT T T
/T [/ (r + KT) |
= Z dr
r+ kT

Ek: kH /|u(r+kT)|pdr

v

Como el lado izquierdo de la desigualdad es finito, entonces se debe tener que
lim infy, fOT |u/(r + kT)|Pdr = 0, por lo que hay una subsucesion {ny } de nime-
ros naturales tales que lim infj, . fOT |u/(r + nyT)|Pdr = 0. Por la proposicién 3.3
en [16] sabemos que uy, := u(r + n;1") tiene una subsucesion, denotada del mismo

modo, tal que

/

m ugp(r) =us y  Um up(r) =ul,

k—o0 k—o0

uniformemente en compactos, donde u, es soluciéon de

(0p(use)) + f(too) = 0.

Dado que fOT |ul (s)[Pds = 0 se tiene que uo, es constante, digamos u, = Uy

f(u) = 0. Por otra parte,
I 1 ,
]?|uk(7")| + F(ug(r)) = 27|u (r+n )P+ F(u(r + niT)) = I(r + nT) — ¥

cuando k£ — ooy, por lo tanto,

14



iii) Supongamos que lim u(r,a) = m. Observamos por i) que m debe ser finito y,
7—00

como lim (-, «) existe pues I estd acotada y es decreciente, entonces lim u/(r, o)
r—00 r—00

existe. De este modo, como u’ es integrable, se tiene que lim u'(r, o) = 0. Asi,
r—00

N—-1
_ 1|y
0= lim (),m = _ ljm T U(N)’
r—00 rP 7“—>oop7,p/ 11,,

-1
R T e
p r—00 ’]"N

Observemos que podemos reescribir (2.2) como:

(TNfl‘u/’pfl)/ — TNilf(u)

Aplicando esto ultimo y L’Hopital nuevamente, se obtiene que

0=—L tim (w)“ _ 1 (M)p'l

p/ r—00 N?"Nfl p/ r—00 N

iv) Supongamos por contradiccién que existe una sucesion infinita {z,} de ceros sim-
ples de u tales que z, — oo cuando n — oo. Denotamos por {z;"} aquellos ceros
para los cuales u/(z) > 0y por {z, } aquellos que satisfacen u/(z, ) < 0. Se tiene

de este modo
0<z] <2 <z <2y <-+-<zh<z < -

Asi, entre 2z, y z; existe un minimo " con u(r") < 0,y entre z y z, 1 existe un
méximo r con u(rM) > 0. Se tiene por 3.2(ii) que las sucesiones {F'(u(r™))} y
{F(u(r}M))} convergen a F'(m), donde m es un cero de f y se tiene que F'(m) > 0.
Sean 1~ y it los tnicos puntos = < 0 < n* tales que f(n~) # 0, f(n™) # 0,
Fr) = Fip*) = F(m) y F(s) < F(m) si s € (). Sea {u(r})} una

subsucesién convergente de {u(r})} y sea @ su limite.

15



Entonces se tiene que F'(u) = F(m). Como u es oscilatoria, se tiene para cualquier
valor de . que F(s) < F(u(ri!)), si s € [u(ri’ ), u(ri!)]. En particular, @ no
puede ser un minimo local de F'. Por el lema 3.3(i1) que veremos mas adelante, @
tampoco puede ser un maximo local para F. Como F(s) < F(u),si0 < s < @,
entonces % = 7. Del mismo modo, se concluye que cualquier subsucesion con-
vergente de {u(rM)} converge a . De forma similar se demuestra que {u(r™)}
converge a 7.

Como I(r™), I(rM) > F(m), se debe tener que u(r™) < ny u(r®) > n*. Como
f(n™) > 0, existe v > O tal que f(s) > 0sis € p" —v,nt +v]y f(s) < Osi
s € [n” —v,n~ + v]. Definimos

f = min S f = min s).
f sew_mﬂy]f (s) f Se[nf_ymfw]f (s)

Definimos también los siguientes puntos
P € (25,700 Tam € (1), 2000)s 81y B1n € (Toms Z0g1)s tin € (215 Tiit)
que satisfacen

w(rin) = w(ron) =nt — v, w(sin) =0/2, u(S1,) =96/4, u(tin) =n" +v,

donde § > 0 es escogido de modo que F'(s) < Opara0 < s < 4.

Por lo tanto se tiene
+ M = — m
Zy <Tin <7y <Top < S1pn <S1n < Zppq <tip <Tpiq

Parar € (ropn,t1n), n~ < u(r) < n*, porlo que F(u(r)) < F(m). Ademds, para
r € (S1,n,51,n) se tiene que |F(u(r)) — F(m)| > ko, algin ky > 0 independiente
de n. Mas atin, aplicando teorema del valor medio y la parte i) de la proposicion, se

tiene que existe un k; > 0 independiente de n tal que 5, ,, — s1,, > K.
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De (2.5) se tiene que

NoLs )+ fur)] = F- X2

r r

[(dp(u'(r))'] = C(a)

parar € [rl,rw T2,n]’ donde CY<04) = (C(Oé))p_l'

Si ademds r > 7 := 2(N — 1)C(a)/f, escogiendo ng tal que z;" > 7 para todo
n > ny, se tiene que |(¢,(u'(1)))’| > f/2 en el intervalo r € [r1,,, 7).
Utilizando nuevamente el teorema del valor medio y la parte 1) de la proposicién se

obtiene

DO |

2C(a) = |p(t/ (r2n)) = dp (' (r10))] = [(&p(w'(0))) | (ren —11.0) =

(Tz,n—rl,n)7

donde 6 € (ry,,72.,). De este modo, se obtiene que

Definamos ahora la funcién H como
H(r,a) = "N D(I(r,a) — F(m)).

Observamos que

H'(r,a) = p/(N = 1)U F(u(r, o)) — F(m)).
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De este modo se obtienen las siguientes desigualdades

ﬁ<t1,n) - I:[(Tl,n)

P(N—1)
- / O (P () — F(m)dr + [ O (F () — F(m))dr
) / O P — Fm))dr / " D1 () — F(m)dr
< [T - - | O ) — F() e
45204) |

VAN

(F(U,(/r%)) _ F(m))rp’(N—l)_l - k?ok‘ﬂ‘g:(]v_l)_l

2.n n

Ahora, como lim F'(u(r})) = F(m), podemos elegir n, lo suficientemente grande
n—oo

de modo que

para todo n > ng y por lo tanto
H(tiy) — H(rin) < —(N = Dkghyry V07

Procediendo de manera similar en el intervalo (¢ ,,, 71 ,41) se prueba que

j—1
r r '(N—1)—1 '(N—1)—1
H(r1ges) — H(ring) < —(N = Dkoky Y _(rb WEV T 45 007,
1=0

m < : e
donde t,,, € (r.1,%.,,) es un punto que estd definido de manera tnica por la

condicién u(ty,) = nt + v. Tomando j — oo se obtiene

lim f{(rlﬂlo-i-j) = —09,
j—00

deduciéndose que (71 ,,+;) < F(m) para algin j lo suficientemente grande, lo

cual es una contradicciéon. W
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A continuacién se definirdn los conjuntos V;, G; y P;, que seran cruciales a lo largo de
este trabajo. Para ello, vamos a definir el siguiente nimero real extendido:

Zy (o) =sup{r € (0,00) | u(s,) >0 y u'(s,a) <0Vse (0,7)}
Dado que Z; («) puede ser infinito, denotaremos:

w(Zi(a),a) = lim u(r,a) y o' (Zi(a),a)= lm u'(r,«a)

rtZ1(a) r1Z1(a)

Notemos que, como vimos anteriormente en 3.2(iii), este tltimo limite existe.

Definimos entonces los conjuntos para ¢ = 1:

Ny = {a€[Bi,7) u(Zi(a),a) =0y u'(Z1(a),a) < 0}
G = {a€lfur): ulZa(a),a) =0 y w(Zi(a),a) =0}
P = {a€[fi7) u(Zi(a),a) > 0}.

Vamos a extender estos conjuntos por induccién para k > 2. Si Ni_; # (), definimos
F,={a €Ny :(-D/(r,a) <0 paratodo 7> Z,_i(a)}

Para aquellos o € Ny \ F} definimos
Tr_1() = sup{r € (Zy_1(a), Dy) | (=1)*u'(r,a) < 0},
y para o € Fy, definimos T}, (a) = 0.
Ademds, para @ € Nj_1 \ F}, definimos el siguiente ndimero real extendido
Zi(a) = sup{r > Trp_1(a) | (=1)*u(s,a) <0y (=1)*/(s,a) > 0Vs € (Tp_1(),7)},
y nuevamente, si « € Fy, definimos Z;(«) = oo.

Definamos entonces ahora los conjuntos Ny, Gy Py:

Ny = {a€ N\ Fr:u(Zi(a),0) =0y (—=1D)*/(Zp(a),a) >0}
Gr = {ae N1\ Fr:u(Zp(a),a) =0y u'(Zp(a),a) =0}

P, = {a€ No1: (—D*u(Zp(a),a) <0}
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Por dltimo, para cualquier £ € N descomponemos P, como
P, = Qr U S, Uy,

donde

Qr = {a€P:—y<u(lZy(a),a) <0 o 0<u(Zy(a),a) <~}

Sy = {a€ Py <ulZp(a),a) <y 0 —v <u(Zp(a),a) < —v}

T = | {eeP:uZi(e),0) =}

i=—2, i#0

A continuacién veamos un grafico que muestra los conjuntos anteriormente expuestos

Figura 3: soluciones de (2.5) con condiciones iniciales en estos conjuntos
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Lema 3.3. Supongamos que f satisface (f1), (f2) y (f3) yseak € N.

i) Si & € (Y, entonces existe una vecindad V' de & tal que si « € V N g, entonces

a € Qry1-

ii) Si & es tal que u(Z;(@)) = 7, con  un maximo local de F con F'(y) > 0, entonces

existe una vecindad V' de & tal que si « € VNN, entonces F(u(Ti (), ) < F (7).
Demostracion.

i) Sea a € G. Sin pérdida de generalidad supongamos que u(-, @) es decreciente en
(Ti—1(@), Zr(@)). Veremos que existe una vecindad V' tal que si & € V N Ny,
entonces u(T; (), ) > —f. Supongamos por contradiccion que existe {c;} con

a; = @, a; € Ni y tal que

u(Ty (o), ;) < —P. (3.8)

Escogemos un ¢ fijo de modo que F(s) < 0 para 0 < |s| < J. Observamos que
u(+, a;) cruza el valor —4 con energia positiva.

Ahora, sea e € (0,1). Como & € Gy, se tiene

lim I(r,a)=0 y lim wu(r,a)=0.

T%Zk(&) r—2Z (07)

De este modo, existe 79 > T}, (&) tal que

I(ro,a) <e, 0<u(re,a)<d/2,

donde definimos 7;, = 0. Por la dependencia continua de las soluciones en los va-
lores iniciales, para i lo suficientemente grande, se tiene que 0 < u(ro, ;) < 6,
Zi(oy) > 1o,y

[(To, Oéi) < 2e.
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Dado que I es decreciente en r, se tiene que

I(r,a;) <2 paratodo 7 € (ro, Ti(cv;)),

y por lo tanto,

[/ (r, a)| < \/4 -2 [mgnﬁ ]F(s) = K paratodor € (ro, Tp(cw;))  (3.9)
SE|—Px,0x

e ¢ lo suficientemente grande. Denotemos por (-, a;) la inversa de u(-, ;) en el
intervalo (Ty_1 (), Tk (cv;))-
De (3.8), [0,0] C [u(Tk(cv), a;), 0], y de (3.9), por el teorema del valor medio y la

derivada de la funcion inversa, se obtiene que

-0 ) )

—q;) —rl—,q; ) > —. 3.10
(o) =) = 45 3.10)
Sea ahora

H(r,a) = r*™M=D1(r a).

Luego
H'(r,a) = 2(N — D)r* 3 F(u(r, a)),

por lo que para o = a, H'(r,&) < 0 para todo r € (ro, Zx(a)) y existe L > 0 tal
que

lim H(r,a) = L.

T%Zk(of()
Ademas, escogiendo un 7y mas grande en caso de ser necesario, podemos asumir

que H(rg,@) < L + . Luego, por continuidad, se tiene que
H(rg, ;) < L+ 2¢ parai lo suficientemente grande.
Ademds, como u(r, ;) < 6 parar € [ro, Zr(a;)], H es decreciente en [ro, Zy ()]
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1)

por lo que
H(Zy(o;), ;) < L+2¢ para i lo suficientemente grande.

Integrando H'(-, ;) sobre el intervalo (Z;(c;), r(52, o)), se obtiene

. (5 ,0)
H<7"<75,ai>,062') — H(z1(i), o) = =2(N — 1)/ N F (ult, o)) |dt

_ (52 ,05)
H(T(T‘S,ai),ai) < L+25—2(N—1)(Zk(ai))2N‘3/ |F(ult, a))|dt
Zye (o)
'r(_T‘s,ai)
< L+25—2(N—1)(Zk(ozi))2N‘3/ F(u(t, n))|dt
r(%‘;,ai)
) )
< . . New-3 (9 o (79
< L+2 —2(N - 1)(Zu(ow)) (r( 5 ,az) r( - ,042>)C'
b
< L+2—2(N—1)(Zp(y) 73—
donde C := If{|F(s)|, s € [32, 32]}. Si Zy(@) = oo, tomando i mds grande si es

Y
necesario, se deduce que H(r(32, o), ;) < 0, lo que es una contradiccion pues [
es decreciente. Ahora, si Z; (@) < oo, llegamos a la misma conclusién observando
que L = 0y Zx(«;) estd acotado por debajo por una constante positiva r1 /2, donde

71 es el primer valor de » > 0 donde u(-, &) toma el valor 6.

La demostracion de esta parte es similar a la parte anterior, pero ahora vamos a

considerar la funciéon H como sigue

H(r,a) = TQ(N_l)(I(r, a) — F(7)).
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Entonces se tiene
f['(r, o) =2(N — D)r*V3(F(u(r,a)) — F(y)).

Supongamos nuevamente que u(-, &) es decreciente en (T;_1 (@), Zx(&)) y que {a;}

contiene una subsucesion denotada de la misma forma, tal que
F(u(Ti(ci), o)) = F(7),

donde o; — @, a; € N,. De este modo, escogiendo un § > 0 fijo del mismo
modo que en la parte anterior, vemos que u(-, «;) cruza el valor — con energia
mayor que F'(y). Siguiendo el mismo razonamiento de la parte anterior, vemos que

[—0,0] C [u(Tk(ey),a;), 0], y por el teorema del valor medio se tiene

-0 —0 )
— ) =) >, 3.11
r(5eas) = r(es) = 5 G-AD
donde ahora K = \/Q(F (v)+2-2 [mgnﬁ ] F(s)). Definiendo ahora la constante
SE|—Px,0x
Co :=If{|F(s) — F(7)|, s€ [, F]}y0 < L = th( )F[(r, @) se obtiene
r—Zi(a
S ) N3 0
A(r( i) @) < L+ 25 = 2(N = D)(Zu(:) ™~ =Co.

El mismo razonamiento anterior permite concluir que para ¢ lo suficientemente gran-
de se tiene

-

I(T(T,ai>,%) < F(y),

pero I es decreciente, por lo que se tiene una contradicciéon. W

Para el siguiente lema, por comodidad vamos a denotar por vg = 0, 71 = Yy V2 = 7Vs.

Ademas denotaremos por v_; a los opuestos de los v; respectivos.
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Lema 3.4. Sea & tal que u(Z;(&), &) = ;, coni # 0, —2 y sea k > j. Entonces existe

una vecindad V}, de a tal que si o € Vj, y u(Z;(a), ) # ;, entonces o € Nj.
Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que u(Z;(&), &) = v; > 0. Sea
B; ={F(v)| F(y) < F(~;)}. Definamos

F(vi) — B;
E+1

Sean D; y D, tales que

D — 29;(N —1) Pf/(F(%') +F>7 F(u(Dy, ) > F(v) — 37

donde —F = [min ]F(s). Sea D = méx{D;, Dy}. Por la dependencia continua de las
se —6*76*

soluciones en los valores iniciales, se tiene que existe una vecindad V' de & tal que para

a€eV,

sup |F(u(r,a)) — F(u(r,a))| < =,
rel0,D] 2

y por el Lema 3.3(ii), si « € N;, entonces F'(u(7}(a), ) < F(v;). Seaahorax € V'y
supongamos que u(Z;(c), «) # 7;. Denotemos por 7. el primer punto después de D tal
que F(u(F.,a))) = F(7;) — € y denotemos por ry = 7o(«) el primer punto después de 7.

donde u/(rg, a) = 0. Integrando (3.7) sobre el intervalo (7., ro) se obtiene que

" el
)

- r

Te

I(7..a) — Flu(re, o)) = (N — 1)/

por lo tanto, utilizando el hecho de que

W/ (r,a)| < {/p'(I(r.) + F) paratodor > 7.
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se obtiene

2y (N = 1) (/P U) + F)

e I(r.)

F(u(rg,a)) > I(7:) | 1

Entonces, como {/p/(I + F)/I es decreciente en I, I(7.) > F(vy;) —e,7. > Dye <
F(v:)/(k 4+ 1), se tiene que

F(u(ro,a)) > I(7.) | 1—

Por lo tanto,

Ahora, como f(s) es positiva para s € (/3;,7;), se deduce que ry = Tj(c). Repitiendo este
proceso en 7y, el primer punto después de 7;(a) donde F'(u(Fa., o)) = F(7;) — 2¢, se

obtiene que o € N, . Repetimos este proceso k veces para obtener que o € N, W

Lema 3.5.

i) Los conjuntos Ny, Q. y Sk son abiertos en [y, 7.].

k

i1) La frontera de GG, U ()}, esta contenida en U Gi.
i=1

Demostracion.

i) Sea & € Ni. Sin pérdida de generalidad supongamos que u(r, o) es decreciente en
(Tx—1(a), Z(@)). Dado que v'(Zg(@), @) < 0, podemos extender por continuidad
la solucién al intervalo [T}_i(@), Zx(a) + €] y se tiene que u/(r,a) < OV r €

(Ti—1(@), Zr(&) + €]. Tomando 1 € (Zx(@), Zp(@) + €), se tiene que u(ry, @) < 0
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y ¢/(r1, @) < 0. Por dependencia continua de las soluciones en los valores iniciales,

existe 0 > 0 tal que para todo o € (@ — 0, & + ¢) se tiene que

u(r,a) < 0

u'(ry,) < 0.

Por lo tanto N, es abierto. Sea ahora k > 1y & € (). Sin pérdida de generalidad,
supongamos que 0 < u(Zg(@),a) < 1. Si I(Zx(@),@) < 0, entonces existe un
ry > 0tal que I(r,@) < 0y 0 < u(r, @) < 7. Por dependencia continua de las
soluciones en los valores iniciales existe & > 0 tal que si € (&@—J, @+ J), entonces
I(r,a) <0y0 < u(ry,a) < 7. Tomando § mas pequefio de ser necesario, se tiene
que u(-, o) tiene exactamente k — 1 ceros en [0, 4], por lo tanto (& — 0, &+ ) C Q.
El caso I(Z(@),a) = 0 no puede darse, pues F'(u(Zy)) = 0 por lo que u(Zy)
tendria que ser 5 o —f3, pero también debe cumplirse que u'(Z;) = 0.

Se sigue el mismo argumento anterior para demostrar que Sy es un conjunto abierto.

Como Ny, es abierto y disjunto de Q) UG}, se tiene que Ny NQr UGy # (). Tomemos
@ en la frontera de Q)x U Gi. Como (); y S; son abiertos, se debe tener que & €
Ule G;UTY,;. Porel Lema3.3,sia € Ule T, entonces existe un § > 0 tal que
(@ —d,a+ §) C Y;U N, lo que implica que (Q UGy) N (@ —d,a+ 6) =0, 1o

g _ k
que es una contradiccion. Porlo tantoa € | J,_; G;. M
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4. Demostracion de los Resultados Principales

El objetivo de esta seccidn es demostrar los teoremas expuestos en la primera seccion.

Para ello, necesitaremos el siguiente lema

Lema 4.1. Supongamos que f satisface (f1), (f2) y (f3). Entonces, para cada k € N, existe

ay € (6*77*) tal que [akufy*) - Nk

Demostracion. Aplicando el Lema 3.3 a o = 7., 7 = 7. Yy J = 1, se obtiene que existe

ar > 0tal que [ag, V) C Ni. B

Demostracion del Teorema 2.2.1. En primer lugar, observemos G, U Q. estd acotado por
a4 del Lema 4.1 para todo k € N. Se procedera a demostrar que existe m € NU {0} tal
que G, # 0. Una vez hecho esto, denotamos por m; el primer valor de m tal que G,,, # 0.

Sean

affh =f(Grny UQmy) Yy 0, =sup(Gry UQp,).

Luego, por el Lema 3.5(ii) y la definicién de m;, o, |y ay, estin en G,,,, pero no pode-
mos garantizar que o, < «, . Por dependencia continua de las soluciones en los valores
iniciales, para & € G,,, existe una vecindad de & que esta contenida en G,,,, UQ,,,, U N, .

Por la definicién de o, |y o, , existe un ¢ > 0 tal que

(aﬁl—é,afu) C Ny,

(ap,, am, +0) C Ny,

mi?

Por lo tanto, del Lema 3.3(i), tomando un 4 > 0 mas pequefio de ser necesario, podemos

asumir que (aﬁl — 0, aﬁl) CQm+1y (oz;km, ay, +0) C Q1
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Sean ahora

affiﬁ-l = inf(GmlJrl U Qm1+1) y O‘:u-i—l = SUP(Gm1+1 U Qm1+1)'

Del Lema 3.5(i), afilﬂ < ay, 11,y del Lema 3.5(ii), se tiene que afnﬂ y a4 estdnen
G, +1- Procedemos entonces por induccion: en cada paso £ > my + 1, por el Lema 3.3(i)

se tiene que Q) # (), por lo que podemos definir
af =inf(GrUQr) vy of = sup(Gy UQy)

para obtener la existencia de dos a’s en GG, para cada k > my + 1.
Demostremos entonces que existe un m € N U {0} tal que G,,, # (). Por el Lema 4.1,
podemos definir

o' = if{a > B, |(a,7.) C N1}

Entonces, por el Lema 3.5(i) se tiene que o' € G} o o' € T;. En los proximos argumen-
tos, cuando estos dos casos sean posibles, vamos a asumir que los puntos limites estdn en
Tk, ya que de lo contrario el teorema queda demostrado.

Supongamos entonces que o' € Y. Entonces se tiene que u(Z;(a'), a') = 7. Del Lema

3.4 y la definicion de al, paracada k € N,
{a > 8. | (o', a) C N} #0.
Como o < 7,, podemos elegir p > 0 tal que ' + p < 7, y definir
o), = sup{a € (o, ot +p) | (o}, a) C Ni}.

Observemos que { ;. } converge, ya que es monétona decreciente en k. Dado que (2.5) no

tiene soluciones oscilatorias por la proposicion 3.2(iv), se tiene que converge a o',

29



Por lo tanto, existe k£, > 0 tal que
1 1 1 1
ap, <oy <o +p Yy u(Zy,aq) =,

con F'(v;) < F(v) por el Lema 3.3(ii), por loque v, = 0. W

Demostracion del Teorema 2.2.2. Supongamos por contraddiccion que existe « > [, en
G, es decir, u(-, ) tiene exactamente j — 1 cambios de signo para algin j = 1,..., k + 1.

Como u cruza 7 en un punto 7., integrando la desigualdad |u/(r)| < {/p/(F(v.) + F) en

[0,71], se tiene que para todo r < 7}

1 By —
1> _

P (F(v)+ F)

r

donde F estd definida en el lema 3.4. Sear., > r} el dltimo punto donde F'(u(r)) = F(v),
que podemos asumir que sucede después de 7; para algun 0 < ¢ < j. Utilizando el hecho
de que (Z;) = 0 (pues a € G,) se tiene que

Y ()P

r

I = V-1 |

~y

< e+ BT [
< Nr; 1<p/(F(7*)_’_ﬁv))p,%l (/ i1 |UI(T’)|dT—}-/T‘ i+2 |ul(7ﬂ)|dr+m+/T’j |u/(r)|d7‘)
SNLE ISR P

lo que contradice (2.3). N
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Para probar el dltimo resultado, se necesitara del siguiente lema

Lema 4.2. Supongamos que f satisface (f1), (f2) y (f3). Sea o > 3y sea r5 el primer
punto donde u(rz, o) = B. Si rg > C, entonces existe un primer punto r5 > r tal que
u(rg, @) = B, (rg,a) <0y

rg —15 < A,

donde las constantes A y C' est4n definidas en la introduccién.

Demostracion. Como toda solucién o > (3, debe cruzar [, en un primer punto que deno-

taremos por 7, , integrando (3.7) sobre [, 7], con r > 5, se obtiene

I(r) = I(rz) — (N — 1) / '“lzgﬂdt.

Dado que |u/(r)| < {/p’(](rg) + F)siu(r) > f, se obtiene que

(N —1)(8 —u(r) {/P U
I(r) > I(rlg) 1— . I(?"g)

T\Iil/
+
\’:ij/>

Ahora, como {/p/(I + F)/I es decreciente en I, I(rg) > F(B)yrz > C, se tiene que

I(r) > I(r5) (1 _EB) - FO) __F(”)>

: 27 (7)
FB)+F(0)
- 2

lo que implica que mientras 8 < u(r) < .,

/ 1/p
Wil (SEG -ren)
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Por lo tanto, u(Z;) < 3, pues si u(Z;) > [ se tendria que u/(Z;) = 0 lo que contradeciria

la desigualdad anterior, de la que se deduce que v'(Z;) > 0. Ademds, se tiene que

/

1/p
p.~52 (5B - FOD) - 05 -ra)

Finalmente, integrando (2.5) sobre [r3, 7], con 7 < 75, se tiene que

N (r p1>/rz€N1 u(t))dt > min f(s)——"—,
WO 2 [Pz i

por lo que

W 2 min g (C52).

36[5*:6]
lo que implica que
min_f(s)

P S€[Bx, 0] /
(B =5 > — N (rg, —73)",

obteniéndose el resultado. W

Demostracion del Teorema 2.2.3. Para demostrar este teorema solo necesitaremos probar

que @ # 0, pues, de este modo, al definir
off =mf(GLUQ)) y o =sup(GLUQ,),

se tiene que ozf < aj por el lema 3.5(1) y la demostracion se sigue como se hizo en el
teorema 2.2.1.

Sea entonces o < [, tal que u(-, @) (que denotaremos por u(-)) cruza el valor 5. Para
simplificar las notaciones, vamos a escribir 7, = Zy(a*), [(Z1) = [(Z1,a*) e I(rg) =

I(rg,a*). Como |u/(r)| < ¢/p'(I(rg) + F) (donde F estd definido en la introduccién)
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parar € (rg, Z,), integrando (3.7) se tiene que

Z1
@O HZ) = Y ) -y D) [ Fu)ar

T

< YV I(rg) - p (N — 1)y N / " Pu(r)ldr
< Oy TV i / ; u(r))|dr
W
< g (7“,81(7“,@) h / [ |ds).
Por lo tanto, si
rgl(rp) m/ |F'(s)|ds,

entonces a* € ()1. De este modo, para demostrar el teorema, lo que haremos es encontrar
a* tal que u(+, a*) cruce [y se satisfaga la desigualdad anterior.

Sabemos que la solucion constante u = -, es solucion del problema, por lo tanto, por
dependencia continua en los valores iniciales, se tiene que r3(a) — oo cuando a — 7.
Asi, podemos escoger a* > [, de modo que TB(Oé*) = (, donde C es el definido en la
introduccién. Usando ahora el hecho de que /(1) < F(7.), vemos de (2.4) que a* € Q.
[ |
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