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Introduccion

En la siguiente tesis trabajamos en proporcionar un método numérico para abordar
el problema isoperimétrico no local

e( ):=1inffE (E) : JEj = mg; (1)

sobre conjuntos de perimetro finito E~ R" con volumen dado, donde j | denota la
medida de Lebesgue en R"; y el funcional de energia E es definido por

E (E):=Per(E)+ V (E) (2)
donde
» Per(E) es el perimetro de E,
Z
» V (E) = ——— dxdy es la energia de interaccién no local de tipo
e elJX YI"

Riesz,

= > () es un parametro que controla el término de Riesz,

N es la dimensién del espacio ambiente,

= M >0 es la masa,

2 (0;n) es una constante que controla el orden (homogeneidad) del término
de Riesz.

Nuestro trabajo comienza con el estudio del problema variacional

con

.. (E) = Perg(E) + V (E) (4)

sobre conjuntos E~ R" con perimetro finito y volumen jEj = 1. Pery(E) denota
el perfimetro de E en R" con una densidad a(x) : R" ¥ [0; 1): Cuando la densidad
a(X) 1 escribiremos Per(E). El problema que estudiamos (1) es un caso particular
de (3) para a(x) 1y conjuntos E ~ R" con volumen jEj = m > 0.

En [1] demuestran que para una amplia clase de funciones de densidad a(x), el pro-
blema (3) admite un minimizador (acotado) para cualquier valor de . También se
prueba que para densidades monomiales de la forma a(X) = jxj°, y cuando es
suficientemente pequeno, el tinico minimizador es dado por una bola de volumen 1.



La minimizacién del problema (3) es una variante del cldsico modelo de gotas liqui-
das de Gamow [2] cuando a(x) 1. La principal caracteristica de este problema
geomeétrico variacional es la competencia directa de los términos presentes en el fun-
cional de energia. Cuando a(Xx) 1, la energia superficial es minimizada por una
bola mientras que el término repulsivo no admite un minimizador y prefiere minimi-
zar las secuencias con multiples componentes pequenas que se separan infinitamente
para dispersar la masa. El pardmetro establece una escala de longitud entre estas
fuerzas que compiten e impulsa la competencia entre las interacciones de corto y
largo alcance. Este problema generé un considerable interés en la comunidad del
calculo de variaciones con importantes articulos que estudian reglas de existencia y
no existencia de minimizadores (ver 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15]). Resul-
tados de [7, 11, 13], por ejemplo, muestran que para valores grandes de | la energia
(4) con a(x) 1 no admite un minimizador. También hay varios estudios [3, 4, 12]
que caracterizan las secuencias de minimizacién incluso cuando los minimizadores
no existen. En particular, en [3], el autor usa una regularizacién de la energia agre-
gando un potencial externo atractivo que garantiza la existencia de minimizadores
para todos los valores de

En el ano 2018, Frangois Généraux y Edouard Oudet [16] presentan un método para
la minimizacién numérica de (1) con =1, es decir

EinFIanPer(E) +V (E) : JEj = mg; (5)

y lo utilizaremos en esta tesis para todo > 0. Este método consiste en realizar
una serie de tres modificaciones al problema variacional para llegar a un problema
variacional de dimension finita el cual puede ser resuelto numéricamente. Todos los
pasos son justificados por I' convergencia [17] y resultados de compacidad.

Paso 1. Trabajamos con el perimetro ocupando el teorema clésico de Modica-Mortola
para relajar el funcional sobre conjuntos de R". Esto permite utilizar la es-
tructura de espacio vectorial de funciones, y después de la discretizacion
(Paso 3), las herramientas usuales de optimizacién de funcionales en R".

Paso 2. Para el término no-local V se reemplaza el espacio ambiente R" por un
cuadrado grande con condiciones periddicas de borde, cuyo tamano es un
nuevo parametro de relajacion. Entonces podemos aproximar el término no
local V' mediante una expresién en una variable de Fourier.

Paso 3. Se discretiza el problema considerando sélo funciones trigonométricas con
frecuencias menores que algiin entero N, y se calculan las integrales me-
diante sumas de Riemann.

La minimizaciéon numérica es hecha usando el solver IPOPT [18]. Interior Point
Optimizer (IPOPT) es un paquete de software de codigo abierto para la optimiza-
cién no lineal a gran escala. Se puede utilizar para resolver problemas generales de
programacion no lineal de la forma

in f(x
min (x)

sujeto a las restricciones



L U

X- X X

dondex 2 R" son las variables de optimizacon (posiblemente con Imites inferior y
superior,x- 2 (R[flg )"y xY 2 (R[f +1g)") conx- xY;f :R"! Res

la funcon objetivo, y g: R" ! R™ son las restricciones, generales no lineales. Las
funcionesf (x) y g(x) pueden ser lineales o no lineales y convexas o no-convexas (pe-
ro deben ser dos veces continuamente diferenciables). Las funciones de restriccon,
g(x), tienen Imites inferior y superior, g- 2 (R[flg )™y g’ 2 (R[f +1g)™
cong- g':

Tamben realizamos una implementacon nunerica parcial de (1) con solamente el
funcional de permetro a trawes de NGSolve con el netodo de elementos nitos. El
metodo de elementos nitos es una ecnica nunerica utilizada para resolver proble-
mas de ingeniera y fsica en los que se busca encontrar aproximaciones nunericas a
soluciones de ecuaciones diferenciales parciales o problemas de valor en la frontera.
El netodo divide el dominio del problema en elementos mas pequenos y discretiza
las ecuaciones diferenciales en cada elemento, luego resuelve el sistema de ecuaciones
resultante para obtener una aproximacon de la solucon global. Este netodo es muy
util para modelar y analizar sistemas complejos que no tienen soluciones analticas
exactas. El software NGSolve es una biblioteca de elementos nitos de @digo abier-
to desarrollada en el lenguaje de programacon C++ y Python. Est disenada para

la solucon nunrerica de ecuaciones diferenciales parciales utilizando el netodo de
elementos nitos. Ofrece una interfaz amigable para trabajar con geometras com-
plejas y mallas, lo que facilita la descripcon de regiones de intees y la generacon
de discretizaciones adecuadas para la resolucon nunerica. Adenas, se integra bien
con otras bibliotecas y herramientas de aralisis nunerico lo que ampla su utilidad

y versatilidad.

Esta tesis se divide en siete captulos que se desarrollan de la siguiente forma:
= Captulo 1: Aspectos preliminares del problema variacional en estudio.

» Captulo 2: Se describe el netodo de minimizacon nurerica propuesto por
Frarcois Gereraux y Edouard Oudet.

= Captulo 3: Minimizacon nunerica en Matlab a trawes de los solver de pro-
gramacon cuadatica quadprog y programacon no lineal fmincon.

= Captulo 4: Minimizacon nunerica en Julia con el solver IPOPT.
= Captulo 5: Minimizacon nunrerica del funcional de permetro en NGSolve.
= Captulo 6: Conclusiones y futuras direcciones de investigacon.
= Captulo 7: Agendice con los @digos utilizados en las implementaciones.

Esperamos que este trabajo sea del agrado del lector.
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Captulo 1

Aspectos Preliminares

Antes de comenzar nuestro estudio enunciamos de niciones y teoremas para com-
prender el problema variacional en estudio (1).

De nicon 1.0.1. SeaF R" un conjunto abierto y seaf 2 L(F): Se de ne
y (z
|Df | = sup f div(X (x))dx : X 2 CX(F;R")
F F
)
yiX(x)j 1lparax2 F ;

X
donde divX = @
i=1 @x
Ejemplo 1.0.1. Sif 2 CY(F); entonces por integracbn por partes
Z Z
X
f div(X (x)) dx = @Xi dx

para cadaX 2 Cl(F;R"), entonces
Z

jDf j = jgradfjdx;
F F

@f @f @f
donde gradf = ; vl
J @x @x @x
Mas generalmente, sif pertence al espacio de SoboléV %1(F); entonces

Z
jDf | = jgradf jdx
F F

Desnicon 1.0.2.  Una funcon f 2 LY(F) se dice que es de variacbn acotada &

si  jDfj< 1 :Se deneBV (F)como el espacio de todas las funciones eh(F)

Fooo
con variacbn acotada.



Ejemplo 1.0.2. Se puede ver en el Ejemplo 1.0.1 qw&¢*1(F) BV (F). El hecho
gue los dos espacios no son iguales se puede ver en el siguiente ejemplo.
Suponga queE  R" tiene bordeC? y considereXg, la funcon caracterstica de E,
que se de ne por

8 .
< 1 si X2 E

Xe(X) = |
0 si x2R" E
Si adicionalmenteE es acotado, entonces

Z

Xeg dx = JE\ Fj =medida de Lebesgue d& \ F
F

y Xg 2 L1(F). Sin embargo,Xg no pertenece an 1(F).
Suponga queX 2 Cl(F;R"). Entonces por el Teorema de Gauss-Green,

Z Z z
Xe div(X (x)) dx = div(X (x)) dx = X(x) (x)dH" %
F E\F @B F
donde (x) es el vector unitario normal a@Eenx y H" ! es la medida de Hausdor
(n  1)-dimensional.
Ahoraj (x)j =1, entonces, sijX (x)j 1y X 2 Ci(F;R"); entonces
Z
X(x) dH"! H " Y@BR F);
@E
y por lo tanto

Z Z
jDXgj = sup Xe div(X (X)) dx : X 2 CI(F;R");jX(x)j 1 H"YF\@B<1:
F F

De este modaXg 2 BV (F) y de hecho
Z

iDXej = H" Y(@B F)
F

para probar esto ®lo necesitamos mostrar que
Z

iDXgj H " Y(@B F)
F

Ya que E es de bordeC?, (x) sem una funcon vectorial C! dex conj (x)j=1y
por lo que puede extenderse a una funcoN, de nido en la totalidad de R", tal que
N 2 CY(R";R") y jN(x)j 1 paratodox.Ahorasi 2C!(F)yjj 1,entonces
tenemos, estableciendo qué = N
Z Z
div(X (x)) dx = dH" !
E\ F @B F
de modo que

Z 4

jiDXgj sup dH" . 2Cl(F);jj 1 =H" Y@R F):
F @BF



Es importante notar que sif 2 BV (F) y Df es el gradiente dé en el sentido

distribucional, entoncesDf es una medida de Radony |jDf j es la variacon total
Z

de Df enF: Entonces podemos ampliar la de nicon de jDf j para incluir casos
A
en los queA F no es necesariamente abierto.

En el Ejemplo 1.0.2 consideramos una clase particular de funciones &Y (F),
llamadas funciones caractersticas de conjuntos con borde suave. Ahora extendemos
estas ideas a conjuntos nas generales.

De nicon 1.0.3.  SeaE un conjunto de Borel yF un conjunto abierto enR". Se

de ne el permetro de E enF como
z z

Per(E;F)=  jDXgj=sup div(X (x)) dx : X 2 CX(F;R"); jX(x)j 1, 8x2F
F E

SiF = R", denotamosPer(E) = Per(E; R"): Diremos que un conjunto de Borel
E tiene permetro nito si Per(E;F) < 1 para todo conjunto abierto acotadoF,
0 equivalentemente sXg 2 BV (F). Todo conjunto de BorelE que tiene permetro
localmente nito es llamado un conjunto de Caccioppoli.

Los conjuntos Caccioppoli tienen las siguientes propiedades

(i) SiFy F,, Per(E;Fy) P er(E;Fy).
(i) Per(Ei[ Eo;F) P er(Eq;F)+ Per(Ez; F).
(i) Si jJEj =0; entoncesPer(E) =0y en particular,

SIijE; MEyj=j(Ex E2)|[ (E2 Ey)j=0, entoncesPer(E,) = Per(Ey).
Sia(x): R"! [0;1 ) es una funcon densidad, el permetro ponderado poa o el
a permetro de E enF se de ne por

Z
Pery(E;F) =sup div(a(x)X (x))dx : X 2 C! (F;R"); kXk: 1
E
Z
Notemos quePer,(E;F) = HY Y(@E \ F) con HY ¥E) = a(y) dH" (y),

E
donde @E denota el borde reducido d& (coleccon de puntos de@ Epara los que
la normal g(x) 2 " ! esh de nida en medida). Al igual que antes, diremos que
Xe 2 BVy(F)siPera(E;F) < 1 :Los permetros con densidad dge conjuntos en todo

el espacio, es decir, cuandé = R" es denotado poPer,(E) o a(x)]D Xg (x)j.

Rn
Denotaremos el permetro Euclidiano (cuandaa(x) 1) por Per(E), es decir, el
permetro usual.

La incluson de una densidad de con namiento en el funcional de permetro pro-
porciona un tipo diferente de \regularizacon"del problema (3). El primer resultado

de [1] establece la compacidad de cualquier sucesbn minimizante con convergencia
global a un minimizador para todo 0, y para una amplia clase de densidades,
gue satisfacen una condicon de coercitividad simple:

9
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(Al) a2 C°(R"); a(0) =0; a(x) > O para todox 6 0; y Im jxju a(x)=+1:

Para enunciar el resultado de existencia, recordemos que conjunigs! E global-
mente sijE, MEj! 0, esto es, sus funciones caractersticas, ! X g enla norma
L1(RM).

Teorema 1.0.1. (Existencia de minimizadores) Sea una densidad que satisface
(Al), y sea 0 jo. Entonces cualquier sucesbn minimizantef E,g,>n para el
problema (3) admite una subsucesbn que converge globalmente a un minimizador
E R" conjE j=1y Xg 2 BV(R" nf0g).

Para la demostracon del Teorema (1.0.1) ver [1, pags 6-8].

Se observa que la naturaleza coerciva @en el in nito asegura la existencia de
minimizadores para (3), esencialmente porque la divison de la masa en el in ni-
to (la razon principal para la falta de compacidad en el problema isoperinmetrico

no local) es demasiado costosa. Sin embargo, no garantiza que los minimizadores
deban ser conjuntos conexos. En efecto, paragrande las interacciones no locales
deberan volverse lo su cientemente grandes como para favorecer la fragmentacon
de conjuntos, que se repelean pero estaan contenidos a una distancia nita. Este
comportamiento es tamben observado en problemas isoperinetricos no locales con
un £rmino de con namiento [3].

El resultado de existencia se basa en una verson modi cada de la desigualdad
isoperinetrica relativa en anillos y requiere lo la suposicon mnima (A1) sobre las
densidadesa(x). Por otra parte, probar el acotamiento de minimizadores es un paso
ecnico y se demuestra bajo uno de los siguientes supuestos estructurales adicionales:

(A2a) a2 C&:l(R”) y existen constantesC, 1yR, 1talque paracadaR R,
se tiene

0< supa C, nf a
BZRnBR BZRnBR

(A2b) a2 CI%Cl(R”); a(x) = a(jxj) y existe R, 1 tal que a es no-decreciente para

X]  Ra.

Para densidades que satisfagan cualquiera de las condiciones adicionales (A2a) o
(A2b), utilizando resultados de regularidad de cuasi-minimizadores, se obtiene la
acotacon de minimizadores para el problema (3).

Teorema 1.0.2. (Acotamiento de minimizadores) Para una densidad(x) que sa-
tisface (Al) y (A2a) o (A2b), y para cualquier 0; todo minimizador E de (3)
es esencialmente acotado.

La demostracon del Teorema (1.0.2) se puede encontrar en [1, mgs. 8 - 20].
Se requiere la suposicon (Al) en Teorema (1.0.2) ©lo para obtener la existencia de
un minimizador de (3). Si la existencia de un minimizador pudiera obtenerse bajo

otras condiciones, (A2a) o (A2b) seran su cientes para obtener la acotacon de los
minimizadores.

10
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Teorema 1.0.3. (Minimizadores globales para pequefo) Sea(x) = jxjP con
p > 0. Para su cientemente pequeno, la bol8 R" de volumen 1, centrada en
el origen es elunico minimizador de (3).

La demostracon del Teorema (1.0.3) (ver en [1, pags. 20 - 25]) se basa en una cni-
ca de penalizacon, similar a la usada en varios problemas geonetricos variacionales
gue involucran el funcional de permetro. Utilizando resultados de la teora de re-
gularidad para permetros con densidad, se reducen los minimizadores del problema
no local a conjuntos casi eskricos o isoperiretricos en el egimen cuandoes pe-
queRo. Sin embargo, la novedad aqu es que no se puede aplicar directamente los
resultados de la literatura debido a la degeneracon de la densidaden el origen y

la posibilidad de pequenos componentes no lisos@& cerca del origen. Una vez
gue se reduce el problema a conjuntos casi eskricos, se ocupa un argumento tipo
Fuglede (ver [19]) para controlar los ck cits isoperinetricos y no locales entre los
minimizadores y la bola y mostrar que para pequefos 0 estas cantidades tienen
que ser icenticamente cero.

El egimen cuando es grande es tamben muy interesante, pero este aralisis re-
quiere un enfoque muy diferente. Mientras que la existencia de minimizadores es
garantizada por Teorema (1.0.1), en el egimen cuando 1, el ermino no local

es dominante y pre ere que los minimizadores se rompan en pedazos nmas pequefos
distribuidos en un conjunto compacto cuyo tamano est determinado por el ermino
de con namiento a. Por lo tanto, la caracterizacon de minimizadores (es decir, la
forma de las componentes disconexas, as como su ubicacon) depende del delica-
do equilibrio entre las formas preferidas dictadas por el permetro con densidad y
las interacciones entre componentes. Un feromeno similar es visto en modelos de
mezclas de copolmeros/homopolmeros. Si bien la existencia de minimizadores se
obtiene para todos los valores de en [20], solo en el egimen cuandm es pequefo
los minimizadores se caracterizan de maneraunica, o que deja abierta la pregunta
de la morfologa precisa de las con guraciones de minimizacon pama grande.

En el modelo de gotas Iquidas (George Gamow 1930), se demosto que para el
problema variacional

EnfRan er(E)+ V (E):JEj = mg;
existen constantes & m; m, tal que para

= Masas pequefnasfim 2 (0; m,) la bola de volumenm es elunico minimizador.
Ver [11], [4].

» Masas grandes: Sm>m,y 2 (0;2) no existen minimizadores. Ver [13]
La conjetura de Choksi-Peletier (2011) establece qua; = m,.
El caso tridimensional que tiene relevancia para la fsica nuclear, es estudiado en [21],

donde consideran un conjunto medibl&  R3, y un funcional de energa de nido
por

11



12

Z Z

I (E) = Per(E) + } G(x; ) dxdy (1.1)
2 E E

1 . . I
con G(x;¥) = ———, bajo la restriccon de volumenjEj = V :=40 , donde
4 1% )

es llamado paametro de sibilidad, y Per(E) denota la super cie deE (en el caso
2-dimensional es el permetro usual d&). Bajo la restriccon de volumen, una bola
minimiza el primer ermino de permetro de (1.1) debido a la desigualdad isope-
rimetrica, pero maximiza el segundo rmino debido a la desigualdad de Riesz. Para
1, el primer £rmino es dominante, y el minimizador globakE del = I (E) se
espera que sea una bola. Para 1, el segundo ermino es dominante, y se espera
gue E se divida en muchos fragmentos para \Lital’éi]l_,le el segundo ermino crezca
demasiado. En efecto, cuando excede , :=(°2+ °4) ! 0.351 una sola bola
empieza a tener mayor energa que dos bolas de radios iguales separadas in nita-

mente.

De acuerdo a [22, Pag. 4437 y Teorema 3.4] y [23], existe<O , 5 4=5tal
que:

= Para < ,, una bola es elunico minimizador global,

para = ,,una bola es un minimizador global,

para > ,,una bola no es un minimizador global,

para 2 (0; ; nO, con algun conjunto abiertoO ( ,; 3), hay un mini-
mizador global,

para 2 ( ;;1)[ O, no existe un minimizador global.

Evidentemente , . Existe la creencia generalizada, aunque no probada, de
que , = , = ,. Para no muy pequeno, el minimizador global no se conoce
rigurosamente. Sin embargo, se conocen varios resultados cualitativos conocidos. De
acuerdo a [24] y [4, Teorema 2.7], cualquier minimizador local tiene bordes reduci-
dosC! y es esencialmente acotado con un rumero nito de componentes conexas;
mas aun, cualquier minimizador global es conexo. Aunque no exista un minimizador
global para 2 ( 7;1)[ O, siempre existe un minimizador global generalizado,
gue consiste en una coleccon nita de componentes conexas que esan in nitamente
alejados entre s.

Nuestras motivaciones en esta tesis son

» Estudiar nunmericamente los minimizadores del problema isoperinetrico no
local (1) en el caso dos dimensional, y establecer un rango de existencia de
minimizadores para diferentes valores da y

= Estudiar la conjetura de Choksi-Peletier sobre el rango de masas intermedias
para la convergencia en el caso dos dimensional.

= Estudiar nunericamente el problema con pesos (3) cuando tenemos un perme-
tro con densidada(x).

12



Captulo 2

Metodo de Minimizacon
Nunerica de Gereraux y Oudet

Este captulo consiste en aplicar el metodo de minimizacon nunerica desarollado
por Frarcois Gereraux y Edouard Oudet [16] a nuestro problema variacional (1).
Primero, hablaremos de las herramientas claves como la convergencia y la com-
pacidad, y luego describimos los pasos de la discretizacon. Porultimo, se muestran
los resultados nunericos que obtuvieron Gereraux y Oudet en su artculo.

2.1. Gamma Convergencia

En lo que sigue X es un espacio netrico con distancia. Para la de nicon de
convergencia necesitamos lo siguientes preliminares:

Denicon 2.1.1. SeaF : X ! [1 ;1 ]: Se dene el Imite inferior de F en x
como

Im nf F(y)=nf fIim F(Xx):xk2 X;Xx! X9Im F(Xk)g;
yl X k!l k!l
y el Imite superior de F enx como
Im supF (y) =supfIm F(Xk): Xk 2 X;xx! X9 Im F(xk)o:
yl x ki1 k1
De nicon 2.1.2. Una funcon F : X ! R se dice semicontinua inferior e 2 X,
Si para toda sucesbn Xx) que converge &, cumple que
F (x) I(I!rln nf F (Xx);

0, en otras palabrasfF (x) = mn flm; nf F(Xx) : Xk ! xg: Diremos queF es
semicontinua inferior (enX) si es semicontinua inferior para todx 2 X:

Note que las siguientes condiciones son equivalentes:

1. F es semicontinua inferior

2. F(x)=Im y, xnf F(y) paratodox 2 X,

13
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3. para todot 2 R el conjunto de subnivelfF  tg es cerrado.

Una funcbn F : X | R es llamada semicontinua superior sF es semicontinua
inferior.
Ahora podemos enunciar la de ncon de  convergencia.

Denicon 2.1.3.  ( convergencia) Diremos que una sucestfy : X ! R
converge enX aFq: X ! R siparatodox 2 X se tiene

(i) (desigualdad Im nf) Para cada suceson (Xx) que converge ;
Fo(x) k||r1n nf Fi(Xx);

(i) (desigualdad Im sup) existe una sucesbn Xx) que converge & tal que

Fo(x) k||rln supF i (xx)

La funcon F, es llamada el Imite de Fy, y escribimosFg = Imy1  Fk:

De nicon Puntual: La de nicon anterior tamben se puede dar en un punto jo
x 2 X . Diremos queF converge erx al valor Fq(x) si se cumple (i) y (ii). En
tal caso escribimog=q(x) = Im ¢ F(x). En esta notacon, Fy converge aFg
siy olo si Fo(x) = Im ¢ Fy(X) paratodox 2 X.

Diferentes formas de escribir la desigualdad Im sup : Note que si ki) satisface
la desigualdad Im sup, entonces tenemos

Fo(x) Im nf Fr(x) Im supFi(xk) F ox);
de modo queFo(x) =1Im 1 Fy(xk); por lo tanto, (ii) puede ser sustituido por

()" (existencia de una sucesbdn de recuperacon) existe una sucesoxy) conver-
gente ax tal que
Fo(x) = Lrlfll Fi(X):

(i)" (desigualdad Imsup aproximada) para todo" > 0 existe una suceson Xy)
convergente ax tal que

Fo(x) Im i'lip Fi(Xx)

Todas las condicionesii(); (ii )°y (ii )°°se denominan igualmente desigualdad Im sup
0 existencia de una sucesbon de recuperacon.

De nicon 2.1.4.  Un subconjunto compactoK de X cumple que todas las suce-
siones erK admiten una subsuceson convergente a algun punto ek . Es decir

8(xk) K; X2 K; 9(Xg ) xg ! X
Un conjunto K X es llamado precompacto si su clausura es compacta, esto es,
todas las sucesiones e, admiten una subsucesbn convergente (pero su Imite
puede estar tamben fuera de K), es decir,

8(xk) K 9(Xy): Xy converge enX:

14
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Lema 2.1.1. SiFy converge aF , entonces
1. F es semicontinua inferior.

2. ParaK X compacto,

POt o, P

3. ParaU X abierto,

HFOO i supnf Fubo

De nicon 2.1.5.  Una sucesbn de funciones$y : X ! R[flg se dice equi-
coerciva si toda sucesbrnug en X con Fy(ug) C < 1 tiene una subsucesbn
convergente para todd.

Teorema 2.1.1. (Teorema Fundamental de la  convergencia) SeaX;d) un es-
pacio metrico completo y considerd=¢ : X ! R[flg una sucesbn de funcionales
equi-coerciva. Suponga que la suceson converge aFg, entonces

Si Uug es un minimizador local aislado dd-q, es decir, siFg(v) > Fo(up) cuando
0<d(up;V) para algun > 0, entonces hay una sucesohuyxg de minimizado-
res locales dé-, de nida para todo k su cientemente grande, tal qued(ux;ug) ! 0
cuandok 'l

En [25] construyen minimizadores locales para problemas variacionales de la forma
Z n #
o, 1
Fo(u) = "ir up?+ Z(u? 1)? dx
E

con un netodo basado en el Teorema Fundamental de la convergencia (2.1.1).
Se demuestra que en ciertos dominios no convexps R" y para" > 0 pequeno,
existen minimizadores locales no constantes que satisfaceru’ 1 excepto en
una na fase de transicon. La ubicacon de la fase se determina mediante el requi-
sito de que en el Imiteu” ! u°, la hipersuper cie que separa los estadag =1y
u®= 1 minimiza localmente la super cie. Mas detalles en [25].

Diremos que una familia de funcionales~()-. o de nida en un espacio netrico X
tiene propiedades de compacidad (C), si para cualquier familia-{-- o de elementos
de X tal que (F-(u+))- o €s acotado, entonces hay una subsuceson de ) o que
converge enX.

Si una familia de funcionales K ) - o tiene propiedades de compacidad (C) y -
converge a un funcional ImiteF cuando” tiende a 0, entonces sabemos que pdra
pequeno, existe una familia de minimizadores e que son cercanos a los minimi-
zadores dd- . A continuacon se describen y justi can cada paso de la discretizacon
de manera precisa.
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2.2. Discretizacon del permetro

Usamos el chsico teorema de Modica-Mortola para sustituir este problema sobre
subconjuntos deR", es decir, funciones que toman lo valores 0o 1, por un problema
sobre funciones que toman cualquier valor entre 0 y 1. Mas concretamente, dado
un conjunto acotado abierto suave (grande) y un" > 0 (pequefo), se de ne el
conjunto X y los funcionalesF- : X !' Ry F : X ! R de la siguiente forma

Z
X = u2lY ;[o1): u=m ;
8 Z 1Z
St gruP+ S WU+ V(u) siu2 HYRM):
F.(u) = RN RN (2.1)
' +1 en otro caso
P(fu=1q9)+ V iu2 BV(; f0;:19);
Fw- PUs19+ V) siu2BY( folg 22)
+1 en otro caso
Z
u(xju(y)

donde se usa la notacon naturalV (u) = dxdy, y W es el si-

R R XY
guiente potencial de doble pozo en;[0] : W(x) = x(1 Xx). Entonces por el teorema
de Modica-Mortola y el hecho de que elultimo ermino de los funcionaleB y F es

continuo enX, se tiene

Fo! o F; y(F-)tiene propiedades de compacidad (C)

"l
Note que considerando funciones sobre un conjunto abierto acotado no es restric-

tivo siempre que sea lo su cientemente grande, ya que los minimizadores de (1)
eshn necesariamente acotados.

2.3. Discretizacon del €rmino no local

Queremos reducir el dominio a un cuadrado (grande) con condiciones perodicas de
borde. En efecto, el ermino repulsivo no-local tiene una expreson sencilla en una
variable de Fourier:

Z
C(n; ) L 5
V (u) = j ja d 2.3
W= 55 Ti 100 (23)
2 (=
condla transformada de Fourier deu , C(n; ) := (n—()z) y lafuncon gamma
2 /7Z
usual. Esto se puede comprobar observando gWe(u) = ul (u) conl (u) el

potencial de Riesz dai y utilizando la expreson de Fourier del potencial de Riesz
(ver [26, mg. 13, V]). As, aproximaremosV (u) por

. X
Vo= ST A e 2.4)

k2Z" nf 0g

16
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4

dondec.t (u) := u(x)efZiTkx dx es el kesimo coe ciente de Fourier de en
[ T=2T=2]n
[ T=2;T=2]" para algin T > 0 (grande). Mas concretamente, se de ne el funcional
F.r : X! Rpor
8 Z 1 Z
< H -2 H 1 ny.
ruc+ - W(u+ Vg (u siu2HY(R");
Frr(u) = (2.5)
' +1 en otro caso

Entonces se tiene que

For L Feiy (Fur)rso tiene propiedades de compacidad (C)

Para que la propiedad (C) sea \alida, es necesario suponer que todas las funciones
esen soportadas en un determinado conjunto acotado .

2.4. Discretizacon del problema variacional

En este paso nal, se discretiza el problema variacional. Primero se extienfder a
las funcionesu 2 HY([ T=2;T=2]") que no eshan soportadas en jando F .1 (u) =
+1 en este caso. PardN 2 2N grande, en lugar de considerar todo el espacio
HY([ T=2;T=2]"), ®lo consideramos el espacio

8
2i
%uZSpan eT K . L8 2f iy B
EN — k2 Sy 7
.§u(jT=N) 2[0;1], u(JT=N)=0 si jT=N2Z ; vy u=m
(2.6)
Parau 2 Ey, establecemos
X
Wy (u) = (T=N)" W (u(jT=N)): (2.7)
j2f  N=2;::;N=2gn
Entonces de nimos el funcionaF-1.,y : HY([ T=2T=2]")! R de la forma
8 Z L
< " H 2 . 1 .
ru“+ -Wy(u)+ V. (u); siu2 Ey;
Pz, TR V() " (2.8)

+1 : en otro caso

Tenemos en el sentido de la topolga cebil déd* que

Forn % . Fw.r; vy (F-r.n) tiene propiedades de compacidad (C)
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2.5. Resultados Nunericos

Gereraux y Oudet en su artculo, para conseguir minimizadores bajo diferentes
restricciones de volumen de (5)

EnfRan er(E)+ V (E):JEj=mg

jan la restriccon de volumen en 1 y agregan una constante,, al ermino no local
V . En efecto, minimizan

EnfRan er(E)+ ¢,V (E):jJEj =1¢g
con

1+

Chn =M : (2.9)
y es equivalente a minimizar (5).

La eleccon deT se hace de forma que, st} es la discretizacon de la bola de
volumen 1 con paso lateral =N, se tenga que

Vir Xgy) vV (B[1])
Vv (B[1])

Dado un rumero de puntos de discretizacorN = 21, T no puede aumentar dema-
siado, de lo contrario, la discretizacon de los minimizadores candidatos es cada vez
menos precisa. Por ejemplo, para=1y n = 2, se tiene

Vi Kgppv) V. (B[1]),

1%

= ParaT =5 vV (B[] 0.08,
_ Vi Xepp) VO (B1]),

» ParaT =10 vV (B[] 0.04,
_ Vi Kgpv) V. (B[1]),

» ParaT =20 vV (B[] 0.01.

Por lo tanto, estas estimaciones nunericas hacen ele@ir= 20 : Ver en [16, Aendi-
ce B] el netodo utilizado para calcularV (B[1]).

Vir (Xgy) vV (B[1))

V (B[1])
una bola centrada en otro punto. Lo demostraremos con el siguiente Lema

no se ve alterado si consideramos

Es importante notar que

Lema 2.5.1. Sila bolaB[1], se cambia por una bol&,,[1] centrada un puntoXo,

entonces
Vir (XE’s\I[l]) vV (B[1]) _ Vir (XE';\lxo[l]) \ (BXO[l])_

V (B[1]) V (Bx,[1])
Demostracon:
Notemos queXg, 1(Y) = Xxo+a1(Y)
con

8
< 1 si y2xo+ B[1]

Xxo+ (YY) = .
"0 si yZxo+ B[1]
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luego se tiene que
Xxo+B(Y) = Xgy(y Xo)
y por lo tanto
Xg,,m(y) = Xep(y Xo): (2.10)

Ahora notemos que

C(2; X 2k .
Vir (Xé\lxo[l]) = % G (Xg, ()i’
k2Zz"nf0Og
con ~
JGet (Xp o (Y))] = Xe,,m(y) €7 Y dy

[ T=2T=2]2

por (2.10) se tiene que

Z
j6T (X, (Y] = Xy Xo) e Y dy
[ T=2T=2]2
Siy Xo= w2 B[1] entonces
JGe (X (Y))] = XggW) e 7 ™ dw = le ™ Ydw (2.11)
[ T=2,T=2] B[1]

Ahora vemos que,

cE ) X 2k

Vir (Xé\l[l]) = R Rl Gt (XB[l](y)j2
k2Z"nfOg
con
Z
jGct (Xey(Y)i = Xepy(y) e 7 7 dy

[ T=2T=2]

Z .

= 1 e7 dy :

B[1]

Por lo tanto por (2.11)

joT (Xe (Y] = jcet (Xe, (YD

obtenemos que
Vir (XI'B\I[l]) = Vi (Xlla\lxo[u):
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Por otro lado
Z Z

V (By,[1]) = dxdy

ZBxoll] Byoll] x 2

= ;2 dxdy
ZX0*BALl X0+ B[1] Xyl

= 1 dxdy
ZBl1] #B1] j(X+ X0) (Y + Xo)j?

= ;ZdXdy
B[y s[lX Yl

V (B[1]):

Entonces

V (B [1]) = V (B[1]):
Concluimos que

Vir (X&) V' (B[l Vi (Xdy) Vv (B[1])
V (By,[1]) - V (B[1]) !

y por lo tanto no se altera el error al cambiar el centro de la bo[1].

Los resultados obtenidos para =1y ¢, =1.5, 1.6 son

(@ cm =15 (b) cn = 1.6

Figura 2.1: =1, es un cuadrado.

Aqu se ha elegido que el conjunto que soporta todas las funciones sea un cuadrado
de longitud diagonal (y es representada por Ineas blancas).

Se enfatiza que es necesario para obtener los minimizadores correctos, tanto teorica
como nunrericamente. Teoricamente, la condicon de que las funciones esten sopor-
tadas en un conjunto jo acotado es necesaria para que se cumpla la propiedad
de compacidad (C), tanto en el Paso 1 como en el Paso 2, ya que se deja que el
tamano del dominioT llegue a in nito. Nunericamente, sin , para ¢, = 1.5 las
simulaciones arrojan dos bolas (en lugar de una como se muestra en la Figura (2.1a)
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gque se alejan cada vez mas entre s a medida que aumerita Pero la con guracon
no converge a un candidato admisible, por lo que de nitivamente no converge a un
minimizador.

Se observa que para, = 1.6 se obtienen dos bolas en esquinas opuestas del cuadra-
do lo cual es consistente con el comportamiento repulsivo esperado del ermino
no localV .

Es importante sefalar que teoricamente Gereraux y Oudet obtienen que existen
minimizadores hastac,, 1.67. Nunericamente, obtienen minimizadores hasta una
constantec, 2 (1.5, 1.6), que es relativamente cercano a 1.67.

La minimizacon nurrerica se realiza usando el solver IPOPT [18] con un rumero

de puntos de discretizaconN = 2! en cada direccon. El tiempo de @lculo en un
computador esaindar es de aproximadamente una hora.
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Captulo 3

Minimizacon Nunerica en
Matlab: Quadprog y Fmincon

En este captulo implementamos el metodo de minimizacon nunrerica de Gereraux y
Oudet a nuestro problema variacional (1) en la plataforma de programacon Matlab.
La minimizacon nunerica la haremos a trawes del solver de programacon cuadatica
quadprog y de programacon no lineal fmincon.

3.1. Quadprog y Fmincon

Quadprog es un solver de Matlab para funciones objetivo cuadaticas con restric-
ciones lineales, donde encuentra un mnimo para un problema especi cado por

1
mn =x"Hx + f 'x
x2R" 2

tal que
Ax Db
Aeq x= beq
Ib x ub
donde

= H (Termino objetivo cuadatico): Representa el rmino cuadatico en la fun-
cbn objetivo, especi cado como una matriz real sinetrica. SH no es sinetrica,
quadprog emite una advertencia y utiliza en su lugar la verson simetrizada
(H+ H9=2, conH®=HT.

« f (Termino objetivo lineal): Es un vector real que representa el £rmino lineal
de la funcon objetivo.

= A (Restricciones de desigualdad linealesh es una matriz real deM por N,
donde M es el rumero de desigualdades W es el rumero de variablesA
codi ca las M desigualdades lineales de la forma

AX b

dondex es el vector columna dé&\ variables yb es un vector columna coM
elementos.
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= b: Es un vector real deM elementos relacionado con la matria.

= Aeq (Restricciones de igualdad lineales)Aeq es una matriz real deM, por
N, dondeM, es el umero de igualdades W es el rumero de variablesAeq
codi ca las M¢ igualdades lineales de la forma

Aeg x = beq;

dondex es el vector columna dé\ variables ybeges un vector columna con
M. elementos.

= beq: Es un vector real deM, elementos relacionado con la matriaeq.

= |b (Lmites inferiores) y ub (Lmites superiores): by ub son vectores reales que
acotan a la variablex de la forma

Ib(i) x(i) ub(i); paratodoi:

Por otra parte, Fmincon es un solver de programacon no lineal de Matlab que
encuentra el mnimo de una funcon multivariable no lineal restringida de la siguiente
forma:

. f 0
tal que
cx) O
ceg=0
Ax b
Aeq x= beq
Ib x ub;

dondeA , Aeq, b, beq, Iby ub se de nen al igual que en quadprog. Adenas tiene
los siguientes argumentos

» fun = f(x): Funcon objetivo que se desea minimizar, especi cada como un
identi cador de funcon o un nombre de funcon. fun es una funcon que
acepta un vector o un arreglok y devuelve un escalar real , con la funcon
objetivo evaluada enx. A diferencia de quadprog, la funcon objetivo tenemos
que de nirla.

= Xo (Punto inicial): Es el punto inicial desde el cual comienza la lusqueda.

= nonlcon (Restricciones no lineales): Es una funcon que de ne las restricciones
no lineales. nonlcon es una funcon que acepta un vector o arregly devuelve
dos arreglosc(x) y cedXx).

" ¢(x) es el arreglo de restricciones de desigualdad no lineales que fmincon
intenta satisfacer.

" ¢(x) O para todas las entradas de.

A continuacon modelamos el problema utilizando Quadprog y Fmincon.
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3.2. Implementacon en Matlab

Tomando como referencia las simulaciones de Gereraux y Oudet, consideraremos
n=2 =1, T=20 ,N 2 2Ny la constantec, de nida en (2.9) ( para estos
paametros es igual a la masa). Adenas es un cuadrado de con namiento de dia-
gonal

En esta implementacon, la estrategia es considerar una funcon objetivo cuadatica
con restricciones lineales para modelar el problema. De esta forma, representaremos
el funcional F-1.y (2.8) que nos da el metodo nunerico mediante la funcon

1 ¢
“xTHx + fTx
2

donde

= X son los coe cientes de Fourier,
= f es el ermino lineal de 1wy (u),

» H=Hw + Hyes, + ngad,
z 1
conHw, Hiies; Y Hgrad las matrices asociadas a la formas cuadaticas tie jr uj%; Wy (u)

y Vo (u).

Para la implementacon consideraremos la siguiente funcon 2 Ey

X 2 2
u(x;y) = a(ky; ko) cos (kX + kay)  + bikiiko)sin —(kux + kay)
k21

conk = (ki ko), e = Mooy X RS oygi2f B Do sujetaa
las restricciones
= Uu(JT=N) 2 [0;1]

= U(T=N)=0 si jT=N2
77

n u=m
[ T=2T=2]2

Son equivalentes
U(jT=N) = u(j1T=N;j>T=N) = u(x;y):

A continuacbn se presentan las formas cuadaticaslyy ; Hyiesz; Hgrad que obtenemos
junto al ermino lineal f y las matrices que modelan las restricciones de nuestro
problema.
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En lo que sigue consideraremos el siguiente Lema:

Lema 3.2.1. Para las familias de funciones indexadas

fore (5902, 0 F ke (YO k21,

consideremos
X
E(xy) = (a(ki k2)  kyko + Bk K2) ko)
k1;k221y

De niendo el vector ampliadoc™ := [a(ky; k2)(p)jb(ki; k2)(p)]p, donde la indexacbn
se hace usando la funcormp =sub2ind(k;; k), y por ende K;; k;) =ind2sub(p) y se
de ne por conveniencia

kike (Y3 P) = kpike(p) (X Y)
donde ki(p); ko(p)) := ind2sub(p).

La expreson cuadatica equivale a

%2 %2
(E(xy)?= e, GYiP) ke (XiY5 Q) CpCq

p=1 g=1
X R i

¥ e (GYiP) ke (GYid N?) cpc
p=1 g=N2+1
P & )

¥ e SYiD N o (X yi) CoC
p=N2+1 g=1
Rz

* prGYiP N (xyia N?) cocq;

p=N2+1 g=N2+1

y esta expreson se reduce a la forma cuadatica

, 2 K2 )
(E(xy)- = Qpg(X;y)cpcq = c' QC
p=1 g=1

en donde

8 .

3 (YR k(X Y:0) sip N?% g N?2
Que(x:y) = ft, (YR k(6 N?) sip N2 N2+1 g
PR T s YD ND g (6yi0) SiN2+1 p;q N2

e, GYiP N2 ie(iy;a N?) siN2+1 p;N2+1 q
Esta matriz se puede representar por bloques de tamaN3 N2 como sigue
!
Q= rir O6YiP) ke (Y5 0 e, 5P ke (Yiq N?)
it O6YIP) k(YA NP g, 0GYiP N?) i (GYia N

la cual tiene tamano 2 2N?2.
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Demostracon:
2 3
X
(E(x;y)?=4 (a(Ke; K2) ok, + DKL K2) kky) P
(k1:k2)21k
2 3
X
4 a(ﬁl;ﬁz) R1:R, + uﬁl;ﬁz) R R, 5
(R1;R2)21 ¢
X X

) RiRy kike a(Ry; Ry)a(ky; ko)
(R1;R2)21, (Kiik2)21y

X X
* RiRy Kuikz a(Ry; Ry)b(ky; ko)
(R1:R2)21y (Kitk2)21y
X

* R1;Ry Kitkz uﬁl;ﬁz)a(kl;kz)

(Rl;ﬁ2)2| Kk (kl;k2)2| Kk
X
+

RR, kiikz b(Ry; Rz)b(ky; ko)

(R1:R2) 21 (Kitk2)21k

X2 K2
= Rk, () kiko(1) CCr
=1 r=1
XZ ow?
+ Rl;ﬁz(‘) kl;kz(r) C‘CI’+N2
=1 r=1
X2 e
+ Rl;ﬁz(\) k1§k2(r) C+n2C
=1 r=1
X? X2
+ Rl;ﬁz(\) kl;kz(r) C\+NZCI‘+N2
=1 r=1
X2 K2
= Rk, () kiko(1) CCr
=1 r=1
) Sk
* Rl;Rz(‘) kl;kz(q NZ) C-Cq
=1 q=N2+1
xZoxe
2
* ﬁl;ﬁz(p N ) k1§k2(r) CpCr
p=N2+1 r=1
2 K2
2
* RI;RZ(p N?) kike( NZ) CpCq
p=N2+1 g=N2+1
AR\
= Qpqa(X; Y)CpCy:
p=1 g=1
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Forma Cuadatica del Potencial Cuadatico
SiW(u)= u(l u) se tiene que

X
W) =(5)? W U jigsien
J'X;jz
=()? ulagsiag) +(§ )2 [ u(afied) 7
j1ij2 12
=1+ 1l
Para I, reemplazando erx = j;T=N ey = j,T=N y recordando el vector ampliado
T = [a(ke; ko)( )ib(ka; ka)( )]
tenemos

—( T 2X LT T
I =(x) u(j iy l2i)

j1ij2

X X
= () [cosG(Kuj 1y + Kaj2p)) a(Kyi ko) +sin( & (Kej 1 + kaj2qp))  b(Ke; ko)l
j1ij2 kika
! #
T 2X X 2 . R 2
=(x) cos(F (k1J + szz ),) C+ sin(% (li1 + sz 1) C
Liuiz =1 4 r=N2+1
X* ,X .
= ()7 cosC(kijiyg + kaj2gp); ") ©
=1 S EH "
PN , X
+ (%) Sln( (lil + sz ) C
r=N2+1 j1ij2

2

fo(ki;ko)cp =: fTc
p=1

Multiplicando por % obtenemos que

8 P
2 1?2 cosG(Kijiy + kojon)ip) Ssil p N
f (ki ko) := p?
(k) = 5 I sin((kijif + kai2l);p) SiN?+1 p  2NZ
J1i)2

Para el segundo ermino, usamos las mismas notaciones anteriores. Entonces hacien-
do uso del Lema (3.2.1), obtenemos

X R
I ::(%)2_ | (UG1giize)?
J1i2 " #2
X X
= (L) [cos@-(kix + Kay)) a(Ka; ko) + sin( Z-(kix + Koy))  b(ki; ko)l

j1iiz2  kike
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X RZR? #
= (%)2 Qpa(X;Y)CpCq
juiiz p=1l o=1
K2 R X #
= (%)2 Qpa(X;Y) CpCq
p=1 ¢=1 j1ij2

A
= Hw CpCq=: c'HwcC
p=1 =1

Multiplicando por % obtenemos que

%(%)2, cos(Ryj 1y + Rojagp)ip) c0SG(Kaj1y + Kaj2y7); )

j1i2
1 p N2

si ] q N2

%(%)2 - cosE(Rijag + Rojorr)ip) sin(E(kaj1yr + koj2yr);q N?)

Si L JISJZNZ
N2+1 q 2N2°
Hy =
%(%)2, sin(:(Rij1yr + Rojorr)i P N?) cosG(kijiy + Ko 23p); Q)
. NZ4T p 2N2
1 q N2 !

P . . . .
H®)? sin(ERyjig + Rojag)ip N2 sin(E-(kaja + kaj2yp); g N?)
Jul)2
4 N2+l p 2NZ
N2+1 q 2N2°

Por lo tanto el funcional Wy (u) corresponde a

%WN(U): HW+f
con
8 1(TH2 P ; 2.
2 (1) cos(kijiy + ka2r)i P) sil p N?%
f (kq; ko) = 'p'?
(kurke) > #(1)? sin(E(kijag + kaogr)ip N?) siN?+1 p 2NZ%
iz
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r\

j1ij2
1 p N?.

Si] g N?

%(ﬁ)z_ cosG-(Rijay + Rojorr )i p) sin(E(kajig + ka2p)iq N?)
j1ij2
1 p N?

S N2+1 g 2N2

%(%)2_ . sin(3(Rujiy + Roj2yr)i P N?) cosG(kaj1y + Kajaqp); 0)
J1i)2

i N2+1 p 2N?2

1 g N? ’

%(%)2_ _ Sln(2 (Rll + ﬂszﬁ) p N? Sln(2 (klllN + szzN) q N?
J1i2

CN2+1 p 2N2

SI

% HI)2 T cosC (Rijaf + Reizh)ip) cos@(kijaf + kaiol): )

N2+1 q 2N2°

Forma Cuadatica del Potencial de Riesz

Recordemos que

X . .
Vo (u)= <& 2 (kiska) Ok (U)j2
ki;kz

donde G, (U) = | qopropp U(X)E Flaxrkey) = a(kpiko) + i (ke ko) es el
kesimo coe ciente de Fourier. Esto es,

X
Vo (u)= %2 2 (k)% +(K2)?) =2 (a(ki; ka))? + (blke; K2))?

ki;kz

X
Vi = FET 2 ()7 + (k)Y " Ha(kiko)?

kikz |
+ ((ka)?+ (k2)?) 7 2((kq; k2))?
ki;k2
=T ST k)P4 (k)%p) 72 (cp)?
p=1

R _
+ T (k)P (k)PP NP T (gp)?
p:N2+1
2 2
— ;{\' ?(\l — AT
- HriesszCq = C HrieszC
p=1 =1
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Multiplicando por obtenemos que

Q

3 BT Ak)’+(k%p) T2 sip=g;l pig N2
Hie: = o 5T A(k)?+(k)%p N?) =2 sip=q; N*+1 piq 2N

' 0 sip6 q;1 p;q 2NZ

Por lo tanto, Hes, €S la forma cuadiatica asociada aV.r (u).

Forma Cuadatica del Termino de gradiente al cuadrado

Buscamos la forma cuadgatica de

ZZ
ir uj?:
[ T=2T=2]
Notemos que
ZZ 77
= (@U)dedy + (@U)dedy
[ T=2T=2]2 [ T=2T=2p
zz i X .
= 2?kl Sin(zT(le + kzy)) a(kl; k2) + ZTkl COS@T(klx + kzy)]) ukl, kz)
[ T=2T=2)2 Ky ko
ZZ X "
+ 2k, sin(%(kux + koy)) a(ky; ko) + Zkp cosG(kix + kay))  bky; ko)
[ T=2T=2% | .,
) #
ZZ 2 2 .
- Q@ (x;y)cycq dxdy
[ T=2T=2F p=1 e
77 2 7 #
Y Q@ (x;y)cpcq dxdy
T=2T=2F p=1 ¢=1
N2 2 Z7Z
] [ T=2T=2p Qbe’ (G y)dxdy cpcq
p=1 g=1 =2;T=
K2 g2 ZZ
' [ T=2T=2] (@)(X y)dxdy CpCq
p=1 g=1 =2;T=
;(\Iz K2 ZZ
— [ T_2_T_2]2[ (@)(x y) + Q(@)(X;Y)]dXdy CoCq
5)(1 g=1 =2 1=
Hgrad CpCq
P
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en donde parg cualquiej 2 f 1; 2g:

(%) R (p) sin(%(Rix + Roy); p) ki (@) sin(%(kax + kay); 0)
si p N?%qg N?
(3)? R (p)sin(5(Rix + Ray);p) ki(g N?)cosG(kix + kay);aq  N?)
sip N%ZN2?2+1 ¢
QP (xy) = , ) 2
(5)2R(p N?)cos(E(Rix + Ray);p  N?) ki(g)sin(%(kix + kay); Q)
si N2+1 p;q N?

(5)? R cosG(Rix + Roy);p  N?) kj cosG(kix + kay);q  N?)
si N2+1 p;N?2+1 q

Denotemos las funciones del argumento:
(xy)= Z((R k)x+ (R kay);
\éezmos que cuand@; g2 f 1;:::;N?g son tales quek,(p) 6 ki(q) y Rx(p) & ku(0):
R QR(:y)+ QR(xy) dxdy = (%)*(Ri(p)ka() + Ra(p)ka(C))
Z1,Z+15h [
sin(3(Rix + Ray); p) sin(3(kix + kay); 0) dxdy

T=2 T=2

= (2YR(Pk(0) + RA(DKAD)

2
( Z15,Z+15n i )

o CosGlR kx+ (R ka)y])  cosGrl(Ry+ ka)x+ (Ro+ ko)y]) dxdy
= (2Rl + Rk

( L1572+ L1572+ )
cos( (x;y))dxdy cos( 1 (x;y))dxdy
2 2

T=2 T= T=2 T=

Notemos que la segunda integral depende de la igualdad entre las coordenadas de
(Ri;R2) y (ks ka):
Caso R = kiyR = ki

L1212 Z152 12
cos( ! (x;y))dxdy = cos(0)dxdy = T2
T=2 T=2 T=2 T=2
Caso R 6 kiyR = ki
Z 12 12 Z 12

cos(I(x;y))dxdy= T cos@(Ry + kq)x)dx
2 2

T=2 T=

T(% R+ ki) Y[sin( 1(3:0) sin(I( 5:0))]
ZT(Z?(Rl"' ki) *sin( (Ri+ ki) O
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Caso Rl = Kk Yy Rz 6 ko
Z1,7Z 1, Z i,
cos(;(xy))dxdy= T cos@E(R; + kp)y)dy

T=2  T=2 T=2

= ZT(Z?(Rz"‘ kz)) *sin( (Rz+kp)) O

Caso R 6 k;yR, 6 ky Usando la paridad del coseno,
L1572 12 Z 1o

T(5 R+ ko)) [sin( (0;3)) sin( (0;

)

cos( L (yady = (G(Ri+ ki) o [sin(i(5y) sin(( Biy)dy

T=2 T=2 T

Z(Ri+ ke)) (ERo+ ko)) Meos(I(5iE)
cos(i (3 %)) cos(i( %i%)+cos( (

MG

e F® k) [2cos(i(5D) 2cos(i (% D)

j=1:2 %(Rj + kj) . [2 COS( (Rl + kl + Rz + kz)) 2COS( (Rl + kl

1
=2 jae FR+K) [ DRTReRe (g ®o

R2 k2 .
LD o

1
=2 jae PRk (DR DETe

=0

R2 ko))

Del mismo modo, la primera integral si depende de la igualdad entre las coordenadas

de R1;R:) y (ka;ko):
Caso R, = ky y R = ko:
L1525 L1525
cos( (x;y))dxdy = cos(0)dxdy = T2
T=2 T=2
Caso R, 8 ki y Ry = ko:
L1212 Z 12
cos( (x;y))dxdy=T cos@(R.  kq)x)dx
2

T=2 T=2 T=

= T(3(R ky) Ysin( (3;0) sin( ( 3;0))]

=2T(5(Ry k) 'sin( Ry ki) O

Caso R, = ky y R, 6 ko:
L1212 Z 12

cos( (x;y))dxdy=T 2008%0%2 ko)y)dy

T=2 T=2 T=

ZT(Z?(Rz kz)) *sin( (R2 k) O

32
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Caso Rl 6 k; Yy ﬁz 6 ky:

L1221 Z 1o,
cos( (x;y))dxdy= (3R ki) * [sin( (3:y) sin( ( Z;y)ldy

T=2 T=2 T=2

= imp5F®R k) [ ocos( (Fip)+cos( (55 3)

+cos( ( 5;3) cos( (55 )

= 23R OKk) P [2eos( (L D) 2cos( (5 D))

= 23R k) ' [2cos((Ri ki R+ k) 2cos((Ri kit R k)

=2 ma(FR k) [ DR R () kR o]

=2 i=1- 2 Ri ki 1 1'%1 k1 1 Ro+ ko 1@2 ko 0

1:2(5( )~ (1 [f ) ig( ) }]
Finalmente, 1

Hgraa = (%)*(Ru(p)ka(a) + Ro(p)k2()) >
0
Y S (TH+ R TR0
Por lo tanto
Hgrad = L2 ?(Ru(p)ka(a) + Ra(p)ka(q)) siR =k;R=k &1 p;g N?
! 2 2Ry(p)ke(0) + Ro(Pka(@) SiRi= kiRo= ky &1 pig N2

FORMULA 1: Caso 1 p;q N?

Analicemos ahora el caso en que2 f 1;:::;N?gy q2f N2 +1;:::; 2N 2g.

Y4
QR0 Y) + Qu(x;y) dxdy= (%)*(Ru(p)ki(d N?)+ Ro(pPka(q N?)

[ T=2T=2]
Z15Z15h

i
sin(3(Rux + Ray); p) cosG-(kix + kay); g N?) dxdy

T=2 T=2
= (3Rupki(a N+ Ro(p)ka(q  N2)) %
(z 1=2Z 122 h i )
I sin(3:[(Ry  ki)x + (R  ka)y]) +sin(5[(Ry + ky)x + (R + kp)y]) dxdy
= (2PRPk@ NI+ R(pkola N 3
(z T2 < 12 Z:5,2 1o, )
o __LsinC Gaynldedy+ o [sing (6 y)ldxdy
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Notemos que la segunda integral depende de la igualdad entre las coordenadas de
(Ri;R2) y (ks ka):
1. CasoR, = kiyR = ko

L1572+ L1215

sin( 1 (x;y))dxdy = sin(0) dxdy = 0:
T=2 T=2 T=2 T=2

2. CasoR; 8 kiyR =k

12 1= Z 12
sin( ; (x;y))dxdy=T sin(3-(Ry + kq)x)dx

T=2 T=2 T=2

T(%(R + ky)) Y[cos(:(5:0)) cos(i( T;0)]

2T(Z R+ k) * 0 0

3. CaSOR]_ = Kk Yy ﬁz 6 ky:
Z1Z 12 Z 12
sin( Y (x;y))dxdy =T sin(%-(R, + ka)y)dy

T=2 T=2 T=2

T(% (R + kz)) ‘[cos(1(0; 7)) cos(i(0; 7))
=2T(2?(ﬁ2+ k) * 0 0

4, CaSOR]_ 6 kl Yy ﬁz 6 k2:
z T=2 Z T=2 z T=2

sin( £ (qyDdedy = (rRu+ k) * - [eos(E(3iy) cos(Z( Ty

T=2 T=2 T

= (Rt k) MG R+ ko) Msin( 1 (5i) sin(I(5 D), sin(i( 5iH)

=0

+sin( 1( 5 3)]

1
= j=1;2 2?(Rj + k) [sin( (Ri+ ki+ R+ k))+sin( (R ki R ky))l
’ 1
= ja2 $®+ k) [0+0] O
Similarmente, la primera integral tamben depende de la igualdad entre las coorde-

nadas de R:;R>) y (ki; ko):

= CaSORl = k]_ Yy Rz = kz:

1,2+ Z1,7Z 15
sin( (x;y))dxdy = sin(0) dxdy = 0:

T=2 T=2 T=2 T=2
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L] CaSOR]_ 6 k; Yy Rz = Ko:
L1212 Z 12

sin( (x;y))dxdy=T _ sin(%(ﬁl k1)x)dx

T=2 T=2 T=2

T(3:(R ki) *[cos( (5;0)) cos( ( %5;0))]
2T(3R. ky)) "0 O

L] CaSOR]_ = k]_ Yy Rz 6 kz:

Z1,2 15 VAR
sin( (x;y))dxdy =T sin(3 (R,  kp)y)dy

T=2 T=2 T=2

= T(3(R: kp)) '[cos( (0;%)) cos( (0; )]
=2T(3(R. k) * 0 O

= CasoR; 6 ky y R, 6 ko:
y4 T=2 Z T=2 Z T=2
sin( (xy)dxdy =(%(R k) * [cos( (%;y)) cos( ( %:y))ldy

T=2 T=2 T=2

= maGRK) snC (D), sinC (5 D)) sinC ( 3i3)

=0

+sin( (3 )]
= iap(FR k) P Isin( R ki) (R k) *sinC [ (Rr ki) (R k)])]
= ia2%® k) ' [0+0] O

Finalmente,

1
Hoea = (5)°(RuPka(d N2+ Ro(pke(d N?) 3
n
BBor@a Mlo+ Pa Mo+ M Mo
0
BB 0+ By R oo+ B RByo+a Roa ko

Por lo tanto

Hgaa 0 8L p N% N?+1 g 2NZ%

FORMULA 2: Caso 1 p N? N2+1 g 2N2

Analicemos ahora el caso en que2 f N2+ 1;:::; 2N2gyq2f1;:::; NZ2g.

35



36

ZZ
{ TeaTe2p Q%(X; y)+ Q%(X; y) dxdy = (%)Z(Rl(p NZ)kl(q)+ R,(p Nz)kz(q»
Zq1o z T=2h i
cos@(Rux + Roy); p)sin(5(kix + kay);q  N?) dxdy
T=2 T=2
= (F)PRup NHku(@+ Re(p  N?ka(q)) %

(z 1=2Z 122 h i )
sin(3-[(Ry  ki)x + (R ka)y]) +sin(Z-[(Ry + ki)x + (Ro + kp)y]) dxdy

= (2R NIK@+ Rlp NIKe() S

(z 1=2Z 12 L1572+ )
_Z[Sin( (x;y))ldxdy + [ sin( 3 (¢ y))ldxdy

T=2 T T=2 T=2

Observemos que el segundo £rmino se calcula dependiendo de la igualdad entre las
coordenadas deRi;R,) vy (ki; k»). En efecto,

L] CaSOR]_ = Kk Yy ﬁz = ko:

Zr1Z 12 Z 12 12
sin( I (x;y))dxdy = sin(0) dxdy = 0:

T=2 T=2 T=2 T=2

» CasoR; 8 kiyR = ko

Z1,7Z 1, Z .,
sin( T (x;y))dxdy =T sin(% (R, + kq)x)dx
T=2 T=2 T=2
= T(5 R+ k1)) [cos( (5;0)) cos(i( %:0))]
=2T(Z(R+ k) 2 0 0
» CasoR; = kiyR 6 ko
Z T=2 Z T=2 Z T=2
sin( {(x;y))dxdy =T sin(%(R; + ko)y)dy
T=2 T=2 T=2
= T(5 (R + kz)) '[cos( (5;0)) cos(i( %:0))]

2T(5(R2+ k) * 0 O
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L] CaSOR]_ 6 k; Yy ﬁz 6 ky:
L1721 Z1,
sin( { (xy))dxdy = (5(Ri+ k1)) * [cos(I(%:y) cos(i( F;y)ldy
T=2 T=2 T=2
= (5 R+ k) H(ERe+ ko) Ysin( 1(5:7), sin( (5 %)EZ sin( 3 ( %%g

=0

+sin( 1( 5 3)]

1

= j=1;2 2?(Rj + k) [sin( (Ri+ ki+ Ro+ ko)) +sin( (R ki Ry ky))]
1

= a2 =R+ K) 0 O

Similarmente, la primera integral si depende de la igualdad entre las coordenadas
de Ry;Ry) y (ku;ko):
L] CaSOR]_ =k Yy RZ = Ko:
1,2+ L1,Z 1o
sin( (x;y))dxdy = sin(0) dxdy = 0:

T=2 T=2 T=2 T=2

u CaSOR]_ 6 kl Yy Rz = kz:

L1572 15 Z1,

sin( (x;y)dxdy=T sin(%(ﬁl kq)Xx)dx
2

T=2

T=2 T=
=T(5R ki) [ cos( (3;0)+cos( ( F;0)]

=2T(:(R, ky)) ' 0 O

» CasoR; = ky y R, 6 ko:
Z T=2 Z T=2 Z T=2
sin(C (xy))dxdy =T sin(3:(R,  ky)y)dy

T=2 T=2 T=2

T(5(R ki) [ cos( (0;7)+cos( (0; 7))

=2T(5(R: k) * 0 O

= CasoR; 6 ky y R, 6 ko:
Z T=2 VA T=2 Z T=2
ZSin( (y)dxdy = (%R k) * T_2[ cos( (§;y))+cos( ( %:y)ldy

T=2 T=

= mar R k) L sinC (PG G PesinC (55

=0

sin( (35 %))

= maEFR k) * [| sin( (% %)) {ZSin( ( % %)}] 0
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Finalmente,
1
Hpq = Z)*(Ru(p Nky(g) + Ro(p  N?)ka(0)) >
n

BRor@ MPo+ Pa Po+ra MHa o
(0]

BoB o0+ By R oo+ B Ryo+a RoHa ®)o

Por lo tanto

Hgaa 0, 8N%?+1 p 2N% 1 g NZ%

FORMULA 3: Caso N?+1 p 2N% 1 g N?

Vemos ahora el caso en que2 f N2+ 1;:::;2N2gy q2f N2 +1;:::;2N?g.
Z
[ | QA% y)+ Q2(x;y) dxdy=(%)*(Ri(p N?ki(q N+ R(p N?k(q N?)
T=2,T=2

Z+15Z15n [
cosE(Rix + Roy); p) cos-(kix + kay); ) dxdy

T=2 T=2
=(5)(Rup N?ka(@ N9+ R(p Nko(q N?) 3

(z 1=2Z 122 h i )
cosG-[(Ry  ki)x +(Rz  kp)yl) + cos(%[(Ry + ky)x + (R + ka)y]) dxdy

=(27(R(p NIk(@ NI+ Rlp NIko(d N?) -
(z 122Z 12 )
cos( (x;y))+cos( ;(x;y)) dxdy

Observemos que el segundo ermino se calcula dependiendo de la igualdad entre las
coordenadas deRi;R,) vy (ki; k»). En efecto,
Caso R = kiyR = ki
L1522 L1522
cos( 1 (x;y))dxdy = cos(0)dxdy = T2
T=2 T=2

Caso Rl 6 k; Yy Rz = ky:

L1212 Z 12

cos(I(x;y))dxdy =T _ cos (R, + kq)x)dx
2

T=2

T(F R+ ki) *[sin( 1(5;0) sin( I( 3;0)]

= ZT(Z?(ﬁl"‘ ki) *sin( (Ri+ ki) O

T=2 T=
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Caso Rl = Kk Yy Rz 6 ko

L1212 Z 12

cos(: (x;y))dxdy =T cos@(R; + ko)y)dy
2

T=2 T= T=2

T(%(R: + kp)) Y[sin( (0; %) sin( 1 (0; 3))]
ZT(Z?(ﬁz"‘ kz)) *sin( (Rz+kz)) O

Caso R, 6 kiyR, 6 ki
Z T=2 Z T=2 Z T=2
cos(; (xy)dxdy = (2 R+ ki) ¥ [sin((Liy) sin(( Liy)ldy
T=2 T=2 T=2
= (3Rt k) (Rt k) 1 cos(I (TP +cos( I(E: P+cos( {( L)
cos(i( %; %)

= jae 2®R4K)  [Reos(H(L D) 2c0s(; (5D

1

=2 a2 ¥R+ k) [cos( (Ri+ ki Ry ki) cos( (Ry+ ky+ R+ ky))]
1

=2 (=12 2?(&] + k]) [( 1)Rl+k1 Ro ko ( 1)Rl+k1+ﬁz+k2]

1
=2 jae FRk) (DR DR (DRSO

{ }

=0

Similarmente, la primera integral si depende de la igualdad entre las coordenadas
de Ry Ry) y (ku;ko):
Caso Ry = ki ¥y Ry = ko:
2122 12 2122 12
cos( (x;y))dxdy = cos(0)dxdy = T2
2 2

T=2 T= T=2 T=

Caso ﬁl 6 kl Yy ﬁz = kz:
1,2+ Z 1o,
cos( (x;y))dxdy=T cos(z?(ﬁl k1)x)dx

T=2 T=2 T=2

T(%(Ry k) Y[sin( (5:0)) sin( ( 5;0))]
2T(2?(ﬁ1 ki) *sin( Ry ki) O

Caso Rl = kl Yy ﬁz 6 k2:
L1212 Z 12
cos( (x;y))dxdy=T cosG (R,  kp)y)dy
2

T=2 T=2 T=
=T(5R ko) '[sin( (0;7) sin( (0; 3))]
=2T(5(R; ko)) 'sin( (Rz kz) O
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Caso Rl 6 k; Yy ﬁz 6 ky:
ZT=ZZT:2 ZT:2
cos( (x;y))dxdy = (3R k) * [sin( (;y)) sin( ( 3:y)dy

T=2 T=2 T=2

= R k) [ cos( (iDy+cos( (3 D+cos( ( D)
cos( (3 )]

= ma3R k)t [2cos( (3 3 2cos( (3 D))

=2 i:l;z(z?(ﬁi ki )) 1 [COS( (Rl kl Rz + kz)) COS( (Rl kl + Rz kz))]

=2 map(FR k) [ DF K R () kR e

=2 mp(FR k) DR R (DRG]0

{ }
=0
Finalmente, L
H;;q = 2?)2(‘%1(p)k1((?l) + Rao(p)ka(0)) >
n 0
lel Rzkz T2 + Ei E; T2 +0
Por lo tanto
8
% 2 2(Ri(p Nki(g N2+ R(p N3ko(g N2))
siRi=ki;R =k &N?+1 p;g 2N?
ngad =
2 22Ri(p NIki(@ N+ R(p Nko(q N2)

siRi= kiR = ki &N2+1 p;g 2NZ

FORMULA 4: Caso N?+1 p;q 2N?

Cgncluimos que la forma cuadaticaH g del Brmino de gradiente al cuadrado

jr uj? es de la forma
[ T=2T=2]

Caso1: 1 p;g N?2

{

\

2" 2(Ry(p)ku(a) + Ro(p)k2(0)) siR=ki;R=k &1 p;qg N2

H rad —
’ 2" 2(Ri(p)ki(a) + Ra(pka(a)) siRi= kyR= ky &1 p;g Nz

Caso2:1 p NZ% N?+1 g 2N?

Hgaa 0; 8L p N% N?+1 g 2NZ%
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Caso 3: N2+1 p 2N?% 1 q N?

Hgaa 0; 8N?+1 p 2N%1 g NZ«

Caso 4: N?2+1 p;q 2N?2

8
% 2" 2(Ri(p N?ki(g N+ R(p N?ko(q N?)
siRi=k;;RR=k &N?+1 p;q 2N?

2" 2(Ri(p N?ki(g N?)+ Ry(p N?k(q N?)
siRi= kyR= ky, &N2+1 p;g 2NZ

Restricciones
1) Desigualdad

La restriccon de desigualdadu(jT=N) 2 [0; 1], la modelamos considerando la matriz
A vy los vectoresc y b de la forma

A = cos £-(Kij1+ kaj2) ‘ sin 2-(kyj1+ kaj2)
Cos Zw(kljl"' Kaj 2) ‘ sin Zw(kljl"' Koj 2)
a
c= —
b
_ 1
b= 5
donde la desigualdad
Ac b

contienen ambas restricciones
u(jT=N) 1 vy u(jT=N) 0; 8;j:

2) Pertenencia

La restriccon de pertenenciau(jT=N) = 0 si jT=N 2 , la modelamos de una
manera similar a la primera restriccon, mediante el product®\¢q ¢ = h,q donde

Acqg= ©€0s Z-(kij1+ Kaj2) |sin Z-(kij1+ Kaj2)

c= ‘ak
tbq: 0

Notamos que siX;y) 2 entonces se cumple
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2
y+ X >
y X >
y X 5
3) Igualdad
Z
Queremos de nir la restriccon u=m
Notamos que
YAV
m = u
[ T=2,T=2]2
1224 12
= u(x;y) dxdy
T=2 T=2
N=2 X=2 L1212 2
= a(ky; ko) cos —(kix + kpy) dxdy
T=2 T=2 T
k1= N=2+1 kp= N=2+1
N=2 N=2 L1215
+ b(ky; ko) sin —(kyx + koy)  dxdy
T=2 T=2 T
ki= N=2+1 ko= N=2+1
L1521
Calculamos la integral cos ?(klx + kyy) dxdy . Hay 4 casos que ana-
T=2 T=2
lizar:
Caso 1: k; =0y k, =0. Este caso es directo
Z1Z 12 Z1Z 12
cos@ (0x + 0y))dxdy = cos(0yxdy = T?2
T=2 T=2 T=2 T=2

Caso 2y Caso 3: k 60y ks =0, dondef;sg= f1,2g.

Z T=2 z T=2 Z T=2
cosEk-x)dx-dxs = cosEk-y)dx:
T=2 T=2 T=2
1. . .
=T 2k T“[sin(3k %) sinEk( 3))]
1 . )
=T Zk 2sin(k) O

Caso 4: k; 60y k, 680.
. . : 2 2k :
Consideramos el cambio de variable = ?(klx + kpy); dv= %dx se tiene:
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[
Zi, Z+i, ' 12722 2 2 (ki T=2+kay)

2k
cos —(kix+ kyy) dx dy= !
T 1= T T T2 2( kiT=2+kay)
Z 15 h
2k, tTTEh
= T ! sin ?(le:Z + kay)

T=2
|

.2
sin ?( kiT=2+ kpy) dy
Si consideramos los cambios de variable

w = 2?(k1T=2 + kay);

w= 2 T2+ ky)

por lo tanto dw = 2¥2dy, dw = 252dy y se obtiene que

2k 1 1 2k 5 1 hZ 2?(le=2+ koT=2)

= sin (w) dw
T T 2 (kaT=2 k2T=2)
Z 2 ( kqT=2+koT=2) i
sin (w) dw
2 ( kaT=2 kpT=2)
2k, ' 2k, 'h% Gtk
sin (w) dw
T T W
Z ( katkz) I
sin (w) dw
( ki k2)
2k, ' 2k, N

T = cos( (kg + _kz)) +cos( (k1 k»)

[
tcos( ( kit kp) cos(( ki k2))

2k, ! 2k, th
= = T cos ( (ky+ k) +cos( (ki kz))
i

+cos( (ki k) cos( (ki+ kz))

1 1h !
_ 2k, 2k 2 2cos( (ky+ ko)) +2cos( (ky ky))

T T

T2 h |
= 2k, cos ( (ki + kp)) +cos( (ki kp))

2
= . cos(k 1) cos(k 5) +sin( k 1)sin( k ) + cos( k 1) cos(k ,)
2 2kikz i

+sin( k 1)sin(k »)

T2 . : _ T2
T sin(k 1)sin(k 2) = T 00 O

43

cos{)dv dy



44

Por lo tanto
L1572 12 2
cos —(kix + koy) dxdy= & £ T2
T=2 T=2 T
L1524
Ahora calculamos la integral sin ?(klx + kyy) dxdy . Hay que tomar
T=2 T=2
4 casos:
Caso 1: k; =0y k; =0. Este caso es directo
L1242 VA YA
sin(%(0x + 0y))dxdy = sin(0)dxdy = 0:
T=2 T=2 T=2 T=2

Caso 2y Caso 3: kk 60y ks=0, dondef ;sg= 1,29

L1,2 5 Z 1o,
sin(3:k-x-)dx-dxs = T sin(%-k-x-)dx:
T=2 T=2 T=2
1
=T £k [ cosGk L)+cos(:k( 1)
=T 2k ‘0 O

Caso4: k; 60y k, 80

Consideramos el cambio de variable = 2?(k1x + kpoy); dv = 2?kldx se tiene:

| |
L1y Lo ' 12722 2 2 (qT=2vkay) '

.2 2k .
sin T(kix + kay) dx dy= = ! sin(v)dv dy
T=2 T=2 T=2 2 ( kiT=2+kay)
1Z15h
= 2_‘; ! T_2 cos 2?(k1T=2 + kay)

[
+ Ccos 2?( kKiT=2+ kyy) dy

Ahora consideramos los cambios de variable

W= 2?(k1T=2 + kay);

W = 2?( le:2+ kzy)

2

por lo tanto dw = 2¥zdy, dw = 252dy

2k 1 1 2k 5 1 hZ 2?(|(1—|—:2+ ko T=2)

= cos () dw
T T 2 (k1 T=2 k2T=2)
YA 2 ( kiT=2+kT=2) [
+ cos (v dw
Z( kiT=2 koT=2) -
2 Kk 1 5k 1h4  (ki+ko)
= ! £z cos () dw

T T (ki ka)
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Z (k) i
+ cos (W dw
( ki k2)
1 1h
- a2 sin( (kn+ k) +sin( (ki kn))

i
+sin( ( ki+kz)) sin( (ki kp))

ok, ' 2k, th _
= T2 sin( (ky+ kp)) +sin( (ky ko))
i

tsin( (ki kg)) sin( (ki+ k2))

1 1h
- 2ki 7 2ko sin( (ky+ ko)) +sin( (ki ko)

T T i
sin( (ki ko) +sin( (ki + ko))
=0
Por lo tanto Z:,7Z.,
sin ?(klx + kpy) dxdy =0:
T=2 T=2

Concluimos que
ZZ
u= T2 ak,=0:k,=0) = m:
[ T=2,T=2]2

Resultados de la Implementacon

Con las matrices de nidasA y Aeq de restricciones, los vectorefs b; beqy la forma
cuadatica H = Hw + Hyes; + Hgrag, modelamos nuestro problema con la fun-
cbn objetivo cuadatica %XTHX + f'x sujeta a las restricciones lineale& x by
Aeq x= beq El comando para utilizar Quadprog es

X = quadprog(H,f_w,A,b,Aeq,beq);

dondex es el vector solucon de coe cientes de Fourier. Lamentablemente no obte-
nemos resultados ya que una vez ejecutado el @digo nos aparece que el problema
no es convexo y Quadprog lo soluciona problemas cuadaticos convexos.

] The problem is non-convex.

En la minimizacon nunerica con el solver Fmincon, el modelamiento del problema
es exactamente igual que en Quadprog, pero primero tenemos que de nir la funcon
objetivo (utilizamos la misma de antes) y una condicon incial

fun = @(x) 1/2*x™*H_reducida*x + f w_reducida™*x ;
c0 = zeros(2*(N/2+1)"2,1);
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Al igual que antes, consideramos las matricés y Aeq de restricciones, los vectores
f;b;beqy la forma cuadatica H = Hy + Hyes; + Hgrag. La orden para utilizar
fmincon es

¢ = fmincon(fun,c0,A_reducida,b,Aeq_reducida,beq);

Luego de ejecutarlo el solver no nos da un resultado, pero nos recomienda agregar en
la instruccon el comando options. Las opciones utilizadas son opciones de algoritmos
de punto interior y kasicamente cuando las opciones EnableFeasibilityMode es true

y la opcon SubproblemAlgorithm est en \cg" el algoritmo busca la mejor forma

de encontrar una solucon factible.

options = optimoptions(“fmincon",...

"Algorithm","interior-point",...
"EnableFeasibilityMode" true,...

"SubproblemAlgorithm","cg");

¢ = fmincon(fun,c0,A_reducida,b,Aeq_reducida,beq);

Aun as, luego de ejecutar el programa, el resultado es el siguiente:

Converged to an infeasible point.

fmincon stopped because the size of the current
step is less than the value of the step size
tolerance but constraints are not satisfied

to within the value of the constraint tolerance.

<stopping criteria details>

En el Apendice se encuentran los @digos utilizados en esta implementacon.
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Captulo 4

Minimizacon Nunerica en Julia:
IPOPT

4.1. IPOPT

El solver IPOPT (Interior Point Optimizer) es una biblioteca de software para la
optimizacon no lineal a gran escala de sistemas continuos. IPOPT implementa un
algoritmo de punto interior primal-dual con un netodo de husqueda lineal de I-
tros. En esta seccon haremos una descripcon del algoritmo, el netodo de Itro de
husqueda lineal y correciones de segundo orden basandonos en [18].

Notacon:

La iesima componente de un vectov 2 R" es escrita porv(). Las normasjj jj
denotan una norma vectorial ja 'y es compatible con la norma matricial salvo que
se indiquee explcitamente. Adenas se introduce la notacorX := diag(x) para un
vector x (similarmente Z := diag(z)), y e representa el vector de todos los unos para
la dimensbn ocupada.

Se considera un netodo de barrera primal-dual para resolver problemas de optimi-
zacon no lineal de la forma

e 100

sujeto ac(x) =0conx. X Xy;dondex, 2[1 ;1)"yxy2(1 ;1] con

x(L') fo'), los Imites inferior y superior de las variablesx. La funcon objetivo f :

R" ! Ry larestriccon de igualdadc: R"! R™,conm n; se asumen dos veces
diferenciables. Los problemas con restricciones de desigualdad no lineales generales,
d(x) 0, se pueden reformular en la forma anterior introduciendo variables de

holgura.

El Enfoque de Barrera Primal-Dual
Para simpli car notacon, se describe el netodo para la formulacon del problema
mn f (x) (1a)

X2R"

a7



48

sujeto a
c(x)=0 (1b)

X O (1c)

Como netodo de barrera, el algoritmo propuesto calcula soluciones (aproximadas)
para una suceson de problemas de barrera

X .
mn - (x) = f(x) In(x®M) (2a)
i=1

sujeto a

c(x)=0 (2b)

para una suceson decreciente de paametros de barrera que convergen a cero.
Equivalentemente, esto puede ser interpretado como la aplicacon de un netodo de
homotopa a las ecuaciones primal-dual,

r f(x)+r c(x) z=0 (3a)
c(x)=0 (3b)
XZe e =0; (3¢)

con un paametro de homotopa , que se lleva a cero. Aqu, 2 Ry z 2 R"
corresponden a los multiplicadores Lagrangianos para las restricciones de igualdad
(1b) y la restriccon de borde (1c), respectivamente. Notemos que las ecuaciones (3)
para =0 junto con x;z 0, son las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
para el problema original (1). Estas son las condiciones para la optimalidad de pri-
mer orden para (1) si se cumplen las restricciones.

El metodo presentado calcula una solucon aproximada del problema de barrera (2)
para un valor jo de , luego disminuye el pammetro de barrera, y contirua la
solucon del siguiente problema de barrera a partir de la solucon aproximada del
anterior.

Utilizando las partes individuales de las ecuaciones primal-dual (3), se de ne el error
de optimalidad para el problema de barrera como

jr £ (x)+ r c(x Zjj1 .. . JiXZe ejj
jir f(x) (x) 7z io(x)jjy U Jis

E (X;;z):=max
( ) 5 .

(4.1)

con paametros de escal&y; s 1 de nidos a continuacon. Si = 0 denotaremos
E (x; ;2 ) por Eo(X; ;z); esto mide el error de optimizacon del problema original
(). El algoritmo general termina si una solucon aproximadaX~ ~ ;#) (incluidas
las estimaciones del multiplicador) satisface

Eo(x;7:2) "o (4.2)

48



49

donde", > 0O es la tolerancia de error proporcionada por el usuario.

Incluso si el problema original est bien escalado, los multiplicadoresy z pueden
llegar a ser muy grandes, por ejemplo, cuando los gradientes de las restricciones
activas son (casi) linealmente dependientes en una solucon de (1). En tal caso,
el algoritmo podra encontrar di cultades nunericas para satisfacer las ecuaciones
primal-dual no escaladas (3) con una tolerancia ajustada. Para adaptar los criterios
de terminacon a estas circunstancias, se eligen los factores de escala en (4.1).

i it iziia izii

Sq = MaX  Smax; W =Smax Sc = MAX  Spax; T =Smax

De este modo, se escala un componente del error de optimalidad, cada vez que
el valor medio de los multiplicadores se hace mayor que un rumero ®n.x 1
(Smax = 100 en la implementacon). Observese tamben, en el caso que los multipli-

cadores divergenEy(X; ;z ) ®lo puede hacerse pequefo si se aproxima a un punto
de Fritz-John para (1), o si las variables primarias tamben divergen.

Para lograr una convergencia local apida (a una solucon local de (1) que satisfaga
las fuertes condiciones de optimalidad su cientes de segundo orden), se sigue el
enfoque propuesto por Byrd, Liu y Nocedal que se ha demostrado que da lugar a
una convergencia superlineal bajo condiciones su cientes de segundo orden esandar.
Denotando porj el contador de iteracon para el \loop externo"”, se requiere que la
solucon aproximada (x-;j+1; "~ ;+1; % ;+1) al problema de barrera (2), para un valor
dado de ;, satisfaga la tolerancia

E (¢ +1s 7 je1iZ ) " (4.3)
para una constante - > 0, antes de que el algoritmo contirue con la solucon del
siguiente problema de barrera. El nuevo paametro de barrera se obtiene por
n llt | O

ol | . u
E,mnf P9 (4.4)
con constantes 2 (0;1)y 2 (1;2). En este sentido, el pammetro de barrera
disminuye a un ritmo superlineal. Por otra parte, la regla de actualizacon (4.4) no
permite que sea menor de lo necesario dada la tolerancia deseédgdg evitando
as di cultades nunericas al nal del procedimiento de optimizacon.

j+1 = MBAX

Para una referencia posterior, tamben elegimos un paametro de \fraccon hasta la
frontera”

j=maxf m,;1 ig (4.5)

donde ., 2 (0;1) es su valor mnimo.

Solucon del Problema de Barrera

Para resolver el problema de barrera (2) para un valor jay del pamametro de
barrera, se aplica un metodo de Newton amortiguado a las ecuaciones primal-dual
(3). Se utilizak para denotar el contador de iteraciones del \bucle interno". Dado un
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iterado (Xx; «;Z«) conXg; z« > 0, las direcciones de husquedadf; d, ; di) se obtienen
a partir de la linealizacon de (3) en &g; «;zx), a saber

2 30 1 0 1
W, Ay [ d)é rf (Xk) + Ak Z

4T 0 05@A= @ c(Xk) A (4.6)
Zx 0 Xy dﬁ XiZge i€

Aqu Ay = c(Xk), Y Wk denota el Hesiana 2, L (Xx; «;z«) de la funcon Lagran-
giana (para el problema original (1)),

L(x; ;z):=f(X)+c(x)" z: (4.7)

En lugar de resolver directamente el sistema lineal no sinetrico (4.6), el metodo
propuesto calcula la solucon de manera equivalente resolviendo primero el sistema
lineal simetrico mas pequeno

P
Wit 0 A de _ 1t () Ak k
o Al 0 d, c(Xk)
con | = X, 17, derivado de (4.6) eliminando laultima la del bloque. El vector
d: se obtiene a partir de

(4.8)

X
z — 1 X .
k
Luego en la implementacon, se resuelve el sistema lineal

Wi+ o+ Ac b ot )+ Ak k
AI cl dy o(Xk)
parad,;d. 0. Una vez calculadas las direcciones de husqueda de (4.9) y (4.10),

hay que determinar los pasos de tamanq.; ¢ 2 (0;1] para obtener la siguiente
iteracon como

(4.10)

Xk+1 = Xk + kd)é (411)
k+1 = kT kdk (412)
Z = g+ O (4.13)

Notemos que se permite un tamano de paso en las varialtediferente al de las
demas variables. En las experiencias de los autores, esto es mas e ciente ya que no
restringe innecesariamente los pasos.

Dado quex y z son ambos positivos en una soluconoptima del problema de barrera
(2), esta propiedad se mantiene para todos los iterados. Se alcanza utilizando la regla
de lafraccon a la frontera

p=max 2 (0;1]:x+ dg o (1 j)XkO (4.14)
po=mex f 2 (0;1]:z¢+ dif (1 )z (4.15)

donde el paametro ; es de nido en (4.5). Note que | es el tamano de paso ac-

tual usado en (4.13). Para garantizar la convergencia global, el tamano de paso
k 2 (0; ¥®] para las variables restantes se determina mediante un procedimiento

de husqueda lineal de retroceso que explora una suceson decreciente de tamanos
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de paso de prueba ; =2 ' ™ (con| = 0;1;2;:::). Se utliza una variante de
husqueda lineal del netodo de Itro de Fletcher y Ley er [27], que es presentado

y analizado en [28]. En particular, en [28] se demuestra que este procedimiento es
globalmente convergente bajo supuestos apropiados (suaves).

Metodo de Filtro de Risqueda Lineal

Los Metodos de Filtro fueron propuestos originalmente por Fletcher y Ley er [27].
En el contexto de resolver el problema de barrera (2) parg, la idea kasica de
este enfoque es interpretar (2) como un problema de optimizacon bi-objetivo con
el objetivo de minimizar la funcon objetivo ' , (X) y la violacon de la restriccon

(x) == jje(x)jj (con cierto enfsis en estaultima cantidad). Siguiendo este para-
digma, podramos considerar aceptable un punto de prueba( k) := Xk + 1§
durante la lusqueda de la Inea de retroceso, si conduce a un progreso su ciente
hacia cualquiera de los objetivos en comparacon con el iterado actual, es decir, si

Xk w)) @ ) ) o " (k) () (Xk) (4.16)

para constantes jas ; . 2 (0;1). Sin embargo, el criterio anterior se reemplaza
por requerir su ciente progreso en la funcon objetivo de barrera, siempre que para
la iteracon actual tengamos (X) min “para alguna constante ™ 2 (0;1 ],y la
siguiente condicon de cambio

r )< 0y wlr T x)TEEF > )l (4.17)

con constantes > 0;s > 1;s 1. Si (Xk) min v (4.17) se cumple para el
paso de tamano actual \, , el punto de prueba tiene que satisfacer la condicon de
Armijo

(k) ) () T (4.18)

en lugar de (4.16), para que sea aceptable. Aqu 2 (0;1) es una constante. Si
la proyeccon de la matriz superior izquierda de (4.10) sobre el espacio nulo de
A} es uniformemente de nida positiva, puede demostrarse que la condicon (4.17)
se cumple si se aproxima a un punto factible, pero no optimo. Si se impone la
disminucon de la funcon objetivo mediante (4.18), se impide que el netodo converja
a dicho punto. De acuerdo a publicaciones anteriores sobre nmetodos de Itro, se
puede llamar a un tamano de paso de prueba, para el que (4.17) se cumple, un

\tamano de paso' ".
El algoritmo tamben mantiene un Itro, un conjunto

Fo f (; )2R?: 0g

para cada iteracon k. El Itro Fy contiene aquellas combinaciones de valores de
violacon de la restriccon y los valores de la funcon objetivo' , que estain \prohi-
bidos" para un punto de prueba exitoso en la iteracork: Durante la husqueda de
Inea, se rechaza un punto de prueb&y( k;), si ( (Xk( ki1)):" ; (Xk( 1)) 2 Fk.
Entonces se dice que el punto de prueba no es aceptable para el Itro actual. Al
principio de la optimizacon, el Itro se inicializa con
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Fo:=1f(;")2R?: maxg (4.19)

para algun ™ para que el algoritmo nunca permita que se acepten puntos de
prueba que tengan una violacon de la restriccon mayor que™®*. Posteriormente,
el ltro se aumenta, utilizando la brmula de actualizacon

Fia = Felf (G")2R%: (1 ) () y © " () - (X)g; (4.20)

despies de cada iteracon, en la que el tamano del paso de prueba aceptado no sa-
tisface la condicon de cambio (4.17), o en la que la condicon de Armijo (4.18) no se
cumple. Esto asegura que los iterados no pueden regresar a la vecindad,dd>or

otro lado, si tanto (4.17) como (4.18) se cumplen para el tamano del paso aceptado,
el Itro permanece sin cambios.

En general, este procedimiento garantiza que el algoritmo no pueda ciclar, por ejem-
plo, entre dos puntos que disminuyan alternativamente la violacon de la restriccon
y la funcon objetivo de barrera.

En algunos casos no es posible encontrar un tamano de paso de prughaque
satisfaga los criterios anteriores. En tal caso nos aproximamos a un tamano de paso
mnimo deseado utilizando modelos lineales de las funciones implicadas. Para ello,

se de ne
( )
mn . C(xk) . [ (xk)® sir ' (X )de <0y (X ) min
T )T Ty (i) TR T ik k
I(min .= ( )
% mn e Sir' ()T <0y () > ™
en otro caso
(4.21)
con un factor de seguridad 2 (0;1]. Si la usqueda lineal de retroceso encuentra
un tamano de paso de prueba cony, ", el algoritmo vuelve a una fase de

restauracon de la factibilidad. Aqu, el algoritmo intenta encontrar un nuevo iterado
Xk+1 > 0 que sea aceptable para el Itro actual y para el que (4.16) se cumpla,
reduciendo la violacon de la restriccon con algun netodo iterativo.

Para garantizar la convergencia global del netodo general, basta con garantizar la
convergencia global para cada pamametro de barrera con un valor jo, . Por lo
tanto, el Itro Fy se restablece a su de nicon inicial (4.19), cada vez qug dismi-
nuye. Podra ser posible reinicializar el Itro de forma que incluya informacon del
problema de barrera anterior, pero en la experiencia de los autores la reinicializacon
funciona bien en la pactica.

Correcciones de Segundo Orden

Muchos netodos de optimizacon no lineal utilizan correcciones de segundo orden
para mejorar el paso propuesto si se ha rechazado un punto de prueba. Una correc-
con de segundo orden (SOC) para algin pasdi pretende reducir la inviabilidad
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aplicando un paso adicional de tipo Newton para las restricciones en el purig dy,
usando el Jacobiand\[ enx. En el metodo propuesto, si el primer paso de prueba
de tamano .o se ha rechazado y si(xk( «:.0)) (Xk), se calcula una correccon
de segundo ordeml, ** (para el pasodf = .od¥) que satisface

AT+ clxic + o) = 0 (4.22)

La nueva direccon de husqueda corregida se obtiene entonces de

A = ol + A9 (4.23)

La condicon (4.22) no de ne de forma unica la correccon de segundo orden y
son posibles diferentes opciones. Para evitar factorizaciones matriciales adicionales,
el metodo propuesto utiliza la misma matriz que en (4.10) para calcular el paso
corregido general (4.23) a partir de

P | X; COr '
Wk + Kk + w Ak dk‘ — r j (Xk) + Ak k . (4 24)
Al cl d, co° ' '

Aqu, se elige

C°= koC(Xk) + Xk +  kod); (4.25)
gue se obtiene a partir de (4.10), (4.22) y (4.23).

Una vez calculada la direccon de tusqueda corregidd;, “

regla de fraccon a la frontera

, aplicamos de nuevo la

Re=max f 2 (0;1] ixe+ d " (1 )xg (4.26)

X; cor

y se verica si el punto de prueba resultantexi®® := x, + °°d’™ es aceptable
para el ltro y satisface los criterios de aceptacon del Itro. Note que la direccon
de husqueda originald se sigue utilizando en (4.17) y la parte derecha de (4.18).
Ademas, x;°° reemplazax( i) en (4.18).

Si este punto de prueba supera las pruebas, se acepta como nueva iteracon. De
lo contrario, se aplican correcciones adicionales de segundo orden, a menos que el
paso de correccon no haya disminuido la violacon de la restriccon en una fraccon
Ksoc 2 (0; 1) 0 se haya realizado un rumero maxim@™®* de correcciones de segundo
orden. En tal caso, se restablece la direccon de lusqueda origirdfl y se reanuda la
husqueda de Inea de retroceso regular con un tamafo de paso mas corig, = % k:0-

Note que al optar aplicar una correccon de segundo orden en el pafo=.qd

en lugar de, por ejemplo, el paso completd, no se requiere ninguna evaluacon
adicional de las restricciones. Esto tamben garantiza que las restricciones nunca se
evallan para argumentos que violen las restricciones (1c), en las que podran no
estar de nidas.
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El Algoritmo

A continuacon enunciamos formalmente el algoritmo general de lusqueda lineal de
Itros para resolver el problema de barrera (2).

Algoritmo  (Metodo de barrera de Itro de husqueda lineal).
Dados: Punto inicial Xo; o;2Zo) con Xo;Zo > 0; valor inicial para el paametro de
barrera o > 0; constantes"y, > 0, Smax 1, - > 0; 2 (0;2); 2 (1;2);
mn 2 (0;1); P > 1 max 2 ( (X0);1 ], min>0; ;- 2(0;1); > 0; 2(0;1];
s>1s 1 2(0:3) s0c2(0;1);p™ 2101259,

A-1. Inicializar. Inicializar los contadores de iteracon Oyk 0, comotamben
el ltro Fo de (4.19). Obtener o de (4.5).

A-2. Veri que la convergencia para el problema generdbi Eq(Xk; «;z) "t (CON
el error estimadoE, de nido en (4.1)), entonces STOP [CONVERGE].

A-3. Veri que la convergencia para el problema de barrer&i E | (Xx; «; Z) "
entonces:

A-3.1. Calcular j;1 y j+1 de (4.4)y (4.5) y establecej | +1,;
A-3.2. Reinicializar el Itro F, f (;' )2 R?: maxq;
A-3.3. Sik =0 repetir el paso A-3, de lo contrario continuar al A-4.

A-4. Calcule la direccon de lusquedaCalcular (d; d,; di) de (4.10), donde  y .
son obtenidos en otro algoritmo descrito en [18, Seccon 3.1].

A-5. Busqueda de Inea de retroceso.

A-5.1. Inicializar la busqueda de Inea.Establecer .o = [ con [ de (4.14),
y establecerl 0.

A-5.2. Calcular el nuevo punto de pruebé&stablecerxy( i) := Xk + «i0k.

A-5.3. Comprobar la aceptabilidad del Itro.Si ( (Xk( «1));" ; (Xk( 1)) 2 F«,
rechazar el punto de prueba y pasar al paso A-5.5.

A-5.4. Comprobar la disminucon su ciente con respecto a la iteracon actual.

Caso 1: (xk) min v (4.17) se cumple: Si (4.18) se cumple, aceptar
el paso de pruebay.; = Xk( ki) Y pasar a A-6. De lo contrario,
continuar a A-5.5.

Caso 2: (xx) > ™" o (4.17) no se cumple: Si (4.16) se cumple,
aceptar el paso de prueb&y.1 = Xk( k1) Y pasar a A-6. De lo
contrario, continuar a A-5.5.

A-5.5. Inicializa la correccon de segundo ordenSil > 0 0 (Xko) < (Xk),
omitir la correccon de segundo orden (SOC) y continuar a A-5.10. De
otra manera, inicializar el contador SOG 1y °°de (4.25). Inicializar

od  (Xk)-

A-5.6. Calcular la correcon de segundo ordenCalcular d¢“ y d, de (4.24), $°
de (4.26), yx§°®:= xy + o .
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A-5.7. Comprobar la aceptabilidad del Itro (en SOC).Si ( (x;*9);" | (Xg%9)) 2
F, rechazar el tamano de paso de prueba y pasar al paso A-5.10.

A-5.8. Comprobar la disminucon su ciente con respecto a la iteracon actual
(en SOC).

Caso |1 (Xk) min vy (4.17) se cumple (para y.): Si (4.18) se
cumple sustituyendo Xx( )" con\ x°¢", aceptar el paso de prueba
Xk+1 = Xy pasar a A-6. De lo contrario, continuar a A-5.9.
Caso Il: (xx) > ™" 0 (4.17) no se cumple (para y.o): Si (4.16) se
cumple sustituyendo Xk ( )" con\ x°¢", aceptar el paso de prueba
Xk+1 = X0y pasar a A-6. De lo contrario, continuar a A-5.9.

A-5.9. Siguiente correccon de segundo orderSi p = p™ 0 (X§°9) > soc o
abortar SOC y continuar a A-5.10. De lo contrario, aumentar el contador
SOCp p+1,y establecerc?® RGO+ (XY Yy S (X§°9).

Volver a A-5.6.
A-5.10. Seleccione el nuevo tamano de paso de pruebstablecer .1 = 3 &
y | | +1. Si el tamano de paso de prueba es demasiado pequefo, es

decir, | < E““, con rk“‘” de nido en (4.21), ir a la fase de restauracon
de factibilidad en A-9. De lo contrario, volver a A-5.2.

A-6. Aceptar el punto de pruebaEstablecer  := ; (0 = °°sise acepb el
punto SOC en A-5.8), y actualizar las estimaciones del multiplicadory+; Yy
Z+1 de (4.12) y (4.13) con § de (4.15).

A-7. Aumentar el Itro si es necesario.Si (4.17) y (4.18) no se cumplen paray,
aumentar el Itro usando (4.20). En caso contrario, no modi car el lItro, es
decir, establecefF 1 = Fy:

A-8. Continuar con la siguiente iteracon. Aumentar el contador de iteracione&
k+1y volver a A-2.

A-9. Fase de restauracon de la factibilidad.Aumentar el Itro usando (4.20), y
calcular una nueva iteraconxy+; > 0 disminuyendo la medida de inviabili-
dad (x), de modo quexy+; Sea aceptable para el Itro aumentado, es decir,
( (Xk+1);" ;(Xk+1)) Z2F k+1. Luego contirue con la iteracon regular en el Paso
A-8.

Si la evaluacon de la funcon objetivof o de las funciones de restriccor da lugar a

un error (tal como Nan, \Not a Number", o Inf, \In nity") para un punto de prueba

Xk( «1), el tamano del paso se rechaza inmediatamente y el algoritmo de retroceso
contirua en el paso A-5.10.

Observe que en cada iteracon se probaga al menos un punto de prueba antes de que
el algoritmo pueda pasar a la fase de restauracon. Adenas, la condicon del paso
A-3.3 garantiza que, eventualmente, se realice al menos un paso para cada valor
decreciente del paametro barrera. Esto es necesario para lograr una convergencia
local apida en la vecindad de una solucbn local que satisfaga las condiciones de
optimalidad fuerte de segundo orden.
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4.2. Implementacon en Julia

Julia es un lenguaje de programacon de alto rendimiento disenado para la compu-
tacon tcnica y cient ca. Fue desarrollado para ser apido y e ciente al mismo
tiempo que es hcil de escribir y leer. Julia se utiliza conunmente enambitos co-
mo el aralisis de datos, la modelizacon nunerica, la simulacon y la visualizacon.
Adenas, tiene una sintaxis similar a la de Matlab lo que facilib el proceso de apren-
der y comenzar a utilizarlo.

Al igual que en Matlab, jamos n = 2, de modo quej = (j1;j2) , kK = (Kki;ka),

x = (x;y) conx = T yy =121 adenas se de nen los valores de = 1, T = 20

y considermos la constante,, (2.9) que para estos paametro es igual a la masa.
Para simpli car @lculos, se consideran lo las funciones trigononetricas linealmente
independientes, por lo que se de ne un conjunto de ndices admisibles para el vector

k = (ki ko):

Por lo tanto, el tamano del conjunto de ndiced nos da la cantidad de modos de

Fourier: N N
N+1)—+ —

La funcon u= u(jT=N) = u(x;y) 2 EN con la que se trabaja es

X

m 2 .2

u(x;y) = 72 ¢ a(ka; ko) cos ?(klx + kay) + b(kq; ko) sin ?(klx + kay)
K21,

Si ocupamos la notacon compleja

Cos = ¢ +e
B 2
sin = ¢ e
2i
se tiene
uicy)= 4 X a(ky: k )e%"‘l“kzy) +e Tlkey) o(ky: K )e%“‘lx*kzy) e Z-(kxriay)
] - ﬁ 1, K2 2 1, R2 2|
k2lk
#
m X e%kx_,_e%kx e%kx e%kx
= — + . + .
2 a(kla k2) 2 dk].! k2) 2|
k2l #
X 20 |y 20 )y 2l K x 21 ox
m e +e . e e
=T Ak k) (kg Kp)i — '
2 2 2
K21y
_m X akiks) bk ke)i 2y o a(ke ko) + (K Ko)i 2oy,
“T2t 2 er 2 eT
k21
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por lo tanto

X alkike)  Bkiiko)i i, a(kiike) + bKiika)i o2,

uGy) = o+
BRI & 2 2

k21

En lo que sigue ocuparemos las siguientes notaciomgs= a(ki; ks), b, = b(ky; k),

a, = a(le; 18) , by = b(I; 18) y k = (ki; ko), R = (1&;18).

Potencial Cuadatico
ParaW(x) = x x? el potencial de doble pozoWy (u) es de la forma
X
W) =(5)? W U jigijey
il 2

X
=(5? u(iniD (5?1 uiki.b) g
j1ij2 j1ij2

=1+l

Consideremos ahora el siguiente lema

Lema 4.2.1. Para 22 Z, =e' con 61 entonces
=2 . N
X P ei: 23|n(7):
j= N=2+1 sin(z)
Demostracon:
=2 N=2+1 N=2+1
I =
j= N=2+1 1
ei (N=2+1) ei ( N=2+1)
B el 1

ei (N=2+1)  oi ( N=2+1) eTi

el 1 ez
ei= 20N+1)  gi= 2( N+1)

ei: 2 e i= 2
ei= 2 eNi= 2 e Ni= 2
2i sin(=2)
e'= 2 2i sin(N= 2)
2isin(=2)
sin(N=2)
sin(=2)

= e7
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Para el primer £rmino

| = e Tt
(N) U(JlN1J2N)

jl;jZ n #l
Coo, T T : i, T.T
=(l)2X m_'_ X ay bKIeZTf'k hiiey + ay + h(le 2k iy
NAZ T2 2 2
juiz2 k21 I
X X i i _ .
= ( %)2 mz + _ak b ez,T'(kljl+ ka2j2) 4 a + b e & (kaj1+kaj2)
juiz2 k21
X X X i i _ + bi . .
= ( %)2 P_Z +(%)2 K Zb‘lezN'(liﬁszz) + & b‘le & (kaj1+kaj2)
itz Juij2 k21
X X T i .
= m+(1)? A B 2 (ajiviein 4 A@) T B2 g)ivi),)
- 2
iz k2l #
i X . i X .
— m+(%)2 a b ez,T'(kljﬁkzjz) + a + b e & (kaj1+kaj2)
K21y 4 jaiz2 jaii2
i X . X . i X . X .
= m+(1)? & B 2T gaiks %@' e Akin” g Zkeiz
k21 j1 j2 j1 j2

X 20 . X 20 X 20 . X :
Lema 4.2.2. ev kil gyklz=gy g Tk g Fkiz =
j1 j2 i1 j2
k

Demostracon:  Por Lema 4.2.1 con = £ se tiene

X o i sin(k)
en - enN - K
sin()

=0 (parak60)

]
y en = N parak = 0. Por lo tanto,

X ouy X ou, N 2 Si ki=k,=0
N1 N2 = 1 2
e e
0 en otro caso

j1 j2

pero como (Q0) 2 |, se tiene que

e%kljl eTijZ - O

ja j2

. 20 i 20 i
La demostracon de e WKt e Wkiz = es araloga.

j1 j2
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Luego se tiene que

n #
a(kq; k Kq; Ko)i a(ky: ko) + b(kq: ky)i
I = m+(%)2 ( 1 2) d 1 2) O+ ( 1y 2) u 1 2) 0
N 2 2
=m+(H)? O
k21
y por lotanto I = m.
Para el segundo ermino
h 2i
g :(%)2 U(]l%;jzﬁ)
11;122 | 23
X X P i _
:(%)2 4 %+ akzh(lezT'kX+—ak+2b(le ok x 5
j1ij2 k21
2 1,3
X . + b .
= THy2 4 m+ ak—b‘lezflkx+ak—e ok x 5
) juiz T2 k21 2 T 2 T
) n k
X 2 X P i .
= (1) m=, 2m A B ariox ) B B2
T4 T2 2 2
jaij2 k21 | #
. . 2
+ X K bﬂle%kx_l_ ak+bﬂle%kx
2 2
k21
X X X P i _
ax b 2 a + i 2
LR G Vi e e
Jiij2 juj2 k21 |
X X L o2
a b 2iy, At bd ey,
(7)? ——eT e
j1ui2  k2lg 2 2
_om?oamX XA Bz, At Bz,
T2 N2 2 2
Juj2 k21 |
X X L o2
2 Ak b<| 21 K ax + b,<| 20y
(%)_' ——er X+—2 g TKX
J1i2 kz'k n #
_om? 2mX g hiX oo, acthiX a
T Tz N2 eroT €
k21 i1z il:if
X X L o2
2 Ak b<| 21 K ax + b,<| 20y
(%) N er kX4 S e T
J1i2 k2|k n
m_2 2_mx & X e%kljlx e%kzjz
2 N2 2
T k21 i1 i2
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#
cacthi X e K g,
2 j1 j2 |
. P2
(];)2)( X A tkle%%J(x o + tkle 2i K x
N
juiiz k21 2 2

Pero por lo que vimos antes en el desarrollo de | sabemos que

n #
X i X . X ) i X . X .
a b e%kljl ezN—'kzjz_'_ a + b e 2l kyjs e 2-kaj2 =0
2
k21 j1 j2 j1 j2
Por lo tanto
[
* 2
2 i . H )
n= m (l)ZX X oac b Bl 2iicx, Bt B 2y
T2 N 2 2
jui2 k21
Ahora vamos a desarrollar el €rmino
|
2
X X P ; _
i 2 + b i
(E%)Z Ak zztk e%rJ(x_+ A :Ztk e %fJ(X
j1ij2  k2lg
Notemos que |
v 2
X X I 2 + ki i
(IJZ A h<|e%ka + A h<|e %ka
NS 2 2
j1il2 k21 X
_ Ty\2 a b ipZhkx 4 acth iy Z-kx g b i 2Zipy , agthyi
= () e R HpeT T+ ke
juiz k2l oy,

N
k2l 21, j1ij2 j1ij2
#

| X, | X |
H(apy(fely T R 0y ()BT e Fle R

j1i2 j1i2

2i
?Rx

X X _ D . _ . X .
(1)2 (2 sz I)(aa Zbi% ') e (k+R) x + (& ZbK I)(afe+2bﬁ ') e (k R)x

Veamos una a una las cuatro integrales discretas de \productos internos" de funcio-
nes trigononetricas con frecuencias distintas (las cuales sabemos que son ortogona-

les)
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. S G
ezT—'(kH%)x — ezT—'(kH%)x
j1ij2 ji= N=2+1j,= N=2+1
=2 =2

- et (kitkitka+k2) (11 T=N;j 2 T=N)

j1= N=2+1 jp,= N=2+1

=2 =2
X X 2i (kq+ky)jg+2 i (kot+kp)jp)
N

ji= N=2+1jo= N=2+1

=2 =2
X 2i (kg+ky)ig X
e N

2i (kp+ kp)ip
N

j1= N=2+1 j2= N=2+1

A continuacon consideramos el siguiente lema:

X=2 . -
. . (kg+kp)i
Lema 4.2.3. Sik; = k, = N=2 se tiene que (e~ ) = N, en otro caso
j= N=2+1
=2 =2
N_ 2i (kg+kp)j N_ 2i (kg kp)ij
e N = O y e N = N k1=k2
j= N=2+1 j= N=2+1

Demostracon:

Por Lema 4.2.1 tomando = 24X tenemos que

=2 :
X 2 (g ko)l g o (kg k)1 sin( (ky + k»))

(e Y =
: (k1+k2)
j= N=2+1 Sln(sz)

Notemos que sin) = 0siylosi x = m conm 2 Z. Por lo tanto comok;+ k;, 2 Z;
entonces se tiene que

=2
X_ 2 (kq+ko)i
(e~ v ) =0:
j= N=2+1

2 (kptkp)i

Hay lo dos casos donde lo anterior no se cumple y se tiene gue v~ =1y
por lo tanto
X2 o)
62 (k}\l kz)l)j =N
j= N=2+1
que es parak; = ko, =0y k; = k, = N=2, pero el caso () no lo consideramos.
Por otra parte, tomando = 284 *2) se tiene

=2
X_ 2 (k kp)i _:
(e~

N )J:

ki Sin( (Ky  k»))
e N . (k1 ko)
sin(—%—2)

j= N=2+1
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Sik; k, =0, es decirk; = k, obtenemos
X:Z (e2 (kJN kz)i)j — N
j= N=2+1

En cualquier otro casok; k, 2 Z y por lo tanto

=2
X_ 2 (kg kp)i
(e v ) =0;
j= N=2+1
y concluimos que
S

(kg k)i oy .

(e N )J)_ N ki=kz-

j= N=2+1

Por lo tanto aplicando el Lema 4.2.3

(l)ZX X a br(ie%kx*_ ak+b<ie%kx
N
jl;jZ k2|k n

2i

X X _ - X . _ . X
- (1)2 (2 2br< |)(al? Zbl% ') g (k+R) x + (& ZbK |)(a!%+2bl% ') ik R)x

k21k R2] iz iz
: #

| X, | X
+(ak+2bK (2 Zb;e ) e (R Kk)x +(ak+2bK |)(aﬁ+2bl% e H-(k+R) x .

lljl;jz jl;j2

X X : - X
= () (B

2i (kg+Kky)ig X 2i (kp+ k)i
i N e N

N

k21g R21, J1 j2
2i (k3 Ky)ig X 2i (ko kpip
N e N

X
+ (& sz ')(a? 2b? ) |

J1 j2

ag+b iy % Pl 2i (kg kylig 2i (ko kplip
+(k2 )(Ez ) e N e N
i1 j2
#

2i (kq+kpig X 2i (ko+ko)io
N e N

insQpt i X
+ (PP

" jl j2

- sz X a b iy By N2 + (A boiy B e Y2
k21 R21, #

(PPN e+ (PN N ez

— T\2 X X ax b iy/% b i 2 X X ax b iyt i 2
k2l R21, kiikz R21 ”
X X ac+b iy % bei 2 X X ag+h iyt b i 2
kik2 R21, k21k R21,
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X
N2+

= (%)2 ak sz i acthb i ak+2bK i ag 2b,( i N2
k21 | kZIk'
A NN NN NN NN
2'2 2'2 2'2 2'2
+ 2 2 N2
s NN NN ,! s NN NN i! #
2'2 2'2 2'2 2'2 2
+ 2 2 N
_ 12 R a(kika) blkika) i a(kuka)t b(kiks) i ny 2
- (W) 2 2 2 N
k21g | | 4
12 2
= (§)% 2N? (a(ky; ka)  b(kas ko) i) (a(ka; ko) + b(ky; k) 1)
k21
1
0 NN NN 2w N f 2 F
+@ 2'2 . 2'2 + 2'2 . 2'2 AN2
= (5?2 N (atkika)  bke ko) i)(a(ka; ko) + b(ka; ko) i)
k21
1
0 NN NN #
2'2 2'2
+ @ 5 > A N?
2
= (1P Y (ki k) + (ki k) + N a 458
W k21,
2
= (Y (akuk)?+ (Bkik)?) + @ %
n k21g
. 4 X . 2 . 2 N.N 2 N.N
= 5 ((alks; k2)) =+ (B(ki k) )+ @ 555 b %%
k21
por lo tanto,
m2 T2 X )
1 T 5 (@kik)?+(Bkik)H+ a5
k21
y nalmente
m2 T2
Wy (u) = m TZ o ((a(ky; k) *+( bk ko)) D)+ a 55 %

Luego si ponderamos pot nos queda que el potencialWy (u) es

k21
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1 1 m2
SWhu)=; m —
n T2
T2 X ’
> ((a(ke; k2))? + (b(ke; k2))?) +
K21,
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Potencial de Riesz

Recordemos que

o, X . .
Vi (u)= &2 e (HS I [ ()

k2 1y
20
donde G, (U) 1= [ ppqopp UX)E T KX dx.
Notemos que
0 1
. X P i . .
2—'kx_@)m aﬁ bﬁl 2R x aﬁ+t‘?| 2iRx A 2l K x
ux) e T = @_ + =X eT" "+ X __XeT e T
() T? . 2 2
A
m - 2iy e Q%I 2i Ry Zlkx
= e 1T+ et e
T? 2
R21y
2
R21y
LIS %kx_'_x o bﬁle%(ﬁ k)x+X aﬁ+bﬁle%(ﬁ+k)x
T2
R21y R21y
Por lo tanto
ZZ ZZ
. X i _
m i i i
Ckl;kz;T(u) = _2 € %kx + aﬁ h% e%(ﬁ k) x
T [ T=2,T=2]2 R21 2 [ T=2T=2]
. ZZ
+X ap + ki o Z(RHK)X gy
2 [ T=2T=2p

R21y

Lema4.24. Si =( 1; 2)con 160y ,60 entonces

2z d de=4sianTsin27T_

[ T=2T=2p 12

Demostracon:  Notamos que

ei X — e1xie2yi

65



66

Por lo tanto,
77 | Zro  Zim
€ Xdx= e ™ dx e ¥ dy
[ T=2T=2] T=2 T=2
e 1Xi B e 2Yi h
Y i
! T=2 2 |T—2 |
e17| elTTi e25| eZTTi
- li li 2i 2i

i T in —2T
_ 2sin 5~ 2sin 3

1 2
in 4t sin -2t
4sin - sin 24—

1 2

Veamos que se generan los siguientes casos

1. Si ;=0pero ,60,

ZZ ZZ
e Xdx= e ¥ dy dx

[ T=2T=2]2 [ T=2T=2]
2sin 2L
T—2—:

2.Si 160y ,=0,

27 7
e Xdx= e X dx dy
[ T=2,T=2)2 [ T=2,T=2]2
_ _l_Zsin 4L :
1
3.Si 1= ,=0,
27 27
e Xdx= dy dx
[ T=2,T=2]2 [ T=2,T=2)2

= T2

Aplicando el Lema 4.2.4, se obtienen que las integrales que compoogh,.t(u)
tienen los siguientes valores :

7
n e Fkx = 0:
[ T=2T=2]
Tomando = z?k se tiene que sk; 6 0 y k, 6 0 entonces
Y4 . .
2i  _ 4sin( kq)sin( k) _
e T = 2 =0
[ T=2T=2] 4 “kikz

T2
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Para los caggs donde k; =0y k, 8 0)o (ky 8 0y ky, = 0) tambén se

obtiene que e TK* =0, El caso k; = ko = 0 esh descartado ya
[ T=2,T=2)2
que Kki;kz) 2 k.
7
: e H®0x =g,

[ T=2T=2]
Para = -2&X) i (& + ki) 60y (& + k) 6 0 se obtiene

ZZ N 4sin - (B +k) sin (& + k)

e T R+k)x - =
[ T=2,T=2]2 4 2(8 + ki)(& + ko)
T2

Para el caso donde §#Xk1) = 0y (&+k;) 6 0)o (( K+ky) 60y (&+k;) =0)

tambén tenemos que e T®RIX -0
[ T=2T=2]2
Porultimo cuando (K& + k;) = (I& + k) = 0 se tiene que

2R X = T2

e y ®lo se da cuandol®, = k; y & = ko,

[ T=2T=2]
es decir, cuando ;&) = ( ki; ky) pero por la de nicon del conjunto I,
k, 0, por lo tanto (€;1&) = ( ki;0). Sik, > 0 entonces ( ki;0) 2 I, por
ende, este caso no es posible.
zz |
. eZT—'(i% K)x = T2
[ T=2,T=2)2

Tomando = z(ﬁ—k) si( ki)60y (& k) 60 se obtiene

_ T2 .
ki=kiko=ko, ~ T R=k °

zZ N 4sin (& k) sin (& k)
ea-(R K)x — =0
[ T=2T=2 428 k(& k)
T2

Para el caso donde §; x1) =0y (& k;) 60)o(( & ki) 60y (& ki) =0)

tamben tenemos que eT® Wx =g
[ T=2,T=2]

Porultimo cuando (€ ki) = (& k) =0 se tiene que
eT® Kx = T2y gj0 se da cuandd§ = k; y I& = k.

[ T=2,T=2)2
Por lo tanto
X . Y X ] o
SRS . GELJLE S LR GEL L
R21y R21y

T2
G (U) = - (alkirka) - Bkarke)i):
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Luego
c@ )X 2 . .
Vo= “E27 L) e @
k21
2
_C@ )X 2 a(ki; k) b(ky; ko)i_,
= T2 " ?(kl,kz) 5 T
k

C@ )2 T*X | o N
@)z T ik ko)j  ja(ki ko) b(ka; ko)ij?

T2 T 4
k21,
2 712X

=C(2 ) T 7 (ki ko) jalkeka)  b(kg; ko)ij?

k21,
. +2 X _
) C(éz’) )T4 (k)2 + (K2)? ™ *[(a(ke; K2)) % + (bike; k2))?]
K21y

Por lo tanto, el Potencial de Riesz es de la formaV.t es

c@e )T*? X -

Vi (u) = 2) 2 (k1)? + (k2)?

k21

(alki; ka))? + (b(ki; k2))?
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ermino de gradiente al cuadrado
Z1,7Z 5

Queremos saber el valor de jr uj?
T=2 T=2
Notemos que
L1212 ZZ
jr uf=  (@u)*+(@u)*dxdy
T=2 T=2 77 77
= (@u)?dxdy + (@u)?dxdy
[ T=2;T=2] [ T=2,T=2]2 |
27 n
X . i _
= @ mz+ G B 2, &t Bl 2i dxdy
[ T=2T=2]2 T K21, 2
Il
27 n o,
* @ o+ B Blginy &t By q dxdy
[ TZZ,TZZ]Z T k2|k 2
I
7 )
_ a Q'ez?'kxz'k1+ak+h"e%'kx 2ik 1 dxdy
[ T=2;T=2]2 k2|k 2 T 2 T
|
7 P2
N ay bKIeZT—'kx2|k2+ak+br<|ez'kx 2ik o dxdy
[ TZZ;TZZ]Z k2|k 2 T 2 T
I
7 P2
X . .
= Bl * B aiio gy B & FkXky,  dxdy
[ T=2T=2 2, T T
I
27 © 2
X .
+ ak|+h(e27.ka2+b< &l g Tkxg,  dxdy
[ T=2;T=2]2 k2|k n T T |
Y4 :
X X + i i i
— 2 ak|T b(eZ ka1+b(Ta-k|eszXk
[ T=2T=2F |, R21, s
aﬁl + bﬁe%l%x |€l+ Q% aﬁle %?x @1
T T
n l
27
X X : . i _
+ ak'_:b‘ezf"xk2+b< Alg 2ix
[ T=2T=2F k21, oy, 14
aﬁ|+bﬁe%ﬁx |@2+Q% aﬁle%ﬁx l%
T T
Y4 ) .
_ X X a.i + b agi + by 3 (k4 R) x 2,18,
[ T=2T=2F k21, o), T T
ai + by TN
+ = b Tafe &k Rx 2 e
b ad Qi+ b 20 gy 2
+ e k.
T T ' 1
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#
[ i i
+ b Tak b Taﬁ e H-(k+R)x 2,18
77 R .
. X X ai + b agl + by o (k+R) x 2,18,
[ T=2T=2F k21, gy T T
k
i + [ i
a 2 b b Taﬁ el-(k R)x 21,18
i i+ i
+ b Tak % = b e4-(R K) X 2,18,
#
[ i i
+ b Tak b Tag e H-(k+R)x 21,18,
o . 77
_ X X agl + by apl + by o (k+R) x 2,18
k21 R21, T ZZT [ T=2,T=2]
Lo o&ithe B al ¥ Bx 2 e
T T 7 A T2T=2P
N be &l 3l + by R Kx 2 e
T T [ T=2,T=2] "
. . Z
+ be &l bﬁ 3! e 2L (k+R) x zkllel
T, T [ T=2T=2pP
. Y4
X X i _
+ agi + by gl + Q? eZT—'(kH%)x ZKZL@Z
T T [ T=2T=2]
k21 R21y 77
N al + I B apl 2k Rx 2 e
T T 77 T=2,T=22
N b ai 3l + by R x 2 e
T T [ T=2,T=2]2 #
. . Z
N b ai B &l e - krR)x 2 18
T T [ T=2,T=2]2
Notemos que por Lema (4.2.4) para = @ se tiene que
22 gy 48N kit ) sin (ko + )
T =
[ T=2;T=2] © 4 2(ki+ ko) (kot ko)
) T2
=0
ya que el par (Q0) est descartado.
Por lo tanto
27
e%(kﬂ%)x — e 2L (k+R) x — 0:
[ T=2T=2]2 [ T=2T=2P
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Por otra parte, para = 2('§—R) se tiene
ZZ N 4sin (k, K) sin (k, &)
ek Rx —
[ T=2T=2p 4 2(ks f;lz)(kz k2)
=0

Salvo parak = R, en tal caso

ZZ _
eZT—'(k R)x — T2 g
[ T=2,T=2]2
- 2 (R k)

Para = =% el desarrollo es aralogo.
Luego ZZ zz

e%(k R)x — e%(l% K)x = T2 e

[ T=2T=2p2 [ T=2T=2p B

Por lo anterior, obtenemos que

77 . .
jr sz = x X Bl * h< aﬁl M bR 0 zklﬁl
[ T=2T=2p k2l g2, T T
ai + b (N
T T T2 kIR 2k1ﬁ1
. -
L K Tak| aﬁlT b, T %R
#
[ i
+ b< Tak bﬁ Taﬁ 0 2klR1
X X . -
+ airh itk %koR,
T T
k21 R21y
ai + by e @l
[ i+
+ b( Tak aﬁ = b{% T2 - szRZ
_ #
| |
+ b‘ Tak h? Taﬂ 0 ZkZRZ
ai+h B & _, 2
= T kiR
k21 T T R T
k R21y #
[ i+
+ b( Tak aﬁ = bﬁ T2 - 2k1R1
+ ! * b< bﬁ aﬂl T2 k=R Zkzﬁz
T T
k21 R21y
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Luego,
ZZ

[ T=2;T=2P
y por lo tanto

77
p oy

jr

#
+ bK"Takl aﬁl;bﬁ -|-2 ep 2k2R2
X
= (a)?+(b)?  Zkiki+ (a)?+ ()?  Zkiky
K21k
X
+ (a)?+(h)?  Zkoko+ (a)?+(b)?  2koky
K21y o
#
X
= 2 (ak)2+(bK)2 2(k1)2
K21k
#
X
+ 2 (a)?+ (h)?  2(ko)?
'
= 2 (a)®+(h)? 2 (k)?+(ko)?
k21

X
ur= 2% (k)?+(ka)? alkike)? + Bkaika)?

k21

[ T=2T=2]2

jr

X
uZ=" 2% (k)?+ (k) alkiike)? + bk ko)®

k21
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Restricciones
Notemos qug las restricciones pana(jT=N) son u(jT=N) 2 [0;1]; u(jT=N) = O si
JT=NZ vy u=m, paratodoj 2f N=2+1;:::;N=2¢

1) Desigualdad

La restriccon de desigualdadu(jT=N) 2 [0; 1], la modelamos considerando la matriz
Ay los vectoresc y b de la forma

A= _COS L(kaja+ kajo) | sin Z-(kyji+ koj2)
cos zw(kljl'F kz] 2) ‘ sin Zw(klj]_'*' k2] 2)
ay
c= X
b
S
T2

donde la desigualdad
Ac b

contiene ambas desigualdades
u(jm=N) 1 vy u(jT=N) 0; 8;j:

2) Pertenencia

La segunda restriccon de pertenencial(jT=N) = 0 si jT=N 2 , donde es un
cuadrado de diagonal = con 2 (0;20), la modelamos mediante el producto
Aeqc= beqgdonde

Aeq= cos Zw(kljl"' kj2) ‘ sin Zw(kljl"' kj 2)

a
c= —
b
beg= O
Notemos que siX;y) = JT=N 2 se tiene que cumplir las condiciones
ix =
y 2
+ X L
y 2
« L
y 2
X L.
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3) lgualdad
Z

Laultima restriccon de igualdad u= m es inmediata ya que

ZZ ZZ
X . i _
u= mz+ S mlez%kx+—ak+h<le Ak
[ T=2T=2] [ T=2T=2p | K21, 2 2
X . i _
=m+ . h(Iez?lkx+—ak-'-h(le Hkox
[ T=2T=212 2 2
X *r7 | L pi 2Z |
=m+ ak—h(l eZT*'k X 4 ak—b‘l e 2Lk x
K21, 2 [ T=2T=2]2 2 [ T=2T=2]2
Recordemos que por Lema 4.2.4 para= 2% o = 2X obtenemos que para
k21 zz zZz
e%k X = e Hokx = 0
[ T=2T=2]2 [ T=2T=2]
De esta manera
7
X i + b
u=m+ MO+MO:m+O;
[ T=2T=2p K21, 2 2
y se tiene que ZZ
u=m:
[ T=2;T=2]2

El odigo donde implementamos los potenciales y las restricciones en Julia se en-
cuentra en el Agendice. A continuacon se presentan las simulaciones que se obtienen
al minimizar el problema a trawes del solver IPOPT.

74



75

4.3. Simulaciones
Para las simulaciones se consideraron dos computadores con caractersticas:

= Computador 1: 8GB de RAM con procesador de 11th Gen Intel(R) Core(TM)
i5-11300H @ 3.10GHz 3.11 GHz.

= Computador 2: 32GB de RAM con procesador de 11th Gen Intel(R) Core(TM)
i7-11700 @ 2.50GHz.

y el Clster IBM-idataPlex de la Universidad de O'Higgins que cuenta con las si-
guientes caractersticas:

= 66 nodos,

528 rucleos,

3.1 Tb RAM (48Gb/nodo),
= Conexon in niband (40Gb/s),

= 192 Tb de almacenamiento.

En el Computador 1 se pudo correr hasta un rumero de puntos de discretizacon

N = 64 con un tiempo de @mputo entre 5 y 60 minutos. En el Cluster como en el

Computador 2 se logo correr hastaN = 90 con instrucciones que demoraron hasta

mas de un da. Nuestras simulaciones son hasta un mraximo dd =90, =03y
0.3.

A continuacon se presentan los resultados de las simulaciones en Julia a trawes
de heatmaps de valores de la funcom evaluada en el vector de solucon de coe -
cientes de Fourier que minimiza el problema. Recordemos que nuestro dominio es

[ 10; 10 ]? y la diagonal de nuestro cuadrado de con amiento ed = con
2 (0; 20).
Simulaciones para L= vy =0.3
(& N =64, t =7 minutos (b) N =90, t =2 horas

Figura4.1:L= ,c¢,=1.0, =0.3
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(@) N =64, t = 6 minutos (b) N =90, t =2;4 horas

Figura4.2:.L= ,¢c, =13, =0.3

(&) N =64, t =7 minutos (b) N =90, t =73 minutos

Figura4.3:L= ,c¢, =15 =0.3

(@) N =64, t = 8 minutos (b) N =90, t =57 minutos

Figura4.4:L = ,c, =17, =0.3
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(@) N =64, t =7 minutos (b) N =90, t =57 minutos

Figura4.5:L= ,¢c, =20, =0.3

Simulaciones para L= y =1

(@) N =64, t = 6 minutos (b) N =90, t =36 minutos

Figura4.6:L= ,¢,=0.1, =1

(& N =64, t =5 minutos (b) N =90, t = 37 minutos

Figura4.7.L= ,¢,=0.3, =1
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(@) N =64, t = 6 minutos (b) N =90, t =35 minutos

Figura48:L= ,¢,=06, =1

(@) N =64, t =6 minutos (b) N =90, t = 38 minutos

Figura49:L= ,¢,=0.8, =1

Simulaciones para L=3 y =0.3

(& N =64, t =21 minutos (b) N =90, t = 3.3 horas

Figura4.10:L =3 ,¢, =10, =0.3
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(@) N =64, t = 8 minutos (b) N =90, t = 3.6 horas

Figura4.11:L =3 ,c¢, =11, =0.3

(@) N =64, t =8 minutos (b) N =90, t = 3.3 horas

Figura4.12.L =3 ,¢, =13, =03

(@ N =64, t =10 minutos (b) N =90, t =3 horas

Figura 4.13:L =3 ,c, =15 =03
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(@) N =64, t =9 minutos (b) N =90, t = 2.5 horas

Figura4.14:.L =3 ,¢, =17, =0.3

(& N =64, t =10 minutos (b) N =90, t =1.8 horas

Figura4.15:.L =3 ,¢, =20, =0.3

Simulaciones para L=3 y =1

(@ N =64, t =5 minutos (b) N =90, t = 38 minutos

Figura4.16:L =3 ,¢,=0.1, =1
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(@) N =64, t = 6 minutos (b) N =90, t = 37 minutos

Figura 4.17:L =3 ,¢, =03, =1

(@ N =64, t =5 minutos (b) N =90, t = 38 minutos

Figura4.18:L=3 ,¢, =05, =1

(@) N =64, t =6 minutos (b) N =90, t = 36 minutos

Figura 4.19:L =3 ,¢c, =07, =1
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(@) N =64, t = 6 minutos (b) N =90, t = 38 minutos

Figura 4.20:L =3 ,¢c, =10, =1

(@) N =64, t =6 minutos (b) N =90, t =40 minutos

Figura4.21:L =3 ,¢, =20, =1

(@) N =64, t =6 minutos (b) N =90, t =52 minutos

Figura 4.22:L =3 ,¢,=3.0, =1
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(@) N =64, t = 6 minutos (b) N =90, t=1 hora

Figura 4.23:L =3 ,c, =4.0, =1

ParaL = enelcuadrado 9lo hay dentro 5 puntos paraN = 64 y 13 puntos para
N =90. EnelcasoL =3 hay nas puntos dentro de pero no los su cientes. Dado
queN =90 es el valor maximo de puntos de discretizacon que pudimos conseguir,
se tomaron valores nas grandes de de manera que existan mas puntos dentro de
. Las siguientes simulaciones son par& =90y con diagonal L mayor a 7 .

Simulaciones para L=7 y =0.3

(@ cn =1; t=5 horas (b) cnh =1.1; t =8 horas
Figura 4.24:N =90,L=7 , =0.3

(@) cm =1.5; t =8 horas (b) cm =2; t =9 horas
Figura 4.25:N =90, L=7 , =0.3
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(@) cm =2.5; t =9;2 horas (b) cm =3; t =9.4 horas
Figura 4.26:N =90, L=7 , =0.3

(@) cm =3.1; t =11 horas (b) cn =3.2; t =9 horas
Figura 4.27:N =90,L=7 , =0.3

(@) c¢m =3.3; t =12 horas (b) ¢y =3.4; t =9 horas
Figura 4.28:N =90, L=7 , =0.3
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(@) cm =3.5; t =9 horas (b) cm =4; t =9.3 horas
Figura 4.29:N =90, L=7 , =0.3

(@) cm =8; t =11;2 horas (b) cm =20; t =6 horas
Figura 4.30:N =90,L=7 , =0.3

(@) cm =30; t = 8 horas (b) ¢ =50; t =5 horas
Figura 4.31:N =90, L=7 , =0.3
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(@) cm =60; t =2.2 horas (b) ¢y =90; t =5.6 horas
Figura 4.32:N =90, L=7 , =0.3

() cm =120; t = 4.2 horas (b) ¢y =160; t = 6.4 horas
Figura 4.33:N =90,L=7 , =0.3

(@) cm =180; t =4 horas (b) ¢y, =200; t = 2.2 horas
Figura 4.34:N =90, L=7 , =0.3
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Simulaciones para L=7 y =1

(&) cn =0.3;t =45 minutos (b) ¢y =0.5;t = 49 minutos
Figura 4.35:N =90, L =7 , =1

() cn =0.6;t = 58 minutos (b) ¢y, =0.8;t =61 minutos
Figura 4.36:N =90, L =7 , =1

(@) cn =1;t =61 minutos (b) ¢y =1.1;t = 63 minutos
Figura 4.37:N =90, L =7 , =1
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(a) cm =2;t =76 minutos (b) cm = 3;t =54 minutos
Figura 4.38:N =90, L =7 , =1

(8) cm =4;t =80 minutos (b) ¢ =8;t =2 horas
Figura 4.39:N =90, L =7 , =1

(@) cm =10;t = 2 horas (b) ¢y =15;t =2 horas
Figura 4.40:N =90, L =7 , =1
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(@) cm =20;t = 2.2 horas

Figura 4.41:N =90, L =7

(@) cm =30;t = 4 horas

Figura 4.42:N =90, L =7 ,

(a) cm =200;t = 3 horas

Figura 4.43:N =90, L =7 ,

89

(b) cm =24;t =2 horas

=1

(b) cm =120;t =6 horas

=1

=1
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Simulaciones para L=10 y =0.3

(@) ¢n =7;t =14 horas (b) cm =20, t =12 horas
Figura 4.44:N =90, L =10 , =0.3

(@) cm =40;t = 8 horas (b) ¢, =60, t =5 horas
Figura 4.45:N =90,L =10 , =0.3

(@) cm =80;t =12 horas (b) cm =100, t =4 horas
Figura 4.46:N =90,L =10 , =0.3
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(@) cm =140;t = 16 horas (b) ¢y =180, t =8 horas
Figura 4.47:N =90,L =10 , =0.3

() cm =220;t = 8 horas (b) cm =250, t =6 horas
Figura 4.48:N =90,L =10 , =0.3

(@) cm =300, t =11 horas

Figura 4.49:N =90,L =10 , =0.3
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Simulaciones para L=10 y =1

(@) cm =20;t =4 horas (b) ¢y =40, t =5 horas
Figura 4.50:N =90,L =10 , =1

(@) cm =60;t =5 horas (b) ¢, =80, t =6 horas
Figura 4.51:N =90, L =10 , =1

(@) cm =100;t =4 horas (b) cm = 140, t = 6 horas
Figura 4.52:N =90,L =10 , =1
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(a) cm =180;t = 8 horas (b) cm =220, t =3 horas
Figura 4.53:N =90,L =10 , =1

() cm =250;t =9 horas (b) cm =300, t =6 horas
Figura 4.54:N =90,L =10, =1

Simulaciones para L=13 y =0.3

(@) cm =30;t =5 horas (b) ¢, =70, t =7 horas

Figura 4.55:N =90,L =13 , =0.3
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(a) cm =100;t = 17 horas (b) cm = 150, t = 18 horas
Figura 4.56:N =90, L =13 , =0.3

(&) cm =200;t =11 horas (b) ¢y =250, t =13 horas
Figura 4.57:N =90,L =13 , =0.3

() cn =300;t = 23 horas (b) ¢, =350, t =27 horas
Figura 4.58:N =90, L =13 , =0.3
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(@) cm =400;t = 17 horas (b) cm =500, t =11 horas

Figura 4.59:N =90, L =13 , =0.3

Simulaciones para L=13 y =1

(@) cn =30;t =6 horas (b) cm =70, t =4 horas
Figura 4.60:N =90,L =13 , =1

(&) cn =100;t =10 horas (b) cm =150, t =6 horas
Figura 4.61:N =90,L =13 , =1
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(@) cm =200;t =6 horas (b) ¢y =250, t =7 horas
Figura 4.62:N =90,L =13 , =1

(&) cn =300;t =10 horas (b) cm =350, t =8 horas
Figura 4.63:N =90,L =13 , =1

(@) cm =400;t = 8 horas (b) ¢, =500, t =8 horas
Figura 4.64:N =90,L =13 , =1
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Simulaciones para L=19 y =0.3

() cn =450;t = 23 horas (b) ¢, =600, t =30 horas
Figura 4.65:N =90, L =19 , =0.3

() cn =900;t = 32 horas (b) ¢y = 1100, t =47 horas
Figura 4.66:N =90,L =19 , =0.3

(a) cn =1300;t = 33 horas (b) ¢y = 1500, t =23 horas
Figura 4.67:N =90,L =19 , =0.3
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Simulaciones para L=19 y =1

(@) cn =1; t =57 minutos (b) cm = 2, t =47 minutos
Figura 4.68:N =90,L =19 , =1

() cn =3; t =53 minutos (b) cm =5,t=70
Figura 4.69:N =90,L =19 , =1

(@) cm =10; t = 3 horas (b) cm =20; t = 3.5 horas
Figura 4.70:N =90,L =19 , =1
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(@) cm =60; t = 3.4 horas (b) ¢y =80; t =5.3 horas

Figura4.71:N =90,L =19 , =1

(@) cm =110; t=12.2 horas (b) ¢, =180; t = 7.5 horas
Figura4.72:N =90, L =19 , =1
(@) cn =450; t =10 horas (b) ¢y, =600; t =10 horas

Figura 4.73:N =90,L =19 , =1
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(@) cm =900; t =17 horas (b) ¢y =1100; t =24 horas
Figura 4.74:N =90,L =19 , =1

() cm =1300; t = 24.4 horas (b) ¢y =1500; t =11 horas
Figura4.75:N =90,L =19 , =1
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Nuevo potencial de doble pozo

Dadas las limitantes computaciones por la gran cantidad de restricciones expues-
tas anteriormente, quisimos explorar la minimizacon numerica con un potencial
de doble pozo distintoWw(u) = u?(u 1)?> con el n de eliminar la restriccon

0 u(xy) L

. 1 . .
Para mplemen%ar —W\ (u) con este nuevo potencial de doble pox (u), necesita-
1 o
mos calcular-  W(u), lo que da por resultado lo siguiente:

Z .
1 m* 2m® m?
= W)= T6 v"‘ T2
!
1 3m? T2 X
+ 5 Tz 3m + > ((a)? + (h)?)
| K
+ 3m T (k3:k1+k2)(aklak2ak3 aksbﬂlez

ki k2, ks

!
+ aklb<2b<3 + akzbﬂlbﬁs)

1T2X X X X
" 2 ki k2 ks ka
+ ag, ag, b, b, + agaho b, agagbob,  agacg b b

(ka=ki+ka+ k3)(akl A, Az A, + A A, st b<4

3
ak3ak4b(1h(2 h(1b<2h(3b(4)+ Z (k1+k2=k3+k4)(aklak2ak3ak4
+ a-klak3h(2h(4+ak1ak4h(2h(3+ akzakgb(lh(4r a'k2ak4h(lb<3

+ B b, Be A A, BB, Ak A b )

conkq;kaorkai ks 2 1.

Si bien con este nuevdV (u) eliminamos la restriccon de desigualdad, esto no invo-
lucra una optimizacon del @digo, ya que estamos ahora considerando un polinomio
de grado 4 y requiere de mucha memoria del computador. Es as como para apenas
N =8, luego de 2 horas el computador se queda sin memota, por lo que esta direc-

con de investigacon no prospen. Los detalles del alculo de- W (u) se encuentra
en el Agendice.
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Captulo 5

Minimizacon Nun®rica con
NGSolve

En este captulo implementamos la minimizacon nurnerica del rmino de permetro
a trawes del software NGSolve mediante el netodo de elementos nitos.

5.1. NGSolve

Seal (u) el funcional de Modica - Mortola usual
Z
W= iU+ W), (5.1)

con el potencial de doble poz®/ (u) = u?(u 1)

Para resolver el problema de minimizar (5.1), NGSolve lo modela de la siguiente
forma:

Buscamosu 2 H/ tal que 1(u) 1(v) 8v2 Hyg:

Utilizando el integrador Variation , NGSolve formula el problema mediante la des-
cripcon simtolica del funcional 1 (u):

1. Evala el funcional
I(uy con | :Hs! R

2. Calcula la derivada de Gateau para un dado (Apply ):
A(u)(v) = 1%qu)(v) con A(u):H}! R
3. Calcula la segunda derivadaAssembleLinearization ):
(A)w)(u;v) con AW):Hs Hi! R
Luego utiliza el Metodo de Newton vy se realiza el siguiente bucle:

» Dado una condicon inicial u®

102



103

= Bucle sobrei = 0;::: hasta que se obtenga la convergencia

" Calcular la linealizacon: A(u')+ A (u') u' =0:

fi= A(U)
B'= A(U)
ResolverB' u = f!

® Actualizar Ut = u' + U
~ Evaluar los criterios de detencon

= Evaluar | (u'?)
Como criterio de detencbn se toma

hAu'; u'i = PAUT AUl gy 1 <™

5.2. Resolucon Espacial

Antes de realizar la implementacon, necesitamos un valor de para obtener una
resolucon espacial apropiada y de esta manera tener una minimizacon nunerica
correcta. Para aquello, vamos a estudiar la demostracon de la convergencia del
funcional de Modica-Mortola al funcional de permetro.

8
1 Z 1 < Per(E) si jEj=m;
o ux)j? + “W(u(x)) dx ! f‘j”voerge
Cw ' 1 si jEj& m

Z1p Z

conW(u)=u?(u 1)2%yc,= W (s)ds, sujeto a la restriccon u= m.
0

Demostracon:

I) Cota inferior ( lim inf inequality):

Vamos a escribir 1
"jr u(x)j? + TW(u(x))

como

a
2 2

r—
P 2W .

dondea=2"jr uj;b= ——. Ocupando la desigualdad de Cauchy

a+ I
2

ab
Obtenemos que
Z Z

L P+ IWe) dx

p
— 2ir u(x)j W(u(x))dx:
ZCW ZCW fx2:0 <u(x)<1lg : ( )J ( ( ))
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Ahora vamos a descomponer el dominio en conjuntos de nivel de la funcou(x),
y consideramos un elemento dearea que une un conjunto de nivel con el siguiente.
Como en el conjunto de niveli(x) es constante, el vector normal es paralelorau. El
volumen del elemento dearea es suarea multiplicado por una alturasdun cambio

, : , . : . du . .
en distancia en la direccon normal). Por otro ladojr u(x)j = P en la direccon
der u(x), que es la misma direccon normal a la super cie de nivei(x) = constante.

Luego
Z Z
1 P— 1 P_——du
— 2r u(x)] W(u(x))dx = — 2 W(u(x))— dAds
20W fx2:0 <u(x)<1g : ( )J ( ( )) 2C\N fx2:0 <u(x)<1g ( ( )) ds

Entonces por la Formula de la Caarea
Z Z, Z

1 2jr u(x)jp W (u(x)) dx =

P ——
= W(t) dA dt
2CW fx2:0 <u(x)<1lg

1
Cv o fx2: u(x)=tg

y esto es equivalente a

1le

0
Cuando" ! 0, esperamos que todos los conjuntos de nived 2 : u(x) = tg con
0<t< 1 se parezcan mucho a la frontera reducida del conjunto Imité (@(E)),

dondeE es el minimizador buscado para el problema del menor permetro. Entonces
esperamos tener que

W(t) Area(fx 2 : u(x)= tg) dt:

z z
1 : 5, 1 1 P
—  "jru(x)jc+ -W(u(x))dx — W(t)dt Per(E
. ) (x)j° + FW(u(x)) o . (t) (E)
1
= — Per(E
o, (E)
= Per(E):
[1) Cota superior (recovery sequence):
Buscamos un \per | de transicionu-" tal que
Z
_ + > /7
2. jr u(x)j - dx P er(E)
. : : a+ b7
Lo ideal sera alcanzar la igualdad en la desigualdad de Cauchyz— ab con
r _
P . 2W
a= 2'r uj;b= ——. Esto ocurre cuandaa = b, esto es, cuando
r_
T uj= o
es decir, p
ru(x)j = W(u(x)): (5.2)
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ParaE regulary = @E su frontera, pensamos en un-(x) de la forma

u..(x) = Ug M
Si M = z 2 R, la ecuacon (5.2) se convierte en

cu)tr D) P ey

como r 9SG

=1, obtenemos que
p_
(U)X =" W(uo(2))

Esto ultimo es una EDO que no depende dé, y es un perl para la curva de
transicon de 0 a 1.

Para resolver la EDO, consideramos

Uo(2) = t;
P—— dt
W(t) = E;
—_ dt .
= piw_(t)
dz = pL:

W (t)
entonces, en este caso

dt
t(1 t)
z dt dt
= _
t 1t
=logt log(2 t)+ C

=+

+C

por lo tanto

luego
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% 1=Ae?”?
%:1+ Ae *
t= 1
1+ Ae 7’
y se obtiene quealy(z) = ;
1+ Ae ?

Cuandoz = 0 entonces dist; ) = 0, por lo tanto
1
U(z) = w(x)= 5) A=1

Esto implica que

=

Uo(2) =

+
D
N

1
l+e?
2 1 e
21+e?)
11 e*
21+e?
1ez=2 ez=2
2072+ e 22

+

NN

+

+

+

1 z
—t h _
a5

NIFRNIERDNENRERNRPEe
+

Por lo tanto el u-optimo es de la forma

u-(X) %+ %tanh —dIStg,(; )

Resumiendo tenemos que el mnimizador de

Z
1
R " i2 + =
2, Jr u(x)j®+ sW(u(x)) dx
se alcanza, aproximadamente, cuando se prgduce la igualdad en la desigualdad de
a’+ 1 p 2W (u-(x))

Cauchy abcona= " 2'jr u-(x)j;b= ; esto es, cuando

2

r _
p?jr u-(x)j = M

Esto se produce cuandao-(x) es, aproximadamentepy(z), con ug(z) la solucon de
la ecuacon diferencial

@) =" Wit@):
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CuandoW (u) = u?(u 1)? la solucon es

1 1 z
= —+ — _
Uo(2) > 2tanh 5

Figura 5.1:u(z) = tanh( 3)

En la Figura (5.1) observamos que el %% de la transicon se produce entre = 2
y z = 2 y podemos estimar el ancho de la transicon en"4 Entonces para resolver
nunericamente la transicon en @E vamos a considerar una malla con elementos de

ancho—. Al dividir por 5 estamos pidiendo que hayan 5 elementos en la transicon,
lo que es razonable.

Figura 5.2: Transicon para distintos valores dé€'
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En la Figura (5.2) vemos que cuandd es nmas cercano a 0, la transicon es mucho
mas apida.
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5.3. Minimizacon del Permetro

Vamos a minimizarl (u) bajo diferentes dominios y condiciones iniciales.

Caso 1

Minimizacon de Modica - Mortola (5.1) de un crculo centrado en el origen de
radio;ro = 0.23L. Consideramos la minimizacon en un dominio circular de radio

L = > una resolucon espacial de '45 con" = 0.03, y una funcon lineal der,
L r . ,
Uo(r) = T que interpola linealmente €o; 1) con (L; 0).
0
import numpy as np
import math

from netgen.geom2d import SplineGeometry
from ngsolve import *
from ngsolve.webgui import Draw

factorRO = 23/100

L = sqrt(pi/2)

r_in = factorRO*L
order = 1

epsilon = 0.03

maxh = (4*epsilon)/5

geo = SplineGeometry()

geo.AddCircle(c=(0,0),r= L,bc= Jeftdomain=1,rightdomain
:O)
geo.AddCircle(c=(0,0),r=r_in,bc= Jleftdomain=2,

rightdomain=1)
ngmesh = geo.GenerateMesh(maxh=maxh)
mesh = Mesh(ngmesh)
Draw (mesh)
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Figura 5.3: Malla para" = 0.03

Se de ne el funcionall (u) y la funcon ue(r)

def I(u, grad_u):
return epsilon*InnerProduct(grad_u,grad_u) + (1/epsilon)*u**2*(u
_1)**2
r = sqri(x*x+y*y)
uo = (L-n/(L - r_in)
grad_u0 = (-1/(L - r_in))*CoefficientFunction((x/r, y/r))

Se de ne la forma bilineal y comienza la iteracon de Newton

fes = H1(mesh, order=order, dirichlet= )
v = fes.TrialFunction()
grad_v = Grad(v)

a = BilinearForm(fes, symmetric=False)
a += Variation (I(uO+v, grad_uO+grad_v).Compile() * dx)

gfu = GridFunction(fes)
gfu.vec[l] = 0

res = gfu.vec.CreateVector()
du = gfu.vec.CreateVector()
FreeDofs =fes.FreeDofs()

maxits = 300

tol = 3e-2

for it in range(maxits):
# solve linearized problem:
a.Apply (gfu.vec, res)
a.AssembleLinearization (gfu.vec)
inv = a.mat.Inverse(FreeDofs)
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# alpha = 5e-2
alpha = 5e-2
du.data = alpha * inv * res

#update iteration
gfu.vec.data -= du

#stopping criteria
stopcritval = sqgrt(abs(InnerProduct(du,res)))
if stopcritval < tol:

break
Draw(gfu+u0,mesh)

Se obtiene el minimizador

(a) Con Malla

(b) Sin malla

Figura 5.4: Minimizador de Modica-Mortola para' = 0.03
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Si consideramos una simulacon coh = 0.3 obtenemos la siguiente malla

Figura 5.5: Malla para" = 0.3

y el siguiente minimizador

(a) Con Malla

(b) Sin malla

Figura 5.6: Minimizador de Modica-Mortola para’ = 0.3
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Caso 2

Minimizacon de Modica - Mortola (5.1) de dos \islas" (un crculo y un trangulo)
con condicon inicial la funcon caracterstica de un cuadrado grande (cercano al
dominio) que encierra a ambas islas, sujeto a las restricciones:

= U(x) =1 para todo x en el borde del crculo,
= U(x) =1 para todo x en el borde del trangulo,

= U(x) =0 para todo x en el borde del cuadrado.
r_

Consideramos la minimizacon en un dominio cuadrado de ladb = 15 > el

cuadrado de la condicon inicial de lado 0.9, y las islas son un crculo y un trangulo
ubicados en la esquina inferior izquierda y superior derecha, respectivamente.

# define geometry and generate mesh

import numpy as np

import math

# from netgen.geom2d import SplineGeometry

from netgen.occ import * # Opencascade for geometry modeling
from ngsolve import *

from ngsolve.webgui import Draw

factorRO = 15/100
L = 15*sqrt(pi/2)
r_in = factorRO*L

order = 1
epsilon = 0.2
maxh = 0.6

outer = Rectangle(L, L).Face()
outer.edges.name=

container = MoveTo(0.05*L, 0.05*L).Rectangle(0.9*L, 0.9*L).Face()
outer= outer - container
outer.faces.name=

island1l = Circle((0.3*L, 0.3*L), r=r_in).Face()
island1.faces.name=
islandl.edges.name=

island2 = MoveTo(0.5*L, 0.5*L).Line(0.3*L, 0.15*L).Line(-0.05*L,
0.25*L).Line(-0.25*L,-0.4*L).Close().Face()

island2.faces.name=

island2.edges.name=

intermediate = container - islandl - island2
intermediate.faces.name =
intermediate.edges.col = (0,0,1)
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geo = Glue(fislandl, island2, intermediate, outer])
mesh = Mesh(OCCGeometry(geo, dim=2).GenerateMesh(maxh=maxh))

Draw(mesh)

Figura 5.7: Malla para" = 0.2

Ingresamos la condicon inicial

fes = H1(mesh, order=order, dirichlet=
)

v = fes.TrialFunction()

grad_v = Grad(v)

u0 = GridFunction(fes)

domain_values = { -1, o1,
. 0}

cf = mesh.Material CF(domain_values)

u0.Set(cf)

grad_u0=Grad(u0)

Draw(u0)
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