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1. Introduccion

1.1. Motivacion

En geometria Riemanniana, la curvatura ha sido un tépico de bastante interés sobre
la cual se pueden concluir bastantes propiedades sobre una variedad. Existen varias no-
ciones de curvatura para dichas variedades, de las cuales una que destaca es la curvatura
de Ricci. Algunos resultados que involucran a esta curvatura son el teorema de Bonnet-
Myers, el cual establece una cota para el didmetro del espacio en funcién de una cota
positiva para dicha curvatura, el teorema de Lichnerowicz para el hueco espectral del
Laplaciano, el cual entrega un control sobre las propiedades de mezcla del movimiento
Browniano y el teorema de Lévy-Gromov para desigualdades isoperimétricas y concen-
traciéon de medida.

La motivacion de este trabajo entonces seria estudiar una nocién de curvatura que
tenga sentido en espacios métricos, la cual permita extender los resultados anteriormen-
te mencionados a espacios mas generales. En particular, nos gustaria usar resultados de
estas caracteristicas a espacios discretos, como por ejemplo, grafos. Estos dltimos son
objetos de estudio muy importantes, sobre todo para nuestra época, con objetos como
las redes sociales, redes neuronales, discretizacion de superficies, etc.

En particular, nos enfocaremos en: Primero, encontrar expresiones explicitas para la
curvatura en grafos que tengan propiedades que nos permitan hacer esto (ver teoremas
2.9, 2.11, 2.16). Segundo, encontrar una familia de grafos que puedan adoptar estas
expresiones explicitas de su curvatura y que estas expresiones se comporten bien bajo
aplicaciones como, por ejemplo, productos cartesianos entre grafos (ver teoremas 2.20,
2.21, 2.25). Tercero, encontrar condiciones para poder comparar, mediante una conver-
gencia de curvaturas, la curvatura de Ricci de una variedad M y la curvatura de un grafo
cuyos vértices son puntos que no necesariamente estdn en la variedad M (ver teorema
3.8).



1.2. Resumen

Para el primer capitulo, haremos una introducciéon a la teoria de transporte 6pti-
mo, rescatando solamente lo esencial para poder definir cémodamente la distancia de
Wasserstein y asi poder dar una nocién de curvatura para espacios métricos, la que lla-
maremos curvatura de Ollivier. Dicha curvatura estard inspirada (y, en realidad, tendra
una conexion importante) en la curvatura de Ricci para variedades.

En el segundo capitulo, se estudiard la curvatura de Lin-Lu-Yau, la cual es una curva-
tura de Ollivier bastante conveniente para el estudio de curvatura en grafos con distancia
geodésica. Partiremos definiendo dicha curvatura, mencionaremos algunos trabajos rea-
lizados sobre ella y haremos el contraste de las diferencias que hay entre estos trabajos y
esta tesis. Luego de esto, veremos algunos ejemplos para obtener este tipo de curvaturas
(arboles y grafos con un solo ciclo), en los cuales para grafos de un solo ciclo definiremos
la matriz de distancia entre dos vértices z, y. Generalizando esta matriz para cualquier
grafo, se obtiene toda la informacién necesaria para calcular la curvatura de Lin-Lu-Yau
de forma exacta. Sin embargo, estudiar este tipo de matrices es sumamente complejo,
por lo que se estudiaran grafos especificos a los cuales sea factible obtener su curvatura.

A partir de acé estudiaremos la definicién de grafos controlados y grafos separables, la
cual es una que introducimos desde cero. Para esto necesitaremos hacer una particiéon de
los vecinos de un vértice x con respecto a otro vértice y. Con estas nociones ya definidas,
podremos obtener una férmula de la curvatura de Lin-Lu-Yau de forma explicita a partir
de la particiéon hecha anteriormente. Luego de hecho este cdlculo, nos inspiraremos en
un teorema de Lin-Lu-Yau, el cual menciona el cadlculo de curvaturas en el producto
cartesiano de dos grafos, para definir la nociéon de grafo décil, que también es una nueva
nocién de grafos. Las principales ventajas de este tipo de grafos son que es relativamente
sencillo calcular su curvatura y son cerrados bajo producto cartesiano.

Para el ultimo capitulo, ya viendo lo complicado que se vuelve dicho estudio de es-
ta curvatura, haremos una aproximacién de las curvaturas de Ollivier de un espacio
métrico con respecto a la curvatura de Ricci de una variedad suficientemente cercana.
Para esto, primero describiremos la nociéon de que dos espacios métricos sean cercanos
mediante la distancia de Gromov-Hausdorff para luego usar la nocién de convergencia
en el sentido de Gromov-Hausdorff de espacios métricos (especialmente grafos) a una
variedad. El teorema final de este trabajo seria dar una condicién de esta convergencia
de Gromov-Hausdorff de espacios métricos a una variedad, para que podamos establecer
una convergencia entre las curvaturas de Ollivier con la de Ricci de la variedad misma.



1.3. Problema de Transporte Optimo

Todo lo descrito en esta seccién fue estudiado a partir del trabajo de Villani [15] y de
Figalli-Glaudo [7]. Consideraremos que todas las medidas son Borel medibles y todos los
mapeos son Borel. X siempre serd un espacio métrico completo, separable y localmente
compacto. Consideraremos también al conjunto de medidas de probabilidad sobre el
espacio X por P(X) y la clase de conjuntos Borel medibles por B(X).

Definicién 1.1. Sea T': X — Y un mapeo y una medida de probabilidad u € P(X).
Definimos la medida de probabilidad pushforward Txp € P(Y) como

(Typ)(A) := w(T71(A)) para todo A € B(Y).

Definicién 1.2. Dado p € P(X)y v € P(Y), un mapa T : X — Y se llama mapa de
transporte de pa v si Tiyupu = v.

Definicién 1.3. Llamamos plan de transporte a una medida v € P(X xY) de py v si

(mx)4v = py (Ty)gy = v, donde 7x (z,y) = z y 7y (,y) = y para todo (z,y) € X xY.
Definimos II(p, v) como el conjunto de planes de transporte de p y v.

Observacion 1.4. Sea T : X — Y tal que Tup = v y consideremos el mapa Id x T :
X = X xY por z+ (z,T(z)). Definimos

yr = {Id x T)yp e P(X xY).
Entonces tenemos
(mx )41 = (mx)4(Id X T)gp = (7x o (Id x T))pp = Idyp = p,

(my)gvr = (my)#(Id x T)gp = (my o (Id x T))ypp = Typp = v.
Por lo que v7 € II(p,v), asi el mapa de transporte 7" induce un plan de transporte ~r.

Sin embargo, el converso no es cierto, es decir, un plan de transporte no necesariamente
induce un mapa de transporte.

Fijando p € P(X), v € P(Y) y ¢: X XY — [0, +00] semicontinua inferior, es decir,
lim infy_,o0 c(zx) > c(z) cuando xp, — x. Los problemas de Monge (Car) y Kantorovich
(Ck) se pueden plantear de la siguiente manera:

Corlya.v) = int { [ elar, T@)d(e) s Ty = v}

Ck(p,v) :=inf {/Xxyc(x,y)d’y(:v,y) iy € H(u,y)} .

Si Tiypr = v, entonces yp == (Id X T)pp € (p,v), asi que
| e T@)inta) = [ cotrdx D@ydnte) = [ clem)irmiey).
X X XxXY

Es decir, cualquier mapa de transporte 1" induce un plan de transporte con el mismo
costo. Asi podemos deducir que Cys(u,v) > Cg(p, v).



Teorema 1.5. Sea c¢: X XY — [0, +00] una funcion semicontinua inferior, p € P(X)
yv € P(Y), entonces existe un plan de transporte 5 € Il(u,v) que minimiza el problema
de Kantorovich Ck.

Este teorema nos asegura que siempre existe un plan de transporte que minimiza el
costo para el problema de Kantorovich, pero no nos dice cuél es y si es tnico. De hecho,
en general, este plan de transporte no es tnico y tampoco necesariamente es inducido
por un mapa de transporte.

Definicién 1.6. Sea (X, d) un espacio métrico localmente compacto y separable. Dado
1 < p < oo definimos

Pp(X) = {u eP(X): / d(z, zo)Pdp(x) < oo para algin zp € X}
b'e
como el conjunto de medidas de probabilidad con p-momento finito.

Observacion 1.7. El punto zg € X en la definiciéon de Pp(X) no es relevante, pues si
r1 € X, tenemos

d(z,z1)P < (d(z,x0) + d(xg, z1))P < 2P~ (d(z, x0)P + d(xg, z1)P).

Asi, si p € P(X) cumple que [y d(z,z0)Pdu(x) < oo, entonces [y d(x,z1)Pdu(z) < co.
Por el mismo argumento, si p, v € Pp(X), entonces para todo v € II(u, v) se cumple

/ d(z,y)Pdy < 2P71 (/ d(x,z0)Pdp +/ d(y,mo)pdy> < 0.
XxX b's X

Definicién 1.8. Dados u,v € Pp(X), definimos la p-distancia de Wasserstein como

yE(,v)

WP(:“’) l/) = ( Inf /X X d(.??, y>pd7(x7 y)) ' :

Por la observacion anterior, W), es finita en P,(X) x P,(X). Es mds, el nombre de
p-distancia es por el siguiente teorema.

Teorema 1.9. W), es una distancia en el espacio Pp(X).

En esta tesis trabajaremos solamente con p = 1 para la distancia de Wasserstein, por
lo que denotaremos W (u,v) := Wi(u,v). Con toda esta informacién, estamos listos para
entender una nocién de curvatura para espacios métricos, la cual se da en la siguiente
seccién.



1.4. Curvatura de Ollivier

En geometria Riemanniana, la curvatura de Ricci se caracteriza por el hecho de que
“las esferas estdn mads cerca o alejadas (en distancia de transporte) que sus centros”. De
forma mas precisa, consideremos dos puntos cercanos = e y, sea w un vector tangente
en z y w el vector obtenido por transporte paralelo de w desde x a y a lo largo de
una geodésica minimizante entre x e y. Si seguimos las geodésicas que salen de z y v,
usando los vectores w y w’, respectivamente, obtenemos que si la curvatura es positiva,
las geodésicas se acercaran, mientras que en el caso de curvatura negativa, las geodésicas
se separaran. La curvatura de Ricci a lo largo de log,(y) es justamente este fenémeno,
promediado en todas las direcciones w en x, lo cual se justifica con el siguiente resultado.

Teorema 1.10. [12] Sea (X, d) una variedad Riemanniana suave y completa. Sean v, w
vectores tangentes unitarios en x € X. Sean g, > 0. Sea y = exp,(0v) y sea w' el vector
tangente en y obtenido por transporte paralelo de w a lo largo de la geodésica exp,(tv).

FEntonces
2

d(expy(cw), expy(sw’)) = 6 (1 - 6?K(v,w) +0(e3 + 625)>

Cuando (g,0) — 0. Donde K (v,w) es la curvatura seccional en el plano tangente (v, w).

Si pensamos en la direccién w en & como un punto de una pequeiia esfera S, centrada
en x, entonces, en promedio, la curvatura de Ricci controla la distancia entre un punto
de S; y su punto correspondiente en S,. En un contexto mas general, se usa una medida
de probabilidad m, dependiendo de xz como andlogo de la esfera S, centrada en zx.

w

N w x . exp(w)
——=__ oW : :

L e W) L w,
y w y : exp (W)

Ric>0 Ric < 0

Definicién 1.11. Sea (X, d) un espacio métrico localmente compacto y separable, equi-
pado con su g-algebra de Borel. Un random walk m en X es una familia de medidas de
probabilidad m, en X para cada x € X, que satisface las siguientes dos suposiciones:

1. La medida m, depende de manera medible del punto x.

2. Cada medida m, tiene un primer momento finito, es decir, para algin z € X, se
cumple que:

/d(z,y) dmg(y) < 0.



En lugar de “puntos correspondientes” entre dos esferas cercanas, usaremos distancias
de transporte entre medidas, que es justamente la misma definicién descrita en la seccion
anterior.

Definicién 1.12. [12] Sea (X, d) un espacio métrico con un random walk m y sean
x,y € X dos puntos distintos. La curvatura de Ollivier de (X,d,m) a lo largo de los
puntos x e y es:
W (mg, my)

d(z,y)

Durante los siguientes ejemplos y el siguiente capitulo utilizaremos la distancia geo-
désica en grafos, por lo que la definiremos desde un principio.

k(z,y)=1—

Definicién 1.13. Dado un grafo G = (V, E) no dirigido, la distancia geodésica en G
estd definida por:

d(z,y) =min{n € N: Jvg,...,vn, =129, Yy =y, (Vj,vi41) € EV0<i<n-—1}

Si dicho minimo no existe, entonces diremos que d(x,y) = oo. En otras palabras, la
distancia geodésica cuenta la minima cantidad de aristas que hay entre un camino que
une a dos vértices z,y € V.

Ejemplo 1.14. X = Z", considerando las aristas dadas por vértices cuya distancia eu-
clidiana es 1, equipado con la distancia geodésica y m el random walk simple (los m,
son invariantes e independientes de x). Entonces, para cualesquiera x,y € Z" se cumple
k(z,y) = 0. Esto es porque solamente realizamos una traslacién entre las medidas, lo
cual define un mapa de transporte 6ptimo. Esto es que W (m,, my) = d(x,y).

Ejemplo 1.15. X = {0,1}" el hipercubo discreto equipado con la distancia geodésica y
sea m la random walk descrita por m,(x) = 1/2 y my(z) = 1/2n si x ~ z. Entonces,
k(z,y) = 1/n, para todo par de vecinos z,y.

Ejemplo 1.16. X = {-n,—n + 1,...,n — 1,n} equipado con la métrica definida por
d(z,y) = |z — y| y sea m el random walk en X dado por:

1 1 k 1k
mk(k):§’ mk(k—kl):i—@, mk(k’—l):z—i—% si—n<k<n.
1 1
mp(n) = mp(n—1) = 9’ m_p(—n) =m_p(-n+1) = 9

Entonces k(x,y) = %, para todo z,y con d(z,y) = 1.

Seguramente el ejemplo mas importante y que habla del porqué comparamos la curva-
tura de Ollivier con la curvatura de Ricci es por el siguiente hecho, el cual mas adelante
se detallard como un teorema (ver teorema 3.4): Sea (X, d) una variedad Riemanniana
N-dimensional suave y completa y € > 0. Tomando la cadena de Markov m* definida
por

g .__ 1
dm;, := mdvol(y)



siy € B(z,e) y 0 en otro caso. Sea x € X y v un vector tangente unitario en x. Sea
y un punto en la geodésica que sale de x con direccién v y con d(z,y) suficientemente
pequefio, entonces

e2Ric, (v, )

2N +2) +0(e* + %d(z,y)).

’i(xv y) =

Esto nos da una intuicién de que en espacios métricos, si la curvatura de Ollivier es

positiva, entonces las “geodésicas” tienden a juntarse, mientras que con curvatura de

Ollivier negativa, las “geodésicas” tienden a separarse, que va a ser la propiedad que nos
gustaria captar en espacios mas generales que una variedad.

Es clave notar que estas curvaturas dependen no solo del espacio métrico X, sino que
también del random walk m que elegimos. Entonces, si queremos estudiar esta curvatura
en espacios métricos, en nuestro caso serian grafos, necesitamos escoger un random walk
que sea lo mas natural posible. En la siguiente seccién, escogeremos un random walk que
tiene esta propiedad.
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2. Curvatura de Lin-Lu-Yau

2.1. Introduccién

En todo este capitulo vamos a considerar G = (V, E) un grafo simple, conexo, local-
mente finito y no dirigido, donde V es el conjunto de vértices y E el conjunto de aristas
entre estos vértices. Si dos vértices x,y € V estan unidos por una arista, lo denotaremos
x ~ y. También usaremos la distancia geodésica para cada uno de los grafos de este
capitulo y denotaremos por [z,y| al conjunto de vértices de todas las geodésicas entre x
e y, incluyendo a x e y.

Consideremos distribuciones de probabilidad sobre V', es decir, mapeos m : V' — [0, 1]
tales que Y, < m(x) = 1. Suponiendo que tenemos dos distribuciones de probabilidad
m1,mg con soporte finito, un plan de transporte es una funcién A : V x V — [0, 1] con
soporte finito tal que

S Awy)=mai(z) y Y Alz,y) = ma(y).

yev eV

En este sentido la distancia de Wasserstein para grafos entre dos distribuciones de pro-
babilidad m1 y ms quedard definida como

W(ma,ma) =inf > Az,y)d(z,y),
z,yev

donde el infimo se elige entre todos los planes de transporte A entre my y meo. También
diremos que una funcién ¢ sobre V' es C-Lipschitz si

¢(z) — o(y)| < Cd(z,y)

para todo x,y € V. Segun el teorema de dualidad de Kantorovich [15], la distancia de
Wasserstein también se puede escribir de la siguiente manera:

W (my,ms) =sup Y ¢(x)(mi(x) — ma(z)),

¢ zeV

donde el supremo se toma sobre todas las funciones ¢ que son 1-Lipschitz.
Para cada vértice x € V, definimos el conjunto de vecinos de x por
MNz)={veV:v~uz}

y denotamos d, = |I'(x)|. Notemos que al considerar solamente grafos simples, no puede
ocurrir que x ~ x, es decir,  no es vecino de si mismo. Para cada a € [0,1] y cada
vértice x € V definimos la medida de probabilidad m$ como

« siv=uw,
mo(v) = 1(;:‘ siv e (),
0 en otro caso.



Un pequeno argumento del porqué usamos estas medidas de probabilidad m$ para
calcular la curvatura es por la simplicidad que tienen implicitamente, ya que estamos
considerando solo los vecinos méas cercanos de un vértice x y todos sus vecinos tienen un
mismo peso. Aparte, para los cdlculos que haremos mas adelante, es muy conveniente
que la gran mayoria de la masa que se encuentra en m$ esté en el vértice central x. Ade-
mas, como veremos mas adelante, es posible calcular dicha curvatura de forma explicita
para ciertos casos.

Definicién 2.1. Para x,y € V, definimos la a-curvatura de Ricci k, como

W(mg, my)
K (JZ, y) =1- v
* d(z,y)
Lema 2.2. [9]. Para dos vértices cualesquiera x,y, kqo(x,y) es concava en [0, 1] respecto

a .
Lema 2.3. [9]. Para cualquier o € [0,1] y cualesquiera z,y vértices, se tiene
2(1 — «)
< — .
Ha(xa y) —_ d(f]}', y)

Demostracion. Por desigualdad tenemos que

W(mg,my) > W(dz,6y) — W(dz, mg) — W(dy, my) = d(z,y) — 2(1 — ),
donde 0,(w) =1 si w =z y es 0 en otro caso. Luego, usando la definicién, obtenemos
W(mg, my) - 2(1 — a)

=T Ty S Gy

O]

El lema 2.1 implica que h(a) = kq(z,y)/(1 — @) es una funcién creciente con res-
pecto a « en [0,1) y el lema 2.2 dice que h(a) es acotada. Por lo tanto, el limite
limg—1 ka(z,y) /(1 — @) existe.

Definicién 2.4. Dado un grafo G = (V, E)) con a-curvatura de Ricci k4 (2, y). Definimos
la curvatura de Lin-Lu-Yau por

Lo primero que podemos notar es que esta curvatura solo tiene valores entre (—2,2].
El porqué se cumple que —2 < krry es por el hecho de que podemos construir grafos
donde todos los vecinos de z e y estén lo mas alejados posible (esto seria a una distancia
d(x,y) + 2 entre ellos, sin contar a los vecinos dentro de [z,y]). Cuando tenemos solo
una geodésica, obtenemos el caso de que el grafo sea un arbol, en el cual calculamos
la curvatura de forma explicita en el teorema 2.9, que claramente estd acotada por
debajo por —2. Para evitar problemas al hacer calculos de esta curvatura, enunciamos
la siguiente proposicién, la cual nos da una gran libertad para tomar un valor de «
suficientemente cercano a 1.
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Teorema 2.5. [5]. Sea G = (V, E) un grafo y sean x #y € V, entonces

Ka(,y)

rroy(2,y) = ——

para todo o € [3,1).

En particular, si consideramos « suficientemente cercano a 1, entonces h(a) = %

es eventualmente constante, por lo que desde ahora en adelante supondremos que « es su-
ficientemente cercano a 1. Esto servira sobre todo cuando veamos el producto cartesiano
entre grafos.

Proposicién 2.6. [9]. Si kpry(z,y) > Ko para cada x ~ vy, entonces krry (z,y) > Ko
para cada par de vértices x,y € V.

De esta proposicién se puede rescatar que

inf kpry(x,y) = inf kppy(z,v).
z,yeV T~y

Asi podemos saber que si krry (x,y) > ko > 0 para todo x ~ y, entonces Ky (z,y) > 0
para todo z,y € V. Por esto mismo, muchos autores estudian este tipo de curvatura
solamente teniendo en cuenta cuando x ~ y y combinandolo con el hecho anterior, hay
mucho estudio sobre este tipo de grafos con curvatura estrictamente positiva. Sin embar-
go, no es facil encontrar informacién sobre grafos de curvatura negativa, ya que las cotas
por arriba de K11y (x,y) no son comunes y las que hay son cotas estrictamente positivas.

Pero tomemos en cuenta los siguientes ejemplos. Para cada uno de los grafos conside-
ramos solamente = ~ y, entonces es posible obtener que krry(z,y) = —2/3 en ambos
grafos (con las herramientas presentadas més adelante se vuelve un trabajo sencillo ob-
tener de forma rapida y precisa este valor), pero el primer grafo es un teselado del plano
euclidiano, asi que esperamos que se vea como algo plano (curvatura nula, es mas, los
teselados del plano con cuadrados o tridngulos nos dan curvatura nula, es por eso que
esperamos que la curvatura no siempre sea negativa), pero el grafo de la derecha es un
arbol, el cual esperamos que sea hiperbdlico (curvatura negativa).

Esto invita a no solamente estudiar la curvatura krry(z,y) cuando z ~ y, sino a ser
un poco mas generales. En las siguientes secciones se tratara de abordar estrategias para
poder calcular de forma explicita estas curvaturas, es decir, estudiaremos las curvaturas
de kpry(z,y) a gran escala.
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2.2. Trabajos Relacionados

Sobre la curvatura de Lin-Lu-Yau hay varios trabajos, los cuales usan técnicas di-
ferentes a la usada en este trabajo y que son, al igual que para nosotros, para grafos
especificos. En estos se utilizan técnicas de combinatoria, transporte éptimo, teoria de
grupos, entre otros.

En el trabajo de Cushing, Kamtue, Kangaslampi et al. [(] estudian dos distintas nocio-
nes de curvaturas discretas, las cuales son la de Bakry-Emery y la que més nos importa,
la de Ollivier, en grafos de Cayley. Mientras que en el trabajo de Mizukai y Sako [11]
se estudia la curvatura de Ollivier en grafos de Cayley, mas especificamente en grupos
diedrales, grupos generalizados de cuaterniones y grupos ciclicos con un conjunto gene-
rador de a lo més 4 elementos. Ambos trabajos, cuando buscan la curvatura de Ollivier,
usan la nocién presentada por Lin-Lu-Yau, pero solamente cuando x ~ y.

Por otro lado, en el trabajo de Smith [13] menciona que esta curvatura de Ollivier,
exactamente la curvatura de Lin-Lu-Yau, es un buen candidato a ser un invariante de
isomorfismo, incluyendo un diagrama logistico para ayuda computacional o de visuali-
zacion. Ademas, identificé dos clases de grafos infinitos con dicha curvatura positiva y
da una condicién para poder calcular de forma explicita la curvatura de Lin-Lu-Yau.

Un trabajo reciente de Chen, Liu y Zhang [1] confirma la conjetura de Bonini et al.
[2] que calcula el valor exacto de grafos fuertemente regulares con pardmetros (4 +
1,27, —1,7) para v > 2. En el trabajo de Loisel y Romon [10] se describe un método
computacional para obtener la curvatura de Lin-Lu-Yau en superficies poliédricas.

Un trabajo més cercano seria el de Bhattacharya y Mukherjee [1], quienes entregan
valores exactos de la curvatura de Lin-Lu-Yau mediante particiones de los vecinos de
vértices x,y, esto en el caso en que los grafos son bipartitos. Para ver una similitud con
nuestro trabajo, revisemos uno de sus teoremas: En primer lugar, cuando se refieren a
que un grafo G es bipartito, se refieren a que no hay ciclos de largo impar dentro de G.
Consideramos que x ~ y y denotan por Ng(z) y Ng(y) al conjunto de vecinos de z e y,
respectivamente, y particionan Ng(z) = No(xz) U Ni(z) U {y}, donde

Ni(z) = {z € Na(x) \{y} : da(z, Na(y)) = 1}, No(z) = Ng(z) \ (N1(z) U{y}).

Aqui Np(z) seria entonces el conjunto de vecinos de z tales que estdn en un 4-ciclo
soportado en (z,y). De forma similar, se puede particionar Ng(y). También diremos
que un grafo H = (V' E’) es un subgrafo inducido de G = (V, E) por un subconjunto
V' C V si para cada w,z € V', w ~ z en H solo si w ~ z en G. Definimos

Po(z,y) :={v €V :dg(z,v) = dg(y,v) =2}, Vi, = Na(z) U Na(y) U Po(z,y).

Ahora, asumiendo que los vértices x ~ y no tienen vecinos en comun y que el conjunto
de vértices a distancia 2 de x e y es vacio, denotando m4 := méx{b,0}, se cumple lo
siguiente:
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Teorema 2.7. [1]. Sea G = (V(QG), E(G)) un grafo bipartito no ponderado (sin peso en
las aristas) y sean x ~ y. Supongamos que R(x,y) es el subgrafo de G, inducido por
Ni(z) UNi(y) y Ri(z,y), Ra(z,y), ..., Ry(x,y) las componentes conectadas de R(x,y).
Si Ug(z) = V(Ra(z,y)) N Ni(z) y Ug(y) = V(Ra(x,y)) N Ni(y) para a € {1,2,...,q},
entonces

1 1 N I Ua Ual'
w(y) — —2 (“Mdy—'if’hi (\ ) _ U >r>+>+‘

a=1

Otro resultado al que llegan es mediante el uso de la cintura g(G), que denota el largo
del ciclo més corto en G. Usando la notaciéon a A b = min{a,b} y usando la particién
Ng(z) = No(z) U Na(z) U {y}, donde

Na(z) :={z € Ng(z) \ {y} : da(z, Na(y)) = 2},
se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.8. [1]. Sea G = (V(QG), E(G)) un grafo no ponderado, localmente finito y
con g(G) > 5. Sean x ~ y y supongamos que Q(x,y) es el subgrafo de G, inducido
por Na(x) U Na(y) U Pg(z,y), y sean Qi(x,y), Q2(z,y),..., Qq(x,y) las componentes

conezas de Q(z,y). Si La(x) = V(Qa(2,y)) N Na(2) y La(y) = V(Qa(a,y)) N N2(y) para
todo a € {1,2,...,q}. Entonces k(z,y) = ko(z,y) A k1(z,y), donde ko y k1 estdn dados

por
1 1
= — 1 _— = —

_ L1 M@ 1= (L@ [La)|
e =2 (1= - 5 (M) )

a=1

El trabajo hecho en esta tesis tiene el contraste de que, en primer lugar, como mencio-
namos en la seccion anterior, cuando queremos estudiar curvaturas, no necesariamente
queremos considerar la curvatura entre vértices x ~ y, sino que también nos gustaria ver
curvaturas de puntos un poco mas alejados. Veremos que el problema es mas dificil de lo
que parece, asi que tomaremos grafos de los que sea factible calcular su curvatura, dando
una férmula explicita. Luego exigiremos un poco mas al grafo, definiendo asi los grafos
dociles, los cuales, como veremos, son muy sencillos o directos de obtener su curvatura,
aparte de poder hacer operaciones con ellos y que sigan preservando esta cualidad de
que su curvatura sea muy sencilla de obtener.
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2.3. Primeros ejemplos
2.3.1. Arboles

El caso mas simple para calcular curvatura es cuando tenemos un arbol, ya que tene-
mos un unico camino que conecta a dos puntos. Aqui dejamos el calculo explicito.

Teorema 2.9. Sea G = (E, V) un drbol, entonces, dados dos vértices x,y € V se tiene
1 2 2
RLLYy \Z, = _24_7_’_7 .
@9 = Jay) ( dy dy>

Demostracion. Tomemos primero el caso donde d(x,y) > 2. Como G es un arbol, existe
un Unico camino entre x e y. Asi existen tnicos 2’ € [z,y]NI(z) ey € [z,y]NT'(y) tales
que

W(m;‘,m;) =W(mg,6,) +W(0z,0y) + W(dy/,m;).

La igualdad se da por el hecho de que el grafo es un arbol, y por lo tanto solo existe un
tnico camino de transportar la masa desde los vecinos de z y  mismo a 2/, luego de 2’
a ¢’ y finalmente de y' a los vecinos de y e y mismo. Luego W (mg,d,/) es el coste de
mover la masa que va desde I'(z) \ {2’} a z y a eso se le suma el coste de mover la masa
que nos queda en x a z’. De forma mas explicita

W (e, 6,0 = [(dm—l)(l—a)] N {1_ 1;0[] :2_a_21;a'

dI x x

El mismo argumento se puede aplicar para W (4,/,my), obteniendo

W(mg, my) = W(mg, 6u) + W(dar, 8y) + W (0y, my)

:(2—@—21;Q)+(d(x,y)—2)+(2—@—216;1/()[)

T

=(1-a) (2—;—;) +d(z,y).

Ocupando la definicién de la a-curvatura de Ricci, obtenemos

W(mg,mg) (1—a) 2 2

Ral\Z, =1- = Yo = 24—+ 1.
(z,y) d(z,y) d(z,y) dy dy
o kalzyy) 1 5, 2 2

rrey (2,y) = alg?— l—a  d(zy) ( 2+ d, + dy )’

En el caso de d(z,y) = 1, tenemos que =z € I'(y). Luego W (m%, m%), es el costo de

mover la masa de todos los vértices de I'(z) \ {y} a x, luego mover esta masa que queda
en = a y, menos la masa de un vecino de y (queremos que se quede en x), el cual es
(1 —a)/dy, y finalmente mover la respectiva masa que tenemos en y a I'(y) \ {z}.

W (ot ) — <dw—1><1—a>}+ll_<1—a> <1—a>1+[<dy—1><l—a>]

v d.  d, d,

€T
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l—a 1-
:3—2a—2< @ a).

dy + dy
Aplicando la definicién, obtenemos

(@) =(1—a) (24 2+ 2 ) > hy(ey) = |2+ >+ =
Ral\Z,Y) = a d, dy Ry \Z,Y) = d, dy .

O]

Lo que podemos ver de este resultado es que en un arbol la curvatura es casi siempre
negativa (siempre y cuando d,,d, > 3). Sin embargo, cuando tenemos mas “conexiones”
dentro de nuestro grafo, el mismo argumento en nuestra demostracién no aplica, ya que
eliminamos esta unicidad en que podemos transportar la masa. En otras palabras, los
vecinos de z no necesariamente tienen que usar la geodésica [z, y| para que el transporte
sea Optimo si en el grafo existen ciclos. Para ver qué tanto se aumenta la complejidad
del problema, consideremos solamente el caso en donde nuestro grafo tiene un solo ciclo.

2.3.2. Grafos con un Solo Ciclo.

Para esta seccién consideraremos solo grafos G que tienen un solo ciclo de largo n > 3.
Definimos el ciclo de largo n por

C={x eV :H{u}igtalque xop =y =z, 2 ~ 241 V0 < i < n, z; #2; Vi < j <n},
y dado z € C, introducimos la nociéon de la raiz del vértice x por
R(z,C) :={yeV\C:d(y,z) <d(y,z) Vz€C\ {x}}.

Notemos que si G tiene un solo ciclo, se cumple que

VzCU(UR@ﬁO,

zeC

ademads, esta unién es disjunta. Dado que solo existe un tnico ciclo en nuestro grafo, po-
demos dotar a su ciclo con una orientacién, es decir, dado = € C, este tendra dos vecinos
que estaran también dentro del ciclo, los cuales estaran en sentido horario y antihorario
de z, que llamaremos z} y x4, respectivamente.

Observacion 2.10. Para el cédlculo de k1ry (x,y) no es relevante escoger una orientacion.
Esto es con el fin de simplificar la notacién y tener una mejor intuicién de lo que debe
pasar en el grafo.

En el siguiente esquema tenemos un ejemplo de vértices en un grafo con un ciclo de
largo 8, donde z,y € C, u € R(z,C), v € R(y,C) y x,y tienen sus respectivos vecinos
horarios y antihorarios.
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A partir de esto definimos la matriz de distancia con puntos principales x,y como:

d($7y) d(l'ayh) d(xvya) d(l’,R(y,C))
D | d@ny) d(@n, yn) d(2h; Ya) d (zn, R(y,C))
o d($aa y) d(maa yh) d(IEa, ya) d (xaa 'R(l’, C))

d(R(z,C),y) d(R(z,C),yn) d(R(z,C),ya) d(R(x,C),R(y,C))

Donde d (w, R(z,C)) es la distancia entre w y cualquier vecino de z que esté en su raiz.
Lo mismo para d (R(w,C),R(z,C)), la cual seria la distancia entre cualquier elemento
de la raiz de w y un elemento de la raiz de z. Por estas mismas definiciones tenemos
d(w,R(z,C)) =d(w,z)+ 1y d(R(w,C),R(2,C)) = d(w, z) + 2.

Sin embargo, esto solo tiene sentido si x,y € C. Si y estd en una raiz, entonces no tiene
vecinos horarios y antihorarios, pero tiene un unico vecino en [z, y]. En este caso, vamos
a usar la misma matriz de 4 x 4 (més adelante veremos que esto en realidad cambia),
pero teniendo en cuenta que si y no esta en C, entonces y, = y,. Esto se traduce a que
vamos a repetir una columna o fila, que para efectos de ejemplificar, no produce ningin
dafio a ningun calculo.

Para el caso en que z,y € C, se cumple que d(zp,ypn) = d(zq,Ya) = d(x,y). Sin pér-
dida de generalidad, podemos asumir d(zq,yp) < d(zp,yq). Si no sucede esto, podemos
calcular la matriz traspuesta y esto cambia la orientaciéon del ciclo, pero no nos afecta
en nada para cuando queramos calcular la curvatura del grafo. Asi x4,y € [z,y], por
lo que d(zq,yn) = d(z,y) — 2, d(z,yn) = d(zq,y) y d(zp,y) = d(x,y,). Por otro lado,
si d(x,y,) = d(x,y) — 1, entonces zp,y, € [z,y], por lo que d(zp,yq) = d(x,y) — 2. Si
d(x,y,) = d(z,y), entonces d(xp,y,) = d(z,y) — 1. Por ultimo, si d(z,y,) = d(z,y) + 1,
entonces d(xp,yq) puede ser d(z,y), d(z,y) +1 o d(x,y) + 2.

En el caso de que x € C e y ¢ C, entonces yp, = y,. Consideraremos sin pérdida de gene-

ralidad que z, € [z,y]. Asi, las filas 1, 3 y 4 de la matriz estdn bien determinadas en cuan-
to a sus valores, pero en la fila 2, tendremos 3 opciones, las cuales son que d(zp,y) = —1,
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0 o 1. En cualquiera de los casos tendriamos d(xp, yn) = d(zp,yq) = d(xh,y) — 1. El caso
y € C e x ¢ C es andlogo, tomando la matriz traspuesta.

Por tltimo, si x,y ¢ C, entonces la matriz completa estd determinada, puesto que el
Gnico camino que va desde un vértice a otro seria una geodésica entre estos dos puntos.
Ademas, tendriamos que x, = T4 € Yp = Ya.

Usando la notacién [d] para la matriz 4 X 4 cuyas entradas son todas d(z, y), podemos
escribir la matriz de distancia con puntos principales x,y con los siguientes casos:

Caso 1: x,y € C, |C| = 2k, d(z,y) = k.

0 -1 -1 1
10 -2 0
Dey=Mdl+| 1 5 o o
1 0 0 2

Caso 2: z,y €C, |C|=2k+ 1, d(z,y) = k.

0 -1 0 1
0 0 -1 1

Doy =M+ 10 5 o o )
1 0 1 2 y

Caso 3: x,y € C, |C| = 2k, d(z,y) =k — 1.

|

—_

|

[\V]
N OO =
N O N~

Yh Ya
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Caso 4: z,y €C, |C|=2k+ 1, d(z,y) =k — 1.

|

—_

|

[\
N O ==
N O N

Caso 5: z €C, |C| =2k, y € R(#,C) donde d(z, z) = k.

Jouy

0o -1 -1 1
-1 -2 -2 0
1 0 0 2

Caso 6: z €C, |[C|=2k+1,y € R(2,C) donde d(z,2) = k.

X

.yh
y
X

0 -1 -1 1
0 -1 -1 1
Doy =M+ |1 5 5 o
1 0 0 2

-
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Caso 7: 2,y €C, |C| =2k o |C| =2k + 1, d(z,y) <k —2.

0 -1 11
1 0 22
Doy =13 5 ¢ o Y v,
10 22 , ,
Ya Ya

0 -1 -1 1
1 0 0 2
Dey=ldI+1 1 5 5
1 0 0 2
y R Y
Caso 9: z,y ¢ C.
0 -1 -1 1
-1 -2 -2 0
Dey=ldI+1 1 5 5
1 0 0 2

De los 9 casos posibles, hay algunos que son analogos a otros, por ejemplo, el caso 7, 8
y 9 son andlogos a ver un arbol. Sin embargo, aparecen muchos casos nuevos comparados
con un arbol, pues aqui la masa se puede “separar” al pasar de mg a mj,. Para los deméds
casos, podemos calcular la curvatura de forma explicita, lo cual estd enunciado en el

siguiente teorema.

21



Teorema 2.11. Sea G = (E, V) grafo con un ciclo C y vértices xz,y € V, entonces la
curvatura de Lin-Lu-Yau krpy (x,y) se puede calcular como:

Caso 1: n =2k con k > 2, d(x,y) =k, z,y € C.

) P
RLLy\Z,Y) = d(m,y) d a4 ]

Caso 2: n=2k+1 conk > 1, d(x,y) =k, x,y € C.

@)= -2+ 2+ 2 i { -
RLLy\%,Y) = d(m,y) . dy min dx’dy .

Caso 3: n =2k con k > 2, d(x,y)=k—1, x,y € C.

Kooy (z,y) = ! —2+i+i—
LLY \Z,Y —d(%y) d

Caso 4: n=2k+1 con k>1, d(x,y) =k, z,y €C.

(z,y) 1 2+ 5 + 5 i L

= -2+ —+4+—-m — =]
LAY d(z,y) de  dy - dy” dy
Caso 5: n =2k conk>2, x€C, y € R(z) donde d(z,z) = k.

krry (z )—; —2—i—i—i-3
LLy (Z,Y _d(a:,y) d, dy .

Caso 6: n=2k+1 conk>2,x€C,yc R(z) donde d(x, z) = k.

( )_; _24_34_1
RLLy\Z,Y —d(%y) d, dy .

Caso 7: En cualquier otro caso.

(ry)= (24 242
w9 =g\ )

La demostraciéon de este teorema se omitira, ya que los grafos de un solo ciclo son un
caso particular de los grafos que estudiaremos mas adelante, los cuales seran los grafos
controlados y bien separados. Solo los incluimos para tener una nocién de cercania entre
los vecinos de z e y, ademas de explotar lo complicado que puede ser calcular la curvatura
solo viendo la matriz de distancia D, ,.
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2.4. Matriz de Distancia

La matriz de distancia que se definié en la seccién anterior en realidad se puede
extender a cualquier grafo. Basta ver cémo se comportan los vecinos entre dos vértices
x,y € V, con solo esta informacién y la distancia d(x,y) deberfamos ser capaces de
calcular la curvatura krry(z,y). Sin embargo, esta relacién no es para nada directa y
en realidad es un problema bastante complejo de resolver. Igualmente, una de las cosas
que podriamos preguntarnos es cudles son las posibles matrices de distancia que pueden
aparecernos en un caso mas general. Partamos eligiendo un grafo G = (V, E) con z,y € V

y{xi,....zm}, {y1,...,yn} vecinos de x e y, respectivamente, donde m = d, y n = d,,.
Definimos la matriz de distancia D, , como la siguiente:
d(xlay) d(xlayl) d@hyn)
Da;,y = . . . .

Esta matriz se puede escribir como la suma de [d] y una matriz residual, es decir, cada
entrada de la primera fila se puede escribir como d(z,v) = d(z,y) +1i, con i € {—1,0,1}
y v € I'(y). Lo mismo pasa para la primera columna, y las deméds entradas se pueden
escribir como d(x;,y;) = d(x,y) + i donde i € {—2,—1,0,1,2}. Las posibles matrices
residuales son las siguientes:

0 ~1 0 1

A |7 {=2-n0p {-10) 0
1o  {-1,00 {-1,0,1} {0,1}
1 0 {0,1}  {0,1,2}

Esto quiere decir que, por ejemplo, cada vez que veamos un —1 en la primera fila,
entonces en la columna de esta entrada encontraremos valores entre —2, —1,0. Si en la
primera fila aparece un 0, entonces en su columna solo pueden aparecer valores —1,0, 1.
Por otro lado, no necesariamente apareceran los valores 0 6 1 en la primera fila y/o
columna, pero si debe aparecer al menos un —1 en la primera fila y primera columna,
puesto que existe al menos una geodésica entre x e y. Ademads, podemos hacer las com-
binaciones entre valores de la primera columna y primera fila, por ejemplo, si tenemos
un 0 en entrada (1,n) (primera fila) y un 1 en la entrada (m,1) (primera columna),
entonces en la entrada (m,n) solo podemos tener valores entre 0 6 1.

Hay que recalcar que esta matriz esta escrita como 4 X 4, pero no necesariamente es
una matriz 4 x 4, sino que deberfa ser (d, + 1) x (dy + 1), pero la escribimos asi para
ver las posibles opciones que tenemos segin los valores que tenemos en la primera fila y
columna. Aqui la primera entrada A; ; siempre seria d(z,y) — d(z,y) = 0. La primera
fila corresponde a d(x,v) — d(z,y) =i € {—1,0,1} donde v € I'(y), de forma andloga
creamos la primera columna. Las demas entradas las rellenamos con las posibles opciones
que tenemos para d(u,v) —d(x,y) con u € I'(x) y v € I'(y).
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El problema es que aunque tengamos estas opciones, hay matrices que se escriben con
estas entradas y no pueden ser matrices de distancia, es decir, las matrices de distancia
deben tener la forma descrita anteriormente, pero una matriz con esta forma no necesa-
riamente es una matriz de distancia. Por ejemplo, la siguiente matriz no puede ser una
matriz de distancia:

0 -1 0 11
-1 -2 0 00
A=10 0 1 10
0 0 -1 01
1 0 1 0 2

Pero si no sabemos qué estd mal en esta matriz, es un poco complejo saber donde
estd el error. En este caso, el error es que la coordenada A3 2 no puede ser 0, deberia ser
de forma obligada un -1. Supongamos que esta entrada corresponde a d(x,y) — d(u,v),
donde u € T'(z) y v € I'(y). La primera fila y columna nos dan la informaciéon de
que d(u,y) = —1 y d(z,v) = 0, pero de todos los y; € I'(y) tales que d(x,y;) = 0,
ninguno cumple que d(z;,y;) = —1 para algin z; € I'(z), lo cual parece una condicién
extrana, pero que debe suceder. Es mas, si solo cambiamos esta entrada por -1, entonces
podriamos dar un ejemplo de un grafo con vértices x,y tales que la matriz de distancia
cumple con esta matriz dada:

0 -1 0 11
-1 -2 0 00
A=|10 -1 1 1 0
0 0 -1 01
1 0 0 2

X

y

Sin embargo, hay entradas que si las podemos modificar y solo nos agrega o elimina
una arista dentro del grafo, pero sigue siendo una matriz que es matriz de distancia de un
grafo entre dos vértices. Por ejemplo, en la matriz anterior, si cambiamos la entrada A4 2
(de color azul) a —1, o la entrada As3 (de color verde), entonces afiadimos las aristas
azules y verdes respectivamente, quedando el siguiente grafo:
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Todo esto asumiendo que d(z,y) = 2, pero esto no importa para el cdlculo de esta
matriz. Aparte de que no es directo obtener la curvatura krry (z,y) a partir solo de la
matriz de distancia entre los puntos z,y, estas matrices tienen ciertas restricciones que
se desconocen, méas alld de lo que se pudo expresar en el ejemplo de que una entrada
deberfa ser —1 y no 0. Ademads, puede que agregar o quitar solo una arista (que en la
matriz de distancia puede ser cambiar unos valores de un par de entradas) cambie de
forma dréstica la curvatura. Por lo que, para intentar calcular la curvatura de un grafo,
requerimos ser mas especificos en qué tipo de grafos podemos calcular o no su curvatura
de forma “sencilla”, que es el tema del cual hablaremos en las secciones siguientes.
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2.5. Grafos Controlados y Bien Separados

Ya viendo qué es lo que pasa con algunos grafos, es natural preguntarse qué es lo que
sucede cuando aumentamos la cantidad de ciclos en un grafo, la cual es una pregunta
muy complicada de responder en el caso general, como vimos en la seccién anterior.
Para ello deberiamos ser capaces de tener una forma de, a partir de la matriz de distan-
cia D, ,, calcular la distancia de Wasserstein directamente de las entradas de esta matriz.

Por lo antes mencionado, nos enfocaremos a pensar alguna estrategia para saber cal-
cular la curvatura de algunos grafos que cumplan alguna propiedad. Esto quiere decir
que queremos que los vecinos de los vértices x e y cumplan ciertas propiedades de pro-
ximidad. Por ejemplo, cuando consideramos un grafo con un ciclo, teniamos uno o dos
vecinos para x o y que estuvieran en la geodésica que va desde x a y, lo que hacia que
la curvatura cambiara. Asi que nos gustaria saber qué tanto afecta la curvatura cuando
los vecinos de = estan mas o menos cerca de y y viceversa.

Para esto tomemos w,z € V y definamos los siguientes subconjuntos de I'(z) que
dependeran del punto w y sus vecinos I'(w):

'Y (z) :=T(z) N [w,z].

I(z) :={uel(z):du,w) =d(w,z)}

Lh(z) = {u el (2):d(u,w) =dw,z)+ 1}
Ilz) = {ueTl(2): Ivel(w):du,v) =dw,z)—1}

w
I (2):={ueTi(z): Ivelf(w):duv)=dw,z2)}
IL(z):={ueTi(z):3velf(w) \T%w) : d(u,v) = dw,z)+1}
Li(2) =Ty() \ T, (2)
i (2) 7= Tg(2) \ (T5,(2) UT,(2))

Observacién 2.12. Los vértices v que se ocupan en la definicién de los conjuntos I'y!(2),
I'%(2) y TL(2), si es que existen, entonces viven en I'; ' (w), T%(w) y T'l(w) respectiva-
mente. Ademads, por la construccién de estos conjuntos, siempre es posible hacer una

union disjunta de I'(z) en relacién a otro vértice w € V tal que z # w, es decir, siempre
es posible escribir I'(z) como

D(2) =T9(2) UTE (2) UTE(2) uT, () UTY (2) UTL (2).

En resumen, salvo detalles explicitos en las definiciones, hacemos la particién de I'(z)
segun la distancia que tienen cada uno de los vértices de este conjunto con respecto
a w y sus vecinos I'(w). Asf, para cada u € TI'’)(2), debe existir v € I',(w) tal que
d(u,v) = d(w, z) + i y viceversa para cada i € {—1,0, 1}. El conjunto I'? son los vecinos
dentro de las geodésicas [w, z], ' y I'* son los conjuntos sobrantes de estos I'.
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Definicién 2.13. Dados w,z € V decimos que un grafo G = (E,V) es un grafo bien
separado en w, z si:

1. d(u,v) = d(w, z) + 1 para todo u € T} (2), v € T} (w).
2. d(u,v) = d(w, z) + 2 para todo u € T (2), v € T'}(w).

Diremos que G es un grafo bien separado si es bien separado en cada par de vértices
w,zeV.

Un esquema que nos permita visualizar de mejor manera esta particion es el siguiente.

h
Fy (x)

R
| MES)

h
L»

Como se menciond antes, aqui para cada u € F?y(x) existe v € T%(y) tales que
d(u,v) = d(z,y) + i para cada i € {—1,0,1}. Asi que las aristas de la izquierda del
esquema representan estas distancias. Podemos notar que los conjuntos I'Y estan en las
geodésicas [z, y]. Los vértices de Ff(w) tienen una distancia d(z,y) — 1 a un elemento de
I'Y(y) (respectivamente para I'f(y)) y el conjunto FZ’(x) son los vértices “méas alejados”
de los vecinos de y (respectivamente para I'”(y)). Las lineas punteadas representan que
los elementos de I'; L(z) pueden estar a una distancia d(z,y) — 1 de algtin elemento de
I'Y(y) o no (lo mismo pasa para I'; (y)).

Observacion 2.14. Es posible traducir la propiedad de que un grafo sea bien separado a
la matriz de distancia; basta verificar que algunas entradas sean 1 o 2 (dichas entradas
estdn dadas por los conjuntos implicados en la misma definicién de grafo separado).
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Un pequeno ejemplo de un grafo que no es bien separado seria el siguiente:

w X

z y

En este caso I'(x) = {w,y, z}, T'(y) = {x, 2} y sus respectivas particiones serian
D(x) = {y}, Tyla)={w}, Tj)=0, Ty (@2)={z}, Ty)=0, Tyx)=0.

Ti(y) ={z}, Ty =0, Ti) =0, I;'()={z}, Taly) =0, T.(y) =0.

El problema es que w € FZ(JL’), z €T Y (y) y d(w,z) = 1, lo que contradice la primera
propiedad que pedimos para un grafo bien separado. Sin embargo, el grafo si es bien
separado si consideramos los pares de vértices x,z o w, y.

Ahora para permitir que los calculos sean precisos, necesitaremos la siguiente propie-
dad. Supongamos que para cierto valor i € {—1,0,1} se tiene que I'} (z) # 0. En dicho
caso consideramos la distribucién uniforme fir; (,) 2" (%) - [0,1] como

Al

VA CTY (2).

Definicién 2.15. Decimos que un grafo G = (E, V) es un grafo controlado en w,z € V
si se cumple que

w (u%(z),upi(w)) = d(w,z) +1, Vi € {~1,0,1} tal que I, (2) # 0.
Diremos que el grafo G es controlado si es controlado en cada par de vértices w,z € V.

Lo que nos permite hacer esta tltima definicién es dar la caracteristica de que cuando
escojamos un plan de transporte entre mg y my, vamos a enviar toda la masa de I';/ L(z)
a T, (y), de I)(z) a T(y) y de I'y(x) a 'y (y) (combindndolo con que el grafo sea bien
separado), teniendo en cuenta que si falta masa, entonces sacaremos lo que falta desde
x y si sobra, entonces enviaremos el sobrante a y. Explicado con un diagrama, lo que
intentamos definir es que la masa primero hace la accién en verde y luego la azul (ver

imagen adjunta).
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En donde el primer esquema indica que falta masa, asi que compensaremos con masa,
desde el punto central x. En cambio, en el esquema de la derecha sobra, asi que la masa
que sobra se va al punto central y. Esto es posible hacerlo por el hecho de que para «
suficientemente cercano a 1, la gran mayoria de la masa de m¢ se encuentra en z.

También es posible tener combinaciones de estas propiedades para los diferentes 7.
Para esto, veamos el siguiente grafo.

X0

Yo

En este caso d(x,y) = 2, ast que T () = {1}, T (y) = {y1,v2, 53}, TY(x) = {z0}
y IT%(y) = {yo}. También tenemos que d, = 6, d, = 8. Asi la masa de Ly (z) y D7 (y)
son (1 —a)/6y (1 —«a)3/8, respectivamente, y la masa de Fg(:c) y I'%(y) son (1 —a)/6
y (1 — «)/8, respectivamente. Por lo tanto, cuando transportamos la masa desde mg a
my, va a faltar cuando consideramos los conjuntos I'! y va a sobrar si consideramos los
conjuntos I'’. Esto no es problema, puesto que en la definicién de grafo controlado, ver
que se cumple la propiedad para los conjuntos I' ™! y los I'? es de forma separada.

Teniendo todo esto en cuenta, podemos ver que los grafos con un solo ciclo son con-
trolados, ya que uno de los valores de \F;l(x)| ]Fg(az)], |F?1/(:c)| serd 1, y el resto serd
0. Esto nos dice que los grafos de un solo ciclo son grafos controlados. Ademas, por la
separacion que tienen los vecinos de cada vértice, también es un grafo bien separado.
En conclusion, los grafos de un solo ciclo son grafos bien separados y controlados. Mas
precisamente, para los 7 posibles casos que encontramos en el 2.11 podemos calcular una
particién de los vecinos de x e y, lo que nos da lo siguiente:
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Caso 1+ TY(x)| = [2(y)] = 2, |Th(a)| = ds — 2, [T2(w)| = d, — 2, [Ty (@) = T3 ()] =
Ty (@) = T2(y)| = !Fl( )| =Te(y) = TE(y)] = [T (z)] = 0.

Caso 2: [T§(x)| = T4(y)] = 1, |0 (=) = T3 (W) = 1, ID)(2)] = do — 2, [Th(y)| =
dy -2, |Ty(z)| = T 9,;( )!— ITy(2)| = T2 (y)| = f( )| =T ()| = 0.

Caso 3: [T§(x)| = [T4(y)| = 1, [T)(x)| = [TYy)| = 1, [T)(2)] = dx — 2, [TR(y)| = dy —
2, |0, (2)] = T ()| = [Ty (2)] = [Ta(y)| = ITE ()| = T ()] =0

Caso 4: [Tf(x)| = [P4(y)| = 1, [Ty(x)| = [T3(y)] = 1, [T)(2)] = d» — 2, [Th(y)| = dy —
2, [T, (2) = TN (y)] = !TO(fC)I = [[2(y)| = [T ()| = [T ()] = 0.

Caso 5: [T§(x)| =2, T(y)l =1, Tj(z)| = do—2, [T (y)| = dy—1, [T, ()| = [T ()] =
Ty (@) = T3 (y)| = Ty (2 )I—IFI( )| = !FR( )| =1 ( )| =0.

Caso 6 [P0)] = 1 () = L 40l = o2, X0 =L ) =1, 1050 =
T2 (y) = Ty ()] = T2(y)| = [Ty ()| = Ta(y)| = T ()| =

Caso T: |[TY(2)| = [T4(y)| = 1, [Ty(2)| = do — 1, [Th(y)| = dy — 1, [T (@) = TN (y)| =
Ty (@) = T2(y)| = !Fl( )| =Te(y) = TE(y)] = [T (z)] = 0.

Teorema 2.16. Sea G = (V, E) un grafo controlado y bien separado. Sean z,y € V,

entonces su curvatura de Lin-Lu-Yau es

9(x)| — h T
’QLLY(JJ,y): ‘Fy( )’ |Fy( )‘

1

RO

(

d(z,y)

0
|\Fy(a?

dy

dy

)| |F2(y)||
dy

F_l
z<y>|+mm{| S @)
dy:

Ty @) T3 (y)]

()] 5!

()]

da

)

})

dy

dy

}

Demostracion. Consideremos un plan de transporte A tabulando los valores de A(w, z)

para vértices w, z € V que estan en los respectivos conjuntos:

w\ z T I9 (:v) F;l(az) Fg(aj) leJ(ac) Fff(x) FZ(H?)
Y *0 79 ()] 1dz°‘ *1 *9 *3 lef(a:) 16?10‘ \FZ(&:)] 1(1_106
o) | Mg | o o | 0 | o 0 0
I (y) *4 0 *7 0 0 0 0
2 (y) *5 0 0 - 0 0 0
I (y) *6 0 0 0 X9 0 0
T2y | [TE(y)] lgy 0 0 0 0 0 0
i) | 0wz 0 0 0 0 0 0

Donde los valores de x;, para 0 < i < 9, son los siguientes:
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= v = a = H(TY(@) 22 + [P(y)|572) — 2(Th) 72 + Ph(y)|2)
—L(PR@) 2 + TR(y)172) - § Thosy [P ) 1422 — [D(2) 22|

= %1 = max{0, |F;1(x)\ld%a - ‘Fgl(y)lld_iya

¢ o = mixc{0, [T(@)] 12 — [T9(y)| 52

= w3 = mix{0, [T (2)| 57 — [T (y)| e
i = mix {0, [T ()] 12 — |0y ()] 152,
- :max{o,rrgz(y)m;y T9(a)]

s = mix{0, [T0(y) 172 — [T ()| 52

B k7 = min{\Fgl(m)fl(;Taa ‘Fc?l(y)’ld_iya}
O(y)I52).

L)l e

Donde cada celda corresponde a la masa que envia cada conjunto de vértices a otro

y A(w, z) = 0 para cualquier otra combinacién de vértices w, z € V. Por ejemplo, cada

vértice de FZ({L‘) tiene una masa de 1;—’1, asi que la masa que se envia desde este conjunto
T

m kg = min{|F2(1:) 1o

= x9 = min{|T} ()|

a y es un total de |T] (x)\lg—z‘” Podemos considerar este plan de transporte porque como
el grafo es controlado, entonces toda la masa que se encuentra en I'; ! (), ') (z) y T ()
se transporta hacia I';!(y), I'%(y) y I'L(y) respectivamente. Ahora bien, como la masa
puede sobrar o faltar, usamos justamente estos valores de x; para compensar esto con
la masa de los puntos x e y, ya que como consideramos « suficientemente cercano a 1,
entonces no llegamos a tener ningtn problema.

Notemos que A de hecho es un plan de transporte ya que la suma de cada columna
y fila da justamente la medida de los vértices que se encuentran en I'(z) y I'(y) respec-
tivamente, solo que para ahorrar notacién se escribe como un plan de transporte desde
conjuntos a conjuntos (a excepciéon de la primera fila y la primera columna, que debemos
sumar ambas al mismo tiempo para obtener mg(z) y my/(y) por la proyeccién del plan
de transporte). Con esto en cuenta, tenemos la siguiente desigualdad:

W(m%, my) = inf Z A(w, z)d(w, z)

< (IPg(@) 1222 + IPY(y)| 152 + #7) (d(z,y) — 1)
+ (I )\Td@c y) + IDE@)AZ2 + w0 + 51 + 54 + 45 ) d(,)
+ ()5

[T ()L + %0 + 53 + 5+ 56 + 0 ) (d(w,y) +1)
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= a-d(z,y) - (I0g(@)| 572 + T4y 2) + (\r’;( )22 + [Th(y) 122
— min{|T, " (0)|472, 0, <y>|;a}+ 9 ()14 gy )ize|
Y2} + |y >|*—|r1 )22

, 1 1—
+ mln{]Fy(:U) =2

r W + T (@) g2 d(z, y)

L d@,y) (Pi(x)\liia + T9(y) + [Th(2) 12
1

2
+[PE )2 + I0, @)l - 0 7\+]|F° *—|r°< >|T\
+|ITy @) 452 = W) 52]) + (min{|T, " (@)1=, 10, )| 5

+ min{lfg(az) lga
= a-d(z,y) — (Do) 'Z

D)7} + min{|T} (=) 172, [T (0)|7 )
Jy)|e) + (|rh< )|z +|rh<>

)

= min{|T; (@) 72, 07 ()| 52} + |09 (2) |27 rr°< y)| e
+min{|T}(@)| 572, [TH ()| 172} + [T (@) 72 — [T (y)] 5=
d

2

= d(x,y) - (ITg(@)| 7= + P (y)| 5

—min{|0; (@), 07 ()| 452} + |19 ()|
+ max {0 (2)| 472, T3 ()| 52 ).

Ahora para la desigualdad contraria usaremos lo siguiente: Dados z,y € V, conside-
remos las funciones @z, Yz y ¥ Cz,y, de la siguiente forma:

o) + (|rh< >|H + [Th(y)|2)
O

= Si

Ly @) > 100 engonces
- )
Y

T

d(z,y) size F;l(a:),
Yey(2) =11 siz el (y),

0 otro caso.

De lo contrario tomamos

oy (2) e {d(:c,y) -1 size F;l(x),

0 otro caso.

o2, entonces
Y

dlz,y)+1 size Fg(:r:),

Yay(z) = {1 si z € TR(y),
0 otro caso.
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De lo contrario tomamos
d(z,y) =1 sizelY(x),

Yay(2) =9 —1 si z € T9(y),
0 otro caso.

o, entonces
)

d(z,y)+1 sizel,(x),

0 otro caso.

Cay(2) == {

De lo contrario tomamos

d(z,y) sizel(z),
Coy(z) =4 -1 sizel(y),
0 otro caso.

Ahora consideremos la funcién ¢ : V' — R definida por:

-1 si z € T (y),
0 si 2 € {y} UL (y),
1 si z € TY(y),
r,y)—1 sizelY(z),
x,y) siz={z}U Ff(aj),
x,y) +1 sizEFZ(x),
Pay(2) siz € DY (x) UTL (y),
Y y(2) si z € Ty(2) UTR(y),
Cay(2) size F;(az) UTL(y).
Por inspeccién se puede ver que para cualquier eleccién que tengamos de las funcio-
nes Qgy, Yoy v Cry se cumplird que ¢ es 1-Lipschitz. Esto se debe a que el grafo es

bien separado, asi no enviamos masa de un vértice desde un conjunto I'* a otro I'V. Lue-

go, la dualidad de Kantorovich nos da la otra desigualdad recordando que W (mg, mz‘) =
supy > .cv ¢(2)(mg(2)—my(2)), donde el supremo se toma sobre las funciones 1-Lipschitz.

W (ms,mg) > (d(x,y) = DITY@)F2 + d(z,y) (o + [P (@) 222) + (d(z,y) + DITh ()| 7=

Yy
— (~IPhw)| e + e ) 2 ) + > (Pay(2) + Yy (2) + G (2)) 72
z€ly ! (z)UTY (z)ur') ()

B 3 (Poy(2) + Vuy(2) + Coy(2)) 122

2€05 ! (y)UT (y)urk (v)

L)
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El valor de # — & tiene 8 opciones posibles, dependiendo de los casos de ¢, ¥ y (.

Iy 2! 0 (a 0 Il (z !
. Caso 1: dz( I s iz @l | ( )| S rew)l | 1&( )| S D).

y = dy . = dy
&&= 1 (2) 170 d(xy>+|r0< )22 (d(w,y) + 1) + [Ty (@) 72 (dlz, y) +1)
—(rr <>|1a+|r° )
= |1, (@) | 2z2d(, y>+\r0< >\1T (2,9) + Ty () | 272d(x, )
— min{|0, (@) 572, |07 ()| 2} + max{ [T} ()| 472, T3 ()| 252
+ |15 () *—|r°< )| ize

« Caso 2: L@l 5 Lo @)l L@ 5 e L@ )],

dy 0 dn = d, s dy

A& =0 (o) 7%z, y) + Ty >

(d(,y) +1) + Ty () 72 d(z, )

= (IPZ ) 1222 + [0S 22 — TEw)1%52)

= 0, (@) 72 d(e, o 0 2w, ) + [T (@) 25 o)
— min{|T, " (2) | 372, 05 ()| 472 ) + mé{ |0y () | 222, D3 ()| 252
+ |5 (@)1= \PO( )

-1 _ 0 1
« Caso 3: |Fydx(x)| > ‘del(y”, ‘F?i(x)l < \ng(y)| y |Fyd(x)| > |F;(y)‘:

Y = y e T dy

&&= [0, (@) 2d e, y) + 05 (@)| 72 (d(2,y) = 1) + [T (@) 52 (d(z, ) + 1)
~(Inz w2 - IS w)2)
= |0, (@) 72 d(a, v+ |r0< >|1d—
Sl

dy

(2,9 + T () |12 d(, )
a, } + méx{|Ty ()| ”Pi(y”l‘%

— min{|T; (2)| 172,
+ |5 *—rr% )1

. Cuso 4: |F;;z<x>| > L )l \Fidcr)l < o Nl o),

- Y £ Y T dy
&&= 1, (2) ] 172, y) + ) (@ >r Z2(d(w,y) = 1) + [T (2)| 72 d(z, 9)
= (IPs @) 1222 = TS| 2 — e w)1452)
= |0y ()| 172 d(a, )+\F°( )!i;ad<a:,y)+!F;(w) Zed(z,y)
— min{|T; 7 (2) | 172, |07 ()| 12} + méx{ [Ty (2) | 172, T3 ()| 12}
+ |75 ()] L= |r0< )| ize

34



Ity @) ;! T (@) o T ()] I'l(y
s Caso 5: ydm <\ Cly(y)l, fiz > \ diy)l z(;im _| di)"

1) + |Ty() 72 (d(z,y) + 1) + [Ty (@) 122 (d(z, y) + 1)

&&= [T (@) 5 (dy)
() e
- Iy @) g2 >+|r0<a:>\d— (x, y>+\r1<x>rd (2.9)
—mm{\r )| 2 |0 () 2 ) (| () 2, [T () S

+ {15 ()] |r°< >\T\.

ry@| _ [riy
o)l I,

 Cuso 6: |F;;;m>| <@l el el

Y £ - Y

&&= (@) 72 (d(x,y) = 1) + [Ty(2) 72 (d(w,y) + 1) + [Ty (@) 72 d(w, y)

—(rr0<> 7= - [T w)|'2)
= |0y (@) 52 d (@, y) + [T ()| 52 d(w, ) + T (@) 72 d(z, )
— min{|0; (2) |22, 17 (4)[L72} + max{|T} (2) 222, [Th(y)| 452}

+ |15 (@) *f|r°< )| ize

0 (g .
a Caso 7: v L (a:)l < e (y)l \lei )l \ngiy)l v Ty ( IS IF;i)\‘

(z,y) = 1) + [Ty @)1z (d(z,y) = 1) + |y ()17 (d(2, y) + 1)

&&=, (z)| 52
1—

— (-1 @) 1z2)
= Iy (@) >+\r0<x>\1d— (2,9) + Ty (2)| 272 (o)
—min{|T,(2) 32, 05 ()| 72} + méx{ |0y (2) 222, D3 ()| 252
+ {15 ()] *—|r°< )| =
—1 —
. Caso 8 IFydz(x)I < ‘F””;y(y”, \F%(zz)l < \ngiy)l v IF%SB)I < |1“}zliy)\:

&= (@) F (d( z,y) = )+IF°( Wz (d(z,y) = 1) + Ty ()72 d(z, )
1—

- (—|r0< >| — [Thw)l52)
— T, ()] )+|F°( o) |2 d(z,y) + Ty (2) | (rr y)
~ min{|T; ( = WA} + max{|Ty ()17, Do (y)| 172}
+ |IT ()| 2 rr0< )1z
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En conclusién, tenemos

2) + (d(=,9) + 1)[Th(2)| 5
d(z,y) + |0) ()| 72 d(=, y)
Hy)|A72} + max{|T) (@) =

W(m,m) > (d(z,y) — DIDY(@)| 42 + d(z,9) (o + D)4
— (—ITh@) 2 + )52 + 0y (@) 2

+ T} (@) [ 22d(x, y) — min{|T; (@) 12, |15

+ |5 @) 2 — T8 )] 5=

= d(w,y) (Irg ()| y<x>11;7a+rrh< A+ 0 ()52 + T, ()| 272 + T () 42

+a-d(z,y) - [Tg()| 52 + Th(2)| <>ry T4 (y

—min{|r-1<x> —1<y>|1;7a}+max{|ry<x> RO

T -~

= d(x,y) - (\W( >rl 2 4+ (T4 (y) dy) (W( )L

< [Tk (y)| e

e
11—«

)

+ ‘|F2(m

w5

—min{]FJl(x) - (y) y($) d x( )
+ | @)1= - 07 )12 |-

Asi tenemos

W (mg,m) = d(x,y) — (I09(x)| 1=

1w)1572) + (0 (@)1 72 + T3 () 7
— min{|Ty ! (2) | 472, 07 ()] 52} + | [0 (0)| 172 — 07 ()22

Usando la definicién de ko, = 1 — Ty)) y krry (x,y) = limg—1 C{ obtenemos lo
pedido. O

La ventaja entonces de este tipo de grafos bien separados y controlados es que tenemos
una féormula precisa para calcular su curvatura. Pero, sigue siendo una férmula un tanto
complicada y, como veremos en la siguiente seccion, estas propiedades no se mantienen

cuando agregamos aristas y vértices, como por ejemplo, cuando aplicamos un producto
cartesiano.
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2.6. Grafos Dociles

De la seccién anterior, ya tenemos una familia de grafos que son controlados, pero
una pregunta buena para hacerse es si es complicado crear familias de grafos que sean
controlados. Para ello, hablaremos del producto cartesiano entre grafos.

Dados dos grafos G = (Vg,Eg) vy H = (Vg, Eg), su producto cartesiano GOH es
un grafo sobre el conjunto de vértices Vg x Vi, donde (z1,y1) ~ (z2,y2) si 1 ~ x2 0
y1 ~ yo. Para el caso en que los grafos G y H son regulares, es decir, todos los vértices
tienen la misma cantidad de vecinos, entonces se puede calcular la curvatura para su
producto cartesiano en vértices vecinos con el siguiente teorema.

Teorema 2.17. [9]. Supongamos que G es dg-reqular y H es dy-regular. Entonces, la
curvatura de G O H estd dada por

dg

”gL%H((xlvy)v (72,y)) = ngLY('rl’xQ)a
dy

/igLE/H((ﬂ%yl)a (7,92)) = m’iﬂy(th)-

Donde x € Vg, y € Vi, x1 ~ 22 € Y1 ~ Ys.

Inspirdndonos en esto, consideremos el siguiente caso:
X4 X X,

.y

Yy

Este grafo es controlado en z,y, donde I') (x) = {21, 22} y T2 (y) = {y1}. Si considera-
mos hacerle producto cartesiano con el grafo més simple que podamos, que seria {0, 1},
nos da lo siguiente:

(x1,0) (x.0) (x2,0)
. (X2,1)
(y4,0)

(ys,1)

37



En este caso F?%O)(({L', 0)) = {(21,0), (22,0), (z, 1)} ¥ F(()L())(ya 0) = {(y1,0), (y, 1)}.
Antes, la masa de Fg(az) era (1 —a)-2/3 ylade I'Y(y) era (1 — ) -1/2, por lo que,
si consideramos que la masa la enviamos de m$ a m$, la masa sobraba. Sin embargo,
ahora la masa que estd en el punto (z,1) debe ir a la de (y, 1) para que mantengamos la
propiedad de ser controlado. Pero en (z,1) tenemos una masa de (1 —a)-1/4 y en (y,1)
es (1 —a) - 1/3, por lo que faltaria masa. Asi nos encontramos con el problema de que
el grafo original es controlado, pero si le hacemos un producto cartesiano con cualquier
otro grafo que contenga al menos una arista, entonces deja de serlo.

Algo en particular que nos gustaria de un tipo de grafos es que no pase este fenémeno,
de que por un lado la masa sobra y por otro falta cuando anadimos al menos un elemento
en los conjuntos I, lo que nos lleva a la siguiente definicién.

Definicién 2.18. Decimos que un grafo G = (V, E) es ddcil en w, z si se cumplen las
siguientes propiedades:

= (G es controlado en w, z.
= [T (2)] = T (w)| para cada i € {—1,0,1}.
= dy =d,.
Diremos que el grafo G es docil si es décil para cualquier par de puntos w,z € V.

Si construimos la matriz de distancia, seria de la siguiente forma:

d(zy)  [d@TEW)] [d,TEW)] [0z )] [d@.T0 )] [d@TLy)] [d@Thy)] ]
[d(y, Iy ()] * * * * * *
[d(y,T{ (z))] * * * * * *
Dx,y == [d(yvrgl(z))] * * Ay * * *
[d(y,T'Y ()] * * * Ao * *
[d(y,F%l(:):) ] * * * * Aq *
| [d(y,Th(z))] * * * * * * i

Aqui d(x,T%(y)) = d(x, 2), con z € T (y), asi que reordenamos las filas y columnas
para que nos queden ordenadas segin la particién que construimos para I'(z) y I'(y) y
asi obtenemos submatrices A; con i € {—1,0,1}. Usamos la notacién [d(x,T%(y))] para
representar una matriz 1 x m (filas) o m x 1 (columnas) con valores d(z, '’ (y)) = d(z, 2),
con z € T (y) (aqui i también puede ser g, h o R).

Proposicién 2.19. Un grafo es décil en x,y si y solo si su matriz de distancia Dy,
descrita anteriormente, cumple con lo siguiente:

1. La matriz Dy, es cuadrada.
2. Las matrices A; son cuadradas para cada i € {—1,0,1}.

3. Para cada matriz A; construimos una matriz del mismo tamano B; tal que si
(Ai)jr = d(z,y) + i, entonces (B;)jx, = 1 y 0 en otro caso. Entonces cada Bj,
mediante intercambios de columnas y filas, es equivalente a una matriz con diagonal
principal llena de 1’s.
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La gracia de este proceso es que estamos haciendo una biyecciéon entre los conjuntos
I, (z) y I (), lo cual reduce enormemente la complejidad de esta matriz de distancia.

Por definicién, cualquier grafo décil es automaticamente regular. Por esto mismo, si
queremos hacer referencia al grado d¢g de un grafo docil G, diremos que G es un grafo dg-
décil. Sin embargo, no es cierto el converso. Algunos ejemplos de esto son los siguientes:

u;

En ambos ejemplos los grafos son regulares. Notemos que para el primero, si conside-
ramos los puntos x,y, tenemos

FZ(:B) = {y}a FZ(:L’) - @7 Ff(x) = (Z)a ngl(x) = (Z)’ Fg(x) - {xlax2a$3}7 Fgl/(x) = 0.

Ti(y) ={z}, Ti(y) =0, Ti) =0, T;'()=0, T ={y .y} Ty =0

Pero nos encontramos con el problema de que W (upg(y),,upg(l,)) > 1 = d(z,y), asi
que este grafo no seria controlado en z,y. En cambio, el segundo grafo cumple que

I9(u) = {u1, up}, pero I (v) = {v1}. Asi [I(u)] # |T5(v)].

Algunas de las ventajas que tiene este tipo de grafos es que, en primer lugar, no ne-
cesitamos que el grafo sea bien separado para poder ocupar la férmula de la curvatura
escrita en el teorema 2.16. En segundo lugar, esta misma férmula se simplifica consi-
derablemente. Denotando |I'%| := [T (y)| = \F;(x)\ para grafos ddciles, obtenemos lo
siguiente:

Corolario 2.20. Sea G = (V, E) un grafo décil y sean x,y € V, entonces

KLy () = m (IT9(@)] + % ()| — [Ty ()] = DA ()| + 0~ = [T1]).

Es posible usar el teorema 2.16 en este tipo de grafos por el hecho de que, en el plan
de transporte de la demostracién, todos los minimos/méximos se eliminan, ya que el
grafo es regular y se cumple |I'%,(2)| = [ (w)|. Esto también aporta a que al hacer el
transporte, no falte ni sobre masa, asi que no hay necesidad de alejar tanto los vértices
de los grafos, lo cual es lo que usamos cuando pedimos que el grafo sea bien separado.
En otras palabras, lo que se quiere rescatar en la propiedad de un grafo décil es que
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antes habldbamos de que cierta masa sobra o falta, ahora eso no puede pasar, es decir,
toda la masa que va desde I'; () tiene que llegar a I'; (y), sin que sobre ni que falte. Esto
nos da una ventaja, ya que a partir de este tipo de grafos podemos construir otros del
mismo tipo haciendo un producto cartesiano entre estos, lo que queda mas claro en el
siguiente teorema:

Teorema 2.21. El producto cartesiano es una operacion cerrada para grafos dociles,
es decir, si G y H son grafos ddciles, entonces su producto cartesiano G U H es ddcil.
Ademds, para el caso en que G,H sean ddciles en puntos x1,z9 € Vg, yi1,y2 € Vg
respectivamente (no necesariamente distintos) se cumple que

da - dg(z1,29) - Gy (21, 29) + dp - dr(y1,y2) - k5 (Y1, y2)
(de +du) -deou((x1,91), (x2,y2)) '

"igLEl’/H((xlvyl)v (x2,92)) =

Observacion 2.22. Cuando nos referimos a que los puntos z1,z2 € Vg, y1,42 € Vi
no son necesariamente distintos es porque podemos tener el caso en que r; = T3 0
Y1 = Y2, pero no ambos al mismo tiempo. En cuyo caso consideraremos K%Ly(a:l, x9) =0,
k8, (y1,92) = 0 respectivamente.

Las ventajas que hay de este teorema con respecto al teorema 2.17 es que podemos
calcular la curvatura de cualquier par de vértices en el producto cartesiano de forma
explicita, no necesariamente entre vecinos y que ademés podemos crear nuevos grafos
que tengan la propiedad de ser dociles. La desventaja mas obvia es que ser décil es una
propiedad mas restrictiva que simplemente ser regular.

Para la demostracion del teorema usaremos la siguiente propiedad del producto car-
tesiano:

Lema 2.23. [8]. Sean (g,h),(¢',h') € Voo u, entonces
daou((g:h), (¢, h) = dglg.9') + du(h, h').
Ahora procedemos con la demostracién del teorema.

Demostracion. Partamos con el hecho de que el producto cartesiano de grafos regulares
también es regular. Ahora sean G, H grafos déciles y tomemos primero vi,ve € Vg
distintos y u € Vig. Luego

dG O H((U, Ul)v (u7 7)2)) = dG(u’ u) + dH(vlv 7}2) = dH(vlv 1)2)'
Sea u' € T'(u) arbitrario, luego (v/,v1) € I'(u,v1) y (¢/,v2) € T'(u,v2) y cumplen
de o (v, v1), (u,v2)) =1+ dg o a((u,v1), (u,v2)).

Ast (u/,v1) € TF

(u 7m(u, v1). Ademads, se cumple que

da o u((uW,v), (u,v2)) = dg o m((u,v1), (v, v2)).

40



0
(uﬂ}g)

(u,v1) para cada u' € T'(u).

Donde (u/,vq) € T

('Uz,’Ul)
era arbitrario, entonces esto nos dice que (u/,v;) € T

(u,v2), esto dice entonces que (u/,v;) € T (u,v1). Como

0
(U’va)
Asi I'(u, v1) se puede escribir como una unién disjunta de los conjuntos

D(u,v1) = {u} x (09, (01) UTh (01) UTE (1) UTS (01) U T, (1)) U (D(u) x {or} U {u} x T9, (v1))
(u,v) UTT y(w,v1) U rf y(w,v1) U F(_ul’vz)(u, v1) UTY y(w,v1) U F%um)(u, v1).

g
(u,v2) (u,v2 (u,v2 (u,v2

De forma andloga podriamos hacer lo mismo para I'(u,v2). Las propiedades de ser d6-
cil se mantienen para los conjuntos I'"! y T'!, ya que no cambiamos la cardinalidad de

estos conjuntos y los grafos déciles no se ven afectados con la propiedad de ser con-

trolados si dicha cardinalidad no cambia. Por otro lado, tenemos que I'? (u,v1) =
(U,UQ)

D(u) x {v1} U{u} x 9, (vy) y T? y(u,v2) = T'(u) x {vo} U {u} x I'Y (v2). Como H es

(uﬂh
décil, entonces la masa de I') (v2) la podemos llevar a 'Y, (v1) y enviamos de forma obvia
la masa va desde I'(u) x {v1} a T'(u) x {ve}. Asi GO H es décil en (u,v1) y (u,v2).

Tomemos ahora uy,us € Vg y v1,v2 € Vi distintos. Tomemos sin pérdida de genera-
lidad v’ € T'(uq), luego tendremos varias posibles opciones:
Caso 1: v/ € I'Y, (u1):
da o (W, v1), (uz,v2)) = da(u', ua) + dp (v1, v2)

= dG(Ul,UQ) -1+ dH(vl,vg)

= dG O H((ul,vl), (UQ,'UQ)) — 1.

Por lo tanto (u/,v;) € F?

iz g) (U1, 01)-

Caso 2: v/ € I}, (u1):
de o g((u,v1), (ug,v2)) = dg (v, uz) + dp (v, v2)

= dG(Ul,UQ) + dH(Uth)
=dg o a((u1,v1), (u2,v2)).
Por lo tanto (v/,v1) € Fz‘u%m)(ul, v1).

Caso 3: v’ € I}, (uy):

de o a((u,v1), (ug,v2)) = dag (v, uz) + dp (v, v9)
=dg(ui,us) + 1+ dg(vy,ve)
=dgoa((ui,v1), (u2,v2)) + 1.

Por lo tanto (u/,v1) € Fa%w)(ul, v1).

Dentro de los casos 2 y 3 tenemos subcasos, los cuales son los siguientes:
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Caso 2.1: u' € '} (u1). Luego existe u” € T} (u2) con dg (v, v”) = d(uy,uz) — 1. Luego

deoa((W,v), (W ve)) = da(u,u") + dg(v1,v2)
= dg(u1,u2) — 1+ dp(vi,v2)

= dG O H((ul,vl), (UQ,UQ)) — 1.

Por lo tanto (u/,v1) € F(u127v2)(u1,v1).
Caso 3.1: ' € 'Y (u1). Luego existe u” € '} (ug) con dg(u',u”) = d(uy, uz). Luego
de o a((u',v1), (W', v2)) = da(u',u") + dg (vi,va)

- dG(Ul, u2) + dH(Ula UQ)

=dc o u((ur,v1), (uz, v2)).
Por lo tanto (u/,v1) € F?u%w)(ul, v1).
Caso 3.2: u' € I'},, (u1). Luego existe u” € I'; (ug) con dg(u',u”) = d(uy, uz) + 1. Luego
de o (v, v), (W', v2)) = dg(u', u") + dp (v1, v2)

=dg(ui,us) + 1+ dg(vy,ve)
=dg o a((ui,v1), (u2,v2)) + 1.

Por lo tanto (u/,v1) € F%uwg)(ul,vl).

Para F@Q vz)(ul, v1)y I‘?W UQ)(ul, v1) no hay necesidad de hacer el mismo procedimiento
porque son los elementos sobrantes de I'} (ug,v1) y T'F (u1,v1) respectivamente.

, (u2,v2) (uz2,v2)
Asi obtenemos que

Y (’LL1,’U1) = FZQ (ul) X {Ul} U {ul} X Fg2 (’Ul).

(u2,v2)

@1271,2)(111,111) =T (wr) x {or1} U{us} x T (vy).

(u1)

ur,v1) = L8 (u1) x {v1} U {ur} x TE (7).
( )x{vl}U{ul}ng2 v1).
(u1)

(v1)
(v1)
ur) x {1} U {us} x TL (vy).
T, oy (1 01) = Tl (u1) % {or} U {ur} x T, (v).

u2,v2)(

Y podemos repetir el mismo proceso para I'(uz), I'(v1) y I'(vz). Ahora, dado i €
{—1,0, 1} se cumple lo siguiente:

w (MFfu%Q)(m,vl)’MFéulyvl)(w,vz)> =W ('u({ul}XF?}2 (v1)U(T, (u1) x{v1}) “({M}Xril(w))U(FLl(u2)X{vz}))

=dg o u((ui,v1), (ug,v2)) + 1.
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Esto sucede por el hecho de que los grafos son déciles, entonces si aumentamos la
cantidad de vecinos de u1, ug, v1,v2 (sin modificar los conjuntos I'*), estos siguen siendo
controlados en esos puntos. Asi concluimos entonces que el grafo G [J H es controlado.
Por otro lado, como |Fz(u27v2)(u1,v1)\ = I, (u1)| + T, (v1)|, ¥y de o 5 = dg + dg, enton-
ces concluimos que el grafo es décil.

El célculo de la curvatura «%,5.7 ((x1,y1), (2, 92)) es directo con lo anterior descrito
usando que [I'(, ) (u1,v1)| = [I7, (u1)| + [T, (v1)] para cualquier valor de i € {—1,0,1}

y lo mismo sucede con los conjuntos I y T'9. O

Otra construccién interesante que mantiene la propiedad de ser un grafo docil es la que
se describe a continuacion. Para esto, primero definamos lo que son los arboles centrados.

Definicién 2.24. Para n > 3 decimos que un grafo G = (V, E) es un n-drbol centrado
en un vértice x € V si G es un arbol donde todos sus vértices tienen n vecinos, excepto
z que tiene n — 1 vecinos.

El ejemplo més simple seria un 3-arbol centrado en un vértice x, el cual tiene la
siguiente representacion:

Ahora para la construccién consideremos un grafo d-regular G = (V, E) y una coleccién
{G* = (V,E")}; de (d + 1)-4rboles centrados en x;, donde cada v; € V estd asociado
a su propio grafo G*. Construimos el grafo H(G) = (V,E) donde V =V UJ; V' y el
conjunto de aristas estd dado por E, E' y para cada v; € V consideramos v; ~ x;. Esta
construccién se puede repetir las veces que uno quiera (siempre y cuando sea finito para
mantener la propiedad de que los grafos sean localmente finitos), por lo que denotaremos

Donde la composicién se hace n veces. A este tipo de grafos los llamaremos n-ésima
representacion hiperbolica del grafo G. Con esto ya definido, podemos representar un
pequeno ejemplo de lo que sucede con el ciclo Cy:
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Cy H(C4) ;7._[2(04>

El nombre de n-ésima representacién hiperbodlica del grafo G tiene un cierto sentido,
yva que sabemos que los arboles tienen curvatura negativa en la gran mayoria de los
casos, pero esta construccion también nos permite jugar con la curvatura de un grafo
sin cambiar su estructura original, ademéas de que la propiedad de ser docil se puede
mantener.

Teorema 2.25. Sea G un grafo docil y n € N, entonces H"(G) es un grafo docil.

Demostracién. Por composicion, basta probar que si G es un grafo docil, entonces H(G)
también lo es. Supongamos entonces que G = (V, E) es un grafo décil y tomemos la
particiéon de I'(u) dentro del grafo H(G) como

T(u) = TY(u) UTP (u) UTE(u) UT,  (u) UTO(u) UTL (u).

Entonces tenemos 4 casos:

Caso 1:

Caso 2:

Caso 3:

Caso 4:

u,v ¢ V. En dicho caso los conjuntos I'! son todos vacios, por lo que las propiedades
de ser décil son directas.

u,v € V. En dicho caso podemos hacer una particién de I'(u) dentro del grafo G
como

D(u) = T§(u) U Ty (u) UTH (u) UT, (u) UTH(u) U Ty (w).
Asi podemos comparar los conjuntos I'}(u) y T'}(u), que son los mismos salvo el

=1
centro del arbol centrado que le agregamos a cada vértice, es decir, |I', (u)| =
ITL(w)| + 1. Sin embargo, esto tampoco cambia en absoluto a los conjuntos T, por
lo que la propiedad de ser décil se mantiene.

u€V,v ¢V, mingeyd(u,v') = d(u,v). En este caso los conjuntos I'* son todos
vacios, por lo que las propiedades de ser décil son directas.

ueV,véV, minyey d(u,v') < d(u,v). Sea v' € V tal que el minimo se alcanza,
luego haciendo la particién de I'(u) dentro del grafo G tenemos

[(u) =TY (u)U % (u) UTE (u) U T (w) UTY, (u) UT (u).
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Y se cumple que

S(u)| = T (u)|
D (w)| = T3 (u)]
TP ()| = [T (u)] + 1.

El resto de conjuntos es vacio por esta misma construccién, por lo que el grafo es
docil automaticamente.

Asi entonces concluimos que el grafo H(G) es docil. O]

Con ese proceso modificamos la curvatura de todo el grafo G por igual. Como acabamos
de ver, si tomamos x,y € V' y vemos su imagen en el grafo H(G), obtenemos un vértice
extra en los conjuntos I'", asi que la nueva curvatura sera:

2

H(G) _ de - ’Q%VLY(xa y) ~ dzy)
Ry \T,Y) = do + 1

)

Y de forma inductiva podemos llegar al siguiente resultado.

Corolario 2.26. Sea G = (V, E) un grafo décil y sean x,y € V con curvatura %y (z,7),
entonces o )

n
HM(G) (2,y) = da - KTy (z,y) — d(zy)

K
Ly d +n

Esto nos permite dar algunas pequenas conclusiones sobre grafos con curvatura estric-
tamente negativa, pero manteniendo la propiedad de ser grafos déciles.

Corolario 2.27. Sea G = (V,E) un grafo décil finito y ko € (—2/diam(G),2) fijo,
entonces G es un subgrafo de un grafo décil H tal que k™ (x,y) < ko para todo z,y € V.

Demostracion. Basta considerar que la funcién f(z) = a;f_gi/d, con a,b,d fijos y d > 0,
tiene una asintota horizontal en y = —2/d, por lo que eventualmente serd menor que
cualquier valor mayor que —2/d. O

Corolario 2.28. Sea G = (Vig, Eg) un grafo ddécil, entonces G es un subgrafo de un
grafo H = (Vi, E) décil tal que k™ (z,y) < 0 para todo x,y € V.

Demostracion. Como el grafo G es décil, H"(G) es décil y su curvatura se puede calcular
por medio de la férmula del corolario 2.20. Por otro lado, cada vez que aplicamos H a
un grafo, cada conjunto I'" aumenta en uno su cardinalidad, por lo que para n > d¢ se
cumple lo pedido. O

Para concluir con este capitulo, podriamos preguntarnos cudl es la gracia de ocupar
este tipo de grafos. Aparte de que sean cerrados bajo producto cartesiano o que al apli-
carles este operador H sigan siendo déciles, la mayor gracia que tienen es el hecho de que
obtener su curvatura es sumamente directo con lo que hemos trabajado en el capitulo.
Si tenemos la descomposicion de I'(u) con respecto a v y viceversa, entonces tenemos su
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curvatura de forma muy sencilla y podemos hacer construcciones de otros grafos a partir
de esta, como con productos cartesianos u obteniendo H(G) y quizds también con otras
construcciones. Aparte, podemos ver como se modifica esta curvatura con respecto a la
que existe en el grafo original.

En resumen, los grafos déciles son ejemplos de grafos de los cuales es muy factible

obtener su curvatura explicita y poder controlarla. En la siguiente secciéon se dardan
algunos ejemplos de grafos que son déciles.
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2.6.1. Ejemplos

En la seccién anterior mencionamos que los grafos déciles son cerrados bajo producto
cartesiano, esto nos dice que si encontramos un grafo décil, ya tendriamos un conjunto
infinito de distintos grafos dociles. Pero, jqué ejemplos de grafos dociles existen? Por el
nivel de restriccién que le pedimos a los grafos déciles, podriamos pensar que casi no
deberian existir muchos.

En primer lugar, ya sabemos que los arboles son grafos controlados, puesto que
IT'%,(2)] = 0 para cualquier par de vértices w,z y para todo i € {—1,0,1}, y por es-
ta misma razon, todos los arboles regulares son grafos déciles. En particular, Z es un
arbol regular con grado 2 en cada vértice. Asi Z" también es un grafo décil para cual-
quier n € N.

Otros tipos de grafos ddéciles serian, por el mismo argumento, los grafos regulares de
solo un ciclo, de los cuales sabemos exactamente como hacer la separacién de I'(z) para
cualquier vértice z. Otros ejemplos son los grafos completos K,, para n > 2. Para este
caso, si w,z € V son vértices diferentes en K, entonces I'Y (z) = {w}, I'Y(w) = {z}
v [T (2)| = T3 (2)] = n — 2. Con esto podriamos concluir que para cualquier par de
vértices w, z en un grafo completo K, con n > 2 tenemos Ky (w,z) = .

K K K

También podemos considerar que el hipercubo Q™ es simplemente (K3)", por lo que
también cualquier hipercubo es un grafo doécil. Otro ejemplo més interesante de grafos
déciles es la siguiente familia de grafos.

Definicién 2.29. Diremos que un grafo planar G = (V, E) es EEH si existen enteros
n > 2,d > 3, tales que:

1. Cada vértice v € V tiene n vecinos, es decir, G es un grafo n-regular.

2. Existe un ordenamiento v1, ..., v, de los vecinos de v tal qué el ciclo mas pequeno
que contiene a v, v;,v;41 es de largo d para todo 1 < j < n — 1y lo mismo vale
para v, v,,v1. Es decir, estos vértices son consecutivos dentro de un d-agono.

En dicho caso diremos que el grafo G es EEH de tipo EEH (n,d).
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Para n, d relativamente pequefios, nos encontramos con los poligonos de n lados y con
los solidos platénicos (Los grafos con lineas entrecortadas que aparecen a la izquierda
son el mismo grafo que el que tienen a su derecha, pero con una figura que se asemeja

més a los sélidos platénicos).

AN A

EFEH(2,3)
EEH(2,9) EFEH(3,3) (tetraedro)
EEH(3,4) (cubo) EEH(4,3) (octaedro)
EFEH(3,5) dodecaedro EEH(5,3) (icosaedro)
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También podemos encontrar para unos n,d especificos los teselados del plano eucli-
diano:

EEH (3,6) EFEH(4,4)
EEH(6,3)

Y para n y d mas grandes obtenemos teselados hiperbdlicos como los siguientes:

EEH(5,4) EEH(4,5) EEH(3,8) EEH(7,6)

Este tipo de grafos es una subfamilia de grafos que se pueden representar como polie-
dros o teselados con una configuracién de vértices. Una configuracién de vértices com-
puesta Unicamente de poligonos convexos es dada como una secuencia de nimeros re-
presentando el ntimero de lados de las caras alrededor de algtn vértice. Por ejemplo, la
notacién a.b.c describe un vértice que tiene 3 caras alrededor suyo, con a, b, y ¢ aristas,
respectivamente. Es tentador pensar que este tipo de grafos también es décil, pero en
este trabajo no se ha podido encontrar algiin argumento que aporte a dicha informacion.

Octaedro truncado 4.6.6

Icosidodecaedro 3.5.3.5

Un grafo bipartito completo G = (V1 UVa, E) esta formado por dos conjuntos disjuntos
de vértices V7 y Vo tales que para todo v; € Vi y vy € Va, se tiene que vivy € E. En este
caso si |Vi| = my |Va| = n, denotamos el grafo bipartito completo como Ky, ,,. Los grafos
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bipartito completo K, , también son grafos déciles. De hecho, si K, = (V1 U V3, E)
con |Vi| = |Vo| = n y tomamos, sin pérdida de generalidad, x,y € Vi, entonces I'(z) =
[(y) = TY(z) = T9(y) = Va. En cambio si x € V1, y € Vi, entonces I')(x) = {y},
I(y) ==z, Fg(q:) = Vo \ {y}, T%y) = V2 \ {z}. Asi obtenemos que en un grafo bipartito
completo Ky, ,, la curvatura iy (z,y) esta dada por

2/n sid(z,y) =1,

kLry (,y) = {1 si d(z,y) = 2.

Kyy

Por tltimo, si tomamos un grafo regular G = (V, E) y para cualquier par de vértices
x,y € V se cumple que |I‘§J(x)| = |Ti(y)| < 2 para todo i € {—1,0,1}, entonces el
grafo es automdticamente ddcil. Esto es porque si en I'y (z) y I';(y) solo tenemos uno
o dos elementos, entonces directamente se cumple la propiedad de ser controlado. Esto
nos puede dar varios ejemplos mas de grafos que son déciles, solamente controlando la
cardinalidad de estos conjuntos y esperando que sea pequena.
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3. Convergencia Entre Curvaturas

3.1. Introduccién

En este capitulo estudiaremos cémo aproximar la curvatura de Ollivier mediante la
comparacién de un grafo (no necesariamente equipado con la distancia geodésica que
usamos en los capitulos anteriores) con respecto a una cierta variedad. Para esto, pri-
mero tomaremos inspiracién del trabajo de Garcia-Trillos y Weber [14]. En su trabajo
usan un conjunto de puntos X incrustado de forma aleatoria en una variedad Rieman-
niana M C R¢ de dimensién baja. A partir de esta informacién, solamente conociendo
el conjunto X, pero no la variedad M, se quiere saber qué tanto podemos conocer de la
geometria intrinseca de M, en particular, qué se puede saber sobre la curvatura de M
desde la informaciéon que nos da el conjunto X.

En nuestro trabajo, la idea es usar una variedad ya conocida M y un conjunto de
vértices V que vayan aproximando a la variedad M. Estos vértices de V' no necesaria-
mente deben pertenecer a la variedad, pero si pueden vivir muy cerca de M dentro de un
espacio ambiente. Luego, podriamos construir un grafo con estos vértices y quisiéramos
comparar la curvatura de Ollivier de dicho grafo con la curvatura de Ricci que tiene
la variedad. Es decir, como la curvatura de Ollivier normalmente es muy compleja de
obtener, intentaremos aproximarla mediante la curvatura de Ricci en M.

Para esto necesitamos definir qué significa que dos espacios sean parecidos o que estén
cercanos. Ademds, si hay nociones de distancia entre espacios, jtendria alguna relacién
también con la distancia que le damos a la variedad o al grafo? Si fuera el caso, ;qué
relacion es necesaria para que las curvaturas sean parecidas? Y luego de esto, jcémo
relacionamos esta curvatura de Ollivier con la curvatura de Ricci de la variedad M?
Estas nociones se trabajan en las siguientes secciones y concluiremos con un teorema
que nos permite decir que si tenemos una sucesion de grafos suficientemente cercanos a
la variedad M, entonces su curvatura de Ollivier dividida cierta expresiéon converge a la
curvatura de Ricci Ricy(v) con alginp e M y v € T,M.
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3.2. Distancia de Gromov-Hausdorff

Para esta seccidon nos gustaria ver alguna condicién para que la curvatura de Ollivier
de grafos converja a la curvatura de Ricci de una variedad en algin sentido. Primero,
introduciremos algunas definiciones necesarias.

Sea (X, d) un espacio métrico. Denotamos por U, (5) la r-vecindad de un subconjunto
S C X, es decir, los puntos = € X tales que d(x,S) < r. De forma equivalente U, (S) =

U:JcES B(:ZZ, T)'

Definicién 3.1. [3]. Sean A, B subconjuntos de un espacio métrico (X, d). La distancia
de Hausdorff entre Ay B se define por

dy(A,B) :=inf{r >0: ACU,(B), BCU.(A)}.
Proposicién 3.2. [3]. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces
1. dy es una semi-métrica en 2°X.
2. dg(A, A) =0 para todo A C X.
3. Si A y B son cerrados en X y dg(A, B) =0, entonces A= B.

En particular, si denotamos 9t(X) al conjunto de subconjuntos cerrados de X equipa-
do con la distancia de Hausdorff, entonces 2(X) es un espacio métrico. Lo importante
de esto es que si la clausura de dos conjuntos es igual, entonces consideraremos, gracias
a este espacio métrico, que son los mismos conjuntos (es una relaciéon de equivalencia).
Esto se describe mediante la identificacién de elementos del cociente 2% /dy y MM(X). Es
decir, diremos que dos conjuntos son realmente diferentes si sus clausuras son diferentes.

Definicién 3.3. [3]. Sean X, Y espacios métricos. La distancia de Gromov-Hausdorff
entre estos espacios métricos, denotada por dg g (X, Y), se define por la siguiente relacion:
Para r > 0, dgu(X,Y) < r si y solo si existe un espacio métrico Z y subespacios
X')Y' C Z que son isométricos a X,Y respectivamente tales que dy(X',Y’) < r. En
otras palabras, dgy(X,Y) es el infimo sobre los nimeros r > 0 tales que Z, X' Y’
existen.

Otra forma de tomar esta distancia entre dos espacios métricos (X,dx) e (Y,dy) es
el infimo sobre los r > 0 tales que existe una semimétrica d en la unién disjunta X UY
de tal forma que la restriccién de d sobre X e Y coincide con dx y dy y dy(X,Y) <r
en el espacio (X UY,d), es decir, dgu(X,Y) = inf{dy(X,Y)}, donde el infimo se toma
sobre todas las semimétricas en X UY extendiendo a las de X e Y.
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3.3. Convergencia Gromov-Hausdorff a la Curvatura de Ricci

Ahora estamos listos para presentar los teoremas que usaremos para la convergencia
de la curvatura de Ollivier a la curvatura de Ricci de una variedad.

Teorema 3.4. [12]. Sea M una variedad Riemanniana suave completa N -dimensional.
Sean €,0 >0, x € M, v € T,M con |v| =1, y = exp,(0v). Para la cadena de Markov
mc definida por

dmg(y) = wl(Bl(a:,e))dwl(y) Vy € B(z,¢),

con 0 suficientemente pequerio, se cumple que

e2Ric, (v, )

2(N +2) + 0(53 + 62d(m, v)),

R, y) =

cuando (g,0) — 0.

Esta cadena de Markov m® la llamaremos cadena e-uniforme de Markov, la cual usa-
remos en el teorema principal de este capitulo.

Definicién 3.5. [12]. Sean (X, (my)zex) ¥y (Y, (my)yecy) dos espacios métricos equipa-
dos con un random walk. Para € > 0, decimos que estos espacios son e-cercanos si existe
un espacio métrico Z y dos incrustamientos isométricos fx : X — Z, fy : Y — Z tales
que para todo z € X existe y € Y tal que dz(fx(x), fy(y)) < € y si la distancia de
Wasserstein de los pushforward de m, y m, cumple que W (fx zmy, fy xm,) < 2y de
igual manera para cada y € Y.

Al igual que en la definicién de la distancia de Hausdorff, esto define una semimétrica
en la clase de espacios métricos equipados con un random walk, tomando el infimo sobre
los € > 0 tales que los espacios sean e-cercanos.

Definicién 3.6. [12]. Decimos que una sucesién de espacios métricos equipados con
random walk {(X", (m2)zexn)}n converge Gromov-Hausdorff a (X, (my)zex) si la semi-
métrica entre (X", (m2)zexn) v (X, (Mmz)zex) tiende a 0 (considerando la semimétrica
definida por tomar el infimo de los € > 0 tales que (X", (m})zexn) v (X, (mz)zex) sean
e-cercanos). También decimos que una secuencia de puntos 2" € X" tiende a x € X si
podemos tomar puntos ™ y x correspondientes en la definicién anterior, es decir, diremos
que una sucesiéon de puntos z,, € X,, converge a un punto x € X si dado € > 0 existe
no € N tal que existen incrustamientos isométricos fx, : Xp — Zp v fx : X — 2,
tales que dz, (fx, (zn), fx(z)) < e para todo n > ng. De forma similar, definimos la
convergencia de tuplas de puntos en X".

Gracias a esta definicién de convergencia, podemos ver que las curvaturas de Ollivier
tienen una continuidad con el limite con una pequena restriccién, la cual se describe en
el siguiente teorema:
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Teorema 3.7. [12]. Sea (X™, (m2)zexn) sucesion de espacios métricos con random walk

que converge Gromov-Hausdorff a un espacio métrico con random walk (X, (my)zex)-
Para cada n denotamos por k™ las curvaturas de Ollivier de X™ y sea  la curvatura
de Ollivier en X. Sean z,y € X distintos y (2",y™) € X" x X™ sucesion de tuplas que
converge Gromov-Hausdorff a (z,y), entonces " (z™,y") — k(z,y).

Demostracion. Sean x,y € X puntos distintos. Sea € > 0 fijo tal que dx(z,y)/2 >¢ >0
y no € N tales que (X", (m})zexn) v (X, (mg)zex) son e-cercanos para n > ng. Sea
Z = Z, espacio métrico tal que tenemos incrustamientos isométricos fxn : X" < Z y
fx : X < Z. Solo para simplificar la notacién, consideraremos:

W(a", y") i= W (fxngmyn, fxngmyn), — W(z,y) = W(fxgma, fxpmy),

d(x",y") i= dz(fxn(2"), fxn (y")),  d(@,y) = dz(fx(2), fx(y))-

Luego tenemos la siguiente secuencia de desigualdades:

KM (2", ") — Kz, y)| = W(fX"#mgnva"#mZ") _ W(fX#mxan#my)
’ ’ dz(fxn(a™), fxn(y™)) dz(fx (), fx(y))
|W(xn7 yn)d($a y) — W(:L‘a y)d(l‘n, yn)|
d(z",y")d(z,y)
< |W(xn7 yn)d($a y) — W(:L‘a y)d(l‘, y)| + ’W(:Ev y)d(l’, y) — W(:L‘a y)d(:l?n, yn)|
B d(z",y")d(z,y)
d(@,y) W (=", z) + W(y,y")) + W(z,y)(d(z",z) + d(y,y"))
d(z",y")d(z,y)
Ad(z,y)e + 2W (x, y)e
(d(z,y) — 2¢)d(z, y)
< Ce.

<

Donde C > 0 es una constante que depende solamente de z,y (pues d(z,y) — 2 > 0
fijo), concluyendo asi que k" (z",y") — k(x,y). O

La idea ahora seria poder unir los dos teoremas para crear una convergencia que de-
penda solo del pardmetro n de la sucesiéon. En otras palabras, nuestro siguiente resultado
nos dice que podemos comparar la curvatura s de un espacio métrico X con respecto a
la curvatura de Ricci de una variedad M si X y M son suficientemente cercanos en el
sentido de Gromov-Hausdorff. En particular, vamos a usar grafos G" = (V", E™) como
nuestros espacios que se aproximan a la variedad.
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Teorema 3.8. Sea M una variedad Riemanniana suave completa N -dimensional. Sean
{en}n, {0n}n sucesiones de nimeros positivos que convergen a 0. Sea {(G™, (M )zecn) In
una sucesion de espacios métricos con random walk que son ny,-cercanos a (M, me"),
donde m®" es la cadena e,-uniforme de Markov. Sea p € M y v € T,M con |v| = 1.
Tomemos para cadan € N el punto y, = eacpp(énv) y sean {xn }n, {zn}n C G™ sucesiones
tales que d(xy,p) < Nn Yy d(2n, Yn) < N para cada n € N. Supongamos que 10, /26, — 0,
entonces

K™ (z™, 2™) . Ricy(v,v)
e2 2(N +2)

Demostracion. Del teorema 3.4 podemos obtener que si d, es suficientemente pequeno
y usamos la cadena e-uniforme de Markov m®», entonces

k(p,y™) _ Ricy (v, v)
2 2(N +2)

n

+ O(en + 0p).

Por otro lado, de la demostracién del teorema 3.7, podemos rescatar lo siguiente: Como
los 6, > 0, entonces p # y", y como n,/e25, — 0, existe ng € N tal que 6, — 219, > 0
para n > ng. Si que tenemos la siguiente desigualdad:

K" (2", 2") — K(py")| _ (400 + 2W (D, y"))nn
€2 = e2(0n — 21n)0n

Ahora usando la definicién de la curvatura de Ollivier y despejando el valor de W (p, y™)
obtenemos:

ny _ Rle(Ua v) 3 2 ¢2
W(p,y") =0, — e, 25, 5N 19) — O(e)0n +€507)
Ricp (v, v)|
< 9« [Ricy(v, 3 262
< 0, + 6n5n72(N +2) + Cie,,0pn + Cae}, 0

Donde C,Ce > 0 son constantes fijas. Luego

w(an, =) — w(py™)] _ (490 +2 (0 + R + Crefdn + ool ) mn

8121 o E%(én 27771)571
_ 67 ‘Ricp(v’ U)|77n 2C1enn 2C25n77n
5121(5n - 27771) (N + 2)(5n - 277) (5n - 277) (5n - 277)
én

Como por hipétesis asumimos que 71, /e24, — 0, entonces &, — 0. Finalmente, para n
suficientemente grande se cumple que
k™M(x", 2")  Ricy(v,v) < |k (2™, 2™) — Kk(p, y™)] N k(p,y")  Ricy(v,v)
2 2N+2)|° 2 2(N+2)

< gn + Clgn + 02571

Concluyendo asi lo pedido. O
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Notemos que este teorema nos proporciona una convergencia puntual, ya que estamos
eligiendo un p € M y v € T,M fijos, pero podemos transformar esta convergencia a
uniforme, es decir, para todo (p,v) € TM con |v| = 1, si consideramos M compacto.

Este teorema nos da una buena aproximacion de la curvatura de Ollivier x(z,y) a par-
tir de conocer la curvatura de Ricci de cierta variedad M, siempre y cuando el grafo G
sea muy cercano en el sentido de Gromov-Hausdorff a dicha variedad. En otras palabras,
podemos extender el teorema 3.4 a espacios métricos muy cercanos a una variedad. Esta
condicion de aproximacion del grafo a una variedad pareciera ser que es muy restrictiva,
pero es una condicién necesaria para que tengamos garantia de poder rescatar la curva-
tura de Ricci en un punto con mas precisién, en la direccién de un vector tangente en
especifico. En caso contrario, siempre tendremos términos de error que pueden causar
ruido al valor exacto que queremos encontrar.
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4. Investigaciones a Futuro

Algunas de las investigaciones que quedan propuestas para un futuro son, en primer
lugar, un estudio més riguroso de las matrices de distancia que se describen en la sec-
ciéon 2.4. Ya que en dicho caso, si podemos predecir bien el comportamiento de dicha
matriz, seremos capaces de calcular de forma explicita la curvatura de cualquier grafo
con la distancia geodésica. En el caso de que el grafo sea docil, en primer lugar, el costo
computacional serd del mismo orden que decidir si las matrices A; tienen determinante
igual a 0 o no, pero si lo son, entonces tenemos un célculo directo de la curvatura. En el
caso de grafos controlados y bien separados, corroborar que un grafo sea bien separado
es muy simple, solamente corroborando unas entradas de la matriz de distancia, pero la
propiedad de ser controlado debe tener el mismo costo computacional (al menos para
grafos con muchos vértices) que calcular el transporte 6ptimo de m% a m, pues esta-

; Y
mos pidiendo que el transporte éptimo entre los conjuntos I'* sea exactamente d(x,y) +i.

Si el grafo es ain mas general, el problema se vuelve mucho més complicado. Sin
embargo, desde la matriz de adyacencia de un grafo, podemos obtener las matrices de
distancia y, como se mencioné en el parrafo anterior, a partir de acd, si estudiamos bien
estas matrices, deberiamos ser capaces de calcular la curvatura.

En segundo lugar, inspirados por el teorema 3.8, nos gustaria saber cémo crear de
forma precisa los random walks m$* que nos permitan usar el teorema de forma més
aplicada. Por lo que falta estudiar la comparacion entre la distancia definida en la varie-
dad con la distancia definida en el grafo para asi aprovechar la cadena e,-uniforme de
Markov.

Y en tercer lugar, uno de los teoremas que se puede usar para grafos con curvatura
estrictamente positiva es un teorema de tipo Bonnet-Myers.

Teorema 4.1. [9]. Sea G = (V, E) un grafo. Si para cada x ~ y con xz,y € V se cumple
que KLy (z,y) > Kk > 0, entonces el didmetro de G estd acotado por:

diam(G) < 2
K

Una de las consecuencias de este teorema es que el grafo es finito. Sin embargo, no es di-

ficil encontrar grafos finitos donde el minimo de las curvaturas de Lin-Lu-Yau krpy (x, y)

no sea estrictamente positiva y el grafo es claramente finito. Tenemos, por ejemplo, el

grafo que forma un dodecaedro cumple que inf,, krry (z,y) = 0, 0 como el siguiente

ejemplo:
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Aquiinf,, krry (z,y) = —1 < 0. Algo que podriamos estudiar entonces es una especie
de curvatura promedio en un vértice x € V', definida por

B 1

F) = 1B

> krry(zy)-d(z,y), R(z) = lm inf £" (),
YEBn(z)

donde By, (z) ={y € V : 0 < d(z,y) < n}. La inspiracién de esta funcién #(x) es pensar
en el hecho de que el teselado hexagonal del plano, en algunos pares de vértices tiene
curvatura negativa, en otros positiva y en otros 0, pero en “promedio” nos gustaria que
tuviera alguna nocién de curvatura igual a 0, puesto que esperamos que un teselado
del plano sea “plano” (esto si lo cumplen los teselados con cuadrados o tridngulos).
También la nocién de usar un liminf es simplemente porque no hay seguridad de que
solamente viendo el limite, este exista. Al menos experimentalmente ha funcionado la
siguiente conjetura que seria un resultado de tipo Bonnet-Myers, pero que no se alcanzo
a desarrollar en este trabajo.

Conjectura 4.2. Sea G = (V, E) un grafo, entonces inf,cy k(x) =k > 0 si y solo si G
es finito. En dicho caso, el didmetro de G estd acotado por:

2
di <=
iam(G) < -

De no ser cierta la conjetura, igualmente se tiene la sospecha de que usando alguna
otra nocién de “curvatura promedio” se puede obtener un resultado similar, como por
ejemplo, con algtin n especifico en la definicion de &".
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