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Introduccion

Un descascaramiento es una forma organizada de construir un complejo simplicial pu-
ro. Mas precisamente, se trata de un ordenamiento de sus facetas que permite entender la
estructura del complejo por medio de una secuencia de pasos sencillos y bien comportados.
A los complejos simpliciales que admiten un descascaramiento se les llama descascarables.
Este concepto tiene multiples aplicaciones, tanto en topologia computacional como en com-
binatoria algebraica. El estudio de la topologia de los complejos simpliciales descascarables
es sencillo, pues estos son homotdépicamente equivalentes a una cuna de esferas [BW9G6].
Respecto al algebra, se sabe que el anillo de Stanley-Reisner de un complejo simplicial
descascarable es Cohen-Macaulay sobre cualquier campo infinito [Stal8a]. Estos son solo
dos ejemplos que ilustran la importancia de poder contar con criterios para decidir si un
complejo simplicial es descascarable.

Se sigue directamente de la definicién que es posible verificar en tiempo polinomial si un
ordenamiento de las facetas de un complejo simplicial es un descascaramiento. Por lo tanto,
el problema de la descascarabilidad pertenece a la clase de complejidad NP. En el ano 2018,
Xavier Goaoc, Pavel Patak, Zuzana Patakova, Martin Tancer y Uli Wagner demostraron
que decidir si un complejo simplicial puro de dimensién 2 es descascarable es NP-completo
[GPPT19]. Puesto que el niimero de descascaramientos se preserva al tomar conos, la NP-
dificultad del caso 2-dimensional se propaga inmediatamente a cualquier dimensién superior.
En la préactica, bajo suposiciones estandar en la teoria de la complejidad computacional,
este resultado muestra que no puede existir un criterio de tiempo polinomial para resolver
el problema de la descascarabilidad en general.

Una consecuencia de la NP-completitud del problema de la descascarabilidad es que, a
menos que P = NP, no existe un algoritmo de tiempo polinomial para contar el nimero de
descascaramientos de un complejo simplicial de dimensién 2 (pues tal algoritmo permitirfa,
en particular, decidir descascarabilidad). Serfa deseable contar con algin resultado para
computar esto tltimo, pues entonces seria posible calcular la probabilidad exacta de que un
ordenamiento aleatorio de las facetas sea un descascaramiento. Existe muy poca literatura
sobre este problema, y se desconoce su ubicacion en la jerarquia de clases de complejidad.

Es importante mencionar que un problema de conteo es distinto a un problema de enu-
meracién. El primero consiste en determinar el nimero de objetos que cumplen cierta pro-
piedad, mientras que el segundo exige que estos sean listados explicitamente (lo que, por
supuesto, es al menos igual de dificil que poder contarlos). Por ejemplo, no es posible enume-
rar en tiempo polinomial los arboles generadores de un grafo general, sencillamente porque el
nimero de ellos no estd acotado por ningtin polinomio en el nimero de vértices del grafo (el
grafo completo de n vértices tiene n™~2 drboles generadores). Por otro lado, el problema de
contar los arboles generadores de un grafo general si puede resolverse en tiempo polinomial.
Esto ultimo se debe al teorema de Kirchhoff, que reduce el conteo de arboles generadores al
célculo del determinante de una matriz que puede construirse en tiempo polinomial.

El objetivo de esta tesis es estudiar la complejidad computacional del problema de conteo
de descascaramientos en el caso de dimension 1, que corresponde a grafos simples. Se sabe
que el problema de decisién asociado estd en P, pues es equivalente al problema de decidir
conexidad. No obstante, hasta donde llega nuestro conocimiento, el problema de conteo
solo ha sido estudiado para familias particulares. Hacemos notar que una prueba de #P-
completitud para este problema significaria una fuerte evidencia de intratabilidad, y elevaria
la complejidad computacional conocida de los problemas de conteo de descascaramientos en
dimensiones superiores.



Nuestra contribucién puede resumirse en los siguientes puntos:

= Describimos un algoritmo de tiempo polinomial para el problema restringido a ins-
tancias en que la diferencia entre el niimero de aristas y el nimero de vértices esta
acotada por una constante fija.

= Demostramos la #P-completitud de una variante del problema, que consiste en pres-
cribir que las aristas que conecten vértices por primera vez al descascaramiento per-
tenezcan a un arbol generador fijo. La prueba se basa en una correspondencia en-
tre descascaramientos que cumplen dicha condicién y extensiones lineales de ciertos
conjuntos parcialmente ordenados, cuya #P-completitud fue establecida en 2020 por
Samuel Dittmer e Igor Pak [DP20].

= Presentamos un algoritmo para contar descascaramientos en tiempo O (n2 . n!), donde
n es el numero de vértices del grafo. En grafos densos, esto es significativamente mas
rapido que el algoritmo de backtracking que explora los posibles ordenamientos de
aristas. La idea se basa en un argumento de conteo utilizado por Richard Stanley para
calcular el nimero de descascaramientos de los grafos completos [Stal8b].

= Mostramos que, si las aristas de un grafo pueden particionarse en subgrafos completos,
entonces el nimero de descascaramientos serd divisible en un producto de superfacto-
riales que dependen de la cardinalidad de dichos subgrafos. Creemos que, restringiendo
a instancias adecuadas, esto puede dar lugar a un criterio en ambas direcciones.

= Definimos dos matrices que particionan los descascaramientos de un grafo segun el paso
en el que conectan a un elemento especifico, y usamos una técnica de interpolacién
para mostrar que ambas son computables en tiempo polinomial a partir de un oraculo
para contar descascaramientos. Estas matrices entregan informacion mas fina y local
que el oraculo original; creemos que pueden ser ttiles para una futura reduccién que
evidencie la probable intratabilidad del problema.



Notacion general y convenciones

N=1{0,1,2,...}.
Dado n € N, definimos [n] :== {1,2,...,n}. En particular, [0] = 0.
Dado un entero positivo n, S,, denota el grupo de biyecciones [n] — [n].

Dado un conjunto finito expresado en notacién de corchetes, escribiremos # {-} en
lugar de|{-}| para denotar su cardinalidad.

La notacién A C B significa que A es un subconjunto de B. Si, ademads, sabemos que
A # B, escribiremos A C B. No usaremos el simbolo C.

Dado un conjunto E, usaremos la notacién 2F para denotar a su conjunto potencia.

Usaremos la notacion A — B para denotar al subconjunto de A que consiste de los
elementos que no pertenecen a B.

Dada una funcién f: A — By subconjuntos X C A e Y C B, consideramos
fX)={yeB | TreX f(z)=y} , f_1<Y):={l‘€A | f(z)eY}.
Dadas dos funciones f,g : N — Ry, escribiremos f(n) = O (g (n)) si existe una
constante ¢ > 0 y un natural ng € N tal que f (n) < ¢-g(n) para todo n > nyg.

Dada una funcién h : N — N, escribiremos h (n) = poly (n) si existe un entero positivo
k y un natural ng tal que h (n) < n* para todo n > ny.

Dados enteros positivos n,m, escribimos K, para denotar al grafo completo de n
vértices, y K, ,, para denotar al grafo bipartito completo con n y m vértices en cada
parte.

Dado un grafo G = (V,E) y un vértice v € V, escribimos deg (v) para denotar su
grado, es decir, el nimero de aristas incidentes con él.

Dados enteros mi + ms + - - - + my = n, definimos el coeficiente multinomial

n . n!
mi, Ma, ..., Mg milma! - my!



1. Preliminares de complejidad computacional

Asumiremos que el lector estd familiarizado con el concepto de maquina de Turing de-
terminista: ese serd el modelo de computaciéon que utilizaremos. También asumiremos cono-
cimiento sobre las nociones de decibilidad y de maquina universal. El tipo de complejidad
computacional que estudiaremos es el tiempo de ejecucion en el peor de los casos. Hemos
decidido utilizar las caracterizaciones via verificadores polinomiales para las clases no deter-
ministas, de modo que omitimos discutir el modelo de la maquina de Turing no determinista.

Para aquellos lectores que no estan familiarizados con estos conceptos, recomendamos la
lectura del capitulo 1 del libro Computational complexity: a modern approach, de Sanjeev
Arora y Boaz Barak [AB09], y también del capitulo 2 de Computational complezity, de
Christos Papadimitriou [Pap94]. Nos guiaremos por esos dos libros durante este capitulo.

No nos preocuparemos por fijar una arquitectura particular del modelo de computacién,
pues las modificaciones habituales de la maquina de Turing solo implican un cambio polino-
mial en su tiempo de ejecucién, y las clases de complejidad temporales que estudiaremos son
cerradas bajo transformaciones polinomiales. Sin embargo, resultard conveniente establecer
que, ademas de las cintas de trabajo, la maquina de Turing siempre cuenta con una cinta
especial de entrada (en la que solo puede leer) y otra de salida (en la que solo puede escribir).

Tampoco le daremos mayor importancia a la implementacién a bajo nivel de los algorit-
mos: la descripcién de un pseudocédigo nos bastara. Asumiremos que el tiempo de compu-
tacion de un proceso efectivo es proporcional a la cantidad de operaciones elementales que
se deben realizar como maximo, donde una <operacion elemental> es cualquier accién que
una méaquina de Turing pueda realizar en un nimero fijo de pasos (independientemente de
la instancia).

1.1. MaAquinas decisoras: Las clases P y FP

Dado un conjunto finito A, denotaremos por A* al conjunto de tuplas finitas formadas
por elementos de A. Diremos que A es un <alfabeto> y que sus elementos son «simboloss.
Ademis, diremos que A* es un «vocabulario>, y a sus elementos los llamaremos <palabrass.
En particular, a los simbolos del alfabeto {0, 1} los llamamos <bits>. A la palabra vacia
la denotaremos con el simbolo e. Dada una palabra z € A*, denotamos por |z| € N a su
longitud. Un <lenguaje> es un subconjunto de A*.

Trabajar con méas de dos simbolos no nos dard més poder computacional que el alfabeto
binario. En efecto, supongamos que tenemos una maquina M que lee palabras escritas en el
alfabeto A = {0,...,m — 1}, con m > 2. Sea k = [log, m], y notemos que cada elemento de
A puede reescribirse como una palabra de k bits. Esta traduccién escala el largo de cualquier
palabra en A* por una constante fija. Podemos modificar M para que funcione en binario:
lo que hacemos es crear un nuevo estado interno por cada simbolo del alfabeto A. La nueva
maquina debe leer la entrada binaria en trozos de k bits y, para cada uno de ellos, calcular
el stmbolo en A que le corresponde, entrar al estado interno respectivo y reemplazar ese
trozo de k bits por el trozo de k bits correspondiente al nuevo estado interno que indique la
funcién de transicién. Aparte de esa traduccién, el funcionamiento de ambas maquinas es
idéntico, y el costo computacional de la transformacién corresponde a multiplicar por una
constante. Por lo tanto, de ahora en adelante consideraremos que A = {0, 1}.

No involucraremos ningin simbolo para denotar la concatenacion de palabras, salvo que
se trate de la repeticién de un mismo simbolo, en cuyo caso utilizaremos la notacién de
potenciacién. Siempre que escribamos la expresién 0F o 1% con k € N nos referiremos a las



correspondientes palabras de k bits.

Definicién 1.1.1. Diremos que una méquina de Turing M es un <decisor> si se detiene
en toda entrada z € {0,1}". Escribiremos M (x) = 1 cuando M acepta la entrada z, y
M (x) = 0 cuando la rechaza. Definimos el lenguaje

LM)={ze€{0,1}" | M(z)=1}.

Notemos que dos decisores distintos pueden tener el mismo lenguaje asociado. Por otro
lado, existen lenguajes que no son el lenguaje de palabras aceptadas por ningin decisor.
Esto ultimo se sigue de un argumento de numerabilidad: no es dificil probar que el conjunto
de todas las posibles maquinas de Turing es numerable, mientras que el conjunto de posibles
lenguajes binarios no lo es.

La siguiente definicién es fundamental para definir las clases de complejidad temporal.

Definicién 1.1.2. Todo decisor M tiene asociada una funcién ¢, : N — N que indica
el tiempo de ejecucién de M en el peor caso: dado un n € N, tpg (n) se define como el
nimero de pasos de la ejecucién mas larga entre todas las palabras x € {0,1}" con|z| = n.
Diremos que el decisor M <«trabaja en tiempo polinomials> si existe un £ € N tal que
tpm(n) € O (n).

Definicién 1.1.3. P es el conjunto de lenguajes L C {0,1}" tales que L = £ (M) para
algin decisor M que trabaja en tiempo polinomial.

En otras palabras, que un lenguaje L esté en P significa que existe un algoritmo que
permite decidir si una palabra pertenece a L o no, y que el nimero de pasos que requiere
tal algoritmo (en el peor de los casos) crece como un polinomio en funcién de la longitud de
la palabras que testeamos.

Recordemos que, ademads de aceptar o rechazar, las maquinas de Turing pueden devolver
una palabra. Esta corresponde al contenido que esté escrito en la cinta de salida en el
momento en que la ejecucién finaliza.

Definicién 1.1.4. Decimos que un decisor M <calculas una funcién f: {0,1}" — {0,1}"
si £L (M) =1{0,1}" y, para todo w € {0,1}", el contenido de la cinta de salida de M tras la
ejecucién de w es exactamente f (w).

La condicién de que £ (M) = {0,1}" en la definicién 1.1.4 es irrelevante: siempre pode-
mos modificar la maquina M para que todos sus estados de detencién sean aceptantes.

Definicién 1.1.5. Diremos que una funcién f : {0,1}" — {0,1}" es <computable en
tiempo polinomial> si existe un decisor que la calcula y que trabaja en tiempo polinomial.
Al conjunto de funciones computables en tiempo polinomial se le denota FP.

Notemos que las clases FP y P no son comparables, pues la primera consiste en funciones
de {0,1}" en sf mismo, mientras que la segunda consiste en subconjuntos de {0,1}". Es usual
identificar a un lenguaje L C {0,1}" con la funcién f: {0,1}" — {0,1} tal que f (z) = 1 si
y solo si z € L.

Una propiedad que usaremos frecuentemente es que la clase FP es cerrada bajo compo-
sicién de funciones: basta construir una nueva maquina que simule a los decisores de ambas
funciones de forma secuencial.



1.2. Codificaciones binarias

Imaginemos que, dado un conjunto de objetos combinatorios! ¥, nos interesa poder
decidir qué elementos de ¥ cumplen cierta propiedad. A esto se le conoce como un <problema
de decisién>, y se asocia con una funcién f: ¥ — {0, 1}. Para poder aplicar la teorfa de la
complejidad computacional en este contexto, debemos poder escribir f como la composicién
de una inyeccién de ¥ a {0,1}" con una funcién de {0,1}" a {0,1}. La primera puede
pensarse como una traduccién al alfabeto binario, por lo que debe ser la parte que tome
menos tiempo. Formalizaremos esto a continuacion.

Definicién 1.2.1. Sea ¥ un conjunto numerable. Una «<codificacién> ¥ es una inyeccion
cod : ¥ — {0,1}" tal que cod (%) € P.

La condicién de que cod (X) € P nos asegura que es posible verificar rdpidamente si
cierta palabra binaria es o no la codificacién vélida de algin objeto combinatorio. A una
méquina que realice esta tarea la llamaremos un <analizador sintdctico>2. Esto es necesario
para poder plantear los problemas de decisiéon que nos interesen en términos de lenguajes.

En lo que respecta a esta tesis, la condicién de existencia de un analizador sintéctico de
tiempo polinomial no serd limitante. Sin embargo, no afirmamos que este sea el caso para
todos los objetos combinatorios relevantes. En el caso de querer estudiar algin problema
para el que no exista un parser polinomial, una posible solucién seria asumir que contamos
con un ordculo para chequear la sintaxis (ver seccién 1.4).

Nuestra intuicién de lo que seria una codificaciéon adecuada es que esta deberia permitir,
en la menor longitud posible, que una méquina pueda decidir preguntas sobre el objeto
leyendo directamente la entrada. Consideraremos que una codificacién comprende al menos
la misma informacién que otra si podemos computar la segunda en tiempo polinomial a
partir de la primera. Formalizaremos esto a continuacién:

Definicién 1.2.2. Sean cod; y cods dos codificaciones de un conjunto Y. Diremos que cods
<comprende polinomialmente> a cod;, y escribiremos cod; <, cods si la siguiente funcién
(que llamaremos <funcién de traducciéns) pertenece a FP

cod; o cody ™t () si z € cody ()

€ si no

I {071}* - {071}* ) f(x) =

Si se cumple ademds que cods <., cody, escribiremos cod; =, cods y diremos que son codi-
ficaciones «polinomialmente equivalentes>. En caso contrario, escribiremos cod; <, codas.

Proposicién 1.2.3. Dado un ¥ fijo, <., es una relacion reflexiva y transitiva en el conjunto
de codificaciones de 3.

., . . * . s s
Demostracion. Para la reflexividad, sea cod : ¥ — {0,1}" una codificacién. La funcién de
traduccion de cod hacia s misma es

x si z € cod (X)

€ si no

fla) =

b

que pertenece a FP porque cod (X) € P.

1Esta es una nocién imprecisa para referirnos a cualquier coleccién de objetos discretos que sean finitos
al fijar ciertos pardmetros, como los grafos o las férmulas en la légica proposicional.
2En inglés, <parsers.



Para la transitividad, consideremos cod;,cods,cods : ¥ — {0,1}" codificaciones con
cod; <p cody ¥ cody <¢p cods. Sean fa 1, fz 2y f3,1 las funciones de traduccién de cods a
cod;, de cods a cods, y de cods a cod;, respectivamente. Note que f31 = fa1 0 f32 € FP,
y por lo tanto cod; <, cods. O

Notemos que el hecho de que la funcién f en la definicién 1.2.2 pueda definirse en todo
el vocabulario binario depende de que contemos con un analizador sintactico de tiempo
polinomial. En otro caso, solo podriamos pedir que la funcién con dominio cod; (X) sea
computable en tiempo polinomial.

Es sencillo pensar en lo que no seria una buena descripcién. Por ejemplo, si ¥ es un
conjunto infinito numerable, una simple enumeracion seria trivialmente inyectiva y parseable.
Sin embargo, probablemente para poder realizar algiin procedimiento efectivo la méquina
tendria que conocer como funciona la enumeracién y reconstruir el objeto en cuestién antes
de comenzar a trabajar con él. Ese objeto reconstruido en forma de una palabra binaria
seria probablemente un mejor candidato a ser una codificaciéon adecuada.

Algunos problemas tienen instancias que consisten en més de un objeto, y es necesario
que una codificacion adecuada de dichas instancias permita a la maquina identificar cada
uno de ellos. Por ejemplo, si una maquina recibe una cadena de bits que codifica un par de
grafos, el programa debe ser capaz de identificar en qué punto termina la codificacion del
primer grafo y comienza la del segundo. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.2.4. Diremos que una codificacién cod : ¥ — {0,1}" es <inequivocas si,
para todo z € cod (X), el tinico y € {0,1}" tal que 2y € cod () es y = e.

Si tenemos dos codificaciones inequivocas de dos conjuntos 1 y Yo, podremos concate-
narlas sin ambigiiedad. Veremos que siempre podemos modificar levemente una codificacion
binaria para garantizar esta propiedad, y con el tinico costo de aumentar en forma no signi-
ficativa la longitud de las palabras.

Definicién 1.2.5. Dado n € N, definimos bin (n) € {0,1}" como la expansién binaria de
n. En particular, bin (0) = €. Esta funcién nos da una inclusién de N en {0,1}".

Definicién 1.2.6. Dada una palabra x € {0,1}", definimos su <prefijo de longitud de
entrada binaria> como la palabra binaria pleb (z) = 1%l0y, donde y = bin (|x\)

Este prefijo le indica a la méquina la longitud exacta de la palabra que le sigue.

Proposicién 1.2.7. Sicod: ¥ — {0,1}" es una codificacion, entonces cod’ : ¥ — {0,1}"
dada por cod’ (¢) = pleb (cod (0)) cod (o) es una codificacién inequivoca.

Demostracion. Sea z € cod' (X) ey € {0,1}" tal que 2y € cod’ (2). Luego existen 01,02 € 3
tales que = = pleb (cod (01)) cod (01) y 2y = pleb (cod (02)) cod (02). Entonces

1lzl — qleyl — qlelHyl = 1|3f7|1|y\7
de lo que concluimos que® 1%l = €, y luego y = e. O

Notemos que agregar el prefijo pleb solo aumenta la longitud de una entrada x en
@) (log2|x\) bits. Con esto, ahora podemos hacer sentido a expresiones de la forma

M (cod (1) ,...,cod (o)),

3Recuerde que la notacién 119! se refiere a la palabra de|y| bits iguales a 1.



que representa la aceptaciéon o rechazo de una méquina M frente una entrada que codifica
a los objetos o1, ..., om, respectivamente. Cuando la codificacién esté clara por contexto (o
bien no sea relevante), escribiremos simplemente M (o1, ..., 0m).

También puede ocurrir que una tupla contenga objetos de distinta naturaleza. En dicho
caso, podemos agregar otro prefijo que codifique el tipo de objeto que se codificard a con-
tinuacién, y que en funcién de esto la maquina entre a un modo o a otro. En todo caso,
ninguno de estos detalles es realmente relevante. Podriamos incluso asumir que las maquinas
de Turing cuentan con simbolos especiales para delimitar las entradas y salidas, y esto no
alteraria las clases de complejidad.

Veamos algunos ejemplos de codificaciones.

Ejemplo 1.2.8. Sea GG un grafo dirigido sin aristas paralelas, aunque permitiendo aristas
opuestas. Sea n el nimero de vértices de G. Una posible codificacién seria la matriz de
adyacencia? de G, que consistira de n? bits. Si G fuese un grafo no dirigido, ni siquiera serfa
necesario especificar las entradas de la matriz que estan debajo de la diagonal principal. Esto
dividiria la longitud de la entrada aproximadamente en un factor de 2. Sin embargo, este
cambio no es significativo para nuestros propésitos: la codificacion sigue siendo cuadratica
en términos del niimero de vértices.

Ejemplo 1.2.9. Sea G un grafo dirigido sin aristas paralelas, aunque permitiendo aristas
opuestas. Sea n el nimero de vértices de G, y sea m el nimero de aristas. Otra codificacion
que podriamos considerar es la matriz de incidencia® de G. Como cada entrada de la matriz
puede tomar tres valores posibles, necesitaremos dos bits para representar cada una de ellas.
Por lo tanto, la longitud de la codificacion en este caso serd 2nm. Como ya mencionamos
anteriormente, el factor constante 2 no es relevante para nuestros propositos. Notemos que
m estd acotado porn (n — 1) € O (n2), por lo que esta codificacién es ciibica en términos del
nimero de vértices. Si bien esta cota es peor que la cuadratica del ejemplo 1,2,8, no harad una
diferencia cuando estudiemos un problema de grafos respecto a una clase de complejidad
que es cerrada bajo transformaciones polinomiales.

Ejemplo 1.2.10. Sea G un grafo dirigido, posiblemente con aristas repetidas. Sea C' la
entrada de mayor valor en la matriz de adyacencia® de G. Necesitaremos [log, C'| bits
para representar cada entrada de dicha matriz, por lo que la codificacién consistird de
n?|log, (C)] bits. En este caso s serd necesario especificar el valor de C' como un prefijo,
pues de lo contrario podria haber ambigiiedad para deducir el tamano de la matriz. De
todos modos, este prefijo no cambiard el orden de la codificacion: O (712 log C’). Lo que si es
problematico es que, para un n fijo, podriamos tener valores de C' arbitrariamente grandes,
por lo que no existe una cota para la longitud de esta codificaciéon que dependa solo del
nimero de vértices, como si ocurre en los ejemplos 1.2.8 y 1.2.9. Lo que podriamos afirmar
es que la longitud de la codificacién estd acotada por un polinomio en n + m, donde m es
el nimero de aristas de G.

En los ejemplos 1.2.8, 1.2.9 y 1.2.10 hemos acotado la longitud de la codificaciéon en
términos de ciertos parametros. Podemos formalizar esta idea de la siguiente manera.

4La matriz de adyacencia de G es una matriz A de n x n tal que la entrada A; j esigual a 1 si existe la
arista dirigida desde el vértice v; al vértice v;, y es igual a 0 si no.

5La matriz de incidencia de G es una matriz A de n X m tal que la entrada Aj; j esigual a 1 si la arista
e; tiene al vértice v; como vértice final; es igual a —1 si la arista e; tiene a vértice v; como vértice inicial, y
es igual a 0 en otro caso.

6En este caso, la matriz de adyacencia indica cudntas aristas desde el vértice v; al vértice v; hay en G.
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Definicién 1.2.11. Sea ¥ un conjunto, cod : ¥ — {0,1}" una inyeccién, k& un entero
positivo, y f: ¥ — NF, g : N¥ — N funciones. Diremos que cod estd <acotada por O (g)
en términos de los parametros de f> si existe una constante ¢ > 0 y un natural ng € N tal
que, para todo o € ¥ tal que cada coordenada de f (o) es mayor o igual a ng, se tiene que

|cod ()| < c- g (f (o).

Debemos tener especial cuidado cuando las longitudes de las codificaciones de nuestras
instancias dependan de dos o méas pardmetros. En ese caso, asumir que alguno de ellos esta
fijo podria cambiar la complejidad del problema. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.12. Dado un natural k& > 3 fijo, el problema k-CLIQUE consiste en decidir si
un grafo G tiene un k-clique’. Consideremos el algoritmo de fuerza bruta que revisa todos
los posibles subconjuntos de k vértices de G y chequea si estos forman un k-clique o no.
Se realizan O (nk) verificaciones, y cada una de estas toma O (kQ) pasos, por lo que la
complejidad temporal del algoritmo es O (nka). Esto prueba que k-CLIQUE € P para
todo k > 3. Ahora consideremos el problema CLIQUE, que consiste en, dada la entrada
(G, k), decidir si G tiene un k-clique. La diferencia entre el problema CLIQUE y la familia
de problemas {k-CLIQUE}, es que en el primero el nimero k ya no estd fijo, sino que es
parte de la entrada. En este caso, el algoritmo de tiempo O (n*¥k?) ya no es polinomial, por
lo que no podemos concluir que CLIQUE esté en P.

1.3. Verificadores de tiempo polinomial

En el ejemplo 1.2.12 discutimos que un posible algoritmo para resolver CLIQUE para la
instancia (G, k) seria revisar todos los posibles conjuntos de k vértices de G y chequear si
inducen un subgrafo completo. Este no es un algoritmo de tiempo polinomial; sin embargo,
tiene la particularidad de que, si tenemos a priori un candidato a ser el k-clique, entonces
podemos chequear ese caso en tiempo polinomial. En otras palabras, lo que hace el algoritmo
es transformar el problema en varias verificaciones que tardan un tiempo polinomial, y
decidir si alguna de ellas resulté en aceptacion. La siguiente clase de complejidad captura a
los problemas que tienen una solucién de esa naturaleza.

Definicién 1.3.1. [AB09, 2.1] Decimos que un lenguaje L C {0,1}" pertenece a la clase NP
si existe una funcién polinomial p : N — N y un decisor M (llamado un <verificador> para
L) que trabaja en tiempo polinomial y tal que, para todo x € {0,1}", se cumple que

reL — HUG{O,I}p(l'Tl) M (z,u) = 1.

Siz e Lyuce {0, 1}p(m) satisfacen M (z,u) = 1, decimos que u es un <certificado> o
<testigo> para z (con respecto al lenguaje L y el verificador M).

Es importante notar que la definicién anterior involucra dos polinomios: uno que acota
el nimero de pasos que el decisor M tardara en detenerse (en términos de la longitud de la
entrada que reciba), y otro que corresponde a la longitud de los posibles certificados.

La definicién 1.3.1 puede debilitarse levemente al relajar la condiciéon de que la longitud
de los certificados sea exactamente p (|x|) De eso se trata la siguiente proposicién, que puede
facilitar las demostraciones de pertenencia a la clase NP de ciertos problemas concretos.

7"Un <k-clique> de G es un conjunto de k vértices de G que inducen un subgrafo completo.
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Proposicién 1.3.2. Un lenguaje L C {0,1}" pertenece a NP si y solo si existe una funcion
polinomial p: N = N y un decisor M que trabaja en tiempo polinomial y tal que, para todo
x €{0,1}", se cumple que

reL — Ju € {0,1}" (|u|§p(|x|) A M(m,u)zl).

Ejemplo 1.3.3. Veamos que el lenguaje 3COL de los grafos simples que son 3-coloreables
pertenece a la clase NP. Sea n el numero de vértices de G. Un certificado consistira de
una palabra que codifique el color que le corresponda a cada vértice. Necesitamos 2 bits
por cada color, asi que dicho certificado tendrd longitud O (n). Por otro lado, la verificacién
también puede realizarse en tiempo polinomial: podemos recorrer las aristas del grafo vy,
para cada una de ellas, revisar que los dos vértices que conecta no tengan el mismo color.
Este algoritmo claramente puede realizarse en tiempo polinomial, por lo que el problema
pertenece a NP.

En estricto rigor, para hablar del lenguaje 3COL deberiamos primero establecer una
codificacién. Sin embargo, como discutimos en la seccién 1.2, cualquier codificacién adecuada
nos permitira seguir el mismo argumento. Lo importante es que todas las codificaciones que
podamos considerar sean polinomialmente equivalentes entre si (ver definicién 1.2.2).

Proposiciéon 1.3.4. P C NP.
Demostracion. Basta tomar p como el polinomio nulo en la proposicién 1.3.2. O

Se desconoce si la inclusion de la proposicién 1.3.4 es estricta o no.
La siguiente definicién nos permitira comparar la dificultad de dos problemas de decisién.

Definicién 1.3.5. Sean Li, Ly C {0,1}". Diremos que L; es <reducible en tiempo polino-
mial> a Lo si existe f € FP tal que, para todo z € {0,1}", se cumple que x € L; si y solo
si f(x) € Lo. En dicho caso, decimos que f es una <reduccién de Karp> de Ly a Lo, y
escribimos Ly <, Lo.

La idea de la definicién 1.3.5 es que, si tuviésemos un algoritmo para decidir Lo, entonces
inmediatamente tenemos también un algoritmo para decidir L;: dado un x € {0,1}", basta
calcular f (z) y copiar la respuesta del algoritmo para Lo con la entrada f ().

Como la clase FP es cerrada bajo composicién de funciones, tenemos que la relacién <,
es transitiva.

Proposicién 1.3.6. Sean L1 y Lo dos lenguajes tales que Ly <, Lo. Entonces:
(i) Si Ly € P, entonces Ly € P.
(i) Si Ly € NP, entonces L1 € NP.

Demostracion de (i). Sea f € FP una reduccién de Karp de Ly a Lo con tiempo de compu-
tacién O (h), donde h : N — N es una funcién polinomial. Sea M un decisor para La que
trabaja en tiempo polinomial O (p). Ahora consideramos un decisor M’ que, con entrada
z € {0,1}, calcula f (z), simula M con entrada f (z) y responde igual que M. Tenemos
que L (M’) = L1, pues

rely < f(@)ely < M(f(x)=1 & M@=1 < zel(M).
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Veamos que M’ también trabaja en tiempo polinomial. Notemos que |f (ac)| =0 (h (|:U|)),

pues una maquina no puede imprimir una palabra de longitud mayor que el nimero de
pasos de la ejecucién. Por lo tanto, el tiempo de ejecucién de M’ con entrada x es a lo més

o <h (|x|) +p (h (x|))> Como h + (p o h) es un polinomio, esto prueba que L; e P. [

Demostracion de (ii). Sea f € FP una reduccién de Karp de Ly a Ly con tiempo de compu-
tacién O (h), donde h : N — N es una funcién polinomial. Sea M un verificador polinomial
para Lo, y sea p : N — N la funcién polinomial correspondiente a las longitudes de los
certificados para M. Tendremos que x € Ly siy solo si f (z) € La, lo que a su vez equivale a

que exista un certificado u € {0, l}p(lf(x)‘) tal que M (f (z) ,u) = 1. Por lo tanto, podemos
considerar un verificador para L; que, dada la entrada z, primero computa f () y luego ve-

rifica de forma idéntica a M. Como | f (z)| = O (h (|x|)), los certificados para f (z) también

estardn acotados por un polinomio en|z|. Por lo tanto, concluimos que Ly € NP. O

A continuacién definiremos la nocién de NP-completitud, que pretende capturar la idea
de que un problema sea un representante de la dificultad de su clase.

Definicién 1.3.7. Diremos que un lenguaje L es «NP-dificil>® si L' <, L para todo
L’ € NP. Si ademéds L € NP, diremos que L es NP-completo.

Notemos que, en virtud de la proposicién 1.3.6, la existencia de un algoritmo polinomial
para un problema NP-dificil implicaria que P = NP. Como se cree que esta iltima igualdad
es falsa, lo usual es razonar en el sentido inverso: una demostracion de la NP-dificultad de
un problema suele interpretarse como evidencia de que probablemente dicho problema no
estd en P. En ese sentido, podemos considerar que los problemas NP-completos son los maés
dificiles de la clase NP.

La siguiente proposicién es una consecuencia inmediata de la transitividad de las reduc-
ciones de Karp.

Proposicién 1.3.8. Sean Ly y Ly dos lenguajes tales que L1 <, La. Si Ly es NP-completo,
entonces Ly también lo es.

El problema NP-completo més conocido es SAT, que consiste en decidir si una férmula
de la légica proposicional es satisfacible. Al resultado de la NP-completitud de SAT se le
conoce como el teorema de Cook-Levin. Mediante reducciones de Karp se puede propagar esa
completitud hacia otros problemas. Por ejemplo, los problemas CLIQUE (ejemplo 1.2.12) y
3COL (ejemplo 1.3.3) son también NP-completos.

1.4. Maquinas oraculo

Las maquinas oraculo son utiles cuando buscamos entender la complejidad computacional
de un problema A, pero bajo el supuesto de que somos capaces de resolver eficientemente
otro problema B. En otras palabras, asumiendo que tenemos un algoritmo para resolver B,
estudiamos como podemos aprovecharlo al maximo para construir un algoritmo para A.

s e s ’ . e * . .
Definicién 1.4.1 (Oraculos de decisién). Sea L C {0,1}" un lenguaje. Decimos que M
es una <maquina de Turing con acceso a un oraculo para L> si es una méaquina de Turing

8En inglés, < NP-hard>
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equipada con una cinta especial, llamada «cinta de consultas (distinta a las cintas de
trabajo, de entrada y de salida), y tres estados especiales: ¢7, ¢si ¥ ¢no. El funcionamiento
de M es idéntico al de una maquina de Turing tradicional, excepto cuando entra al estado
g». En dicho caso, en un solo paso la maquina cambia al estado ¢s; 0 ¢no, dependiendo de si
lo que esté escrito en la cinta de consulta sea una palabra en L o no, respectivamente.

Ejemplo 1.4.2. Consideremos el problema TAU de decidir si una férmula de la 16gica
proposicional es una tautologia. Se cree que TAU ¢ NP, por lo que es atin mas improbable
que pertenezca en P. Sin embargo, podemos resolver este problema en tiempo polinomial si
contamos con un oraculo para SAT. Supongamos que queremos decidir si ¢ € TAU. Lo que
hacemos es escribir = en la cinta del oraculo, y la respuesta al problema serd la negacion
de la respuesta del oraculo. En efecto, tenemos que ¢ es una tautologia si y solo si = no
es satisfacible, por lo que debemos aceptar ¢ si y solo si el ordculo rechaza —.

También existen oraculos para funciones binarias, como veremos a continuacién.

Definicién 1.4.3 (Ordculos funcionales). Sea f : {0,1}" — {0,1}" una funcién. Decimos
que M es una <maquina de Turing con acceso a un oraculo para f> si es una méquina
de Turing equipada con dos cintas especiales adicionales, llamadas <cinta de consulta> y
<cinta de respuestas, y dos estados especiales, llamados <estado de consultas y <estado de
respuestas. El funcionamiento de M es idéntico al de una maquina de Turing tradicional,
excepto cuando entra al estado de consulta. En dicho caso, si x es la palabra que estd escrita
en la cinta de consulta, entonces la mdquina en un solo paso cambia al estado de respuesta
y escriba en la cinta de respuesta la palabra f (x).

La definicién de oraculos funcionales generaliza a la de ordculos de decisién, pues un
lenguaje puede entenderse como una funcién {0,1}* — {0,1} C {0,1}". Teniendo esto en
cuenta, continuaremos este capitulo considerando solo ordculos funcionales.

Segun la definicién 1.4.3, la maquina es capaz de escribir f (x) en un solo paso en la cinta
de respuesta, independientemente de la longitud de dicha palabra. Sin embargo, para que
un algoritmo pueda hacer uso de esa respuesta, necesariamente debera acceder al contenido
de la cinta para leerla, y esa accién si serd sensible a la longitud de f ().

Podriamos agregar la condicién de que la maquina escriba el prefijo pleb ( f (:I:)) (ver
definicién 1.2.6) antes de cada respuesta al ordculo. Esto iltimo seria para tener una forma
de asegurarnos de poder leer la respuesta hasta su final. Sin embargo, como ya discutimos
en la seccién 1.2, estos detalles no son relevantes para el analisis de complejidad.

Definicién 1.4.4. Dada una funcién f: {0,1}" — {0,1}", definimos las siguientes clases:

= P/ es el conjunto de lenguajes decidibles en tiempo polinomial por una méaquina de
Turing con acceso a un oraculo para f.

» FP/ es el conjunto de funciones de {0, 1} en {0, 1}* computables en tiempo polinomial
por una maquina de Turing con acceso a un oraculo para f.

La siguiente proposiciéon nos dice que contar con un ordaculo para una subrutina de tiempo
polinomial no altera las clases P y FP.

Proposicion 1.4.5.
v Si L €P, entonces PL =P.
= Si f € FP, entonces FP/ = FP.
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Ejemplo 1.4.6. Consideremos el lenguaje L de las férmulas en 1égica proposicional que son
satisfechas por al menos dos valuaciones distintas. Por otro lado, consideremos una funcién
f:4{0,1}" = {0,1}" que, dada la codificacién de una férmula ¢, devuelve la codificacién de
alguna valuacién que satisface ¢ en caso de que @ sea satisfacible, y devuelve € en otro caso.
Veamos que L € Pf. Sea ¢ una férmula en légica proposicional, con conjunto (finito) de
variables X. Queremos decidir si ¢ € L usando el oraculo para f. Lo primero que haremos es
usar el ordculo para calcular f (). Si f (¢) = €, ya sabemos que ¢ ¢ L. Supongamos entonces
que f(p) # €, de modo que tenemos la codificacién de una valuacién v : X — {0,1} que
satisface ¢. Sean {y1,...,ym} C X las variables de X que son verdaderas bajo la valuacién
v. Ahora definimos
Y=p A1 Vy2 VeV ayn).

Notemos que f (¢) = € si y solo si ¢ no es satisfecha por ninguna valuacién salvo v, por lo
que tendremos que ¢ € L siy solo si f (¢) # e. Este algoritmo es de tiempo polinomial, por
lo que L € P/,

1.5. La complejidad de contar: La clase #P

Supongamos que nos interesa contar el nimero de valuaciones que satisfacen una férmu-
la de la lgica proposicional. Llamemos #SAT a este problema. Podemos pensar que esto
corresponde a computar una funcién de {0,1}" en sf mismo, donde las salidas son codifica-
ciones de un niimero natural. Este es nuestro primer ejemplo de un problema de conteo.

Mas generalmente, dado un conjunto de objetos combinatorios ¥, un <problema de
conteo> serd una funcién de ¥ en N. Notemos que todos los problemas NP-completos que
hemos discutido tienen naturalmente asociado un problema de conteo. Por ejemplo, podemos
considerar el problema #3COL, que consiste en contar las 3-coloraciones de un grafo simple.

Formalizaremos esta idea a continuacién. Lo primero que debemos hacer es relacionar
los problemas de conteo con las clases de complejidad funcionales.

Definicién 1.5.1. Tenemos la siguiente sobreyeccién num : {0,1}* — N: dado cualquier
x € {0,1}", definimos num () como el tinico natural n € N tal que = = 0¥bin (n) para algin
keN.

Notemos que, en el contexto de un problema de conteo, podemos identificar los conjuntos
{0,1}" y N a través de las funciones bin y num. Esta identificacién nos hace perder la
informacién sobre los bits 0 que estdn a la izquierda, pero estos son irrelevantes cuando la
palabra codifica un nimero natural.

La siguiente clase captura a los problemas de conteo que estan naturalmente asociados
a un problema de decisiéon en NP.

Definicién 1.5.2. Decimos que una funcién f : {0,1}" — {0,1}" pertenece a la clase’
#P si existe una funcién polinomial p : N — N y un decisor M que trabaja en tiempo
polinomial y tal que, para todo = € {0,1}", se cumple que

num (f (z)) = #{u e {0,177 | M (e,u) = 1}.

En otras palabras, las funciones en #P cuentan el nimero de certificados para cada
instancia de un problema en NP. Se sigue directamente de la definicién que #SAT y #3COL
pertenecen a #P.

9Léase «numeral-P>, o «sharp-P> en inglés.
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En la definicién 1.5.2 tendremos que num (f (x)) < 21’('“3‘), por lo que, si ignoramos los
bits 0 a la izquierda, entonces f (z) consiste de a lo més p (z|) = poly (z|) bits. Resumiremos
esta observacién en la siguiente definicién.

Definicién 1.5.3. Diremos que f : {0,1}" — {0,1}" tiene <longitud polinomialmente
acotada> si existe un polinomio p : N — N tal que |f (m)’ <p (\x|) para todo x € {0,1}".

Como ya comentamos, todas las funciones en #P tienen longitudes polinomialmente
acotadas. Necesitaremos esta condicién en la seccién 1.6.

Todos los problemas de conteo tienen naturalmente un lenguaje asociado, como definimos
a continuacién.

Definicién 1.5.4 (Lenguaje asociado a un problema de conteo). Dada f: {0,1}" — {0,1}",
definimos el lenguaje

L= {x € {0,1}" | num(f(z)) > 0}.
La siguiente proposicién se sigue directamente de las definiciones.

Proposicién 1.5.5. Si f € #P, entonces Ly € NP.

Podemos usar la proposicién 1.5.5 como un criterio necesario para chequear la pertenen-
cia de una funcién a la clase #P. Tenemos un resultado andlogo para las clases de tiempo
polinomial:

Proposicién 1.5.6. Si f € FP, entonces Ly € P.

Demostracion. Sea M un decisor de tiempo polinomial que computa f. Entonces un algo-
ritmo de tiempo polinomial para decidir si € L consiste en calcular f () y decidir si
dicha palabra contiene un bit 1 o no. O

Notemos que, a diferencia de la contencién P C NP, la siguiente proposicion no se sigue
inmediatamente de las definiciones.

Proposicién 1.5.7. Se cumple que FP C #P. La igualdad implicaria que P = NP.

Demostracion. Para la primera parte, sea f € FP via un decisor M de tiempo polinomial.
Modificamos dicha méquina para que reciba una entrada auxiliar u de un largo mayor o igual
al nimero de bits necesarios para codificar al natural num ( f (x)) Esta nueva maquina,
que llamaremos M’, aceptard todos los pares (z,u) tales que num (u) < num ( f (m)), y
claramente sigue siendo de tiempo polinomial. Luego f € #P via M’.

Para la segunda parte, basta notar que si, FP = #P, entonces #SAT € FP. Luego, por
la proposicién 1.5.6, tendriamos que SAT = Lygat € P. Como SAT es NP-completo, esta
ultima pertenencia implicaria inmediatamente que P = NP. O

Se cree que la igualdad FP = #P es mas fuerte que P = NP; hasta la fecha, no se ha
demostrado que la segunda igualdad implique la primera.

A continuacién veremos un ejemplo de un problema de conteo que probablemente no
pertenece a FP, pero cuyo problema de decisiéon asociado si pertenece a P. Esto muestra
que el paralelismo entre las clases P C NP y FP C #P no es exacto: existen problemas de
conteo dificiles cuyos lenguajes asociados pueden decidirse en tiempo polinomial.
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Supongamos que nos interesa contar el niimero de ciclos dirigidos (inyectivos en vértices)
de un grafo simple y dirigido G. Llamemos #CICLOS a este problema. Notemos que el
lenguaje asociado, que corresponde a decidir la existencia de un ciclo dirigido, pertenece
a P. En efecto, basta realizar una busqueda en profundidad en cada componente conexa,
y chequear que el algoritmo no detecte aristas que apunten hacia vértices que ya fueron
visitados. Este algoritmo es polinomial en términos de la codificacién del grafo. Podriamos
esperar, entonces, que #CICLOS perteneciera a FP, por lo que la siguiente proposicion
puede resultar sorprendente. La demostracion es una leve modificacion de la presentada en
[ABO09, 17.4].

Proposicién 1.5.8. Si #CICLOS € FP, entonces P = NP.

Demostracion. Supongamos que contamos con una maquina M que resuelve el problema
#CICLOS en tiempo polinomial. Veremos que esto implicaria la existencia de un algoritmo
polinomial para el problema NP-completo HAM de decidir si un grafo dirigido tiene un ciclo
hamiltoniano'®. Més precisamente, lo que haremos es reducir HAM al siguiente lenguaje:

L= {cod (@) | G es un grafo dirigido con n vértices y al menos n"’ ciclos} .

A pesar de que parece demasiado grande, podemos escribir el nimero n™ en binario usando
[n?log, n] = poly (n) bits, por lo que £ € P via M.

A continuacién detallaremos la reduccién. Sea Gg un grafo dirigido con ng vértices. Sea
n1 la menor potencia de 2 tal que ng < ni. Si ng = n1, no hacemos nada y definimos
(1 = Gg. En otro caso, elegimos cualquier arista de Gy y la subdividimos hasta agregar
k := ny — ng vértices, obteniendo un nuevo grafo G; con n; vértices. Mds precisamente,
lo que hacemos es suprimir una arista (a,c) y luego agregar vértices by, ba, ..., b, y aristas
(ayb1),(b1,b2), ..., (br—1,bk), (bg, c). Claramente Gy € HAM si y solo si G; € HAM, y este
paso no es computacionalmente significativo. Definimos m = n4 log, n1.

Ahora construiremos otro grafo G5 reemplazando cada arista (u,v) en Gy por el arte-
facto'! ilustrado en la figura 1.

Figura 1: Artefacto que reemplaza a la arista (u, v).

Afirmamos que G; € HAM si y solo si G2 € L. Notemos que el artefacto es aciclico, que
hay 2™ formas de recorrerlo, y que un ciclo que entra en un artefacto necesariamente debe
terminar de recorrerlo. De esta forma, a cada ciclo en G5 le corresponde un tunico ciclo en
G1, y cada ciclo en G de largo ¢ da lugar a (2’”)2 ciclos en Gs.

10Un ciclo hamiltoniano es un ciclo que pasa exactamente una vez por cada vértice del grafo. La existencia
de un ciclo hamiltoniano dirigido es uno de los 21 problemas cuya NP-completitud fue demostrada en 1972
por Richard Karp [Kar72].

En inglés, gadget.

17



Supongamos que GG; € HAM. Entonces G tiene un ciclo de largo ny, y por lo tanto Gs

tiene al menos )

(2m)n1 — (nlnl)nl — n1n1
ciclos. Luego G5 € L.
Ahora supongamos que G7 € HAM, de modo que el mayor largo posible de un ciclo de
G1 es ny — 1. El ntimero de ciclos de G esté trivialmente acotado superiormente por n;™ !,
por lo que el total de ciclos de G2 esta acotado superiormente por

77,1“171 . (2m)n1—1 _ 77,1“171 . (nlnl)nl—l _ 77,1”1271 < TL;HQ.

Luego G5 ¢ L.

Por ultimo, veamos que la reduccién es polinomial. G tiene a lo sumo ni~ aristas,
y cada artefacto agrega 2m vértices. Por lo tanto, la transformacién agrega a lo sumo
n1%logy ny = poly (ny) vértices.

2

O

1.6. #P-completitud

En esta seccion estudiaremos una nocién de completitud para la clase #P.

Definicién 1.6.1. Una funcién f : {0,1}" — {0,1}" es <#P-dificil> si #P C FP/. Si
ademsds se tiene que f € #P, se dice que el problema asociado a f es «#P-completos.

Segun la definicién 1.6.1, una funcién se considera completa para la clase #P si un
oraculo para ella permitiria resolver en tiempo polinomial cualquier otro problema en #P.
La siguiente definicién nos permitird comparar la dificultad de calcular dos funciones. Nos
restringiremos a funciones polinomialmente acotadas para asegurarnos de que las salidas de
los oraculos sean manejables.

Definicién 1.6.2. Sean f,g: {0,1}" — {0,1}" funciones con longitudes polinomialmente
acotadas. Escribiremos f <pp g si f € FPY. Escribiremos f =pp g si f <pp 9y 9 <rp f.

Proposicién 1.6.3. [Val79b] Sean f,g,h: {0,1}" — {0,1}" funciones con longitudes poli-
nomialmente acotadas. Si f € FPY y g € FP", entonces f € FP". En otras palabras, <gp
es una relacion transitiva.

La transitividad de la relacién <gp nos indica que es posible propagar la #P-dificultad
desde una funcién particular hacia otra, igual que como ocurre con la NP-dificultad.

Corolario 1.6.4. Sean f,g : {0,1}" — {0,1}" funciones con longitudes polinomialmente
acotadas. St f <pp g y [ es #P-dificil, entonces g también es #P-dificil.

Demostracion. Sea h € #P. Como f es #P-dificil, tenemos que #P C FP/ y, en particular,
h € FP/. Como f € FPY por la proposicién 1.6.3 deducimos que h € FP?. Como h € #P
era arbitrario, concluimos que #P C FPY, y g es #P-dificil. O

La transitividad de <pp también implica la segunda parte de la proposiciéon 1.4.5, que
decia que FPY = FP para toda g € FP. En efecto, dada cualquier f € FPY, podemos
concluir que f € FP usando la proposicién 1.6.3 (considerando h como la funcién identidad
en {0,1}", de modo que trivialmente FP" = FP). La otra direccién es inmediata.

Como consecuencia de estos hechos, tenemos también el siguiente corolario.
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Corolario 1.6.5. Si existe una funcion f € FP que es #P-completa, entonces FP = #P.
Demostracion. Como f es #P-dificil, tenemos que #P C FP/ = FP. O

Se cree que FP # #P, pues lo contrario implicaria la dudosa igualdad P = NP. Bajo
esas suposiciones, el corolario 1.6.5 indica que la #P-completitud de una funcién implica la
imposibilidad de que esta sea calculada por algin algoritmo de tiempo polinomial.

Se conocen varios problemas de conteo #P-completos, entre los que estd #SAT. Sin
embargo, esto tltimo podria resultar esperable, pues su problema de decisién asociado es
NP-completo. Lo que es més interesante es que existen problemas de conteo dificiles (segin
esta nocién de completitud) cuyos problemas de decisién asociados pertenecen a P. En breve
describiremos un ejemplo de este fenémeno.

Leslie G. Valiant definié en 1979 la clase #P con el objetivo de demostrar la dificultad
de calcular permanentes de matrices, que definiremos a continuacién.

Definicién 1.6.6. Sea A una matriz de n X n con entradas en cierto anillo. Su «perma-

nentes se define como .
perm (A) = Z HAi,o(i)-

oEeS, i=1
Esta es casi la misma definicién que la del determinante, pero omitiendo los signos.

Teorema 1.6.7 (Teorema de Valiant). [Val79a] Calcular permanentes de matrices con
entradas en {0,1} C Z es un problema #P-completo.

El teorema 1.6.7 contrasta con el hecho de que existen algoritmos de tiempo polinomial
para calcular determinantes. A continuacién, usaremos el teorema de Valiant para exhibir
un ejemplo de un problema de conteo dificil cuyo problema de decisién asociado es tratable
en tiempo polinomial.

Definicién 1.6.8. Sea B = (U, V, E) un grafo bipartito, donde E C U x V y |U| =|V| = n.
Definimos un <emparejamiento (perfecto)s'? como un M C E con |[M| = n y tal que, si
(u,v) y (v,v') son elementos distintos en M, entonces u # u' y v # v'. Al problema de
decidir si un grafo bipartito dado tiene un emparejamiento se le denota MATCHING, y al
problema de conteo asociado se le denota #MATCHINGS.

Proposicién 1.6.9. [Pap94, p. 12] MATCHING € P.
Proposiciéon 1.6.10. #MATCHINGS es #P-completo.

Demostracion. La pertenencia a #P es clara. Por el teorema 1.6.7, bastaria con probar que
un algoritmo polinomial para #MATCHINGS implicaria la existencia de un algoritmo de
tiempo polinomial para calcular permanentes de matrices con entradas en {0,1} C Z. Sea
A= (ai’j)i,je[n] una matriz de n xn con entradas en {0, 1}. Consideremos un grafo bipartito
simple B = (U,V,E),donde E CU XV, U ={u1,...,un}, V={v1,...,on}  y (ui,vj) eFE
si y solo si a; ; = 1. Entonces el nimero de emparejamientos perfectos de B es exactamente

perm (A). Como la construccién del grafo bipartito puede hacerse en tiempo polinomial,
esto prueba que #MATCHINGS es #P-completo. O

12En inglés, < (perfect) matching>.
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1.7. Reducciones parsimoniosas y #P-completitud fuerte

Sabemos que hay problemas #P-completos cuyos problemas de decisién pertenecen a P.
Una pregunta natural, entonces, es si existe algiin resultado en la otra direccién. Podriamos
esperar que la siguiente afirmacion fuese un teorema:

Sea f: {0,1}" — {0,1}" una funcién en la clase #P. Si L es NP-completo, entonces
f es #P-completa.

Hasta donde llega nuestro conocimiento, no existen contraejemplos a la afirmacién anterior;
pero tampoco ha sido demostrada en general (en [CH96] se presenta una demostracién de
la conjetura para problemas de satisfacibilidad generalizados).

Hay ocasiones en que de la misma demostracién de que cierto problema de decisién
es NP-completo se desprende que el problema de conteo asociado es #P-completo. Esto
ocurre cuando la NP-dificultad se prueba por medio de una reduccién de Karp que ademaés
preserva el nimero de certificados para los verificadores. Veamos la siguiente definicién:

Definicién 1.7.1. Dadas f,g: {0,1}" — {0,1}", decimos que o : {0,1}" — {0,1}" es una
<reduccién parsimoniosas de f a g si 0 € FP y ademds

Vz € {0,1}" num(f(z)) = num (g (o (x))) :

Note que una reduccién parsimoniosa de f a g induce una reduccién de Karp de L¢ a
L,. El reciproco no es cierto.

Si tenemos una reducciéon parsimoniosa de f a g, y contamos con un oraculo para g,
entonces podremos calcular f en tiempo polinomial. Enunciamos eso en la siguiente propo-
sicién.

Proposicién 1.7.2. Sean f,g:{0,1}" — {0,1}" funciones con longitudes polinomialmente

acotadas. Si existe una reduccion parsimoniosa de f a g, entonces f <pp g.

Se puede definir una nocién de completitud en #P por medio de reducciones parsimo-
niosas, de forma similar a como se define la propiedad de NP-completitud.

Definicién 1.7.3. Una funcién f : {0,1}" — {0,1}" se dice <fuertemente #P-completa> si
f € #P y, para todo g € #P existe una reduccién parsimoniosa de g a f.

Ambas nociones de completitud en #P no son equivalentes, a menos que P = NP. De
hecho, como las reducciones parsimoniosas son, en particular, reducciones de Karp, tenemos
el siguiente resultado.

Proposicién 1.7.4. Si f es fuertemente #P-completa, entonces Ly es NP-completo.

La mayoria de los problemas NP-completo conocidos tienen variantes de conteo fuerte-
mente #P-completas.

Durante esta tesis, preferiremos la nocién de #P-completitud via ordculos funcionales:
consideramos que captura més naturalmente la idea de dificultad para problemas de conteo.
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2. Preliminares de complejos simpliciales

Las secciones 2.1 y 2.2 serdan un breve resumen de algunas definiciones basicas. Nuestra
referencia serd el capitulo 13 del libro Algebraic combinatorics de Richard Stanley [Stal8a].

2.1. Definiciones basicas sobre complejos simpliciales

Durante esta seccién, F sera un conjunto finito, que llamaremos «conjunto subyacentes,
y a cuyos elementos llamaremos <vérticess.

Definicién 2.1.1. Diremos que A C 2F es un <complejo simplicial sobre E> si para todo
par de conjuntos A, B € 2F tales que A C By B € A se cumple que A € A. A los elementos
de A se les llama <caras>, y a las caras maximales por contencion se les llama <facetass.
La <dimensién> de una cara A € A se define como dim (A4) :=|A| — 1. La «dimensién> de
A, denotada dim (A), se define como el méximo de las dimensiones de sus caras.

Notemos que, si A es un complejo simplicial no vacio, entonces ) € A y dim ((Z)) =—1.

Definicién 2.1.2. Dado un complejo simplicial A C 2F de dimensién dei € {—1,0,1,...,d},
denotamos por f; (A) al nimero de caras de dimensién ¢ en A. Definimos el <f-vector> de
A como la siguiente tupla:

f(A) = (f—l (A)a fO(A)7 fl (A)v EERE) fd(A))

Definicién 2.1.3. Sean A; y Ay dos complejos simpliciales sobre E; y FEs, respectiva-
mente. Diremos que A; y As son <isomorfos> si existe una biyeccion entre Ey y Fy que
induce una biyeccién entre A y As. Mds precisamente, requerimos que exista una biyeccién
Y By — E5 tal que, para todo X C Ey, se cumpla que X € A; siy solo si ¢ (X) € As.

Como todas las propiedades combinatoriales de los complejos simpliciales se conservan
bajo isomorfismos, es usual fijar como conjunto subyacente a algin [n] con n € N.

Definicién 2.1.4. Se dice que un complejo simplicial A es <puro> si todas sus facetas
tienen dimensién dim (A).

Proposicién 2.1.5. Si Ay y Asg son dos complejos simpliciales sobre el mismo conjunto
subyacente E, entonces A1 N As también es un complejo simplicial.

Un complejo simplicial queda totalmente determinado por el conjunto de sus facetas.
Esto motiva la siguiente definicién:

Definicién 2.1.6. Dado I' C 2F definimos (T'), el «complejo simplicial generado por I's,
como el menor complejo simplicial que contiene a I, es decir:

() = {FezE | 3G el : Fga}.
En particular, se define () = 0. Si T = {A4,..., A;}, escribiremos (Ay, ..., A;) en lugar de
({A1,..., A}).

En virtud de la proposicién 2.1.5, también podriamos definir (I') como la interseccién de
todos los complejos simpliciales sobre E que contienen a cada elemento de I'.
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Definicién 2.1.7. Sea A un complejo simplicial sobre E. Considerando un nuevo vértice vg
que no estd en F, llamado <&pice>, podemos definir el <cono> A x {vg} como el complejo
simplicial sobre E U {vg} dado por

Ax{vg} =AU{AU{vo} | A€ A}.

Note que Ax{vg} es el complejo simplicial generado por los elementos de la forma F'U{vg},
donde F' es una faceta de A.

Las siguientes dos proposiciones se siguen directamente de la definicién 2.1.7.
Proposicién 2.1.8. Si A es un complejo simplicial de dimension d, entonces:

» f (A * {vo}) = f-1(4).

» Sii€0,1,...,d], entonces fi (Ax{vo}) = fi—1 (D) + fi (A).

» fap1 (A * {Uo}) = fa(Q).

Proposicién 2.1.9. Si A es un complejo simplicial puro de dimension d, entonces Ax{vg}
es un complejo simplicial puro de dimensidn d+1, y ademds F — FU{uvg} es una biyeccion
entre las facetas de A y las facetas de A x {vg}.

Proposicién 2.1.10. Si A; y Ay son dos complejos simpliciales sobre un mismo conjunto
subyacente E, y vy & E, entonces

(Al N AQ) * {Uo} = (Al * {’Uo}) N (AQ * {’UQ}) .

Demostracion. Para la inclusién de izquierda a derecha, sea F'U {vg} una faceta arbitraria
de (A1 N Ag)*{vp}, es decir, con F una faceta de A; NAg. Eso significa que F' es una faceta
tanto de Ay como de Ay, y por lo tanto FU{vg} es una faceta de (Aq * {vg}) N (Az * {vo}).
Como este 1ltimo es un complejo simplicial, se cumple la inclusién. Para la otra direccién,
sea A una cara de (Aq * {vg}) N (Az * {vo}). Tenemos dos casos:

= El primer caso es que vg ¢ A. Entonces, como A € (Al * {vo})7 deducimos que A € Ay,
y, andlogamente, A € Ay. Luego A € Aj N Ay C (A1 NAg) x{ug}.

» El segundo caso es que vy € A. Sea B = A\ {vy}. Entonces, como A € (A; * {vg}),
deducimos que B € Ay, y, andlogamente, B € Ay. Luego B € A1 N A, y entonces
A=DBU {Uo} S (Al N AQ) * {Uo}.

O

2.2. Descascaramientos de un complejo simplicial puro

Definicién 2.2.1. Sea A un complejo simplicial puro de dimensién d. Un <descascara-
mientos13 de A es un ordenamiento Fi, ..., F; de sus facetas (considerando t = f;) tal que,
para todo j € [t], el conjunto (F}) \ (Fi,...,Fj_1) tiene un tnico elemento minimal Gj,
llamado la <restricciéns> de F; (con respecto a dicho descascaramiento). Diremos que A es
«descascarable> si admite un descascaramiento.

13En inglés, <shelling orders.

22



A veces resulta mas tutil la siguiente caracterizacion:

Proposicién 2.2.2. Sea A un complejo simplicial puro de dimensidon d, y sea t = f4(A).

Un ordenamiento Fy, ..., Fy de las facetas de A es un descascaramiento si y solo si para todo
i€{2,...,t} se tiene que (Fy,..., F;_1)N{(F};) es un complejo simplicial puro de dimensidn
d—1.

La siguiente proposicién sera clave en la seccién 2.4.

Proposicién 2.2.3. Sea A un complejo simplicial puro, sea t el nimero de facetas de A, y
sea Ax{vg} cono sobre A. Entonces A y Ax{vg} tienen el mismo nimero de descascaramien-
tos. De hecho, Fi,..., Fy es un descascaramiento de A si y solo st Fy U{vo},..., Ft U{vo}
es un descascaramiento de A x {vg}.

Demostracion. Fy U{vo},..., Fy U{vp} es un descascaramiento de Ax{vg} siy solo, si para
todo ¢ € {2,...,t}, el siguiente es un complejo simplicial puro de dimensién d = (d + 1) — 1:

({F U {vo}, ..., Fima U {eo} ) 0 ({F U {wo} })
=((F1, ..., Fy) x {vo}) N ((F3) % {vo})
= (<F1, . ,Fi71> N <Fz>) * {UO}’

donde la ultima igualdad se tiene por la proposicién 2.1.10. Por la proposicién 2.1.9, dicha

condicion es equivalente a que
<F1, ceey Fi,1> N <Fz>

sea un complejo simplicial puro de dimensién d — 1. Pero esa es exactamente la condiciéon
para que Fi, ..., F; sea un descascaramiento de A.
O

Corolario 2.2.4. Sea A un complejo simplicial puro. Se cumple que A x {vg} es descasca-
rable si y solo si A es descascarable.

A continuacién describiremos una conexién entre el f-vector de un complejo simplicial y
sus descascaramientos.

Definicién 2.2.5. Sea A un complejo simplicial de dimensiéon d. Definimos niimeros enteros
ho (A),hy (A), ..., hay1 (A) segin la férmula

d+1 d+1

DSt (&)@ =M =3 e (A) 2
=0 i=0

Definimos el <h-vectors> de A como la siguiente tupla:
h (A) = (ho (A) s hl (A) NN hd+1 (A)) .

Es claro que f (A) y h (A) contienen informacién equivalente: podemos determinar h (A)
a partir de f (A), y viceversa. Notemos también que hg (A) = 1 siempre que A # ), y que
hi (A) = fo (A) —(d+1). Si tomamos z = 1 en la férmula de la definicién 2.2.5, obtenemos
también que



Teorema 2.2.6. [Stal8a]. Sea A un complejo simplicial puro de dimensién d. Si F,..., Fy
es un descascaramiento de A, con restricciones respectivas G1,...,Gy, entonces

d+1

¢
g hiz' = g 1%l
i=0 j=1

En otras palabras, h; es el nimero de restricciones con exactamente ¢ elementos, indepen-
dientemente del descascaramiento que consideremos.

Corolario 2.2.7. Sea A un complejo simplicial puro de dimension d. Si A es descascarable,
entonces h; (A) > 0 para todo i € {0,1,...,d+ 1}.

Es importante mencionar que el reciproco del corolario 2.2.7 no es cierto (ver, por ejem-
plo, el corolario 13.16 de [Stal8al).

Nos interesard particularmente el caso d = 1. Los complejos simpliciales puros de dimen-
sién 1 son exactamente los grafos'® simples y sin vértices aislados. En ese caso, la condicién
dada por la proposicién 2.2.2 se traduce de la siguiente manera:

Sea A un complejo simplicial puro de dimensién 1, y sea ¢ = f4(A). Un ordena-
miento de las aristas Fi,..., F; es un descascaramiento de A si y solo si, para todo
xS {27 . ,t}, se tiene que <F1, - 7F’i_1> n <Fz> 7& {@}

En otras palabras, un descascaramiento de un complejo simplicial puro de dimensién 1 es
un ordenamiento de las aristas de modo que, en cualquier paso del descascaramiento, el
subgrafo inducido por las aristas que ya hemos agregado es conexo.

Proposiciéon 2.2.8. Sea G un grafo simple y sin vértices aislados. Tenemos que G descas-
carable si y solo si es conexo.

Demostracion. Supongamos primero que G es descascarable y disconexo. Entonces existe
un descascaramiento Fi,...,F; de las aristas, y ademas los vértices del grafo se pueden
particionar en dos conjuntos no vacios, A y B, de modo que no existe ninguna arista que
conecta un vértice de A con un vértice de B. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
F} es una arista entre vértices de A. Como G no tiene vértices aislados, existe al menos
una arista que conecta dos vértices de B. Sea k > 1 el menor natural tal que Fj conecta
dos vértices de B. Entonces (F1, ..., Fy_1) N (F},) = {0}, lo que contradice el hecho de que
Fi,..., F; es un descascaramiento. Esto prueba que, si G es descascarable, entonces debe
Ser conexo.

Para la otra direccién, supongamos que G es conexo. Consideremos un arbol generador
T, y fijemos algtn vértice vg. Para cada k € N, definimos Ay como el conjunto de los vértices
v de G tales que el tinico camino de vy a v que estd contenido en T tiene exactamente k
aristas. Note que Ag = {vg}, y que existe un N € N tal que el conjunto de vértices de G
es la unién disjunta de Ag, Ay, ..., Ay. Entonces el siguiente ordenamiento de las aristas
es claramente un descascaramiento: primero agregamos las aristas que conectan a vy con
los vértices de A; (en cualquier orden), luego agregamos las aristas que conectan a algun
vértice de A; con algin vértice de Ay (en cualquier orden), y asi hasta agregar las aristas
que conectan a algin vértice de Ay_1 con algtin vértice de Ay ; finalmente, agregamos todas
las aristas que no pertenecian al arbol generador. O

4Durante esta tesis, los grafos siempre serdn complejos simpliciales con finitos vértices y finitas aristas.
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2.3. Codificacion binaria de un complejo simplicial puro

No tendria sentido estudiar la complejidad de problemas sobre el conjunto de complejos
simpliciales con un conjunto subyacente fijo, pues esta seria una coleccién finita de objetos.
En lugar de eso, definiremos ¥4, como el conjunto de complejos simpliciales A sobre [n]
que son puros, de dimensién d, y tales que {m} € A para todo m € [n]. Definimos

Ed = U Zd,n 5 Y= U Ed.
n=d+1 d=0

Notemos que ambas uniones son disjuntas, es decir, dado un A € 3, existen unicos n = n (A)
y d=d(A) tales que A € ¥y .

Consideraremos una codificacion de ¥ que consiste en listar sus facetas. Esta tendra al
inicio la informacién de los ntimeros n = n(A) y d = dim (A) (esto es posible en virtud
del prefijo pleb descrito en la definicién 1.2.6). Como d < n, este fragmento inicial tendrd
longitud O (logy ).

Veamos la longitud de la codificacion. Cada faceta puede describirse listando los d + 1
vértices que involucra, y cada vértice puede describirse usando O (log (n)) bits. Por lo tanto,
sit = fq(A), la codificacién tendrd una longitud de O (t -d-log (n)) bits. Notemos que ¢
puede ser tan grande como ( dil), que no es un polinomio en n y d cuando ninguna de las
dos variables estdn fijas. Por lo tanto, lo mas adecuado para codificar a ¥ seria considerar
a t como un parametro.

Para los propdsitos de esta tesis, solo nos interesardn problemas en que consideramos
complejos simpliciales puros con cierta dimensién fija. En dicho caso, como

n an
t < <
- <d+1> ~ (d+ 1)V

la codificacién tendrd longitud de O (n®™!log (n)) bits, que asintéticamente crece méas lento
que el polinomio n?2. Por lo tanto, consideraremos al niimero de vértices como el tnico
parametro relevante.

La veracidad de la siguiente proposiciéon depende también de que la dimensién esté fija.

Proposicién 2.3.1. Sea d un entero positivo fijo. Dada la codificacion de las facetas de un
A € ¥4, podemos construir todas sus caras en tiempo polinomial.

Demostracion. Por lo que acabamos de discutir, basta mostrar que existe un algoritmo
polinomial en n para generar todas las caras. Para cada k € {2,...,d}, el nimero de
subconjuntos de A de tamano k es a lo sumo

" <n—k<nd
k) — k! '

Por lo tanto, tenemos a lo sumo d - n? = poly (n) candidatos a caras. Para cada uno de
ellos, hacemos una pasada por la codificacién de A, y verificamos si alguna de las facetas lo
contiene. Este es un algoritmo de tiempo polinomial. O

2.4. El problema de contar descascaramientos

Sea d un entero positivo fijo. Llamaremos d-SHELLINGS al problema de, dado un com-
plejo simplicial puro de dimensién d, decidir si es descascarable. Al problema de conteo
asociado lo llamaremos #d-SHELLINGS.
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Proposicién 2.4.1. #d-SHELLINGS € #P para todo d > 1.

Demostracion. Sea A € ¥4, v sea t = f4(A). Como vimos en la seccién 2,3, podemos
codificar un ordenamiento Fy,...,F; de las facetas de A usando O (nd+2) bits. Por lo
tanto, basta ver que la verificacién de la caracterizacién de los descascaramientos dada por
la proposiciéon 2.2.2 puede hacerse en tiempo polinomial. Como el nimero de facetas es
@) (nd+1), basta comprobar que, para cierto i € {2,...,t}, se puede verificar en tiempo
polinomial que (F,...,F;_1) N (F;) es un complejo simplicial puro de dimensién d — 1.
Notemos que

<F1,. .. ,Fi,1> n <Fz> = <F1 ﬂFi, F2 OFZ-, ey Fi,1 n Fz>

Las caras {Fj N Fi}1 <j<i tienen dimensién a lo més d—1, y entre ellas estan todas las facetas
del complejo simplicial generado. Por lo tanto, el verificador debe rechazar si y solo si existe
un j € {1,...,i— 1} tal que dim (F; N F}) < d—1y, ademds, no existe un / € {1,...,i — 1}
tal que F; N F; C Fy N F; (es decir, si existe una faceta de dimensién menor a d — 1). Dicha

=

verificacién es claramente polinomial. O
Corolario 2.4.2. d-SHELLINGS € NP para todo d > 1.

Recordemos que, cuando d = 1, la propiedad de descascarabilidad es equivalente a la de
conexidad (proposicién 2.2.8). Por lo tanto, se cumple lo siguiente:

Proposicién 2.4.3. 1-SHELLINGS € P.

En 2018, Xavier Goaoc, Pavel Patik, Zuzana Patdkova, Martin Tancer y Uli Wagner
[GPPT19] demostraron el siguiente teorema:

Teorema 2.4.4. 2-SHELLINGS es NP -completo.

Notemos que, para todo k > 1, la proposiciéon 2.2.3 nos da una reduccién parsimoniosa
de #k-SHELLINGS en # (k + 1) -SHELLINGS. Por lo tanto, la dificultad de los problemas
se propaga inmediatamente hacia las dimensiones superiores. De esta forma, tenemos el
siguiente corolario:

Corolario 2.4.5. d-SHELLINGS es NP-completo para todo d > 2.

El teorema 2.4.4 fue demostrado con una reduccién desde 3SAT'5. La prueba hace uso
de un resultado de Masahiro Hachimori [Hac08], que da una condicién suficiente y necesaria
para que la segunda subdivision baricéntrica de un complejo simplicial sea descascarable.
La naturaleza existencial de dicho criterio significa que la reduccién no es parsimoniosa,
por lo que no es posible deducir directamente que #2-SHELLINGS es #P-completo. En
2021, Andrés Santamaria-Galvis y Russ Woodroofe presentaron una reduccién simplificada
usando complejos simpliciales relativos [SGW21]. Si bien esta segunda demostracién es més
constructiva y los artefactos son méds sencillos, de todas maneras se imponen condiciones
adicionales al descascaramiento, y esto evita que la reducciéon pueda volverse parsimoniosa.

15E] problema de decisién 3SAT es la restriccién de SAT a férmulas que estén escritas en forma normal
conjuntiva y en las que, ademads, cada cldusula tiene exactamente 3 literales.
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3. Conteo de descascaramientos de un grafo simple

Durante este capitulo estudiaremos la complejidad de #1-SHELLINGS (definido en la
seccién 2.4). Renombraremos dicho problema como #GSH. Recordemos que #GSH consiste
en contar el nimero de descascaramientos de un grafo G que es simple, no vacio y sin vértices
aislados. A dicho nimero lo denotaremos F (G)!¢. Conjeturamos que este problema es #P-
completo.

El capitulo estd dividido en varias secciones. Las secciones 3.1 y 3.2 son necesarias para
entender las demds: en la primera establecemos la terminologia bésica, y en la segunda pro-
bamos algunas propiedades recursivas del problema. Las siguientes secciones no dependen
fuertemente una de la otra, pero recomendamos la lectura de 3.3 antes de 3.6, y de 3.6
antes de 3.7. En la seccién 3.3 veremos férmulas para el nimero de descascaramientos de
algunas familias de grafos sencillos. Luego, en la seccién 3.4 discutiremos un resultado de
Yibo Gao y Junyao Peng [GP21] que permite contar los descascaramientos de drboles en
tiempo polinomial, y extendemos el algoritmo a grafos G con hy (G) acotado. En la seccién
3.5 definimos la nocién del arbol generador inducido por un descascaramiento, y demos-
tramos que el problema de contar descascaramientos con un arbol generador prescrito es
#P-completo. En la seccién 3.6 discutimos una variante de #GSH que consiste en ordena-
mientos de los vértices con cierta propiedad de conexidad; establecemos cudl es la relacion
entre la complejidad de ambos problemas, y usamos esto para disenar un algoritmo que
cuenta descascaramientos en tiempo O (n2 . n!), donde n es el nimero de vértices del grafo.
En esa seccién también indicamos una relacién entre el niimero de ordenamientos conexos
de vértices de un grafo y la cardinalidad de sus subgrafos completos. En la seccién 3.7 mos-
traremos que la complejidad computacional de #GSH es equivalente a la del problema en
la que agregamos la condicién de que algtin elemento particular del grafo se conecte en un
paso fijo del descascaramiento. Creemos que este tltimo resultado podria ser tutil para, en
el futuro, demostrar la #P-completitud de #GSH.

A menos que explicitemos lo contrario, todos los grafos que estudiaremos de ahora en
adelante seran simples, no vacios y sin vértices aislados.

3.1. Terminologia basica

Definicién 3.1.1. Dado un grafo G = (V, E), un ordenamiento o = (ey,...,e,) de E y
un indice ¢ € {0,1,...,m}, definimos el «i-ésimo subgrafo inducido por o>, denotado G ;,
como el subgrafo inducido por las aristas ey, ..., e;. En particular, G, o = 0.

Segun la definicion 3.1.1, o es un descascaramiento de G si y solo si todos los subgrafos
Go1, Go2, ..., Gom SON CONEXOS.

Como el f-vector de un grafo G = (V,E) es f (G) = (1,|V|,|E|), podemos obtener su
h-vector usando la férmula de la definicién 2.2.5:

h(G) = (L, V] =2, |E[-|V|+1).

Recordemos que, para un descascaramiento fijo, cada arista estard considerada en exac-
tamente una coordinada del h-vector. Esto nos permite clasificar las aristas del grafo.

16Para, evitar confusiones de notacién, no volveremos a usar la letra <F> para denotar a facetas de un
complejo simplicial. En cambio, usaremos simbolos de <e> mintscula, que es una notacién mas estandar
para aristas de un grafo.
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Definicién 3.1.2. Dado un descascaramiento o = (e1,...,e,) de G y un k € {0,1,2},
diremos que una arista e; es de <tipo k para o> si su restriccién con respecto a o tiene

cardinalidad k.

Notemos que {u,v} € E es de tipo 0 para un descascaramiento o = (eq, ..., €y) siy solo
si {u,v} = e;. Por otro lado, si {u,v} = e; con i > 1, entonces:

= ¢; es de tipo 1 para o si y solo si exactamente uno de los vértices u, v pertenece al
subgrafo G, ;—1.

» ¢; es de tipo 2 para o si y solo si tanto u como v pertenecen al subgrafo Gy ;—1.
Como consecuencia del teorema 2.2.6, tenemos lo siguiente:

Proposicién 3.1.3. Dado cualquier descascaramiento o de G = (V,E), el ndmero de
aristas de tipo 1 para o es|V|— 2, y el nimero de aristas de tipo 2 para o es|E| —|V| + 1.

3.2. Recursiones del problema

La primera recursiéon de #GSH que estudiaremos corresponde a fijar una condicién al
inicio del descascaramiento. Mas precisamente, impondremos la condicién de que la primera
arista del descascaramiento sea incidente con un vértice en particular.

Definicién 3.2.1. Dados G = (V, E) y v € V, escribimos F' (G;v) para denotar al ndmero
de descascaramientos de G cuya arista inicial es incidente con v. Al problema de calcular
F (G;v) dada la tupla (G, v) lo llamaremos #GSH; .

Claramente #GSH; € #P (es esencialmente la misma demostracién que la de la propo-
sicién 2.4.1).

Proposicién 3.2.2.

F(GQ) = % > F(Gi).

veV

Demostracion. Para cada descascaramiento o de (G, tenemos que su arista inicial es incidente
con exactamente dos vértices de G. Por lo tanto, cada descascaramiento se considera en
exactamente dos sumandos. O

Notemos que, como consecuencia de la proposiciéon 3.2.2, tenemos que
#GSH <pp #GSH;.
En la seccion 3.7 demostraremos que, en realidad,
#GSH =pp #GSH;.

A continuacién, veremos que el problema #GSH; se puede dividir en subproblemas
cuando el vértice en cuestién es un punto de articulacién. Recordemos que, dado un grafo
conexo G = (V,E) y un v € V, se dice que v es un <punto de articulaciéns de G si el
subgrafo inducido por V' \ {v} es disconexo. En otras palabras, un punto de articulacién es
un vértice cuya supresion desconecta el grafo.
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Proposicién 3.2.3. Sea G = (V, E) un grafo conexo y v € V un punto de articulacion.
Sean Ay, ..., A las componentes conexas del subgrafo inducido por V\{v}. Para cada i € [{],
sea G; el subgrafo inducido por los vértices A; junto con v, y sea m; el nimero de aristas
de G;. Entonces
Jalll
F(G;v) = | | 'HF (Gy;v).

m1'm2

Demostracion. En primer lugar, notemos que cada arista pertenece a exactamente un G,
pues, si i # j, entonces el Gnico vértice que pertenece tanto a G; como a G; es v. Por lo
tanto, tenemos que my + - - - + my =|E|, y entonces

E|! n
K= ||| 1 '
mipmo:....My: mi, M2, ..., My

Cada descascaramiento de G que comienza en v induce en cada uno de los grafos Gy, ..., Gy
un descascaramiento que comienza en v . Por otro lado, si para cada G; tenemos un des-
cascaramiento que comienza en v, entonces con ellos podemos armar un descascaramiento
para G de K formas (ya que estos descascaramientos no interactian entre ellos). O

La siguiente recursion que estudiaremos consiste en prescribir la tltima arista del des-
cascaramiento. Esta tiene la ventaja de que reduce el problema a varias instancias mas
pequenas de #GSH (a diferencia de la recursién que fija una condicién inicial, donde los
subproblemas que obtenemos no son directamente instancias de #GSH).

Dado un grafo G = (V, E) y una arista e € F, definimos G \ e como el grafo que se
obtiene suprimiendo la arista e de G, y posiblemente también un vértice aislado!”

Proposicién 3.2.4. Si G = (V,E) es un grafo conexo y e € E, entonces el nimero de
descascaramientos de G que agregan a e en el ultimo paso es igual a F (G \ e).

Demostracion. Digamos que |E| =m. Si ey,...,em_1,€mn es un descascaramiento de G' con
em = e, entonces claramente ey, ..., e,—1 es un descascaramiento de G \ e. Por otro lado,
sieg,...,em—1 es un descascaramiento de G \ e, entonces, como G es conexo, alguno de
los dos vértices incidentes con e es también incidente con alguna arista de G \ e, y luego
€1,...,em_1,€ es un descascaramiento de G. O

Corolario 3.2.5. Si G = (V, E) es un grafo conexo, entonces

=D F(G\e)

ecE

3.3. Ejemplos notables

En esta seccién probaremos féormulas explicitas para el nimero de descascaramientos de
varias familias sencillas de grafos. Comenzamos estudiando los caminos y los ciclos.

Proposicién 3.3.1. Sea G = (V, E) un camino de n vértices, es decir:

V={vy,...,on} , EZ{{W7U1‘+1 | ie[n—l]}}.

Entonces F (G) = 2"2.

17 Agregamos esta restriccién para no tener que admitir que grafos con vértices aislados sean descascarables.
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Demostracién. Primero notemos que F (G;v1) = F (G;v,) = 1. Por otro lado, todo vértice
v; con i € [n] \ {1,n} es un punto de articulacién. Por la proposicién 3.2.3, tenemos que

F(G,vi):<n_1>-1-l.

1—1

Con la proposicién 3.2.2 concluimos que

Proposicién 3.3.2. Sea C,, = (V, E) un ciclo de n vértices, es decir:
V:{’Ul,..-,'Un} ) E:{{Ui7vi+l | Ze[n_l]}}u{{vnvvl}}

Entonces F (C,,) = n2"2.

Demostracion. Notemos que C, \ e es isomorfo a un camino de n vértices, independiente-
mente de la arista e € E. Por las proposiciones 3.2.5 y 3.3.1, tenemos que

F(C,) = ZF (C’n\e) =n2"2,

ecE

O

La demostracién de la siguiente proposicién ilustra que, incluso agregando una sola arista
nueva, el conteo de descascaramientos puede cambiar radicalmente.

Proposicién 3.3.3. Dado un entero n > 3, sea Q,, = (V, E) el siguiente grafo:
V=A{v,...,op,u} , E= {{'Ui,’UiJrl | i€en— 1]}} U {{vn,vl}7 {vl,u}}

(ver figura 2). Entonces F (Qy) = (n® + 3n + 2) 2773,

Demostracion. Para cada ¢ € [n+ 1], sea B; el nimero de descascaramientos de @, que
tienen a la arista {vi,u} en el paso i. Claramente F'(Qn) = > ;c(,41) Bi-

Notemos que @, sin el vértice u es el ciclo C,, de n vértices. Sii > 1, los descascaramientos
de @, que tienen a la arista {vy, u} en el paso i estdn en biyeccién con los descascaramientos
de C), tales que el vértice v, pertenece al subgrafo inducido por las primeras i — 1 aristas del
descascaramiento. Por otro lado, los descascaramientos de @, que tienen a la arista {vy,u}
como arista inicial estdn en biyeccién con los descascaramientos de C,, tales que la arista
inicial es incidente con v;.

El grupo ciclico de n elementos actiia como rotaciones en el conjunto de descascara-
mientos de C},, y cada orbita tiene tamano n. Usando esto, y también el hecho de que los
primeros ¢ — 1 pasos de un descascaramiento de C,, necesariamente forman un camino de 4
vértices cuando 2 < ¢ < n, tenemos que

Blzi'F(Cn) ’ Bn+1:F(Cn) ’ B; = F(Cn) Vie{Z,...,n}.

7
n n
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Usando la proposicién 3.3.2, concluimos que

n+1 2
3042
F(Q)=Y B;=" 2: ~F(C’n):(n2+3n+2> gn—3,
=1

ANS A IR,

Figura 2: Grafos Qs, Q4, @5 v Qg, segin la proposicién 3.3.3.

Los nimeros {B;} en la demostracién de la proposicién 3.3.3 son una particién

i€[n+1
de F(Q,). En la secciér[l 3.]7 probaremos que dicha particién siempre se puede calcular en
tiempo polinomial a partir de un ordculo para #GSH.

Se conocen féormulas para el nimero de descascaramientos de los grafos completos y de los
grafos bipartitos completos. La férmula para los descascaramientos de Ky, ,, (teorema 3.3.5)
fue probada por Yibo Gao y Junyao Peng [GP21]. La demostracién de la proposicién 3.3.4
fue escrita por Richard Stanley en respuesta a una pregunta planteada por Sebastien Palcoux
en el sitio web MathOverflow [Stal8b]. El algoritmo que presentaremos en la proposicién
3.6.3 esta inspirado en el conteo usado en dicha prueba.

Proposicion 3.3.4. Sin > 2, entonces

"2 /p
F(K,) = C_1<2>!’

donde Cy,_1 es el (n — 1)-ésimo nimero de Catalan.

Demostracion. Cada descascaramiento determina un orden en el que los vértices van co-
nectandose a los subgrafos inducidos, salvo por el primer y segundo vértice, que quedan
conectados al mismo tiempo. Por lo tanto, hay ”7' formas de ordenar los vértices. Para
el k-ésimo vértice que conectamos, hay (k — 1) aristas que podemos usar para conectarlo
(cualquiera que lo conecte con alguno de los vértices ya conectados).

Ahora debemos colocar las aristas de tipo 2. Solo cuando hemos conectamos el tltimo
vértice v, podemos agregar las n — 2 aristas de tipo 2 que lo involucran, en cualquier orden.
Cuando conectamos el penultimo vértice v,,_1; —y no antes— podemos agregar las n — 3
aristas de tipo 2 que lo involucran y que no involucran a v,,, en cualquier orden, y no importa
si se interponen entre las aristas de tipo 2 que involucran a v,, ni con la ultima arista de

tipo 1. Hay
(1 +(n _nQEj; (n— 3)) (n—3)l = (2:_34) (n—3)!

formas de hacer esto ultimo. Cuando colocamos el antepentltimo vértice v, —o —y no antes—
podemos agregar las n — 4 aristas de tipo 2 que lo involucran y que no involucran a v,_1
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ni a v,, en cualquier orden, y no importa si se interponen entre las aristas de tipo 2 que
involucran a v,_1 0 a vy, ni con las dltimas 2 aristas de tipo 1. Hay

(2 +(n—2) +n(7z; 3)+ (n— 4)) (n—4) = (3:_46> (n — 4)!

formas de hacer esto tltimo. Continuamos de esta manera. Finalmente, cuando colocamos el
tercer vértice v3 —y no antes— podemos agregar la (inica) arista de tipo 2 que lo involucra
y que no involucra a ninguno de los vértices vy, vs, .. ., Un, €n cualquier orden, y no importa
si se interpone con las aristas de tipo 2 que involucran a alguno de los vértices vy, vs, . . ., Un,
ni con las ultimas n — 3 aristas de tipo 1. Luego el nimero de descascaramientos de K, es

F(Kn)zz! (n—1)! ﬁ( +Zn k+2(nj)>(k2)!

-2
k=3

:%!.(nfl)! - (me> (k—2)!

=
o Sy

k=3 \2 2

() It
()

k=3

n> Ly |.2"*3~(n—|—1)n(n—1)(n—2)
' (2n —2)!

Teorema 3.3.5. [GP21] Sim yn son enteros positivos, entonces

_ ml!n! (mn)!
F(Kpy) = CETE

3.4. Algoritmo de tiempo polinomial para grafos con hy; acotado

En esta seccién discutiremos un método propuesto por Yibo Gao y Junyao Peng [GP21]
para contar los descascaramientos de cualquier arbol en tiempo polinomial. Esto muestra
que el problema #GSH restringido a arboles pertenece a la clase FP.

La siguiente definicién nos sera de utilidad.

Definicién 3.4.1. Una <arborescencia> es un arbol dirigido con un vértice especial tal que
todas las aristas estdn orientadas en direccién opuesta a él. Dado un arbol T'= (V, E) y un
v € V, escribimos T, para denotar a la arborescencia inducida por el par (T, v).
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Definicién 3.4.2. Dado un érbol T = (V, E) y dos vértices v,u € V, definimos el conjunto
R(T,v,u) ={weV | dist(w,v)>dist(u,v)}.

Podemos pensar en R (T,v,u) de la siguiente manera: ubicamos el vértice u en la arbo-
rescencia T, y consideramos todos los vértices w € V que se pueden alcanzar con un camino
dirigido desde u. Notemos que, en general R (T,v,u) # R (T, u,v).

Proposicién 3.4.3. [GP21] Sea T = (V, E) un drbol con n vértices, y v € V. Entonces
n!
HueV |R (Tv v, u)| '

Demostracion. Haremos induccién fuerte en la profundidad del arbol enraizado (T',v), es
decir, en el pardmetro

F (T;v) =

h(T,v) = ma i .
depth (T, v) méx (dis (w, v))

Note que el resultado se cumple cuando la profundidad de (T, v) es 1.

Digamos que depth (T, v) = k+1, y supongamos que el resultado se cumple para todos los
arboles enraizados con profundidad a lo mas k > 1. Sean ag, ..., as los vértices de T que son
adyacentes a v. Para cada i, sea T; el subédrbol inducido por los vértices R (T, v,a;) U {v},
y sea m; el nimero de aristas de T;. Si v es un punto de articulacién, entonces, por la
proposicién 3.2.3, tenemos que

¢
n—1
F(T:v) = [1F (T:0).
(T;0) (ml,mg,...,mg>i=1 (Tisv)

Por otro lado, si v es una hojalf7 entonces ¢ = 1, y la férmula anterior se cumple de todas
maneras. Para cada i € [{], sea T; el subarbol de T; inducido al suprimir el vértice v. Notemos

que, para cada i € [{], F (T;;v) = F (ﬁ, ai), pues la primera arista de un descascaramiento

para T; que comienza en v siempre serd {v,a;}. Como cada T; es un arbol con profundidad
a lo méas k, podemos usar la hipétesis de induccién:

£
n—1 ~
(T50) (ml,mg,...7mg>i_l i

J4
mi, M2, ..., My

i=1 HHGR(T%M) R (Ti, ai,u)

( n—1 > ﬁ m;!
mi, m, ..., mg) 2 HuGR(T,v,ai) R(T, ai,u)‘
-y
Hu@V\{v}|R(T7”v“)|
n!

:Hu€V|R(T7’U7u)‘ ,

donde la tltima igualdad se cumple porque R (T,v,v) = V. O

18Todo vértice de un 4rbol es un punto de articulacién o una hoja.
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La proposicién 3.4.3 muestra que #GSH; restringido a arboles pertenece a la clase FP.
Podriamos concluir que #GSH restringido a arboles pertenece a FP usando la proposicion
3.2.2. Sin embargo, el siguiente corolario nos da una forma maés eficiente.

Corolario 3.4.4. [GP21] Si T = (V, E) es un drbol con n vértices, y {u,v} € E, entonces

F(T;v) |R(T,u7v
F(T;u)  |R(T,v,u

!R(T,u,v)‘
n—‘R(T,u,v)|'

)|
)|

Demostracion. La segunda igualdad es clara, pues ’R(T7v7u)’ + ‘R(T, u,v)| = n siempre
que {u,v} € E. Para la primera igualdad, notemos que R (T, u,w) = R(T,v,w) para todo
w € V\ {u,v}. Ademds, tenemos que |R(T,v,u)| = |R(T,v,u)| = n. Luego, aplicando la
proposicién 3.4.3, obtenemos que

F(T;v)  Tlyev|R(T,u,w

F(T;u)  [lyey|R(T,v,w

)| _|R(Tw ) |R(T,u,v)|  [R(T,u,0)|
)‘ ’R(T,’U,U)"’R(T,’U,’U)‘ ’R(T,v,u)!

El corolario 3.4.4 nos dice que, una vez calculado F (T';vg) para algin vy € V, podemos
deducir rdpidamente el valor de F'(T’;u) para cualquier otro u € V.

Los arboles son justamente los grafos conexos G tales que ho (G) = 0. A continuacién

veremos que, dado un k € N fijo, tenemos un algoritmo de tiempo polinomial para contar
los descascaramientos de cualquier grafo G con hy (G) < k.

Corolario 3.4.5. Si k € N es un natural fijo, entonces el problema #GSH restringido a
grafos G tales que ho (G) < k pertenece a FP.

Demostracion. Notemos que, dado cualquier grafo G y una arista e de G, tenemos que
hy (G\e) = ha(G) — 1 siempre que G \ e sea conexo. Por lo tanto, podemos usar un
algoritmo recursivo en base a la férmula dada por la proposicién 3.2.5: dado un grafo G,
calculamos F (G \ €) para cada arista e tal que G \ e sea conexo (de no serlo, tendremos
que F (G \ e) = 0). Continuamos usando la recursién hasta obtener drboles, en cuyo caso
ya tenemos un algoritmo polinomial (ver proposicién 3.4.3). Como el hs disminuye en 1
en cada paso recursivo, la mayor profundidad de recursién que alcanzaremos serd k. Por
lo tanto, nos reduciremos a menos de (ng)k = n2F = poly (n) instancias del problema de
contar descascaramientos de arboles, que pertenece a FP. O

3.5. #P-completitud de variante con un arbol generador prescrito
El siguiente es un hecho bien conocido. Incluimos una demostraciéon por completitud.

Proposicién 3.5.1. Dado cualquier descascaramiento o de G = (V, E), las aristas que no
son de tipo 2 para o forman un drbol generador.

Demostracion. Escribamos o = (eq,...,e,). Por la proposicién 3.1.3, hay |V| — 1 aristas
que no son de tipo 2 para o, por lo que basta ver que cualquier vértice de V' es incidente
con alguna de dichas aristas. Supongamos por contradicciéon que existe un v € V que no
es incidente con ninguna arista que no es de tipo 2 para o. Sea j € [m] el menor indice
tal que v pertenece al subgrafo G, ; (dicho j existe porque, por la proposicién 2.2.8, la
existencia de o implica que G es conexo). Notemos que v es incidente con e;. Si j = 1,
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entonces v es incidente con la arista de tipo 0, absurdo. Si j > 1, entonces, e; es de tipo
2. Pero, por definicién, esto ultimo implicaria que v pertenece al subgrafo G, ;_1, lo que
contradice la minimalidad de j. Concluimos que dicho v no puede existir. Eso termina la
demostracion. O

Definicién 3.5.2. Dado un descascaramiento o de G, denotaremos por T (o) al arbol
generador descrito en la proposicién 3.5.1. Diremos que T (o) es el <drbol generador de G
inducido por o>.

Definicién 3.5.3. Dado un arbol generador Ty de G, escribiremos F' (G; Tp) para denotar al
numero de descascaramientos o de G tales que T (o) = Tp. Al problema de conteo asociado
a la funcién (G, Tp) — F (G;Tp) lo llamaremos #ST-GSH.

Claramente #ST-GSH € #P (podemos repetir la demostraciéon de la proposicién 2.4.1
agregando a la verificacion la condicion de que ninguna arista del arbol generador sea de
tipo 2).

Proposicién 3.5.4. Si G = (V,E) es conexo y T es un drbol generador de G, entonces
F(G;T) > 0.

Demostracion. Como T es un grafo conexo, por la proposicién 2.2.8 sabemos que T' tiene
un descascaramiento. Ahora concatenamos las |E| —|V| + 1 aristas de G que nos quedan al
final de dicho descascaramiento, en cualquier orden. Eso nos da un descascaramiento o de
GeonT(o)=T. O

Notemos también que, si T (G) es el conjunto de drboles generadores de G, entonces

F(G)= Y F(GT).

TeT(G)

Esto no implica directamente que GSH <gp #ST-GSH, pues el nimero de arboles genera-
dores de un grafo no estd acotado por un polinomio en el niimero de vértices. Por ejemplo,
es un hecho conocido que el grafo completo de n vértices tiene n”~2 4rboles generadores.

Vamos a probar que el problema #ST-GSH es #P-completo, aun cuando lo restringimos
a instancias en que el arbol generador prescrito es isomorfo a la estrella K ,,—1. La comple-
titud se sigue de una reduccién parsimoniosa desde un problema de extensiones lineales de
conjuntos parcialmente ordenados, cuya #P-dificultad fue demostrada en 2020 por Samuel
Dittmer e Igor Pak [DP20].

A continuacién haremos un breve resumen de la terminologia bésica de conjuntos par-
cialmente ordenados.

Definicién 3.5.5. Un <«conjunto parcialmente ordenados o <copo='? es un par (P, <p),

donde P es un conjunto finito?® y <p es un orden parcial, es decir, una relacién binaria
que es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Dados x,y € P, escribimos x <p y si y solo si
x <pyyx#y. Cuando el orden parcial esté claro por contexto, escribiremos simplemente
P para referirnos al copo (P, <p). Dados z,y € P, decimos que y <cubre a» x, y escribimos
T <py,siz<pyynoexiste un z € P tal que x <p z <p y.

19« Copo> es una alternativa al término inglés <poset>, abreviacién de <partially ordered set>.
20pPara propésitos de esta tesis, incluimos esta condicién de finitud en la definicién.
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Definicién 3.5.6. El «diagrama de Hasse> del copo (P, <p) es un grafo aciclico dirigido
cuyos vértices son los elementos de P y tal que existe una arista dirigida del vértice x al
vértice y siy solo si x <p y.

Note que la relacion <p puede recuperarse de la relacién <p agregando la condicién de
reflexividad y tomando la clausura transitiva. Por lo tanto, el diagrama de Hasse contiene
toda la informacién relevante del copo. Ademads, todo grafo dirigido aciclico es el diagrama
de Hasse de algin copo.

Definicién 3.5.7. Sea (P, <p) un copo, con|P| = n. Una <extensién lineals de (P, <p) es
una biyeccién o : P — [n] tal que o (a) < o (b) siempre que a <p b. En otras palabras, o
induce un orden total compatible con el orden parcial <p. Al niimero de extensiones lineales
del copo P lo denotaremos L (P).

El problema de conteo asociado a la funcién (P,<p) — L (P) pertenece a la clase #P.
La #P-completitud del problema fue demostrada por primera vez en 1991 por Graham
Brightwell y Peter Winkler [BW91].

Definicién 3.5.8. Dado un conjunto finito £ y un complejo simplicial A C 2¥, el «copo
de caras> de A se define como Pa = (A \ {(Z)} , g).

Note que, si G es un grafo simple, no vacio y sin vértices aislados, entonces el diagrama
de Hasse de Pg es un grafo bipartito con conjunto de vértices V U E y tal que todas las
aristas apuntan desde V hacia F.

Definicién 3.5.9. #IPLE es el problema de contar el nimero de extensiones lineales de
Pg, donde G es un grafo simple, no vacio y sin vértices aislados. Llamaremos #CIPLE a la
variante del problema en la que agregamos la condicién de que G sea conexo.

Teorema 3.5.10. [DP20] #IPLE es #P-completo.

La siguiente proposicién muestra que podemos agregar la condiciéon de conexidad sin
perder la #P-completitud.

Proposiciéon 3.5.11. #CIPLE es #P-completo.

Demostracion. Probaremos que #IPLE <gp #CIPLE. Sea G un grafo simple, no vacio y sin
vértices aislados, y sean G, ..., G sus componentes conexas. Sea n el nimero de vértices
de G, y, para cada i € [k], sea m; el nimero de vértices de GG;. Entonces

L(Pg) = (mh mQ’”. - mk) jliL (Pa,).

El coeficiente multinomial puede ser calculado rapidamente, y el nimero de llamadas al
oraculo para #CIPLE esta acotado superiormente por n. O

La siguiente proposicién nos da una primera conexion entre extensiones lineales de copos
y descascaramientos de grafos. Fue observada por Yibo Gao y Junyao Peng en [GP21].

Proposicién 3.5.12. Sea T = (V, E) un drbol y sea v € V. Sea P el copo cuyo diagrama
de Hasse es la arborescencia T,. Entonces

L(P)=F(T;v).
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Demostracion. En primer lugar, notemos que todas las extensiones lineales ¢ de P cumplen
que o (v) = 1. Si, por el contrario, tuviésemos que o~! (1) = w # v, entonces habria un
camino dirigido de w a v en T}, lo que es absurdo.

Hay una correspondencia biunivoca entre aristas de T, y vértices de T distintos a v: basta
ver el vértice hacia el que apunta cada arista. Por lo tanto, hay también una correspondencia,
digamos ¢, entre ordenamientos o de los elementos de P tales que o (v) = 1 y ordenamientos
de las aristas de T tales que la primera arista es incidente con v. Veamos que ¢ induce una
biyeccion entre extensiones lineales de P y descascaramientos de T cuya arista inicial es
incidente a v.

Supongamos que existe una extension lineal o de P tal que ¢ (¢) no es un descascara-
miento. Eso significaria que existe una arista (u1,us) (apuntando desde el vértice u; hacia
el vértice us) que queda numerada antes de que se hayan numerado todas las aristas que
conforman el camino de v a uy. En particular, existird un vértice w en dicho camino tal que
la arista que apunta hacia w queda numerada en o después que la arista (u1,us2), lo que
significa que ¢ es incompatible con el orden parcial de P, absurdo.

Ahora supongamos que existe un descascaramiento « de T que comienza con una arista
incidente con v y tal que o := ¢! (a) no es una extensién lineal de P. Eso significarfa que
existen u, w € V tales que o (u) < o (w) pero w <p u. Eso tltimo implica que en T, existe
un camino dirigido de w a w. Sin embargo, como o (u) < o (w), también tenemos que la
arista que apunta hacia w entra al descascaramiento o después que la arista que apunta
hacia u, lo que es una contradiccion.

Esto prueba la biyeccion que queriamos. O

Lo que haremos a continuacién es extender la idea de la proposicion 3.5.12 a grafos que
no necesariamente son arboles. Para ello, consideraremos una variante de #ST-GSH.

Definicién 3.5.13. Dado un grafo G = (V, E), un arbol generador T de G y un vértice
v € V, escribimos F (G; Ty, v) para denotar al ntimero de descascaramientos o de G tales
que T (¢) = Ty y que su arista inicial es incidente con v. Al problema de conteo asociado a
la funcién (G, Ty, v) — F (G;To,v) lo llamaremos #ST-GSH;.

Definicién 3.5.14. Sea G = (V, E) un grafo conexo, T' un 4rbol generador de Gy e = {u, v}
una arista de G que no pertenece a T'. Sabemos que existe un tnico camino de u a v que
estd contenido en el arbol T'. Si al conjunto de aristas de dicho camino le agregamos la arista
{e}, obtendremos un ciclo simple de G, llamado el <ciclo fundamental de e con respecto a
T>, y que denotaremos Cr ().

Proposicion 3.5.15. Sea G un grafo conexo, Ty un drbol generador de G y o un descas-
caramiento de G. Se cumple que T (o) = Ty si y solo si, para toda arista e de G que no
pertenece a Ty, la dltima arista de Cr, (e) segin el descascaramiento o es justamente e.

Demostracion. Digamos que o = (e1,...,em).
Supongamos primero que T (o) = Tp. Sea e = e; = {u,v} una arista de G que no
pertenece a Tg, v sea
i=méx{le€[m] | e €Cp(e)}.

Queremos ver que ¢ = j. Notemos que en G, ;1 hay un camino de u a v, por lo que la arista
e; es de tipo 2 para o. Pero la unica arista de tipo 2 para o en Cr, (e) es justamente e, por
loquee; =eei=j.

Ahora supongamos que T (o) # Tpy. Luego existe una arista e = e; = {u,v} de G que
no pertenece a Ty y que no es de tipo 2 para o. Entonces en G j—1 no hay un camino de
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uw a vy, por lo tanto, e = e; no puede ser la ultima arista de Cr, (e) que aparece en el
descascaramiento. O

Definiremos una nocién de subdivisién parcial de un grafo, que nos sera ttil para forma-
lizar algunas construcciones.

Definicién 3.5.16. Sea G = (V, E) un grafo y R C E un subconjunto de aristas de G. La
<«subdivisién de R> es el grafo S (G; R) cuyo conjunto de vértices es V U R y cuyo conjunto
de aristas es

(E\R)U{{v,e} | veV A e€R A vEe}.

Figura 3: Ejemplo de subdivision parcial. Las aristas punteadas estan siendo subdivididas.

Proposicién 3.5.17. Sea G un grafo conezxo, T un drbol generador de G yv € V un vértice.
Sea H (G;T,v) el grafo dirigido que se obtiene orientando las aristas de S (G; E\ T) de la
siguiente manera: las aristas de T se orientan segun la arborescencia Ty, y las aristas de la
forma {v,e} € V x (E\T) se orientan desde v hacia e (vea figura 4). Entonces H (G;T,v)
es aciclico.

Demostracion. Supongamos por contradiccién que H (G; T, v) tiene un ciclo dirigido. Dicho
ciclo no puede contener a ningin vértice correspondiente a un elemento de (E \ T), pues
las dos aristas que inciden en él estan orientadas hacia él. Pero si el ciclo no contiene a
ningun vértice de esa forma, entonces esta contenido en la arborescencia T}, que es un grafo
aciclico, absurdo. O

La siguiente proposicién dice que toda instancia del problema #ST-GSH; corresponde
a contar las extensiones lineales de cierto copo.

Proposicién 3.5.18. Sea G = (V, E) un grafo conexo, T un drbol generador de G yv € V
un vértice. Sea P el copo cuyo diagrama de Hasse es el grafo aciclico dirigido H (G;T,v)
descrito en la proposicion 3.5.17. Entonces

L(P)=F(G;T,v).

Demostracion. Las extensiones lineales o de P cumplen que o (v) = 1. Adem4s, hay una
correspondencia biunivoca entre aristas de G y vértices de H (G;T,v) distintos a v: si e es
una arista de T, la identificamos con el vértice al que apunta en la arborescencia T,,; por
otro lado, si e es una arista de (E \ T), la identificamos con el vértice correspondiente en la
subdivisién. Por lo tanto, hay también una correspondencia, digamos (, entre ordenamientos
o de los elementos de P tales que o (v) = 1 y ordenamientos de las aristas de G tales que
la primera arista es incidente con v. Necesitamos probar que ¢ induce una biyeccién entre
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extensiones lineales de P y descascaramientos de G cuyo arbol generador inducido es Ty
cuya arista inicial es incidente con v.

Si o es una extensién lineal de P, podemos repetir la demostraciéon de la proposicién
3.5.12 para probar que ¢ (o) es un descascaramiento de G. Para ver que el drbol generador
inducido por ¢ (o) es T, notemos que, por la forma en la que estd construido el grafo aciclico
dirigido H (G;T,v), tendremos que cada arista en E \ T es, segtin el descascaramiento, la
ultima arista del ciclo fundamental correspondiente, por lo que podemos concluir en virtud
de la proposicién 3.5.15.

Para la otra direccién, nuevamente podemos repetir lo que hicimos en la proposicién
3.5.12, y para la condicién del arbol prescrito usamos la otra direcciéon de la proposicién
3.5.15.

Por lo tanto, tenemos la biyeccion que queriamos. O

Figura 4: Construccién de H (G; T,v). El vértice con el doble circulo es la raiz v. Las aristas
con linea continua corresponden a las del arbol T', y se orientan en sentido opuesto al vértice
v. Las aristas punteadas son las que no estan en T'; estas se subdividen en dos nuevas aristas,
que quedan orientadas hacia el vértice creado al hacer la subdivision.

No podemos concluir que #ST-GSH; es #P-completo usando solo la proposicién 3.5.18,
pues no sabemos atin si la correspondencia es sobreyectiva sobre alguna clase de copos para la
cual contar extensiones lineales es #P-completo. De ello nos encargaremos a continuacion:
usaremos el teorema 3.5.10 y la proposicion 3.5.18 para deducir la #P-completitud de
#ST-GSH;.

Definicién 3.5.19. Dado un grafo G = (V, E) y un vértice vy € V, definimos la <estrella
de vp>, denotada Stq (vg), como el drbol inducido por todas las aristas de G' que inciden
con vg. Cuando G esté claro por contexto, escribiremos simplemente St (vp).

Definicién 3.5.20. Sea G = (V, E) un grafo, y consideremos un nuevo vértice vy que no
estd en V. Podemos considerar un nuevo grafo G x {vg} tomando las caras de dimensién 0
y 1 del cono G * {vg}.

Notemos que St (vg) es siempre un arbol generador de G x {vo}.
La siguiente proposicién nos dard la conexion que buscdbamos entre los problemas

#CIPLE y #ST-GSH.

Proposicién 3.5.21. Sea G = (V, E) un grafo simple, no vacio y conexo, y consideremos
G+ {vg} con vy € V. Entonces

L(Pg)=F (Gx{vo}; St(vo), vo) -
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Demostracion. Sea H = H (G {vo}; St (vo), vo) el grafo aciclico dirigido descrito en la
proposicién 3.5.17, y sea P el copo cuyo diagrama de Hasse es H. Por la proposicién 3.5.18
tenemos que

L(P)=F(Gx*{vo}; St (vo), vo).

Por lo tanto, basta probar que L (P) = L (Pg). La observacién clave es que P es isomorfo
al copo Pg pero con un elemento minimo?! agregado. Si ignoramos dicho elemento (que
corresponde al centro de la estrella), las relaciones de cubrimiento en H son exactamente
las incidencias del grafo G. Como agregar un elemento minimo no altera el nimero de
extensiones lineales, concluimos que L (P) = L (Pg), como queriamos probar. O

Corolario 3.5.22. #ST-GSH y #ST-GSH; son #P-completos.

Demostracion. La proposicién 3.5.21 nos da una reducciéon parsimoniosa de #CIPLE en
#ST-GSH;. Como el primero es #P-completo (teorema 3.5.10), concluimos que el segundo
también lo es.

Para ver que #ST-GSH también es #P-completo, basta notar que

F (G*{vo}; St(vo), vo) = F (G {vo}; St (vo)),

pues cualquier descascaramiento de G x {vg} con St (vp) como arbol generador prescrito
necesariamente tiene como arista inicial a una arista incidente con vyg. O

Es importante mencionar que la proposiciéon 3.5.21 nos dice que el problema #ST-GSH
es #P-completo incluso si nos restringimos a instancias de una forma muy particular. Por
completitud, enunciaremos eso en una proposicién aparte.

Proposicién 3.5.23. El problema de conteo asociado a la funcién G — F (G x {vo}; St (vo)),
donde G es un grafo simple, no vacio y sin vértices aislados, y vy no es un vértice de G, es
#P-completo.

3.6. Ordenamientos conexos de vértices

Cada descascaramiento de un grafo determina un orden en el que sus vértices se van
conectando a los subgrafos inducidos (salvo por los dos vértices incidentes con la primera
arista). A continuacién estudiaremos la complejidad computacional de contar el niimero de
descascaramientos que tienen algin orden de los vértices prefijo.

Definicién 3.6.1. Dado un conjunto V' con |V| = n, definimos I'yy como el conjunto de
funciones sobreyectivas v : V — {1,2,...,n — 1} tales que ’7_1 (1)’ =2.

Al elemento de T'y inducido por un descascaramiento o lo denotaremos v (o).

Definicién 3.6.2. Dado un vy € I'y, escribiremos F (G; 7o) para denotar al ntimero de
descascaramientos o de G tales que 7y (o) = vp. Al problema de conteo asociado a la funcién
(G,v) — F (G; 7o) lo llamaremos #VO-GSH.

Claramente #VO-GSH € #P (podemos repetir la demostracién de la proposicién 2.4.1
agregando a la verificacién la condicién del orden de conexién de los vértices).

21En un copo (P,<p), un <elemento minimo> es un y € P tal que y <p x para todo € P

40



Al igual que para la variante con un arbol generador prescrito, este problema también
cumple que la suma de todas sus instancias posibles (para un mismo grafo G) es igual al
total de descascaramientos. Es decir, se cumple la siguiente féormula:

=Y F(G

vyel'y

La siguiente proposicién muestra que #VO-GSH puede resolverse en tiempo O (n2) La
prueba se basa en el método de Richard Stanley para contar los descascaramientos del grafo
completo (ver demostracién de la proposicién 3.3.4).

Proposicién 3.6.3. Sea G = (V, E) un grafo simple y conexo, y sean n =|V| y m =|E|.
Sea v0 € 'y y, para cada j € [n — 2], sea a; el nimero de aristas que conectan al vértice
Yo 1 (j+1) con algin v € V tal que vo (v) < j. Si min(ai,...,an_2) = 0, entonces
F (G; v) =0, y, en otro caso, se cumple que

T 2—2%& ol — (m — 2)! Mo
o1 ) oy A

Demostracion. Para j € [n—2], sea Aj el conjunto de aristas que conectan al vértice
Y 1 (j+1) con algiin v € V tal que 7o (v) < j, de modo que |Aj| = «;. Notemos que
F (G; v) =0siy solosi A; =0 para algin j (ver ejemplo 3.6.4).

Dado un descascaramiento o con v (o) = 7p, notemos que cualquier reordenamiento de
las aristas de A; (para cualquier j) corresponde a otro descascaramiento o’ con 7y (a’ ) =.
Por lo tanto, para todo j € [n — 2], podemos imponer cualquier orden en las aristas de A;.
Esto muestra que F (G; 7o) es divisible en aq!- as! - (...) - ap_al.

Calculemos el cociente. Notemos que, una vez ordenados los conjuntos Aj, el conteo
de los descascaramientos que respetan el orden 7y puede hacerse de la siguiente manera.
Las a7 — 1 aristas de Ay que son de tipo 2 pueden colocarse en cualquier posiciéon después
de haber agregado la arista inicial y la primera arista de A, que necesariamente serd la
segunda arista del descascaramiento. Supongamos que elegimos los indices de dichas aristas:
hay (;’”;21) maneras de hacer esto. Luego, necesariamente debemos colocar la primera arista
de A en la primera posicién que ain esté disponible (o el orden de conexién de los vértices
no serfa el dado por 7). Las as — 1 aristas de Ay que son de tipo 2 pueden colocarse en
cualquier posicién que ain esté disponible: hay (m_l_o‘l_l) = (m_z_o‘l) maneras de hacer

as—1 as—1
esto. Si continuamos de esta manera, el conteo da como resultado

I

j=1

La segunda igualdad de la proposiciéon se obtiene expandiendo los coeficientes binomiales
y simplificando. O

La proposicién 3.6.3 nos dice que, si iteramos sobre todos los elementos de ', podemos
contar los descascaramientos de G en tiempo O (n2 . n!). En el caso de que G sea denso, es
decir, que el cociente de dividir m en (g) sea cercano a 1, este algoritmo serd significativa-
mente mas rapido que el algoritmo de backtracking sobre toda los posibles ordenamientos
de aristas. Anexamos como apéndice una implementacion del algoritmo en cédigo Python
(ver seccién 4.1).
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Figura 5: Grafo G del ejemplo 3.6.4.

Ejemplo 3.6.4. Consideremos el grafo G = ([6] ,E) de la figura 5. Sea v € I'jg) dado por
v(1) =~v2) =1y ~v(k) = k—1 para k € {3,...,6}. Siguiendo la terminologia de la
proposicién 3.6.3 y de su demostraciéon, tenemos que

Al = {{173}} ’ A2 = {{174}3 {374}} ’ AS = {{275}ﬂ {375}7 {435}} ; A4 = {{376}} .
Luego oy =1, a0 = 2, a3 = 3y oy = 1. Usando la férmula, obtenemos que F (G; 7o) = 180.

Observamos que, en el caso de que G sea un arbol, todos los a; de la proposicién 3.6.3
son iguales a 0 o a 1, por lo que el problema de contar descascaramientos coincide con el
de contar los v € 'y tales que F' (G; v) > 0. A continuacién discutiremos brevemente qué
conexiones podemos hacer, en general, entre ambos problemas.

Definicién 3.6.5. Dado un grafo G = (V, E), diremos que un ordenamiento v1, ve, ..., v,
de los vértices de V' es un <orden conexo de vértices> si para todo i € {2,...,n} existe un
j € [i—1] tal que {vi,vj} € E. Al nimero de ordenamientos conexos de G lo denotamos
C (G), y al problema asociado a la funcién G — C (G) lo llamaremos #CVO.

Se sigue directamente de la proposicion 3.6.3 que el niimero de elementos v € I'y tales
que F (G; v) > 0 es %
La siguiente proposiciéon nos da una reduccion parsimoniosa de #GSH en #CVO.

Proposicién 3.6.6. Sea G = (V, E) un grafo simple y sin vértices aislados. Construimos
un grafo’®> L = (E,W) de modo que {e1,ea} € W si y solo si existe un v € V tal que
tanto e; como ey son incidentes con v en el grafo G. Se cumple que un ordenamiento de
E es un descascaramiento para G si y solo si es un orden conexo de vértices para L. En
consecuencia, F (G) = C (L).

Otra consecuencia de la proposicién 3.6.3 es que algunas propiedades del grafo G se
ven reflejadas en la factorizacién de F (G; ). Esto funciona especialmente bien en lo que
respecta a los cliques de G. Recordemos que un <k-clique> de (G, con k > 2 un entero, es
un subgrafo de G isomorfo al grafo completo de k vértices. En particular, consideraremos
que cada arista es un 2-clique.

Definicién 3.6.7. Un <cubrimiento de aristas por cliques> de un grafo G = (V| E) es una
particién de ' de modo que las aristas de cada componente de la particién formen un clique.

22 A este grafo se le conoce como el <grafo de linea> de G.
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Notemos que, si tenemos algin conjunto de cliques de G que son distintos y cuyas aristas
son disjuntas dos a dos, entonces siempre podemos extenderlo a un cubrimiento de aristas
por cliques considerando que cada una de las aristas que no hemos cubierto estdn en su
propia componente, formando un 2-clique.

Para simplificar la notacién de la siguiente proposicién, consideraremos el <superfacto-
rial> de un n € N como el entero positivo definido por

n

n$ = ﬁ k!l = H gtk
k=1

k=1

Proposicion 3.6.8. Supongamos que G tiene un cubrimiento de aristas en cliques con by
k-cliques para cada k € {2,...,n}. Entonces, para todo vo € T'y, tenemos que F (G; vg) es

divisible en
n

[T (k-19)"™

k=2
Demostracion. Primero notemos que, si F'(G; ) = 0, el resultado es trivialmente cierto.

Sea H algun k-clique del cubrimiento, y sean wy, . .., wy sus vértices ordenados segtn g

(salvo, posiblemente, por w; y ws). Notemos que, para cada i € {3,...,k}, hay ¢ aristas en
H que conectan a w; con algin w; con j < i. Si o es un descascaramiento con vy (¢) = o,
entonces cualquier reordenamiento de esas 4 aristas corresponde a otro descascaramiento o’
con y (cr’ ) = 9. Por lo tanto, solo reordenando aristas de H podemos definir una relacién
de equivalencia en la que cada clase de equivalencia tendrd exactamente (k — 1) $ elementos.
Como podemos hacer esto mismo para cada clique del cubrimiento, y los conjuntos de aristas
de dichos cliques son disjuntos dos a dos, concluimos el resultado. O

Notemos que el divisor de la proposicién 3.6.8 también serd un divisor de F'(G). Si
elegimos un cubrimiento de aristas en cliques intentando que los cliques sean lo mas grande
posible, podemos concluir rdpidamente que F (G) debe ser un multiplo de algiin ntimero
relativamente grande. Creemos que esto, junto con algin método para aproximar el nimero
de descascaramientos del grafo con cotas precisas, podria ser la base de un algoritmo mas
rapido para el calculo exacto de F (G).

3.7. Vectores de particién

En esta seccién describiremos algunas técnicas que, segiin creemos, podrian ser tiles en
una futura demostracién del poder computacional de un oraculo para #GSH.

Definicién 3.7.1. Sea G = (V, E) un grafo simple con m aristas, y sea v € V un vértice.
Definimos la <particién de descascaramientos de G en v> como el vector A (G;v) € N™ tal
que, para todo i € [m], A(G;v), es el nimero de descascaramientos o de G tales que el
vértice v pertenece al subgrafo inducido G, ;, pero no a G, ;—1. En otras palabras, A (G;v),
es el numero de descascaramientos que conectan al vértice v por primera vez en el i-ésimo

paso.

Los vectores A (G;v) pueden darnos informacién valiosa sobre los descascaramientos
de G. Por ejemplo, la media aritmética de las coordenadas de A (G;v) nos indicard, en
promedio, en qué paso de un descascaramiento aleatorio debiésemos esperar que quede
conectado el vértice v.

La siguiente proposicién resume las propiedades basicas de los vectores de particion en
vértices.
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Proposicién 3.7.2. Si G = (V,E) es un grafo conexo con m aristas, entonces:
(i) Para todov €V, Y " | A(G;v), = F(G).
(it) Para todov € V, A(G;v), = F (G;v).

fiii) 1Y ey A(Gi0), = F (G).

(iv) Para todo i € {2,...,m}, > o A(G;v); es igual al nimero de descascaramientos de
G tales que la i-ésima arista del descascaramiento es de tipo 1.

(v) Sea v €V, y sea k el nimero de aristas de la componente conexa con mds aristas de
G\ v, el subgrafo de G inducido por los vértices V' \ {v}. Entonces A(G;v), =0 siy
solo sii >k + 1.

(vi) Siv €V es un vértice que no es un punto de articulacion, entonces
A(G30),041deg(v) = deg (0)! - F (G\v).

Demostracion. Los primeros cuatro puntos se siguen directamente de la definicion.

Para (v), basta notar que cualquier descascaramiento de G que conecta al vértice v en el
1-ésimo paso cumplird que sus primeras i — 1 aristas son también aristas de G \ v. Todas esas
aristas deben pertenecer a una misma componente conexa de G \ v, por lo que i — 1 < k, es
decir, @ < k4 1. Reciprocamente, si i — 1 < k, tomamos como primeros ¢ — 1 pasos al inicio
de un descascaramiento de la mayor componente conexa de G \ v que ademds comience en
un vértice que sea adyacente a v; luego agregamos una arista que conecte el vértice v, y
terminamos de cualquier forma.

Para (vi), notemos que cada descascaramientos del grafo G\ v se corresponde con deg (v)!
descascaramientos de G que conectan a v recién en el paso n + 1 — deg (v) y que, por lo
tanto, tienen de tdltimas a las deg (v) aristas incidentes con v, en algtin orden. O

Ejemplo 3.7.3. Consideremos el grafo G = (V, E) con

V:{1a2a3’4} ) E:{{172}7 {273}’ {371}a {1a4}}

La siguiente matriz tiene en la i-ésima fila al vector A (G;1):

16 4 0 O
10 6 4 O
10 6 4 O
4 4 6 6

La segunda y tercera fila son iguales porque G tiene un automorfismo que intercambia los
vértices 2 y 3.

Vamos a demostrar que los vectores A (G;v) pueden calcularse en tiempo polinomial
teniendo un oraculo para #GSH. Usaremos el siguiente lema.

Lema 3.7.4. Sea G = (V, E) un grafo con|E| = m, v € V un vértice y £ € N. Definimos el
grafo Gy ¢ = (V’,E’) como el grafo G con { <decoraciones> en v, es decir:

V' =V Uu{uy,ug,...,u} E/:EI_I{{v,ul}, {v,us}, ..., {v,ue}}.
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Entonces se cumple que

U (7 £ (1w,

j=2
La formula se cumple incluso si € = 0.

Demostracion. La prueba es un argumento de conteo. Notemos primero que, para todo par
i,j € [{], existe un automorfismo de G, ¢ que intercambia u; con u; y deja todo lo demas
fijo. Por lo tanto, podemos asumir que todos los descascaramientos agregan las aristas de
E'\ E en algin orden especifico: solo debemos dividir F (G, ¢) en €.

A cada descascaramiento de G,, ¢ con las aristas de E'\ E ordenadas le podemos asociar un
descascaramiento de G: solo debemos suprimir las aristas de E’\ F. Esta es una sobreyeccidn.
Veremos que la cardinalidad de cada preimagen de un descascaramiento o de G depende
solamente del paso en el que el vértice v se conecté por primera vez. Tenemos dos casos:

= El primer caso es que la primera arista de o sea incidente con v. En dicho caso,
podemos elegir colocar las aristas de E’ \ E en cualquier posicién, por lo que tenemos

(mZ'Z) opciones.

= El segundo caso es que el vértice v se conecte por primera vez en el j-ésimo paso de
o, con j € {2,...,m}. En dicho caso, podemos elegir colocar las aristas de E’ \ F en
. [ . 0—i .
cualquier posicién posterior a esta, por lo que tenemos (m+€ J ) opciones.

O
Proposicién 3.7.5. La funcién (G,v) — A(G;v) pertenece a FP#CESH,

Demostracion. Sea G = (V, E) un grafo con |E| =m y v € V un vértice. Aplicando el lema
3.7.4 para todo £ € {0,1,...,m — 1}, tenemos que

(o) % () (9 0 \ [AGw), F(Guo)/or
(G I G T G B G W || AGw), F(Ga)/u
(e I 0 IO ) Y ) || AGw), C2
(0 T B ) B G |[AGuw, | | FGua)ys
Cro) G G ) - (00D \AG ), ) \F(Gumes)fny

A la matriz de la izquierda, de tamano m X m y con coeficientes enteros, la llamaremos la
<m-ésima matriz de decoraciones>?* P, (note que esta depende solo de m). La matriz de
decoraciones es invertible; decidimos dejar la demostracién de este hecho como un apéndice

(ver seccién 4.2). Como cada uno de los {F (GU75)} puede computarse con el
¢e{0,1,...,m—1}

23Esta es una variante de una clase de matrices llamadas <matrices de Pascal>. Alan Edelman y Gilbert
Strang discuten en detalle cémo factorizar matrices de este tipo en [ES04].

45



oraculo, y podemos calcular la inversa de la matriz en tiempo polinomial, podemos también
recuperar el vector A (G;v) en tiempo polinomial®?. O

Tenemos el resultado analogo a la proposicién 3.6.8 para los vectores de particién en
vértices:

Proposicién 3.7.6. Sea G = (V, E) un grafo con|V| = n y|E| = m. Supongamos que
G tiene un cubrimiento de aristas en cliques con by k-cliques para cada k € {2,...,n}.
Entonces, para todo v € V y todo j € [m], tenemos que A (G; v)j es divisible en

n

IT ((k—1)8)™

k=2

Demostracion. Sea o un descascaramiento, y sea vo € I'y tal que v (o) = 9. Sea H algin
k-clique del cubrimiento, y sean wy, ..., wy sus vértices ordenados segin vy (salvo, posible-
mente, por wy y wsy). Notemos que, para cada i € {3,...,k}, hay i aristas en H que conectan
a w; con algiin w; con j < 4. Cualquier reordenamiento de esas i aristas corresponde a otro
descascaramiento en el que los vértices se conectan en los mismos pasos. Como podemos
hacer esto mismo para cada clique del cubrimiento, y los conjuntos de aristas de dichos
cliques son disjuntos dos a dos, concluimos el resultado. O

La utilidad de la proposicién 3.7.6 es que el médximo comun divisor entre todos los
A(G;v),, variando v € V e i € [m], debiese ser significativamente menor que F' (G). Ademss,
hemos visto que, teniendo un oraculo para #GSH, dicho nimero puede calcularse en tiempo
polinomial. Esto nos da un criterio necesario (pero no suficiente) para que exista cierto
cubrimiento de aristas en cliques.

Ejemplo 3.7.7. El total de descascaramientos de K3 es 2073 600. Este nimero es divisible
en 5% = 34 560. Dado cualquier vértice v de K5, tenemos que

A (K5, v) = (829440, 414720, 362880, 259200, 138240, 55296, 13824, 0, 0, 0).

El méaximo comun divisor de las coordenadas del vector anterior es 3456. Este niimero no
es divisible en 5%, pero si es divisible en 4§ = 288.

Seria deseable contar con algun resultado reciproco de la proposiciéon 3.7.6, aunque sea
para una clase mas reducida de grafos. Esto permitiria establecer una relaciéon entre el
problema #GSH y el problema de decisién NP-completo CLIQUE.

A continuacién estudiaremos un segundo tipo de vector de particién, esta vez respecto
a una arista.

Definicién 3.7.8. Sea G = (V, E) un grafo simple con m aristas, y sea e € F una arista.
Definimos la <particién de descascaramientos de G en e» como el vector B (G;e) € N™ tal
que, para todo i € [m], B(G;e); es el nimero de descascaramientos o de G tales que la
arista e se agrega en el i-ésimo paso del descascaramiento.

La siguiente proposicién resume las propiedades basicas de los vectores de particiéon en
aristas.

24Este es un ejemplo de interpolacién, un conjunto de técnicas frecuentemente utilizadas para relacionar
la dificultad de dos problemas de conteo.
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Proposicién 3.7.9. Si G = (V, E) es un grafo conexo con m aristas, entonces:
(i) Para todae € E, " | B(G;e), = F (G).
(ii) Para todo i € [m], > . B(G;e), = F(G).
(iii) Para toda ¢ € E, B(G;e),, = F (G \e).
(iv) Sie€ E y G\ e es conexo, entonces B(G;e); > 0 para todo i € {1,...m}.

(v) Sie € E y G\ e tiene dos componentes conexas con my y mo aristas (de modo que
my +mg =m — 1), entonces B(G;e), =0 si y solo si i > méx (m,ms) + 1.

(vi) Dado un vértice v € V cuyas aristas incidentes son eq,...,eq € E, se cumple que

A(Giv), = Xy B(Gen).
(vii) Para toda e € E, B(G;e); = B(G;e),.

Demostracion. Los primeros dos puntos se siguen directamente de la definicién, y (iii) es la
proposicién 3.2.4.

Para (iv), tomamos como primeros ¢ — 1 pasos al inicio de un descascaramiento de G \ e
que ademas comience en un vértice que sea incidente con e; luego agregamos la arista e, y
terminamos de cualquier forma.

Para (v), basta notar que cualquier descascaramiento de G que agrega la arista e en
el i-ésimo paso cumplird que sus primeras ¢ — 1 aristas son también aristas de G \ e. To-
das esas aristas deben pertenecer a una misma componente conexa de G \ e, por lo que
1 — 1 < méx (my, ma). Reciprocamente, si i — 1 < méax (my,ms), tomamos como primeros
1 — 1 pasos al inicio de un descascaramiento de la mayor componente conexa de G \ e que
ademds comience en un vértice que sea incidente con e; luego agregamos la arista e, y
terminamos de cualquier forma.

Para (vi), notemos que cada descascaramiento que conecta a v en el primer paso nece-
sariamente comienza con una arista que es incidente a v, y viceversa.

Por tltimo, probemos (vii). Para cada par de aristas a,b € E, sea Fy el ntmero de
descascaramientos de GG cuya primera arista es a y cuya segunda arista es b. Notemos que
Fop = Fy o para todo par a,b € E, pues la acciéon de intercambiar las primeras dos aristas
es una involucion en el conjunto de descascaramientos. Entonces tenemos que

B(G;e); = Z F.,= Z F,.=B(G;e),.

acE a€E

Ejemplo 3.7.10. Consideremos el grafo G = (V, E) con

V={1,2,3,45} , E={{1,2}, {13}, {23}, {3,4}, {4,5}}.

La siguiente matriz tiene de filas a los vectores B (G} €) en el mismo orden en que presentamos
las aristas en el conjunto E:

6 6 10 14 14

12 12 10 8 8

12 12 10 8 8

16 16 12 6 O

4 4 8 14 20
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A continuacién mostraremos que los vectores B (G;e) se pueden construir en tiempo
polinomial si tenemos un ordculo para los vectores A (G;v).

Lema 3.7.11. Sea G = (V, E) un grafo con|E| =m, y sea e = {u,v} € E una arista. Sea
Se = (V’,E’) el grafo obtenido al subdividir la arista e, agregando un vértice w de modo
que V' =V U{w}. Entonces se cumple que

(A(Gsu);, + A(G;v), — A(Se;w),) sit=1

1
B(Ge) — 42 .
(Gse); % (A (Giu); + A(G;v), + A(Se;w), — A(Se§w)i+1) s11>1

Demostracion. En primer lugar, afirmamos que
A(Se;w)y = (A(G; ), — B(G;e)l) + (.A (G;v); — B(G;e)l) (1)

La prueba es un argumento de conteo. En primer lugar, cualquier descascaramiento de S,
que conecta a w por primera vez en el segundo paso debe ser de uno de los siguientes dos
tipos:

» Descascaramientos que en el segundo paso agregan a {u,w} y que no comienzan con

{v,w}.

» Descascaramientos que en el segundo paso agregan a {v,w} y que no comienzan con

{u, w}.

Afirmamos que hay (A (G;u); — B(G; 6)1) descascaramientos del primer tipo. Notemos que,
por el punto (vi) de la proposicién 3.7.9, esta tdltima expresién es igual al nimero de des-
cascaramientos o de G que comienzan en una arista incidente a u distinta a e. A cada uno
de estos descascaramientos le asociamos el descascaramiento de S, que comienza igual a o,
luego agrega la arista {u,w} y después continda igual que o (identificando la arista {v,w}
de S, con la arista e de GG). Notemos que esta correspondencia es biyectiva entre ambos
conjuntos de descascaramientos®®. De manera anéloga se prueba que (A (G;v), — B(G; 6)1)
es el ntimero de descascaramientos de S, que en el segundo paso agregan a {v,w} y que no
comienzan con {u,w}. Luego se cumple la ecuacién 1, y de esta se deduce que

B(Gse), = = (A(Giu); + A(G;v); — A(Se;w),) -

N |

Maés generalmente, si i € {2,...,m}, entonces se cumple que

i—1 i—1

ASsw), =Y (AGiu); - B(Gie),) + 3 (A(Giv), - B(Gse), ). 2)

Jj=1 Jj=1

En efecto, cualquier descascaramiento de S. que conecta a w por primera vez en el i-ésimo
paso debe ser de uno de los siguientes dos tipos:

» Descascaramientos que en el i-ésimo paso agregan a {u,w} y que ain no habian
agregado a {v,w}.

?5Lo que estamos usando aqui es que, si contraemos alguna de las dos aristas de E’ \ E, obtenemos un
grafo isomorfo a G.
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= Descascaramientos que en el i-ésimo paso agregan a {v, w} y que atin no habfan agre-
gado a {u,w}.

La primera sumatoria de la ecuacién 2 corresponde al nimero de descascaramientos de G
que conectan a u antes del i-ésimo paso, pero que no agregan la arista e antes del i-ésimo
paso (el conteo es correcto porque cualquier descascaramiento que conecta a e antes del
1-ésimo paso estara considerado exactamente una vez en la suma Z;;ll A (G u) j). Podemos
usar el mismo argumento biyectivo de antes para mostrar que esta sumatoria también cuenta
el numero de descascaramientos de S, que en el i-ésimo paso agregaron a {u,w} y que hasta
ese punto atn no han agregado a {v,w}. El argumento para los descascaramientos del otro
tipo es analogo.
Finalmente, si ¢ > 1, podemos aplicar la ecuacién 2 dos veces y obtenemos que

A(Se;w); — A(Se;w); = A(Giu); + A(G;v); — 2B (Gje),

B(G;e), = % (A(G;u)i + A(G;v), + A(Se;w), — A(Se;w)iﬂ) .

Proposicién 3.7.12. La funcién (G, e) — B(G;e) pertenece a FP#GSH,

Demostracion. Sea G = (V,E) un grafo y e = {u,v} € E una arista. Sean S, = (V',E') y
w € V'\ 'V como en el lema 3.7.11. Usando el ordculo para #GSH, podemos construir en
tiempo polinomial los vectores A (G;u), A (G;v) y A (Se; w) (proposicién 3.7.5). Concluimos
usando el lema 3.7.11. O

En cierto sentido, la funcién (G, e) — B (G;e) ofrece informacién més localizada sobre los
descascaramientos. La proposicién 3.7.12 establece una equivalencia de oraculos que, segin
creemos, podria resultar 1til en una futura demostracién de la intratabilidad de #GSH.
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4. Apéndices

4.1. Cddigo Python para calcular descascaramientos de grafos

Presentaremos un cédigo implementado en Python para calcular el nimero de descas-
caramientos de un grafo simple. Este se basa en el algoritmo descrito en la seccién 3.6.
Codificaremos un grafo G = (V, E) como una lista de 2-tuplas de enteros positivos (que
representan las aristas), y asumiremos que V' = [n] para algin n > 1.

Primero definimos una funcién que sintetiza las adyacencias de G. Esta devuelve una
lista [—1, Ly, Lo, . .., L] tal que, para cada i € [n], L; es una lista de enteros que describe los
vértices adyacentes a ¢ € V. El —1 inicial es solo para simplificar los indices mas adelante.

def adyacencia(grafo, n):
ady = [-1]
for vl in range(l, n+1):
fila = []
for v2 in range(l, n+1):
# El grafo no es dirigido.
if ((v1, v2) in grafo) or ((v2, vl1) in grafo):
fila.append(v2)
ady .append(fila)
return ady

La siguiente funcién genera todos los 6rdenes conexos de vértices del grafo, pero forzando
un orden en los primeros dos (ver definicién 3.6.5). Usamos un algoritmo de backtracking. La
funcién cvo recibe tres parametros obligatorios y dos opcionales. Los dos primeros parame-
tros obligatorios son G y n, y el tercero es la salida de la funcién adyacencia con ese tltimo
par como sus argumentos. Los pardmetros opcionales se usan en la recursién: el primero es
una tupla vo de enteros que va registrando el orden de los vértices a medida que avanzamos
en la recursién, y el segundo es una tupla r con los vértices que atin no hemos visitado.

def cvo(grafo, n, ady, vo=(), r=None):
if len(vo) == n-1:
# Solo hay un elemento en r.
yield vo + r
elif len(vo) == 0:
r = tuple((vertice for vertice in range(l, n+1)))
for k in range(l, n+1):
yield from cvo(grafo, n, ady, vo + (k,), r[:k-1] + r[k:])
else:
for k in range(len(r)):
v = r[k]
if len(vo) ==
# Forzamos el orden de los primeros dos vértices.
se_puede_agregar = (vo[0] < v) and (vo[0] in adyl[v])
else:
se_puede_agregar = len(set(adyl[v]) & set(vo)) > 0
if se_puede_agregar:
yield from cvo(grafo, n, ady, vo + (v,), r[:k] + r[k+1:])
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A continuacion presentamos la funcién descascaramientos. Esta hace uso del generador
cvo y aplica la férmula de la proposicién 3.6.3 a cada orden conexo de los vértices del grafo.

def descascaramientos(grafo):
if len(grafo) == 1: return 1
n = max(max(arista) for arista in grafo)
ady = adyacencia(grafo, n)
total = 0
for orden in cvo(grafo, n, ady):
alpha, sumando = [], 1
for j in range(3, n+1):
conexiones = 0O
for v in adylorden[j-1]]:
if orden.index(v) < j-1:
conexiones += 1
alpha.append(conexiones)
sumando *= conexiones
saltar = len(grafo) - 1 - alpha.pop(0)
for i in range(len(grafo)-2, 1, -1):
if 1 == saltar:
saltar -= alpha.pop(0)
else:
sumando *= i
total += sumando
return total

4.2. Invertibilidad de la matriz de decoraciones

A continuacién calcularemos el determinante de la matriz P, que aparece en la de-

m2—m
mostracién de la proposicién 3.7.5. Probaremos que det (P,,) = (71)( % m, lo que, en
particular, demuestra que P, es invertible?S. Usaremos reiteradamente la siguiente identi-
dad: para todo n € Zs y todo k € [n — 1] se cumple que (}) — (Zj) = (";1)
Recordemos que P, es una matriz de m x m tal que la entrada en la i-ésima fila y
j-ésima coordenada es (m:rffl) sij=1,y (mt?:ffl) si j > 1. Lo que haremos primero es,

para cada i € [m — 1], restarle a la (i + 1)-ésima fila la fila i-ésima. Entonces

1 1 1 e 1 1

det (P,) =

Com?) Crh) G - (o) oo

26Muchas gracias a Nicolds Vilches por ayudarme a simplificar estos célculos.
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Notemos que (—1)™ " det (P,,) es igual al determinante de la matriz de (m — 1) x (m — 1)
que obtenemos al suprimir la primera fila y la dltima columna de la matriz anterior. Ahora a
esta nueva matriz volvemos a aplicarle la misma operacién: para cada i € [m — 2|, restamos
a la (i + 1)-ésima fila la fila i-ésima. Obtenemos que

G I ERC NG

T I IO

e e e e @
EIZET ey ey
) G G- (o) 0

Volvemos a repetir el mismo procedimiento: suprimimos la primera fila y la dltima columna,
y realizamos nuevamente las operaciones en las filas. Entonces

m—3

N

m—3

@

k|

det (Py,) = (—1)" " (=1)"~?

(")
("37)
") D )
(")

R

(i I Gy B ) B G I

Si repetimos esto m — 4 veces mas, obtendremos que

i =Tl {5 D e -

(m 1) 0 kzl

4.3. Cddigo Python para calcular vectores de particién

A continuacién presentaremos cédigos para calcular los vectores de particién en vértices
y en aristas. Al igual que en la seccién 4.1, codificaremos un grafo G = (V, E) como una
lista de 2-tuplas de enteros positivos, y asumiremos que V = [n] para algin n > 1.

Para calcular los vectores de particiéon en vértices, primero definimos una funcién recur-
siva vsh que genera todos los descascaramientos de G y registra en qué paso fue conectado
cada vértice. Dicha funcién recibe a la codificacién del grafo como pardametro obligatorio,
y ademds recibe dos pardmetros opcionales, que se usan en la recursién. El primero es un
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diccionario cnx, de claves y valores enteros, que va registrando en qué paso fue conectado
cada vértice (las claves corresponden a los vértices). El segundo pardmetro opcional es una
tupla r con las aristas que ain no hemos agregado.

def vsh(grafo, cnx=None, r=None):
if r is None:
cnx, r = dict(), tuple(i for i in range(len(grafo)))
for j in r:
(a, b) = grafolj]
# La arista es de tipo 0.
yield from vsh(grafo, {**cnx, a: 1, b: 1}, r[:j] + r[j+1:1)
elif len(r) > O:
for j in range(len(r)):
(a, b) = grafolr[j]l]
k = len(grafo) - len(r)
ya_conectados = (a in cnx, b in cnx)
if ya_conectados == (True, True):
# La arista es de tipo 2.
yield from vsh(grafo, cnx, r[:j] + r[j+1:])
elif ya_conectados == (True, False):
# La arista es de tipo 1 y conecta al vértice b.
yield from vsh(grafo, {**cnx, b: k+1}, r[:j] + r[j+1:1)
elif ya_conectados == (False, True):
# La arista es de tipo 1 y conecta al vértice a.
yield from vsh(grafo, {**cnx, a: k+1}, r[:j] + r[j+1:1)
else:
yield cnx

La siguiente funciéon calcula simultdneamente todos los vectores de particién en vértices.
Recibe la codificacién de las aristas de G = ([n], E) con |E| = m, y devuelve una matriz de
n x m enteros tal que su i-ésima fila es la lista A (G} ).

def particiones_en_vertices(grafo):
n = max(max(arista) for arista in grafo)
# Inictalizamos una matriz de n por m con entradas O.
matriz = [[0] * len(grafo) for _ in range(n)]
for conexiones in vsh(grafo):
for (vertice, paso) in conexiones.items():
matriz[vertice-1] [paso-1] += 1
return matriz

Tenemos un algoritmo similar para calcular los vectores de particién en aristas. También
hace uso de una funcién recursiva esh que genera todos los descascaramientos de G. Dicha
funcién recibe a la codificacion del grafo como pardametro obligatorio, y ademas recibe tres
parametros opcionales, que se usan en la recursién: el primero de ellos es una tupla dsc que,
a medida que avanzamos en la recursién, va registrando el orden de las aristas que hemos
agregado; el segundo es una tupla cn que lleva el registro de los vértices que ya hemos
conectado, y el tercero es una tupla r con las aristas que atin no hemos agregado.
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def esh(grafo, dsc=(), cn=(), r=None):

if r is
r=
for

None:

tuple(i for i in range(len(grafo)))

j in r:

(a, b) = grafol[j]

n_dsc, n_cn = dsc + (j,), cn + (a, b)

# La arista es de tipo 0.

yield from esh(grafo, n_dsc, n_cn, r[:j] + r[j+1:])

elif len(r) > O:

for

else:
yie

j in range(len(r)):
(a, b) = grafolr[j]l]
ya_conectados = (a in cn, b in cn)
n_dsc, n_r = dsc + (r[jl,), r[:j] + rlj+1:]
if ya_conectados == (True, True):
# La arista es de tipo 2.
yield from esh(grafo, n_dsc, cn, n_r)
elif ya_conectados == (True, False):
# La arista es de tipo 1 y conecta al vértice b.
yield from esh(grafo, n_dsc, cn + (b,), n_r)
elif ya_conectados == (False, True):
# La arista es de tipo 1 y conecta al vértice a.
yield from esh(grafo, n_dsc, cn + (a,), n_r)
1d dsc

La siguiente funcién calcula simultdneamente todos los vectores de particién en aristas.
Recibe la codificacién de las aristas de G = ([n], E) con |E| = m, y devuelve una matriz de
m X m enteros tal que su i-ésima fila es la lista B (G;e), donde e es la i-ésima arista en la
codificacién de G.

def partici

m = len

# Inice
matriz

for ord

for

ones_en_aristas(grafo):

(grafo)

alizamos una matriz de m por m con entradas O.
= [[0] * m for _ in range(m)]

en_shelling in esh(grafo):

j in range(m):

matriz[orden_shelling[j]1][j] += 1

return matriz
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