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Capitulo 1

Introduccion

Las ecuaciones diferenciales constituyen una de las herramientas fundamentales para describir ma-
tematicamente numerosos fenémenos de la naturaleza. Paralelamente, la teoria de probabilidades surgi6
como un marco formal para entender el azar y el comportamiento colectivo de sistemas con muchas com-
ponentes. La interseccion entre ambas areas did origen a la teoria de ecuaciones diferenciales estocésticas
(EDE?s), que ha mostrado gran eficacia en la modelacion de fendmenos fisicos, bioldgicos y financieros.

Dentro de este &mbito, las ecuaciones diferenciales parciales estocasticas (EDPEs) aparecen de manera
natural al considerar modelos fisicos a los cuales se les incorpora una perturbacion aleatoria, usualmente
de tipo gaussiano. Entre los ejemplos més relevantes se encuentran:

= (Modelo parabdlico de Anderson): Para dimension espacial d = 2, 3, se considera

ou=Au+ Fu)é,

donde F es una funcidn continua y & un ruido blanco d-dimensional. Este modelo describe la evo-
lucién de una masa en un medio aleatorio ([MP, 2019], [GP, 2015]).

= Ecuacion CD‘;: El modelo viene dado por la ecuacién diferencial estocastico

0p=A0p— ¢ +p+¢

y es fundamental en teoria cudntica de campos constructiva y en problemas de equilibrio estocésti-
co, caracterizado por un término de tipo —u* y forzamiento ruidoso ([Gub-Hof, 2019], [Gub-Hof,
2021]).

= Ecuacion de Schrodinger no lineal estocastica:

idu=Au+ Aulu+ué,

donde & es un ruido blanco real y u una funciéon de valores complejos. Este modelo captura la
dindmica de ondas dispersivas no lineales en medios aleatorios.

s Ecuacion de KPZ:

0,h = Ah + |Vh|* + &,

modelo prototipico para el crecimiento de interfaces y fenomenos de deposicion ([Hai, 2013], [GP,
2017], [PR, 2019]).
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Estas ecuaciones comparten dos rasgos caracteristicos: estan forzadas por un ruido blanco gaussiano,
ya sea espacial o espacio—temporal, y poseen un término no lineal. La combinacion de ambos elementos
conduce, en general, a que estas EDPEs estén mal planteadas en los espacios funcionales clasicos. En
efecto, el ruido blanco impide que las soluciones posean regularidad suficiente para que las no linealida-
des, las cuales suelen involucrar productos, estén definidas en el sentido de las distribuciones, donde la
multiplicacién no es una operacion continua.

Por esta razon, este tipo de ecuaciones se conoce como ecuaciones singulares, y su andlisis ha re-
querido el desarrollo de nuevas herramientas conceptuales y analiticas para dar sentido a sus soluciones.
Un primer avance decisivo fue realizado por Lyons en [Lyons, 1998] mediante la teoria de rough paths,
que permitié abordar ecuaciones altamente irregulares, incluyendo una version de KPZ en [Hai, 2013].
Posteriormente, Gubinelli introdujo el concepto de controlled paths para extender el alcance de la teoria
[Gub, 2004]; [Gub, 2010].

Estas metodologias presentan sin embargo una limitacion importante: funcionan esencialmente en
dimension espacial uno. La necesidad de tratar el caso multidimensional impulsé el desarrollo de nuevas
teorias, entre las cuales destacan la teoria de estructuras de regularidad de Hairer [Hai, 2014] y la teoria
de distribuciones paracontroladas de Gubinelli, Imkeller y Perkowski [GIP, 2015].

A partir de estas ideas, numerosos avances han sido obtenidos en la comprension y construccion de
ecuaciones singulares. Para el modelo @;‘;, las referencias [MW, 2017] y [Perkowski, 2020], [Gub-Hof,
2019], [Gub-Hof, 2021] contienen la teoria tanto en el espacio completo como en el toro. Para la ecuacién
de KPZ, los métodos paracontrolados han permitido su estudio en el toro [GP, 2017] y, mediante espacios
con peso, en la recta real completa [PR, 2019]. En general, el andlisis de ecuaciones singulares en todo el
espacio es considerablemente mas delicado desde el punto de vista técnico que en dominios compactos.

Una de las motivaciones centrales para estudiar estas ecuaciones surge de sus conexiones con modelos
probabilisticos de interés fisico. En [CC, 2018] se formula un problema de martingala relacionado con
una ecuacion con drift singular, estableciendo un vinculo entre la solucidn paracontrolada de KPZ y la
definicién de la medida de polimeros continuos en dimensién d > 1 sobre el toro. Este resultado es
notable, pues la medida de polimero continuo ya es altamente singular incluso en dimensién uno [AKQ,
2010]; [AKQ, 2014]. Retomaremos estos aspectos en [4].

En esta Tesis estudiamos la ecuacién de KPZ paracontrolada definida sobre todo R® siguiendo el
enfoque de [PR, 2019]. Establecemos un teorema de existencia y unicidad de soluciones en este contexto
y discutimos su conexion con la medida de polimeros definida también sobre R3. Presentamos ademads un
bosquejo que permitiria extender la construccion desarrollada en [CC, 2018] al caso de todo el espacio.

Laidea central deras del método para interpetar la ecuacién de KPZ es bien conocida [Bertini-Giacomin,
1997] y consiste en estudiar primero versiones suavizadas de la ecuacidn, es decir, con ruido suave. Lue-
go, la pretension es tomar limite cuando la suavizacion es despreciable e interpretar dicho limite como la
solucién de la ecuacidon de KPZ. Siguiendo esas ideas clasicas y con un enfoque paracontrolado, en esta
tesis se obtuvo el siguiente resultado de existencia y unicidad para la ecuaciéon de KPZ.

Resultado 1.0.1:

La ecuacion diferencial de KPZ admite una tnica solucién en el siguiente sentido: 4 es una solucién
paracontrolada de la ecuacion de KPZ con condicion inicial A, y con data X € Xyp, si existe | € R



tal que A tiene la forma

h=z+2"+2" +n>

donde h*=? esta paracontrolada por Z “en el sentido que

?
W=n<27Z+hn'

donde 1’ € £ (RY)y h* € £* (R?) y h*? satisface 1a EDP

e(l) e(l)

e =(avz -vZ¥ +avz¥ .vz¥ s vz R e vz

+ 4z +2vZ" V7] VRS 4 |VAS)

1

h=(0) = hy

y ademas A’ posee la forma

W =2Vh> + 4vz‘y

La Tesis se organiza de la siguiente manera.

1.

El Capitulo 2 [2] contiene una introduccion a la teoria paracontrolada: espacios de Besov, estructu-
ras parabdlicas, la teoria de Bony y estimaciones de Schauder. Incluimos tanto la version con peso
como la version usual, con el fin de resaltar las dificultades adicionales que aparecen al trabajar en
R3. Est4 escrito pensando en un lector que no tiene background previo a la teoria.

. El Capitulo 3 [3] desarrolla la teoria de existencia y unicidad para la ecuacién de KPZ paracontro-

lada en tres dimensiones. En particular, se presenta la relacion de la ecuacion con la ecuacion del
PAM rugosa y el uso de la transformacion de Cole-Hopf para deducir el resultado principal de la
tesis. La construccion de la data estocéstica se deja para el apéndice.

. En el Capitulo 4 [4] describimos las conexiones con la medida de polimeros y el problema de

martingala. Adicionalmente, discutimos las direcciones que quedaron pendientes y la investigacion
futura.

. Finalmente, el Apéndice [5] contiene la construccion detallada de la data estocastica y también se

incluyen los resultados de Teoria de probabilidades y anélisis gaussianos utlizados a lo largo de esta
tesis.



Capitulo 2

Preambulo

En este capitulo se presenta una introduccion a la Teoria de Espacios de Besov con peso, los espacios
parabdlicos y en particular en qué espacios cae el ruido blanco espacial en R?. Para ello, veremos bre-
vemente las nociones de distribuciones temperadas y ultra-distribuciones, para distinguir los casos con o

sin peso y enunciar las estimadas que nos serén ttiles en el anélisis de la KPZ paracontrolada.

La exposicion de este preambulo esté inspirada en literatura referente a anélisis armoénico ([BH, 2011],
[SY, 2018]), articulos en el contexto de técnicas paracontroladas ([[GP, 2015], [Perkowski, 2020]]) y la

manera en que el autor decidi6 presentar la informacién y algunas demostraciones.

2.1. [Espacio de Schwartz y distribuciones

Definicion 2.1.1:

(Espacio de Schwartz) Definimos S(R?) como el espacio de las funciones ¢ € C®(RY) tales que
para cada k € N;:
lolle 1= sup [|[(A+1]-19)-0"¢ll, <

[u|<k

Ejemplo 2.1.1:
En el caso d = 1, tenemos que e € S(R). En efecto, dado k € N, debemos demostrar que:

1+ 1ty - e

<o, Vu<k
(o 0]

U
Para ello, primero notamos que %e"‘z = qg(x) - e con q(x) € P(x) un polinomio. Ademas,
x

_x2 .
afirmamos que ||x" - e7* ||, < oo para cualquier n € N,,. En efecto, para n = 0 es claro por ser una
Gaussiana, para n = 1 notamos que es una funcién continua y:

, X P
Iim — = lim >
x—00 X x—00 —Dxe~X

=0

Esto prueba que x - e e Cy(R) y por ende debe ser acotada. Por induccion y el argumento anélogo,

10
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se sigue que x" - e es acotada y por desiguadad triangular se sigue que ||p(x) - e"‘2||oo < o0. De

este hecho, podemos concluir:
dr —x
(L4 X D—e™ | = (1 [x[) - [p(x) - €7
xXH
—x2
<q(x])-e

y tomando supremo sobre x € R concluimos la prueba, pues y < k fue arbitrario al igual que k € N,,.
Con un argumento anélogo, es inmediato demostrar que p(x)e™™ € S(R) para cualquier polinomio
p(x).

Las funciones de Schwartz contienen a las funciones suaves a soporte compacto. En particular, su
espacio dual estd contenido en el de las funciones test clasicas. Este espacio dual es precisamente el

conjunto de distribuciones temperadas.

Definicion 2.1.2:

(Distribucion Temperada) Definimos S’(R“) como el conjunto funcionales continuos u : S(RY) —
C, es decir, funcionales tales que existen C > 0, k € N, con

u@| < C-lloll,. ¥ o e SR
Un ejemplo clasico de distribuciones temperadas son las funciones en LP(R?).

Ejemplo 2.1.2:
Se tiene que LP(RY) C S’(RY) para p € [1, co]. Para verlo, necesitamos un lema sobre integrabilidad

en RY muy ttil en estos contextos.

Se tiene que las funciones f, g : R? — R dadas por:

e si [|x]] <1
S = { 0 en otro caso

Xl s1 x| > 1
80x) = { 0 en otro caso

cumplenque f € L' < a<dygel' < b>d.

Ahora, seau € L? con p € [1, oo]. Luego, definimos el funcional
W)= [ ) o) d
R4
Veamos que define una distribucion temperada: Basta que notemos que

()] < / uG0| - |9(x)] dA
[Rd
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u(x)
= 1+ |x]%) - : da
/Rd< RN o
u(x)
< di)-
_(/RdHlxlk) oIl
1
=1l || el Nl

1 /4
—||”||Lp'<HmHLI> el
en donde utilizamos la desigualdad de Holder. Ahora usamos el lema, pues tenemos que:

H—l I )l/q—/ 1 d/1+/ 1
(1 + [x|<)allLt 3o (1 + [x]|*)7 3o (1 + [x]%)

1 1
< —dA +/ di
/B(O,l) (1 + |x]|*)a Bo1° |x|%

y la primera integral es finita claramente por ser una integral sobre un conjunto de medida finita, mien-
tras que la segunda es finita siempre que k - ¢ < d, por lo que considerando k£ € N, suficientemente
grande podemos asegurar que:

lu(@)| < C - [loll,

Con ello, concluimos que L? C S’(R%).

Sobre las distribuciones temperadas pueden definirse muchas operaciones importantes ([BH, 2011],
Capitulo 1), ([JC, 2010], Capitulo 6). Una de las méis importantes es la transformada de Fourier, la cual
define una biyeccién en S’(R?) y se construye por dualidad.

Definicion 2.1.3:

Sea u € S’'(R?). Definimos la transformada de Fourier 7 : S'(R?) — S’(R9) de forma que para
cada ¢ € S(RY):
[Ful(e) :=u(Fe)

Puesto que la no linealidad presente en la ecuacion de KPZ viene dada por una cuadratica, nos interesa
desarrollar una Teoria sobre el espacio de distribuciones que nos permita asegurar bajo ciertas condiciones
razonables la continuidad del producto de distribuciones. Si bien es posible definir el producto con ciertas
distribuciones (con funciones suaves de decaimiento polinomial) de forma continua, dicho producto no
es extendible (de forma continua) a todas las distribuciones temperadas, por lo que el objetivo sera hallar
distribuciones que permitan esta extension. Estos espacios son los espacios de Besov y para definirlos,
estudiaremos cdmo dividir en distintas secciones suaves las distribuciones temperadas.

La descomposicion de distribuciones temperadas en partes suaves se hard mediante una nocién de
bloques. Para ciertas distribuciones con propiedades en su soporte la verificacién de que definen funciones
suaves es facil de deducir.
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Definicion 2.1.4:

(Soporte de una distribucion): Dada u € S’(R9), decimos que u se anula en G C R¢ abierto si
u(p) = 0, para cada ¢ € C*(G). Definimos supp(x) como el complemento del abierto mas grande

donde u se anula.
Proposicion 2.1.1:

Seau € S'(R?) tal que supp(ii) C K con K compacto. Luego, se tiene que u € C®(R?) n S(RY).

Demostracion. Seay € C*(RY) tal que y|, = 1. Luego, tenemos que
u=Fla=Fy -0)=F ly*u

que pertenece a C*(R?) N S(R?), pues toda convolucion de una distribucion temperada con una funcion
de Schwartz lo cumple (ver [JC, 2010]). ]

2.2. Descomposicion de Littlewood-Paley

El objetivo es hallar una descomposicion de distribuciones temperadas via funciones suaves locali-
zadas en el espacio de Fourier. Cada una de estas funciones es lo que vamos a llamar “los bloques de
Littlewood-Paley”. Para comenzar la construccion, lo primero es revisar el concepto de particiéon de la

unidad.

Definicion 2.2.1:

(Particion de la unidad) Una familia (p js—1 C;”([Rd ) de funciones radiales no negativas se dice

una particion de la unidad si

= supp(p_;) esta contenido en una bola alrededor del 0 y supp(p;) esta contenido en un anillo

alrededor del O para j > 0.
= p; = py(27/+), para cada j > 0.
= > s p;(x) =1, paracadax € R’

= Si|j—j’| > 1, entonces supp(p;) N supp(p;) = 0.

No es obvio que dichas funciones con estas propiedades de escalamiento existan. Una demostracion
puede encontrarse en [BH, 2011]. Con la particioén de la unidad dada, vamos a construir la descomposiciéon

de una distribucion temperada.

Definicion 2.2.2:

(Bloques de Littlewood-Paley) Dada u € S'(R%) y (p )j>—1 una particion de la unidad definimos el
Jj-ésimo bloque de Littlewood-Paley como:

._ p-l A
Au:=F (p;-i)
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Incluimos algunas propiedades de los bloques que justifican su rol como “piezas suaves” la una dis-
tribucion temperada.

Proposicion 2.2.1:
(Propiedades de los bloques) Seau € S'(R9) y (p ;)j>—1 una particion de la unidad. Luego:
1. Ajue C*(RY) N S(RY), para cada j > —1.
2.u=) > Aju en el sentido de distribuciones, es decir, para toda ¢ € S (R?) tenemos que:

N
lim > Au(g) = u(e)

j==1

3. Si consideramos en particular u € L?, entonces para cada j > —1 tenemos que A, : L’(RY) —
L”(RY) es un operador lineal continuo.

Demostracion. 1. Basta que notemos que A u es una distribucion temperada cuya transformada de
Fourier tiene soporte con supp(F (A ;u)) = supp(p; - i) C supp(p;) que es un compacto. Asi, con-
cluimos que A;u posee las propiedades buscadas.

2. Sea ¢ € S(R?). Luego, notamos que
N N
(@) = Y, Au(@)| = |ut@) = Y F 7o, - i)
Jj=1 j=1

= |7t -7 Yo, i(@))|
=1

{1 Z i)

y este ultimo término es < &€ si consideramos N suficientemente grande. Con esto, conluimos la
prueba.

3. Sea j = —1 fijo. Luego, tenemos que Au = T"lpj * u y por la desigualdad de Young (con
1/p+1/1 =1+ 1/p) tenemos que:

-1
||Aj“||Lp < ||7:‘ pjllLl ) ”u”Lp

y Flp ; € L'(R?), pues es en particular una funcién de Schwartz y con esto, es integrable. Asf,

concluimos que los bloques son continuos.
]

El hecho de que podamos descomponer las distribuciones temperadas en bloques, nos permite definir
la nocidn de regularidad de una distribucion mediante propiedades en los bloques. Lo que intentan medir
los espacios de Besov es el nivel de decaimiento en L? de los bloques de Littlewood-Paley.
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Definicion 2.2.3:
(Espacios de Besov sin peso) Sean « € R, 1 < p,q < oy (p;);»_; una particion diadica de la
unidad. Definimos BZq([R") como el espacio de distribuciones temperadas u € S’(R?) tales que

”MllBqu(Rd) ‘= ||(2ja : ”Ajulle(Rd))jz—l”fq <o

(Comentario:) Bajo esta norma, no es dificil demostrar que los espacios de Besov definen un espacio
normado y completo [[SY, 2018]]. Adicionalmente, serd importante el caso p = ¢ = oo, en cuyo caso
utilizamos la notacion C* = BS _y || - [, =[] - || .-

2.2.1. Paraproducto de Bony

La descomposicion en bloques sugiere una forma de dar sentido al producto de espacios de Besov vy,
de hecho, probar que dicha nocion de producto es continua bajo ciertas hipotesis en la regularidad. En
efecto, para u, v € S'(R?) y definiendo S, f = Zf;ll A, f formalmente tenemos que

(j; Aju> : (; Aiu>
= ) Au-Ap

u-v

ij>—1
=Z{ Y Au-do+ Y Au-Av+ Y AuAu}
-1 " jj<i-2 Jli-ilgl jjzit2
:Z Y oAu-Av+ D Au-Av+ Y Y Au-Ap
i>=1j:j<i-2 i,j:li—jl<1 j>=1i:igj=2
=) S u-Av+ Y Au-Av+ Y Au-S; v
i>—1 i li—jl<1 i1

=uvt+u®uv+udv

y lo que demostr6é Bony en [Bony, 1981] es que u®v y udv (conocidos en la literatura como paraproductos)
estan bien definidos como distribuciones temperadas. El término u®v (conocido como término resonante)
es el término que puede estar mal definido y el que requiere mas cuidado.

Proposicion 2.2.2:

Tenemos las siguientes propiedades:
= SeaA C RYunanillo,a € Ry (u )j>—1 una familia de funciones suaves con supp(Fgaut;) C 2/ A
y tal que ||u; || fogey S 27 Jo_ para todo j > —1. Entonces:

u= Y u; €C*, |lull, S sup (2 [Ju;] o))

j2-1

» Sea B C R?unabola,a >0y (u 1)j>—1 una familia de funciones suaves con supp(Frau;) C 2B
y tal que ||u;|] fogay S 27 Jo_ para todo j > —1. Entonces:

u= Y u;€C, ull, S sup{2* - ||l ooy}

j>=1 Jj=-1



16 CAPITULO 2. PREAMBULO

Demostracion. Una demostracion de esta proposicion puede encontrarse en [Perkowski, 2020] o también
como el caso reducido de la demostracion en el caso con peso incluida en esta Tesis. 0

Con este resultado se pueden demostrar las estimadas de paraproducto de Bony. Estas estimadas in-
cluyen primero que: efectivamente los paraproductos estin bien definidos como distribuciones y ademas
establecen que el término resonante estd bien definido si la suma de las regularidades es positiva.

Teorema 2.2.1:

Estimadas de Bony: Sean u, v € S'(R?). Luego, tenemos que

1. Si f € R, entonces tenemos que

luevlly < [lull s - 10]]
p p

2. SipeRya <0, entonces tenemos ademas

u@vllayp S Mully - [l0ll,

3. Sia+ p > 0, entonces tenemos

llu@vllarp S Mully - 1011,

Demostracion. La demostracion consta esencialmente de aplicar el lema anterior. El detalle puede revi-
sarse en ([Perkowski, 2020], Teorema 3.19). O]

Un corolario directo de las estimadas de Bony es la extension continua del producto entre distribucio-
nes en el caso de espacios de Besov C*.

Teorema 2.2.2:

Sean @ + f > 0. Luego, el producto (u,v) € C* X C - u-v € C*" esta bien definido y defi-
ne una aplicacion bilineal continua. Adicionalmente, si bien los praraproductos y término resonante
dependen de la particion de la unidad escogida, el producto u - v no.

Estos Teoremas permiten definir el producto entre distribuciones como aplicacidn continua y se ha
utilizado fuertemente en ecuaciones singulares sobre dominios compactos como el Toro. En nuestro caso
la ecuacion de KPZ se considera sobre todo el espacio, por lo que los espacios de Besov necesitan incluir
un peso para lidiar con el crecimiento de los términos estocasticos como el ruido blanco. Asi, el objetivo
de lo que resta de este capitulo es introducir el anilogo de la Teoria presentada pero considerando pesos.

2.3. KEspacio de Schwartz con peso

El espacio de distribuciones temperadas refiere a funcionales definidos sobre funciones con crecimien-
to en escala polinomial. Es posible extender ese estudio a funcionales sobre funciones con crecimiento
sub-exponencial y tener bien definidas la transformada de Fourier y muchos de los Teoremas esenciales
de la teoria [MP, 2019].
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Definicion 2.3.1:

(Pesos) Denotamos por:
wWpi(x) 1=1log(l + [x]) 5 w,(x) :=1[x|°, ¢ €(0,1)

con x € R?. Agrupamos estas funciones en un conjunto Q := W, U{w, : o €(0,1)}y definimos
para cada @ € Q el conjunto de funciones peso M(w) tales que p(®w) € M(w), siy solo si, p(®) :
R — (0, 0o) es medible y tal que existe A = A(p) > 0 tal que:

Aw(x—y)

p(x) S p(y)-e

El objetivo es construir el andlogo a espacios de Besov pero con peso. Para ello, necesitamos el con-
cepto de ultra distribucién temperada y la idea de norma L” con peso.

Definicion 2.3.2:

(Norma con peso) Sean w € Qy p € M(w)y p € [1,]. Definimos el espacio L?(p) como el
conjunto de funciones medibles f : RY — C tales que:

1/p
1/ sy = ||f~p||u={ (Joe 17O oG0P di)) © < 0. p11.00)
essUp sl (0] - [p()| <0, p=oo

Definicion 2.3.3:

(Funciones de Schwartz con peso) Dado w € € definimos el conjunto:
S,R) :={peSRY) : Vi>0, a eN’, p? (p)+ 7 ,(p) < )

(] @ 1 .
donde p7 , y z;/, son las semi-normas:

P2,(@) 1= sup [F - ()| 1?,(9) 1= sup [ 0 Fup(x)|

xeR4 xeRd

En particular, tenemos que un funcional lineal u : Sw(Rd ) — C es continuo, si y solo si, existen una
. . . © My o \MV2
familia finita de semi-normas (pa[_’ Wiz Y (zraj’ 3=t Y C > 0 tales que

. 4 (0] ® w w d
(@) < C - méx (5, @) b), (@070, @)l (@), V@ €S, R

va’lNl

Denotamos al espacio de estos funcionales continuos como S’ (R?) para referir al conjunto de ultra dis-
tribuciones temperadas.

(Comentario): Como S, (R“) C S(R“), entonces tenemos que S'(R?) C S’ (R?). La razon es clara
una vez vista la definicion de ultra distribucion temperada: Ya estan las semi-normas asociadas al espacio
de Schwartz. Lo interesante es que la contencidn es estricta, es decir, hay ultra distribuciones que no son
distribuciones.
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Ejemplo 2.3.1:

Sean w € Qy p € M(w). Luego, L'(p) C SC’O (R). En efecto, dada f € L?(p) definimos el funcional
/S, (RY — C tal que

f(@) 3=/ f(0) - @(x)dx
Rd

Luego, tenemos que

/(@) < / ) - oG] dx
IR‘I

= [ ¢ loco- (";ﬁ)fx))')dx
@),
<@ )/ e

<@ [ Inol- (O))d S 111l 25,(0)

donde escogimos A > 0 que asegura que p(0) S e***~0 . p(x). Asi, concluimos la prueba.

Nuevamente sobre las ultra distribuciones es posible definir varios operadores fundamentales. El mas
impotante en lo referente a la descomposicion de Littlewood-Paley es la transformada de Fourier para
ultra-distribuciones. Lo importante es saber que estd bien definida y que vuelve a definir una biyecciéon
sobre las ultra-distribuciones. Para una discusion mas detallada puede revisarse [MP, 2019].

2.4. Espacios de Besov con peso

Como ya hemos mencionado, al tratar con el ruido blanco definido sobre todo R“ es necesario incluir
una tasa de decaimiento, lo que se traduce en considerar pesos en los espacios de Besov. Los pesos que
vamos a utilizar son los mismos que definimos para el espacio de Schwartz.

Definicion 2.4.1:
(Pesos) Denotamos por:
() 1= log(1 + |x]) 3 @®(x) := [x|°, o € (0, 1)

con x € RY. Agrupamos estas funciones en un conjunto Q := W, U{w, 1 o €(0,1)}y definimos
para cada @ € Q el conjunto de funciones peso M(w) tales que p(w) € M(w), siy solo si, p(w) :
4 — (0, ) es medible y tal que existe A = A(p) > 0 tal que:

p(x) S p(y) - *Y

Veamos ejemplos de pesos admisibles en cada clase de decaimientos.
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Ejemplo 2.4.1:

En el caso de w € w, " tenemos que e*X” € M(w, ") para u € Ry ¢ € (0,1). En efecto, si u = 0,
entonces la contencion es obvia. Si ahora u > 0, consideramos la funcién concava g(x) := x°. Luego,
tenemos por la desigualdad de Jensen

- x|° c
L I+ 1y

> > = 27 x|+ Y7} < |x +yI°

)x+y
2

y sabemos que 2°~! < 1, pero 1 < 2°~!. De este punto deducimos que

x|+ 1yI° SIx+yl° = p-|xI"+pu-yl° Su-lx+yl°
= u-|xl"=pu-yI°Su-lx+yl°
ohlxl?

< pHlx+yl”

~

y considerando —y en vez de y concluimos este caso. Para el caso en el que 4 < 0, notamos que al
multiplicar por y, obtenemos la desigualdad:

ulx+yl°
¢ < QHlxI°

~

- lxl+u-yl°zpu-lx+yl° =

eﬂ|Y|6
y si usamos x = x — y obtenemos la desigualdad

ulx|®
€ < ol

ehlyle ™~

y con esto concluimos la contencion.

Proposicion 2.4.1:

(Contencion de pesos): Tenemos que M(@,) C M(w.?) para algtin intervalo ¢ € I C (0, 1).

Demostracion. Solo necesitamos mostrar que para algiin o € (0, 1) tenemos que para toda funcién me-
dible positiva p : R? — (0, o) con

@ <K- eﬁ'log(1+llx—YI|)’ Vx,y€ RY
p(y)
podemos concluir que:
_p(x) < K - et Vx,yeR?
p(y)
En efecto, basta notar que:
log(1+r) 1

r+l
1

- =_. — dt
re re /1 t
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C e log(l+
Por lo tanto, obtenemos la estimacion ng(a_]r)
;.

log(1 + ||x —y|]) < ||x — y||°, para todo x, y € R4, N

< 1, por lo que al elegir ¢ € (%, 1) obtenemos un ¢ tal que

Comentario: Como ultimo detalle ténico: La particién diadica de la unidad (2.2 para el caso sin
peso) debemos considerarla en S, (R?): Consideramos p_,, p, € S, (RY) tales que supp(p_,) C B(0,r)
para algin radio y supp(p,) C A un anillo alrededor del origen. Asi, definimos (p;),_, tales que

= p; = py(27/+), para cada j > 0.
= Y51 p;(x) =1, paracada x € R’
= Si|j—j’| > 1, entonces supp(p,) N supp(p;) = 0.

y nuevamente la existencia de estas funciones no es trivial. Una discusion al respecto puede verse en [MP,
2019].

Con este preambulo, ya es posible definir los espacios de Besov con peso. Utilizaremos estos espacios
para medir la regularidad espacial de las soluciones de la ecuacién de KPZ.

Definicion 2.4.2:

(Espacios de Besov con peso) Seana € R, p,q € [1, ], ® € Q junto con p € M(w) y (p;);>—; una
particion diadica de la unidad. Definimos el espacio de Besov con peso p, B;’q([Rd, p), COmo

By (R”,p) i= {u € SRY) = |lullgy gy = 11CY - 114wl )5l < 00}

Ahora el objetivo es revisar como extender la Teoria de paraproductos y su nocién de productos al
caso con peso, lo cual es esencialmente anidlogo. Volvemos a definir los espacios C* pero ahora en el
contexto con peso, conocidos como Espacios de Holder-Besov

CH(RY) 1= {u € S/ (RY) : [Jullge := sup 2/* -

Jj=z-1

Aju~pHLm < oo}.

Como contenido adicional en la seccion con peso incluimos algunos incrustamientos entre espacios.
Estos resultados son muy importantes a la hora de probar que ciertas distribuciones pertenecen a espacios
como C;‘([Rd ), y en particular los utilizaremos para determinar la regularidad Holder-Besov del ruido
blanco espacial sobre todo R“ 2.5. Por otro lado, los incrustamientos también son muy esclarecedores al
dar caracterizaciones utiles de los espacios de Besov en ciertos casos.

Antes de pasar a la seccion de embeddings, enunciamos la desigualdad de Bernstein en su version
con peso; uno de los resultados mas importantes en la Teoria de Littlewood-Paley y que nos ser4 til en
distintas estimadas. Una diferencia crucial con la version sin peso radica en que debemos asumir que el
escalamiento de la bola esti acotado por debajo. Incluimos su demostracion para mostrar como son las
técnicas y procedimientos en los espacios con peso.

Lema 2.4.1:

(Desigualdad de Bernstein): Sea /3 una bola centrada en el origen, k € Ny p € M(w) con w € Q.
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Entonces para cada A > 4, > 0y f € L®(R?, p) se cumple que: Si supp(F f) C A3, entonces

H}é’; ||a'uf”L°°(Rd,p) SAO,k A ||f||L°°(Rd,p)

Demostracion. Consideremos y € S, (R?) con y|z = 1y seay,(-) = w(47!+). Luego, notamos que

0f = 0'F w, Ff)
= 0" (P 'y, * f)
= F ) f

Ademas, por el Teorema de cambio de variable de la integral de Lebesgue
Fy,(x) = / w,(y) - e dy
Rd
- / w(Aly) - X yix gy,
R4

— /1d / lI/(Z)eZmZ(Ax) dz
Rd

=17 Fy(ix)
y por regla de la cadena obtenemos
MFly,(x) = 0" (A - Flw(Ax)} = A7 9# P~y (Ax)

Utilizaremos esta cuenta explicita para desarrollar la cota que necesitamos. Adicionalmente, notamos la
siguiente cota sobre los pesos asociados a las tasas w(x) := |x|° con ¢ € (0, 1): Sabemos que existe
n > 0 tal que si p € M(w)
Jx—vl|C R/ )' _ c
p(x) S p(y) - € = p(y) - e 1A
& 0(A(x=y))

A

<p(y)-eh
= p(y) - eSO

y con estas cotas podemos deducir la desigualdad de Bernstein: Sea u € N? tal que |u| = k. Luego,
notamos que

110" f 1| Lo (ga ) = €SSUP, cgal0¥ [ () - p(x)]

/ p(x) - f(y) - AT Py (A(x — ) dyl
R4

= eSSUP, cpd
5| / py) - e L f(y) - 2T 9Ny (Ax = 3) |
R4

<Ak / P f W) - (e« 200 Py (Ax — y))} dy
R4

< A NS e py - 1€ 20 yr (A 1 e
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y la demostracion se concluye al notar que F~ly € S, (R?), de donde podemos acotar la norma L' por
una semi-norma de la derivada y, junto con multiplicar por una exponencial cuyo inverso sea integrable,
concluir que dicha norma es finita. Asi, concluimos que

k
0" fl Lomapy S A" - I | Loma)

y como esto es cierto para todo u tal que |u| = k, concluimos la demostracion. ]

Un corolario clésico de la desigualdad de Bernstein es el como afecta a la regularidad Besov las
derivadas espaciales. Este resultado es muy ttil para encontrar el espacio de Besov candidato a punto fijo,
por lo que incluimos su enunciado. La demostracion es analoga al caso sin peso.

Corolario 2.4.1:

Siue C;‘, entonces se cumple que
10" ull o S Hullca

y la constante es uniforme en u.

2.4.1. Incrustamientos y equivalencias de los espacios de Besov con peso

Comenzamos este apartado con un resultado técnico muy util para obtener estimadas en los bloques
de Littlewood-Paley.

Proposicion 2.4.2:

Sean F : R? - C medible, w € Qy p € [1,0]. Luego, para 6 € (0,1], A > 0y para cualquier
A > Atal que e € LP(RY) se tiene que:

1
1E g gy < 67 7) e (F), Fo(x) =67 F(67'x)
En particular y como aplicacion: Sir, g € [1, oo] con i + i =1+ % y f € LYR?, p) con p € M(w):

—d(1-1
1P = Flluuey 56708 ) Wl

— — — — — =
para algin 4 = A(p) > 0y para todo A > A tal que e*=4)*™ e LP(RY).
Demostracion. Primero vemos la aplicacién: Notamos que

1F? 5 Sl p = | |0 / Fox=y)- f0 dy|
Rd

Lr(R4)

= / p(x) - FP(x —y) - f() dy||
R4

L"(RY)

A

Lr(Rd)

/ P - U0 Fox = y) - f(3) |
R4

= 1LF°- ") 5 {f - oYl oy
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1
<I|IF IlLP(Rd,e’W) ) ||f||L4([R",p)

—d -1 0]
<6 ( ,,) ~p07(F) NS Lo p)

en donde usamos que tenemos la desigualdad en los pesos para algin A(p) > 0 en la tercera linea, Young
en la quinta linea y la primera parte del lema en la ultima linea.

Para la demostracion de la propiedad: Notamos primero que el caso con p = oo es obvio. Supongamos
entonces p < oo. En este caso, tenemos las estimadas

LP(RE ero)) —

[1F°||” = / ehPe) 5= | F(57X)|P dx
Rd
= §-4-1) / e/1~p~w(5dx) | F(x)|P dx
Rd
< 57D / 47 L | F(x)|P dx
Rd

=500 / PO L [oF ) | F ()| dx
R4
—d(p=1) @ p
<6 P2, (F)]
y tomando raiz p-ésima concluimos la demostracion. [
Esta desigualdad permite demostrar los incrustamientos en Besovs que son ttiles y esclarecedores.

Teorema 2.4.1:
(Incrustamiento de Besov) Sean p,, p,,q;,q, € [1,0]; © € Q; p;, p, € M(w)conp, < p,,q, L q,

yp, Spy-Stag,a, €Rtal que a, — i L<a - :—1 entonces tenemos que

Bal (Rda pl) g BZj’qz(Rda pz)

JSRUS

Demostracion. Para j > —1 tenemos que A, f = D i A, A;f. Luego, dada f € lel,ql(Rd P Y

siendo W/ 1= Frip, =27 - Fripy(277-): o
A f N wa py) = H ) Z Aphf LP2(R4.p,)
J =il
'

) Hj’ : Ij’z—ﬂgq” * Ajf‘ LP2(R?,p,)
< 2]d(1—1+*—,,i2) AL o e
= 2Gia). 1A/ 111 ge
< 2jd(ﬁ_"l_2) . IlAjfllel(Rd,pl)

en donde usamos el lema anterior en la primera estimada y el hecho que p, < p, en la segunda. Luego,
multiplicando por 2/%

1

i jd -
ja ||Ajf||Lp2(Rd’p2) <2 ( 27 ﬂz) . ||Ajf||L”l(R‘1,p1)
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S 2% ||Ajf||LP1(Rd,pl)
y con esto concluimos la prueba. [

Este embedding es vélido para g, < g,. Ahora bien, es posible considerar g, > ¢, pero quitando un
poco de regularidad.

Corolario 2.4.2:
Parap,q,,q, € [1,0], € > 0,a € Ry p € M(w). Luego, se tiene que
o d a—¢ d
B, (R%p) < B “(R", p)

Demostracion. Si g, < ¢,: Tenemos que p < p, p; < p, (puesson p) y « — € < a, lo que implica que
a—¢e— % <a- % y usamos el embedding anterior.

Si ahora g, < ¢,: Sea r € [1, co) tal que ql +1= qi Luego, si f € BZqI(R",p):
1 r 2 ’

1A Mg = 1127 - 27 118, £l oo )L
< ||(2_j6)j2—1”f’ 1@ - HA; f 1 owa p)js—1 | oo
S 11/ gz, @
en donde utilizamos la desigualdad de Holder en la primera desigualdad. [

Un segundo corolario que esclarece la estructura de los espacios de Besov con regularidad positiva:
Son en realidad funciones y refuerza le idea de “regularidad positiva, implica mas regular”.

Corolario 2.4.3:

Sia>0,p,q€[l,o0]ype M(w) se tiene el embedding:
Bl (R, p) S 'R, p)

Demostracion. Sea f € B;‘q([Rd, p) y supongamos, SPG, que ||f||p: ga, < 1. Luego, como a > 0
podemos escoger € > 0 tal que a« — € > 0 y por el embedding anterior (con q, = )

||f||Bz,;f(IRd,p) S ||f||Bg’q(Rd,p) <1

y con esto, deducimos la siguiente estimada

N rwa ) = || 2 At LP(R?,p)
jz-1

< A o)

j>-1
N Z 27/ ||f||Bg;f(|Rd,p)
j>—1 ’
< 2 7=i@=e) ~ o
j=-1
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Mas atin, si restingimos la regularidad a « € (0, 00)\N y consideramos p = g = oo, podemos de-
mostrar que los Besov con peso CZ(IR" ) son de hecho, funciones a-Holder. Recordamos su definicion y
norma. Este hecho es muy util, pues permite pasar el estudio de Besovs con ciertas regularidades positivas
a estimadas sobre sus derivadas.

Definicion 2.4.3:

Para Q C R? abierto y @ € (0, c0)\N definimos el espacio C*(€2) como el conjunto de funciones
[+ Q — Ctales que

0" f () — * f () >

1 1lewgy = llop+ Y, (0%l + sup sup TR

keNd : |k|=|a] xeRd |Ix-ylI<1 p(X) -+ |x —

Proposicion 2.4.3:

Sea a € (0, 0)\Ny p € M(w). Luego, se cumple que son equivalentes las normas:

o~ — ok
”uHCZ' ~ ulls,, + 2 <||0"u|| + sup sup 197/ (x) f(y)l)

keNd  [k|=|a] xeRd [lx—yli<t p(X) « |x — y|*-la]

donde |k| := Y| k. Esto es, C*(R?) = C*(R?).

2.4.2. Paraproductos de Bony con peso

Ahora generalizamos los resultados de los paraproductos de Bony al contexto con peso. Para ello,
primero recordamos la idea esencial detras de estos paraproductos: para u,v € S/ (R9) y definiendo

S, f = Z{;ll A, f formalmente tenemos que

u-v= (j;l Aju> . <,; A,v)
= Y Au-Ap

i,j>—1
:Z{ Z Au Av+ Z Au Av+ Z Au Av}
DJj<i=2 J =it D jit2
_Z ZAu Ajv+ Z Au AU+Z ZAu A
i>=1j: j<i=2 ijli—jl<1 j>—=1i:i<j-2
=Y S u-Av+ Y Au-Av+ Y Au-S; v
i>-1 ijtli—jl<1 j=-1

=uQuvt+u®@uv+tudvu

Notemos ademas que por definicion u @ v = v © u. Asi, cualquier resultado de regularidad en un
paraproducto, serd igualmente vélido para el otro. Comenzamos esta seccion replicando las estimadas de
paraproducto de Bony en el caso con peso, andloga al caso sin peso 2.2.1.
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Proposicion 2.4.4:

(Estimadas de Bony): Sean p,,p, € M(w) paraw € Qy p,p,,p,,4,9,,9, € [1,00] tales que

1,1 11, 11
— + — = -y —+ — = -. Luego, tenemos que valen las cotas:
P %] p 4 %) q

1. Paracadaa, € R
[lue U||BZ§,2(Rd,pl.p2) S ”ullL"l(Rd,pl) : ||U||BZ22,,I2(Rd,p2)
2. 81, <0ya, R
1@ 0l yrves oy S 10l oy 110152
3. Para cualesquiera a, a, € R tales que @; + a, > 0 se tiene que

llu® vl |BZ.2+“2(R”,P1~P2) S ul |Ble,41 Rép) " o] |B:§$q2(|Rd,p2)

Demostracion. Una demostacion de este hecho puede encontrarse en ([MP, 2019], Lema 4.2 ) con algu-
nas adaptaciones al caso continuo. [

De este resultado también recuperamos la extension del producto al caso con peso.

Teorema 2.4.2:

Seanp,p]apz € M(CU)COHP = Pl'szPapl,Pz,Qaql,% € [19 00] talesquep]_l+pl_2 = lyi_i_L = i

p q1 qr
Luego, paracaday,y,,y, € R\{0} cony, +v,>0yy =y, Ay, A(y; +7,) tenemos la cota

[|u - UllBqu(Rd) S IlullB‘q,ql(Rd’pl) : ||U||Bzqu2(Rd,p2)

2.4.3. Estimada de Conmutador

Concluimos el estudio de los espacios de Besov con peso y paraproductos con la estimada de conmu-
tador. Este es el resultado técnico mas importante de la teoria paracontrolada, pues permite dar sentido a
productos como operadores continuos, el cual junto con las estimadas de Bony, corresponden las herra-
mientas fundamentales en el estudio de la continuidad de las operaciones en la ecuacion de KPZ.

El resultado mas general en el contexto con peso del cual el autor tiene conocimiento esta en ([PR,
2019], Lema 2.8).

Lema 2.4.2:

(Estimada de Conmutador con peso): Si u € Cr v € sz y z € C! 'y definimos C(u,v,2) :=
(uev)®z—u(v® z). Luego, se cumple que: Sia+ f+y >0y f+y # 0, entonces

1€ v Dl S My - 10lles - 11211,
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La demostracion sigue linea por linea ([GP, 2015], Lema 14). En esta tesis, vamos a incluir la de-
mostracion de una version mas restrictiva, pero que representa una aplicacion de las técnicas que hemos
desarrollado hasta ahora. Primero introducimos y demostramos 4 lemas técnicos.

Lema 2.4.3:

Seanw € Q, p € M(w). Si f € L*(R?, p), entonces se tiene que || f ]| S || f] | Loo(ra ) Para a < 0.
o ,

Demostracion. Basta que notemos que si f € L*(R?,p)y j > —1:

1A fll i@ S U Hio@ey = 27 1A fllpo@ap S 27 N oep S N sgay

(en donde usamos que a < 0 para estimar al final independientemente de j > —1). Asi, tomando supremo
obtenemos que ||f||C§ S Lo - O

Lema 2.4.4:

Seana € (0,1), p € M(w), u € C;’l, g € L*(R?, p,). Luego, para cada j > —1 se tiene que:

EA) gl gt gy = 1A, (- 8) =t Dyl poa gy S 27 - Mulles - 1181l o)

Demostracion. Como a > 0 sabemos que C;‘l C L*(R% p)y como a € (0,1), sabemos también que

CZ. = C%R?), es decir, son las funciones a-Holder. La idea de la demostracién va a quedar clara al
expandir lo que queremos estimar

A, ulgl po@a ppy < HA;W - | poga ppyy + 11 B8l Lomap, p)
<A@ &)l o p,py + 118, O | o@e p,py)

A U@ o,y + 111 B8l Lo g, )

Idea que requiere primero verificar que el término resonante u® g esta bien definido. Este es el caso, pues
por el lema [2.4.3] tenemos que g € sz para todo f < 0. Asi, escogiendo f < 0 tal que @ + f > 0 damos
sentido a este término. Siguiendo con las estimadas, deducimos que
A g oy < 27N 0llgy 27w lley +27 U@ lley 111+ A8l oy
—-aj . —ja —aj
S 27110l gy - 181t + 27 118 o lulles +27 - 1ulley 1181l
+llu- Ajgll oma p,py

S 27 lulley - 118 oy + 27 - el m ey +27 -l 1181 1w,

+llu- Agll ioma
=3 2_jo’||’4||c;;t1 : ||g||L°°(Rd,p2) + [fu- Ajgl|L°°([R‘f’,pmz)
S3- 2_ja||“||c[-;t1 : ||g||Loo(Rd,p2) + ”ullL‘”(R",p]) ’ ||Ajg”L°°(Rd’ﬂ2)

. . .k .

$ 327 lulley - 18l ooy + lles 277 - lglley

S27Nuller - Mgl poge)
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en donde utilizamos las estimadas de Bony para la segunda estimada, el hecho que ||u|| ogd,) <
Hullcoay = Ilullca » €l lema [2.4.3] y el hecho que ng C L*(R?, p,) en la tercera estimada y para la
’1

quinta estimada utilizamos que como a > 0:

el pooa ) < D 1Al oo )

jz-1

S D27 luller S Hulles
P P1

j=—1
Con esto concluimos la demostracion. O]
Lema 2.4.5:

Seaad e (0,1),feRyue Cl‘fl, vE sz. Luego, paracada j > —1

||Aj(u©u)_u'AjU||Loo(Rd <2_j(a+ﬁ) ||u||C§l : ||U||C£2

p1P2) ~

Demostracion. Por definicién, tenemos que u @ v := Y . S, u - A,vy su transformada de Fourier
cumple que:

Flueuv) = ZF{S Aoy =Y FlAu-Av)

i>—1j<i-2
= Z Z F{Au) - F{AD)
i>—1 j<i-2
=) Y {pit} * {pt)
i>—1j<i-2

y tenemos que supp({p,it} * {p,a}) C supp({p,a}) + supp({p,t}) C 2'A +2/A = 2(A+2/7A) C A.
Asi, concluimos que S;_,u- A,v tiene soporte en 2'.A con A anillo. Con esto, deducimos que al considerar
Aueu) = F‘l(pj - F{u® v}) solo quedan los términos para los cuales 2/ = 2/, Asf:

Aueu) = Aj( 3 S A,.u) = Y AS_u-A)
i>—1

i 202

y también tenemos que u - A;jv = u - A, Y 2ias A0, de donde obtenemos

Aweuv)—u-Ap= Y A(S_ju-Av)—u-A A

i 2ix2i
= ) [A(S_u-AL) =S u-AAvI— Y Sy u-AAp
i 2ix2i i 2ix2i

y para estimar la norma en L*(R?, p, p,), estimamos cada término. Para el primer término tenemos

H Z Ssiqu- AjAl.v‘ Lo €SSSuP,.cra P1(X)py(x) - | Z S qu- AjA,.U|

i 202 i1 202

< esssup, cpa Z {185,_u(] - py ()} - {]A;A0()] - pr(x)}

P21
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< 2 ||Szi—1u||L°°(Rd,p|)'||AinU||L°°(Rd,p2)

i:2ix2i
< —ia | . n—ip
S 27 lullee =277 - Mloller

~ 9-ilath) | ,
ulles - loller

donde en la tercera estimada utilizamos que |[A; A 0[] joga ) S 180 poga 5 S 27 )| 8y ademas

py) ~
utilizamos que (como a > 0)

20 1l gy < 30 277 lulley

JZitl jitl

=" za{ Zz_w}”u”ca

J>1
S27 | ull o
o

y con esto concluimos la cota para uno de los términos. Ahora vemos el siguiente: Para cada i tal que
2! =~ 2/ tenemos que

|Aj{Si_1u : A,'U}(x) - Si_lu : AinU(X)l ' pl(x) ' pz(x)

=| | K =S u(mAp() dy =S, ux) / K,(x = 9)A,0() dy|p (x)py(x)
R4 R4

=) 20+ [ Ky =) [Su() = S_u(0)] - A,p(y) dy)|
R4

Mo(x— Ao (x—
S/ |K;(x = 0] p, () - S, u(y) — S;_u(x)] - &2 p, ()| Au(y)| dy
R4
A+ Ay)o(x—
N |Kj(x -yl 'maX|;4|:1||aMSi—lu||L°°(Rd,p y* |x —yl- ||AiU||L°°([Rd,p )e( +A)e() dy
d 1 2
R
j —i A+A)w(x—
< / |K;(x = WIS, yul| a1 X = Y1277 [0]| o eB1H42267) gy
Rd 2
i(1—a— Ai425)-
< yill—a=p) ”uHC;?l . ”U”c” / |z] - |Kj(Z)| . eit)e@) g,
= pil=a=p) ||u||ca . ”U”c” / |21d K (ZJZ)|2—J |2Jz| (/1.+/12)w(2—/21z) dz
P1
i(1—a— M+
= 20 lullgy el 2 / Kl - 131 - e+ gy
~/ .1_ -
x 2=l ulles - M1vlles -

~ ni(l-—a=p) | . L0
= 207 ju| ||U||c52 2

~ i@t _
lalle; - el

en donde usamos la estimada de los pesos para ciertos 4,,4, > 0 en la primera estimada, el TVM
multivariado en la segunda estimada, la desigualdad de Bernstein en la tercera estimada, la propiedad

H ZlAju

j==

i—-2
< Z Aul] ;e
L°°(|Rd,p1) - = || J ||L (Rd,pl)
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i-2

S lulley - Y27
1 o
S 27 fulle,
/1

en la cuarta estimada. Asi, juntando las estimadas de ambos términos concluimos la demostracién. [

Lema 2.4.6:

Sea B C R?bola, p € M(w),a >0y (u 1)j>—1 una sucesion de funciones suaves con supp(Fu;) C 2B
y tal que ||u; || jwge ) S 27/, para cada j > —1. Entonces:

(o]

U= Z u; € C s lullex gj?pl{zm Nt oo py )
“ ol

Demostracion. Si Fu; es soportada en 2/ B, entonces A,u ;. # 0 solo si 2! <2/, Asi, tenemos que

Aull Loma ) = H 2 Ai“j‘

j12i<0i

< D A e,

j12i<0i

Z ||uj||Loo(Rd,p)

Ji2igy
= D sup{2|lull e} - 27
j2igi izl

S27. SUPI{2j||uj||Lw(Rd,p)}
j>=

Le(R4,p)

IA

Con esto, concluimos la prueba. [
Con esta serie de lemas podemos demostrar una version de la estimada de conmutador.

Teorema 2.4.3:

(Estimada de Conmutador): Seaa € (0,1)y f,y € Rtalesquea+f+y >0y f+y <0, entonces
se cumple la cota
a+f+ < a * Y
1€ v, Dl S Hulle - N1olles - 11zl

Demostracion. Lo primero que haremos sera escribir el conmutador de forma mas explicita y estimar
los términos que se obtengan de dicha descomposicion

Cu,v,2)=(uV)®z)—u-(VE®2)
= Y Awev)-Az—u- Y AvAz
li—jl<1 li—jl<1

= ) (Awev)—u-Av}-Az

li—=jl<1
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y vamos a descomponer u := S u+ Syucon Squ =8, yuy Syu :=u— .S ucon N una constante
que determinaremos con el siguiente procedimiento: Consideremos los términos A, (A, u @ v). Luego, al
estudiar su soporte espectral vemos que

F{A(Auev)} =p, - F{Au@ v}

j=-1
=5y r{( > AAu) -Aju}
j=-1 5<j—-2
=p- ). D, FlAAu-Au)
Jj2=1s<j-2
=p;- ), D (g P ) % (p;0)
jz—1s<j-2

y cada uno de los términos de la suma tiene soporte contenido en supp(p,) N supp(p,) + supp(p;) C A,
para cierto anillo. Luego, como p;, esté fijo, podemos asegurar que existe un N € Ntal que A;(A,u@v) =0,
para todo k > N. Sea entonces tal N € N. Luego, realizamos la descomposicién mencionada:

Cwv.z)= Y {A@ev)—u-Av}-A;z

li—jl<1
= D (A(Squev) = Squ-Av)-Az— Y Syu-Av- Az
li—jl<1 li-jl<1

=C,(u,v,2)+ Cy(u, v, z)

y demostraremos la estimada al estimar cada uno de los términos obtenidos. La estrategia va a ser utilizar
[2.4.3] descomponiendo los términos C, y C, en sumas de funciones suaves con normas L¥(R?, p,p,p;)
bien estimadas. Comenzamos con C,: Para cada i > —1 definimos los términos:

A=) g - [A(Squev) — Syu- Apl - Az

jz-1

Luego, tenemos que C; = ), A; es una suma de funciones suaves con soporte espectral supp(F A,) C 2'B
y ademas se tiene que

| |A1 | |L°°(|Rd,p1p2p3) = €SSSUPcRa

Z Lisji<1 - p1(0)pa(x) - [A(Squ@v) = Syu- Aju] - Az
J
< Z ]1|i—j|51 : ||Ai(55i” Q) — Szi” A |L°°([Rd,p1p2) : ||AjZ| |Lw(Rd,p3)
J
S X Limgier - 27 1S guilley ol - 11zl
J
< p-ilatf+y) | . -l 2z
S IIMIICP1 loller - lzller,
en donde utilizamos [2.4.3] en la segunda estimada. Asi, por [2.4.3] concluimos entonces que
+B+ i
1€, 0, DI S sup {29 A | o

¢, ~

1p203 > 2P1P2P3)
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S ey - olles - 11zlley
Ahora seguimos con el término C,: Escribimos:

Cuv,z)= ) Syu-Av-Az
li-jl<1

=Y (X tw-Aw-ao-az)

k>—-1 |i—j|<1

y nuevamente tenemos términos de la serie que poseen un soporte espectral en 2% - 3. Ademds, al estimar
las normas en L*®

|i§<1 g - Agu- Ao Ajz'|L°°(Rd,p1p2p3) = esssupxeRd| |i§<1 Ticip1 (A u(x) - pr(X)A;0(X) - p3(x)A;2(x)

< Z LigilAgull pooma ) - AU pooma )y * 1121 Lo py)
li-jlI<1

S DA poge gy - AL o pyy - 12 Lo )
isk

s 2—ka ull e - 2—i(ﬁ+7) ) -z
llelles Zk leller - 1lzlley,
S 27 o - N0l - |12l
1 1) 73
en donde utilizamos que f + y < 0 para la estimada de la altima linea. Con esto, concluimos por [2.4.3]
que

a+p+y k(a+p+
||Cy(u, v, Z)”Cp.pm < kSll_pl{z @D N AN Lo pypypy )
< . .
S llulley - olles - 11zlley
Juntando ambas estimadas, concluimos la demostracion. OJ

2.5. Regularidad del Ruido Blanco

Como las ecuaciones que estamos interesados en resolver en los espacios de Besov involucran al ruido
blanco, es fundamental como primer paso estudiar qué regularidad posee como distribucion temperada.
Mas atn, es necesario verificar en primer lugar que el ruido blanco define efectivamente una distribucién
temperada aleatoria para siquiera concebir correctamente sus bloques. Vamos a omitir esta demostraciéon
en la tesis. Sin embargo, dejamos una excelente referencia en donde no se alude a la teoria (bastante
técnica) de espacios nucleares [BHD, 2017] o una version clasica [Hida, 1980].

Teorema 2.5.1:

Sea & un ruido blanco d-dimensional, es decir, & es un proceso estocastico gaussiano de media 0 sobre
L*(RY) tal que

E[S(f) - &(8)] =/ f(x)-g(x)dax), ¥ f,g € L*RY)
Rd
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Luego, tenemos que & admite una version Ee BZP([R{d, p,) para todo a < —%, PEI[l,0)yp,(x) =
(14 |x)~*con A > 0.

Demostracion. Por [2.4.1] sabemos que BZ.,q.(Rd’pﬂ) C Bgz’%(Rd,pA) sip, £ p,yq < g Asi, si

demostramos que ¢ € B;‘p(Rd, p,) a partir de cierto p* y para cada @ < —%, entonces concluiriamos para
cada p € [1, 00).

Lo que vamos a probar es que

p *
[E[”é”BZ’p(Rd’pA)] < 007 para tOdO p Z p e [1,&)

C.S.
Luego, tendriamos que & € B]‘jp(le ,p,) para cada p > p*, y podemos armar una version de & que se
encuentre en los Besovs. Para demostrar esta propiedad, notamos que:

ELIENG, o, ) = E] D 27 118,810, | = 22”'“ ELNAE, 6, )]
P i 1 >

[ [ 1A
=27 [ i (1-:—|x|)'11’ dx]

j=—1
E[lA;E()]7]

fn 1 A+

pA>d

S 2" sup E[|A£))]
j>— 1 xeR4

< )27 sup EPP[|AE())]

j>— 1 xER4
en donde usamos que A ;£(x) = K * &(x) = /Rd K;(x — y)&(dy) es la integral estocastica con respecto al

ruido blanco. Luego, es Gaussmna para cada x € R y podemos usar [??] en la dltima estimada. Ahora,
la idea es estimar este segundo momento de una Gaussiana: Tenemos que

27 Ito
el18,60P1 =E| [ Kr-nean[]2 [ ke-nPay
R4 R4
B / K, dy = 2% / K@ p)I* dy
Rd Rd
=2%¢. 271 / |Ko)I* dy
R4
< 2/
y con esto concluimos que sup, cp« E[|A jf(x)lz] < 2/4, Juntando esta estimada con la obtenida anterior-
mente deducimos que
p ipa L _ jplat+$)
FUIEN, o)) S PIPLEVEES WL
j>-1 jz-1

C.S.
y concluimos que para todo p > p* con p* tal que p *> % y con a < —% se tiene que & € B;’p(IRd,pA).
Con esto se concluye la prueba.
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Comentario: En general, el ruido blanco se entiende como distribucién temperada bajo su integral
de Ito: Dada ¢ € S(R?) definimos el funcional

EH@) 1= / () E(dx)
Rd

2.6. Espacios Parabdolicos y estimadas de Schauder

Los espacios de Besov nos permiten dar sentido al producto de distribuciones en la variable espacial.
Sin embargo, las ecuaciones diferenciales estocasticas como la KPZ poseen ademas una dependencia
temporal, lo cual obliga a tener que considerar adicionalmente un grado de regularidad temporal. Los
espacios en los cuales trabajamos estas nociones son los espacios parabdlicos.

Estos espacios se usan en la solucidn de ecuaciones paracontroladas en el Toro. El objetivo de estos
espacios es captar las regularidades tanto en espacio como en tiempo de las soluciones.

2.6.1. Version sin peso

Definicion 2.6.1:

Dados X un espacio de Banach, T > Oy y € [0, 1], definimos el espacio de funciones continuas
C;X ={u: X->R : ||u||C;X < oo}

MO~y E] caso cuando y = 0, es el caso de la

donde ||ul |c;X += SUPsero1 [lu@®)|]x + SUPg<s<i<T —s|7

norma supremo y denotamos al espacio por C X .

(Comentario): En particular, para y € (0, 1] tenemos que la condicién sobre la norma implica auto-
maticamente que las funciones son y-Holder, para y = 1, tenemos continuidad y paray = 0 alas funciones
acotadas.

(Comentario:) Primero notemos que para y € (0, 1] tenemos la contencién C;X C C;X. En efecto,
dada u € C; X tenemos

@l x < [u@) —uO)|x + [[u©)]]x
SC- [t =01" + [|u(O)]1
<SC-T" + )|y, YteI0,T]

En nuestro caso X = C“* para alguna regularidad «. En particular, vamos a considerar « > 0 para
definir los espacios parabdlicos.

Definicion 2.6.2:
Dado a € (0,2] y T > 0 definimos
a «_ /2 1 o a
L7 :=C L nCC

Aqui @ aparecer tanto en la regularidad Holder como en la regularidad espacial. Dotamos a este espa-
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cio con la semi-norma ||u|| o = llullgor o + [lullc, cc Ademas, definimos los espacios parab6licos
T
sobre todo R, como
. 2
L :=CP R, L°)nC(R,,C")

loc

donde el localmente debe entenderse como Holder en compactos.

Comentario: En el caso en donde consideramos T" < oo, tenemos por el comentario de antes y los

embedding de Besov que L7 = C;/ L. La definicién como interseccion es no trivial en el caso con
dominio en todo el espacio. Por ejemplo, podemos considerar u € C* C L*® y la aplicacién u(t) := t* - u,
para cada t € R,. Luego, tenemos que sobre K un compacto, |t + s|, [t — s| < 2 - diam(K)y asi para

pe.1)

|u(®) = u(s)ee = 16 = 57| - |[ull o
= (ulle - |t + sl -1t =s"P) - |t = 5|
< [@ - diam(K))** - [[ul|¢e] - |1 = 517
=Cg-|t— s|ﬂ

Con esto, hemos demostrado que u(-) € Cl'f) é 2([R{ +» L®), pero claramente u(-) € C(R,, C*). Un argumento
analogo prueba que u(¢) := t? - u satisface las mismas propiedades.

2.6.2. Version con peso

En el caso con peso vamos a suponer que los espacios de Banach pueden depender del tiempo. Asi,
para un borde derecho de intervalo 7, > 0 consideramos una familia creciente de espacios de Banach

X = (X(8)sepor,-

Ejemplo 2.6.1:

Consideremos los espacios X (s) := CZ([H)(R") donde e(l + s)(x) 1= e ™9 conl e R, s >0y

o € (0, 1). Veamos que efectivamente definen una familia creciente de espacios de Banach: Primero,
no es dificil probar que si p,, p, € M(w) son tales que p, < p,,entonces ng(Rd ey ey (R9). Asi, dada
una sucesion decreciente de pesos, los espacios C;‘([Rd ) son crecientes. Un ejemplo de una aplicacién
decreciente es precisamente el caso de pesos exponenciales.

Con esto, vamos a definir los espacios parabdlicos en el contexto con peso.

Definicion 2.6.3:

Dado f >0y (X (S))se[rf,r,] familia creciente de espacios de Banach tenemos que
MPX(T, T, = {f : [T,.T,] = S.(RY) | t € [T, T,] - * f(1) € X(T,) es continua A [|f || ypr(x) < o0}

donde || f || ppx) 1= SUP7, <<t [128 £ ()| x@ Y para el caso f = 0 denotamos este espacio por
CX((T,, T,)).
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Los espacios M representan aquellas funciones f con codominio en las ultradistribuciones (no ne-
cesariamente continuas) que al multiplicar por t” se obtiene una funcién continua con codominio en la

familia (X (s))sem 1Y que ademas las normas de sus evaluaciones son uniformemente acotadas.
A

El caso f = O refiere a que la misma funcién f : [T,,T,] = S(; (R9) tiene la estructura descrita.

Definicion 2.6.4:

Dadoa € (0,1)y f : [T,,T,] = (X (S))se[Tf,T, ) definimos la “norma Holder” como

@ = FOxqvs)
U lcaxqr,rp i= sup |1f®llxe + sup v

T,<t<T, T, <s,i<T, |t — s|*

Para @« = 0, la norma representa la del supremo. Ahora podemos definir los espacios parabdlicos,
que en el contexto con peso son espacios de Holder parabolicamente escalados con respecto a un peso
posiblemente dependiente del tiempo.

Definicion 2.6.5:
Sean f > 0,2 € (0,2) y 0 < T, <T,. Definimos los espacios parabdlicos como

LOT, T =S < [T, T1 = SR = [If]]ppa < 00}
donde ||f||£§,a =t = P f ()] |C“/2Lf([Tf,T,]) + ||f||MﬂCg([Tf,Tr])

Notemos que la definicién de norma en Eﬁ’“ implica en particular que - f (f) € CZ(I)([R" ) C L®(RY, p(1)).
Asi, un mapeo de ultradistribuciones esta en un espacio parabolico ij’“ si al multiplicar por ## 1a aplicacion
mapea a CZ‘(_)([Rd ), es uniformemente acotada y %—Hblder en tiempo.

2.6.3. Propiedades de los espacios parabolicos

Como en los espacios parabdlicos es en donde vamos a definir la estructura paracontrolada, va a ser
importante tener algunas cotas sobre el semigrupo del calor y la forma mild, que representa la manera en
la cual estudiaremos las soluciones de la ecuacion de KPZ.

El primer resultado establece en esencia que cualquier funcién en Elf “cona € (1,2), tiene su derivada
en el espacio parabdlico con todos los pardmetros iguales salvo @ € (0, 1).

Lema 2.6.1:

Para a € (0, 1) y una funcién p : R, — p(w) de pesos decrecientes. Luego, tenemos que

N0 f I pa S LS N ppas

Demostracion. Una demostracion puede encontrarse en ([PR, 2019], Lema 2.11). ]

Ahora pasamos al estudio de las estimadas del semigrupo del calor en funciones de estos espacios
. . . . _d _kP?
junto con la formulacion Mild. En el siguiente Teorema P, f := p, * f, donde p,(x) := (4xt)"2 - e™ &
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es el operador del calor y VTf (H) = /7; P_.f(s)ds la formualciéon mild.

Teorema 2.6.1:

Sean @ € (0,2) y p € M(w). Luego, tenemos las estimadas

1. Para cualquier y € R que cumpla que f = % € [0, 1), encontramos que

P S pra S S s

2. Si ademads fijamos a > 0 tal que a + 2% €0,2)yp+ % € [0, 1) encontramos que

a+2 g -2
e(I+1)p(a)

|£ ,a <
” Tf(f)l |£f([+,)([Tf-Tr]) ST, ||f| |MﬂC (1)

y la cota es uniforme sobre todo 0 < T, < T, <T,.

Un altimo resultado que sera clave es una estimada de productos via integracion de Young. Los detalles
pueden revisarse en [PR, 2019].

Lema 2.6.2:

Sean p, con i = 1,2 pesos decrecientes dependientes del tiempo. Sean también f € £/ﬂ’1" yg € £;
conf€[0,1)ya,y €(0,2). Si tenemos que @ + y — 2 > 0, entonces tenemos que

. p.a+y
f atg = Eﬁﬂl'l’z
y se cumplen las siguientes estimadas:
WV f - a,g)l |5,€’1"f;27*f([0,rh]) S’Tn I |5/€’1"([0,Th]) 11l |£l’,2([0,Th])

WV 0 ppasrrome g, gy Sy W Mo o,y - 8l

AR % )

paratodoe >0y0<T, <T, <T,.

2.6.4. Paraproducto Modificado

Con el fin de extender la nocién de paraproducto de Bony, definido en espacios de Besov representando
la variable espacial, damos una version modificada del paraproducto adaptada a los espacios paradblicos,
que sera util en nuestro analisis de 1a KPZ.

Definicion 2.6.6:

Dados X un espacio de Banachy ¢ : R — R, una funcion suave a soporte compacto tal que
supp(@) C [0,0) y fR @(x) dx = 1, definimos para cada i > 0, el operador

0, fECR,)X)— CR,X)
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tal que

t

Q,f(®) 2=/22id-<0(22i-[t—S])-f(SVO)dS=/ 2% (2% [t =D - f(sVO0)ds
R

—0o0

Con estos operadores podemos definir el paraproducto modificado.

Definicion 2.6.7:

Definimos el paraproducto modificado por

f<g:i=)85.,0,0) Ag

y este nuevo paraproducto hereda varias propiedades. Algunas son esencialmente las mismas que las
estimadas de Bony, mientras que otras relacionan esta version modificada con la de Bony o con el operador

del calor.

Lema 2.6.3:

Seana € R, y < 0, § > 0. Supongamos también dos mapeos de pesos (posiblemente dependientes
del tiempo) p; : R, — M(w), parai = 1,2 que es puntualmente decreciente en tiempo y definimos

p(t) 1= p(1) - py(2). Luego,

i S <g®llee S ||f||MﬁLoo([o,;]) - [1g@®]] ¢
(1) Pl ()

2N f < g®O)|perr S : 1g®O]| pe
[/ < g( )”cﬂ(’;)y S ||f||Mﬂc;1([o,;]) ¥ )”sz(r)
Ademas, para @ € (0, 2) tenemos la siguiente estimada
< . < K a E a—
15 < glleze S U1F g - (Nelleey + 1128l leey)
valida para cada 6 > 0. Finalmente, tenemos los siguientes resultados de conmutacion:

i ||(£(f <g-f< (Eg))(t)llcg(*r')}"z < ”fllﬁﬁf’([(m]) : ”g(t)llczz(t)

ﬂ . [— - < M o
t ”(f <g f©g)(t)||cp(;r)7 ~ ||f||£f}7([07,]) ||g(t)||c‘]2(’>

Demostracion. Una demostracion de estos hechos puede encontrarse en ([MP, 2019], Lemas 4.7 - 4.9).
O

2.7. Exponencial y Logaritmo sobre espacios con peso

En esta seccion incluimos los resultados de regularidad que poseen los mapeos exponencial y logarit-

mo sobre espacios de Holder con peso.
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Lema 2.7.1:

Seaa € (0,2)\{1} y R,I > 0. Luego, existe un / = I(R) > 0 tal que la funcién exponencial cumple
la siguiente propiedad

EXP : {f € C:(i)(Rd) : ||f||oo,p(5) < R} - C:(l)(Rd)

Ademas, el mapeo es localmente Lipschitz, es decir, para cualesquiera f, g en el dominio de arriba

tales que
S Naeys 1&gy < M

Podemos estimar
”Exp(f) - Exp(g)l |a,e(l) S/M,R ||f - gl |a,e(i)

Demostracion. La demostracion puede revisarse en ([PR, 2019], Lema A.1). ]
De igual forma, puede demostrarse un resultado analogo en los espacios parabdlicos.

Lema 2.7.2:

Seaa € (0,2)\{1}y R,I>0. Luego, existe un / = [(R) > 0 tal que la funcién exponencial cumple
la siguiente propiedad

. a dy . a d
EXp . {f € ﬁe(i)(R ) . Sup ”f(t)lloo,p(é) S R} — £e(l)(|R )

0<t<T

Ademéds, el mapeo es localmente Lipschitz, es decir, para cualesquiera f, g en el dominio de arriba

tales que
e gl e < M
e(l) e(l)

Podemos estimar
[|Exp(f) — Exp(g)| |cg(,) SM.R If — gl |£"m
y concluimos la seccidn con la version para el logaritmo. Nuevamente, la demostracion puede revisarse
en ([PR, 2019], Lema A.3).
Lema 2.7.3:

Seaa € (0,2)\{1} yr,C,1 > 0. Luego, existe un / = I(r) > 0 tal que el mapeo logaritmo se define

como
log: A= {f €Ll & inf [(.x)>C e(-x)(x)} — LY,

Ademas, el mapeo es localmente Lipschitz, es decir, para f, g en el conjunto de arriba tales que
e S 1lgllee <M
e(l) e(l)

podemos estimar
[[log(f) — log(g)”cg(/) SM,r If - gl |£“(i)
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Demostracion. Incluimos esta demostracion para mostrar que estos lemas son independientes de consi-
derar dimension 1 como en [PR, 2019]. En efecto, notamos primero que por el resultado de espacios de
Besov [2.4.1], basta con que acotemos las normas Holder en espacio. La dependencia temporal la omiti-
mos al ser muy similar. Ademas, notamos que basta con demostrar la propidad de Lipschitz local, pues
considerando g = 1 deducimos el codominio.

Como a € (0,2)\{1}, tenemos que |a| € {0,1} y las derivadas que hay que estudiar son a lo
mas hasta de primer orden. Para ello, primero notamos que dadas f,g € A, si consideramos & tal que
&> f(t,x) A g(t, x), entonces

L <y e

¢

Esta cota nos permite acotar la derivada del logaritmo en el Teorema del valor medio. En efecto, tenemos
que fijando ¢

llog /1, x) — log g1, x)| < é %) — g1,

Su e(n(x) - [ f(t,x) — g(t, x)|
< e(O)x) - e(=O)x) - | (t,x) = g(t, %)
en donde asumimos ¢ > £ + r para la altima estimada. Ademas, la estimada es uniforme en el tiempo.

De ste hecho y tomando supremo esencial, concluimos la cota para el término con derivada de orden 0.

Para las derivadas de orden 1, vamos a dividir el argumento entre que ¢ € (0,1) y @ € (1,2). Si
fijamos una coordenada x; con i € {1,2,3} y suponemos que a € (1,2) vemos que

o.f 0.8
;e ‘
<|[[7] 1907 = g1+ 10,s

10, log £(t,") = 0, Jog 84, Ml ey = | ettty

1/ sl |

L=(R?.e(£))

)L)
g
SM ||f - glla,e(f)

siempre que escogamos un ¢ los suficientemente grande. El caso para @ € (0, 1) es analogo a ([PR, 2019],
Lema A.3). Como la cota es valida en cada derivada de orden 1, concluimos la prueba. 0



Capitulo 3

Ecuacion de KPZ Paracontrolada
Tridimensional

Este capitulo contiene los resultados referentes a la solucion paracontrolada de la KPZ sobre todo el
espacio (en R?). Las técnicas paracontroladas fueron introducidas en [GP, 2015] y desde entonces han
demostrado tener excelentes resultados en el avance de la compresion de ciertas ecuaciones singulares
([GP, 2017], [CC, 2018], [KP, 2023], [Perkowski, 2020]) son algunas referencias al respecto en el caso
donde el dominio considerado es compacto. El alcance de las técnicas paracontroladas a ecuaciones sin-
gulares definidas sobre todo el espacio ha sido recientemente desarrollado en los trabajos ([MP, 2019],
[PR, 2019]), permitiendo la extension de la teoria a estos problemas con el costo de tener que trabajar
todo sobre espacios de Besov con peso. En particular, y hasta donde llega el conocimiento del autor, el
caso de la KPZ ha sido explorado en detalle inicamente en R.

Laidea esencial detras de las técnicas paracontroladas es permitir definir un conjunto de distribuciones
en donde la operacion no lineal presente en la ecuacion singular de interés sea continua en dicho espacio.
De esta manera, la idea de interpretar las soluciones via un limite cuando € — 0 de las soluciones en
el caso de ruido suavizado tiene chances de funcionar. Este conjunto sera el de aquellas distribuciones
que puedan descomponerse en una parte muy irregular,que depende esencialmente del ruido blanco y
una parte mas regular, la cual tiene una estructura de paraproducto. Es esta ultima descomposicion la que
permite volver continua a la no-linealidad.

En este capitulo de la tesis, utilizamos estas ideas para determinar un Teorema de existencia y unicidad
paracontrolado de la KPZ con ruido blanco espacial sobre todo R>. Para ello, primero debemos determinar
con mas propiedad que tipo de “estructura paracontrolada” deberia satisfacer la solucion de la KPZ. En este
desarrollo, veremos que necesitaremos asumir ciertas regularidades de algunos procesos a partir del ruido
blanco. Al conjunto de dichos procesos se los suele llamar en la literatura data estocdstica y veremos mas
adelante que sera necesario estudiarla en detalle si queremos realmente establecer existencia y unicidad
de la ecuacién de KPZ.

3.1. Deduccion del Ansatz paracontrolado
En esta secciéon vamos a deducir el ansatz paracontrolado de la KPZ con ruido blanco espacial dada
por

0,h =Ah+ |Vh]*+& ; h(0,-) = hy(-) (3.1)

41



42 CAPITULO 3. ECUACION DE KPZ PARACONTROLADA TRIDIMENSIONAL

donde la condicidn inicial la dejamos sin detallar por el momento. Para ello, la estrategia sera la siguiente:
Como esperamos que la solucion, aplicandole el operador del calor, herede la regularidad del peor término
(el ruido blanco en este caso con regularidad 6 < —% por [2.5]), la idea es restar ese término y esperar
que el nuevo término tenga, formalmente, una mejor regularidad.

Definimos Z tal que £LZ = £ como solucion mild. Luego, Z poseeria una regularidad (en espacio)
de 6 + 2 (parad =3, %—). Definiendo h2! := h — Z y obtenemos la ecuacion:

Lh2'=Lh-LZ
= |Vh*>=(Vh' +VZ,Vh*' + VZ)
= |Vh=')2 +2Vh=' . VZ +|VZ|?

de donde deduciriamos que la solucion (mild) 22! tendria la forma
h=' = Phy+ L(|VRZ' ) + 2L(VRZ' -V Z) + I(|VZ|?)

Veamos que efectivamente hubo ganancia de regularidad. Para ello, utilizaremos las estimadas de Bony
[2.4.2], 1as cuales nos seran utiles para (por el momento adivinar) la regularidad del término Z({(VZ,V Z)),de
donde se seguiria el siguiente anélisis sobre la regularidad de Z: Como Z tendria regularidad 6 + 2 (en

d = 3, seria %—), tendriamos que axﬂ Z tendriaregularidad 641 (en d = 3, seria —%—). Luego, el producto
axﬁz . axﬂz no es clasico y podemos adivinar su regularidad via los paraproductos. Como en este caso
solo esta axﬂ yAS) axﬂ Z y hay un término con regularidad negativa, tenemos que su regularidad deberia ser
20 + 2 (en d = 3, seria de —1—). Asi, el término menos regular para h=! seria |V Z|? cuya regularidad
esperada es 260 + 2 y deducimos que h=! deberia tener una regularidad esperada de 20 + 4 > 0 + 2, es
decir, el término obtenido al quitar el ruido es efectivamente més regular.

Lo que haremos ahora es continuar con esta metodologia con la esperanza de que eventualmente se
alcance una ecuacién donde todos los productos tengan regularidad dada por las estimadas de Bony (y

por ende, que sean continuos). Definimos entonces h=* := h— Z — Z ¥, donde Z" es tal que Z Vo=
I(VZ - VZ), es decir, la solucién mild a LZ V= |V Z|?. Con esto, h=? debe resolver formalmente la
ecuacion

Lh® =|Vh)?+E-E—|VZ)?
= (VA2 +VZ+VZ VP2 +VZ +VZ ) - |VZ]?
= |VR2P2 4+ |VZ 2 +2VZ -VZ +2Vh=.VZ +2Vh?2.vZ"

y volvemos a analizar la regularidad de los términos estocasticos obtenidos. Por un lado, tenemos que
axﬁ 7" tendria regularidad (20 +3)— (en d = 3, seria 0—). Luego, renormalizando el producto VZ Y.ovz¥
dado que no es clasico, esperariamos que su regularidad venga dada por la del paraproducto, que seria
(40 + 6)— (en d = 3, seria 0—). Por otro lado, como tenemos que 0xﬂZ tendria regularidad (@ + 1)— (en

d = 3, seria —1—) y 0, 7" tendria (20 + 3)— (en d = 3, seria 0—), deducimos (como el producto no es
clasico) que su regularidad luego de una renormalizacién vendria dada por (30 + 4)— (en d = 3, seria
—%—). Asi, el término con peor regularidad de la ecuacién seria VZ - VZ v,

De este desarrollo deducimos que h=? deberia tener regularidad (36 + 6)— (en d = 3, seria %—). En

particular, ()xﬂ h=? tendria regularidad (360 + 5)— (en d = 3, serfa %—), lo que implica que |VAZ?|? es un
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producto clasico. Como 6xﬁ 7" tendria regulariadad (20+3)— (end = 3, serfa 0—) el producto VA=*.V Z M
también es clasico. Sin embargo, el producto VA=2-V Z atin no lo es, pues (3xﬁ Z tendriaregularidad (6+1)—

. 1 1.0 2 . . . , .
(en d = 3, seria —5—). Este dltimo término buscamos reemplazarlo por uno bien definido en el término
resonante. El resto de términos que ya estan bien definidos los dejamos en la expansidn.

Definimos 723 := h22—2Z" donde Z" es tal que cz¥

la ecuacion

=vz-vZ". Luego, tenemos que satisface

Lh3 =Lh>2—2VZ - VZ~
— VA2 +|VZ 2 +2VZ -VZ +2Vh*.VZ +2Vh>?.VZ —-2vZ.VZ"

= |VRZ2P + |VZ > +2VAhZ . VZ +2Vh22.VZ

v

= |VRZ22 +|VZ 2 +2Vh?2 . VZ  +2(Vhz3 +2vZ" VZ)

VA2 + [VZY P +2Va2 . vZY 42V vz +avZY vz

lo que implica que A=3 posee la forma

W3 = T(VA2P) + T(VZ ) + 20V -V Z™) 4 20(VR2 - VZ) + 41V Z¥ -V Z)

—z7 4 42*)y + I(VAZ2?) + 2L(VHZ - VZ) + 2L(VhZ2 - VZ")

en donde Z v tendria regularidad (40 + 8)— (en d = 3, seria 2—), Por otro lado, notamos que los para-

productos 6xﬂ Z\y ) 0xﬂZ y 8xﬁZ ® 8xﬂ Z\y tienen regularidad (6 + 1)— (en d = 3, seria —%—) y (40 + 6)—
(en d = 3, da 0—) respectivamente. Asi, la regularidad esperada final seria la del peor paraproducto, es
decir, (6 + 1)— (en d = 3, seria —%—).

Del anélisis hecho hasta aqui, obtenemos que el término estocéistico mas irregular tendria regularidad
(@+1)— (end = 3, seria —%—), de donde obtendriamos que la regularidad de 2=* deberia ser de (6 + 3)—

3 P L .
(end = 3, seria 5—). Luego, el término VA= - VZ no va a ser clésico y a partir de este momento no hay
ganancia adicional de regularidad al continuar con el método de restar términos irregulares. Esto motiva
la introduccion de técnicas paracontroladas.
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Términos estocasticos (6 = —%)
Término | Regularidad | Casod =3 Definiciéon
Z 0 +2)- %— £LZ =¢
9,,Z 0+ 1)— _%_ _
IVZP-c¢' | 20+2)- - .
z" (26 + 4)— - cZ = |vz|?
0,7 | 20+3)- 0— ]
VZ-VZ' | (30+4)- I .
2
vz (40 + 6)— 0— ]
z7 | eore- | = [ eZ¥=vz.vZ"
2
z¥ (40 + 8)— 2— cz? = |vz*’)
vz-vz' | 0+1)- L ]
al (6 +3)— °— cz¥ =vz.vz¥

Cuadro 3.1: Tabla de términos estocasticos y sus regularidades

Asi, para armar el espacio solucion: Hemos deducidoque h = Z + Z “+z v

v

+ h=*y h=3 es tal que

v v

h* = Phy+4Z" +2L(Vh*-VZ)+[Z +21(VZV-V{h23+220f})+1(|V{22 + h=*}?)]

y para deducir la forma de la solucién paracontrolada notamos que (del hecho que “L(u < v) =
u < Lv”), como LA = [2Vh= + 4VZ\Y] < VZ + C;C*(RY) (aqui juntamos los términos con peor

i i i
regularidad), tendriamos que h>* = [2Vh>3 +4VZ\y] < Z +C;C*(R% donde Z estalque LZ =VZ
(esta ecuacion debe interpretarse coordenada a coordenada). Asi, hemos deducido la forma

W= < Z + h

W =2Vh> +4VZ
h* € C,C*(RY)

Ve, RY)

Al asumir esta descomposicion de la solucion, podemos dar sentido clasico al producto que falta. En
efecto, si h=? satisface esta forma tenemos que

i
h*zoVZ =[h' < Z1oVZ + h*oVZ
i i
=CW,Z 4, VZ)+h - (ZoVZ)+h'oVZ

y por la estimada de conmutador [2.4.3], deducimos la continuidad de Bony en todos los productos. Ade-
i
mas, el producto Z oV Z es clasico, por lo que con esto termina la bisqueda de regularidad.

Resumen: La estructura paracontrolada de la ecuacién de KPZ con ruido blanco espacial en R? ob-

tenidaes h = Z + Z¥ +2Z% + 12 con h23 tal que

v v v

ch®=[avz-vz" +avz" . vZ¥ + |VZ P+ |VvZ¥ A
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+14vZY +2vZ + V2] VRS 4+ |VAE)

y ademads posee la estructura paracontrolada
'
h==hn<Z +h*

W =2Vh> +4VZ
h* € C,C*(RY)

Ve c,ciRY)

Comentario: A lo largo de todo el desarrollo para deducir el Ansatz, fue necesario asumir ciertas

1
regularidades de los procesos Z, Z v, Z \y, Z OY’ Z *O’, Z . Estos son campos aleatorios construidos a partir

del ruido blanco y no es obvio que posean las regularidades que se mencionaron. Més atin, no es cierto
que si consideramos el producto |V Z|?, este existe para el ruido blanco. Aqui es donde va a ser necesario
cambiar la ecuacion de KPZ, introduciendo constantes de renormalizacion que permitan dar sentido a
algunos términos estocasticos, es decir, que puedan ser definidos en los espacios parabolicos adecuados
para continuar el analisis. La construccion de estos términos y las discusiones mas detalladas se dejan en
el Apéndice [5 ].

3.2. Estudio de Well-Posedness en la KPZ via técnicas paracontro-
ladas

Inspirados en las ideas expuestas en [PR, 2019] buscamos definir una solucién para la KPZ paracon-
trolada. Luego, via la transformacion de Cole-Hopf, concluir un resultado de well-posedness. Para esto, 1o
primero es definir el concepto de solucion de la KPZ, el cual esta fuertemente inspirado en la deduccién
del Ansatz paracontrolado de la seccion anterior.

Como punto de partida para la definicidon de solucién paracontrolada, necesitamos establecer con mas
propiedad el concepto de data estocdstica. En la deduccidn del Ansatz fue necesario sustraer algunos
campos irregulares que dependian del ruido blanco. Dichos campos forman parte explicita en la solucidn,
por lo que deben ser considerados como una variable mas para definirla.

Definicion 3.2.1:

Sea a € (0, 1/2). Definimos el mapeo X con dominio y codominio

. o a d 2a d 3a d a+1 d 4a d 2a—1 d
X1 C¥xRXR— £ (R?) x L2 (RY) x £3 (RY) x LIR?) x £ (RT) x CC2(RY)

y tal que
i
x(n, ¢, cv> - (Z, AR L A S P oVZ)

! !
donde Z es tal que Z = I(VZ). Dotamos a este espacio con la norma producto, es decir, (por
ejemplo) la norma del méximo y definimos

Xgpz := X(C*® XR X R)

y a cada data la denotamos por X € Xyp,.
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Notamos que la data considera una funcion regular y dos constantes que se sustraen en ciertos términos
estocasticos. La funcion regular representa la idea de que queremos interpretar la KPZ primero suavizando
el ruido blanco y luego tomar limite en la suavizacion. Por otro lado, las constantes presentes en la data
son nimeros reales necesarios para asegurar que ciertos términos convergan en los espacios parabdlicos
adecuados.

La discusion de cdmo se construye la data estocéstica, como se determinan las constantes de renorma-
lizacién y una discusion del proceso de convergencia del caso suave a la data con ruido blanco la dejamos
para el Apéndice 5.

Abhora si establecemos con propiedad la definicidn de solucion paracontrolada de la KPZ.

Definicion 3.2.2:

Diremos que £ es una solucion paracontrolada de la ecuacion de KPZ con condicioén inicial A, y con
data X € Xgp, siexiste [ € R tal que A tiene la forma

v

h=Z+2Z +2Z° +1n3

donde h*? esta paracontrolada por Z “en el sentido que
'
> =n<Z+h

donde i’ € EZ’(I)([Rd) y h* e £‘e‘z)(|Rd) y h=3 satisface la EDP

v v v

Lh®=(avz -vZ¥ +avz" .vZ¥ + |VZ P+ |VZY

+14vZY +2vZY £ VZ]- VA + VAP

h=3(0) = h,

y ademas A’ posee la forma

W o=2vhS +avz”

La estrategia seguida en [PR, 2019] se basa en un estudio de la transformada Cole-Hopf de la KPZ
a la ecuacion Rough del calor. La relacién paracontrolada entre ambas ecuaciones ha sido estudiada en
detalle en [GP, 2017] y utilizada en el contexto de espacios con peso en [PR, 2019]. Seguiremos este
camino notando que en nuestro caso la transformada Cole-Hopf pasa formalmente de la KPZ al PAM. En
efecto, asumamos A una solucién (formal) de la KPZ y definamos w := e”. Luego, tenemos que

dw=0h-e"=w-0h
=w-[Ah+ |VA|* +¢&]
=w-[Ah+ VA ]+ w &
=Aw+w- &

que es justamente la ecuacion del PAM. Asi, la idea va a ser relacionar (en un sentido paracontrolado)
ambas SPDE’s. Para ello, lo primero que haremos sera dar una definicion de lo que entenderemos como
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solucién paracontrolada del PAM.

Definicion 3.2.3:

. ., . ., e e 0 v 0 0’ 0
Decimos que w es una solucién al PAM con condicion inicial w, = w, - eZ©@+Z O+Z" O pary

w, € Cf(l)([R{d) con f € (0,2 + 1] y data X € Xy, si existe k € R tal que w toma la forma

P 21242 s P , ! #
w=uw -e ’L:e(;c) Sw =w <Z 4w

donde w” resuelve la ecuacién

2
LwP = [ﬁZv voe7 wavz¥ vza ‘vz“y| AR Vz‘y] wF

+ 2(vz +vz' 4 vzz‘y> VYV

Lo que haremos a continuacidn sera clarificar por qué de nuestra definicion de solucion paracontrolada
de la KPZ se desprende que la definicidn natural en el PAM debe ser la que presentamos. La intuicién
recae esencialmente en la transformada de Cole-Hopf, la cual ahora debemos pensar en un sentido para-
controlado ;Coémo afectaria a una estructura paracontrolada una tranformacion de Cole-Hopf?

. h'e ., . ., v
Consideremos (7, ¢ ,cv) una version suave para construir la data y 4 una solucion de LA=#n—c¢ .
Luego, via la transformada de Cole-Hopf tenemos que w = e satisface

Lw=wkhn-— cv)

.
Si ahora suponemos que  es paracontrolado en el sentido h = Z+Z " +2Z YirnBconh® =h < Z +h*,
entonces deducimos que

v v
zZ+Z +22\y_ h=3 Z+Z +2Z

w=e e ELUP'G

y postulamos a raiz de la estructura paracontrolada de 4=* que w” también deberia tener una estructura

X
paracontrolada w? = w' < Z + w"- Asi, lo que queda es caracterizar la derivada y el resto, es decir,
determinar una expresion para w’ y una EDP para w*. Veamos primero la ecuacion para el resto.

vV
A raiz de la expresién para w = w’ - e?7# 22 tenemos que la derivada temporal viene dada por

v ¥ v Y
ow = 0,<Z +Z+ 220,> cwh . eftE L G EHE N2 g P
y para el laplaciano deducimos

vV 2 v Y
Aw =A<Z+ Zv+22\y)ez+z 2727 0P 4 ‘V<Z+ ZV+ZZW>‘ o7z w2ZY P

v oY v oY
4 0eZt7 427 v(z +z¥ 4 2Z°'> VwP + AwP - 77 22

y con esto deducimos una expresion para el operador del calor

Lw =wPeZ+ZV+ZZ\y . C(Z + 7+ 220*) + eZ+ZV+ZZ\y - Lw®
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v Y 2 v v
—# 22y |(Z 4 21227 [ 287 V(24 274227 )V

v Y v oY
—oZHZ 427 -wp[n+|VZ|2—cv+2VZ-VZV]+eZ+Z 277 P

v Y v ¥ 2
—262+Z +2Z V<Z+Zv+22\y> -VwP—eZ+Z +2Z .wP-|V<Z+ZV+2,Zy>)

v oY v Y
=w(,7_cv)+ez+z 122" | PP — DpZtZ +2Z V(Z+ZV+ZZV)-VLUP

v

+4vZz".vZ

_ 2+t wp[(vzvr + |sz*’"(2 +AVZ-VZ ‘y]

y como tenemos que w soluciona el PAM paracontrolado, obtenemos la expresion

v oY
oZtZ 22 -[L'LUP—2V<Z+ZV+ZZ\Y>-VLUP

A v

—(cz¥ vz 4 V2" +2vz vz s avz vz =0

y deducimos finalmente una ecuacién para w?”
w”

LUP

2
Lw' =2v(z+ 2" +227) vl + (227 + 2wz + vZ'[ +2vz” vz +avzY vzY)
2
=2v(z+2"+22%) v + (227 + 2wz” vovz¥ vz vz +avz” vz
en donde utilizamos que 4L Z ¥ =2L7 4 +2VZ v V Z. Notamos con esto que dedujimos precisamente

la ecuacion diferencial que deberia satisfacer el término w?. Ademas, es posible deducir la estructura

paracontrolada de w”. En efecto, utilizando que £Z 4 =VZ.VZ v y notando que w? deberia tener

regularidad a+1 (pues VZ-VZ ¥ tiene regulariadad @ — 1) y haciendo el mismo estudio de regularidades
, deducimos que

Lw® =V’ +w® - Vz‘y) @VZ + £*1/?

y nuevamente volvemos a deducir la estructura paracontrolada (recordar que a € (0, 1/2))

!
wP =w' < Z +uw* e £
W = VP +w?-vzZ¥ e c crRY)
w# c CTC2a+1(Rd)

El trabajo presente en esta tesis consistié en determinar la existencia y unicidad de soluciones de la KPZ
segiin 3.2 sobre todo R? mediante el uso de la Transformada de Cole-Hopf. En particular, la idea va a ser
aprovechar que la ecuacion del PAM es lineal y que alli es posible establecer el Teorema de existencia
y unicidad. Luego, tomando logaritmo, la idea es trasladar esa informacion a una solucién de la KPZ,
heredando unicidad en el proceso. Para ello, sera necesario estudiar el comportamiento del logaritmo y la
exponencial en el espacio parabdlico de regularidad positiva. Este estudio lo haremos en el apéndice 5.

Otro aspecto que es importante notar en la solucion paracontrolada es que hay una dependencia expli-
cita en los términos estocasticos. La idea es determinar la existencia y unicidad cuando la data es suavizada
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y una vez hecho esto, probar que la data suavizada converge a los términos estocasticos con ruido blanco.
Con este método, se establece la existencia y unicidad de las ecuaciones singulares con técnicas paracon-
troladas. En particular, es fundamental que establezcamos resultados de convergencia de la data. Este es
el contenido del siguiente resultado.

Teorema 3.2.1:

Sea & un ruido blanco sobre R®. Luego, para todo a < % y a > 0, tenemos que existe (&", c:, c:}f) tal
que
7 =2 c") — 7()

donde la convergencia es en L”(€2; kaz), para cada p € [1,+00).

La demostracion de la convergencia de la data en L” la dejamos para el apéndice[5]. La idea es utilizar
argumentos de convergencia en distribucion [5.1, 5.1, 5.1] y un Criterio de Kolmogorov [5.3.1].

3.2.1. Lanocion de solucion de KPZ paracontrolada existe en cada version suave

Lo primero que haremos en esta seccidn es establecer con propiedad las condiciones iniciales que
supondremos en esta tesis.

Hipotesis sobre condiciones iniciales: Asumiremos que A, € C/f;’“([Rd ) es tal que existe una suce-
sion (hY),en € C(RY) tal que

h—0o0
n 2a+1 pd
hy — hy, en Cp!S (R%)
La razén para suponer este tipo de condiciones iniciales es que nos permiten aludir a la continuidad
del logaritmo y exponencial en espacios con peso.

Proposicion 3.2.1:

Sea Z" una version suave de la data y A” una condicidn inicial. Luego, existe una tnica solucién para-
0
., ' ., . P
controlada A" a la ecuaciéon KPZ con A", h-" y h*" € C§°([R{‘ﬂ) y también en los espacios parabdlicos
respectivos.

Demostracion. La estrategia va a ser utilizar una transformacién de Cole-Hopf y probar existencia y
unicidad alli. Definimos v" := e'~#", de donde concluimos que la derivada temporal toma la forma

o,v" = v"[0,h" — 0,Z"]
y al considerar la derivada en espacio obtenemos las expresiones
Vo' =0"-V(h" = Z") ; AV = 0" |V = ZY|* + V" AR = Z")
Asi, tenemos que v" satisface la EDP dada por
v =0v"-0,(h" — Z") = v"A(h" — Z") + V"|Vh"|* — e
= AV" — (VA" =V Z"Vh" = VZ") + 0"|VA"|* = v
= AV"+20"Vh" -V Z" =" |VZ"|* - Ve
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= AV +2{VU" + 0"V Z") -V Z" = " |V Z"E = e
= AU+ 2V - VZ"+ V|V ZP = e
de donde concluimos finalmente que v" satisface la EDP
LU =V [|VZ")2 = "] + 2V - VZ"

que es una EDP lineal. La idea ahora es resolver en un sentido paracontrolado esta ecuacion. Para ello,
realizamos un argumento de punto fijo en el espacio de distribuciones paracontroladas. Una vez hecho
este desarrollo, se sigue la existencia y unicidad global de las versiones suavizadas. 0

3.2.2. Una teoria paracontrolada para ecuaciones lineales

En esta seccidn establecemos la teoria de ecuaciones lineales paracontroladas de [PR, 2019]. La raz6n
esencial para incluirlo es que muestra explicitamente como las técnicas paracontroladas permiten formular
Teoremas de existencia y unicidad mediante una aplicacion del Teorema de punto fijo de Banach.

Como primer paso, presentamos esta seccidn con el estudio del PAM. Esta ecuacion esta intimamente
relacionada con la ecuacién de KPZ como ya hemos visto en la seccién anterior. Adicionalmente, es una
ecuacion lineal, lo que a priori la hace més simple a la hora de determinar existencia y unicidad (en sentido
paracontrolado, [3.2]). Como hemos visto, para el tltimo término de la ecuacidon del PAM, sabemos que
debe satisfacer la EDP

w N N

P 12 v
Lw :[EZ +orz¥ +2vz -vz+|vz ) +4avz¥.vz

V]wp

+2(vZ+vZ'+ vzz‘y) Vi
la cual podemos reescribir en una forma mas general como

Lw? =2VZ o Vuw? + FZ)(w?)@ VZ + R(Z)(@")

donde definimos: "
FZ)(w?) =2vw® +2vZ" - w?

2
RZ)(w") =[£Zv +ocz” vavz¥ vz 4 |vz‘y) +ovzy¥ ovz+2vzY @ VZ] - wP

+ [2VZV + 4VZ°"] VP +2VZ e Vu +2VZ ® Vu’

Para establecer el Teorema de existencia y unicidad del PAM como Cole-Hopf de la ecuacion de KPZ
es necesario el desarrollo de una teoria de solucion para el siguiente tipo de ecuacién diferencial

Lu=R(Z,v)u)+[F(Z)u)] <VZ+VZoVu, u(0) =u,

donde los términos son los obtenidos en el andlisis de la ecuaciéon de KPZ, Ry F son funcionales cuyas
propiedades se expresaran mas adelante, Z € Xy, y v € H para algin espacio de Banach (esto tltimo
es técnico para algunas aplicaciones).

Intuicion: El término con R representa un resto suave, el paraproducto es la parte irregular de algin
producto y el paraproducto es la parte mal definida de otro producto. En particular, es este ltimo término
el que va a imponer una estructura paracontrolada para la solucion.
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Definicion 3.2.4:

Sea u, € Cf(l)([Rd) paraalgin/ € Ry f € (2a — 1,2a + 1) junto con los parametros adicionales

>0, ﬁ = 2“+21_ﬂ , un horizonte de tiempo 7}, > 0y Z € Xyp,([0, T},]). Definimos el espacio

D(Z) C Eﬂﬂ‘l‘l—e([o’ Th]) X Eﬂ’a—s ([O, Th]) % Eﬂ,201+1—£

e(l+1) e(l+1)p(a) e(l+1)

como el conjunto de puntos (u, «’, u*)([0, T,]) tales que

.
wu . uheDZ) = u=u <Z +u*, u0) =y,

Dotamos a D(Z) con la topologia producto y una norma producto. Escribiremos (abusando de nota-
cién)
— #
lulll = 1w, u',u)]pz,

Comentarios: Veamos qué significan los parametros de la definicién: Primero, a representa la regu-
laridad de la solucién del PAM (y de la ecuacién KPZ!), el parametro € > 0 representa un pequeiio Gap
entre la regularidad de la solucién y la regularidad méxima esperada. Este término aparece para lidiar
con el problema de buena definicién en espacio. Finalmente, el pardametro f aparece para cuantificar el
crecimiento temporal en = 0.

En el estudio de la unicidad de soluciones paracontroladas del PAM va a ser necesario comparar
distribuciones paracontroladas con diferente data. Por esto, definimos la cantidad

. . 4 P 3 #_# B
”lul . M2||| .—max{llul uz”ﬁ‘:(limp(a)’”u] uzllﬁggi:)g}

La pretension sobre los espacios paracontrolados es poder aplicar un Teorema de punto fijo para con-
cluir existencia y unicidad de soluciones, y para conseguirlo, necesitaremos hallar una contraccién sobre
un intervalo de tiempo (posiblemente més pequefio). Por este motivo, consideramos adicionalmente la

., 0 . . .
notacion D ((Z) para S < Ty, para el espacio D(Z) cuando reemplazamos el tiempo 7}, por y asumimos

la convencidn DS(Z) = Cf( N (el espacio de la condicidn inicial). En particular, si consideramos 7, tal que
0<T, <T, <T, con condicion inicial u;, € D%(Z), definimos el espacio:
T, . 0 . _ / . # o #
Dy (Z,ur,) :={u €Dy = ulygr, =ur, Ulor,) =g, ulor, =ur}
al cual dotamos con la topologia producto de

LOE (T, T x £5%° - ([T, T.]) x L2V =5([T,, T,])

e(l+1) e(l+1)p(a) e(l+1)

El objetivo ahora es establecer condiciones suficientes sobre los coeficientes de la ecuacion paracon-
trolada para obtener una estrategia de punto fijo. Usamos las condiciones establecidas en [PR, 2019].

Hipéotesis sobre los coeficientes: Sean/ € R, e € [0,3a—1),a > 0y ¢ > Otales que e—6a/6—2¢ >

O,ysean b < 2a,f € Qa—1,2a+ 1], f = QH% y consideremos 0 < T, < T, < T,. Dado M > 0,

suponemos Z, € Xlii)bz([o, T,Dconv, € Xyuy € Cf(,) parai = 1,2 tales que

Vil 1Zillxeo s Mugller < M
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Esto fijas las hipdtesis sobre la data estocéstica y sobre los coeficientes en los espacios parabdlicos. Vea-
mos ahora las hipétesis sobre los coeficientes de la ecuacidn paracontrolada

1. Existe un y > O tal que para todo Z,vy T,,T, que cumplen que 0 < T, < T, < T, tenemos que

Vi oR(Z,v) : LT, T,) — L0250 (T,, T, )

e(l+1) e(l+1)

es una funcién Lipschitz que satisface las estimadas:
[V, (R(Z,v)W)| i

S (L 11Z1lge + 1VI) @ =T - (1 ] s

e(l+1)

([T,.T,.D)

([T/»Tr]))

||V (R(Z V)(u1)) - VTf(R(Z V)(uz))l |£ﬂ 2a+l —e

S (1+11Zlge +11vI1)" T~ (1l -

({T,.T.D

u2| |£ﬁa+l g([T/ TD)

”VTf (R(val)(ul)) - VT/ (R(ZZ’ Vz)(uz))l |£f£/2_‘::;17£([TK7Tr])

||Zl - Zzllzi;’z + ||V1 - Vzllz + (T, —Tf)y“ul u2||£ﬁa+l <

<
~M,||u;
ol 7, st

[T,.T.D

Ty

2. El mapeo F(Z) : Dy e £f (;1+t)p(211) es Lipschitz (para Z fijo) y satisface

IF@W ey ) S A+ Zes - (1 [ully)

e(lI+1)pQ2a)

| F(Z)(u)) = F(Z)(u,)]] 21l )" - g =y

. <d
e (T T S

| F(Z)(uy) = F(Z)u)I| e

L(l+t)p(2a)

(T,.T,]) SM,||ui||D% ||Zl - Zlexipbz + ”Lt] . u2||D(7)_r

3. El mfapeo F2) : Ef (f:; “‘(T,,T.) — £f tem (T2 T1) es Lipschitz continuo (para Z fijo) y
satisface

IF@Y@N sy S A+ (1 1l v )

e(l+1)p(a) e(l+1)

IF@)uy) = F@W e ) S A+ 1Z1g iy = 5] o

e(l+1)p(a)

| F(Z))(uy) = F(Z,)w)ll, e (1) SMlw| T, Iz, - Zz”;q’; + uy — ], Fert<(r, 1))

e(l+np(a) r DTr P

Con estas hipétesis es posible demostrar un Teorema de existencia y unicidad en la ecuacion para-

controlada lineal. Adicionalmente, en las distribuciones paracontroladas es posible definir correctamente
productos mal definidos. Por ejemplo, en la ecuacién del PAM
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Teorema 3.2.2:

Para 7, €, ¢, b, a coeficientes que cumplen las hipétesis que dimos, tenemos que la ecuacion

2
Lw’ = [ﬁZv voez” vvz.vZY s )vz“y| vovzY. sz] wF

+ 2<vz +vz¥+ sz> VP

w’(0) = w,

admite una Gnica solucion paracontrolada con dependencia local Lipschitz en sus pardmetros. Esto es,
para cualesquiera condiciones iniciales w(l), w(z) y data Z,, Z, que satisfacen las hipdtesis que dimos,
existen dos soluciones tinicas w;, w} del PAM rugoso tales que

P

|lw,

. 1 2
Dyl Su Nlwy = willes +11Zy = Z, e
e(l) kpz

Ademas, se obtiene la siguiente cota de la solucién en términos de la data

) CT,(+1Z]] s )*
W] 5 e (1 Nlwglle )

para algin ¢ > 0 lo suficientemente grande. En particular, si consideramos ¢ = 0, tenemos que las
soluciones coinciden con la definicion de PAM paracontrolado que dimos.

La demostracion consta de formular un Teorema de punto fijo sobre la ecuacion paracontrolada y los
espacios paracontrolados ([PR, 2019], Teorema 5.5) y aplicarlo en el contexto de la ecuacion del PAM.

Comentario: En particular, si consideramos la data estocastica de la ecuacién de KPZ suave y las
soluciones paracontroladas w?" podemos deducir un resultado de convergencia de las soluciones para-
controladas suaves a una limite: En efecto, en el apéndice [5] demostramos que Z" convergen en el espacio
de la data a Z. Si denotamos a w’ la solucion paracontrolada asociada a Z obtenemos que

lw” : wh || S 1Z =21y,

De este comentario podemos concluir la convergencia de las soluciones suaves a una solucién de la ecua-
cién del PAM asociada al ruido blanco. Incluimos este resultado en el siguiente corolario, pues permite
dilucidar el uso de las estimadas sobre espacios parabdlicos desarrollada en el Capitulo 1.

Corolario 3.2.1:

ﬁ,a+e
e(l+t)

1
w' < Z + w"y que satisface la EDP

2
LuP = [£2v+2ﬁz°y +vz-vZz¥+ )vz“y| +ovz¥.vz

Las soluciones w®" convergen en £ (R?) a un término w® que satisface ser paracontrolado w? =

W]wp

+ 2<VZ +vZz¥+ Vz‘y> VwP
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w’(0) = w,

v, Y
En particular, w = w? -e?t# *Z  define una solucion paracontrolada a la ecuacion del PAM rugoso
dada por
Lw=woé&

Demostracion. Por el Teorema [3.2.2] tenemos que las sucesiones (w"")neN C ﬁf(;:j o Y (w*m),en C

L,4rpan-e definen sucesiones de Cauchy en sus respectivos espacios parabélicos; hecho que se sigue

de la convergencia de las condiciones iniciales y en el espacio de la data estocastica. La estrategia sera

Eﬁ,a+l—£

simplemente demostrar que de este hecho se sigue que (w”"), ., define una sucesién Cauchy en o

En efecto

/ ! / !
||wP,n _ wP,ml |£ﬁ,a+l—£ — ||LU N 7y w#,n —wMm<ZMm_ w#’m”ﬁﬁ,aﬂ—e
e(l+1) e(l+1)

IA

i i !
™" = 0™y < Z"| ppasre + (W™ < (Z7" = Z"™)|| prre + [ = 0| | pusi—e
e(l+1) e(l+1) e(l+1)

Asi, la idea va a ser demostrar que estos tres términos se pueden acotar debidamente. En la demostracion
acotaremos el primer y tercer término, pues el segundo es similar al primero. Comenzamos por el tercer
término. Notamos que:

™ = || garioe = W = W] peorare
e(l+1) e(l+1)

<S|IT, - (W — w#,n)(Tl)||ng+;_)<a+g> + (T, = T - || = W] e
e(l+T;

e(l+1)

y ambos términos pueden controlarse adecuadamente. Para el primero término se tiene que

’ ’ ! _ i
@™ = w™) < Z"| ypasie = [1LTHL[W™" = wP™) < ZY| s

e(l+1) e(l+1)

!
< ||£[w"" - w"’") <Z ’n]llMﬁca+l—e+2(0/6)—2
e(l+t)p,

i
SILW" = w™ < Z" = W™ = w™) < VZ"|| | prri-errwo-2

e(l+t)p,

+ ||(w/’" - w,”") <VZzZ"| |M/§ca+lff+2(a/z)‘)72

e(l+t)p

i
S = @™l yoc - sup 1Z Ol
e+t te[T},T,] A

+ ||w”” - w,”"l |£ﬂ”,(,_£ - sup ||VZ"| |Cl+2<a/5)
e+n  t€[T,,T,] Pa

y nuevamente estos términos se controlan adecuadamente. Concluimos asi que w?" debe converger en

Eﬁ,a+l—e

i
cen AU elemento w” = w' < Z + w" que adicionalmente satisface la ecuacion diferencial de la

v v
data, pues todos las operaciones son continuas. Con esto, concluimos finalmente que w = w? -e#+4 +2

es solucién de la ecuacién del PAM rugoso con ruido blanco espacial en R3. [
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3.2.3. Existencia y Unicidad de la KPZ paracontrolada

En esta seccion establecemos la existencia y unicidad de las soluciones de la KPZ en el sentido expues-
to en esta tesis. La herramienta crucial va a ser utilizar los argumentos de continuidad de la exponencial
y logaritmo para pasar del PAM a la KPZ via una transformada de Cole-Hopf. Para ello, primero nece-
sitamos asegurar que podemos aprovechar estos mapeos. Este es el contenido del primer lema, el cual
establece una cota inferior uniforme sobre las soluciones suaves de la KPZ.

Por los resultados de convergencia de la data estocéstica 3.2 y de la hip6tesis sobre la condicidn inicial,
podemos asumir que existe M > 0 tal que

SUp 12|, + sup |1 = Z"(O)l| s < M

neN
la primera cota por ser en particular una sucesion acotada y la segunda por convergencia.

Lema 3.2.1:

Tenemos que, uniformente sobre n € N, 7 € [0,T] y x € R? vale la estimada

hPx) = [ = 2" = Z " - Z*y’”](t, X) 2y —(1+ |x])°

Demostracion. Demostraremos este lema aludiendo a un principio de comparacién de EDP. Por un lado,
tenemos que el término paracontrolado de la ecuacion de KPZ satisface la ecuacion diferencial

v v

crn =avzr vz avz¥e v zVe 4 v zVep vz

+4VZT 42V 2 V2 VR 4 VR

h=(0) = h;
Por otro lado, si consideramos la solucién v" de la ecuacién

Lo =—[avz" - VZVn yavZz¥n . vz

+14avzYn L ovZzYn L vz v

Vo V22 vz

v"(0) = —h,

se concluye por comparacién que =" > —v". En efecto, esto puede deducirse haciendo una transforma-
cion galileana en las ecuaciones para eliminar los términos de transporte (i.e. las componentes con VA=),
Luego, el término |VA=>"|? > 0 de la primera ecuacién permite concluir la comparacion.

Si ahora consideramos la transformacién &' := e, es facil comprobar que satisface la ecuacion
dierencial (se tiene que 0,i" = @" - 0,v", Vii" = i"Vu" y Ai" = i"Av" + Vii" - V'n)
~Nn n \yn vn
Li"=—-[4VZ"-NZ "+4VZ ".VZ

= 4V ZY 2V 2T v 2 Vi - Vo

Vo vz e s vzt

") = e "o
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y nuevamente por criterio de comparacion tenemos que #" < u” donde " resuelve la EDP

L =—[4VZ" vz pavzTn . vZY

= [ AVZT N oV ZYn L vz Y

N + |VZV,n|2 + |VZ\yn|2] . un

u'(0)=e"o

y esta ecuacidn admite y existe unica solucién por [3.2.2]. Ademas, podemos asegurar que exsite un
suficientemente grande tal que
sup | |u"]] par1 < 00
n e(k)

y de esta ultima estimada uniforme en n, concluimos la demostracion. En efecto, en particular se tiene
que

sup { sup |[u"(,Dllce } < o0

neN  te[0,T] e(x)
y obtenemos en particular que, uniformemente enn € N, t € [0,T], x € R? y en j > —1 se tiene la
estimada

|A-I/ln| <27l . C. e;c|x|5 < p-ja, e(1+|x|)5
J —_— ~

y con esto concluimos que
< e(1+|x|)5

|u"(x,1)| < ‘ 2 Au"

jz-1

y en particular obtenemos la estimada u"(x,7) < e’ = —log(u"(x,1)) > —(1 + |x|)°. Asi, como
teniamos originalmente que e < u" concluimos por la monotonicidad del logaritmo la estimada de las
soluciones paracontroladas de la ecuacién de KPZ. 0

Adicionalemente, presentamos un resultado que nos asegura que w®" es convergente en un espacio
parabolico con algiin peso exponencial lo suficientemente grande. Esto sera clave para usar la continuidad
de la Cole-Hopf.

Lema 3.2.2:

v
— h'-7"-Z n_z¥

Sea wh" ", Luego, existe un x > 0 tal que

n—oo v oY
wP" — wf =we %% % en EZ(“;;

donde w es una solucion del PAM sobre todo R? con condicién inicial w, = e".

Demostracion. Consideremos la solucién de la KPZ suavizada A" con condicién inicial A"(0) = hg.

v

Como consideramos que la data se construyo de tal forma que Z V”’(O) = 0Z" "(0) = 0, tenemos que

el = MmO . o2"0) = g, . 7" y esta tltima expresion tiene la forma de condicién inicial del PAM
(pues e"0=%"©® ¢ Cf(“;;l por las hipétesis sobre las condiciones iniciales). Adicionalmente, tenemos que
v
b o gz

w’=e -e

son soluciones del PAM. Asi, concluimos haciendo n — co. En efecto, e converge a e” que debe ser una
solucion del PAM. Con esto, se concluye la prueba. [
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Con este lema, podemos usar la continuidad del logaritmo para construir un candidato a solucién de
la KPZ.

Proposicion 3.2.2:

Existe un ¥ > 0 tal que la solucién de la KPZ suavizada y renormalizada A" converge en EZ(K) a alguna
funcidn hA. Esto es
Vol ez 7Y~ 7Y = en £

e(k)

WP =p—zn—zn_ 7

lo que en particular implica que tenemos la convergencia

n—-oo

h" —> hen L£%!
e(k)

Ademas, tenemos que h = log(w), donde w es la soluciéon del PAM con condicién inicial w, = eho
h?P =log(w").

y

Demostracion. Si 4" es la solucion de la KPZ renormalizada, entonces por lema 3.2.3 tenemos que

WP, x) = [0 — 2" — 257 = ZV (1, %) 20y —(1 + |x])?
lo que en particular implica que (tomando exponencial)

inf wP(t,x) > C(M) - eI’
te[0,T']

para algun |r| > 0. Asi, podemos tomar logaritmo y asegurar que por su continuidad
n—oo
hP" = log(w®") — log(w”) = h* en £Z(‘;
En particular, también deducimos que

WS h=h?+ 7+ 2"+ 7% = logw) en L°

e(k)

O]

Con esto, ya tenemos un candidato a solucién de la KPZ renormalizada con ruido blanco. Ahora
debemos demostrar que efectivamente es solucion en el sentido que hemos expuesto. Hasta ahora hemos

demostrado que

v

h=Z+Z +2Z° +h"

con hf € Ej(f( i Resta demostrar entonces que hf posee una estructura paracontrolada de la forma

ht = n < YT + h* para b/ € EZ(K) y h* € ﬁi(“’:;l. Esto ultimo lo deduciremos del hecho que ya sa-
bemos que cada h”" es efectivamente paracontrolado, por lo que la idea sera probar que sus componentes
(derivada y residuo) convergen a limites en los respectivos espacios parabdlicos y que dan a 4 una estruc-
tura paracontrolada.
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Lema 3.2.3:

Existe un k¥ > 0 tal que

W25 p = vz £ VRS, en £ (RY)

e(x)

Demostracion. Como cada A" es solucion de la ecuacién de KPZ paracontrolada suavizada, tenemos en
particular que su derivada viene caracterizada por

v

RW"=VZ"" 4 VA=
y por la proposicion anterior sabemos que A=>" converge a h=* en el espacio parabolico EZ(J; ;(Rd ). Luego,
obtenemos en particular la convergencia
Ay A D)
En particular, deducimos la convergencia de las derivadas
Vi 4 vz¥n Z2vp 1 vZY | en Ly R
lo que concluye la demostracion. 0

Ahora vemos la convergencia del resto.
Lema 3.2.4:

Existe un k > 0 tal que la sucesion A*" converge a una funcién A* en £2%t'. Ademas, h* satisface que
e(k)

W =hF — K <Y
Adicionalmente, satisface la ecuacion:
Lh* = GZ, k>, )+ VZoVVh*, h*(0)=h,
donde

v o1 2

2
G(Z, h23, 1) =£(z‘>y + Zv> +vz<vz¥ vz vz¥ 4 z‘vzﬂ + % - (Vh23

?
+ <vzV + vz‘y> VA= +VZ <Vh= +VZoV(W < Z)

+ [A' < E(ZT) - LW < ZT)]

Demostracion. Ya sabemos que A" es una solucién paracontrolada para la ecuacién de KPZ paracontro-
lada. En particular, tenemos que para cada n > 1 se cumple

Lh* = G(Z", h?*" K" + VZ"oh™", h*"(0) = h!

- 2a+1 pd o :
Ademas, sabemos hg converge a h, en Cp(";) (R?), también que Z" converge a Z en el espacio &, y
1

tenemos las convergencias h=>*" a h=* en o

; K)([R{" ), asi como de A" al término A’ en EZ‘(K). Con todas
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estas convergencias, podemos concluir la convergencia del resto mediante la dependencia continua sobre
todos estos parametros la convergencia
n—oo
A" — h* en L3R

considerando posiblemente un x mas grande y donde A" es la solucion del resto de la KPZ. Con esto
concluimos el resultado. [

Con estos dos ultimos resultados podemos finalmente concluir la existencia de una solucién paracon-
trolada de la KPZ en el sentido expuesto al inicio del Capitulo.

Teorema 3.2.3:

Paracada Z € X, y condicion inicial h, que satisface la hipétesis impuesta tenemos que la funcion A
construida como limite de las soluciones paracontroladas suavizadas es una solucion paracontrolada

de la KPZ en (h, Z).

Demostracion. Esto se sigue directamente de recopilar las conclusiones que hemos obtenido. En primer
lugar, sabemos que A tiene la estructura correcta por el lema 3.2.3 y su resto también posee derivada y
resto correctos por los lemas 3.2.3. Esto concluye la existencia. [

Para concluir la unicidad de la solucion, la idea va a ser utilizar que ya sabemos que el PAM posee
solucién unica. Asi, lo primero que necesitamos verificar es que la estructura paracontrolada se preserva
via la transformacién de Cole-Hopf.

Lema 3.2.5:

'
Supongamos una funcién =3 € C*"!(R9) que es paracontrolada, en el sentido que h>* = h’ < Z +h*

e(l)
donde 1’ € £j(l)([Rd) y h* € £2*T1(R?). Supongamos ademas que ||h>?|] L2, ®) < 00, entonces para
»(

e(l)
P hZS A
w" =" se cumple la descomposicion

!
wfl =w <7 +u*

donde w' = w? - n' € EZ(K)([R") yuw' e Eig’;;l(Rd) para cierto k > 0y para todo a’ < a.

Demostracion. La demostracion es analoga a la demostracion de ([PR, 2019],), con algunas pequefias
modificaciones. O

Con este resultado ya podemos concluir la unicidad de la KPZ paracontrolada sobre todo el espacio.

Teorema 3.2.4:

Existe una tnica solucién paracontrolada de la ecuacion KPZ definida segtin [3.2], bajo la condicion

que
>3
17211, < oo
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Ademas, para Z; € &

kpz hy, cumpliendo la hipétesis de condicién inicial con

1Zillx,,» sup [|A"™"|]c2en < M

neN

tenemos la siguiente estimada para la estructura paracontrolada en algin k = k(M)

>3 >3 l ’ # #
||h1 - h'2 ”E:{;;(Rd) + ||]’l1 - I’l2| |£Z(K)(Rd) + ||h,1 - h2||£§(a)$1(Rd)

1 1
Sm 12— ZzHkaZ +11hy — hollcﬁg’“(Rd)
Finalmente, la funcién w = e” es una solucién del PAM en el sentido expuesto en [3.2].

Demostracion. Ya hemos establecido la existencia en el resultado anterior, por lo que ahora probaremos
unicidad. Sea entonces A una solucion de la ecuaciéon de KPZ con ||AZ3|| ;. ®dy < 00. Ademas, del lema
Ps

. . >3 . . .,
anterior deducimos que w” := e~ es paracontrolado, por lo que si demostramos que satisface la ecuacién

del PAM, entonces debe ser tnica solucidn. Finalmente, tomando logaritmo concluiriamos la unicidad de
la ecuacién de KPZ.

Consideremos el caso suave para poder aplicar la regla de la cadena. En este caso tenemos que
owl =wl-0n= ; Aw’ =w? [|VAZ)? + AR
de donde deducimos que

ﬁLUP — wP . £h23 _ LUP . |Vh23|2
— WP [4vz vz¥ravzt ovz¥ s vz R+ vZYP

Vo ovzY +VZ] 0 VA

+w? - [4VZ
donde el simbolo ¢ representa el producto que requiere la estructura paracontrolada para estar bien defi-
nido. Si adicionalmente utilizamos el hecho que w*(VZ ¢ Vh=¥) = VZ ¢ Vw? (argumento que se sigue
del hecho que la igualdad vale para el caso suave y luego tomando limite todo converge por continuidad
del producto) tenemos que w? satisface la ecuacién de [3.2], por lo que debe ser la solucién paracon-
trolada del PAM por proposicion anterior. Las dependencias de los parametros se siguen de aplicar las
propiedades Lipchistz de la exponencial y logaritmo. [



Capitulo 4

Polimeros continuos, la medida de polimeros y
trabajo futuro

En este capitulo presentamos el modelo de polimeros dirigidos sobre Z¢, los cuales representan un
modelo simplificado para cadenas de mondmeros en medios acuosos con impurezas. En particular, lo que
se quiere estudiar es como seria la forma tipica del polimero dado un desorden particular del medio vy,
suponiendo ademas que el polimero tiende a minimizar su energia (no va a competir mucho por ocupar
sitios con un desorden muy fuerte), la manera de modelar la distribucién de su forma es una medida de
Gibbs.

A partir de este modelo, multiples trabajos han sido realizados. En particular, en [AKQ, 2010] se
propone una version continua del modelo para d = 1, entregando la expresion para la distribucién de la
forma del polimero, pero resulta que dicha expresion se encuentra altamente mal definida.

En [CC, 2018] se logré hacer sentido a esta medida en el toro d-dimensional mediante un problema de
martingala asociado a una ecuacidn diferencial estocdstica muy singular y es esta tltima ecuacién la que
tiene relacion con la solucion de la KPZ. Nuestro objetivo es extender dicha construccion sobre todo el
espacio. Para ello, la idea es utilizar los resultados obtenidos en la solucién de la ecuaciéon de KPZ sobre
todo R3.

En este capitulo de la Tesis, revisaremos brevemente el modelo de polimeros dirigidos sobre Z¢,
un vistazo a la medida de polimeros continuos, lo necesario para entender lo que es un problema de
Martingala, cdmo se relaciona la ecuacion singular con la medida de polimeros continuos y las ideas
detras de su construccidn con técnicas paracontroladas.

4.1. Polimeros Dirigidos

Para modelar un polimero dirigido sobre Z¢ en un medio acuoso con desorden utilizaremos una me-
dida de Gibbs sobre el caso sin desorden. En particular, los ingredientes esenciales del modelo son dos:

= Supondremos que la forma del polimero se arma con una caminata aleatoria simétrica sobre Z%en
ausencia de desorden.

= Modelaremos el desorden por variables aleatorias i.i.d.

61
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Mas concretamente, consideramos sobre el espacio €2, = (Z)N con la o-dlgebra de cilindros 'y la
familia de medidas { P}, .« asociada a la cadena de Markov de la caminata aleatoria simétrica. Ademas,
precisamos la definicién de entorno.

Definicion 4.1.1:

Consideramos sobre Q = RMZ con la o-dlgebra de cilindros y la medida producto P el proceso
canénico i.i.d. no constante @ = {w(n,x) : (n,x) € N x Z?} tal que

Eple’ "] < 00, VB ER

Ejemplos de variables que cumplen esta condicion son las Bernoulli o las normales. En particular, la
ultima condicion es necesaria para definir correctamente la medida de Gibbs sobre el espacio de trayec-
torias. La idea es aleatorizar las formas de la cadena de polimero para cada largo n € N.

Definicion 4.1.2:
Para cada n > 0 definimos la medida de probabilidad P/ sobre (. F) tal que
P H, ()
PP(dx) = ———P(dx)
Z,(w; p)

donde f > 0, H, es el Hamiltoniano de la trayectoria y cumple que
H,(x)= H’(x) = ) o(j,x))
j=1

Finalmente, Z, (w; f) es funcion de particion del sistema, la cual viene dada por

Z,psm) :=E, [eﬂ-Zle w(j,S/.)]

Las preguntas clasicas detras del modelo giran en torno a estudiar el comportamiento de la forma del
polimero junto con el desorden cuando n — o0. No cubrimos el detalle de estos trabajos, pero presentamos
la referencias [Comets, 2017] para el caso de polimeros dirigidos y [Holl, 2009] para el estudio de modelos
de polimeros en general.

En [AKQ, 2010] se plante6 estudiar el comportamiento de los polimeros discretos escalados de forma
que definieran una version continua, es decir, la forma del polimero viene dada por un Movimiento Brow-
niano (B,),5, en RY que interactua con un medio desordenado, el cual modelamos con un ruido blanco
espacial & sobre R?. La expresion (formal) de la medida de polimeros en este caso viene dada por

1
Z(p,%)
Esta expresion es meramente formal y debe ser interpretada. En efecto, el ruido blanco es una distribucién

irregular, por lo que no es claro qué significa integrarlo con respecto a una trayectotria Browniana. En
particular, la constante de normalizacidn para volver a [P’i una medida de probabilidad se vuelve infinita.

Pi(dB) = . eﬁ'/()té(&Bs) ds P(dB)

El objetivo ahora es explorar una manera de dar sentido a la medida de polimeros continua mediante
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técnicas paracontroladas. Para ello, seguiremos los enfoques de [CC, 2018] y [PR, 2019], en donde el
problema se traslada al estudio de un problema de Martingala para una ecuacion diferencial estocastica
singular.

4.2. Problemas de Martingala

En esta seccion revisamos las ideas esenciales que hay que tener presente sobre los problemas de
Martingala, los cuales representan un enfoque alternativo para la descripcion de difusiones aleatorias
[SV, 2007]. La idea es que la distribucion de difusiones pueden caracterizarse completamente bajo la
condicién de que otros procesos definan martingalas.

Este tipo de resultados son comunes en analisis estocdstico. Veremos algunos ejemplos clasicos y muy
ttiles para ilustrar esta idea.

Proposicion 4.2.1:

Levy: Sea (X,),5, un proceso estocastico unidimensional con trayectorias continuas y X, = 0. Lue-

go, tenemos que (X,),,, €s un movimiento browniano estandar, si y solo si, (X tz — 1),5 define una
martingala local.
Proposicion 4.2.2:

Watanabe: Sea (N,),., un proceso de conteo, es decir, un proceso estocastico con Ny = 0 el cual es
constante salvo por saltos de altura 1 (en particular sus trayectorias son Cadlag). Luego, (N,),, €S un
proceso de Poisson de parametro 4, siy solo si, el proceso (N, — A - ), €s una martingala

Estos resultados son clasicos y muy utiles en diversos problemas del andlisis estocastico. Finalizamos
esta serie de resultados con uno méas general, pues conecta las martingalas con la Teoria de Procesos de
Markov. Su demostracion puede encontrarse en ([Gall, 2016], Teorema 6.14).

Proposicion 4.2.3:

Sea E un espacio métrico localmente compacto, C,(E) el conjunto de funciones continuas que tienden
a0 eninfinito y L el generador asociado a un semi-grupo de Feller (Q,),,, con dominio D(L). Luego,
si (X),50 €s un proceso (Q,),5o-Markov que empieza en x € E con trayectorias Cadlag, entonces:
Dados h, g € C,(E) son equivalentes:

= he D(L)y Lh=g.

= Para cada x € E se tiene que el proceso estocéstico
t
(nex) - / g(X2) ds)
0 >0
define una martingala con respecto a la filtracion canonica del proceso (X),o-

Estos resultados entregan una intuicion de que ciertos procesos al ser martingalas pueden caraterizar
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tinicamente otros. En [SV, 2024] se propone una manera de construir difusiones sobre R utilizando este
enfoque de Martingala. En esta definicion w representa el proceso canénico en C([0, 00), RY).

Definicion 4.2.1:

Sea L : D C B,(RY) — B,(R%) un operador lineal. Decimos que una medida P sobre C([0, +c0), R?)
define una solucion al problema de Martingala con condicion inicial X, si

» P es una medida de probabilidad sobre ( C([0, +o0), R?, 6(w(f) t > 0) ) tal que P(w(0) = X,).

= Paracada f € C®(R?) se tiene que

F(X@®) - / (Lf)(X(s))ds
0
define una martingala relativa a ( C([0, +c0), R, 6(ew(t) t > 0), P).

A partir de aqui es posible hacer un estudio de existencia y unicidad de soluciones. Mas ain, existen
conexiones entre este enfoque para describir difusiones, la perspectiva de It y la ecuaciéon de Fokker-
Planck bajo ciertas condiciones de regularidad en los coeficientes de la difusiéon ([Kurtz, 2010], [SV,
2007]).

4.3. Ecuacion Singular y Medida de Polimeros Continuos

El enfoque de las técnicas paracontroladas no solo ha permitido interpretar ecuaciones diferenciales
parciales estocésticas con no linealidades, sino que también ha permitido estudiar ecuaciones singulares,
es decir, con términos disribucionales. Un ejemplo de esto han sido las ecuaciones diferenciales esto-
casticas con drift distribucional. En este caso, un trabajo pionero es [DD, 2016] que mediante el uso de
rough paths interpretd una clase de ecuaciones singulares. En el caso de [CC, 2018] se utilizaron técnicas
paracontroladas para definir la medida de polimeros continua sobre el toro d-dimensional.

Comenzamos esta seccidon entregando una motivacion de por qué estudiar dindmicas dadas por una
EDE singular puede permitir definir la medida de polimero continua: Dado € > 0, consideremos &, una
mollificacién del ruido blanco espacial sobre R¢. Dada la medida de Wiener W y un horizonte de tiempo
T, > 0 definimos la medida Q7. a partir de la derivada de Radon-Nykodim

do:.

T
YV s/se =z / e\Hs d
T (@Deony) =2 el | g ds)

que represente la medida de polimeros continua con ruido blanco suavizado. Ahora sea A* la solucién de
la ecuacion KPZ suavizada con condicidn inicial nula

. 5 h(0,x)=0

& l £ l &
0,h =§Ah +§|Vh >+ & —c

Luego, definimos la martingala local y su variacion cuadratica

t t
Mf:/ Vh (T —s,B,)dB, ; [Mf],z/ IVA*(T — s, B)|* ds
0 0
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(1a cual, de hecho, define una martingala, pues su proceso de variacioén cuadratica es acotado). De donde
obtenemos por el Teorema de Girsanov 5.2 que la ley de

0% (dw) = MMl . W(dw)
puesta bajo el proceso candnico hace que este posea la distribucién del proceso
dX; =Vh (T —t,x)dt+dB,, X,=0

Esta es la primera instancia de conexion entre la medida de polimeros y las ecuaciones singulares: La
regularidad de Vh© es de —d /2 + 1 que es menor que cero para d = 3, por lo que el drift de la EDE es
singular y determinar una caracterizacion para la ley de este proceso nos permite dar sentido a la medida
de polimeros. Asi, una idea seria relacionar la medida de polimero con el estudio de difusiones singulares.

Resulta que las medidas Q~§ y O estan intimamente relacionadas: Si aplicamos la formula de Ito 5.2

dh (T —1,X5) = —0,h"(T — 1, X°) + VA (T — 1, X*) - [Vh*(T — 1, X*) dt + d B,] + %AhE(T —1,X%) dt

(o + %Ahg + VA PYT — 1, X?) dt + VA (T — 1, X?) d B,
_ {%whqz — & e J(T =1, XD dr+ VAT = 1,X7) dB,

e interpretando en forma integral tenemos
"
h* (0, X3) — h(T, X{) = / {§|Vh£|2 -¢ +c, }(T =5, X)ds+ M,
0
de donde deducimos que la densidad de Q~5T podemos reescribirla como
(3 1 £ T
eMr=a M — / E(T —s,X,)ds—c,T —h*(T,x)

0

y finalmente deducimos que
Or(dw) = Z7' - 07 .(dw)

En particular, el estudio de las mollificaciones de “la medida de polimeros” (Q7.),., puede trasladarse al
estudio de la familia (Q%),., construida a partir de una martingala que involucra mollificaciones de la
ecuacion de KPZ. Adicionalmente, estas medidas (Q%),., corresponden a la ley de los procesos (X),.o,
los cuales resuelven una EDE que en el limite cuando € — 0 se vuelve singular.

La idea esencial seguida en [CC, 2018] radica en utilizar estas medidas (Q~£T)£>0 y estudiar su conver-
gencia en ley para, al mismo tiempo, estudiar la convergencia en ley de las medidas de polimeros continua.
Al hacer € — 0 las sub-sucesiones deberian, formalmente, converger a una ley del proceso X tal que

dX, = Vh(1,X,)dt +dB,

que define una EDE singular. Asi, una tarea adicional que se sortea en el trabajo de Cannizzaro y Chouk
es proponer y resolver un problema de Martingala para esta ecuacion diferencial, dandole sentido asi a
esta difusion generalizada. El problema de martingala que proponen es el siguiente
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Definicion 4.3.1:

SeaT >0y V € C;C? (en nuestro caso V = Vh). Sea Q = C([0,T],R?) y F = B(C([0,T],R%))
la o-élgebra de Borel. Decimos que una medida de probabilidad P sobre (€2, F) resuelve el problema
de martingala que parte en x € R? y asociado al operador

¢” :=a,+%A+V-V

si el proceso canonico X, (w) := w(t) satisface que:
» PXy=x)=1

» Paratodoz < T, f € C;L® y u* € C/*? el proceso

<u(t, X)) - /Ot 15 X) dS)tE[O,T]

define una martingala cuadrado integrable bajo [P y respecto a la filtracién canénica y donde u
es la solucion a la ecuacion de generador GY'u = f

4.4. Trabajo Futuro

A diferencia del articulo de Cannizaro y Chouk, el contexto sobre todo el espacio obliga a considerar
espacios de Besov con peso. En esta tesis ya hemos demostrado que la ecuacién de KPZ sobre todo el
espacio admite una dnica solucién paracontrolada en espacios con peso.

El paso siguiente seria trasladar la construccidon de la medida de polimeros hecha en [CC, 2018] al
caso con peso y en dimensiones d = 2,3. La construcciéon de la medida de polimeros a partir de un
ruido blanco espacio temporal en dimensién d = 1 fue llevada a cabo en [PR, 2019]. Como trabajo
futuro y no incluido en esta tesis esta realizar dicha construccién. En particular, construir y resolver (en
un sentido paracontrolado) un problema de martingala sobre todo el espacio y utilizarlo para caracterizar
la convergencia en ley de las versiones mollificadas de la medida de polimeros.

Una idea llevada a cabo en [GP, 2017] y en [PR, 2019] que se planea incluir en el estudio de la
medida de polimeros es utilizar una descomposicién adicional de la medida de polimeros. Para concluir
este capitulo presentamos el argumento formal y sus posibles ventajas en nuestro contexto.

Por definicion de la derivada de Radon-Nikodym de Q, tenemos que (siendo ?(t) =f(T-1)

dQy
dW

T T
:exp(/o {%lvz|2+(n—cv)}ds+z(t,X,)—%(O,X0)—%/0 |VZ|2ds>

- — T v
- exp<h(z, X,) = R0, X,) + / -8 ds)
0

y lo que haremos sera introducir en el analisis una nueva medida cuya dependencia esté dada solo por
P . pyy SV
elementos de la data estocastica. En efecto, consideramos U := Z + Z de forma que

<a, + %A)U = VZP ==Y
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En particular si usamos Itd, deducimos que

t t t
U(t,X,)—U(O,XO):/ aa—U(s,Xs) ds+/ VU(s, X,) dXs+%-/ AU(s, X,)ds
o 0§ 0 0

t t

= / VU (s, X,)d X, + / (as+%A)U(s,Xs)ds

Ot Ot — t v
=/ VU(s,XS)dXS—/ VU -VZ |2(s,XS)ds—/(11—c )ds

Ot 1O . | IO .
=/ VU(s, X,) dXS——/ |VU|2(s,Xs)ds+—-/ IVZ 7 |*(s, X,) ds

0 2 0 2 0

! —¥ — ! h'
+/ VZ ~VZ(S,XS)ds—/(;1—c )ds
0 0

En particular, obtenemos una expresion para la integral que nos importa. Esto es, la expresion que aparece
en el “hamiltoniano” de la medida de polimeros (en una version suavizada). Deducimos que

t t t
/ (n—c)ds= / VU(s, X,)dX, — %/ IVU|%(s,X,)ds+ R
0 0 0

donde R es un resto que viene dado por

t
R= /O (%w?’ﬁ +VZ- v‘?)(s, X)) ds+Ulg""
Con esta nueva forma de escribir la medida de polimeros, la idea es obtener un argumento que permita
definirla como limite en ley de las versiones suaves. Es posible que esta re-escritura pueda permitir hacer
la la construccién en el caso con peso, asi como se hizo en [PR, 2019] para el caso con ruido blanco
espacio temporal en d = 1.



Capitulo 5

Apéndice

5.1. Convergencia en distribucion

En esta seccion damos el esquema general para tratar con la convergencia en distribucién de los ele-
mentos de la data estocéstica. En particular, revisamos la manera en la que probamos tension en las ver-
siones mollificadas del ruido blanco y los campos aleatorios de la data mollificada.

En el estudio de la convergencia débil-+ de medidas de probabilidad sobre espacios métricos (.S, d)
destaca el caso donde la topologia de .S es generada por versiones finito-dimensionales, pues en estos
espacios es en donde viven procesos estocdsticos con trayectorias con ciertas propiedades. Ejemplos de
esto son el espacio de funciones continuas o el espacio de Skorokhod.

En estos espacios es de interés estudiar la convergencia de familias de medidas de probabilidad (P,) ey
a un limite P en el espacio de medidas de probabilidad M(.S). En los espacios descritos suele aparecer
una forma bastante estandar de chequear la convergencia en débil-*: La tension de la sucesion.

Definicion 5.1.1:

Una sucesion (P,),oy € M(S) se dice tensa si para todo € > 0 existe un compacto K C .S tal que
P (K) > 1 — €y dicho compacto es valido para todo n € N.

La idea radica en que esta condicion estd intimamente relacionada con que las subsucesiones de una
(P,),en POsean un limite.

Definicion 5.1.2:

Una sucesion (P,),en C M(S) se dice relativamente compacta si para cualquier sub-sucesion (P, )iey
existe una sub-sub-sucesion (Pnk(_)),.EN que converge débilmente a algiin Q € M(S).

Estrategia general: Asumamos que (P,),oy fuese una sucesion relativamente compacta en la cual

hayamos demostrado que Pn”,_llm W = Pﬂ't_llm , €0 toda proyeccidn finito-dimensional y para cierta
P fija. En este caso, tenemos por la compacidad relativa que dada cualquier sub-sucesion (P, ),y hay

una sub-sucesion tal que Pnk@ = (Q para algin Q. Luego, por el Teorema del Mapeo tenemos que

nk(i)ﬂ-t_ll . = Q”t_ll " Finalmente, como los Borelianos son generados por los cilindros, debemos

concluir que Q = Py como hay convergencia de toda sub-sub-sucesiéon debemos concluir que P, = P.

68
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Este esquema es utilizado en la convergencia débil de procesos estocasticos. En particular, notamos
que necesitamos una manera de asegurar que una sucesion sea relativamente compacta. Una forma estan-
dar es comprobando tensidn, pues el siguiente Teorema (de Prohorov) las conecta intrinsecamente en el
caso que .S es un espacio polaco. Una demostracion de este Teorema puede encontrarse en [Billingsley,
2013].

Teorema 5.1.1:

Si.§' es un espacio métrico polaco, entonces (P,),cy €s tensa, si'y solo si, (P,),cy €8 relativamente
compacta.

En nuestro caso los procesos son generalizados, es decir, estamos considerando una aleatorizacién
de distribuciones temperadas. Este hecho es crucial, pues no es directo que podamos extender este razo-
namiento a la topologia de distribuciones temperadas (que no es metrizable, aunque si es generada por
cilindros). En general el esquema es el mismo, y la forma de demostrar tension en el caso generalizado es
mediante el Teorema de Mitoma [Mitoma, 1983].

Teorema 5.1.2:

Sea E un espacio localmente convexo y (P,),ocn € M(C([0, 1], E”)) sucesion de medidas de proba-
bilidad. Luego, si (P,,ngl)neN es tensa, entonces (P,),cy €S tensa.

También utilizaremos un criterio til para chequear la convergencia débil de las versiones finito-
dimensionales del proceso generalizado, conocido como el Teorema de Cramer-Wold [Cramér et al.,

1936].

Teorema 5.1.3:

Consideremos las sucesion de vectores aleatorios en R?, X, = (X n(1y> -+ X)) Y X un vector aleatorio
fijo. Luego, tenemos que X, = X, siy solo si,

para todo (¢, ...,1;) € RY.

Para concluir finalmente la convergencia en distribucidn utilizaremos la tension que demostramos con
Mitoma para caracterizar los posibles limites en ley. En particular, como trabajamos con ruido blanco y
procesos construidos con integrales estocasticas, todo este andlisis se reduce a estudiar covergencia de
ciertos Kernels en L2. Para esto, utilizaremos fuertemente el siguiente resultado de ([LL, 2001], Teorema

1.9).

Teorema 5.1.4:

Sea (f,),en Una sucesion de funciones complejo-evaluadas sobre (X, M, ) que converge puntual-
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mente a f u-ctp. Asumamos también que

sup || £,117, < oo
neN

Luego, se tiene que
lim/ 1O = 1,00 = FOI” = [f()I” | dx =0
n—oo X

Lr
En particular, obtenemos que f, — f.

Como ultimo resultado técnico que utilizaremos para probar convergencias, dejamos enunciado el
Teorema de representacion de Skorohod ([Billingsley, 2013], Teorema 6.7).

Teorema 5.1.5:

Sea (.S, d) un espacio métrico polaco y (P,),cy Una sucesion de medidas que converge débilmente a
P. Luego, existe un espacio de probabilidad (€2, 7, P) que admite .S-elementos aleatorios (X,),cn> X

C.S.
con las distribuciones respectivas tales que X, — X.

5.2. Analisis Estocastico y Analisis Gaussiano

En esta seccion presentamos los resultados de anélisis estocastico y gaussiano utilizados a lo largo de
esta Tesis. Estos resultados constan de los Teoremas mas clasicos de procesos estocésticos y de Espacios
de Hilbert gaussianos. Los resultados de anilisis estocastico estan extraidos de [Gall, 2016] y los de

analisis gaussiano de [Janson, 1997].
El resultado mas clsico de anélisis estocéstico es la formula de Ito para Semi-Martingalas. Utilizamos
este resultado en la motivacién de la medida de polimeros continuos con técnicas paracontroladas.

Teorema 5.2.1:

Sea X una Semi-Martingala en R, es decir, X = (X!, X2, ..., X9) con X' una Semi-Martingala en
R,parai=1,..,d. Sea f : RY — R una funcion de clase C?. Entonces, se tiene que:

f(X)—f(X)+i/tﬂ(X)dX"+l-Zd‘,/t P (x) dix’, x')
v Ve, ox, T T 2 S Jo oxox;t ’

los dos primeros términos son la descomposicidn para procesos de variacion acotada. El Gltimo tér-
mino ya aparece en Semi-Martingalas generales. En dimension d = 1 tenemos que:

FX) = f(Xo) + / F1(X) dxs+% / F(X,) dIX],
0 0

En particular, deducimos de aqui el caso en donde ademas hay dependencia temporal.
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Corolario 5.2.1:
Sea X una Semi-Martingala en R“, con f € C*(R, X R?). Luego, tenemos que:

~ t of d t of i
£ X,) =£00,X,) + /0 ==(5. X)) ds+; /0 So(x. X)) dX]

I o f -
42 X)) d[X'. X
2 ,z:‘l/o oo, ) A,

También utilizamos el Teorema de Girsanov, el cual establece que toda martingala local con ciertas
condiciones es, bajo un cambio de perspectiva, un Movimiento Browniano. Aqui M, es el conjunto de

Martingalas locales y [-, -] es el proceso de covariacion cuadratica.

Teorema 5.2.2:
Sea B un M.B. bajo Py sea M € M, .(P) con M, = 0y tal que Z = E(M) es U.L Sea P definida

tal que: ~
e _
dP

Entonces tenemos que B — [B, M] es un M.B. bajo P.
Adicionalmente va a ser necesario aludir al Teorema de descomposicion en caos de Wiener-Ito. Este

resultado permite dar una descomposicién ortogonal a funciones en cierto espacio L? y con esta descom-
posicidn es posible estudiar los términos estocasticos resultantes en el andlisis de la ecuacion de KPZ.

Definicion 5.2.1:
Un espacio lineal gaussiano es un espacio lineal real de variables aleatorias definidas en un mismo
espacio de probabilidad (2, 7, P) donde todas las variables son gaussianas centradas. En particular,

si H es tal sub-espacio tenemos que H C L2 (Q, P).

Esta idea del analisis gaussiano de ver las variables gaussianas como sub-conjunto de L*(Q, P), si
bien es sencilla, tiene consecuencias muy profundas y utiles. La razén radica en que podemos utilizar

toda la estructura de espacios de Hilbert que se hereda de L*(Q, P).

Definicion 5.2.2:
Si un espacio gaussiano es cerrado en L*(Q, P) diremos que es un espacio de Hilbert gaussiano.

El resultado que nos interesa se conoce como descomposicion en caos de Wiener-Ito.

Definicion 5.2.3:
Consideremos H un espaciode Hilbert gaussiano definido sobre (€2, ', P). Definimos los conjuntos:

5_1(H) = {0}, 50(H) := {constantes}, 5,1(H) = {p(,....&,) : pespolinomio con grado < n; & € H}
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Adicionalmente definimos los sub-espacios vectoriales:

[Tat ::5_1(H), |0 ::;O(H)’ i :zﬁn(H)ﬂFn_l(H)L

Con esto, presentamos el Teorema de descomposicion.

Teorema 5.2.3:

Si F(H) es la o-4lgebra generada por los elementos de H se tiene la descomposicion ortogonal:
LX(Q, F(H), P) = @ H™
n=0
a cada uno de los sub-espacios H " se le suele llamar el n-caos homogéneo.

La aplicabilidad de este resultado en nuestro contexto es que nos permite realizar el estudio de los
términos estocasticos aludiendo al estudio de sus n-caos. Para concluir la seccion de resultados previos,
concluimos con el Teorema de hipercontractividad gaussiana (real). Este Teorema en particular demuestra
que podemos acotar todas las normas L” para p > 2 con la norma en L2. Este hecho ser4 fundamental
en los resultados de regularidad Besov y parabdlica de los términos estocasticos. Los detalles técnicos de
este Teorema pueden encontrarse en ([Janson, 1997], Capitulo 4).

Teorema 5.2.4:

ean H,, H, dos espacios de Hilbert gaussiano definidos sobre los espacios de probabilidad (2, F,, P;)
y (€,, F,, P,) respectivamente. Dados 1 < p < g < ooy A : H, — H, es un operador lineal con
1

norma ||A]| < (;%)E, entonces tenemos que I'(A) mapea L?(Q,, F(H,), P,) en L1(Q,, F(H,), P,)

con norma ||T'(4)[],, = 1.

5.3. Construccion de la data estocastica

Para la construccién de los términos (Z, Z V, Z 0,, Z oy, Z v) en la regularidad que intuimos, vamos a

utilizar herramientas de analisis gaussiano tales como la descomposicién en caos de Wiener-Ito e hiper-
contractividad gaussiana. Luego, via un criterio de continuidad de Kolmogorov para espacios de Besov
buscamos concluir la regularidad correcta. Ademas, al asumir una estructura paracontrolada del término

1
h=3 va a ser necesario incluir en la data el término resonante VZ oV Z.

En la construccion de la data, vamos a asumir en primera instancia que se trabaja con una mollificacion
del ruido blanco espacial. La razon de radica en que las herramientas que vamos a utilizar no van a estar
bien definidas al considerar el ruido blanco en si. Sin embargo, podemos estudiar el caso mollificado y
luego demostrar que es posible tomar limite (en algin sentido) y dar sentido a los términos.
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Mollificacién del ruido

En esta seccion discutimos como aproximar mediante versiones suaves el ruido blanco espacial defi-
nido sobre R?.

Definicion 5.3.1:

Sea & una ruido blanco espacial sobre R? y n € C*(R?) una funcién no negativa tal que supp(n) C
B(0,2) y nlpe,) = 1. Definimos para cada € > 0 el escalamiento 7,(z) := #n(e - z) y la funcion
C®(R%) ¢, tal que

E(x) :=F ", - E}(x)
= / F ' n}y—x) &dy)
[Rd

= / p(y—x)&(dy)
R4
Comentario: Notamos que siendo p := F~!5 tenemos la siguiente propiedad de escalamiento

p(2) =F'n(z) = / n.(z) - "% dz

R4

- / n(e - z) - 70O g7
R4

; -1
— g_d / n(z) . e2mz~(x5 )dZ
Rd

—ed (XY i (2
et () = et ()

lo que en particular, significa que la familia (p,),., genera una aproximacion a la identidad en L*(R9) en
el siguiente sentido.

Lema 5.3.1:

Sif e L*RYype LY(R? es una funcién dada con fRd p dx = 1, entonces al definir para cada
e>0,p(x) =g p(f) tenemos que

-0 2 d
po* [ 5 f, en LARY)

Demostracion. La demostracion es esencialmente aplicar propiedades de la transformada de Fourier. En
efecto, si consideramos cualesquiera F € L*(R?) y G € L'(R?), entonces

e — N N

F+«xG=F- -G

como funciones L?. Esta propiedad la demostraremos por densidad: En efecto, sean (¢, );cn» (Wy)sen €D

S(RY) tales que
? ?
¢k — F, y, — G
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Para los elementos de las sucesiones sabemos que vale la igualdad
(D * W) =@y - Wy

y aplicando la desigualdad de Young junto con que la transformada de Fourier define un operador unitario
concluimos que

lim lim (quf) = (m), en L?

-0 k—oo

Ahora debemos demostrar que el mismo limite se cumple para @, - .. Para ello, primero notamos que

k—oco

<j3k-1/7f—>13-1/7£, en L?
En efecto, pues tenemos que por la desigualdad de Holder

bWy = F -l 2 < Ml = Fll - W] 1o
<l = Fll2 - lwellp

De igual manera se demuestra que

A £ — 0

F-y,— F-G, enL?
Deducimos entonces que

lim lim ¢, -, = F -G, en L*

-0 k—oo

y con esto concluimos la demostracion del punto inicial. Ahora lo utilizamos para concluir: Notamos que

&) = F©&) - .6 = f(&) - ded)

Como ¢ € L', tenemos que q’; es continua y con esto
lim (&) = p(0) = / ¢ dy=1
E— Rd

En particular, deducimos que f (&)- (f)(ec_f) converge a f () puntualemente casi seguramente cuando € — 0.
Finalmente, por el Teorema de convergencia dominada concluimos que

—_— A ~ e—->0 A
(f * ) = (&) Ppe&) — f, en L
Concluimos la demostracion del Teorema tomando transformada de Fourier inversa. O]

Lo que vamos a demostrar es que esta mollificacién aproxima (en ley) al ruido blanco como distribu-
cidn temperada.

Proposicion 5.3.1:

Se tiene que §, = & cuando € — 0.
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Demostracion. La idea de la demostracion radica en usar el Teorema de Mitoma 5.1: Primero demostra-
remos que la sucesion de campos generalizados {&, },.,estensaen S /’J A(IR"). En efecto, fijadop € S pl(Rd )
tenemos que

¢(@) = {p, * Y (@)
=&(p, * @) = / [, * @l(y) E(dy)
Rd

_ / { / Py =) () dx | &)
R4 R4

y debemos demostrar tension para la familia de variables aleatorias (&,(@)),.,. Para ello, basta con que
demostremos que la familia es acotada en L*(Q, P). En efecto, si lo fuese entonces por Chebyshev/Markov
obtenemos que

| |§ ((p)l |L2(Q P) Sup£>0 | |§ (Co)l ILZ(Q P)

PUE(@) > M) < —— I

e>0

y tomando M suficientemente grande podemos asegurar que existe M (#) tal que P(|&. ()| > M) < n,
uniformemente en € > 0. En particular, obtenemos que P(|&,(¢)| < M) > 1—p5, lo que demuestra tension
de (£.(¢)),.>(- Concluimos por el Teorema de Mitoma que (&,),., €s tensa.

La razo6n por la cual se tiene la cota en L?(Q, P) radica en un Teorema clasico de convoluciones ([LL,
2001], Teorema 2.16)

@I Py = 19,0 =) % 9Oy < 01, -l = €

Ahora que demostramos tension, solo resta probar que los vectores (¢ (@), ..., &.(@,)) converge en dis-
tribucion a (£(@,), ....&(@,)). En efecto, utilizaremos el Teorema de Cramer-Wold 5.1: Consideremos
(t;,....1,) € R". Vamos a demostrar que

n £—0 n
Dot Elp) — Dt @), en L
i=1 i=1

2
lo que implicaria que hay convergencia en distribucion, por lo que solo debemos demostrar que &, (@) —

&(@). En efecto

2
EL(E.(0) - E@)1 = E| / { [ 060=%)- 000 dx =900} @) |
||[P~ (p||L2([Rd)
y como p, define una “aproximacion a la identidad*, concluimos la convergencia en L>. 0

_d_
Sabemos ademas que el ruido blanco ¢ € C, * (R?). Resulta que las mollificaciones del ruido tambien

estan en dicho espacio.
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Proposicion 5.3.2:

Para cada € > 0 se tiene que
p
[E[l |§£| |Cgﬁ(Rd)] < (S

donde la cota es uniforme en € > 0. Notar que en particular, concluimos que &, € LP(£2; CZ(Rd)).

Demostracion. Nuevamente la idea va a ser utilizar el embedding de Besov para concluir. Primero vea-
mos como se ven los bloques de Littlewood-Paley: Sea j > —1

AE(x)=F o, &} =F g, nl-&

=/ F~ @, 1)y = x) &)
Rd

y podemos nuevamente realizar la estimada del segundo momento de los bloques

2
E18,6@P =E[( [ 70, n0-x @) |
R4
= ||F_1{(Pj N — x)”sz(Rd)
= / @i (k) - (k) dk
R4
= / Po(27k) - n(ek) dk = 2/ - / oi(k) -n*(e -2 - k) dk
pS 2’% )

y con esto deducimos la cota de la norma Besov BZP(R" . P)

p — i pa p
B, g, )= 2 27 ELIA &I, )]

jz—1

=Y o / () - E[|AE, (0] dx
R4
< Z Dipe /Rd pi(x) . [E[|Aj§€(x)|2]§ dx

< Z 2jpa./Rd pi(x)de%

y concluimos que &, € B;"p([R" ,p,) paratodo € > 0. [

Con este desarrollo, hemos demostrado que (&,),., define una coleccion en C;‘A([Rd) que es tensa.
Luego, aplicando el Teorema de Prokhorov (en un sub-espacio que si sea separable), tenemos que la
familia es relativamente compacta y toda sub-sucesion posee limite. Ademas, en [5.3] demostramos que
dichos limites son versiones del ruido blanco en R?.
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5.3.1. Términos estocasticos

En esta seccidon exponemos el método para construir explicitamente los términos estocasticos. Esto es,
demostrar que los términos Z construidos a partir del ruido blanco poseen la regularidad Besov indicada
en la expansion paracontrolada de la ecuacion de KPZ (o que una version renormalizada la posee) y
que ademas se tiene convergencia de estas suavizaciones a procesos bien definidos con las regularidades
establecidas y en la topologia adecuada.

Como los términos se construyen a partir de la formulacion mild de un ruido blanco o entre productos
de distribuciones, necesitamos un criterio de continuidad de Kolmogorov para determinar las regularida-
des. Comenzamos con la version estandar en espacios polacos.

Lema 5.3.2:

(Criterio de continuidad de Kolmogorov, [Sepp, 2012]): Sea (X, d) un espacio métrico polaco y
supongamos (Z,),c(o.r) Un proceso estocastico S-evaluado definido sobre (€2, 7, P) que satisface la
siguiente propiedad: Existe una constante K < oo y a, f > 0 tales que

Eld(Z,Z)1<K-|t—s|" Vtse[0,T]

Luego, existe una modificiacién Z sobre (Q, F, P) cuyas trayectorias s — Zs(w) son continuas pa-
ra cada ® € Q. Ademis, Z es casi seguramente y-Holder continuo para cada y € (0,a/f) y su
coeficiente de Holder C, cumple que

E[C] < o0

A partir del Criterio clasico se deduce el criterio para espacios de Besov con peso que utilizaremos
en esta Tesis.
Lema 5.3.3:

Sea (Z(1)),c(0.r7 un proceso generalizado sobre S’ (R9). Si suponemos que A > d y que para todo
j>-1,todo0<s <t <Tytodox €R? se cumple que

E[|A, Z(t,x) — A, Z(s, )|7]7

|t = sl

E[|A,Z(0,x)”]7 + <K .27

~ ! (Z,—g
donde y > i. Luego, existe una modificaciéon Z € C;. C,, "(R%) cony’ € (0,y — 1—1)) ya <ay
ademas se cumple la estimada

I"sK
(RY)

E[l|Z][”

},/
Cr ey,

r_d
P

Demostracién. Por el embedding de Besov, basta que hallemos un p tal que existe modificiacién Z €
BZ’p([R" ,p;) con a’ < a. Laidea va a ser utilizar el Criterio de continuidad de Kolmogorov. En efecto,
basta que desmotremos que
E[llZ®) — Z(]||”, <K-|t—s|"?
1120 = Z)ly g, 1S K -1t =
=K. |t _ Slp([r—l/pl+1/p)
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=K-|t— S|1+p[y—1/p]
de donde la prueba se seguiria directamente del Criterio de Kolmogorov. Notamos entonces que

ElllZ(1) - ZI°,

B" (R"

[Zzw 18, Z(®) = 8, Z)N] e, ]

= Z 2P E[||A,Z(1) — A Z ()|

L”(de)

j>=1
= 3 . / pox) - ELA, Z(t, %) — A, Z(5,)|7] dx

j>=1
<KP- Y2 / 27 |t = |- py(x) dx

jz—1 Re
— |t— Slyp . ( Z 2jp(a’_a)) / PA(X) dx
j>=1 R

Slt—s|”

Esto prueba que podemos usar el Teorema de continuidad de Kolmogorov, pero siempre y cuando hayamos
chequeado que efectivamente Z(¢) € BZ;}(R“’], p;), paracadat € [0, T]. En efecto, basta que notemos que

E(] |Z(t)||B:,,p(Rd,pA)] <E[llZ® - Z(O)”B;.,p(Rd,pl)] + [E[”Z(O)”Bgfp(Rd,pl)] <00

Concluimos entonces que para todo T > 0, y’ € (0,y — 1_12) existe Z modificacién en C;IB;"]](IR", p,) €

l

CV ”([Rd)cona <a. ]

Término estocastico Z

Ahora enunciamos el Teorema de la regularidad de Z. En estricto rigor, deberiamos considerar Z,
tal que LZ, = £, donde (£,),., es una mollificacion del ruido blanco. La demostracion en este caso es
analoga al caso que exhibiremos, solo que obviamos la dependencia en € > 0. Para este caso, vamos a
concluir que

B (1= e txP . _ _ o
20 = [ () - wean = [ ae-peay

y la misma demostracion se aplica en estos casos con un término adicional en #, que permite localizar
uniformemente en € > 0 las normas de Besov.

Teorema 5.3.1:

Se tiene que paray < 1y cualquier a < 2 — g y todo p > 2

"E[”Z”C?ng(Rd) + ||Z||C}’Ca I(Rd)] < (S

Mas atn, podemos concluir que Z € EZ‘A(IRd ) y en particular, tenemos que Z € LP(Q; ﬁzl(le ).
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Demostracion. Primero estudiamos los bloques de Littlewood-Paley de Z. Notemos que
(A Zwy=(F Yo, - Z}w)y=(Z,¢;F'y)

t
=/(e‘("”"'2-§,(pj?"1w> ds
0

) / (o, e ITEL y) ds
0

_ </t73_1{(pj e IP g ds,w>
0
(o ) ee)

Concluimos entonces que la funcion asociada al j-ésimo bloque viene dada por

—e P
A Z(1,x) :=/ P‘l{(pj-l%}(y—x)é(dy)
R4 | ’ |

Con esto, podemos estimar la diferencia temporal de cada bloque de Littlewood-Paley

g, —e_sll"f_ljl‘lz by - z@) |

—s|Pme?
=7 e S fe )

|e_slk|2 — e_llklzl
= (k) - dk
/Rd @,(k) T

L2(RY)

y como tenemos que |e~IK — e~k | = =slk® . |1 — o=t=9Ik| < min(1, |t — s| - |k|~2}. Asi, obtenemos
la estimada

[E[(AjZ(t,x)—AjZ(s,x))z]g/ (pj(k)-min{|k|-4,|z—s|2-|k|-2}dk

R

:/ P} (27k) - min{2—4f|2‘fk|‘4,2‘2f r =l |2_j"|_2} a
R4
— id | / (pé(k) . min {2—41 . |k|-4’2—2/|t - s|2 . |k|—2} dk

R4

< 2/ / @;(k) - min {2—41'.,2—2f'|r —s)*- } dk
R4
< pJjd [ o=2nj  y=4l-m)j |t — s|2'l

= —j(=d+4=2n) It — s|2'7

donde en la primer estimada utilizamos el hecho que se integra sobre un anillo por ¢,y n € (0, 1] (obtenido
al interporlar). Asi, obtenemos la estimada por los p-momentos:

E[A; Z(t, %) = A, Z(s, 0Y S EIIA, Z(1, %) — A, Z(s, 0)]:
< 9=j(=d/[242-n) | |t — s|"
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Si consideramos # = 1 en la interpolacién, obtenemos la regularidad y < 1. Para el caso con regularidad
temporal 0, basta que consideremos # > 0 suficientemente pequefio y p suficientemente grande de forma
que p - n > 1. Si esto es asi, entonces deducimos que E[||Z]| |”éca (Rd)] < oo para algin € > 0. Con esto,
T p)
se concluye la prueba.

Para concluir que la modificacidon de Z esté en el espacio parabdlico ﬁzl(le ), basta que consideremos
a € (0,1/2) y utilicemos la tltima cota adecuadamente para: Primero, tener regularidad positiva y poder

usar el embedding de los Besov en L;‘;(Rd ) y segundo, asegurar que podemos asegurar regularidad %—
Holder. En efecto, consideremos

a

">+ % (que esta en (0, 1] si consideramos p suficientemente pequeiio). Luego, tenemos que
p - n > 1y verifica una hipdtesis del Criterio de Kolmogorov.

= En el criterio de Kolmogorov, necesitamos asegurar que podemos tener regularidad positiva. En
concreto, bastaria con asegurar que —d [% - i] + 2 —n > 0, lo que es equivalente a la desigualdad

d [% + 114 5 < 2. Veamos que el n que escogimos no genera contradiccion con esta condicidn.
p

Tenemos por la eleccién de n que

d[1+1]+ >d[l+1]+ﬂ+l
2 p 1 2 pl 2 p
d 1 a
=2 i @+n+2
2+p( + D+

y para d < 3, tenemos que tomando p suficientemente grande podemos asegurar que esta acotado
inferiormente por algo menor que 2 (no hay contradicciéon). Ademas, tomando p suficientemente
grande, aseguramos que d[% + i] +n <2

]

De este resultado obtuvimos una familia (Z,),., C Lo (R%). Ahora debemos demostrar que posee
limite en distribucion y que dicho limite viene dado por Z tal que LZ = &. En efecto, lo primero que
haremos sera determinar que la familia es tensa: Siguiendo la idea de usar el criterio de Mitoma [5.1],
consideramos ¢ € S(R?). Para demostrar que (Z,(¢)),., es tensa, demostraremos que es uniformente
acotada en L?. En efecto, primero notamos que

Z(p) =N x @) = / A x p(y) dy
Rd

=/ {/ Af(y—x)-(p(x)dX}f(dY)
R4 R4

de donde deducimos por Ito y Prancherel que

e _ 1 _e_tl'lz n
1Z.@lam = 1A * @Ol = |77 (75 ) 1.0 -]

no- (S5 ) 0

<[I(55)

L2(RY)

L2(RY)

||F {9, * (P}||L2(Rd)

L2(RY)
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=|(55)

S K

y 1—e Il
. sk < S
sy e * @l < ||< e >‘

. ||7]||L1(Rd) : ||(p||L2(R")

L2(RY)

lo que concluye que la familia es acotada en L*(Q2, P). Con esto, concluimos por el Teorema de Mitoma
que (Z,),., es tensa. Ademas, nuevamente usando el Teorema de Cramer-Wold [5.1] podemos demostrar
que las distribuciones finito-dimensionales convergen al término Z construido a partir del ruido blanco.

Finalmente demostramos la convergencia en L?(€; L’ZA([R{d ).

Teorema 5.3.2:

Siendo (Z,),., la familia mollificada en L”(€; E;A(Rd)) y Z el limite en distribucion con el ruido

blanco, tenemos que
L”(Q;EZA(R"))

Z, — Z, cuando e = 0

Demostracion. Primero utilizaremos el Teorema de Skorohod [5.1] para poder asumir que Z, = Z.En
particular, tenemos que Z, — Z en probabilidad y por el criterio de Kolmogorov sabemos que (Z,),.,
es uniformemente acotada en L? para todo p > 1. Lo que haremos sera ver que bajo estas dos condiciones
podemos concluir la convergencia en L”.

Consideremos las variables aleatorias ||Z — Zgllg’( (aqui X es el espacio parabdlico). Luego, por

P
continuidad tenemos que || Z — Z£||’)’( — 0 y ademas es uniformemente acotada en todos los L”. En
particular, si suponemos que esta familia de variables aleatorias es uniformemente integrable, debemos
concluir que convergen en L? a 0. Esto es

-0
Ell|lZ - Z|%]1—0

de donde concluiriamos la convergencia en L. Resta entonces verificar la integrabilidad uniforme: Sean
r

n>0yp>1fijosy K > 0 por definir. Luego, definiendo r := % tenemos por Holder con ' = -

ENNZ = Z A5 - L2z o)) SEVINZ = Z 151 P71 Z = Z,|1% > K)
=EY(|Z - Z|I}°1- P (1Z - Z,1I%, > K)
1/r
SP(1Z - Z |5 > K)
CEVNIZ - Z 1Y

< K—r/r’
~ Krir ~
y como :—, = ”;%5 — 1 > 0 tenemos que podemos escoger K = K(#) suficientemente grande para concluir
integrabilidad uniforme. Esto concluye la demostracion. 0

L. L, L. v
Término Estocastico Z

Seguimos la construccion de los término estocésticos dada en [CC, 2018]. Para ello, entregamos una
generalizacion sobre todo el espacio RY.
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v .
Tenemos que Z - tiene la forma

d
77 (x, 1) = IV ZE ) (x, 1) = > 10,250, Z%)
k=1

de donde deducimos que basta con dar sentido a la formulacién mild del producto de las derivadas para
concluir.

Ahora vamos a estudiar el proceso via una representacion de su transformada de Fourier
— t —
ZVe(k, 1) = PW{ / Dy * axﬂZf . 0xﬁZf(k, s) ds}
0
t
- ~=s)kP (5 7e w5 7€
_/0 e (0,,Z¢ % 0, Z¢)(k,s) ds
t , . .
= / e~ U=9Ik / 0, Ze(k— k', s) -0, Ze(k',s) dk'ds
0 Rd B B

t 12 12
1— e—slk—kl 1= e—slkl
= _4r? —(t—s>lk|2./ k=K, - K- n.(k—K') - k’( )( )
T ‘/0 e Rd( )ﬂ p 775( ) ’15( ) Ik _ k’|2 |k/|2

Bk =K EK) dK' ds

lo que implica entonces una representacion del término dada por

v ! ) 1 — e=sIk=K'I?
Z 4 (x,1) = —4n’ / { / e (I / (k= Ky - ke - m(k = K') - m(k’)(—,z)
R4 0 Rd |k — k'

: (ﬂ) k= K'Y - E(K) dk’ds}ez””‘"‘dk

|k'[2
3 4 ) t _(t_s)lkIZ k k k k 1 _ e—S|k1|2
— 4z e (K + )y k) (k) - (A=)
rd Jo ((ky.ky) + ky+hy=k) [k |
1—estlly, Uik
: <W>cf(kl)§(k2) dk,dk,dse” ™ dk
2

= —4z? / {( / eI Fe(ky) - FEky) ds ) (k) (k) 06 )EK) dkydky | - 27 dk
Rd

0

etk
[k|?
L . v e
que podemos expresar el término Z -* como

77 (x, 1) = —4x? /

R(l

donde Fe(k) = n,(k) - . Asi, definiendo Ff”f(k, ki ky) = [ e =K Fe(k,) - F¥(k,) ds tenemos

v . .
{ / F, S (k, ky, ky)(ky) (ko) g (kDE(KS) dkldkz} dk
{(ky.ky) @ ky+ky=k}

Ahora el objetivo es estudiar sus componentes de caos de Wiener-Ito. Por un lado, la descomposicién
nos permite ver qué términos aparecen como constantes infinitas y nos van a permitir renormalizar los
términos. Una vez concebida la renormalizacion, queda ver si los términos restantes en los otros caos
poseen la regularidad establecida al renormalizar. Al utilizar la descomposicion dada por el producto de
Wick: f(kl)rf(kz) = [E[f(kl)ff(kz)]+ : é(kl)é(kz) : tenemos la descomposicion de Caos dada por

Z7e(x, 1) = —4n® /

Rd

{ / F ek, Ky, k) - () - (hey)  ELECKDE(R)] dkldkz}eZm'kx Ik
Ry
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— 47? /R,, {F,V’e(k, ki ky) - (ky)g - (ky)ge - E(k)é(ky) : dk1dk2} . o2ikx g
= —47? /Rd {F,V,e(k, kysky) - (kp)g - (kg - B im0 dk1dk2} L 2TIkE ke
— 4r? /R,, {F,V’e(k, ki, ky) - (k) - (ky)ge - f(kl)ff(kz) : dkldkz} . o2ikx g
= 4r° /d Flv’g(o’kl’kl) . (kl)fi . p2mikx dk,
R
— 47? /Rd {F,V’e(k, ki, ky) - (ky)y - (kyge E(k)ék,) : dkldkz} . o2ikx g

. v
y con esto notamos que el 0-caos es justamente E[Z “(x,7)] en la componente x;, el cual podemos
calcular explicitamente

v Vv
E[Z “(x,1)] =4n2/ F 50,k ky) - (k) dky

R4

1 ’ i 25
=/R(k1)/2}w-ne(kl)-/o(1—2e kP 4 e 2Py gsdk,
d 1

2 2 2 2
n,(ky) - (ky) (ky)y - (ky)
=t/ #dkl_kz/ 1/3—1[6_;|k1|2_1] dk,
R4 R4

T |k |
2, 42
_/ B TR a1y ak
R4 1|kl|6 |

y con esto tenemos que al sumar sobre f la componente de 0-caos viene dada por

2 2 2
n, (k) n. (k) n. (k)
[E[Zv’g(x,t)]Ec:(t)=t/ L dk, +2/ ——Ulehl — 1] dk, —/ — e E — 1) dk,
ra Kyl re Kyl re Kyl

L. . . . . v, (k)

Notamos ahora que la Gnica integral no convergente es la primer integral. Definiendo ¢, := fRd ﬁ dk,
1

deducimos que al sustraer esta cantidad, deberiamos tener convergencia en un buen espacio de Besov.

Veremos que efectivamente este es el caso.

Ahora queremos aplicar el criterio de Kolmogorov para el término renormalizado. Con este fin, estu-
diamos la regularidad de Besov del 2-caos de Wiener-Ito.

Teorema 5.3.3:

Se tiene que para y < 1y cualquier a < % - % y todo p > 2

e[|z

0
cocs RY)

LV LV p
H ) € .t‘ rco-l d]
o
CreeI(RY)

. P ., . v A
uniformemente en €. Mds atin, podemos concluir que Z " —¢_ -1 € [iz (R9).
i

Demostracion. Estudiamos los incrementos en tiempo del segundo caos para el término que deducimos
en cada bloque de Littlewood-Paley. Sea j > —1. Luego, si denotamos los incrementos f(t) — f(s) =
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S = (s, 1) tenemos que
2
E[la,(z - s0)f]
=E|[a {47 | { | [Fekiko) = F K ki k)] )y - (o) E)EK) = dkyd ik, fe dk}ﬂ
i R Rt > Vs V2 s > Vs V2 1/p 27 1 27 1%7™2
= 4 -E|F o, / [E ey ) = 2k k)| )y - () GGy bk, |
R.
Tl o, /R [E ke ) = F e ]Gy - () EODEQKS) = diedil ]
_ 2\2 . ’ Ve I A [rYe 1N pYe )
=@ [ o, (e,k) [F, €k ey ky) = Sk kg k)] - [F, (ks kY ) = F (ke kLK)
R2d R, J Ry
(k) p (K g(y) g (KL 5 - B E(kDEKy) = - 1 EkE(Ky) 1] dk,dkyd K| d K e > K12 died k!

v v 2
=2 (@4x)? / P2(k) - / [F, s keys ey = F, <G Ky, k)] (ke 2(K,)2 d K dkyd
Rd R,

en donde utilizamos que las correlaciones de la transformada de Fourier del ruido blanco viene dada por
O+ 1—o- Luego, por el Teorema de Wick sobre integrales estocésticas, deducimos el 2 en la tltima igualdad.

Con este desarrollo esperamos que este ultimo término de 2-caos tenga bloques de Littlewood-paley
estimables para poder aplicar el Teorema de Kolmogorov-Besov. En efecto, primero estimamos los tér-
mino dentro de la Gltima integral

Ftv,g(k’ ky ky) — Fs'“,s(k, ky ky) = /t oIk Fe(ky) - Fo(k,) dr — /S oIk Fe(k)) - F(ky) dr
0 0
- / IR PGk ) Fe(ky dr + / CFA (k) - F(ky) eI — 6nIkT] g
s 0
= /te—(t—r)lkl2 - Fe(k,) - F(ky) dr
—[1 — b DIk /S Fe(k)) - F(k,) - oG 4,
0
de donde podemos estimar convenientemente la expresion
F e (k, Ky, ky) = F. (ke ke, k2)| < / PR Fe(k,) - F(k,) dr

+ |1 = et / FE(ky) - FE(ky) - e gr
0

|1 — =9Ik

S nln) - G

|t = s/’
| |20=2 - |k1|2 : |kz|2

S ne(ky) - n(ky) -

en donde interpolamos con 8 € (0, 1). Asi, elevando al cuadrado obtenemos la estimada fundamental
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sobre el segundo momento

2
(k) n2(ky) - n(ky) - 1ky - kyl?
/ /fl e 2 1 2 dk,dk,dk
Rk

v v 2
) € < — |0 .

T 7270 RGN AC M U
Sl o e e e Tl o
R Ryja-ik 1 2
2 2 2
. @, (k) n;(ky) - nZ(ky)
< 2P0 |y P / oD / LD Nk diydk
CUNTS ) S L1 e LY

< 0=2j(=d/2+5/2-26) | It — Slze

y con estas estimadas volvemos a concluir por el Teorema de Kolmogorov-Besov la regularidad del tér-
mino renormalizado. La pertenencia al espacio parabdlico también se sigue por argumentos andlogos a
los establecidos en el término anterior. [

Nuevamente es posible de probar convergencia en distribucion. Sin embargo, ahora la convergencia
queda de la forma “Z - 00, pues el término sustraido es una constante que diverge en € — 0, pero que
al sustraerse, entrega convergencia a un término bien definido en los espacios parabodlicos. Esto es funda-
mental en el analisis de la KPZ, pues al realizar la descomposicion y construir la data, hemos deducido
que el término |V Z|? asociado al ruido blanco no se encuentra bien defnido, pero localizamos la parte
divergente, por lo que si la sustraemos inicialmente en la ecuacion de KPZ entonces si hay posibilidad de
que las soluciones suavizadas convergan y va a converge a esta “interpretacion” que determinamos con la
constante c:f. En particular, estamos estudiando las ecuaciones suavizadas

O,h° = AR + |[VR > —c. +€
£ I3
y lo que probamos en el capitulo de la ecuacion de KPZ controlada es que bajo esta ecuacion tenemos

existencia y unicidad, pero una vez que renormalizamos la ecuacion, es decir, sustrajimos una componente
del O-caos de ciertos términos que evitaba convergencia. Denotaremos dicha solucién

0.h = Ah+ |Vh|? + ¢

Para concluir esta seccién mencionamos que con el enfoque presentado, se pueden demostrar las re-
gularidades y convergencia de todos los términos estocésticos de la ecuacion de KPZ. El esquema general
siempre consiste en estudiar las componentes de n-caos de los términos suavizados y demostrar que cada
una pertenece al espacio parabolico correcto. La construccion se hace de forma esencialmente analoga a
[CC, 2018].
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