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Introduccion

Este trabajo se enmarca en los desarrollos inspirados por el décimo problema de Hilbert
planteado en el 1900, ver en [6], que buscaba lo siguiente

Décimo problema: Dada una ecuacion diofantina con cualquier niimero de incégnitas y
coeficientes enteros, encontrar un algoritmo que determine en finitos pasos si la ecuacién
tiene solucion en los nimeros enteros.

Una ecuacidn diofantina con n variables es una ecuacién de la forma P(zq,...,x,) = 0 con
P un polinomio de coeficientes enteros. Gracias a los trabajos de Robinson, Davis, Putnam
y Matiyasevich, desde 1970 sabemos que no existe tal algoritmo que determine si tiene o no
solucién una ecuacién diofantina dada (se puede ver [2]).

A partir de las ecuaciones diofantinas se introduce el concepto de conjunto diofantino, que
son aquellos definidos por una ecuacién diofantina aceptando cuantificar de forma existen-
cial.

Una vez respondida (de forma negativa) la cuestiéon de un algoritmo en el caso de ecuaciones
con coeficientes enteros, se generaliza la pregunta a otros anillos y el concepto de conjunto
diofantino se vuelve mas general. Asi, en esta tesis consideramos que un conjunto diofantino,
dado un anillo R y k entero positivo, es S C R¥, para el cual existe n ntimero entero positivo,
con k <n,y P(xy,.., Tk, Tkt1, ..., L) polinomio con coeficientes en R tales que

S ={(ai,...,ax) € R* : P(ay, ...ax, Tpy1, ..., 2,) = 0 tiene solucién en R},
lo cual también podemos escribir con existenciales de la siguiente forma
S ={(a1,...,ax) € R* : Iy, ..., xn(P(ay, ...ap, Tpp1,s ... ) = 0)}.

A lo largo de los anos muchas personas han trabajado con este tipo de conjuntos y avanzado
en esta area. La siguiente es una pequena lista de algunos ejemplos que podemos encontrar
en [5], con conjuntos diofantinos en anillos de polinomios y en cuerpos de funciones racionales,
que nos sirven para conocer el estado actual del conocimiento en conjuntos diofantinos.

» Sea L un cuerpo grande (large). Entonces, L es diofantino en L(z). (Koenigsmann,
2002, [8])

» Sea K cuerpo de carcateristica 0. Entonces, Z y Q son diofantinos sobre K|[z]. (Denef,
1978, [4])



» El anillo de valuacién 04 (R) = {f € R(2) : vo(f) > 0} C R(z) es diofantino sobre
R(z). (pequena modificacién del Lema 3.5 en [4], Denef, 1978)

» El conjunto {(f,9) € R(2)? : vs(f) = vs(g)} es diofantino sobre R(z). (corolario del
anillo de valuacion)

» El conjunto {(f,g) € R[2]? : deg f = degg} es diofantino sobre R[z]. (corolario del
anillo de valuacion)

» El anillo Q[z] es diofantino sobre R|z]. (los dos ejemplos anteriores ademéds de resultados
de [3], Demeyer, 2010)

El pentiltimo ejemplo es interesante, pues en [5] se prueba que el conjunto {(f,g) € L(z)*:
deg f = deg g} es diofantino sobre L(z), para L cuerpo grande no numerable de caracteristica
0. Asi, tenemos un resultado similar en polinomios y funciones racionales.

Este resultado serd generalizado en esta tesis para el caso de C(z), el cuerpo de funciones
racionales de C.



Vamos a considerar para un polinomio G € C[z, y| el conjunto

Ac ={(f.9) € C(2)* : G(deg f,deg g) = 0}

y vamos a decir que una solucién para G(z,y) = 0 es una solucidn natural cuando ambas
coordenadas son numeros naturales (esto pues los grados son naturales). De cierta manera,
las soluciones naturales nos dan las posibilidades para los grados de f y g.

Los dos resultados principales de esta tesis nos permiten entender en qué situaciones los
conjuntos Ag son diofantinos o no diofantinos.

En el caso del grado de GG igual a 1, los conjuntos diofantinos son los que tienen a lo mas fini-
tas soluciones naturales o que son rectas horizontales o verticales. Mientras que los conjuntos
no diofantinos son los que tienen infinitas soluciones naturales. El resultado es el teorema
3.0.1:

Teorema: Sea G € Q[z,y| de grado 1.
Escribimos G(x,y) = ax + by + ¢; con a,b,c € Q tales que a #0 6 b # 0. Asi,

1. Sib=0 6 a =0 entonces Ag es diofantino.

Consideremos ahora a # 0 y b # 0.
2. Sea c = 0.

a) Si —% < 0 entonces Ag es diofantino.

b) Si —% >0 entonces Ag es no diofantino.
3. Sea ¢ # 0.

a) Si —% < 0 entonces Ag es diofantino.

b) Si —% > 0, se tiene que Ag es no diofantino si y solo si bk +c = 0 (a) tiene
solucion k € {0, ...,a — 1}.

En el caso del grado de G igual a 2 los conjuntos diofantinos son los que tienen a lo
mas finitas soluciones naturales y los no diofantinos son los que tienen infinitas soluciones
naturales. En efecto, obtenemos el Teorema 4.0.1:

Teorema: Sea G(x,y) € Q[z,y| de grado 2.
Escribimos G(z,y) = asx? + aqxy + azy® + asx + ayy + ag con a; € Q y as, aq,az no todos
cero. Tenemos que

1. Si G(z,y) = 0 tiene a lo mds finitas soluciones naturales o si las infinitas soluciones
estdan dadas por una coordenada fija y la otra libre, entonces Ag es diofantino.

2. Si G(x,y) = 0 tiene infinitas soluciones naturales entonces Ag es no diofantino.



Para las demostraciones de estos teoremas se separaran casos de forma geométrica segiin
pendiente para el grado de G igual a 1, o segtn la clasificacién de las conicas para el grado
de G igual a 2. En cada caso se buscard separar las ecuaciones G(z,y) = 0 con a lo més
finitas soluciones de las que tienen infinitas soluciones, utilizando propiedades geométricas y
divisibilidad. Para concluir que a lo més finitas soluciones es un conjunto diofantino, usaremos
el lema 2.1.3. Para concluir en el caso de infinitas soluciones utilizaremos una contradiccion
con la dimensién diofantina de un conjunto definido a partir de suponer que Ag es diofantino.



En el capitulo 1 de esta tesis se comentan definiciones y resultados presentes en la litera-
tura que son utilizados en el resto de la tesis. En el capitulo 2 definimos la notacién utilizada
en el resto de este trabajo, ademas de demostrar dos lemas fundamentales para verificar
si ciertos conjuntos Ag son diofantinos o no diofantinos. En el capitulo 3 se demuestra el
Teorema 3.0.1. En el capitulo 4 se demuestra el Teorema 4.0.1. En el capitulo 5 se mues-
tran ejemplos concretos donde G representa parabolas o hipérbolas, ademas de justificar en
detalle algunas afirmaciones realizadas en el capitulo 4.



Capitulo 1

Preliminares

Para esta tesis el lenguaje £ utilizado es el lenguaje de anillos con z una variable inde-
pendiente trascendente sobre el anillo correspondiente, es decir, £ = {=,+,-,0,1, z}.
En esta seccién veremos; en primer lugar; lo basico de conjuntos diofantinos; luego; algunos
conceptos utilizados en esta tesis y; finalmente; el resultado que inspira este trabajo.

1.1. Conjuntos diofantinos

Definicién 1.1.1. Sea R anillo (de aqui en adelante, conmutativo y con unidad) y k
entero positivo. Decimos que S C R¥ es diofantino sobre R si y sélo si existen n, k ntimeros
enteros positivos, con k < n,y P(xy, .., Tk, Tg11, .., ) Polinomio con coeficientes en R tales
que

S ={(ai,...,ar) € R* : P(ay,...ay, Tps1, ..., 2,) = 0 tiene solucién en R}.

Escribiremos también S = {(ay, ...,ax) € R* : Jwpy1, ..., 2o (Play, ...ap, Tpiq, .., ) = 0)}. En
este caso diremos que S esta definido por la ecuacién P = 0.

Para el caso de Z tenemos el siguiente ejemplo:
Ejemplo: Por el teorema de los cuatro cuadrados, N es diofantino sobre Z pues

v €N& Iy, ...,y tal que 23 + 25+ 25 + 25 — 2 = 0.

_ . _ _ 2 2
Luego, N = {x € Z : Jx1, ..., 24(P(x, 71, 72, w3, 74) = 0)}, con P(x, 21, 9, T3, 24) = 27 + 5 +
x§ + 22 — x, que es un polinomio con coeficientes en Z.

Definicién 1.1.2. Una funcién f : R¥ — R™ es diofantina sobre R siy sélo si el conjunto
{(X,f(X)) € RF*™ : X € R*} es diofantino sobre R. Similar es la definicién para las
relaciones.

Ejemplo: El maximo comun divisor en Z, que denotamos (-,-), es una relacién ternaria
diofantina. Esto pues (a,b) =c < ((Fx:cx =a) AN (Fy :cy =b) A (Fw, z : aw + bz = ¢)).

Veamos mas ejemplos de conjuntos diofantinos que también seran tutiles mas adelante.



Lema 1.1.3. El conjunto vacio es diofantino sobre R anillo no trivial.

Demostracion. Lo siguiente define al vacio
D={acR:Fy((a=y+1)A(a=y))}
y por ende, el conjunto vacio es diofantino. n

Lema 1.1.4. Sea R un dominio entero. Luego, la union de dos conjuntos diofantinos
S1, S5 € R es un conjunto diofantino.

Demostracion. Si S; C RF estd definido por Pi(ay, ..., ap, T1, ..., 2,) y So C R* estd definido
por Py(ay, ..., ag, Y1, ..., Ym) €ntonces
(a1, ...,a) € S1USy 32y, .o, Ty Y1, ooy Y
Pl(ab ey Q5 L1, "'7$n)P2<a17 vy Al Y15 00y ym) =0

Es decir, la unién es definida por el producto de los polinomios que definen a cada elemento.
m

Corolario 1.1.5. Para R como en el lema 1.1.4, la union finita de conjuntos diofantinos
es diofantino.

Lema 1.1.6. Sea R un dominio entero tal que su cuerpo de fracciones no es algebrai-
camente cerrado. Luego, la interseccién de dos conjuntos diofantinos Sy, Sy C RF es un
congunto diofantino.

Demostracion. Sea h(x) = Z?:o c;t' € R[z] de grado d > 0 sin raices en el cuerpo de
fracciones de R (no es algebraicamente cerrado, asi que existe este h). Luego, probare-
mos que si S; C R estd definido por Pi(ay, ..., ax, @1, ...,7,) ¥ So C R* estd definido por
Py(aq, ..., ak, Y1, ..., Ym) entonces

(a1, ...,ax) € S1 NSy 3wy, ., Ty Y1,y ooy U
d

d—i i
ciPy(ay, ..., ap, 1y s xn)  Paaq, oy Gry Y1y ooy Ym)' = 0
i=0

Es claro que si Py(ay, ..., ag, 1, ..., xp) = 0y Po(ay, ..., ag, Y1, ..., Ym) = 0 (es decir, si (aq, .., a) €
S1 M Sy), entonces (aq, ...ax) es solucién de la ecuacién diofantina.
Para la otra implicancia, por un lado, si existen x1, ..., Ty, ¥1, ..., Ym tales que

Pi(ay,...,a5, 1, ...;xy) =0,
al expandir el polinomio nos queda 0 = c¢gPs(aq, ..., G, Y1, -y Ym)- As,
Pi(ay,...,a, 1, ..., Tp) = Pa(aq, ..., ap, y1, .o Ym) = 0.
Por otro lado, si suponemos que existen x1, ..., g, Y1, ..., Ym tales que

Pl(al, veey Ay L1, ,l’n) 7é 0

9



tenemos que

ciPi(ay, ..., ag, xq, ... xn)d_in(al, oy Wy YTy oees ym)Z

M-

I
=)

7

4 )
. ah...,ak,yb-.-,ym)l
= 1<a1,...,ak,x17"' Z a ag, T x )Z
— Ly oeey Qfgy X1y ey Ty
Ak Y1, - Y
:Pl(ala"wa’k’xl"” )dh( E ’a]l:’l'll7 ’xm;) .
. s g eeey i

Asi, como h no tiene raices, se tiene que Pj(aq, ..., ag, x1,...,x,) = 0, lo cual contradice la
suposicion.Por ende, Py (ay, ..., ag, 1, ..., x,) = 0y Pa(ay, ..., ag, Y1, ..., Ym) = 0, lo cual prueba
que la ecuacion define S; N Ss. ]

Corolario 1.1.7. Para R como en el lema 1.1.6, la interseccion finita de conjuntos
diofantinos es diofantino.

Consideremos C(z) el cuerpo de funciones racionales. El siguiente lema estd en [8].
Lema 1.1.8. C es diofantino en C(z).

Demostracion. Teorema 2 de [8]. O
Finalmente, notemos lo siguiente
Lema 1.1.9. La relacion a # 0 en C es diofantina.

Demostracion.
a#0< dbab=1

]

Ademas, por el mismo argumento podemos decir que ser no nulo es diofantino en C(z).

1.2. Resultantes

Utilizaremos el concepto de resultante para determinar si dos polinomios son o no co-
primos en la definicién de ciertos conjuntos diofantinos. Para esto vamos a ver también que
la resultante es diofantina. Veamos primero el siguiente resultado presente en [1] capitulo 3
seccién 5.

Lema 1.2.1. Sean f,g € C[z] polinomios de grados | > 1 y m > 1 respectivamente.
Luego, f,g tienen un factor comin no constante si y sélo si existen polinomios A, B € C|z]
que cumplen

1. A y B no son ambos cero.

10



2. A tiene grado a lo mdas m — 1 y B tiene grado a lo mas [ — 1.

3. Af + Bg = 0.

Corolario 1.2.2. Sean f,g como en el Lema 1.2.1 y escribimos
f=az + .. +ag

g="byp2" + ...+ bo.

Existen A, B como en el Lema 1.2.1 si y solo si el siguiente sistema de ecuaciones tiene
solucion no nula,

a;Cm—1 + bmdl—l =0
A1Cm—2 + Q—1Cm—1 + bypdi—2 + by 1dj—1 = 0

WCm— + oo T Qg 1Cm1 T Opdip + o+ by g1 =0 |

a1Cy + agCy + b1d0 + bodl =0
apgCo + bodo =0

CON Coy vy Crn—1, dg, ..., dj_1 indeterminadas.

Demostracion. Por un lado, dados A, B como en el lema 1.2.1, podemos escribir
A=c, 12" 4+ .. +¢
B=di_12"7" + ...+ d.

Luego, a partir de Af + Bg = 0 con las notaciones anteriores se obtiene el sistema

A1Cm—1 + bndi—1 = 0 (coeficiente de z™+=1)
Cm—9 + A _1Cpm—1 + budi_o + by 1dy_1 = 0 (coeficiente de z™+~2)

W Cm—k + o F Qg 1Cm—1 + bdi_k + ... + by 1di—1 = 0 (coeficiente de zm+l_k)

aico + apcy + bidy + body = 0 (coeficiente de z!)

aoco + body = 0 (coeficiente de 2z°)
Por ende, dada la existencia de A y B, este sistema tiene solucién, que es no nula porque
A, B no son ambos nulos.

Por otro lado, si el sistema tiene solucién no nula, la denotamos (¢, ..., ¢p_1,do, ..., d1—1) ¥
podemos definir los polinomios

—_— 71 o~
A=c,_12" "+ ...+

B=d 2 + ... +do.

Asi, se tiene que A, B no son ambos nulos, con grado de A a lo mas m — 1, grado de B a
lo mas [ — 1 y cumpliendo Af + Bg = 0, ya que al desarrollar esta expresion se obtiene el
sistema anterior. O

11



Como sabemos por algebra lineal que el sistema del corolario anterior tiene solucion si y
s6lo si el determinante de la matriz del sistema es nulo; realizamos la siguiente definicion.

Definicién 1.2.3. Sean f, g € C|z] de grado positivo. Escribimos
f= ap?! + ...+ q.

g="0byz" + ...+ by,.

Luego, definimos la resultante de f y g, denotada res(f, g) como

Qo bo
ay Qo b1 b()
o Q1 . bg bl
ao : " . bo
res(f,g) = det Lo Loy :
aj bm
a; bm
a; bm

donde los espacios en blanco son ceros y las primeras m columnas se forman con los coefi-
cientes de f y las siguienes [ columnas se forman con los coeficientes de g. Es decir, es el
determinante de una matriz (m +[) x (m + [) formada con los coeficientes de f y g.

Esta matriz es llamada matriz de Sylvester.

Lema 1.2.4. Dados f,g € C(2), se tiene que res(f,g) es un polinomio con coeficientes
en C evaluado en los coeficientes de f y g. Ademds, f, g tienen un divisor comin no constante
siy solo sires(f,g) =0

Demostracion. Recordemos que la expresion clésica para el determinante de A = (a;;)1<ij<n
una matriz n X n es

Z sgn(a)ah,(l) T A20(2) T e Gno(n);

o permutacién de {1,...,n}

donde sgn es la funcién signo que toma el valor 1 para permutaciones pares y -1 para per-
mutaciones impares. Luego, los coeficientes del determinante son enteros. Ademas, res(f, g)
es un polinomio que tiene por entradas los coeficientes de f y g.

Para la segunda parte, notemos que el resultante es cero si y sélo si la matriz de Sylevester
para f y g tiene determinante cero. Esto tltimo ocurre si y sélo si el sistema de ecuaciones
del Corolario 1.2.2 tiene solucién no nula. Como esto ultimo es equivalente a la existencia
de Ay B como en el Lema 1.2.1 (probado en el Cororlario 1.2.2); la conclusién se obtiene
por lo probado en este Lema. O

12



Ejemplo: Los polinomios 23 +x — 1y 22% + 3z + 7 no tienen factores comunes. Esto pues,

1 0 200
0 1 320

res(z® +ao —1,222 +3x+7)=det | 1 0 7 3 2| =159#0.
-1 1 07 3
0 -1 00 7

Para esta tesis es fundamental el siguiente lema

Lema 1.2.5. res(f,g) es una relacion diofantina sobre C(z)

Demostracion. Por el Lema 1.2.4, sabemos que la resultante es un polinomio con coeficientes
en C. Por ende, la resultante es diofantina. n

1.3. Curva eliptica de Denef

Vamos a definir una curva eliptica especial y exponer un par de propiedades para ella
demostradas por Denef en [4].
Recordemos que las curvas elipticas sobre Q tienen una operacién de grupo conmutativo
denotada “+ 7 con neutro el punto al infinito 0. Dado P punto de la curva eliptica, deno-
taremos m - P a la suma de P repetida m veces.
Es un hecho conocido que si el j invariante de una curva eliptica definida sobre Q no es
entero, entonces esa curva no tiene multiplicacién compleja, por lo que los tinicos mapeos
C-racionales de E' en E que fijan el 0 de E son P — m- P. Asi, sea E, curva eliptica definida
sobre Q sin multiplicacién compleja con ecuacién y? = x3 + ax + b (se puede verificar que
existen curvas que cumplen esto en [12]) y asociemos a ella la curva eliptica E de ecuacién

(2> +az+by? =2 +ar +0b

definida sobre Q(z) (esta curva se puede pensar también como superficie eliptica sobre Q).
Tenemos que el punto (z, 1) es pertenece a E. Denotamos P, = (z,1). Como C es de carac-
teristica 0 tenemos que

Lema 1.3.1. El punto P, es de orden infinito y genera el grupo E(C(z)) salvo puntos de
torsion (que tienen orden 2).

Demostracion. Lema 3.1 de [4]. O

Denotando P, = (z,,y,) = n - P; tenemos que

Lema 1.3.2. Para cualquier n entero no nulo tenemos que :7” —n toma el valor cero al
n
nfinito.

Demostracion. Lema 3.2 de [4]. O
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1.4. Alturas

En esta seccion veremos algunas propiedades de las alturas que seran utilizadas mas ade-
lante, para una visién més detallada se puede revisar [7] y [L0].

Nuestro objetivo es utilizar alturas para entender el crecimiento del grado de funciones
racionales. Para eso veamos primero cémo extendemos el grado de los polinomios a f € C(z)

1.4.1. Grado de funciones racionales

Existen distintas maneras de extender la definicion de grado desde polinomios a funciones
racionales. En este caso tendremos la siguiente definicién para el grado.

Definicién 1.4.1. Para f € C(z) diremos que deg(f) es el grado del mapeo f : P! — P!
inducido por f.

En el caso de funciones racionales esta definicién se corresponde con el maximo entre los
grados de numerador y denominador de f.
Algunas propiedades del grado son las siguientes

1. Las constantes tienen grado 0, incluso para f = 0.

2. Si g € CJz] es no constante, entonces deg(g) coincide con la definicién usual del grado
de los polinomios, pues el grado del denominador seria 0.

Para f € C(z) consideramos Pole(f) como el divisor de polos de f, que es la suma de las
multiplicidades de cada polo. Asi, tenemos la siguiente igualdad.

Lema 1.4.2. Si f € C(z), se tiene que deg(f) = deg Pole(f).

Demostracion. Sea f(z) = P(z)/Q(z), con P(z),Q(z) polinomios coprimos.

Asi, deg(f) = max{deg(P),deg(Q)}.

Para calcular el divisor de polos necesitamos la version homogénea de f. Como el grado del di-
visor de polos es la multiplicidad de cada polo tenemos que deg Pole(f) = max{deg P, deg Q},
pues este maximo es el grado de la version homogénea.

Por ende, deg(f) = degPole(f). O

1.4.2. Altura candnica

El siguiente teorema se encuentra en [10] pagina 106.

Teorema 1.4.3. Para cualquier clase de divisores ¢ € Pic(A), la altura h. es cuasi-
cuadrdtica. Fristen una unica forma cuadrdtica q. y una unica forma lineal l. tales que

he =q.+ 1.+ O(1)

Si ¢ es par, entonces I, = 0.
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En este teorema, Pic(A) es el grupo de Picard de A variedad abeliana. Para mas detalles
revisar [10].
Este teorema es similar al caso planteado en [7] pagina 199 (que sélo sirve para cuerpos de
nimeros).
En la misma pagina 106 de [10] se define la altura canénica (altura Néron-Tate) asociada a
¢ como ¢, + ..
De este modo, podemos afirmar que

Lema 1.4.4. Dada E una curva eliptica sobre Q(z) y Py punto racional. Denotamos h
a la altura canénica. Considerando P, =n- P, = Py + ...+ P, (n veces), se tiene que

h(P,) ~ cn?

Demostracion. Tenemos que h(P,) = q.(P,) + l.(P,) y como son formas cuadrética y lineal
respectivamente tenemos que h(P,) ~ n?h(P;) + O(n). Considerando ¢ = h(P;) se deduce
que h(P,) ~ cn?. O

1.4.3. Altura en C(z)

€ C(z) con a, b polinomios coprimos se
: 1] = [a : b]. En la pdgina 62 de [10] se
como

Notemos primero que una funcion racional f =
puede entender como un punto en ]P’}C(Z) dado por |

— <Ifoe

define la altura H para un punto P = [a : b] € P(lc(z
H(P) = | [ méx{lal,, |ol,}.
P

En esta definicién, | - |, es el valor absoluto asociado al divisor racional primo p, se puede
ver [10], a partir de la pagina 21.
Aplicando logaritmo obtenemos la altura h dada por

hey =) méx{u.(a), v.(0)},

zePé

donde v, son los valores absolutos asociados a | - 5.
Luego, tenemos el siguiente lema

Lema 1.4.5. Dada f € C(z), tenemos que h[p)ql:( )(f) = deg(f)

Demostracion. Tenemos el siguiente célculo,
oty (1) = ey [ ) = 3 mi(a), 0-(0)
2€P¢

= Z max{v(a),v.(b)} + max{ve(a), v (b)}

zeC

= deg(a) + deg(b) + méx{— deg(a), — deg(b)} = max{deg(a),deg(b)}.
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Como a,b son coprimos tenemos que v,(a),v,(b) no pueden ser ambos no nulos para cada
z € C. Luego, si v,(a) o v,(b) son no nulos es porque z es raiz del polinomio y asi, al sumar
sobre z € C se recorren todas las raices y se obtiene el grado, de ahi que la tltima igualdad
se cumple.

Por la definicién de vy, se tiene que méx{ve(a), voo(b)} = méx{— deg(a), — deg(b)}. O

Luego, (ver pagina 77 de [10]) podemos definir para ¢ : X — P!, con X/C(z) curva suave
proyectiva, la altura para un punto P € X como

he(P) = hpy  ((P)).

Finalmente, si asociamos un divisor D a ¢ : X — P! de modo que D = ¢*(00) (ver pagina
88 de [10]), podemos definir la siguiente altura

ho(P) = hy(P).

1
C(t)

Asi, tenemos el siguiente lema

Lema 1.4.6. Sean ¢, : X — P! morfismos no constantes de grados m,n, respectiva-
mente. Luego,

ho(P) ~ =y (P).

Demostracion. Denotando D = ¢*(00) y C' = 1)*(00) tenemos que hp = hy, y he = hy. Por
el corolario 3.3.5 de [10], se deduce que hy,(P) ~ Zhy(P). O

1.5. Dimension Diofantina

La dimensién diofantina es clave para las demostraciones por contradiccién que se realizan
en los capitulos siguientes. Introduzcamos primero una notacion.

Definicién 1.5.1. Para D C C(z) y a > 0, definimos D, = {f € D : deg(f) < a}.

Podemos notar que C(z), es una variedad algebraica sobre C. Esto pues, C(z), son las
fracciones de polinomios coprimos con grado a lo mas «, asi que considerando los coeficientes
se tiene la estructura de variedad.

Denotaremos la dimensién diofantina de D C C(z) por ddim(D) y se define como sigue

Definicién 1.5.2. La dimension diofantina de D C C(z) es el d € {—1,0,1,2,...,00}
mas pequeno tal que para cada a > 0, el conjunto D, esta contenido en una unién numerable
de subvariedades de C(z), definidas sobre C con dimensién menor o igual que d.

Ejemplos:
1. ddim(D) = —1 siy s6lo si D = 0.
Por un lado, como () C @) y como dim () = —1, tenemos que ddim(f)) = —1.
Por otro lado, si ddim(D) = —1 tenemos que D estd contenido en una unién numerable

de conjuntos vacios, pues es la tinica variedad con dimension -1, es decir, D C (). Esto
implica que D = ().
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2. ddim(D) = 0 si y s6lo si D es numerable.
Si ddim(D) = 0 entonces D esta contenido en una unién numerable de conjuntos
finitos, lo cual implica que D es numerable.
Si D es numerable, podemos escribir D = {d,, € D : n € N} y por ende, D C U,en{d,}.
Asi, ddim(D) = 0.

3. ddim({\z¢: N e C,d e Z}) = 1.
Notemos primero que {\z¢ : A € C,d € Z}, es no numerable, pues para cada n < «,
con n € Z la cardinalidad depende de los coeficientes, que son complejos. Por ende,
{\z4: X € C,d € Z}, no se puede contener en una unién numerable de subvariedades
de dimensién 0 (que son finitas).
Como para d € Z fijo, el conjunto {\z?: A € C} tiene dimensién 1, podemos contener
{\z4: X e C,d € Z}, en una unién numerable de subvariedades de dimensién 1 de la
forma {\z?: X\ € C} para d € Z fijo (incluso finita al considerar los d < o, con d € Z).
Por ende, ddim({\z?: X\ € C,d € Z}) = 1.

4. ddim(Clz]) = o0
Notemos primero que C[z]; = {A\1z+ X\ : \; € C}. Como es un conjunto no numerable
no se puede contener con subvariedades de dimensién 0. Las subvariedades de dimensién
1 tendrian fijo uno de los coeficientes, por lo que sigue siendo no numerable. Asi, como
C[z]; tiene dimensién 2, se concluye que C|z]; estd contenido en una unién numerable
con dimensiéon menor o igual a 2.
Para un « fijo se puede repetir el mismo argumento que en C[z]; y concluir que C[z] |4
estd contenido en una unién numerable de subvariedades de dimension a lo méas [a] y
que no se puede contener con dimensién |a| — 1.
Como la definicién requiere que « sea cualquiera, se concluye que ddim(C[z]) = co.

1.6. Un conjunto no diofantino sobre C(z)

En esta seccion veremos el resultado que se busca extender en esta tesis. Se puede revisar
con mas detalle en [5].
En el trabajo de Garcia-Fritz, Pastén y Pheidas; se considera un cuerpo no numerable grande
(large) de caracteristica 0. En nuestro caso, lo reduciremos a C, que cumple con estas tres
condiciones. Ademas, la extension del grado para las funciones racionales que utilizan es la
que mencionamos en la secciéon 1.5 de esta tesis.
El siguiente teorema es el resultado principal de Kollar en [9]; escrito en una forma menos

general, pero mas sencilla de usar en el contexto de C(z) que se puede revisar en [5].

Teorema 1.6.1. Sea D C C(z) un subconjunto diofantino sobre C(z). St ddim(D) = oo,
entonces existe a > 0, P, € SYPY(C) y r > 1 tal que para todo m > 1 se tiene

P, + 1 - S™P' C Poley (D)

en Sotrmpl,
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Aqui S°P! es la potencia simétrica de P! y Pole,(D) = {Pole(f) : deg(f) = ¢}; para més
detalles ver [5].

Los siguientes resultados se encuentran en [5] con su correspondiente demostracion.

Lema 1.6.2. Sea D C C(z) subconjunto diofantino sobre C(z). Si ddim(D) = oo, en-
tonces el conjunto {deg(f) : f € D} contiene una progresion aritmética infinita.
Demostracion. Corolario 4.2 de [5]. O

Teorema 1.6.3. Sea E curva eliptica sobre Q(z) definida por la ecuacion de Weierstrass
y? = 2®+ zzx+1 y fijamos el punto Q(z)—racional P, = (z,y) = (0,1). Para cadan € Z sea
P, =n-P yparan # 0 definimos x,,y, € Q(z) como P, = (x,,y,). Entonces tenemos lo
siguiente:

1. Paran # 0 tenemos la férmula asintdtica deg(z,) ~ n*/2.

2. Para todo cuerpo K de caracteristica 0, el conjunto de los puntos K(z)—racionales de
E es{P,:necZ}.

Demostracion. Lema 4.3 de [5]. O

Como corolario del teorema 1.6.3 se tiene lo siguiente, al considerar los x,,.

Teorema 1.6.4. Sea K cuerpo de caracteristica 0. Existe un conjunto D C K(z) dio-
fantino sobre K(z) cumpliendo que el conjunto {deg(f) : f € D} C N estd formado por una
secuencia de crecimiento cuadratico.

O

Demostracion. Corolario 4.4 de [5].
Con todo esto tenemos las herramientas para ver la demostracion del teorema 1.8 de [5]
que escribimos aqui.

Teorema 1.6.5. El conjunto

Deg = {(f,g) € C(2)* : deg(f) = deg(g)}

es no diofantino sobre C(z).

Demostracion. Supongamos por contradiccion que Deg es diofantino sobre C(z). Sea D como
en el Teorema 1.6.4 con K = C. Luego,

D' ={fe€C(z):3g € D,deg(f) = deg(g)}

es diofantino sobre C(z), pues D y Deg lo son.

Por un lado, como {deg(g) : g € D} tiene crecimiento cuadrético, este conjunto no contiene
una progresion aritmética infinita. Asi, por el Lema 1.6.2, ddim(D’) es finita.

Por otro lado, como {deg(g) : ¢ € D} es un subconjunto infinito de N y como D’ es unién
de {f € C(z) : deg(f) = n} para n € {deg(g) : g € D}; tenemos que ddim(D’) = occ.

Esto es una contradiccion, por lo que Deg es no diofantino sobre C(z). O

El mismo esquema de demostracion utilizado aqui es el que usaremos en los capitulos
posteriores.
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Capitulo 2

Lemas previos y notaciones

En este capitulo vamos a ver algunos resultados que nos van a permitir trabajar en casos
concretos para los préximos capitulos.
En primer lugar, vamos a considerar N = {0,1,2,3,...,n,...} y C(z) el cuerpo de funciones
racionales. Asi,
P(z)
Q(z)’
con P(z),Q(z) € C|z] coprimos y Q(z) no es el polinomio nulo.
En segundo lugar, el lenguaje utilizado en esta tesis es el lenguaje de anillos conmutativos
con unidad ({=,+,-,0,1}), junto con z como trascendente sobre el anillo correspondiente,
la cual representard a la variable. Asi, £ = {=,+,-,0,1, z}.
Finalmente, de aqui en adelante vamos a considerar conjuntos diofantinos sobre C(z) y no
lo repetiremos en cada ocasion.

feCz) = flz) =

2.1. ;Por qué Q[z,y] y no Clz,y|?

La siguiente definicion busca generalizar el resultado del Teorema 1.6.5.

Definicién 2.1.1. Dado G € Clz,y| definimos
Ac ={(f,9) € C(2)* : G(deg f,deg g) = 0}.

Asi, el conjunto Deg = {(f,g) € C(2)? : deg(f) = deg(g)}, se escribe como Ag C C(z)?
para G(z,y) =z —y.
Vamos a analizar si este tipo de conjuntos son o no son diofantinos. Para esto, a lo largo de
esta seccion, vamos a definir conceptos y notaciones utilizados en esta tesis, y a demostrar
lemas que usaremos en las secciones posteriores. Ademas, vamos a justificar el porqué en las
secciones siguientes pasamos de G € Clz,y| a G € Q[z, y].

Como los grados de los elementos en C(z) son siempre naturales, el siguiente concepto se
repite en las demostraciones de esta tesis.
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Definicién 2.1.2. Diremos que (m,n) € C? es solucion natural de G(z,y) € Clz,y] siy
sélo st G(m,n) =0y m,n € N.

El siguiente lema nos permite concluir que ciertos Ag son diofantinos, para gran parte
de los G(z,y) € Clz,y].

Lema 2.1.3. Sea G(z,y) € Clz,y]. Si G tiene a lo mds finitas soluciones naturales
entonces Ag es diofantino.

Demostracion. Si f,g € C(z) tenemos que, como deg f,degg € N, nos interesa conocer las
soluciones naturales de G(z,y) = 0. Luego, para cada solucién natural (m,n) = (deg f, deg g)
tenemos el conjunto

Ay ={(f,9) € C(2)* 1 deg f =m Ndegg = n}
={(f,9) € C(2)*: 3co, ..., cm,do, ..., dp, € C
(2™ + ..+ do) f = 2™ + .+ o A res(cmz™ + oo+ coy dn2™ + ...+ dp) #0)
A (Jag, .., n, by, ..., by, € C
(bpz" + ..bg)g = anz™ + ... +ag A res(a,z" + ... + ag, b 2" + ... + by) #0)}

que es diofantino por Lema 1.1.8, Lema 1.2.5 y Lema 1.1.9. Luego, si (mq,n1), ..., (mg, ng)
son las finitas soluciones naturales de G’ tenemos que

k
AG - U A(mj,nj)a
j=1
que al ser union finita de conjuntos diofantinos es diofantino por Corolario 1.1.5. n

Utilizaremos la siguiente notacion, con (-,-) el maximo comun divisor de Z:

Notacion 2.1.4. Si a,a; € Q, definimos p,, q., pi, ¢; € Z de modo que

S

1.a="2ya; =L conq,,q #0.

a q;’

b

2. (ParGa) =1y (pi,qs) = 1.

3. Sia,a; <0 entonces, pa,pi <0V qu,q > 0.

Es decir, esta notacién nos permite escribir la fraccion reducida correspondiente a cada
racional.

La siguiente definicién es 1til para quedarnos solamente con los G(z,y) € Q[z,y].

Definicién 2.1.5. Dado G € Clz,y|, sea K/Q el cuerpo generado por los coeficientes
de G y sea B base de K sobre Q (como espacio vectorial). Denotamos r = |B|. Definimos
Gy (z,y) € Q[z,y| para cada ¢; € B con i € {1,...,r} de modo que

G(z,y) = Gy (z,9)q1 + ... + Gy, (z,Y)q,.
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Notemos que r < 0o, porque los coeficientes del polinomio son finitos. Tenemos asi el
siguiente lema.

Lema 2.1.6. Sea G € C[z,y|. Con la notacidn de la definicion 2.1.5, si existe q € B tal
que Gy(z,y) = 0 tiene a lo mds finitas soluciones naturales, entonces A es diofantino.

Demostracion. Consideremos B como en la Definicion 2.1.5.

Para f, g € C(z) tenemos que (deg f,deg g) € N* y de ahi que G(deg f,deg g) es una combi-
nacion lineal en Q de los elementos de B. Luego, G(deg f,degg) = 0 < G, (deg f,degg) =0
para todo g € B, por la independencia lineal sobre Q.

Asi, si existe ¢ € B con a lo mas finitas soluciones naturales, tenemos que las soluciones
naturales de G(z,y) = 0 son a lo mas las soluciones naturales de G4(x,y) = 0.

Por Lema 2.1.3 se concluye que Ag es diofantino. O]

Veamos un ejemplo concreto.
Ejemplo: Sea

G(z,y) = (54 3i — 2VB)x + (9 — 20 — 5v5 4 3v3)y € Clz, y).

En este caso tenemos que {1,1, V5, \/§} es un conjunto de elementos linealmente indepen-
dientes sobre Q y que los coeficientes de G(z,y) estan contenidos en Q(7, /3, v/5). Podemos
escribir lo siguiente:

G(z,y) = (5 +9y) - 1 + 3z — 2y)i + (—2z — 5y)V/5 + (3y) V3.

Asi, por ejemplo, G\/g(x7 y) = —2x — 5.
Luego, como vamos a evaluar en pares naturales, se tiene que

5deg f+9degg=0 A
3deg f —2degg=0 A
—2deg f —bdegg=0 A

3degg =20

G(deg f,degg) =0 <

Con esta equivalencia, pasamos de un polinomio con coeficientes complejos, a finitos polino-
mios con coeficientes racionales (que deben ser todos anulados simultdneamente). La tnica
solucién natural en este caso seria (0,0).

En el Lema 3.0.2 tenemos soluciones naturales infinitas (Una de las coordenadas de
(f,g) € C(2)? queda libre) descritas de forma diofantina.

Por el Lema 2.1.6, si A es no diofantino entonces todos los G,(x,y) (como en Definicién
2.1.5) tienen infinitas soluciones naturales, que ademds son comunes entre ellos. Asi, que un
conjunto Ag sea diofantino o no diofantino, depende de si es posible describir las soluciones
de los G,(x,y) = 0 de forma diofantina o no. Es decir, si las soluciones comunes se pueden
escribir de forma diofantina, entonces el conjunto Ag es diofantino. Mientras que si las
soluciones comunes no se pueden escribir de forma diofantina, se puede adaptar la misma
demostracién que prueba que no se pueden escribir de forma diofantina para los G|,.

Nos centraremos en G(z,y) € Q[z, y] porque nos basta con saber las soluciones de los finitos
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polinomios que obtenemos seguin la Definicién 2.1.5.

La idea original era que a lo méas finitas soluciones naturales implican diofantino e infinitas
soluciones naturales implican no diofantino, dados los resultados (ver Lema 3.0.2) lo correcto
deberia ser la siguiente conjetura

Conjetura 2.1. Dado G(x,y) € Clz,y| se tiene que

1. Si G(x,y) = 0 tiene a lo mds finitas soluciones o si las infinitas soluciones estan dadas
por una coordenada fija y la otra libre, entonces Ag es diofantino.

2. En otro caso, Ag es no diofantino.

En el capitulo 5 se comenta un poco més esta idea.
En los capitulos siguientes; para probar que un conjunto Ag, con G(z,y) € Q[z,y], es
no diofantino; vamos a asumir que es diofantino y veremos que las infinitas soluciones a
G(z,y) = 0, forman con sus grados una secuencia infinita de crecimiento al menos cuadratico,
y concluiremos la contradiccion con los siguientes dos lemas.

Lema 2.1.7. Sea {r; : i € N} C N subconjunto infinito. Sea D = {f € C(z) : Ji,deg f =
ri}. Entonces, ddim(D) = co.

Demostracion. Para cada r; fijo tenemos que {f € C(z) : deg f = r;} tiene dimensién 2r; + 1
y no es posible contenerlo en una unién numerable de subvariedades con dimensiéon a lo
mas 2r;, porque esta dimensién nos deja libre un coeficiente de f que, al tomar valores en
C, tiene no numerables posibilidades. Luego, si para « fijo se tiene que D, = {f € C(z) :
deg f =7 V.. Vdegf =r,}, entonces Dy se puede contener en una unién numerable de
subvariedades de dimensién a lo mas 2r,, + 1 y no menos.

Como los grados de los elementos de D son infinitos se tiene que ddim(D) = oo. O

Lema 2.1.8. Sea D C C(z). Si {deg f : f € D} forma una secuencia de crecimiento al
menos cuadrdtico, entonces ddim(D) < oo.

Demostracion. Notemos que si {deg f : f € D} forma una secuencia de crecimiento al menos
cuadratico, entonces no es posible que contenga una progresién aritmética. Por Lema 1.6.2
se deduce que ddim(D) < oo. O

2.2. Conjuntos diofantinos con condiciones de congruen-
cia para el grado
En esta seccién demostraremos que dados enteros positivos a, k, existe un conjunto dio-
fantino D¥ C C(z) tal que para cada f € DF se cumple que deg f = k (a).

Con este objetivo, consideremos la curva eliptica sobre Q(z) de la seccién 1.3 con a =b =1
(se puede verificar en [12] que cumple con lo pedido por Denef)

E: (P +z+1)yy =2+ +1

Definimos a partir de P, = (z,1) el punto P, como P, = (z,,y,) =n - P;.
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Lema 2.2.1. Eriste ¢ > 0 tal que deg(x,) ~ cn?

Demostracién. Por Lema 1.4.4 se tiene que h(P,) ~ cn® Como P, = (x,,y,) se tiene que
deg(x,) ~ cn?. O

Definimos f, = 572 para la cual tenemos el siguiente resultado.
Lema 2.2.2. FEziste una constante d > 0 tal que deg(x,) ~ d - deg(f,)

Demostracién. Definimos f : E — P! como f(z,y) = Zye: B P! como la funcién
coordenada z. Asi, o(Tn,Yn) = Tn ¥ f(@n,yn) = fa. Luego, por las definiciones dadas en la
subseccién 1.4.3 tenemos que

(‘P(xm yn)) = h@ (xn: yn)

(f(xm yn)) = hf(xnu yn)

Se concluye por el Lema 1.4.6 que deg(z,) ~ d - deg(f,) con d la fraccién de los grados de
los morfismos ¢, f. O

deg(a,) = hiy

deg(fn) = hp:

C(z)

Lema 2.2.3. deg(x,) = deg(2yy,)

Demostracion. Por Lema 1.3.2; tenemos que, para cualquier n no nulo, f,, —n toma el valor
cero en el infinito, de donde deducimos que el denominador de f,, —n tiene grado mayor que
su numerador. Luego, como

Ty Ty — N2Yn
fomn= 2t o= TR
2Yn ZYn,

se tiene que deg(z, — nzy,) < deg(zy,). Asi, deg(z,) = deg(nzy,) = deg(zy,), pues es
necesario que los términos de mayor grado se cancelen en la resta. O

Lema 2.2.4. Para todo n > 1 se tiene que y,(1) # 0.
Demostracion. Supongamos por contradiccién que y,(1) = 0 para algin n. Asi,
0=(2"+ 2+ Dyp(1) = z,(1) + za(1) + L.

Como P, es un C(z)—punto racional (Lema 1.3.1) tenemos que z,(1) € Q, pero como
2% + 2 + 1 es irreducible en Q, esto no es posible. Por lo tanto, v, # 0 para cualquier n. [

Lema 2.2.5. Dado a entero positivo y k € {0,...,a — 1} existe un conjunto D¥ C C(z)
diofantino sobre C(z) tal que {deg f : f € DF} estd formado por una secuencia de crecimiento
cuadrdtico, cuyos elementos cumplen que deg f =k (a).

Demostracion. Los puntos (z,,y,) definidos en esta seccién se obtienen de forma diofantina,
por lo que F = {f, : n > 1} es diofantino. Asi, definimos D* = {g € C(2) : 3f, € F : g =
gn = 4z — 1)*} el cual es diofantino, pues tomar potencia y multiplicar lo es (z es parte
del lenguaje).
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Luego, tenemos que, por Lema 2.2.3 y Lema 2.2.4, deg(g,) = adeg(f,) + k. Esto pues, al no
tener polo en 1, (z — 1) no reduce el grado, sino que se suma completamente y, al tener igual
grado en numerador y denominador para f,, el grado de g, es el grado del numerador.

Por Lema 2.2.1 y Lema 2.2.2 tenemos que deg(g,) ~ ganQ. Asi, la secuencia de los grados
forma una secuencia de crecimiento cuadratico.

Por tltimo, tenemos que deg(g,) = adeg(f,) + k =k (a).

Por lo tanto, D* cumple con todo lo pedido. O
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Capitulo 3

Grado 1

En este capitulo vamos a ver los casos en que Ag es diofantino o no diofantino para
deg G = 1. El resultado es el siguiente.

Teorema 3.0.1. Sea G € Q[z,y| de grado 1.
Escribimos G(x,y) = ax + by + ¢; con a,b,c € Q tales que a # 0 6 b # 0. Asi,

1. Sib=0 6 a =0 entonces Ag es diofantino.

Consideremos ahora a # 0 y b # 0.
2. Sea c = 0.

a) Si —g < 0 entonces Ag es diofantino.

b) Si —% >0 entonces Ag es no diofantino.
3. Sea ¢ # 0.

a) Si —% < 0 entonces Ag es diofantino.

b) Si —¢ > 0, se tiene que Ag es no diofantino si y solo si bk 4+ c = 0 (a) tiene
solucion k € {0, ...,a — 1}.

Vamos a ver cada caso por separado. Fijamos G(z,y) € Q[z,y], G(z,y) = ax + by + c.

Lema 3.0.2. Si b= 0, entonces Ag es diofantino.

Demostracion. Con b = 0 tenemos que G(z,y) = ax + ¢. Luego, notemos que

G(deg f,degg) = 0 = deg f = —g.

Como deg f es natural, si —< ¢ N entonces Ag = 0, y por ende es diofantino (Lema 1.1.3).

Por otro lado, si —¢ = n € N entonces g puede ser cualquier elemento de C(z) (pues su
grado queda libre) y
Fo 2+ 4o

N dn2n+ +d0,
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sin factores comunes entre numerador y denominador, y con ¢, # 0 6 d,, # 0. Entonces,
considerando n = —£, tenemos lo siguiente

Ag ={(f,9) € C(2) | G(deg f,degg) = 0}
={(f,9) € C(2) | Jen,....c0,dn,...,do € C (((dpz" + ... +do)f = cp2" + ... + o) A
A (res(d,z"+ ...+ do,cp2" + ...+ ¢co) Z0) A (c, Z0V d, #0))},

el cual es diofantino por Lema 1.1.8, Lema 1.1.9 y por Lema 1.2.5. O]

De aqui en adelante, dentro de este capitulo, vamos a considerar para todos los lemas
que a # 0y b#0.
Ademas, notemos que basta con considerar a, b, c € Z. Esto pues podemos escribir los coefi-

cientes con la Notacion 2.1.4, obteniendo a = Zﬁ, b= Z—:, c= %, y de ahi que
a c

Pa P De
—deg f + q—: degg + “ 0 < pagrqc deg f + prgaqe deg g + peqaqy = 0.

a Cc

Por ende, basta con ver el caso en que a,b,¢ € Z con (a,b,c) = 1, pues las soluciones no
cambian al simplificar la ecuacion.

Para los Lemas 3.0.3, 3.0.4, 3.0.5 y 3.0.6 vamos a considerar sin pérdida de generalidad
que a > 0.

Lema 3.0.3. Sic=0y —g < 0 entonces Ag es diofantino.

Demostracion. Con ¢ = 0 tenemos que G(x,y) = ax + by = 0 y asi,
b
G(deg f,degg) =0 = adeg f + bdegg =0=deg f = ——degg.
a

Dado esto, como deg f, deg g son naturales y —g < 0, no puede existir una solucién natural.
Por ende, Ag = () que es diofantino por Lema 1.1.3. O

Lema 3.0.4. Sic=0y —2 > 0 entonces Ag es no diofantino.

Demostracion. Sea ¢ = 0y —g > (. Supongamos por contradiccién que Ag es diofantino.
Sean, sin pérdida de generalidad, a > 0 y b < 0. Sea D como en Teorema 1.6.4 (diofantino
y con los grados de sus elementos formando una secuencia de crecimiento cuadratico) y
definimos D* para el coeficiente a como

D*={g€C(z):3h € D,g=h"},

el cual es diofantino pues D lo es y, como a > 0 esta fijo, la potencia también lo es.

Sea D' ={f € C(2) : dg € D% adeg f +bdeg g = 0}, el cual es diofantino (pues D* y G son
diofantinos).

Como a|degg para g € D®, escribiendo degg = ak (k = degh para h € D), tenemos que
D" = {f € C(z) : deg f = —bk}. Asi, como el crecimiento de k es al menos cuadrético,
entonces el crecimiento de deg f, con f € D', también es al menos cuadratico. Por Lema
2.1.8 tenemos que ddim(D') < oc.
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Pero, por otro lado, como a| deg g tenemos que {deg f : f € D’} es un subconjunto infinito

de N, por lo que ddim(D") = oo usando el Lema 2.1.7. Esto es una contradiccién.

Por ende, si —g > 0 entonces Ag = {(f,g) € C(2)?: adeg f + bdegg = 0} es no diofantino.
]

Lema 3.0.5. Sic# 0 y —3 <0 entonces Ag es diofantino.

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a,b > 0.

Si —c < 0 entonces G(z,y) = 0 determina una recta de pendiente negativa y coeficiente
de posicién negativo, es decir, no existen soluciones naturales para G(z,y) = 0. Por lo que
Ac = 0, que es diofantino por el Lema 1.1.3.

Si —c¢ > 0 s6lo hay finitos naturales m para los cuales (m,n) podria ser solucién natural de
G(z,y) = 0. Asi, para cadam € {m € N: 0 <m < —£} hay que ver si y = == € N o0 no.
Si no tenemos soluciones naturales por, Lema 1.1.3, se concluye que Ag es diofantino y si
tenemos (como serfan finitas), por Lema 2.1.3, se concluye que Ag es diofantino. Por lo tanto;
si —3 <0y c#0, entonces Ag es diofantino. m

Lema 3.0.6. Sic # 0y —% > 0, se tiene que Ag es no diofantino si y solo si bk+c = 0 (a)
tiene solucion k € {0,...,a — 1}.

Demostracion. Si bk + ¢ =0 (a) no tiene solucién, entonces no tenemos soluciones naturales
para G(z,y) = 0 y por 1.1.3 se deduce que Ag es diofantino.
Si bk + ¢ = 0 (a) tiene solucién, vamos a razonar por contradiccién. Supongamos que para
c# 0y —% >0, el conjunto Ag es diofantino. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
a>0yb<0. Seak € {0,...,a— 1} tal que bk + ¢ = 0(a). Sea D* como en el Lema 2.2.5.
Definimos

D' ={f€C(z):3g € D¥ adeg f +bdegg + c =0},

que es diofantino pues Ag y D¥ lo son.

Por un lado, como deg g, con g € D¥, crece al menos cuadraticamente, entonces deg f, con
f € D', crece al menos cuadréticamente. Asi, por Lema 2.1.8, tenemos que ddim(D") < oo.
Por otro lado, como |[{degg : g € D*}| = oo, tenemos que |{deg f : f € D'}| = oo, ya que
por cada g € D* se tiene un f € D. Asi, por Lema 2.1.7, tenemos que ddim(D’) = occ. Esto
es una contradiccion.

Por lo tanto; si —% > 0, entonces Ag = {(f,g) € C(2)* : adeg f + bdegg + ¢ = 0} no es
diofantino. O]

Juntando los lemas de este capitulo tenemos la demostracién del teorema 3.0.1.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.0.1. Consideremos G € Q[z,y] de grado 1, escrito
G(z,y) = ax + by + ¢; con a,b,c € Q tales que a # 0 6 b # 0. Vamos punto por punto.

1. Por el lema 3.0.2 tenemos el caso b = 0. Si a = 0 se obtiene el mismo resultado que en

. n . .
el lema 3.0.2, considerando f € C(z) y g = 573 (es el mismo razonamiento pues

no se utiliza de forma significativa si la variable es x o y).

2. El caso (a) es por el lema 3.0.3 y el caso (b) es por el lema 3.0.4.
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3. El caso (a) es por el lema 3.0.5 y el caso (b) es por el lema 3.0.6
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Capitulo 4

Grado 2

En esta seccién demostraremos para cudles G(x,y) € Q|x,y] de grado 2 nuestro conjunto
Ag es diofantino o es no diofantino. El teorema de esta seccion es el siguiente.

Teorema 4.0.1. Sea G(x,y) € Q[z,y| de grado 2.
Escribimos G(z,y) = asx? + asxy + azy® + asx + ayy + ag con a; € Q y as, aq,az no todos
cero. Tenemos que

1. 8i G(z,y) = 0 tiene a lo mds finitas soluciones naturales o si las infinitas soluciones
estdn dadas por una coordenada fija y la otra libre, entonces Ag es diofantino.

2. Si G(x,y) = 0 tiene infinitas soluciones naturales entonces Ag es no diofantino.

Separaremos también esta demostracién en casos. Los casos que analizaremos estaran
determinados por la cénica que define G(z,y) = 0. Para esto, recordamos la clasificacién de
las cénicas que dice que G(z,y) = 0 puede definir vacio, un punto, una recta, dos rectas,
una elipse, una parabola o una hipérbola. En cada caso veremos si G(z,y) = 0 tiene a lo
mas finitas o infinitas soluciones naturales y en el caso de infinitas soluciones naturales,
llegaremos a la conclusion de que es no diofantino.

Lema 4.0.2. Si G(z,y) = 0 define vacio o un punto tenemos que Ag es diofantino.

Demostracion. Sabemos que el vacio es diofantino por Lema 1.1.3 y si G(z,y) = 0 define
solo un punto, por el lema 2.1.3 tenemos que también es diofantino. O]

Lema 4.0.3. Si G(z,y) = 0 define una recta o dos rectas tenemos dos casos.

1. Si G(x,y) = 0 tiene a lo mds finitas soluciones naturales o si las infinitas soluciones
estdn dadas por una coordenada fija y la otra libre entonces Ag es diofantino.

2. Si G(x,y) = 0 tiene infinitas soluciones naturales entonces Ag es no diofantino.

Demostracion. Notemos que si G(z,y) = 0 define una recta, el andlisis es el mismo que ya
se realiz6 en el Teorema 3.0.1. Por lo que se concluyen 1 y 2 en este caso.
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Mientras que si G(z,y) = 0 define dos rectas tenemos que; si Ly(z,y) = 0, Lo(z,y) = 0
determinan a estas rectas, entonces

Ac ={(f,9) € C(z,y) : Li(deg f,degg) = 0} U{(f,g9) € C(x,y) : La(deg f,deg g) = 0}.

Asi, si ambas rectas tienen a lo més finitas soluciones naturales se concluye, por Lema 1.1.5,
que Ag es diofantino. Si alguna de las dos rectas contiene infinitas soluciones naturales,
entonces se puede realizar el mismo esquema de demostracién que en el capitulo anterior
(ver Lemas 3.0.4 y 3.0.6), llegando a una contradiccién con Lema 2.1.7 y Lema 2.1.8. O

Lema 4.0.4. Si G(x,y) = 0 define una elipse entonces Ag es diofantino.

Demostracion. Sea C el conjunto de puntos de la elipse en R?. Como existen M, N € N tales
que para todo (z,y) € C,|z| < M y |y| < N, tenemos que las soluciones naturales de G son
finitas pues deben cumplir estas desigualdades. Asi, por Lema 2.1.3 se concluye que Ag es
diofantino. O

Recordemos que en las parabolas solamente tenemos un elemento de segundo grado, que
puede ser asz? o azy?. Luego, podemos reescribir, en este caso, las ecuaciones G(z,y) = 0
del siguiente modo:

as ao ao
a5x2+a2x+a1y+a0:0:>y:——a:z——as——.
ai 51 451
a a a
2 3 9 1 0
asy” +ar +a1y +ap=0= ——y" — —y — —.
a2 5] a2

Luego, si G(x,y) = 0 define una pardbola, escribimos y = az? + bx +c o z = ay? + by + ¢,
donde a,b,c € Q. A partir de aqui utilizamos la Notacién 2.1.4.

Lema 4.0.5. Si G(z,y) = 0 determina una pardbola tenemos que

1. Sia <0 entonces Ag es diofantino.
2. Sia > 0 tenemos los siguientes casos:

a) Sic € Z entonces Ag es no diofantino.

b) SiceQ—2Z,(q,q.) =1, (g, q.) = 1 entonces Ag es diofantino.
Demostracion. Sea G(x,y) = 0 tal que determina una parabola.

1. Si a < 0, las posibles soluciones naturales de G(x,y) = 0 son a lo més finitas por la
concavidad de la pardbola (las ramas se abren en los cuadrantes I, III y IV). Asi, por
el Lema 2.1.3 tenemos que Ag es diofantino.

2. Sea a > 0. Vamos a analizar y = ax? + bx + ¢, pues el otro caso es andlogo. Luego,
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a)

Sea ¢ € Z y supongamos por contradiccién que Ag es diofantino.

Sea A = q,qp. Sea D como en Teorema 1.6.4, que es diofantino y los grados de sus
elementos forman una secuencia de crecimiento cuadratico.

Definimos D* = {g € C(z) : 3h € D,g = h*}. Asi, D* es diofantino (pues D
lo es y tomar potencia también) donde {degg : ¢ € D*} es una secuencia de
crecimiento al menos cuadratico. Definimos

D' ={f €C(z): 3g € D*,G(deg g, deg f) = 0},

el cual es diofantino, pues D* y G lo son.

Luego, {deg f : f € D'} crece al menos como n*. Se concluye que ddim(D’) < co
por Lema 2.1.8.

Por otro lado, notemos que para cada f € D’ tenemos que

deg f = a(Adegh)® + bAdegh + c,
con h € D. Sea k = degh y entonces
deg f = Pay2p2 + %)\k + € = Pala@ik® + pygok + ¢ € Z.
a b

Como {degh : h € D} crece cuadriticamente; tenemos que existe ky € N tal
que, para todos los k > ko con k € {degh : h € D}, se tiene que deg f € N.
Luego, tenemos infinitos valores naturales para deg f. Por ende, ddim(D') = oo
por Lema 2.1.7.

Esto es una contradiccion, por lo tanto, Ag es no diofantino.

Notemos que en este caso, si (m,n) es solucién natural de G(z,y) = 0 entonces
2
a C a Cm + a Cm + cHa
p_m2+@m+p_:p%q Pvqad. Decqaqb
qa b dc daqbqc

Tenemos dos casos en los que se cumple lo anterior;

=né€eN.

Qadbqc|Pa@sqcm® + Poqalem + Pedals 6 Pa@p@eM® + PoGade™ + DeGaqy = 0.

Por la transitividad de la divisibilidad tenemos que

el Pagvqem® + PoGadem + DeGalp-

Pero, q.|paqsqem?® + Ppqaqem Y e [Peqaqy, lo cual es una contradiccion.

Como a partir de paqsqem? + pyaqcm + peqaqy = 0 tenemos a lo mas dos soluciones
para m € N, se deduce que G(z,y) = 0 tiene a lo més finitas soluciones naturales.
Por lo tanto Ag es diofantino Por los Lemas 1.1.3 y 2.1.3.

]

El resto de casos de la parabola se subdividen en pequenos casos segtin si ecuaciones en
congruencia (de primer y segundo grado) o sistemas de ecuaciones en congruencias tienen
solucion. En el capitulo 5 se desarrollan algunos ejemplos para mostrar el proceso, como
surgen los diversos casos y por qué podemos afirmar que las infinitas soluciones cumplen con
una condicién de congruencia m = k(a) como la del Lema 2.2.5.

Por ende, tenemos lo siguiente para el resto de casos de la parabola.

31



Lema 4.0.6. Sea G(x,y) = 0 que define una pardbola, con a > 0. Si tenemos c € Q —Z,

cumpliendo que (qa, qc) # 1, (@, qc) =1 6 (qasgc) =1, (@, qc) # 1 6 (asqe) # 1, (@, qc) # 1
entonces se dan los siquientes casos

1. Si G(z,y) = 0 tiene a lo mds finitas soluciones naturales entonces Ag es diofantino.

2. S1 G(z,y) = 0 tiene infinitas soluciones naturales entonces Ag es no diofantino.

Demostracion. El primer caso se deduce por el Lema 2.1.3.

Para el segundo caso, supongamos por contradiccién que Ag es diofantino.

Las infinitas soluciones (m,n) cumplen con una condicién de congruencia m = k (a) (esta
afirmacién se justifica en el capitulo 5). Sea D* como en el Lema 2.2.5 (diofantino y los
grados de D¥ crecen de forma cuadratica) y definimos

D'={fe€C(z):3g € D;,G(degg,deg f) = 0},

el cual es diofantino, pues D¥ y G lo son. Luego, {deg f : f € D¥} crece al menos cuadrati-
camente, por lo que ddim(D’) < oo, por Lema 2.1.8.

Por otro lado, como son infinitas las duplas (deg f,deg g) con coordenadas naturales, tene-
mos que ddim(D’) = oo, por Lema 2.1.7.

Esto es una contradiccion, por lo tanto Ag es no diofantino. O

El siguiente lema nos permite concluir la situacién de Ag cuando G(z,y) = 0 representa
una hipérbola. Las afirmaciones realizadas se justifican en el capitulo 5.

Lema 4.0.7. Si G(z,y) = 0 define una hipérbola entonces tenemos dos casos.

1. Si G(z,y) = 0 tiene a lo mds finitas soluciones naturales entonces Ag es diofantino.

2. Si G(x,y) = 0 tiene infinitas soluciones naturales entonces Ag es no diofantino.

Demostracion. Si tenemos a lo més finitas soluciones aplicamos el Lema 2.1.3 y concluimos
que Ag es diofantino.

Vamos a considerar G(x,y) = asx® + aqxy + azy® + asx + a1y +ag con as, ai, ag no todos nulos
y con asasz < 0. En el capitulo 5 se justifica la razén de que en estas condiciones podemos
tener infinitas soluciones.

Luego, tenemos los siguientes casos con la posibilidad de tener infinitas soluciones (justificado
en el capitulo 5):

1. Sean as # 0y ag # 0. Supongamos por contradiccién que Ag es diofantino. Sea D como
en Teorema 1.6.4 (diofantino y con los grados formando una secuencia de crecimiento
cuadratico). Definimos

D'={feC(z):3g € D,G(deg f,deg g) = 0},

el cual es diofantino pues D y Ag lo son.
Luego, como los grados de g € D crecen de forma cuadratica y as,as son no nulos,
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tenemos que {deg f : f € D’} forman una secuencia infinita de naturales con creci-
miento cuadrdtico (miramos los términos as(deg f)?, as(degg)? vy asdeg f degg para
llegar a esta conclusién). Por Lema 2.1.7, se deduce que ddim(D’) = oo y por Lema
2.1.8 se deduce que ddim(D’) < co. Esto es una contradiccion, por lo tanto, Ag es no
diofantino.

2. Sean a; = 0 6 a3 = 0, pero no ambos. Sin pérdida de generalidad, consideremos az = 0.
Supongamos por contradiccion que Ag es diofantino. Sea D como en Teorema 1.6.4
(diofantino y con los grados formando una secuencia de crecimiento cuadratico). Defi-
nimos

D'={feC(z):3g € D,G(deg f,deg g) = 0},

el cual es diofantino pues D y Ag lo son.

Como {degg : g € D} crece cuadraticamente y (deg f,deg g) es solucién natural para
G(z,y) = 0, se deduce que {deg f : f € D'} forman una secuencia infinita de naturales
con crecimiento cuadrético (miramos los términos as(deg f)? v a4 deg f deg g para llegar
a esta conclusién). Por Lema 2.1.7, se deduce que ddim(D’) = oo y por Lema 2.1.8
se deduce que ddim(D’) < oo. Esto es una contradiccién, por lo tanto, Ag es no
diofantino.

m
Juntando los lemas de este capitulo obtenemos la demostracion del teorema 4.0.1.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.0.1. Juntando los Lemas 4.0.2, 4.0.3, 4.0.4, 4.0.5,
4.0.6 y 4.0.7 se concluye el Teorema. O
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Capitulo 5

Comentarios finales

En este capitulo vamos a ver el desarrollo de los casos abreviados en capitulos anteriores
y algunos ejemplos concretos.

5.1. Parabola

Veamos que los casos con infinitas soluciones cumplen con condiciones de congruencia.
Esto para el Lema 4.0.6.
Sea G(x,y) = 0 que representa una pardbola de la forma y = ax? + bx + ¢, con a > 0, y
usamos la Notacién 2.1.4.

1. Sea (qa, ) # 1Y (@, ¢e) # 1.
Sea (m,n) tal que G(m,n) = 0. Vamos a analizar esta situacién y exponer los casos en

los que se tienen a lo més finitas soluciones y en los que se tienen infinitas soluciones
(y cémo surge la afirmacién de que las infinitas soluciones cumplen con una condicién
de congruencia).

Supongamos primero que ¢. = A es primo. Luego, por nuestra suposicion, tenemos que
Ga = Ay, @p = Aqy,- Luego,

“ 3 a /m2+ /m+ c/ /
:p_/mgij_z,/mij_:qu pr/]a/ Pelalh
A, Ag,, A AL,

n

Como queremos que el lado derecho sea natural (pues n € N) existen dos casos; que
el numerador sea cero (son a lo més dos valores para m, asi que nos centraremos en
el segundo caso) o que el denominador divida al numerador. En este segundo caso,
denotando por Num = p,q;m? + pyq,m+ p.q.q,, por la transitividad de la divisibilidad
tenemos que

» ¢ |Num = ¢.|p.gym?® = q,|q;m?, por la coprimalidad de la representacién frac-
cionaria que estamos usando ((q.,p.) =1 = (¢,,pa) = 1).

» ¢ | Num = q|ppg,m = q,|qg,m, por la coprimalidad de la representacién fraccio-
naria que estamos usando ((gs, pp) =1 = (¢, pp) = 1).
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= A|[Num.

De la primera afirmacién obtenemos dos casos; ¢, | ¢, 0 ¢, | m. De la segunda afirmacién
tenemos los casos ¢ | ¢, o ¢, | m. Esto nos da diversas combinaciones de casos posibles.
Veamos primero el caso ¢,|m, q|m por lo que tenemos m = ¢,q;m. Luego, con esta
reescritura tenemos que

o — Pada(p)*(70)” + pogam + pe
3 :
Como m esta elevada al cuadrado podemos pedir que sea suficientemente grande de
modo que n sea positivo (a > 0 implica que p, > 0). Renombrando A = p,q.,(¢;)* B =
4., C = pe, lo que queremos son las soluciones de

Am? 4+ B+ C = (\).

Si existe solucién, entonces tenemos infinitos valores con las condiciones que queremos
(se obtiene una expresién con congruencias). Si no existe solucién, entonces Ag seria
diofantino por Lema 1.1.3.

El resto de casos es similar, pues se llega a una ecuaciéon en congruencias de segundo
grado (o como mucho un sistema de una ecuacién de este tipo con otra en congruencia
lineal) que si tiene solucién nos da no diofantino y sin solucién serfa diofantino. En
cada caso las condiciones de divisibilidad nos permiten cambiar los valores concretos
de A, B,C.

Si g. es compuesto tenemos que hacer el mismo proceso de plantear una fraccién tunica
(teniendo cuidado de desgranar las cantidades para que el denominador sea lo més
cercano posible al minimo comin multiplo) y usar propiedades de divisibilidad para
llegar a ecuaciones en congruencias que, segun si tiene o no soluciones, nos permitiran
determinar si Ag es diofantino o no diofantino.

Veamos un par de ejemplos.

. Sea G(z,y) = %ﬁ + Q%x + 1% — y. Luego, si suponemos que (m,n) € N cumple que
G(m,n) = 0 tenemos que

B 13m? + 50m + 78

B 260 '

Aplicando la féormula para la ecuaciéon cuadratica se verifica que no se puede tener
G(m,0) = 0 para m € N. Por divisibilidad, denotando NUM = 13m? + 50m + 78,

n

= 2| NUM = 2| 13m® = 2 | m.
» 5| NUM =5 | 13m? + 78. Luego,

)

3m*+3=0 (5)
m? = —1 (5)

m* =4 (5)



» 13| NUM = 13| 50m = 13 | m.

Notemos que con las condiciones 2 | m, 13 | m se deduce que 26 | m y podemos escribir
m = 26k, de donde deducimos

13- 676k* + 50 - 26k + 78 13- 26k* 4 50k + 3
260 - 10 ‘

Asi, 2 | 13-26k?+50k+3 = 2 | 3 1o cual no es posible. Por ende, no existen (m,n) € N?
tales que G(m,n) = 0.

Otro modo de llegar a la misma conclusién es observando que, como 4 | 260, tenemos
que 4 | NUM. Usando que 2 | m, se deduce que 4 | 50m + 78 y de ahi que 2 | 25m + 39
lo cual no es posible dado que m es par.

Por lo tanto Ag es diofantino.

. Sea G(z,y) = %xQ + %x + % — y y queremos soluciones (m,n) € N?. Si consideramos
m = 22 (30), escribiendo m = 30k + 22 se tiene que

4500k% + 7140k + 2820
n =

= 150k? + 238k + 94.
20 + +

Con esto se verifica que existen infinitas soluciones cumpliendo G(m,n) = 0 y que m
tiene una condicién de congruencia. Asi, usando Lema 2.2.5 se llega a una contradicciéon
asumiendo que Ag es diofantino. Por lo tanto, Ag es no diofantino.

Ahora bien, para llegar a esta condicion aplicamos el mismo proceso que en el ejemplo
anterior:

B 5m2 + 18m + 4
N 30 ‘

n
Sea NUM = 5m? + 18m + 4. Luego,

» 2| NUM =2 |5m?=2|m.
» 3| NUM = 3| 5m? + 4.
= 5| NUM =5 | 18m + 4.

De donde obtenemos los siguientes sistemas

m=0 (2) m=0 (2)
m=1@3) |V]| m=2 (3)
m =2 (5) m=2 (5)

La solucién del primero es m = 22 (30).

. Queremos (m,n) € N? solucién natural. Sea (¢, q.) # 1,(q,q.) = 1 y consideremos
¢ = A primo. Luego, q, = A¢), y tendriamos

 Pa@ym® + Pyt + Pedl gy
n —= , s
/\qa%

de donde se deduce (por divisibilidad) que
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Y/ | q;m
= ¢, | gm?®.

A | pagem® + ped.qp, y usando que (A, qy) = 1 tenemos que A | pom? + peq,.

Del mismo modo que antes se forman diversos subcasos en el que cada uno nos entrega
distintas condiciones de congruencias y segun los coeficientes se tendran o no soluciones.
Por ejemplo, si tenemos ¢, | m,q, | my (¢,,q) = 1, podemos escribir m = ¢.qk y
obtenemos s 9o

_ Pada k" + pe

A

Deducimos que p,q,q2k* +p. = 0 (A). Si esta ecuacién no tiene soluciones tendremos
Ag diofantino; y si tiene solucién (solucién en congruencia nos da infinitas parejas
(m,n)) tendremos Ag no diofantino.

+ ppal k.

5. Sea (qa,q:) = 1, (qv, qc) # 1 y sea ¢. = A primo. Luego,

c aAGM? + Ppgam + Dea
o P +p_bl L Pe _ Paldy Db pqu
a Aq A AGa)

Por divisibilidad, denotando NUM = p,Agym? + ppqam + peqaq, tenemos que

v g, | NUM = q, | pAGm? = q4 | A\gym?.
» g, | NUM = q, | pogam = q;, | gam
» A | NUM = M| ppgam + peqaqy, = A | pom + peqy,

Nuevamente se pueden tener diversos casos.
Si tenemos que ¢, | m, g, | m, se obtiene el sistema

0 (¢a)

0 (g5)

0 (A)

Si qa, gy, A son coprimos de a pares, por el teorema chino del resto tenemos solucién
para este sistema del tipo m = a (g.q,\), es decir, Ag serfa no diofantino.

Ahora bien, si (g, A\) # 1 como (q,,ps) = 1 se deduce que A { py, y asi, A | m por

la tercera ecuacién. Luego, tenemos que g,A | m por lo que, escribiendo m = g, \k y
= Adgy,

Py + pc

pbqukI TPy _ g2 g Pk J/rpcq{,’.

QA y
De ahi que para tener una solucién natural queremos que g | ppgak + peqy . Luego,
sabemos que ppq.k + peqy = 0 (g;) siy solo si d = (ppqa, qp) | pcq” Recordemos que
(poyqh) = 1,(qa, A) = 1, por lo que d = (qa,q), d # Ay d | q. Asi, tenemos una
solucion en congruencia, lo que nos permite concluir que es no diofantino.

n = paQa/\Qk2 +

Con estos ejemplos se ilustra el método aplicable a todos los casos no escritos aqui.
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5.2. Hipérbola

Sea G(x,y) = asx® + ayzy + azy? + asx + a1y + ag.
Primero veamos las condiciones que debemos pedir a los coeficientes para que la expresién
anterior sea una hipérbola.

1. Siag=a; =as =0y (m,n) es solucién natural tenemos lo siguiente para u € N— {0}
22 2 2 _ 2 2 _
asp"m” + agpmpn + agpn® =0 < asm” + agmn + azn® = 0.

Asi (m,n) es solucién natural si y solo si (um, un) es solucién natural. Por ende, con
estos coeficientes tenemos dos rectas, una recta o vacio.

2. Si as - az3 > 0 por argumento de crecimiento podemos deducir que las soluciones estan
acotadas, es decir, que el polinomio representa una elipse. Por ende, para que sea
hipérbola pedimos a5 - ag < 0.

Luego, vamos a justificar (para el Lema 4.0.7) que se tienen infinitas soluciones solo
cuando al menos uno de los coeficientes as y a5 es no nulo. En otras palabras, nos centramos
en el caso ayry+asx+a1y+ag y veremos que se obtienen a lo mas finitas soluciones naturales
0 que no es hipérbola.

1. Sea agzy + ag = 0. Asi, zy = —%41. Si (m,n) es solucién natural tenemos dos posibili-
dades

= Si —Z—j ¢ N llegamos a una contradiccion, pues multiplicaciéon de naturales da
natural.

s Sid:= —o2 € N, como d tiene finitos divisores, tenemos que solo finitas parejas
(m,n) cumplen que mn = d. Asi, tenemos a lo m4s finitas soluciones.

Asi, en este caso tenemos a lo més finitas soluciones.

2. Si agzy + asxr = 0 6 agry + a1y = 0 entonces G(x,y) = 0 representa dos rectas. Esto
pues se pueden factorizar obteniendo x(asy + az) = 0 6 y(asx 4+ a;) = 0 en cada caso.

3. Sias = a3z =0y as,ay,ay con al menos dos no nulos y tomamos (m, n) solucién natural

tenemos que
aom —+ aop
agmn+asm+an+aqpg=0=n=——-——.
asm + a

Para tener infinitas soluciones es necesario que aqsm + a; | agm + ay para infinitos
valores de m, pero si esto ocurre tenemos que asm + ag = k(agm + a1) de donde se
deduce que

agmn+asm~+an+ag =0= (agm—+ar)y+k(agm+a;) =0= (aym+a1)(y+k) =0.

Asi, tendriamos dos rectas.
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Finalmente, veamos un par de casos explicitos.
1. Sea G(x,y) = xy+x+2y+5 = 0y notemos que y = —%. Luego, si queremos evaluar
x por naturales tenemos que y < 0, por lo que no tenemos soluciones naturales.

2. Sea G(z,y) =2*> —y*+x+y+1=0.Si (a,b) es solucién para G = 0 tenemos que
a?—b+a+b+1=0<(a+b)(a—b+a+tb=-1<(a+b)(a—b+1)=—1.

Si queremos tener una soluciéon natural, en particular por ser enteros, tenemos que
a+b=+1lya—0b+1=F1

» Sia+b=1tenemos que (a =0Ab=1)V(a=1Ab=0). En el primer caso,
a—b+1=0yenelsegundo a —b+ 1 = 2, es decir, se llega a una contradiccion.

= Sia+ b= —1 entonces alguno de los dos no es natural.
Por ende, no existen soluciones naturales para G = 0.

3. Sea G(z,y) = 2* — 2y? — 1. Tenemos que G(z,y) = 0 nos da la siguiente ecuacién de
Pell, 22 —2y? = 1. Luego, sabemos que esta ecuacion tiene infinitas soluciones naturales
(Zn,yn) dadas por la siguiente expresién z, + v2y, = (3 + 2v/2)". Se puede ver en
detalle en [11].

5.3. Conjetura

Expliquemos la siguiente conjetura.
Conjetura 5.1. Dado G(x,y) € Clz,y] se tiene que

a) Si G(x,y) =0 tiene a lo mds finitas soluciones o si las infinitas soluciones estdn
dadas por una coordenada fija y la otra libre, entonces Aq es diofantino.

b) En otro caso, Ag es no diofantino.

Dado un G(z,y) € Clx,y], por lo comentado en el capitulo 2 seccién 1 a partir de la
Definicién 2.1.5, podemos quedarnos con los G, (z,y) € Q[z,y] como en la Definicién
2.1.5. Luego, en los casos de G(z,y) € Q|z,y] de grado 1 6 2 tenemos lo conversado en
los capitulos 3 y 4. Asi, esta conjetura afecta los casos donde deg G > 3y G(z,y) =0
tiene infinitas soluciones naturales.

Como los grados son niimeros naturales y estamos analizando la situacién G(deg f, deg g) =
0 los crecimientos de estos grados estan relacionados, excepto en el caso que las solu-
ciones sean como en el Lema 3.0.2.

Por ejemplo, si tenemos G(z,y) = 2° + 3z* — z las soluciones para G(z,y) = 0 son
del tipo (z;,*), donde x; es solucién de z° + 3z* — x = 0 y la segunda coordenada es
libre. Asi, estas infinitas soluciones son como las del Lema 3.0.2 y se pueden describir
de forma diofantina.
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En cambio, si tenemos G(z,y) = 2* — y3, existe una relacién entre el crecimiento de

las posibles soluciones naturales (m,n) dado por m ~ ni.

Asi, si no se cumple la condicién del Lema 3.0.2, entonces el siguiente esquema; que
generaliza lo realizado en los capitulos anteriores; nos permitiria probar que es no
diofantino:

a) Suponer por contradiccién que Ag es diofantino.

b) Identificar en la relacién de crecimiento cudl de las dos coordenadas crece més
lento.

c¢) Describir de forma diofantina los infinitos valores de la coordenada que crece lento
exigiendo un crecimiento cuadrético (o mayor que lineal).

d) Definir el valor de la otra coordenada con lo anterior (serd diofantina).
e) Por ser infinitas soluciones tenemos ddim = oo. Por crecimiento al menos cuadrati-

co tenemos ddim < oco.

El punto c es la parte delicada. En esta tesis se utilizaron tres conjuntos diofantinos de
este tipo: el dado en [5] que estd aqui en el Lema 1.6.4, el D* para D como en el Lema
1.6.4 y el dado en el Lema 2.2.5. Desconozco si puede aparecer un nuevo tipo necesario
en grados superiores, pero si con estos tres es suficiente, entonces la conjetura es cierta.
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