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Xavier Vidaux (Universidad de Concepción)

Abril, 2024

Santiago, Chile



Agradecimientos

En primer lugar, agradezco a Dios por los talentos y oportunidades que me ha dado y
gracias a Su ayuda pude concretar esta tesis.

Agradezco también a la Profesora Natalia Garćıa-Fritz por acompañarme durante este pro-
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Introducción

Este trabajo se enmarca en los desarrollos inspirados por el décimo problema de Hilbert
planteado en el 1900, ver en [6], que buscaba lo siguiente

Décimo problema: Dada una ecuación diofantina con cualquier número de incógnitas y
coeficientes enteros, encontrar un algoritmo que determine en finitos pasos si la ecuación
tiene solución en los números enteros.

Una ecuación diofantina con n variables es una ecuación de la forma P (x1, ..., xn) = 0 con
P un polinomio de coeficientes enteros. Gracias a los trabajos de Robinson, Davis, Putnam
y Matiyasevich, desde 1970 sabemos que no existe tal algoritmo que determine si tiene o no
solución una ecuación diofantina dada (se puede ver [2]).
A partir de las ecuaciones diofantinas se introduce el concepto de conjunto diofantino, que
son aquellos definidos por una ecuación diofantina aceptando cuantificar de forma existen-
cial.
Una vez respondida (de forma negativa) la cuestión de un algoritmo en el caso de ecuaciones
con coeficientes enteros, se generaliza la pregunta a otros anillos y el concepto de conjunto
diofantino se vuelve más general. Aśı, en esta tesis consideramos que un conjunto diofantino,
dado un anillo R y k entero positivo, es S ⊂ Rk, para el cual existe n número entero positivo,
con k < n, y P (x1, .., xk, xk+1, ..., xn) polinomio con coeficientes en R tales que

S = {(a1, ..., ak) ∈ Rk : P (a1, ...ak, xk+1, ..., xn) = 0 tiene solución en R},

lo cual también podemos escribir con existenciales de la siguiente forma

S = {(a1, ..., ak) ∈ Rk : ∃xk+1, ..., xn(P (a1, ...ak, xk+1, ..., xn) = 0)}.

A lo largo de los años muchas personas han trabajado con este tipo de conjuntos y avanzado
en esta área. La siguiente es una pequeña lista de algunos ejemplos que podemos encontrar
en [5], con conjuntos diofantinos en anillos de polinomios y en cuerpos de funciones racionales,
que nos sirven para conocer el estado actual del conocimiento en conjuntos diofantinos.

Sea L un cuerpo grande (large). Entonces, L es diofantino en L(z). (Koenigsmann,
2002, [8])

Sea K cuerpo de carcateŕıstica 0. Entonces, Z y Q son diofantinos sobre K[z]. (Denef,
1978, [4])

3



El anillo de valuación O∞(R) = {f ∈ R(z) : v∞(f) ≥ 0} ⊆ R(z) es diofantino sobre
R(z). (pequeña modificación del Lema 3.5 en [4], Denef, 1978)

El conjunto {(f, g) ∈ R(z)2 : v∞(f) = v∞(g)} es diofantino sobre R(z). (corolario del
anillo de valuación)

El conjunto {(f, g) ∈ R[z]2 : deg f = deg g} es diofantino sobre R[z]. (corolario del
anillo de valuación)

El anilloQ[z] es diofantino sobre R[z]. (los dos ejemplos anteriores además de resultados
de [3], Demeyer, 2010)

El penúltimo ejemplo es interesante, pues en [5] se prueba que el conjunto {(f, g) ∈ L(z)2 :
deg f = deg g} es diofantino sobre L(z), para L cuerpo grande no numerable de caracteŕıstica
0. Aśı, tenemos un resultado similar en polinomios y funciones racionales.
Este resultado será generalizado en esta tesis para el caso de C(z), el cuerpo de funciones
racionales de C.

4



Vamos a considerar para un polinomio G ∈ C[x, y] el conjunto

AG = {(f, g) ∈ C(z)2 : G(deg f, deg g) = 0}

y vamos a decir que una solución para G(x, y) = 0 es una solución natural cuando ambas
coordenadas son números naturales (esto pues los grados son naturales). De cierta manera,
las soluciones naturales nos dan las posibilidades para los grados de f y g.
Los dos resultados principales de esta tesis nos permiten entender en qué situaciones los
conjuntos AG son diofantinos o no diofantinos.
En el caso del grado de G igual a 1, los conjuntos diofantinos son los que tienen a lo más fini-
tas soluciones naturales o que son rectas horizontales o verticales. Mientras que los conjuntos
no diofantinos son los que tienen infinitas soluciones naturales. El resultado es el teorema
3.0.1:

Teorema: Sea G ∈ Q[x, y] de grado 1.
Escribimos G(x, y) = ax+ by + c; con a, b, c ∈ Q tales que a ̸= 0 ó b ̸= 0. Aśı,

1. Si b = 0 ó a = 0 entonces AG es diofantino.

Consideremos ahora a ̸= 0 y b ̸= 0.

2. Sea c = 0.

a) Si − b
a
< 0 entonces AG es diofantino.

b) Si − b
a
> 0 entonces AG es no diofantino.

3. Sea c ̸= 0.

a) Si −a
b
< 0 entonces AG es diofantino.

b) Si −a
b
> 0, se tiene que AG es no diofantino si y solo si bk + c ≡ 0 (a) tiene

solución k ∈ {0, ..., a− 1}.

En el caso del grado de G igual a 2 los conjuntos diofantinos son los que tienen a lo
más finitas soluciones naturales y los no diofantinos son los que tienen infinitas soluciones
naturales. En efecto, obtenemos el Teorema 4.0.1:

Teorema: Sea G(x, y) ∈ Q[x, y] de grado 2.
Escribimos G(x, y) = a5x

2 + a4xy + a3y
2 + a2x + a1y + a0 con ai ∈ Q y a5, a4, a3 no todos

cero. Tenemos que

1. Si G(x, y) = 0 tiene a lo más finitas soluciones naturales o si las infinitas soluciones
están dadas por una coordenada fija y la otra libre, entonces AG es diofantino.

2. Si G(x, y) = 0 tiene infinitas soluciones naturales entonces AG es no diofantino.
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Para las demostraciones de estos teoremas se separarán casos de forma geométrica según
pendiente para el grado de G igual a 1, o según la clasificación de las cónicas para el grado
de G igual a 2. En cada caso se buscará separar las ecuaciones G(x, y) = 0 con a lo más
finitas soluciones de las que tienen infinitas soluciones, utilizando propiedades geométricas y
divisibilidad. Para concluir que a lo más finitas soluciones es un conjunto diofantino, usaremos
el lema 2.1.3. Para concluir en el caso de infinitas soluciones utilizaremos una contradicción
con la dimensión diofantina de un conjunto definido a partir de suponer que AG es diofantino.

6



En el caṕıtulo 1 de esta tesis se comentan definiciones y resultados presentes en la litera-
tura que son utilizados en el resto de la tesis. En el caṕıtulo 2 definimos la notación utilizada
en el resto de este trabajo, además de demostrar dos lemas fundamentales para verificar
si ciertos conjuntos AG son diofantinos o no diofantinos. En el caṕıtulo 3 se demuestra el
Teorema 3.0.1. En el caṕıtulo 4 se demuestra el Teorema 4.0.1. En el caṕıtulo 5 se mues-
tran ejemplos concretos donde G representa parábolas o hipérbolas, además de justificar en
detalle algunas afirmaciones realizadas en el caṕıtulo 4.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Para esta tesis el lenguaje L utilizado es el lenguaje de anillos con z una variable inde-
pendiente trascendente sobre el anillo correspondiente, es decir, L = {=,+, ·, 0, 1, z}.
En esta sección veremos; en primer lugar; lo básico de conjuntos diofantinos; luego; algunos
conceptos utilizados en esta tesis y; finalmente; el resultado que inspira este trabajo.

1.1. Conjuntos diofantinos

Definición 1.1.1. Sea R anillo (de aqúı en adelante, conmutativo y con unidad) y k
entero positivo. Decimos que S ⊂ Rk es diofantino sobre R si y sólo si existen n, k números
enteros positivos, con k < n, y P (x1, .., xk, xk+1, ..., xn) polinomio con coeficientes en R tales
que

S = {(a1, ..., ak) ∈ Rk : P (a1, ...ak, xk+1, ..., xn) = 0 tiene solución en R}.

Escribiremos también S = {(a1, ..., ak) ∈ Rk : ∃xk+1, ..., xn(P (a1, ...ak, xk+1, ..., xn) = 0)}. En
este caso diremos que S está definido por la ecuación P = 0.

Para el caso de Z tenemos el siguiente ejemplo:
Ejemplo: Por el teorema de los cuatro cuadrados, N es diofantino sobre Z pues

x ∈ N ⇔ ∃x1, ..., x4 tal que x21 + x22 + x23 + x24 − x = 0.

Luego, N = {x ∈ Z : ∃x1, ..., x4(P (x, x1, x2, x3, x4) = 0)}, con P (x, x1, x2, x3, x4) = x21 + x22 +
x23 + x24 − x, que es un polinomio con coeficientes en Z.

Definición 1.1.2. Una función f : Rk → Rn es diofantina sobre R si y sólo si el conjunto
{(X, f(X)) ∈ Rk+n : X ∈ Rk} es diofantino sobre R. Similar es la definición para las
relaciones.

Ejemplo: El máximo común divisor en Z, que denotamos (·, ·), es una relación ternaria
diofantina. Esto pues (a, b) = c⇔ ((∃x : cx = a) ∧ (∃y : cy = b) ∧ (∃w, z : aw + bz = c)).

Veamos más ejemplos de conjuntos diofantinos que también serán útiles más adelante.
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Lema 1.1.3. El conjunto vaćıo es diofantino sobre R anillo no trivial.

Demostración. Lo siguiente define al vaćıo

∅ = {a ∈ R : ∃y((a = y + 1) ∧ (a = y))}

y por ende, el conjunto vaćıo es diofantino.

Lema 1.1.4. Sea R un dominio entero. Luego, la unión de dos conjuntos diofantinos
S1, S2 ⊆ Rk es un conjunto diofantino.

Demostración. Si S1 ⊂ Rk está definido por P1(a1, ..., ak, x1, ..., xn) y S2 ⊂ Rk está definido
por P2(a1, ..., ak, y1, ..., ym) entonces

(a1, ..., ak) ∈ S1 ∪ S2 ⇔∃x1, ..., xn ∃y1, ..., ym
P1(a1, ..., ak, x1, ..., xn)P2(a1, ..., ak, y1, ..., ym) = 0

Es decir, la unión es definida por el producto de los polinomios que definen a cada elemento.

Corolario 1.1.5. Para R como en el lema 1.1.4, la unión finita de conjuntos diofantinos
es diofantino.

Lema 1.1.6. Sea R un dominio entero tal que su cuerpo de fracciones no es algebrai-
camente cerrado. Luego, la intersección de dos conjuntos diofantinos S1, S2 ⊆ Rk es un
conjunto diofantino.

Demostración. Sea h(x) =
∑d

i=0 cix
i ∈ R[x] de grado d > 0 sin ráıces en el cuerpo de

fracciones de R (no es algebraicamente cerrado, aśı que existe este h). Luego, probare-
mos que si S1 ⊂ Rk está definido por P1(a1, ..., ak, x1, ..., xn) y S2 ⊂ Rk está definido por
P2(a1, ..., ak, y1, ..., ym) entonces

(a1, ..., ak) ∈ S1 ∩ S2 ⇔∃x1, ..., xn ∃y1, ..., ym
d∑
i=0

ciP1(a1, ..., ak, x1, ..., xn)
d−iP2(a1, ..., ak, y1, ..., ym)

i = 0

Es claro que si P1(a1, ..., ak, x1, ..., xn) = 0 y P2(a1, ..., ak, y1, ..., ym) = 0 (es decir, si (a1, .., ak) ∈
S1 ∩ S2), entonces (a1, ...ak) es solución de la ecuación diofantina.
Para la otra implicancia, por un lado, si existen x1, ..., xk, y1, ..., ym tales que

P1(a1, ..., ak, x1, ..., xn) = 0,

al expandir el polinomio nos queda 0 = cdP2(a1, ..., ak, y1, ..., ym). Aśı,

P1(a1, ..., ak, x1, ..., xn) = P2(a1, ..., ak, y1, ..., ym) = 0.

Por otro lado, si suponemos que existen x1, ..., xk, y1, ..., ym tales que

P1(a1, ..., ak, x1, ..., xn) ̸= 0
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tenemos que

0 =
d∑
i=0

ciP1(a1, ..., ak, x1, ..., xn)
d−iP2(a1, ..., ak, y1, ..., ym)

i

= P1(a1, ..., ak, x1, ..., xn)
d

d∑
i=0

ci
P2(a1, ..., ak, y1, ..., ym)

i

P1(a1, ..., ak, x1, ..., xn)i

= P1(a1, ..., ak, x1, ..., xn)
dh

(
P2(a1, ..., ak, y1, ..., ym)

P1(a1, ..., ak, x1, ..., xn)

)
.

Aśı, como h no tiene ráıces, se tiene que P1(a1, ..., ak, x1, ..., xn) = 0, lo cual contradice la
suposición.Por ende, P1(a1, ..., ak, x1, ..., xn) = 0 y P2(a1, ..., ak, y1, ..., ym) = 0, lo cual prueba
que la ecuación define S1 ∩ S2.

Corolario 1.1.7. Para R como en el lema 1.1.6, la intersección finita de conjuntos
diofantinos es diofantino.

Consideremos C(z) el cuerpo de funciones racionales. El siguiente lema está en [8].

Lema 1.1.8. C es diofantino en C(z).

Demostración. Teorema 2 de [8].

Finalmente, notemos lo siguiente

Lema 1.1.9. La relación a ̸= 0 en C es diofantina.

Demostración.
a ̸= 0 ⇔ ∃b ab = 1

Además, por el mismo argumento podemos decir que ser no nulo es diofantino en C(z).

1.2. Resultantes

Utilizaremos el concepto de resultante para determinar si dos polinomios son o no co-
primos en la definición de ciertos conjuntos diofantinos. Para esto vamos a ver también que
la resultante es diofantina. Veamos primero el siguiente resultado presente en [1] caṕıtulo 3
sección 5.

Lema 1.2.1. Sean f, g ∈ C[z] polinomios de grados l ≥ 1 y m ≥ 1 respectivamente.
Luego, f, g tienen un factor común no constante si y sólo si existen polinomios A,B ∈ C[z]
que cumplen

1. A y B no son ambos cero.
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2. A tiene grado a lo más m− 1 y B tiene grado a lo más l − 1.

3. Af +Bg = 0.

Corolario 1.2.2. Sean f, g como en el Lema 1.2.1 y escribimos

f = alz
l + ...+ a0

g = bmz
m + ...+ b0.

Existen A,B como en el Lema 1.2.1 si y sólo si el siguiente sistema de ecuaciones tiene
solución no nula,

alcm−1 + bmdl−1 = 0
alcm−2 + al−1cm−1 + bmdl−2 + bm−1dl−1 = 0

...
alcm−k + ...+ al−k+1cm−1 + bmdl−k + ...+ bm−k+1dl−1 = 0

...
a1c0 + a0c1 + b1d0 + b0d1 = 0

a0c0 + b0d0 = 0


,

con c0, ..., cm−1, d0, ..., dl−1 indeterminadas.

Demostración. Por un lado, dados A,B como en el lema 1.2.1, podemos escribir

A = cm−1z
m−1 + ...+ c0

B = dl−1z
l−1 + ...+ d0.

Luego, a partir de Af +Bg = 0 con las notaciones anteriores se obtiene el sistema

alcm−1 + bmdl−1 = 0 (coeficiente de zm+l−1)
alcm−2 + al−1cm−1 + bmdl−2 + bm−1dl−1 = 0 (coeficiente de zm+l−2)

...
alcm−k + ...+ al−k+1cm−1 + bmdl−k + ...+ bm−k+1dl−1 = 0 (coeficiente de zm+l−k)

...
a1c0 + a0c1 + b1d0 + b0d1 = 0 (coeficiente de z1)

a0c0 + b0d0 = 0 (coeficiente de z0)


.

Por ende, dada la existencia de A y B, este sistema tiene solución, que es no nula porque
A,B no son ambos nulos.
Por otro lado, si el sistema tiene solución no nula, la denotamos (c̃0, ..., c̃m−1, d̃0, ..., d̃l−1) y
podemos definir los polinomios

A = c̃m−1z
m−1 + ...+ c̃0

B = d̃l−1z
l−1 + ...+ d̃0.

Aśı, se tiene que A,B no son ambos nulos, con grado de A a lo más m − 1, grado de B a
lo más l − 1 y cumpliendo Af + Bg = 0, ya que al desarrollar esta expresión se obtiene el
sistema anterior.
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Como sabemos por álgebra lineal que el sistema del corolario anterior tiene solución si y
sólo si el determinante de la matriz del sistema es nulo; realizamos la siguiente definición.

Definición 1.2.3. Sean f, g ∈ C[z] de grado positivo. Escribimos

f = a0z
l + ...+ al.

g = b0z
m + ...+ bm.

Luego, definimos la resultante de f y g, denotada res(f, g) como

res(f, g) = det



a0 b0
a1 a0 b1 b0

a2 a1
. . . b2 b1

. . .
...

. . . a0
...

. . . b0
...

. . . a1
...

. . . b1
al bm

al
... bm

...
. . . . . .

al bm


,

donde los espacios en blanco son ceros y las primeras m columnas se forman con los coefi-
cientes de f y las siguienes l columnas se forman con los coeficientes de g. Es decir, es el
determinante de una matriz (m+ l)× (m+ l) formada con los coeficientes de f y g.
Esta matriz es llamada matriz de Sylvester.

Lema 1.2.4. Dados f, g ∈ C(z), se tiene que res(f, g) es un polinomio con coeficientes
en C evaluado en los coeficientes de f y g. Además, f, g tienen un divisor común no constante
si y sólo si res(f, g) = 0

Demostración. Recordemos que la expresión clásica para el determinante de A = (aij)1≤i,j≤n
una matriz n× n es ∑

σ permutación de {1,...,n}

sgn(σ)a1σ(1) · a2σ(2) · ... · anσ(n),

donde sgn es la función signo que toma el valor 1 para permutaciones pares y -1 para per-
mutaciones impares. Luego, los coeficientes del determinante son enteros. Además, res(f, g)
es un polinomio que tiene por entradas los coeficientes de f y g.
Para la segunda parte, notemos que el resultante es cero si y sólo si la matriz de Sylevester
para f y g tiene determinante cero. Esto último ocurre si y sólo si el sistema de ecuaciones
del Corolario 1.2.2 tiene solución no nula. Como esto último es equivalente a la existencia
de A y B como en el Lema 1.2.1 (probado en el Cororlario 1.2.2); la conclusión se obtiene
por lo probado en este Lema.
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Ejemplo: Los polinomios x3+x−1 y 2x2+3x+7 no tienen factores comunes. Esto pues,

res(x3 + x− 1, 2x2 + 3x+ 7) = det


1 0 2 0 0
0 1 3 2 0
1 0 7 3 2
−1 1 0 7 3
0 −1 0 0 7

 = 159 ̸= 0.

Para esta tesis es fundamental el siguiente lema

Lema 1.2.5. res(f, g) es una relación diofantina sobre C(z)

Demostración. Por el Lema 1.2.4, sabemos que la resultante es un polinomio con coeficientes
en C. Por ende, la resultante es diofantina.

1.3. Curva eĺıptica de Denef

Vamos a definir una curva eĺıptica especial y exponer un par de propiedades para ella
demostradas por Denef en [4].
Recordemos que las curvas eĺıpticas sobre Q tienen una operación de grupo conmutativo
denotada “ + ” con neutro el punto al infinito 0. Dado P punto de la curva eĺıptica, deno-
taremos m · P a la suma de P repetida m veces.
Es un hecho conocido que si el j invariante de una curva eĺıptica definida sobre Q no es
entero, entonces esa curva no tiene multiplicación compleja, por lo que los únicos mapeos
C-racionales de E en E que fijan el 0 de E son P 7→ m ·P . Aśı, sea E0 curva eĺıptica definida
sobre Q sin multiplicación compleja con ecuación y2 = x3 + ax + b (se puede verificar que
existen curvas que cumplen esto en [12]) y asociemos a ella la curva eĺıptica E de ecuación

(z3 + az + b)y2 = x3 + ax+ b

definida sobre Q(z) (esta curva se puede pensar también como superficie eĺıptica sobre Q).
Tenemos que el punto (z, 1) es pertenece a E. Denotamos P1 = (z, 1). Como C es de carac-
teŕıstica 0 tenemos que

Lema 1.3.1. El punto P1 es de orden infinito y genera el grupo E(C(z)) salvo puntos de
torsión (que tienen orden 2).

Demostración. Lema 3.1 de [4].

Denotando Pn = (xn, yn) = n · P1 tenemos que

Lema 1.3.2. Para cualquier n entero no nulo tenemos que xn
zyn

− n toma el valor cero al
infinito.

Demostración. Lema 3.2 de [4].

13



1.4. Alturas

En esta sección veremos algunas propiedades de las alturas que serán utilizadas más ade-
lante, para una visión más detallada se puede revisar [7] y [10].

Nuestro objetivo es utilizar alturas para entender el crecimiento del grado de funciones
racionales. Para eso veamos primero cómo extendemos el grado de los polinomios a f ∈ C(z)

1.4.1. Grado de funciones racionales

Existen distintas maneras de extender la definición de grado desde polinomios a funciones
racionales. En este caso tendremos la siguiente definición para el grado.

Definición 1.4.1. Para f ∈ C(z) diremos que deg(f) es el grado del mapeo f : P1 → P1

inducido por f .

En el caso de funciones racionales esta definición se corresponde con el máximo entre los
grados de numerador y denominador de f .
Algunas propiedades del grado son las siguientes

1. Las constantes tienen grado 0, incluso para f = 0.

2. Si g ∈ C[z] es no constante, entonces deg(g) coincide con la definición usual del grado
de los polinomios, pues el grado del denominador seŕıa 0.

Para f ∈ C(z) consideramos Pole(f) como el divisor de polos de f , que es la suma de las
multiplicidades de cada polo. Aśı, tenemos la siguiente igualdad.

Lema 1.4.2. Si f ∈ C(z), se tiene que deg(f) = deg Pole(f).

Demostración. Sea f(z) = P (z)/Q(z), con P (z), Q(z) polinomios coprimos.
Aśı, deg(f) = máx{deg(P ), deg(Q)}.
Para calcular el divisor de polos necesitamos la versión homogénea de f . Como el grado del di-
visor de polos es la multiplicidad de cada polo tenemos que deg Pole(f) = máx{degP, degQ},
pues este máximo es el grado de la versión homogénea.
Por ende, deg(f) = deg Pole(f).

1.4.2. Altura canónica

El siguiente teorema se encuentra en [10] página 106.

Teorema 1.4.3. Para cualquier clase de divisores c ∈ Pic(A), la altura hc es cuasi-
cuadrática. Existen una única forma cuadrática qc y una única forma lineal lc tales que

hc = qc + lc +O(1)

Si c es par, entonces lc = 0.
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En este teorema, Pic(A) es el grupo de Picard de A variedad abeliana. Para más detalles
revisar [10].
Este teorema es similar al caso planteado en [7] página 199 (que sólo sirve para cuerpos de
números).
En la misma página 106 de [10] se define la altura canónica (altura Néron-Tate) asociada a
c como qc + lc.
De este modo, podemos afirmar que

Lema 1.4.4. Dada E una curva eĺıptica sobre Q(z) y P1 punto racional. Denotamos h
a la altura canónica. Considerando Pn = n · P1 = P1 + ...+ P1 (n veces), se tiene que

h(Pn) ∼ cn2

Demostración. Tenemos que h(Pn) = qc(Pn) + lc(Pn) y como son formas cuadrática y lineal
respectivamente tenemos que h(Pn) ∼ n2h(P1) + O(n). Considerando c = h(P1) se deduce
que h(Pn) ∼ cn2.

1.4.3. Altura en C(z)

Notemos primero que una función racional f = a
b
∈ C(z) con a, b polinomios coprimos se

puede entender como un punto en P1
C(z) dado por [a

b
: 1] = [a : b]. En la página 62 de [10] se

define la altura H para un punto P = [a : b] ∈ P1
C(z) como

H(P ) =
∏
p

máx{|a|p, |b|p}.

En esta definición, | · |p es el valor absoluto asociado al divisor racional primo p, se puede
ver [10], a partir de la página 21.
Aplicando logaritmo obtenemos la altura h dada por

hP1
C(z)

=
∑
z∈P1

C

máx{vz(a), vz(b)},

donde vz son los valores absolutos asociados a | · |p.
Luego, tenemos el siguiente lema

Lema 1.4.5. Dada f ∈ C(z), tenemos que hP1
C(z)

(f) = deg(f)

Demostración. Tenemos el siguiente cálculo,

hP1
C(z)

(f) = hP1
C(z)

([a : b]) =
∑
z∈P1

C

máx{vz(a), vz(b)}

=
∑
z∈C

máx{vz(a), vz(b)}+máx{v∞(a), v∞(b)}

= deg(a) + deg(b) + máx{− deg(a),− deg(b)} = máx{deg(a), deg(b)}.
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Como a, b son coprimos tenemos que vz(a), vz(b) no pueden ser ambos no nulos para cada
z ∈ C. Luego, si vz(a) o vz(b) son no nulos es porque z es ráız del polinomio y aśı, al sumar
sobre z ∈ C se recorren todas las ráıces y se obtiene el grado, de ah́ı que la última igualdad
se cumple.
Por la definición de v∞ se tiene que máx{v∞(a), v∞(b)} = máx{− deg(a),− deg(b)}.

Luego, (ver página 77 de [10]) podemos definir para φ : X → P1, con X/C(z) curva suave
proyectiva, la altura para un punto P ∈ X como

hφ(P ) = hP1
C(t)

(φ(P )).

Finalmente, si asociamos un divisor D a φ : X → P1 de modo que D = φ∗(∞) (ver página
88 de [10]), podemos definir la siguiente altura

hD(P ) = hφ(P ).

Aśı, tenemos el siguiente lema

Lema 1.4.6. Sean φ, ψ : X → P1 morfismos no constantes de grados m,n, respectiva-
mente. Luego,

hφ(P ) ∼
m

n
hψ(P ).

Demostración. Denotando D = φ∗(∞) y C = ψ∗(∞) tenemos que hD = hφ y hC = hψ. Por
el corolario 3.3.5 de [10], se deduce que hφ(P ) ∼ m

n
hψ(P ).

1.5. Dimensión Diofantina

La dimensión diofantina es clave para las demostraciones por contradicción que se realizan
en los caṕıtulos siguientes. Introduzcamos primero una notación.

Definición 1.5.1. Para D ⊆ C(z) y α ≥ 0, definimos Dα = {f ∈ D : deg(f) ≤ α}.

Podemos notar que C(z)α es una variedad algebraica sobre C. Esto pues, C(z)α son las
fracciones de polinomios coprimos con grado a lo más α, aśı que considerando los coeficientes
se tiene la estructura de variedad.
Denotaremos la dimensión diofantina de D ⊆ C(z) por ddim(D) y se define como sigue

Definición 1.5.2. La dimensión diofantina de D ⊆ C(z) es el d ∈ {−1, 0, 1, 2, ...,∞}
más pequeño tal que para cada α ≥ 0, el conjunto Dα está contenido en una unión numerable
de subvariedades de C(z)α definidas sobre C con dimensión menor o igual que d.

Ejemplos:

1. ddim(D) = −1 si y sólo si D = ∅.
Por un lado, como ∅ ⊆ ∅ y como dim ∅ = −1, tenemos que ddim(∅) = −1.
Por otro lado, si ddim(D) = −1 tenemos que D está contenido en una unión numerable
de conjuntos vaćıos, pues es la única variedad con dimensión -1, es decir, D ⊆ ∅. Esto
implica que D = ∅.
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2. ddim(D) = 0 si y sólo si D es numerable.
Si ddim(D) = 0 entonces D está contenido en una unión numerable de conjuntos
finitos, lo cual implica que D es numerable.
SiD es numerable, podemos escribirD = {dn ∈ D : n ∈ N} y por ende,D ⊆ ∪n∈N{dn}.
Aśı, ddim(D) = 0.

3. ddim({λzd : λ ∈ C, d ∈ Z}) = 1.
Notemos primero que {λzd : λ ∈ C, d ∈ Z}α es no numerable, pues para cada n ≤ α,
con n ∈ Z la cardinalidad depende de los coeficientes, que son complejos. Por ende,
{λzd : λ ∈ C, d ∈ Z}α no se puede contener en una unión numerable de subvariedades
de dimensión 0 (que son finitas).
Como para d ∈ Z fijo, el conjunto {λzd : λ ∈ C} tiene dimensión 1, podemos contener
{λzd : λ ∈ C, d ∈ Z}α en una unión numerable de subvariedades de dimensión 1 de la
forma {λzd : λ ∈ C} para d ∈ Z fijo (incluso finita al considerar los d ≤ α, con d ∈ Z).
Por ende, ddim({λzd : λ ∈ C, d ∈ Z}) = 1.

4. ddim(C[z]) = ∞
Notemos primero que C[z]1 = {λ1z+λ0 : λi ∈ C}. Como es un conjunto no numerable
no se puede contener con subvariedades de dimensión 0. Las subvariedades de dimensión
1 tendŕıan fijo uno de los coeficientes, por lo que sigue siendo no numerable. Aśı, como
C[z]1 tiene dimensión 2, se concluye que C[z]1 está contenido en una unión numerable
con dimensión menor o igual a 2.
Para un α fijo se puede repetir el mismo argumento que en C[z]1 y concluir que C[z]⌊α⌋
está contenido en una unión numerable de subvariedades de dimensión a lo más ⌊α⌋ y
que no se puede contener con dimensión ⌊α⌋ − 1.
Como la definición requiere que α sea cualquiera, se concluye que ddim(C[z]) = ∞.

1.6. Un conjunto no diofantino sobre C(z)

En esta sección veremos el resultado que se busca extender en esta tesis. Se puede revisar
con más detalle en [5].
En el trabajo de Garćıa-Fritz, Pastén y Pheidas; se considera un cuerpo no numerable grande
(large) de caracteŕıstica 0. En nuestro caso, lo reduciremos a C, que cumple con estas tres
condiciones. Además, la extensión del grado para las funciones racionales que utilizan es la
que mencionamos en la sección 1.5 de esta tesis.
El siguiente teorema es el resultado principal de Kollar en [9]; escrito en una forma menos
general, pero más sencilla de usar en el contexto de C(z) que se puede revisar en [5].

Teorema 1.6.1. Sea D ⊆ C(z) un subconjunto diofantino sobre C(z). Si ddim(D) = ∞,
entonces existe a ≥ 0, Pa ∈ SaP1(C) y r ≥ 1 tal que para todo m ≥ 1 se tiene

Pa + r · SmP1 ⊆ Polea+rm(D)

en Sa+rmP1.
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Aqúı SaP1 es la potencia simétrica de P1 y Poleℓ(D) = {Pole(f) : deg(f) = ℓ}; para más
detalles ver [5].
Los siguientes resultados se encuentran en [5] con su correspondiente demostración.

Lema 1.6.2. Sea D ⊆ C(z) subconjunto diofantino sobre C(z). Si ddim(D) = ∞, en-
tonces el conjunto {deg(f) : f ∈ D} contiene una progresión aritmética infinita.

Demostración. Corolario 4.2 de [5].

Teorema 1.6.3. Sea E curva eĺıptica sobre Q(z) definida por la ecuación de Weierstrass
y2 = x3 + zx+1 y fijamos el punto Q(z)−racional P1 = (x, y) = (0, 1). Para cada n ∈ Z sea
Pn = n · P1 y para n ̸= 0 definimos xn, yn ∈ Q(z) como Pn = (xn, yn). Entonces tenemos lo
siguiente:

1. Para n ̸= 0 tenemos la fórmula asintótica deg(xn) ∼ n2/2.

2. Para todo cuerpo K de caracteŕıstica 0, el conjunto de los puntos K(z)−racionales de
E es {Pn : n ∈ Z}.

Demostración. Lema 4.3 de [5].

Como corolario del teorema 1.6.3 se tiene lo siguiente, al considerar los xn.

Teorema 1.6.4. Sea K cuerpo de caracteŕıstica 0. Existe un conjunto D ⊆ K(z) dio-
fantino sobre K(z) cumpliendo que el conjunto {deg(f) : f ∈ D} ⊆ N está formado por una
secuencia de crecimiento cuadrático.

Demostración. Corolario 4.4 de [5].

Con todo esto tenemos las herramientas para ver la demostración del teorema 1.8 de [5]
que escribimos aqúı.

Teorema 1.6.5. El conjunto

Deg = {(f, g) ∈ C(z)2 : deg(f) = deg(g)}

es no diofantino sobre C(z).

Demostración. Supongamos por contradicción que Deg es diofantino sobre C(z). SeaD como
en el Teorema 1.6.4 con K = C. Luego,

D′ = {f ∈ C(z) : ∃g ∈ D, deg(f) = deg(g)}

es diofantino sobre C(z), pues D y Deg lo son.
Por un lado, como {deg(g) : g ∈ D} tiene crecimiento cuadrático, este conjunto no contiene
una progresión aritmética infinita. Aśı, por el Lema 1.6.2, ddim(D′) es finita.
Por otro lado, como {deg(g) : g ∈ D} es un subconjunto infinito de N y como D′ es unión
de {f ∈ C(z) : deg(f) = n} para n ∈ {deg(g) : g ∈ D}; tenemos que ddim(D′) = ∞.
Esto es una contradicción, por lo que Deg es no diofantino sobre C(z).

El mismo esquema de demostración utilizado aqúı es el que usaremos en los caṕıtulos
posteriores.
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Caṕıtulo 2

Lemas previos y notaciones

En este caṕıtulo vamos a ver algunos resultados que nos van a permitir trabajar en casos
concretos para los próximos caṕıtulos.
En primer lugar, vamos a considerar N = {0, 1, 2, 3, ..., n, ...} y C(z) el cuerpo de funciones
racionales. Aśı,

f ∈ C(z) ⇔ f(z) =
P (z)

Q(z)
,

con P (z), Q(z) ∈ C[z] coprimos y Q(z) no es el polinomio nulo.
En segundo lugar, el lenguaje utilizado en esta tesis es el lenguaje de anillos conmutativos
con unidad ({=,+, ·, 0, 1}), junto con z como trascendente sobre el anillo correspondiente,
la cual representará a la variable. Aśı, L = {=,+, ·, 0, 1, z}.
Finalmente, de aqúı en adelante vamos a considerar conjuntos diofantinos sobre C(z) y no
lo repetiremos en cada ocasión.

2.1. ¿Por qué Q[x, y] y no C[x, y]?

La siguiente definición busca generalizar el resultado del Teorema 1.6.5.

Definición 2.1.1. Dado G ∈ C[x, y] definimos

AG = {(f, g) ∈ C(z)2 : G(deg f, deg g) = 0}.

Aśı, el conjunto Deg = {(f, g) ∈ C(z)2 : deg(f) = deg(g)}, se escribe como AG ⊆ C(z)2
para G(x, y) = x− y.
Vamos a analizar si este tipo de conjuntos son o no son diofantinos. Para esto, a lo largo de
esta sección, vamos a definir conceptos y notaciones utilizados en esta tesis, y a demostrar
lemas que usaremos en las secciones posteriores. Además, vamos a justificar el porqué en las
secciones siguientes pasamos de G ∈ C[x, y] a G ∈ Q[x, y].

Como los grados de los elementos en C(z) son siempre naturales, el siguiente concepto se
repite en las demostraciones de esta tesis.
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Definición 2.1.2. Diremos que (m,n) ∈ C2 es solución natural de G(x, y) ∈ C[x, y] si y
sólo si G(m,n) = 0 y m,n ∈ N.

El siguiente lema nos permite concluir que ciertos AG son diofantinos, para gran parte
de los G(x, y) ∈ C[x, y].

Lema 2.1.3. Sea G(x, y) ∈ C[x, y]. Si G tiene a lo más finitas soluciones naturales
entonces AG es diofantino.

Demostración. Si f, g ∈ C(z) tenemos que, como deg f, deg g ∈ N, nos interesa conocer las
soluciones naturales de G(x, y) = 0. Luego, para cada solución natural (m,n) = (deg f, deg g)
tenemos el conjunto

A(m,n) ={(f, g) ∈ C(z)2 : deg f = m ∧ deg g = n}
={(f, g) ∈ C(z)2 : (∃c0, ..., cm, d0, ..., dm ∈ C
(dmz

m + ...+ d0)f = cmz
m + ...+ c0 ∧ res(cmz

m + ...+ c0, dmz
m + ...+ d0) ̸= 0)

∧ (∃a0, ..., an, b0, ..., bn ∈ C
(bnz

n + ...b0)g = anz
n + ...+ a0 ∧ res(anz

n + ...+ a0, bnz
n + ...+ b0) ̸= 0)}

que es diofantino por Lema 1.1.8, Lema 1.2.5 y Lema 1.1.9. Luego, si (m1, n1), ..., (mk, nk)
son las finitas soluciones naturales de G tenemos que

AG =
k⋃
j=1

A(mj ,nj),

que al ser unión finita de conjuntos diofantinos es diofantino por Corolario 1.1.5.

Utilizaremos la siguiente notación, con (·, ·) el máximo común divisor de Z:

Notación 2.1.4. Si a, ai ∈ Q, definimos pa, qa, pi, qi ∈ Z de modo que

1. a = pa
qa

y ai =
pi
qi
, con qa, qi ̸= 0.

2. (pa, qa) = 1 y (pi, qi) = 1.

3. Si a, ai ≤ 0 entonces, pa, pi ≤ 0 y qa, qi > 0.

Es decir, esta notación nos permite escribir la fracción reducida correspondiente a cada
racional.

La siguiente definición es útil para quedarnos solamente con los G(x, y) ∈ Q[x, y].

Definición 2.1.5. Dado G ∈ C[x, y], sea K/Q el cuerpo generado por los coeficientes
de G y sea B base de K sobre Q (como espacio vectorial). Denotamos r = |B|. Definimos
Gqi(x, y) ∈ Q[x, y] para cada qi ∈ B con i ∈ {1, ..., r} de modo que

G(x, y) = Gq1(x, y)q1 + ...+Gqr(x, y)qr.
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Notemos que r < ∞, porque los coeficientes del polinomio son finitos. Tenemos aśı el
siguiente lema.

Lema 2.1.6. Sea G ∈ C[x, y]. Con la notación de la definición 2.1.5, si existe q ∈ B tal
que Gq(x, y) = 0 tiene a lo más finitas soluciones naturales, entonces AG es diofantino.

Demostración. Consideremos B como en la Definición 2.1.5.
Para f, g ∈ C(z) tenemos que (deg f, deg g) ∈ N2 y de ah́ı que G(deg f, deg g) es una combi-
nación lineal en Q de los elementos de B. Luego, G(deg f, deg g) = 0 ⇔ Gq(deg f, deg g) = 0
para todo q ∈ B, por la independencia lineal sobre Q.
Aśı, si existe q ∈ B con a lo más finitas soluciones naturales, tenemos que las soluciones
naturales de G(x, y) = 0 son a lo más las soluciones naturales de Gq(x, y) = 0.
Por Lema 2.1.3 se concluye que AG es diofantino.

Veamos un ejemplo concreto.
Ejemplo: Sea

G(x, y) = (5 + 3i− 2
√
5)x+ (9− 2i− 5

√
5 + 3

√
3)y ∈ C[x, y].

En este caso tenemos que {1, i,
√
5,
√
3} es un conjunto de elementos linealmente indepen-

dientes sobre Q y que los coeficientes de G(x, y) están contenidos en Q(i,
√
3,
√
5). Podemos

escribir lo siguiente:

G(x, y) = (5x+ 9y) · 1 + (3x− 2y)i+ (−2x− 5y)
√
5 + (3y)

√
3.

Aśı, por ejemplo, G√
5(x, y) = −2x− 5y.

Luego, como vamos a evaluar en pares naturales, se tiene que

G(deg f, deg g) = 0 ⇔


5 deg f + 9deg g = 0 ∧
3 deg f − 2 deg g = 0 ∧

−2 deg f − 5 deg g = 0 ∧
3 deg g = 0

 .

Con esta equivalencia, pasamos de un polinomio con coeficientes complejos, a finitos polino-
mios con coeficientes racionales (que deben ser todos anulados simultáneamente). La única
solución natural en este caso seŕıa (0, 0).

En el Lema 3.0.2 tenemos soluciones naturales infinitas (Una de las coordenadas de
(f, g) ∈ C(z)2 queda libre) descritas de forma diofantina.

Por el Lema 2.1.6, si AG es no diofantino entonces todos los Gq(x, y) (como en Definición
2.1.5) tienen infinitas soluciones naturales, que además son comunes entre ellos. Aśı, que un
conjunto AG sea diofantino o no diofantino, depende de si es posible describir las soluciones
de los Gq(x, y) = 0 de forma diofantina o no. Es decir, si las soluciones comunes se pueden
escribir de forma diofantina, entonces el conjunto AG es diofantino. Mientras que si las
soluciones comunes no se pueden escribir de forma diofantina, se puede adaptar la misma
demostración que prueba que no se pueden escribir de forma diofantina para los Gq.
Nos centraremos en G(x, y) ∈ Q[x, y] porque nos basta con saber las soluciones de los finitos
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polinomios que obtenemos según la Definición 2.1.5.
La idea original era que a lo más finitas soluciones naturales implican diofantino e infinitas
soluciones naturales implican no diofantino, dados los resultados (ver Lema 3.0.2) lo correcto
debeŕıa ser la siguiente conjetura

Conjetura 2.1. Dado G(x, y) ∈ C[x, y] se tiene que

1. Si G(x, y) = 0 tiene a lo más finitas soluciones o si las infinitas soluciones están dadas
por una coordenada fija y la otra libre, entonces AG es diofantino.

2. En otro caso, AG es no diofantino.

En el caṕıtulo 5 se comenta un poco más esta idea.
En los caṕıtulos siguientes; para probar que un conjunto AG, con G(x, y) ∈ Q[x, y], es
no diofantino; vamos a asumir que es diofantino y veremos que las infinitas soluciones a
G(x, y) = 0, forman con sus grados una secuencia infinita de crecimiento al menos cuadrático,
y concluiremos la contradicción con los siguientes dos lemas.

Lema 2.1.7. Sea {ri : i ∈ N} ⊆ N subconjunto infinito. Sea D = {f ∈ C(z) : ∃i, deg f =
ri}. Entonces, ddim(D) = ∞.

Demostración. Para cada ri fijo tenemos que {f ∈ C(z) : deg f = ri} tiene dimensión 2ri+1
y no es posible contenerlo en una unión numerable de subvariedades con dimensión a lo
más 2ri, porque esta dimensión nos deja libre un coeficiente de f que, al tomar valores en
C, tiene no numerables posibilidades. Luego, si para α fijo se tiene que Dα = {f ∈ C(z) :
deg f = r1 ∨ ... ∨ deg f = rn}, entonces D{α} se puede contener en una unión numerable de
subvariedades de dimensión a lo más 2rn + 1 y no menos.
Como los grados de los elementos de D son infinitos se tiene que ddim(D) = ∞.

Lema 2.1.8. Sea D ⊆ C(z). Si {deg f : f ∈ D} forma una secuencia de crecimiento al
menos cuadrático, entonces ddim(D) <∞.

Demostración. Notemos que si {deg f : f ∈ D} forma una secuencia de crecimiento al menos
cuadrático, entonces no es posible que contenga una progresión aritmética. Por Lema 1.6.2
se deduce que ddim(D) <∞.

2.2. Conjuntos diofantinos con condiciones de congruen-

cia para el grado

En esta sección demostraremos que dados enteros positivos a, k, existe un conjunto dio-
fantino Dk

a ⊂ C(z) tal que para cada f ∈ Dk
a se cumple que deg f ≡ k (a).

Con este objetivo, consideremos la curva eĺıptica sobre Q(z) de la sección 1.3 con a = b = 1
(se puede verificar en [12] que cumple con lo pedido por Denef)

E : (z3 + z + 1)y2 = x3 + x+ 1.

Definimos a partir de P1 = (z, 1) el punto Pn como Pn = (xn, yn) = n · P1.
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Lema 2.2.1. Existe c > 0 tal que deg(xn) ∼ cn2

Demostración. Por Lema 1.4.4 se tiene que h(Pn) ∼ cn2. Como Pn = (xn, yn) se tiene que
deg(xn) ∼ cn2.

Definimos fn = xn
zyn

para la cual tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.2.2. Existe una constante d > 0 tal que deg(xn) ∼ d · deg(fn)

Demostración. Definimos f : E → P1 como f(x, y) = x
zy

y φ : E → P1 como la función

coordenada x. Aśı, φ(xn, yn) = xn y f(xn, yn) = fn. Luego, por las definiciones dadas en la
subsección 1.4.3 tenemos que

deg(xn) = hP1
C(z)

(φ(xn, yn)) = hφ(xn, yn)

deg(fn) = hP1
C(z)

(f(xn, yn)) = hf (xn, yn)

Se concluye por el Lema 1.4.6 que deg(xn) ∼ d · deg(fn) con d la fracción de los grados de
los morfismos φ, f .

Lema 2.2.3. deg(xn) = deg(zyn)

Demostración. Por Lema 1.3.2; tenemos que, para cualquier n no nulo, fn−n toma el valor
cero en el infinito, de donde deducimos que el denominador de fn−n tiene grado mayor que
su numerador. Luego, como

fn − n =
xn
zyn

− n =
xn − nzyn

zyn
,

se tiene que deg(xn − nzyn) < deg(zyn). Aśı, deg(xn) = deg(nzyn) = deg(zyn), pues es
necesario que los términos de mayor grado se cancelen en la resta.

Lema 2.2.4. Para todo n ≥ 1 se tiene que yn(1) ̸= 0.

Demostración. Supongamos por contradicción que yn(1) = 0 para algún n. Aśı,

0 = (z3 + z + 1)y2n(1) = x3n(1) + xn(1) + 1.

Como Pn es un C(z)−punto racional (Lema 1.3.1) tenemos que xn(1) ∈ Q, pero como
x3 + x+ 1 es irreducible en Q, esto no es posible. Por lo tanto, yn ̸= 0 para cualquier n.

Lema 2.2.5. Dado a entero positivo y k ∈ {0, ..., a − 1} existe un conjunto Dk
a ⊂ C(z)

diofantino sobre C(z) tal que {deg f : f ∈ Dk
a} está formado por una secuencia de crecimiento

cuadrático, cuyos elementos cumplen que deg f ≡ k (a).

Demostración. Los puntos (xn, yn) definidos en esta sección se obtienen de forma diofantina,
por lo que F = {fn : n > 1} es diofantino. Aśı, definimos Dk

a = {g ∈ C(z) : ∃fn ∈ F : g =
gn = fan(z − 1)k} el cual es diofantino, pues tomar potencia y multiplicar lo es (z es parte
del lenguaje).
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Luego, tenemos que, por Lema 2.2.3 y Lema 2.2.4, deg(gn) = a deg(fn)+ k. Esto pues, al no
tener polo en 1, (z− 1) no reduce el grado, sino que se suma completamente y, al tener igual
grado en numerador y denominador para fn, el grado de gn es el grado del numerador.
Por Lema 2.2.1 y Lema 2.2.2 tenemos que deg(gn) ∼ c

d
an2. Aśı, la secuencia de los grados

forma una secuencia de crecimiento cuadrático.
Por último, tenemos que deg(gn) ≡ a deg(fn) + k ≡ k (a).
Por lo tanto, Dk

a cumple con todo lo pedido.
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Caṕıtulo 3

Grado 1

En este caṕıtulo vamos a ver los casos en que AG es diofantino o no diofantino para
degG = 1. El resultado es el siguiente.

Teorema 3.0.1. Sea G ∈ Q[x, y] de grado 1.
Escribimos G(x, y) = ax+ by + c; con a, b, c ∈ Q tales que a ̸= 0 ó b ̸= 0. Aśı,

1. Si b = 0 ó a = 0 entonces AG es diofantino.

Consideremos ahora a ̸= 0 y b ̸= 0.

2. Sea c = 0.

a) Si − b
a
< 0 entonces AG es diofantino.

b) Si − b
a
> 0 entonces AG es no diofantino.

3. Sea c ̸= 0.

a) Si −a
b
< 0 entonces AG es diofantino.

b) Si −a
b
> 0, se tiene que AG es no diofantino si y solo si bk + c ≡ 0 (a) tiene

solución k ∈ {0, ..., a− 1}.

Vamos a ver cada caso por separado. Fijamos G(x, y) ∈ Q[x, y], G(x, y) = ax+ by + c.

Lema 3.0.2. Si b = 0, entonces AG es diofantino.

Demostración. Con b = 0 tenemos que G(x, y) = ax+ c. Luego, notemos que

G(deg f, deg g) = 0 ⇒ deg f = − c

a
.

Como deg f es natural, si − c
a
̸∈ N entonces AG = ∅, y por ende es diofantino (Lema 1.1.3).

Por otro lado, si − c
a
= n ∈ N entonces g puede ser cualquier elemento de C(z) (pues su

grado queda libre) y

f =
cnz

n + ...+ c0
dnzn + ...+ d0

,
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sin factores comunes entre numerador y denominador, y con cn ̸= 0 ó dn ̸= 0. Entonces,
considerando n = − c

a
, tenemos lo siguiente

AG ={(f, g) ∈ C(z) | G(deg f, deg g) = 0}
={(f, g) ∈ C(z) | ∃cn, ..., c0, dn, ..., d0 ∈ C (((dnz

n + ...+ d0)f = cnz
n + ...+ c0) ∧

∧ (res(dnz
n + ...+ d0, cnz

n + ...+ c0) ̸= 0) ∧ (cn ̸= 0 ∨ dn ̸= 0))},

el cual es diofantino por Lema 1.1.8, Lema 1.1.9 y por Lema 1.2.5.

De aqúı en adelante, dentro de este caṕıtulo, vamos a considerar para todos los lemas
que a ̸= 0 y b ̸= 0.
Además, notemos que basta con considerar a, b, c ∈ Z. Esto pues podemos escribir los coefi-
cientes con la Notación 2.1.4, obteniendo a = pa

qa
, b = pb

qb
, c = pc

qc
, y de ah́ı que

pa
qa

deg f +
pb
qb

deg g +
pc
qc

= 0 ⇔ paqbqc deg f + pbqaqc deg g + pcqaqb = 0.

Por ende, basta con ver el caso en que a, b, c ∈ Z con (a, b, c) = 1, pues las soluciones no
cambian al simplificar la ecuación.

Para los Lemas 3.0.3, 3.0.4, 3.0.5 y 3.0.6 vamos a considerar sin pérdida de generalidad
que a > 0.

Lema 3.0.3. Si c = 0 y − b
a
< 0 entonces AG es diofantino.

Demostración. Con c = 0 tenemos que G(x, y) = ax+ by = 0 y aśı,

G(deg f, deg g) = 0 ⇒ a deg f + b deg g = 0 ⇒ deg f = − b

a
deg g.

Dado esto, como deg f, deg g son naturales y − b
a
< 0, no puede existir una solución natural.

Por ende, AG = ∅ que es diofantino por Lema 1.1.3.

Lema 3.0.4. Si c = 0 y − b
a
> 0 entonces AG es no diofantino.

Demostración. Sea c = 0 y − b
a
> 0. Supongamos por contradicción que AG es diofantino.

Sean, sin pérdida de generalidad, a > 0 y b < 0. Sea D como en Teorema 1.6.4 (diofantino
y con los grados de sus elementos formando una secuencia de crecimiento cuadrático) y
definimos Da para el coeficiente a como

Da = {g ∈ C(z) : ∃h ∈ D, g = ha},

el cual es diofantino pues D lo es y, como a > 0 está fijo, la potencia también lo es.
Sea D′ = {f ∈ C(z) : ∃g ∈ Da, a deg f + b deg g = 0}, el cual es diofantino (pues Da y G son
diofantinos).
Como a| deg g para g ∈ Da, escribiendo deg g = ak (k = deg h para h ∈ D), tenemos que
D′ = {f ∈ C(z) : deg f = −bk}. Aśı, como el crecimiento de k es al menos cuadrático,
entonces el crecimiento de deg f , con f ∈ D′, también es al menos cuadrático. Por Lema
2.1.8 tenemos que ddim(D′) <∞.
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Pero, por otro lado, como a| deg g tenemos que {deg f : f ∈ D′} es un subconjunto infinito
de N, por lo que ddim(D′) = ∞ usando el Lema 2.1.7. Esto es una contradicción.
Por ende, si − b

a
> 0 entonces AG = {(f, g) ∈ C(z)2 : a deg f + b deg g = 0} es no diofantino.

Lema 3.0.5. Si c ̸= 0 y −a
b
< 0 entonces AG es diofantino.

Demostración. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a, b > 0.
Si −c < 0 entonces G(x, y) = 0 determina una recta de pendiente negativa y coeficiente
de posición negativo, es decir, no existen soluciones naturales para G(x, y) = 0. Por lo que
AG = ∅, que es diofantino por el Lema 1.1.3.
Si −c ≥ 0 sólo hay finitos naturales m para los cuales (m,n) podŕıa ser solución natural de
G(x, y) = 0. Aśı, para cada m ∈ {m ∈ N : 0 ≤ m ≤ − c

a
} hay que ver si y = −am−c

b
∈ N o no.

Si no tenemos soluciones naturales por, Lema 1.1.3, se concluye que AG es diofantino y si
tenemos (como seŕıan finitas), por Lema 2.1.3, se concluye que AG es diofantino. Por lo tanto;
si −a

b
< 0 y c ̸= 0, entonces AG es diofantino.

Lema 3.0.6. Si c ̸= 0 y −a
b
> 0, se tiene que AG es no diofantino si y solo si bk+c ≡ 0 (a)

tiene solución k ∈ {0, ..., a− 1}.

Demostración. Si bk+ c ≡ 0 (a) no tiene solución, entonces no tenemos soluciones naturales
para G(x, y) = 0 y por 1.1.3 se deduce que AG es diofantino.
Si bk + c ≡ 0 (a) tiene solución, vamos a razonar por contradicción. Supongamos que para
c ̸= 0 y −a

b
> 0, el conjunto AG es diofantino. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que

a > 0 y b < 0. Sea k ∈ {0, ..., a − 1} tal que bk + c ≡ 0(a). Sea Dk
a como en el Lema 2.2.5.

Definimos
D′ = {f ∈ C(z) : ∃g ∈ Dk

a, a deg f + b deg g + c = 0},

que es diofantino pues AG y Dk
a lo son.

Por un lado, como deg g, con g ∈ Dk
a, crece al menos cuadráticamente, entonces deg f , con

f ∈ D′, crece al menos cuadráticamente. Aśı, por Lema 2.1.8, tenemos que ddim(D′) <∞.
Por otro lado, como |{deg g : g ∈ Dk

a}| = ∞, tenemos que |{deg f : f ∈ D′}| = ∞, ya que
por cada g ∈ Dk

a se tiene un f ∈ D. Aśı, por Lema 2.1.7, tenemos que ddim(D′) = ∞. Esto
es una contradicción.
Por lo tanto; si −a

b
> 0, entonces AG = {(f, g) ∈ C(z)2 : a deg f + b deg g + c = 0} no es

diofantino.

Juntando los lemas de este caṕıtulo tenemos la demostración del teorema 3.0.1.

Demostración del Teorema 3.0.1. Consideremos G ∈ Q[x, y] de grado 1, escrito
G(x, y) = ax+ by + c; con a, b, c ∈ Q tales que a ̸= 0 ó b ̸= 0. Vamos punto por punto.

1. Por el lema 3.0.2 tenemos el caso b = 0. Si a = 0 se obtiene el mismo resultado que en
el lema 3.0.2, considerando f ∈ C(z) y g = cnzn+...+c0

dnzn+...+d0
(es el mismo razonamiento pues

no se utiliza de forma significativa si la variable es x o y).

2. El caso (a) es por el lema 3.0.3 y el caso (b) es por el lema 3.0.4.
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3. El caso (a) es por el lema 3.0.5 y el caso (b) es por el lema 3.0.6
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Caṕıtulo 4

Grado 2

En esta sección demostraremos para cuáles G(x, y) ∈ Q[x, y] de grado 2 nuestro conjunto
AG es diofantino o es no diofantino. El teorema de esta sección es el siguiente.

Teorema 4.0.1. Sea G(x, y) ∈ Q[x, y] de grado 2.
Escribimos G(x, y) = a5x

2 + a4xy + a3y
2 + a2x + a1y + a0 con ai ∈ Q y a5, a4, a3 no todos

cero. Tenemos que

1. Si G(x, y) = 0 tiene a lo más finitas soluciones naturales o si las infinitas soluciones
están dadas por una coordenada fija y la otra libre, entonces AG es diofantino.

2. Si G(x, y) = 0 tiene infinitas soluciones naturales entonces AG es no diofantino.

Separaremos también esta demostración en casos. Los casos que analizaremos estarán
determinados por la cónica que define G(x, y) = 0. Para esto, recordamos la clasificación de
las cónicas que dice que G(x, y) = 0 puede definir vaćıo, un punto, una recta, dos rectas,
una elipse, una parábola o una hipérbola. En cada caso veremos si G(x, y) = 0 tiene a lo
más finitas o infinitas soluciones naturales y en el caso de infinitas soluciones naturales,
llegaremos a la conclusión de que es no diofantino.

Lema 4.0.2. Si G(x, y) = 0 define vaćıo o un punto tenemos que AG es diofantino.

Demostración. Sabemos que el vaćıo es diofantino por Lema 1.1.3 y si G(x, y) = 0 define
solo un punto, por el lema 2.1.3 tenemos que también es diofantino.

Lema 4.0.3. Si G(x, y) = 0 define una recta o dos rectas tenemos dos casos.

1. Si G(x, y) = 0 tiene a lo más finitas soluciones naturales o si las infinitas soluciones
están dadas por una coordenada fija y la otra libre entonces AG es diofantino.

2. Si G(x, y) = 0 tiene infinitas soluciones naturales entonces AG es no diofantino.

Demostración. Notemos que si G(x, y) = 0 define una recta, el análisis es el mismo que ya
se realizó en el Teorema 3.0.1. Por lo que se concluyen 1 y 2 en este caso.
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Mientras que si G(x, y) = 0 define dos rectas tenemos que; si L1(x, y) = 0, L2(x, y) = 0
determinan a estas rectas, entonces

AG = {(f, g) ∈ C(x, y) : L1(deg f, deg g) = 0} ∪ {(f, g) ∈ C(x, y) : L2(deg f, deg g) = 0}.

Aśı, si ambas rectas tienen a lo más finitas soluciones naturales se concluye, por Lema 1.1.5,
que AG es diofantino. Si alguna de las dos rectas contiene infinitas soluciones naturales,
entonces se puede realizar el mismo esquema de demostración que en el caṕıtulo anterior
(ver Lemas 3.0.4 y 3.0.6), llegando a una contradicción con Lema 2.1.7 y Lema 2.1.8.

Lema 4.0.4. Si G(x, y) = 0 define una elipse entonces AG es diofantino.

Demostración. Sea C el conjunto de puntos de la elipse en R2. Como existenM,N ∈ N tales
que para todo (x, y) ∈ C, |x| < M y |y| < N , tenemos que las soluciones naturales de G son
finitas pues deben cumplir estas desigualdades. Aśı, por Lema 2.1.3 se concluye que AG es
diofantino.

Recordemos que en las parábolas solamente tenemos un elemento de segundo grado, que
puede ser a5x

2 o a3y
2. Luego, podemos reescribir, en este caso, las ecuaciones G(x, y) = 0

del siguiente modo:

a5x
2 + a2x+ a1y + a0 = 0 ⇒ y = −a5

a1
x2 − a2

a1
x− a0

a1
.

a3y
2 + a2x+ a1y + a0 = 0 ⇒ −a3

a2
y2 − a1

a2
y − a0

a2
.

Luego, si G(x, y) = 0 define una parábola, escribimos y = ax2 + bx + c o x = ay2 + by + c,
donde a, b, c ∈ Q. A partir de aqúı utilizamos la Notación 2.1.4.

Lema 4.0.5. Si G(x, y) = 0 determina una parábola tenemos que

1. Si a < 0 entonces AG es diofantino.

2. Si a > 0 tenemos los siguientes casos:

a) Si c ∈ Z entonces AG es no diofantino.

b) Si c ∈ Q− Z, (qa, qc) = 1, (qb, qc) = 1 entonces AG es diofantino.

Demostración. Sea G(x, y) = 0 tal que determina una parábola.

1. Si a < 0, las posibles soluciones naturales de G(x, y) = 0 son a lo más finitas por la
concavidad de la parábola (las ramas se abren en los cuadrantes II, III y IV). Aśı, por
el Lema 2.1.3 tenemos que AG es diofantino.

2. Sea a > 0. Vamos a analizar y = ax2 + bx+ c, pues el otro caso es análogo. Luego,
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a) Sea c ∈ Z y supongamos por contradicción que AG es diofantino.
Sea λ = qaqb. Sea D como en Teorema 1.6.4, que es diofantino y los grados de sus
elementos forman una secuencia de crecimiento cuadrático.
Definimos Dλ = {g ∈ C(z) : ∃h ∈ D, g = hλ}. Aśı, Dλ es diofantino (pues D
lo es y tomar potencia también) donde {deg g : g ∈ Dλ} es una secuencia de
crecimiento al menos cuadrático. Definimos

D′ = {f ∈ C(z) : ∃g ∈ Dλ, G(deg g, deg f) = 0},

el cual es diofantino, pues Dλ y G lo son.
Luego, {deg f : f ∈ D′} crece al menos como n4. Se concluye que ddim(D′) <∞
por Lema 2.1.8.
Por otro lado, notemos que para cada f ∈ D′ tenemos que

deg f = a(λ deg h)2 + bλ deg h+ c,

con h ∈ D. Sea k = deg h y entonces

deg f =
pa
qa
λ2k2 +

pb
qb
λk + c = paqaq

2
bk

2 + pbqak + c ∈ Z.

Como {deg h : h ∈ D} crece cuadráticamente; tenemos que existe k0 ∈ N tal
que, para todos los k ≥ k0 con k ∈ {deg h : h ∈ D}, se tiene que deg f ∈ N.
Luego, tenemos infinitos valores naturales para deg f . Por ende, ddim(D′) = ∞
por Lema 2.1.7.
Esto es una contradicción, por lo tanto, AG es no diofantino.

b) Notemos que en este caso, si (m,n) es solución natural de G(x, y) = 0 entonces

pa
qa
m2 +

pb
qb
m+

pc
qc

=
paqbqcm

2 + pbqaqcm+ pcqaqb
qaqbqc

= n ∈ N.

Tenemos dos casos en los que se cumple lo anterior;

qaqbqc|paqbqcm2 + pbqaqcm+ pcqaqb ó paqbqcm
2 + pbqaqcm+ pcqaqb = 0.

Por la transitividad de la divisibilidad tenemos que

qc|paqbqcm2 + pbqaqcm+ pcqaqb.

Pero, qc|paqbqcm2 + pbqaqcm y qc ̸ |pcqaqb, lo cual es una contradicción.
Como a partir de paqbqcm

2+pbqaqcm+pcqaqb = 0 tenemos a lo más dos soluciones
para m ∈ N, se deduce que G(x, y) = 0 tiene a lo más finitas soluciones naturales.
Por lo tanto AG es diofantino Por los Lemas 1.1.3 y 2.1.3.

El resto de casos de la parábola se subdividen en pequeños casos según si ecuaciones en
congruencia (de primer y segundo grado) o sistemas de ecuaciones en congruencias tienen
solución. En el caṕıtulo 5 se desarrollan algunos ejemplos para mostrar el proceso, cómo
surgen los diversos casos y por qué podemos afirmar que las infinitas soluciones cumplen con
una condición de congruencia m ≡ k(a) como la del Lema 2.2.5.
Por ende, tenemos lo siguiente para el resto de casos de la parábola.
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Lema 4.0.6. Sea G(x, y) = 0 que define una parábola, con a > 0. Si tenemos c ∈ Q−Z,
cumpliendo que (qa, qc) ̸= 1, (qb, qc) = 1 ó (qa, qc) = 1, (qb, qc) ̸= 1 ó (qa, qc) ̸= 1, (qb, qc) ̸= 1;
entonces se dan los siguientes casos

1. Si G(x, y) = 0 tiene a lo más finitas soluciones naturales entonces AG es diofantino.

2. Si G(x, y) = 0 tiene infinitas soluciones naturales entonces AG es no diofantino.

Demostración. El primer caso se deduce por el Lema 2.1.3.
Para el segundo caso, supongamos por contradicción que AG es diofantino.
Las infinitas soluciones (m,n) cumplen con una condición de congruencia m ≡ k (a) (esta
afirmación se justifica en el caṕıtulo 5). Sea Dk

a como en el Lema 2.2.5 (diofantino y los
grados de Dk

a crecen de forma cuadrática) y definimos

D′ = {f ∈ C(z) : ∃g ∈ Dk
a, G(deg g, deg f) = 0},

el cual es diofantino, pues Dk
a y G lo son. Luego, {deg f : f ∈ Dk

a} crece al menos cuadráti-
camente, por lo que ddim(D′) <∞, por Lema 2.1.8.
Por otro lado, como son infinitas las duplas (deg f, deg g) con coordenadas naturales, tene-
mos que ddim(D′) = ∞, por Lema 2.1.7.
Esto es una contradicción, por lo tanto AG es no diofantino.

El siguiente lema nos permite concluir la situación de AG cuando G(x, y) = 0 representa
una hipérbola. Las afirmaciones realizadas se justifican en el caṕıtulo 5.

Lema 4.0.7. Si G(x, y) = 0 define una hipérbola entonces tenemos dos casos.

1. Si G(x, y) = 0 tiene a lo más finitas soluciones naturales entonces AG es diofantino.

2. Si G(x, y) = 0 tiene infinitas soluciones naturales entonces AG es no diofantino.

Demostración. Si tenemos a lo más finitas soluciones aplicamos el Lema 2.1.3 y concluimos
que AG es diofantino.
Vamos a considerar G(x, y) = a5x

2+a4xy+a3y
2+a2x+a1y+a0 con a2, a1, a0 no todos nulos

y con a5a3 ≤ 0. En el caṕıtulo 5 se justifica la razón de que en estas condiciones podemos
tener infinitas soluciones.
Luego, tenemos los siguientes casos con la posibilidad de tener infinitas soluciones (justificado
en el caṕıtulo 5):

1. Sean a5 ̸= 0 y a3 ̸= 0. Supongamos por contradicción que AG es diofantino. Sea D como
en Teorema 1.6.4 (diofantino y con los grados formando una secuencia de crecimiento
cuadrático). Definimos

D′ = {f ∈ C(z) : ∃g ∈ D,G(deg f, deg g) = 0},

el cual es diofantino pues D y AG lo son.
Luego, como los grados de g ∈ D crecen de forma cuadrática y a5, a3 son no nulos,
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tenemos que {deg f : f ∈ D′} forman una secuencia infinita de naturales con creci-
miento cuadrático (miramos los términos a5(deg f)

2, a3(deg g)
2 y a4 deg f deg g para

llegar a esta conclusión). Por Lema 2.1.7, se deduce que ddim(D′) = ∞ y por Lema
2.1.8 se deduce que ddim(D′) < ∞. Esto es una contradicción, por lo tanto, AG es no
diofantino.

2. Sean a5 = 0 ó a3 = 0, pero no ambos. Sin pérdida de generalidad, consideremos a3 = 0.
Supongamos por contradicción que AG es diofantino. Sea D como en Teorema 1.6.4
(diofantino y con los grados formando una secuencia de crecimiento cuadrático). Defi-
nimos

D′ = {f ∈ C(z) : ∃g ∈ D,G(deg f, deg g) = 0},

el cual es diofantino pues D y AG lo son.
Como {deg g : g ∈ D} crece cuadráticamente y (deg f, deg g) es solución natural para
G(x, y) = 0, se deduce que {deg f : f ∈ D′} forman una secuencia infinita de naturales
con crecimiento cuadrático (miramos los términos a5(deg f)

2 y a4 deg f deg g para llegar
a esta conclusión). Por Lema 2.1.7, se deduce que ddim(D′) = ∞ y por Lema 2.1.8
se deduce que ddim(D′) < ∞. Esto es una contradicción, por lo tanto, AG es no
diofantino.

Juntando los lemas de este caṕıtulo obtenemos la demostración del teorema 4.0.1.

Demostración del Teorema 4.0.1. Juntando los Lemas 4.0.2, 4.0.3, 4.0.4, 4.0.5,
4.0.6 y 4.0.7 se concluye el Teorema.
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Caṕıtulo 5

Comentarios finales

En este caṕıtulo vamos a ver el desarrollo de los casos abreviados en caṕıtulos anteriores
y algunos ejemplos concretos.

5.1. Parábola

Veamos que los casos con infinitas soluciones cumplen con condiciones de congruencia.
Esto para el Lema 4.0.6.
Sea G(x, y) = 0 que representa una parábola de la forma y = ax2 + bx + c, con a > 0, y
usamos la Notación 2.1.4.

1. Sea (qa, qc) ̸= 1 y (qb, qc) ̸= 1.
Sea (m,n) tal que G(m,n) = 0. Vamos a analizar esta situación y exponer los casos en
los que se tienen a lo más finitas soluciones y en los que se tienen infinitas soluciones
(y cómo surge la afirmación de que las infinitas soluciones cumplen con una condición
de congruencia).
Supongamos primero que qc = λ es primo. Luego, por nuestra suposición, tenemos que
qa = λq′a, qb = λq′b. Luego,

n =
pa
λq′a

m2 +
pb
λq′b

m+
pc
λ

=
paq

′
bm

2 + pbq
′
am+ pcq

′
aq

′
b

λq′aq
′
b

.

Como queremos que el lado derecho sea natural (pues n ∈ N) existen dos casos; que
el numerador sea cero (son a lo más dos valores para m, aśı que nos centraremos en
el segundo caso) o que el denominador divida al numerador. En este segundo caso,
denotando por Num = paq

′
bm

2+pbq
′
am+pcq

′
aq

′
b, por la transitividad de la divisibilidad

tenemos que

q′a|Num ⇒ q′a|paq′bm2 ⇒ q′a|q′bm2, por la coprimalidad de la representación frac-
cionaria que estamos usando ((qa, pa) = 1 ⇒ (q′a, pa) = 1).

q′b|Num ⇒ q′b|pbq′am ⇒ q′b|q′am, por la coprimalidad de la representación fraccio-
naria que estamos usando ((qb, pb) = 1 ⇒ (q′b, pb) = 1).
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λ|Num.

De la primera afirmación obtenemos dos casos; q′a | q′b o q′a | m. De la segunda afirmación
tenemos los casos q′b | q′a o q′b | m. Esto nos da diversas combinaciones de casos posibles.
Veamos primero el caso q′a|m, q′b|m por lo que tenemos m = q′aq

′
bm̃. Luego, con esta

reescritura tenemos que

n =
paq

′
a(q

′
b)

2(m̃)2 + pbq
′
am̃+ pc

λ
.

Como m̃ está elevada al cuadrado podemos pedir que sea suficientemente grande de
modo que n sea positivo (a > 0 implica que pa > 0). Renombrando A = paq

′
a(q

′
b)

2, B =
pbq

′
a, C = pc, lo que queremos son las soluciones de

Am̃2 +Bm̃+ C ≡ (λ).

Si existe solución, entonces tenemos infinitos valores con las condiciones que queremos
(se obtiene una expresión con congruencias). Si no existe solución, entonces AG seŕıa
diofantino por Lema 1.1.3.
El resto de casos es similar, pues se llega a una ecuación en congruencias de segundo
grado (o como mucho un sistema de una ecuación de este tipo con otra en congruencia
lineal) que si tiene solución nos da no diofantino y sin solución seŕıa diofantino. En
cada caso las condiciones de divisibilidad nos permiten cambiar los valores concretos
de A,B,C.
Si qc es compuesto tenemos que hacer el mismo proceso de plantear una fracción única
(teniendo cuidado de desgranar las cantidades para que el denominador sea lo más
cercano posible al mı́nimo común múltiplo) y usar propiedades de divisibilidad para
llegar a ecuaciones en congruencias que, según si tiene o no soluciones, nos permitirán
determinar si AG es diofantino o no diofantino.

Veamos un par de ejemplos.

2. Sea G(x, y) = 1
20
x2 + 5

26
x + 3

10
− y. Luego, si suponemos que (m,n) ∈ N cumple que

G(m,n) = 0 tenemos que

n =
13m2 + 50m+ 78

260
.

Aplicando la fórmula para la ecuación cuadrática se verifica que no se puede tener
G(m, 0) = 0 para m ∈ N. Por divisibilidad, denotando NUM = 13m2 + 50m+ 78,

2 | NUM ⇒ 2 | 13m2 ⇒ 2 | m.

5 | NUM ⇒ 5 | 13m2 + 78. Luego,

13m2 + 78 ≡ 0 (5)

3m2 + 3 ≡ 0 (5)

m2 ≡ −1 (5)

m2 ≡ 4 (5)

m ≡ 2 (5) ∨m ≡ 3 (5).
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13 | NUM ⇒ 13 | 50m⇒ 13 | m.

Notemos que con las condiciones 2 | m, 13 | m se deduce que 26 | m y podemos escribir
m = 26k, de donde deducimos

13 · 676k2 + 50 · 26k + 78

260
=

13 · 26k2 + 50k + 3

10
.

Aśı, 2 | 13·26k2+50k+3 ⇒ 2 | 3 lo cual no es posible. Por ende, no existen (m,n) ∈ N2

tales que G(m,n) = 0.
Otro modo de llegar a la misma conclusión es observando que, como 4 | 260, tenemos
que 4 | NUM . Usando que 2 | m, se deduce que 4 | 50m+78 y de ah́ı que 2 | 25m+39
lo cual no es posible dado que m es par.
Por lo tanto AG es diofantino.

3. Sea G(x, y) = 1
6
x2 + 3

5
x + 2

15
− y y queremos soluciones (m,n) ∈ N2. Si consideramos

m ≡ 22 (30), escribiendo m = 30k + 22 se tiene que

n :=
4500k2 + 7140k + 2820

30
= 150k2 + 238k + 94.

Con esto se verifica que existen infinitas soluciones cumpliendo G(m,n) = 0 y que m
tiene una condición de congruencia. Aśı, usando Lema 2.2.5 se llega a una contradicción
asumiendo que AG es diofantino. Por lo tanto, AG es no diofantino.
Ahora bien, para llegar a esta condición aplicamos el mismo proceso que en el ejemplo
anterior:

n =
5m2 + 18m+ 4

30
.

Sea NUM = 5m2 + 18m+ 4. Luego,

2 | NUM ⇒ 2 | 5m2 ⇒ 2 | m.

3 | NUM ⇒ 3 | 5m2 + 4.

5 | NUM ⇒ 5 | 18m+ 4.

De donde obtenemos los siguientes sistemas m ≡ 0 (2)
m ≡ 1 (3)
m ≡ 2 (5)

 ∨

 m ≡ 0 (2)
m ≡ 2 (3)
m ≡ 2 (5)

 .

La solución del primero es m ≡ 22 (30).

4. Queremos (m,n) ∈ N2 solución natural. Sea (qa, qc) ̸= 1, (qb, qc) = 1 y consideremos
qc = λ primo. Luego, qa = λq′a y tendŕıamos

n =
paqbm

2 + pbqam+ pcq
′
aqb

λq′aqb
,

de donde se deduce (por divisibilidad) que

36



qb | q′am.

q′a | qbm2.

λ | paqbm2 + pcq
′
aqb, y usando que (λ, qb) = 1 tenemos que λ | pam2 + pcq

′
a.

Del mismo modo que antes se forman diversos subcasos en el que cada uno nos entrega
distintas condiciones de congruencias y según los coeficientes se tendrán o no soluciones.
Por ejemplo, si tenemos q′a | m, qb | m y (q′a, qb) = 1, podemos escribir m = q′aqbk y
obtenemos

n =
paq

′
aq

2
bk

2 + pc
λ

+ pbq
′
ak.

Deducimos que paq
′
aq

2
bk

2 + pc ≡ 0 (λ). Si esta ecuación no tiene soluciones tendremos
AG diofantino; y si tiene solución (solución en congruencia nos da infinitas parejas
(m,n)) tendremos AG no diofantino.

5. Sea (qa, qc) = 1, (qb, qc) ̸= 1 y sea qc = λ primo. Luego,

n =
pa
qa
m2 +

pb
λq′b

m+
pc
λ

=
paλq

′
bm

2 + pbqam+ pcqaq
′
b

λqaq′b
.

Por divisibilidad, denotando NUM = paλq
′
bm

2 + pbqam+ pcqaq
′
b, tenemos que

qa | NUM ⇒ qa | paλq′bm2 ⇒ qa | λq′bm2.

q′b | NUM ⇒ q′b | pbqam⇒ q′b | qam.

λ | NUM ⇒ λ | pbqam+ pcqaq
′
b ⇒ λ | pbm+ pcq

′
b.

Nuevamente se pueden tener diversos casos.
Si tenemos que qa | m, q′b | m, se obtiene el sistema m ≡ 0 (qa)

m ≡ 0 (q′b)
pbm+ pcq

′
b ≡ 0 (λ)

 .

Si qa, q
′
b, λ son coprimos de a pares, por el teorema chino del resto tenemos solución

para este sistema del tipo m ≡ a (qaq
′
bλ), es decir, AG seŕıa no diofantino.

Ahora bien, si (q′b, λ) ̸= 1 como (q′b, pb) = 1 se deduce que λ ∤ pb, y aśı, λ | m por
la tercera ecuación. Luego, tenemos que qaλ | m por lo que, escribiendo m = qaλk y
q′b = λq′′b ,

n = paqaλ
2k2 +

pbqaλk + pcq
′
b

q′bλ
= paqaλ

2k2 +
pbqak + pcq

′′
b

q′b
.

De ah́ı que para tener una solución natural queremos que q′b | pbqak + pcq
′′
b . Luego,

sabemos que pbqak + pcq
′′
b ≡ 0 (q′b) si y solo si d := (pbqa, q

′
b) | pcq′′b . Recordemos que

(pb, q
′
b) = 1, (qa, λ) = 1, por lo que d = (qa, q

′
b), d ̸= λ y d | q′′b . Aśı, tenemos una

solución en congruencia, lo que nos permite concluir que es no diofantino.

Con estos ejemplos se ilustra el método aplicable a todos los casos no escritos aqúı.
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5.2. Hipérbola

Sea G(x, y) = a5x
2 + a4xy + a3y

2 + a2x+ a1y + a0.
Primero veamos las condiciones que debemos pedir a los coeficientes para que la expresión
anterior sea una hipérbola.

1. Si a0 = a1 = a2 = 0 y (m,n) es solución natural tenemos lo siguiente para µ ∈ N−{0}

a5µ
2m2 + a4µmµn+ a3µ

2n2 = 0 ⇔ a5m
2 + a4mn+ a3n

2 = 0.

Aśı (m,n) es solución natural si y solo si (µm, µn) es solución natural. Por ende, con
estos coeficientes tenemos dos rectas, una recta o vaćıo.

2. Si a5 · a3 > 0 por argumento de crecimiento podemos deducir que las soluciones están
acotadas, es decir, que el polinomio representa una elipse. Por ende, para que sea
hipérbola pedimos a5 · a3 ≤ 0.

Luego, vamos a justificar (para el Lema 4.0.7) que se tienen infinitas soluciones solo
cuando al menos uno de los coeficientes a3 y a5 es no nulo. En otras palabras, nos centramos
en el caso a4xy+a2x+a1y+a0 y veremos que se obtienen a lo más finitas soluciones naturales
o que no es hipérbola.

1. Sea a4xy + a0 = 0. Aśı, xy = −a0
a4
. Si (m,n) es solución natural tenemos dos posibili-

dades

Si −a0
a4

̸∈ N llegamos a una contradicción, pues multiplicación de naturales da
natural.

Si d := −a0
a4

∈ N, como d tiene finitos divisores, tenemos que solo finitas parejas
(m,n) cumplen que mn = d. Aśı, tenemos a lo más finitas soluciones.

Aśı, en este caso tenemos a lo más finitas soluciones.

2. Si a4xy + a2x = 0 ó a4xy + a1y = 0 entonces G(x, y) = 0 representa dos rectas. Esto
pues se pueden factorizar obteniendo x(a4y + a2) = 0 ó y(a4x+ a1) = 0 en cada caso.

3. Si a5 = a3 = 0 y a2, a1, a0 con al menos dos no nulos y tomamos (m,n) solución natural
tenemos que

a4mn+ a2m+ a1n+ a0 = 0 ⇒ n = −a2m+ a0
a4m+ a1

.

Para tener infinitas soluciones es necesario que a4m + a1 | a2m + a0 para infinitos
valores de m, pero si esto ocurre tenemos que a2m + a0 = k(a4m + a1) de donde se
deduce que

a4mn+a2m+a1n+a0 = 0 ⇒ (a4m+a1)y+k(a4m+a1) = 0 ⇒ (a4m+a1)(y+k) = 0.

Aśı, tendŕıamos dos rectas.
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Finalmente, veamos un par de casos expĺıcitos.

1. Sea G(x, y) = xy+x+2y+5 = 0 y notemos que y = −x+5
x+2

. Luego, si queremos evaluar
x por naturales tenemos que y < 0, por lo que no tenemos soluciones naturales.

2. Sea G(x, y) = x2 − y2 + x+ y + 1 = 0. Si (a, b) es solución para G = 0 tenemos que

a2 − b2 + a+ b+ 1 = 0 ⇔ (a+ b)(a− b) + a+ b = −1 ⇔ (a+ b)(a− b+ 1) = −1.

Si queremos tener una solución natural, en particular por ser enteros, tenemos que
a+ b = ±1 y a− b+ 1 = ∓1.

Si a + b = 1 tenemos que (a = 0 ∧ b = 1) ∨ (a = 1 ∧ b = 0). En el primer caso,
a− b+1 = 0 y en el segundo a− b+1 = 2, es decir, se llega a una contradicción.

Si a+ b = −1 entonces alguno de los dos no es natural.

Por ende, no existen soluciones naturales para G = 0.

3. Sea G(x, y) = x2 − 2y2 − 1. Tenemos que G(x, y) = 0 nos da la siguiente ecuación de
Pell, x2−2y2 = 1. Luego, sabemos que esta ecuación tiene infinitas soluciones naturales
(xn, yn) dadas por la siguiente expresión xn +

√
2yn = (3 + 2

√
2)n. Se puede ver en

detalle en [11].

5.3. Conjetura

Expliquemos la siguiente conjetura.

Conjetura 5.1. Dado G(x, y) ∈ C[x, y] se tiene que

a) Si G(x, y) = 0 tiene a lo más finitas soluciones o si las infinitas soluciones están
dadas por una coordenada fija y la otra libre, entonces AG es diofantino.

b) En otro caso, AG es no diofantino.

Dado un G(x, y) ∈ C[x, y], por lo comentado en el caṕıtulo 2 sección 1 a partir de la
Definición 2.1.5, podemos quedarnos con los Gqi(x, y) ∈ Q[x, y] como en la Definición
2.1.5. Luego, en los casos de G(x, y) ∈ Q[x, y] de grado 1 ó 2 tenemos lo conversado en
los caṕıtulos 3 y 4. Aśı, esta conjetura afecta los casos donde degG ≥ 3 y G(x, y) = 0
tiene infinitas soluciones naturales.
Como los grados son números naturales y estamos analizando la situaciónG(deg f, deg g) =
0 los crecimientos de estos grados están relacionados, excepto en el caso que las solu-
ciones sean como en el Lema 3.0.2.
Por ejemplo, si tenemos G(x, y) = x5 + 3x4 − x las soluciones para G(x, y) = 0 son
del tipo (xi, ⋆), donde xi es solución de x5 + 3x4 − x = 0 y la segunda coordenada es
libre. Aśı, estas infinitas soluciones son como las del Lema 3.0.2 y se pueden describir
de forma diofantina.
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En cambio, si tenemos G(x, y) = x4 − y3, existe una relación entre el crecimiento de

las posibles soluciones naturales (m,n) dado por m ∼ n
3
4 .

Aśı, si no se cumple la condición del Lema 3.0.2, entonces el siguiente esquema; que
generaliza lo realizado en los caṕıtulos anteriores; nos permitiŕıa probar que es no
diofantino:

a) Suponer por contradicción que AG es diofantino.

b) Identificar en la relación de crecimiento cuál de las dos coordenadas crece más
lento.

c) Describir de forma diofantina los infinitos valores de la coordenada que crece lento
exigiendo un crecimiento cuadrático (o mayor que lineal).

d) Definir el valor de la otra coordenada con lo anterior (será diofantina).

e) Por ser infinitas soluciones tenemos ddim = ∞. Por crecimiento al menos cuadráti-
co tenemos ddim <∞.

El punto c es la parte delicada. En esta tesis se utilizaron tres conjuntos diofantinos de
este tipo: el dado en [5] que está aqúı en el Lema 1.6.4, el Da para D como en el Lema
1.6.4 y el dado en el Lema 2.2.5. Desconozco si puede aparecer un nuevo tipo necesario
en grados superiores, pero si con estos tres es suficiente, entonces la conjetura es cierta.
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