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Introduccion.

Flujos geométricos

Un flujo geométrico corresponde a una ecuacién en derivadas parciales parabdlica sobre una
variedad riemanniana que involucra cantidades geométricas de esta misma. Existen dos grandes
clases de flujos geométricos, los flujos intrinsecos y los flujos extrinsecos.

Un flujo intrinseco, como su nombre sugiere, corresponde a una ecuacion en derivadas parciales
(EDP) que depende de cantidades geométricas intrinsecas de la superficie i.e. que dependen sola-
mente de la variedad donde esté definido y no de como esta inmersa en una variedad ambiente. El
mas célebre ejemplo de estos flujos corresponde al flujo de Ricci, en el cual la métrica evoluciona
segun la siguiente ecuacion:

ot
donde Ric corresponde a la curvatura de Ricci de la variedad (M, g). Este flujo fue propuesto
por Hamilton en [2I]. Basado en el trabajo de Hamilton, Perelman demostré la conjetura de
geometrizacion de Thurston en el ano 2003, resolviendo como caso particular la conjetura de
Poincaré, el tinico de los problemas del milenio resuelto hasta la fecha. Para mayor informacién
ver las siguientes exposiciones [38] 20].

Por otro lado estan los flujos extrinsecos, en los cuales aparecen cantidades geométricas que
dependen de como nuestra variedad esta incrustada o inmersa en una variedad ambiente. Los tipos
mas clasicos de estos flujos se presentan cuando la codimensién es 1 y se suelen describir mediante
una familia de incrustaciones indexadas por ¢ (variable usualmente llamada tiempo) de la forma
X, : M™ — N""! y que evolucionan de la siguiente manera:

= —2RiCij,

0X
Esto corresponde a que cada punto de nuestra variedad evoluciona en direccién del normal unitario
exterior v con rapidez igual a F', una funcion dependiente de cantidades geométricas extrinsecas.

El caso ' = —H, con H la curvatura media, corresponde al llamado flujo por curvatura
media (MCF). Aunque planteado con anterioridad por otros autores su estudio se masificé luego
del trabajo de Brakke [5] en 1978. El caso mas sencillo que uno puede considerar es el flujo de
una esfera n-dimensional de radio ry incrustada en R"*!, se puede observar que bajo el MCF
la superficie se mantiene una esfera con radio dado por r(t) = 4/r¢ — 2nt. Se aprecia entonces
que cuando t = 72/2n la solucién se degenera y se vuelve un punto, obtenemos entonces que
esta solucién al MCF tiene un tiempo maximo de existencia. Entender cuando las soluciones se
degeneran, y de que manera lo hacen, es una de las preguntas mas recurrentes en el estudio de
flujos geométricos.



Un teorema de Huisken [23] (para el caso n > 2) y de Gage y Hamilton [12] (para el caso n = 1)
indican que bajo el MCF cualquier hipersuperficie convexa y cerrada converge a un punto, y si
reescalamos para mantener el volumen constante se tiene que la solucién converge a una esfera.
Para el caso n = 1 i.e. el caso de una curva, tenemos un resultado mas fuerte de Grayson [19)]
el cual dice que no necesitamos que nuestra curva inicial sea convexa, cualquier curva cerrada
incrustada en R? converge a un punto, pareciéndose cada vez mds a una circunferencia mientras
lo hace. Acé se marca una clara diferencia entre el comportamiento del flujo para curvas y para
hipersuperficies de mayor dimension ya que la conclusion de Grayson es falsa para n > 2, podemos
encontrar hipersuperficies iniciales no convexas que desarrollan otros tipos de singularidades, no
convergen a un punto.

Otro flujo extrinseco ampliamente estudiado es el flujo por curvatura media inversa (IMCF) el
cual corresponde a tomar F' = 1/H en . Una gran diferencia con el MCF es que en este caso
las soluciones tienden a expandirse, por ejemplo si tomamos una esfera de radio ry incrustada en
R™+1 esta evoluciona siempre siendo una esfera, con radio r(t) = roe’/™. Para este flujo nuevamente
tenemos que la esfera cumple un papel importante, en el sentido que Gerhardt [I4] demostré que
cualquier hipersuperficie inicial estrellada evoluciona expandiéndose, y si se reescala para mantener
el volumen constante se tiene que converge a una esfera.

La conjetura de Penrose

Una de las aplicaciones méas célebres del IMCF es su uso en la demostracién de la conjetura
riemanniana de Penrose. Esta conjetura es parte del area de relatividad general y fue propuesta
por argumentos meramente fisicos, pero se puede expresar con lenguaje de geometria riemanniana.
En terminos generales propone una cota inferior de la masa de un espacio en términos del area
de sus agujeros negros. Definir la masa en relatividad general no es una tarea sencilla, existen
distintas definiciones de masa que son aplicables en distintos contextos. En este caso nos referimos
a la llamada masa ADM, propuesta por Arnowitt, Deser y Misner [2]. Para nuestros propdsitos
trabajaremos con una 3-variedad asintoticamente plana, esto quiere decir que se puede escribir
como la unién entre un compacto y un conjunto difeomorfo a R3 sin la bola unitaria. Se define
entonces la masa ADM de la siguiente manera:

1 ,
— l{m — 0 — 0:0:) 1 du.
MADM rgglo 167 aBT(O)(a]gu azgz])y 1%

Con B,.(0) la bola de radio r centrada en el origen y du su elemento de area. La conjetura
riemanniana de Penrose entonces nos dice que en una 3-variedad (M, g) asintéticamente plana,
conexa y completa con curvatura escalar no negativa y cuya frontera es una superficie minima
compacta > cumple la siguiente desigualdad:

|E|
ADM( ) el 167

con || el drea de X.
Geroch [I7] en 1973 propuso una idea para demostrar esta conjetura, la cual se basa en una



cantidad llamada la masa de Hawking, definida de la siguiente forma:

Mt () = (1|6i|)3 (167r— /Z szu).

Geroch demostro que la masa de Hawking es mondtona creciente para superficies que evolucio-
nan bajo el IMCF, hizo entonces fluir ¥, llamemos a su evolucién en el tiempo ¢, ;. Junto esto con
la idea de Hawking que si 3; converge a una esfera en el infinito entonces myay (2;) — mapm (M)
(en este punto es clave el resultado de Gerhardt sobre la convergencia a esferas bajo el flujo).
Uniendo todo obtenemos:

>
1’6_7|T = mHaW<E) < mHaw(Et> — mADM(M)v

y asi podriamos concluir. El problema de esta idea es que sirve solo si el flujo no desarrolla
singularidades, pero como sabemos eso es algo que efectivamente puede ocurrir.

En 2001 Huisken e Ilmanen [24] solucionaron este inconveniente, definiendo una nocién de
solucion débil del flujo usando conjuntos de nivel, lo cual permite continuar con el flujo luego de
volverse singular. Demostraron la existencia y regularidad de soluciones débiles, y que se mantiene
la monotonicidad de la masa de Hawking en este contexto, completando asi la demostracion.

IMCF en el espacio hiperbdlico

El espacio hiperbélico de dimensién n+ 1, H"*!, es la tinica variedad riemanniana simplemente
conexa con curvatura seccional constante igual a -1. Lo representaremos como (0,00) x S™ con la
métrica g = dr? + sinh®(r)do?, con do? la métrica usual en S”.

Al ser el espacio de curvatura negativa mas insigne, se ha estudiado bastante como se comportan
los flujos geométricos con este espacio ambiente. En el caso del IMCF tenemos los trabajos de
Gerhardt [16] y Ding [9] que proponen que para n > 2 y una hipersuperficie inicial estrellada se
tiene existencia para todo tiempo y convergencia a una esfera. Sin embargo, Hung y Wang [25]
demostraron (para cualquier n > 2) la existencia de una hipersuperficie inicial que no converge a
una esfera, contradiciendo asi los resultados recién comentados.

Por otro lado, para el caso n = 1, i.e. el caso de curvas, no hay resultados sobre su comporta-
miento al infinito. Una aproximacién al respecto es el trabajo de Meco [36], en el cual basado en
[8] define un flujo por curvature media inversa modificado de la siguiente manera:

0X v

Ot H cosh(r)
con r la distancia geodésica a un punto determinado. Meco demuestra que para este flujo modificado
si se tiene convergencia a un circulo.

En el capitulo 1 del presente trabajo generalizamos el resultado de Meco de dos maneras,
en primer lugar generalizamos el espacio ambiente, en nuestro caso sera un espacio de producto
deformado (0,00) x S' con la métrica g = dr® + ¢*(r)d6>.

En segundo lugar generalizaremos la modificacion del flujo, en el sentido que nuestra ecuacion
de evoluciéon ahora es

oxX  f(r)v
ot H

Las hipétesis que pediremos para nuestras funciones involucradas son las siguientes:



(H1) fe C®R"), f>0, f/ <0y f,f" acotadas por abajo;
(H2) ¢ € C*(R"), ¢ > 0,¢ > 0,¢" > 0;

(H3) lim ) (w) = 0;

()
(H4) f"¢ — fo" <0.

Destacamos que una condicién suficiente para que se cumpla es que la segunda derivada de
f /¢ sea no positiva.

Los métodos usados en este trabajo son distintos a los de Meco en el sentido que nuestras
cotas son de una naturaleza més geométrica (por ejemplo trabajamos con la funcién soporte) y
por ende son mas faciles de generalizar a mayores dimensiones. La mayor dificultad para obtener
esta generalizacion radica en que en dimensiones mayores a 1 debemos acotar también la evolucién
de las curvaturas principales

Algunas elecciones posibles de nuestras funciones serian las siguientes:

» ¢(z) =sinh(z), f(z) = Coslll(x); i.e. el caso original tratado por Meco.

- - 1 X . . 1. ., .
» ¢(z) = sinh(x), f(x) = ozt tenemos que en el espacio hiperbélico también se tienen las
conclusiones para funciones f con crecimiento muy distinto.

2 _ . N .
" qb(x) =e", f (x) = e~ 7; notamos que no es necesario que el espacio ambiente sea de curvatura
constante.

En resumen el objetivo del capitulo 1 es demostrar el siguiente teorema:

Teorema 0.0.1. Sea N = (0,00) x S con la métrica de producto deformado g = dr* + ¢*(r)db>.
Sea vy una curva suave con curvatura positiva, dada por la incrustacion Xy : St — N. Si se

cumplen |(H1){(H4 ) entonces la ecuacion de evolucion

ox  f(ryv
ot H
X(,O):Xo,

(con r la distancia geodésica a un punto determinado de N en la region interna definida por X)
tiene una unica solucion de clase C* definida para todo tiempo. Ademds, esta converge puntual-
mente a una circunferencia.

Cuasi-isometrias

Dados dos espacios métricos (X,dx) e (Y,dy) decimos que una funcién f : X — Y es una
isometria si
dx(x1,29) = dy(f(x1), f(x2)), para cualesquiera xq,xs € X.

Es claro que una isometria debe ser inyectiva, si ademas es sobreyectiva decimos que es una iso-
metria global. Si existe una isometria global entre X e Y decimos que estos espacios son isométricos,
esto define una relacién de equivalencia. Esta propiedad nos indica que ambos espacios son esen-
cialmente iguales en lo que a espacios métricos respecta.



La nocién recién definida de isometria es muy restrictiva, nos gustaria tener una nocién mas
débil para poder entender cuando dos espacios métricos son de cierta forma similares. Definiremos
entonces el concepto de incrustacion cuasi-isométrica, basados en [43] y [29], de la siguiente manera.

Definicién 0.0.2. Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos. Sea A > 1 y e > 0. Diremos que
una funcion f : X — Y es una (A €)-incrustacion cuasi-isométrica si para todo par de puntos
1,y de X se tiene

1

de(l‘l,l'z) — & S dy(f(l’1), f(JTg)) S )\dx(l’l,l’g) + €.

Mas ain, si una € vecindad de f(X) cubre a'Y decimos que f es una (X, €)-cuasi-isometria.

Tenemos entonces que una incrustacion cuasi-isométrica es similar a una isometria salvo un
factor multiplicativo y otro aditivo. Asimismo, el hecho que una vecindad de f(X) cubraa Y cumple
el papel que cumplia la sobreyectividad en la isometria global. Si existe una cuasi-isometria (para
algunos A, ¢) de X a Y diremos que ambos espacios son cuasi-isométricos. Es natural preguntarse
si esto también corresponde a una relacién de equivalencia. Es sencillo chequear que es reflexiva y
transitiva, para ver que es simétrica es ttil usar la nociéon de cuasi-inversa.

Definicién 0.0.3. Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos y sea f : X — Y. Diremos que
g:Y — X es una cuasi-inversa de f si se tiene que existe una constante € > 0 tal que para todo
r € X se tiene dx(z,g(f(x))) < e y para todo y € Y se tiene dy (y, f(g9(y))) < e.

Luego para ver que ser cuasi-isométricos es una relacién simétrica se demuestra que toda cuasi-
isometria tiene una cuasi-inversa, la cual es a su vez una cuasi-isometria. La manera en la que
podemos construir esta cuasi-inversa es usar el hecho que una ¢ vecindad de f(X) cubre Y, luego
definimos ¢ tal que envie y € Y a alguno de los x € X tales que dy (f(z),y) < e.

Intuitivamente, que dos espacios métricos sean cuasi-isométricos nos indica que tienen el mismo
comportamiento a gran escala, ignorando las distorsiones que puedan ocurrir en escalas pequenas.
Un ejemplo es el siguiente, tomamos Z" y R™ con la métrica euclideana y tomamos f : Z" — R"
la inclusién. Se tiene que las distancias se conservan y que una +/n vecindad de Z" cubre R™. Una
cuasi-inversa (en general no son unicas) de f podria ser la funcién g : R" — Z™ que envia cada
n-tupla de numeros reales a la n-tupla de nimeros enteros obtenidos al aplicar la parte entera a
cada coordenada. Con este ejemplo se puede apreciar la intuicién detras de las cuasi-isometrias,
si vemos ambos espacios de suficientemente lejos, son esencialmente iguales. El ejemplo también
sugiere que Z" seria una buena discretizacion de R™ en lo que a espacios métricos respecta, el
objetivo del capitulo 2 del presente trabajo serd encontrar, de manera similar, una discretizacién
del plano hiperbdlico.

Discretizacion del plano hiperbdlico

Para encontrar la discretizacién del plano hiperbdlico serd més comodo trabajar con otra re-
presentacion de este mismo, el disco de Poincaré. Este esta definido como el disco abierto en el
plano complejo con centro el origen y radio unitario, lo dotamos de la siguiente funcion distancia

Uu,v) = arcos 2||u_v||2
dp(u, v) h(”(1_||uy|2)(1—||v\|2)>
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Con || - || la norma euclideana. Esta representacién se obtiene a partir del producto deformado
enviando (r,6) al nimero complejo (1 — er2+1) e,

Con esta representacién podemos apreciar una de las caracteristicas clasicas del espacio hi-
perbdlico. Si tomamos dos puntos en el disco unitario y los desplazamos hacia la frontera mante-
niendo su distancia euclideana fija, entonces su distancia hiperbdlica incrementa exponencialmente
rapido. Esto nos indica intuitivamente que en el plano hiperbélico la cantidad de espacio crece mu-
cho cuando nos alejamos del origen. Buscaremos entonces que nuestro candidato a discretizacién
del plano hiperbdlico presente alguna propiedad parecida.

Dentro de los espacios métricos discretos, una familia importante son los que provienen de
grafos. Dado un grafo conexo no dirigido, definimos la distancia entre dos vértices como el nimero
de aristas del camino mas corto que los conecta. Esta distancia dota al grafo de la estructura de
espacio métrico.

Al buscar un grafo que tenga cierta nocién de crecimiento exponencial es natural pensar en
los arboles, siendo mas especificos definiremos el arbol n-ario completo de profundidad infinita
como el grafo formado por un vértice llamado raiz, el cual estd conectado a n vértices, llamados
hijos. Cada uno de estos n vértices a su vez estd conectado a otros n vértices distintos entre si
y asi sucesivamente. Se aprecia entonces como con cada iteracion la cantidad de vértices crece
exponencialmente, esto nos motiva a pensar que podria ser un candidato a discretizacién del plano
hiperbdlico.

Figura 1: Primeros niveles del arbol 6-ario completo y teselacién del disco de Poincaré, cortesia de
[40]. Se aprecia un comportamiento similar en la cantidad de vértices.

Lamentablemente, resulta que el plano hiperbdlico y estos drboles no son cuasi-isométricos (una
demostracién formal de este hecho usa el concepto de frontera de Gromov, ver [29]). A pesar de
esto, en [41] proponen una manera de incrustar un arbol cualquiera T' en el espacio hiperbdlico
mediante una funcién ®, : 7" — P la cual logra baja distorsion de las distancias en el sentido que

. dp(P-(u), P-(v)) - dp(Pc(u), Pc(v))
uwel dr(u,v) s(+e) uwel dr(u,v) '

Las desventajas de este método son que no se tiene una cuasi-isometria y que, dados u,v € T', a
medida que reducimos la distorsién (i.e. hacer ¢ — 0) se tiene que dp(P.(u), P.(v)) — oo. Esto



significa que el costo de reducir la distorsién es dilatar cada ves méas las distancias, es por este
motivo que buscaremos otra alternativa.

En [6] proponen una modificacién al drbol binario que llaman drbol anilllado, aunque lo defi-
niremos formalmente mas adelante, la idea corresponde a anadir aristas entre vértices del mismo
nivel, formando asi anillos. Logran luego demostrar que este nuevo grafo es cuasi-isométrico al
plano hiperbdlico construyendo una cuasi-isometria explicita.

En el capitulo 2 demostraremos una generalizacién de los resultados recién mencionados, en
este caso no solo realizaremos la construccion del arbol anillado basandonos en el arbol binario,
si no también lo haremos para arboles con otras ramificaciones. Para lograr esto necesitaremos
entender de manera mas profunda los arboles anillados y desarrollaremos el argumento con un
mayor nivel de detalle, corrigiendo asi algunas inconsistencias en el trabajo original.

N

u \VW ,

Figura 2: Los primeros niveles de los arboles anillados de ramificacién 2 y 4.

IMCF discreto en el plano hiperbdlico

Una clase importante de flujos geométricos son los llamados flujos gradientes, en los cuales se
define cierta energia asociada a una superficie y se hace fluir siguiendo el gradiente de esta energia
para disminuirla de manera 6ptima. Una gran cantidad de fenémenos fisicos pueden ser descritos
como minimizacién de alguna energia, por ende podemos usar flujos geométricos para entenderlos.
Es en este contexto que adquiere relevancia poder discretizar estos flujos para poder trabajarlos
de manera computacional y asi poder realizar simulaciones de estos, ver [42, [7, 4], 3, [39]. Para
garantizar que estas simulaciones son buenas aproximaciones de la realidad necesitamos entender
cuanto se parece el flujo discretizado al flujo original, este problema es llamado convergencia
de la discretizacién. Cabe destacar que también se han considerado andlogos discretos de flujos
geométricos para otras aplicaciones tales como procesamiento de imagenes [33] [11], navegacién en
redes [13], modelamiento de superficies [44], etc.

Existen dos maneras usuales de discretizar flujos geométricos: La primera corresponde a co-
menzar con la ecuacién del flujo ya desarrollada y discretizar todos los términos que alli aparecen,
como por ejemplo la curvatura. La segunda corresponde a discretizar la energia y realizar el flujo
gradiente a partir de esta nueva energia discreta, este método claramente solo funciona si nuestro
flujo original es gradiente. Ambos métodos no necesariamente producen el mismo flujo. Ademas,
el desarrollo de cada método requiere realizar distintas elecciones, como por ejemplo la mane-
ra de discretizar la energia o la curvatura, entre otras. Esto implica que pueden existir distintas
discretizaciones para un mismo flujo, cada una con sus propias ventajas y desventajas.



Actualmente, no existe en la literatura algin método para discretizar el flujo por curvatura
media inversa, en parte debido a que no se trata de un flujo gradiente. Dado que en el presente
trabajo hemos explorado tanto el IMCF como una discretizacién del espacio hiperbdlico, estamos
en buena posicion para realizar ciertas conjeturas sobre la discretizacion del flujo en este contexto.
Aunque no propondremos un método especifico para este proceso, si presentaremos de manera
general un criterio que permita evaluar la convergencia de alguna propuesta de discretizacién del
IMCF en el espacio hiperbdlico hacia el flujo original.
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Capitulo 1

IMCF modificado en espacios de
producto deformado

1.1. Preliminares

Haremos un pequeno repaso por los conceptos de geometria riemanniana que usaremos a lo
largo del capitulo, basados en [10, B4, [37]. Asumiremos que el lector estd familiarizado con el
concepto de variedad suave, para més informacién ver [30]. A lo largo de este capitulo usaremos
la convencion de suma de Einstein, es decir, sumamos sobre sobre indices repetidos.

Para responder preguntas geométricas sobre variedades diferenciales, como por ejemplo medir
angulos, largos de curvas o areas de regiones es necesario dotarlas de una estructura extra. Inspi-
rados en el caso euclideano sabemos que podemos responder estas preguntas usando el producto
interno, definimos entonces una métrica riemanniana (no confundir -aunque ciertamente estan
relacionados- con el concepto de métrica de un espacio métrico).

Definicién 1.1.1 (Métrica riemanniana). Una métrica riemanniana sobre una variedad suave M,
usualmente denotada g, es un campo tensorial suave, simétrico, covariante de rango 2 y que es
definido positivo en cada punto. En otras palabras, corresponde a cada punto p de M asignarle un
producto interno g, : TyM x T,M — R el cual varia suavemente en p. Debido a que es un punto
interno a veces usaremos la notacion gy(-,-) = (-, -)p. Para ser mds precisos, g debe cumplir las
siguientes condiciones para cada p:

v g,(u,v) = g,(v,u), para todo u,v € T,M;
» g,(u,u) >0, para todo uw € T,M;
» gy(u,u) =0 siy solo si u=0.
Cuando por contexto sea claro el punto, omitiremos el subindice en nuestra notacion.

Una wvariedad riemanniana (M, g) corresponde a una variedad suave con una métrica rieman-
niana asociada.

Al ser la métrica un tensor covariante de rango 2 a veces lo expresaremos de la forma g =
gijdr’ @ da? siendo los da’ una base del espacio cotangente. Definimos la inversa de la métrica
como ¢! = ¢¥9dx; ® Oz; con los Oz; la base del espacio tangente asociado y los ¢ cumplen la
condicién g¥g;; = d; con d; la delta de Kronecker.
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Al tratar de definir una nocién de derivada de campos vectoriales sobre una variedad aparece
el problema, a diferencia del caso euclideano, sobre como comparar valores del campo vectorial
en puntos cercanos, debido a que pertenecen a espacios tangentes distintos. Para solucionar ese
problema se introduce el concepto de conexion afin. Sea X(M) el conjunto de todos los campos
vectoriales sobre M de clase C* y sea D(M) el anillo de funciones sobre M a valores reales de
clase C*°.

Definicién 1.1.2 (Conexién afin). Una conexion afin V sobre una variedad diferenciable M es
un mapeo

Vo X(M) x X(M) — X(M);
(X,Y) — VxY

que satisface las siguientes condiciones para todos X,Y € X(M) y f,g € D(M):
1. VixigvZ = fNxZ +gVyZ;
2. Vx(Y +2) = VY + VxZ:
3. Vx(fY)=fVxY + (0xf)Y, esta propiedad es llamada la regla de Leibniz.

Donde Ox f corresponde a la derivada direccional de f, mas aun, como la conexién es una
manera de identificar espacios tangentes las funciones a valores reales no se ven afectadas, entonces
tenemos Vx f = dx f.

Nos gustaria que nuestra manera de derivar cumpliera cierta regla del producto con nuestro
producto interno, a esta nocion le llamamos compatibilidad con la métrica. Para ser mas precisos
decimos que una conexion afin V es compatible con la métrica ¢ si se tiene para todo X,Y, 7 €
X(M)

Vx((Y.Z)) = (VxY,Z) + (Y,VxZ).

Teorema 1.1.3. Eziste una unica conexion afin V en M, llamada conexion de Levi-Civita o
conexion riemanniana, que cumple las siguientes condiciones:

= V es compatible con la métrica;

w V es simétrica, i.e. VxY —Vy X = [X,Y]. Con [-,] el corchete de Lie el cual, siguiendo con
la notacion anterior, es el unico campo vectorial que cumple [X,Y|(f) = Ox0Ov f — OyOx f
para todo f € D(M), ver [30] para mds detalle.

Tomando un sistema de coordenadas locales en torno a p y una base del espacio tangente dx;
coni=1,---,n podemos calcular para un campo vectorial X = X'0z; se tiene:
i

0X ,
Vasz = —0x; + XzVsz ox;
8x]~

0
Dependiendo del contexto usaremos las siguientes notaciones intercambiablemente T 0;, 0x;.
l‘ .
j
Escribimos Vg, 0x; = Ffjaxk, donde llamaremos a los Ffj los simbolos de Christoffel asociados
a la conexiéon. Tenemos entonces la siguiente expresion

ox?
85Ej

Vaij = 8l’j +X’FZ8xk

12



Para la conexién de Levi-Civita tenemos la siguiente expresion para sus simbolos de Christoffel

1 dg; dg; Ogi:
Fk _ ~ km im im ij
*J 29 (8:@ + Oz, 0T,

Nuevamente inspirados en el caso euclideano definimos el gradiente de una funcién como el
campo vectorial sobre M, V f que cumple

(Vf,v)=0,f

en todo punto p € M y para todo v € T,M. Se puede demostrar la siguiente férmula Vf =
gijaifaxja

Por otro lado, definimos la divergencia de un campo vectorial X como la traza del mapeo
Y — Vy X, se comprueban las siguientes expresiones:

. 0X? . 1 0 A
div X = Vpp X' = 4T X0 = — 2 (\/|g|X]> ,
Donde |g| es el determinante de la métrica. La ultima igualdad viene del hecho que ), Fﬁj =

(9;/191)/1/ 9], €l cual se sigue de sumar sobre nuestra expresién para los simbolos de Christoffel.
Definimos el operador de Laplace-Beltrami sobre una funcién f, Af como la divergencia del

gradiente de f. Se verifica lo siguiente:
L0 (et
_4/’9’8371 919 axj ’

En el caso euclideano tenemos la propiedad que las derivadas conmutan, a partir de esta
idea introducimos el tensor de curvatura de Riemann como una manera de cuantificar la no-
conmutatividad de la derivada covariante sobre nuestra superficie. Mas explicitamente es un (1,3)-
tensor definido por la expresién

Af =div (Vf) = V'Vif = 6"V, Voo, f

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ + VixnZ

Definimos también la curvatura seccional de un subespacio 2 dimensional ¢ C T,M por la
siguiente férmula, sean x,y € T,M una base de o

(1.1)

se puede chequear que esta cantidad es independiente de la eleccién de base de o.

En lo que resta de los preliminares trabajaremos con una variedad riemanniana ambiente
(N"1.G) v otra variedad (M™, g) con una inmersién F' : M — N. Tomamos g como la métrica
inducida en la subvariedad M de la siguiente forma

_(8F 8F>
9i5 =9\ 5.~ .

aZL'j’O_%

Seguiremos la convencion de que la métrica, los simbolos de Christoffel, la conexién y el tensor de
curvatura de la subvariedad no llevan barra, mientras que los de la variedad ambiente si.
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Denotamos v como una eleccién local de un normal en F(M), dada una base ortonormal de
T,M, {ey,--- ,e,} podemos extender a una base ortonormal de T, N, {ey,- - ,e,,v}. En este caso
la sequnda forma fundamental A = h;; es la forma bilineal A(p) : T,M x T,M — R dada por

h’ij = g(vezy? ej) - _g(veieﬁ V)'

Definimos el mapeo de Weingarten como un operador W : T,M — T,,M dado por W = gikhkj = hz
Al ser un operador autoadjunto existe una base del espacio tangente de vectores propios cuyos
valores propios asociados {k1, - - , k, } son llamados las curvaturas principales de F'(M). Definimos
la curvatura media como la traza de este operador, es decir

HIgZ]hU:kl"i‘"i_kn

1.2. Espacios de producto deformado

En esta seccién obtendremos algunas expresiones explicitas para algunas cantidades sobre es-
pacios de producto deformado. Trabajaremos en la variedad N = (0,00) x S! con la métrica g
dada por dr? + ¢(r)?df*. Comenzaremos calculando los simbolos de Christoffel.

Lema 1.2.1. (Simbolos de Christoffel de la variedad ambiente). Sea g = dr? + ¢(r)?d6?, tenemos
los siguientes simbolos de Christoffel.

—0 - = ¢P(r) —0

ry,, =0, Iy =1,9= , r., =0,
00 6 0 ¢<7’)

F;H = _¢(T)¢/(T)7 Fgr = F:G = 07 fTrr =0.

Demostracion: Notamos que los coeficientes de la inversa de la métrica estan dados por:

—00 — ¢<T’>72 g@?" o §r9 0 gm" -1
Como la métrica es diagonal los simbolos de Christoffel se calculan con la siguiente férmula:

06

—0 qg _ _ _
Lpy = 7(89999 + 0sG90 — oGgg) = 0
—00 /

—0 —0 g _ — QZS (T)
Fr@ = F@'r - 7(87’996 + 8997”9 8997“9) QZ)(T)

—0 g@@ _

L, = 9 (@%9 + argr@ aggrr) =0

— q" _

Lop = 7((909(% + 06, — 0rGo9) = —(r)¢'(r)
=T =7 grr = - qa
Fr@ = F@T’ = 7(87‘991“ + aegrr - 87’91"0) =0

F:T - g?(argrr + 8T§TT - 87"57'7') = 0

Procedemos a calcular la curvatura seccional de N:
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Teorema 1.2.2. La curvatura seccional de N = (0,00) x S' con métrica g = dr?® + ¢(r)*db* es
K— &)
#(r)

Demostracion. Sea R el tensor curvatura de Riemann de N, de (I.1]) tenemos lo siguiente:

B (R (05, 0,)09, 0y )
- <ae,ae> (0r, 0,) — (09, 0,)"

<Va Vaeag Vagv(a Oy + V[ag ] 0y, O, >

o5 (2440) )

<ar &) —3' —¢¢>/ar,ar>
-

¢
N A
¢¢" — % + 9] = - )

%w%w

Por 1ltimo calcularemos la curvatura de una curva de la forma X (0) = (y(0),0).

Lema 1.2.3. Suponga que la curva X : ST — (0,00) x St es de la forma (v(0),8), con v(6) > 0
y el codominio estd equipado con la métrica g = dr? + ¢(r)?d0?. Entonces la curvatura de X estd

dada por:
! _ 28/ (1)(067)* + &' (1)6(7)? — (1) (957)
(6(7)* + (097)?)%/? '

Demostracion: Primero calcularemos el normal a la curva, este es de la forma

v=1%0y +1"0,

Tenemos que v debe cumplir dos condiciones: (9pX,v) = 0y (v,v) = 1. Expandiendo estas
ecuaciones tenemos

0= (0pX,v) = <8g + (0gy) 0y, 109y + VT8T> = Veqﬁ(’y)Q + (Ogy)V"
y también
L= ()= ")+ "))
Despejando v de la primera ecuacion y reemplazando en la segunda obtenemos

o ({5)

Finalmente resolvemos (eligiendo el normal exterior) y obtenemos

o(v) Doy
_ Wy g,
v

Notamos que usamos implicitamente que dgy # 0. Sin embargo, se puede comprobar que la férmula
obtenida para v sigue siendo valida en este caso.

v =07 + 607
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Una base del espacio tangente a nuestra curva seria
e = 0gy0, + Op,

y la métrica inducida es

Jee = §(€7 6) = (69’7)2 + ¢(7)2 =
Podemos calcular la segunda forma fundamental como sigue, con V la conexién de Levi-Civita en
nuestra variedad ambiente.

Ree = — <vee, I/> = — Wea@ + V.0, + (6@27)&, I/>
- <89'7v8r89 + vaeaO + (807>2v8r8r + a@vvaeav' + (8927)87‘7 V>
= —(2(09) Fzr% + L0y + (037)0r,v)

2(997—39 + (997 gb¢ ) >

= <2597—39+ (037 — ¢¢)0, f %39>
—0(05) +¢2¢’+2<8w) ¢

Recordamos que la curvatura (media) es la traza de la segunda forma fundamental, por ende
tenemos (usando la convencién que la curvatura de un circulo es positiva).

Lo —0(057) + 6°d +2(997)*¢

(Y

k= geehee =

que es lo pedido.

m
1.3. ElI IMCF modificado
Estamos interesados en el problema de valor inicial
X f(d) | .
BT —(0,t) = - —2v e Shtel0,T); (1.2)

X(0,0) = Xo(6) 68

Donde X es, para cada ¢, una curva suave de la forma X(-,t) : S' — N, d es la distancia
geodésica en N entre X y el origen y X(S!) es una curva suave con curvatura estrictamente
positiva.

Veremos que esto es equivalente a resolver el siguiente problema de valor inicial, con 7, suave
y relacionada a Xy por la siguiente relacion Xo(0) = (v0(0),0).

(6(2) + (921 () f |
o I @n) + I e0) — @) x| <0t
7(60,0) = 0(0) begl

(1.3)

Para esto necesitaremos primero el siguiente lema.
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Lema 1.3.1. Sea 7 € C*(S! x [0,T)) una solucion de (1.3)). Entonces existe un tinico mapa
y € C(S* x [0,7T),S") tal que

dy —f - (0o7) ,
P == gesiteny

y(0,0) =6 0 e St

(1.4)

(donde las funciones del lado derecho estin evaluadas en (y,t)) mds ain, para todo t € [0,T),
y(-,t) es un difeomorfismo de S* a S*.

Demostracion. Para cada 6 el lado derecho de la ecuacién es suave, luego el resultado se desprende
de la existencia y regularidad de soluciones a ecuaciones diferenciales ordinarias. Ciertamente puede
ocurrir que el tiempo méaximo de existencia de y, digamos T, sea menor que 7', pero con un ligero
abuso de notacién podemos considerar un nuevo 7' como el minimo del 7" original y de T. O]

Podemos entonces demostrar la relacién entre las soluciones de ((1.2)) y (|1.3)

Teorema 1.3.2. Dada una solucion v € C®(S' x [0,T)) de (1.3)) existe un tinico mapa y €
C>(S' % [0,T),S") tal que

X: S'x[0,T) = N;
(97t) = (y(67t>77(y<0’t)?t))5

es solucion de ([1.2)). Por otro lado, si X € C=(S'x[0,T), N) es solucion de (1.2)), entonces existe
un unico mapa y tal que v definida de manera implicita por (1.5)) es solucion de (|1.3]).

(1.5)

Demostracion. Sea y solucion de ((1.3]), por Lema tenemos que existe un unico y solucién de
Ecuacién (|1.4). Veamos que X es solucién de (1.2). Notamos que

X(0,0) = (y(6,0),7(y(6,0),0)) = (6,7(0,0)) = (6,7(0)) = Xo(0)

es decir, se cumple la condicion inicial. Veamos ahora la derivada temporal

= o+ (@m P+ 5o,

ot ot 8t ot
_ f(9) f (v (0s)
i a*h(%‘ oo )}8
:_f(aﬂ)a +f¢
KU

f
= —.

K

Falta entonces la otra implicancia. Sea X € C*(S! x [0,T), N) solucién de (1.2)), definimos y y v
de manera implicita por ((1.5)) y notamos que tienen la regularidad buscada. Veamos primero que
~ cumple la condicion inicial.

X(6,0) = (y(6,0),7(y(6,0),0))
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Se tiene entonces que y(6#,0

)
0X /Oy dy 0Oy
_ta]/> = <E6€ + ((66’7)5 + a) 8T7V>

/oy vy
= <§ (O + (0py)0y) + aar, V>
_ /9
= <58T, I/>
_ 99y
v ot

Recordando que X resuelve (1.2)), y por ende

0X f
—. —_—
ot’ K’
0
tenemos que i ﬁ que era lo pedido. O
ot ok

Para finalizar esta seccién calculamos lo siguiente que nos servird para méas adelante.

dy(y(0,1),1) Oy , 07 _ f(997)? LI —f(97)* + f((967)* + &%) _ fo
dt UK

= (97) ot ot PUK oK VK

(1.6)

1.4. Evolucion de cantidades geométricas

En esta seccion calcularemos las ecuaciones de evolucion de diversas cantidades geométricas las
cuales seran usadas en la siguiente seccién para demostrar regularidad del flujo.
Partimos comentando que tenemos la siguiente identificacion de la derivada temporal:

@:X:il/
K

Recordando que e = (9y77)0, + 0y es una base del espacio tangente a la curva podemos calcular
la evolucion de la métrica inducida sobre la curva.

Yee _ G, (eve) =2 (Tyec) =2 <ve (£V> ,e> =2 (F.e) =2, =214

K

Donde usamos que Ve — V. X = X,[0;, 0] = 0.
Como gee = v? = ¢* + (Jpy)? tenemos

ov? 0
L — 9 fp? -
ar AU =g =
Calculamos también la evolucién de los vectores:
P _ _ _
8—: = g°*° <VXV7 e> e+ <VXV, V> v=—g“ <y, VX€> e

_ g <y, v (gy) > o= _go¥. (g) - _v (g) |
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% = g% <Vxe, €> e+ <VX6, V> V= g% fgeee + <1/, ve <£V) > v

:fe—i-ve (i)y
K

Donde V corresponde a la conexién de Levi-Civita de la curva, y en este caso particular V (%)

representa el gradiente sobre la curva de £
Necesitaremos los siguientes términos para calcular la evolucion de la curvatura

Vv = g% <vey, e> e+ <vey, V> V= Ke

1

1
e, = -9 ae ee ae ee_ae ee) — S
ce = 59 (Oegee + Oeg Jee) = 5

Notamos que <7ey, V> = 0 y por ende se tiene que Wﬁey, 1/> = — <Vey, 76V>
Por tultimo desarrollamos el laplaciano, donde A representa el operador de Laplace-Beltrami
sobre la curva.

2(3) = (e () =20 (2 (2)
K v KR v v KR
= lae (1) ae (i) + izag (i) — _geerzeae (i) _|_geeag (i)
v v K v KR K KR

Tenemos entonces todos los componentes necesarios para calcular la ecuacién de evolucion de
la curvatura.

Ok _09%, | ceOhee 1 O0fee
ot~ ot Y Tar T gt ot

= —2fk — g*° Wﬁxe, 1/> — g% <ﬁ(e, X)e, 1/> — g% <ere, -0, (é) geee>

= _Qf'% - gee <veve <£V> 7V> - gee <R (67 iy) €, V> + geerzeae (i)
K K K

= —2frk — g*° <v€ Ok (i) y] ,1/> — g <Ve [ivey] ,V> — iK + 9T, 0. (i)
K K K K

0.v

v

1 2
. ﬁﬁev =

hee — g%° WXVBe, 1/> — g <vee,vxy>

= 2pn- g0t (1) =L (.000) - L v oo (1)
K K K
K K K K
- _2fﬁ - 966362 (i) + fli - iK + geerzeﬁe (i)
K K K
es(D) Lk
K K
Donde K = —%" es la curvatura seccional (o escalar) de nuestra variedad ambiente N, la cual

fue calculada en Teorema [1.2.2] Usamos también el hecho que para una conexiéon afin V, una
funcién a valores reales y y un campo vectorial Y se tiene Vy u = Oy pu.
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Para continuar desarrollando esta ecuacién necesitaremos las siguientes propiedades, con M
una variedad riemanniana con su conexién riemanniana correspondiente sean u,n : M — Ry
p: R — R funciones diferenciables

Vp(p) = p' (1) Vi
Ap(p) = p' () Ap A+ p" (1) |V ul?;
A(um) = A(p)n +2({Vp, Vn) + pA(n).

Podemos expandir entonces

() -tarealees () 52

1 2 1 2
Ll ) - 2 v+ f [——2An + 2ioup
K K K K

Ak 2f|Vk|*  2f 'A "MV ]?
_ f2 N f|3\ ——f2<w,w>+f v 1V
K K K K K
Para terminar nos falta calcular A~, para esto notamos que (837) = <§,8T> y también que
Vee = —kv, por la eleccion de normal exterior.
A’}/ = V%V%’y
0
—v.
v

1 (1.7)
= (—kv, 0,) ﬁ(e,ve&)
—ok 1
= 2 (& Vioymo,+0,0r)
—ok 1
= y + ﬁ <€, Fgr69>
_—ow o0
v v?
Juntamos todo y queda
ok f 2f o o 2f f'o flo¢  ['IVAP f
— = =Ark— —= — = — - — fr—=K 1.
ot w2l /<;3|v,{| * K2 (Vi V) + v V2K K Ir K (18)

Definimos la siguiente funciéon soporte

N0, 1) = 6(1(60,1)) (0, 10,1)) = &

v

También queremos calcular su ecuacién de evolucion, esto lo haremos en varias etapas, primero
veremos su derivada temporal. Para esto necesitamos
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_ _ d _
Var(00,) = Vi (60,) = ¢'10 + ¢V 0,

’f(ba +¢fv 0,

,f¢a+¢f 29,0, - 217,
- /ﬁ f_¢’ _a”a
_ . )

KU K ov
— 1% 4+ 1% 0.0,
_f¢'
= —V.

K

Donde usamos (1.6 para pasar de la primera a la segunda linea. Esto nos permite calcular

%/\ = (Vo,(90,),v) + ¢(0,,Vov) = f—d’/ — ¢ <ar, v (£)> f%b _¢ (0,,Vf) + f¢ = (0., VE) .
Ahora vamos a calcular el laplaciano
AN = ¢

;Ad) +2(Vo,V ((0,,1))) + dA (O, V) .
Debemos calcular entonces esos tres sumandos. Para el primero notamos, usando (|1.7))

o0 | 60 | S On)

v2 V2

A¢ = ¢ Ay +¢"| VA" =

Antes de calcular el segundo necesitamos
ve& = (897)V3T8r + vag&a = %8@ = — (6 - <a,n, 6> 87) ,

y entonces queda

(Vo,V ((9,1))) = (9°°Vep e, gV (01, v) e)
_ v_ﬂvewe (0, )

_ 0—12¢’Ve’y [(Vedrv) + (0, Ver)]
= 0—12¢/(39’Y) {% (9, v) + (0, ’%>]
= 0(ar) [——¢/(i97) + m(am]

LAY

El tercer término es el mas extenso de calcular, para realizarlo vemos que
A (0., v) = <V%V%&n, 1/> + 2 <v%8r,v%y> + <8T,V%v%u> )

Dividimos entonces el calculo en tres partes nuevamente, procedemos con cada una
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- /s (¢ e e
@ (T:5:0.)=(7: (5 (£ - (. 5)a) ) v)
_ gb’ e — gb/ e
(e (55) )~ (7 (S )0) )
O e e \ o (8, ©
~S(T: L) -7 (§) (0.5 ) o)
= e ¢’ €
-5V (9 %) (0r) - 5 (0n.5) (Ve0,v)
ERYCAY (997) ¢
51 (5) e
Po1/s 4 € e ¢ (9p7) 1 ¢/
=g (V) + {0 V2] = 5 @
¢/ ) 2¢ ¢/ / ¢/ 1 ¢/
=— g/{ _ 933) (g) . {ﬁg (Og, €) + (O, —KV)
~ 9%00y) —(997)¢
Pv? v
¢ (00)* (90— 8%\ 9¢”  dd'k  (997)¢"
__g’i_ U3 < $? )_ U3 T 02 - e
(o 1\ "0) | (09)** pp”
_“M(ﬁ_&)_ v3 2 o3 03
) ) N o) i
N o2 v3 o3 v3
/ 2 /
(b) 2(V:d,, Ver) = —2<%ae, e> - gif“
= = e
() (8, VeVer) = <ar,v, ( ;)>
_ e — €
= <87~, (V%I{) ;> + K <a7~, V%;>
= (0,, VK) — k% {0, V)
_ on’
- <ar,VIi> — T
Juntando lo anterior obtenemos
AN :%Agb -2V, V(1)) + SA (D, )
_9 (—wn 902, 900" ) 4 200" (ﬁ - é’)
v v v v v v
&0k ¢"(007)° | ,(007)*¢%  ¢9? | 204k
e {_ pv? - v3 2 ovd T T V2 + (0, Vi) =

¢2/€2

=¢'k + ¢ (0,, VK) —

22
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Finalmente obtenemos la ecuacién de evolucién buscada

N _f f'6(997)°
Bt wr ORT {0 V) — T
:%AA + A+ iAz _fe
K Ok K

Podemos expresar esta ecuacion con un término gradiente. Para esto escribimos:

VA = g“V.(\e =gV, (¢ (0,,v))e
=¢°“Ve(9) (0, V) e+ g°¢ (VO v) e+ g* ¢ (0, Vo) e

g6/ (On >¢e £ 0% 00 v) e+ g6 (0 )
Z%g“(@w)e - %g“(@w)e + org™(Dpy)e
=prV7.
De esto se desprende que
2,:2(5,7)2
VAR = 2wt = O
Por ende podemos reescribir
ox _ f f oo 2
— == ==A — == : 1.
~ Lax+ - L2vy) (19)

La tultima cantidad a la cual calcularemos su ecuacion de evolucion es ¢ := % Partimos viendo
el término gradiente.

0
Sera util verlo de esta manera:
1 ¢ o °K 2
(Vi V) = <—mw - ﬁwqmw = -2 (V) - L1y

Como ultimo preliminar vemos el laplaciano

sooa (D e2(v () (1)) 22 )

_ {im + 3\%!2} L 22A2 (Vi VA) + {AQ AN+ —|W2
_ mm - WA/\ + _|W|2 & IV 55 (VA VY
_ EM - WA)\ + —IV >+ 2¢2 - IValP+ fz (Vk, V)
— mA"" - WA/\ + —|v,<;|2 -z <w VA).
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Finalmente podemos calcular la ecuaciéon de evolucion de ¥

9% 1ok 10X
ot K2NOt kA2 Ot
1 2 21 A
:——[iA/{——{:|V}€’2 f(V V)——f—fﬁ—iK
KR KR KR

K2\

- [f st fa-L2vap

_f 2 2| 2f
= KZ)\A AQAAJF 5 VAl — =5 (V7. k)
Af L F f 2
+m+_ﬁ—AK‘—A+ 2A2|V\

_f 2f 3f'¢ Af
<A¢ + (v, V)\>> o (V. UN) + 55 V9P + =5+ K

=FA2PEAY + 2f M (Vah, V) + 2/ /25%3 (V, V) + 3f 02| V|2 + N3Af + AP K

=FARPPAY + 2f M) (Vah, V) + 2/ ,;%3 (V), V)

2

+3f/6v* (1 - A—) 0P (P + 9P = L

¢2
=fNPPAY + 2f P (Vip, VA) + 2 ;%3 (Vy, V)
1Y\2,/,2 2 41 1
+3f/¢1/12 _ 3f ; 'QZ} +f/\2¢3 (% 4 A¢f) +f”>\21/)3|V’Y|2 _ f/\2¢3%

=FARPEAY + 2f M) (Vah, V) + 2/ ng (V), V)

Ly (3—%> OV (R + (16— 1) 0) + ).

Por claridad la escribimos una vez mas

'"3,/,3 2
O N2+ 2w (T, T + 2L L (V0 TN+ 00 (3 - ‘i}i;)

ot (1.10)

¢3w3
(=f0*¢" + (f"d = [¢")(0e7)* + ['9°¢) .

1.5. Estimaciones a priori para la solucion

Siguiendo métodos clasicos de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas, a lo largo de esta
seccion asumiremos que existe una solucién en tiempo corto a Ecuacién (0 equivalentemente a
Ecuacion ) y demostraremos que esto implica ciertas cotas sobre la solucion v y sus derivadas.
Esto nos permitird en la siguiente seccién demostrar que efectivamente tenemos existencia en

tiempo corto de nuestro flujo.

24



Para demostrar las estimaciones a priori nuestra principal herramienta serda un teorema de com-
paracion para funciones sobre variedades que es estandar en la literatura, la versién que usaremos
acé es una ligera modificacién del Teorema 2.1.1 de [34]. Antes de demostrarlo necesitaremos el
siguiente lema, conocido popularmente como truco de Hamilton, seguiremos la demostraciéon del
Lema 2.1.3 de [34], esta idea proviene originalmente de [22].

Lema 1.5.1 (Truco de Hamilton). Sea M una variedad compacta y u : M x (0,7) — R una
funcion de clase C'. Entonces ums(t) == mi\x;[( u(p,t) es una funcion localmente Lipschitz en (0,T)
pE

y en cada t donde es diferenciable se tiene
duméx(t) _ 8U(p, t)
a ot

donde p € M es un punto donde u(-,t) alcanza al mdzimo. Se tiene un resultado andlogo cambiando
max por min.

Demostracion. Seat € (0,T) y sea d > 0 tal que [t — d,t + 0] C (0,T"). Tenemos que en M x (t —
d,t + 6), u es Lipschitz con constante de Lipschitz C. Para 0 < € < § tenemos que para algun
qge M
Umax(t +¢€) = u(q, t +¢) <ulq,t) + eC < upmax(t) + €C,
y por ende
Umax (T 4 €) — Umax(t) < eC.

De manera analoga se tiene para algin p € M
Umax(t) = u(p,t) < u(p,t+e) +eC < umsx(t +¢) +eC,

ordenando obtenemos
Umax (1) — umax (t + &) < eC.

Esto implica que para € tal que 0 < & < § se tiene
[tumax (t + €) — umax(t)| < Ce.

Podemos repetir el mismo argumento con —d < ¢ < 0 y asi concluir que uns es localmente
Lipschitz en (0,7, y por ende diferenciable en casi todo t.

Sea t uno de esos tiempos donde u,,,, es diferenciable y sea p € M un punto donde se alcance
el maximo en el tiempo ¢ (siempre ocurre ya que M es compacto). Por el teorema del valor medio
tenemos que, para cada 0 < € < ¢, existe 0 < ( < ¢ tal que

Ju(p,t+ ()

uméx(t+€) Z u<p7t+€) :U(p,t)‘i‘g at )

reordenando y recordando que u(p,t) = umsx(t) obtenemos

Umax (t + €) — Umax(t) - ou(p,t+ ()
€ - ot
Ju(p,t
Haciendo € — 0 obtenemos u, ;. () > % De manera analoga con —) < ¢ < 0 obtenemos
Umiax (t + €) — Umax () < du(p,t+ ()
€ - ot
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Ju(p,t)

Y lo cual junto a lo anterior nos deja concluir lo
pedido. O

Haciendo ¢ — 0 obtenemos u . (t) <

max

Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar el principio del maximo.

Teorema 1.5.2 (Principio del maximo). Sea (M™, g, V) una variedad Riemanniana cerrada con
su conexion de Levi-Civita asociada. Sea u € C**(M x [0,T)) tal que

ou

— = F(x,t,u, Vu, Au),

5 — L )

con F(z,t,w,y, z) definida sobre un dominio tal que es continua, localmente Lipschitz en w unifor-
memente en t, y con derivada parcial respecto a z continua y positiva. Entonces siuy : [0,7") — R
(con T" < T') son soluciones de las EDOs

v (t) = maxzem F(x,t,uy,0,0); ' (t) = mingep F(x,t,u_,0,0);
U4 (0) = umsx(0). u_(0) = Umm(0).

tenemos que u_(t) < u(z,t) < wuy(t) paraxz € M, t € [0,T").

Demostracion. Demostraremos solo el caso u < uy, el otro es anédlogo. Definimos F, (t,w) =
méax,en F(x,t,w,0,0), sabemos que tomar maximo mantiene la propiedad de ser Lipschitz, por
ende F, es Lipschitz en w uniformemente en ¢.

Por el lema anterior sabemos que uy,4, es localmente Lipschitz y por ende diferenciable en casi
todo punto. Sea ¢ un punto donde es diferenciable y sea p € M tal que uma(t) = u(p,t), i.e. un
punto donde alcanzamos el méximo. Tenemos al igual que el caso euclideano que Vu(p,t) =0y
que Au(p,t) <0, ver [I] Lema 6.1. Recordando que la derivada respecto a la ultima entrada de F’
es positiva tenemos

, Ju(p,t
e(t) = 220

= F(p,t, umsx(t),0, Au(p,t)) < F(p,t, umasx(t),0,0) (1.11)
< méx F(z,t, umsx(t),0,0) = Fy (¢, Umax)-

Sea ahora uy : [0,7") — R definida como en las hipdtesis. Definimos para ¢ > 0 la funcién
v, 1 [0,7") — R correspondiente a la soluciéon maximal a la EDO

{uqaw = Fy(tuge);

Use(0) = Umax(0) + .

Restando u,. con u, y usando la desigualdad de Gronwall llegamos a que |uy.(t) — uy (t)| < el
con L una constante de Lipschitz en w para F(t,w), esto implica que u;. — wuy uniformemente
en intervalos compactos contenidos en el intervalo de definiciéon cuando € — 0.

Supongamos, buscando una contradiccién, que existe un tiempo positivo para el cual w1 > U .
y definamos ¢ como el infimo de estos tiempos (es positivo ya que ums (0) = us.(0) — ). Luego,
por continuidad, tenemos que Ums(t) = u.-(t). Escribiendo H. = u;. — ums, tenemos que para
cada tiempo de diferenciabilidad de w4 en [0, 1)

HL(t) = FL(t use) — FL(t umax) = —L(use(t) — umax(t)) = —LH-(2).
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Se sigue que H.(t)+ LH.(t) > 0, resolviendo con factor integrante obtenemos H,(t) > H.(0)e ™ =
ce~ ™ En particular H.(t) > ce " >0, lo cual es una contradiccién. Concluimos que Uy < U e,
haciendo € — 0 concluimos lo pedido. O

Observacion 1.5.3. Notamos en la demostracién anterior que en Ecuacién (|1.11)) podemos de-
tenernos en la cota u! . (t) < F(p,t, umax(t),0,0) con p € M el punto tal que umax(t) = u(p,t) y

max
asi obtener una conclusién ligeramente distinta; se cumple la cota superior u(x,t) < uy(t) para
x € M,tel0,T") con uy que resuelve

%amzﬁmwxmﬁuw
Uy (0) = Umax(0).
con p(t) tal que umax(t) = u(p(t),t).

Comenzaremos estimando el crecimiento de 7, la solucion a (|1.3)). Podemos escribir esta ecuacién

e (6(1)2 + (3)?)2F ()
ST + ) (1) — 6(1)(@)’

por ende Teorema |1.5.2 implica que

aﬂ = F(Pya 89’77 892,7) =

_ o)

Notamos que F(v,0,0) o)

Y- (t) <~(0,t) <74 (t)

(y£) f(vt)

en todo S x [0,T), donde v_ y 74 resuelven las EDOs 7/, = ¢ o) con condiciones iniciales

_(0) = min (6 = méx (6, 0).
7-(0) = min~(6,0), 7+ = méxy(4,0)

Para analizar estas cotas necesitamos el siguiente lema

Lema 1.5.4. Si se tiene|(H1) y|(H2), entonces v_ definida anteriormente cumple:

lim v_(t) = oo.

t—o0

Demostracion. Tenemos que para todo t se tiene que v’ (t) > 0 por lo cual es siempre creciente.
Asumamos buscando una contradiccion que _ es acotada por arriba, esto implica que es conver-
gente, digamos a L. Usando el teorema del valor medio tenemos que para 6,, € (0,1)

(- (n+0,)) f(y—(n+6,))
¢ (v-(n+0,)) '

V-(n+1) =y-(n) =1L(n+0,) =

Haciendo n — oo queda

e S+ )+ 6)) _ H(D)A (L)
0= B Ot ) =) = e G + 6,) s "

Se sigue que y_ no es acotada, como ademas es creciente concluimos que

lim ~_(t) = oc.

t—o00
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Teorema 1.5.5. Si se cumplen|(H1){(H3), entonces vy y v_ definidas anteriormente cumplen:

lm (7 (t) — 7- (1)) = 0.

t—o00

Esto implica que si la solucion existe para todo tiempo, entonces converge a una circunferencia,
al menos en C°. En otras palabras tenemos que si la solucion v existe para todo tiempo converge
puntualmente a otra solucion dada por un circulo que se expando con radio original v4(0) o v_(0).

Demostracion. Como 7, y v_ son soluciones de la misma EDO auténoma con distintas condiciones
iniciales sabemos que difieren por una traslacién en tiempo, mas precisamente:

Y4 (t) = v-(t + to),

donde t es tal que v_(to) = 7+(0). Tenemos entonces:

o b (y_(8)) f(v-(s)) ds.

ﬁ@—mwzm@+m—%@=Lﬂﬁu@w=1

¢'(7-(s))
Como % es continua entonces por la version integral del teorema del valor medio existe

t* en [t,t + to] tal que

=1y

/”to - NF(r-(s) ., ¢0-()) (- ("))
: ¢ (v-(s)) @' (- (t*))

Tomamos limite, notando que t* — oo cuando ¢ — oo y usando |(H3)| obtenemos

i (2 (6) — 2 (0) — 1 £, 20D (2)

= 0.
o == TN (S)

O

Procedemos a acotar 0y, para esto nos apoyaremos de la funcién soporte, definida en Aparta-
do como A := ¢ (0,,v) = ¢*/v, el siguiente teorema nos indica las cotas sobre .

Teorema 1.5.6. Sea A la funcion soporte de nuestra solucion al flujo, si se cumplen |(H1){(H3)
entonces tenemos las siguientes cotas

min \(6,0) - el J0+EDds < A9 #) < max A(0,0) - elo FO=()ds
0651 965’1

Demostracion. Para comenzar recordamos la ecuacién de evolucion de A obtenida en ((1.9)).

ox _ f 1!
ot FAA OK3

El Teorema implica que sobre todo S' x [0,T) tenemos A_(t) < A(6,t) < A (¢), donde
A_ y Ay cumplen

VA2 + fA

A= flye (1), Ny = fly-(t)A,
A_(0) = mingegt A(6,0); A+ (0) = méxgpest A(6,0).
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Recordamos que f es decreciente, esto junto al hecho de que v_(t) < ~(0,t) < ~,(¢) implica
que gngrll f(v(0,t) = f(y+(t) vy gn%;l( f(y(0,t)) = f(y-(t)), lo cual justifica las definiciones de A\_ y
€ €
A+. Resolviendo estas EDOs lineales concluimos lo pedido.

L]
Corolario 1.5.6.1. Sea v solucion de (1.3)), se tiene que

07| < C1¢*(7),

con C dependiente solo de 7.

Demostracion. Notamos que A\_(t), la cota inferior para A, en la demostracién del teorema anterior
es creciente, en particular se tiene que

gl;grll A(0,0) = A_(0) < A(0,1)

Recordando que A = % notando que v := /¢ + (0py)? > |0gy| obtenemos la cota pedida
con C := (mingegr A\(6,0))~! ]

La siguiente estimacién a priori sera una cota de la segunda derivada espacial. Para esto aco-
taremos por debajo la curvatura. Nos apoyaremos con la siguiente funcion, definida en la seccion

anterior .

@/Jizm

Teorema 1.5.7. Sea ¢ = (k\)™!, si se cumple entonces tenemos la cota

14 Cie* (4 (1))
Cy ’

P(0,1) <4

con Cy y Cy dependiente solo de .

Demostracion. Partimos recordando la ecuacién de evolucién de ¢ obtenida en ((1.10)

%—i’ =[NP AY + 2f M (Vih, V) + 2t /;%3 (V), V)
2 3,/,3
#pout (3= 250 ) 4 COE (0 (70— 18O+ 1676).

Aplicaremos nuevamente el principio del maximo Teorema [1.5.2] esta vez junto a Observa-
cién [1.5.3] Esto implica que sobre S* x [0,7) tenemos la desigualdad v(6,t) < 1, (t) con 1, tal
que cumple

¢2 ¢3
vy =f'¢ (3 — = | VL + S (=[O + (f"0 — f¢")(007)? + &) U
8 0
¥+(0) = méx+(6,0)
Donde las funciones que no son ¢, estan evaluadas en (0(t),t), con (t) tal que gnz;x P(0,t) =
c 1
¥(0,1), i.e. donde v alcanza su méximo.
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Eliminar todos los términos que sabemos son negativos gracias a las hipotesis nos motiva a
definir w tal que cumpla

A A3 1 A5 4!
w = TG SO
(Y v
w(0) = méxy(6,0),
feSt

Nuevamente con las funciones que no son w evaluadas en (6(¢),t), con 8(¢) tal que ¥, (£) = (6, t).
Podemos notar que w y v tienen la misma condicién inicial y se tiene que w'(t) > ¥’ (t), por
ende w(t) > 1, (t) > ¥ (0,t) para todo § € ST y t € [0,T).

Para completar la demostracion del teorema basta entonces acotar w(t). Para esto definimos
dos constantes: Cf, al igual que en Corolario (es decir |9py] < C19?) y Co = ¢/(7-(0)).
Notamos que como ¢” es no negativo, tenemos que ¢’ es creciente y por ende Cy corresponde a
una cota inferior de ¢'(7y) durante toda la evolucién. Esto nos permite definir la funcién

1+ C7o* (74 (1))

H(t) =4 G, :

Vamos entonces a demostrar w(t) < H(t), procedamos por contradiccién. Supongamos que existen
t* €[0,7) y € > 0 tales que w(t*) > H(t*) + €. Definimos t; := sup{s : s < t*,w(s) < H(s)}, por
continuidad tenemos que ty < t* y que w(ty) < H(tp). Notando que H es creciente tenemos las
siguientes desigualdades.

w(ty) < H(ty) < H(t) < H(t") + e < w(t")
Por otro lado recordemos que

w'(s) = s (—4 + quf/w) :

V2

con las funciones que no son w evaluadas en (6(t),t) con 0(t) tal que 1, (t) = ¥(f,t). Vamos a
analizar la parte dentro del paréntesis de esa expresion, notamos que para s € [tg, t*] se cumple lo
siguiente
1+ 3 (v(0(s), 5))

Cy ’

por ende podemos acotar la expresién dentro del paréntesis que aparece en w'(s)

(s),5) ¢*(7(60( 0(s), s))

w(s) > H(s) >4

s),8)) + Ci(4(
Cy

= (—4+ ~ w(s)) > 0.
1+ Ci¢*(1(6(5), 5))

Notando que la otra parte de la expresion de w'(s), ! /‘f;wz, es negativa podemos concluir que para
s € [ty,t*] se tiene que w'(s) < 0. De esta ultima desigualdad se desprende que w(t*) < w(ty) lo

cual es una contradiccion. Demostramos entonces la cota pedida para w, y por ende para v. [
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Corolario 1.5.7.1. Sea v una solucion de (1.3) y k su curvatura, tenemos la siguiente desigualdad

Cy
0<k_(t):= est(1 + C2¢2% (v, (1))

Con C1, Cs y Cy dependientes solo de .

< k(6,1).

Demostracion. A partir de Teorema tenemos la siguiente desigualdad

A6, 1) < max A(6,0) - elo 7O~ (s,
0eSt
Recordando que f es decreciente y v_ es creciente podemos definir C3 = f(v_(0)), lo cual nos da
la siguiente cota

A(#,t) < max \(6,0) - e,
feSt

Dado que v := ﬁ, podemos despejar k en la cota sobre 1 de Teorema m para obtener lo

Cy
buscad Cy:= | D
uscado, con Cy 4méxgest A(0,0)

Ahora veremos una cota por arriba de la curvatura, en este caso trabajaremos directamente
con la ecuacion de evolucion de x

Teorema 1.5.8. Sea k la curvatura de una solucion a si se cumplen |(H1)(H4) entonces

tenemos que k(0,t) estd acotada por arriba por una funcion que depende solo de t y de la curva
inicial, la cual ademds es finita para todo t € [0,00) (i.e. no explota en tiempo finito).

.. .y ., . . 2
Demostracion. Recordamos la ecuacion de evolucion de xk obtenida en (|1.8]), cambiando ‘% por A
queda

o f

2
a = EAH — /§_§|V/{|2 +

2f

K2

L2\ al
o Pn w

Usando el Teorema unido con Observacién y Corolario podemos concluir que
sobre todo S x [0,T) tenemos (6, t) < k4 (t), donde k4 es solucién a la siguiente EDO

L
K

<V"€a V’}/> f"{' -

;A X IV [
R R S A
k4+(0) = méx x(0,0).

0esSt

Donde las funciones que no son k; estdn evaluadas en (A(t),t) con 6(t) tal que x(A(t),t) =

max k(6,t).
fest
Notamos inspeccionando esta EDO que &/, estd acotada por una funcién de ¢ que no explota en

tiempo finito y esto es suficiente para concluir nuestra demostracion. De todas formas procederemos
con los detalles de este argumento por completitud.

Usando ideas similares a las de la demostracién de Teorema podemos descartar todos los
términos que sabemos son negativos, estos son f'A/¢ y —fky. Procederemos a acotar los térmi-
nos restantes. Notamos que por hipétesis f’ es negativa y acotada por abajo, llamemos entonces
Cs = sup,cp+ —f'(z). Ademds, nuevamente por hipdtesis, tenemos que f” puede ser negativa,
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pero acotada por abajo, esto nos motiva a definir Cy := méax{0,sup,cp+ —f"(x)}, es decir Cg

es una cota superior no negativa de —f”. Recordamos también que tenemos x(0,t) > k_(t),

G, t) < Igl%)li A(0,0) - €3ty |Vv|? = (957)%/v? < 1. Uniendo todo definimos w tal que resuelva la
S

siguiente EDO

P O)a () | wt) R (BDo((0)

fest

w(0) = méx k(6,0).

w = (ma:xA(e,O>>2 Cor 20 (1nl) | G FO-(ON 0 (0),

Debido a como lo definimos tenemos que /, < w’y que £4(0) = w(0), por ende x(6,t) < k4 (t) <
w(t) para todo § € S* y ¢ € [0,T). Como tenemos que w'(t) no explota en tiempo finito, depende
solo de t, nuestra curva inicial y nuestras funciones f, ¢, podemos concluir lo mismo para w(t) (por
ejemplo acotando w(t) < w(0) + tw'(t)). Concluimos entonces lo pedido. O

Observacion 1.5.9. Recordando la formula para la curvatura

20 () + 9 — - (53)
@+ @)

tenemos que, al despejar, las cotas por arriba y por abajo de la curvatura nos dan cotas (por abajo
y por arriba respectivamente) de (977).

La ultima estimacién a priori que realizaremos corresponde a acotar 0,7, tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 1.5.10. Sea v una solucion de (1.3)), si se cumplen las hipdtesis |(H1){(H4) entonces

tenemos las siguientes desigualdades

14 C3o* (74 (1))
Cs

0 < 0yy <4f(7-(0))p(v+(1))

Demostracion. Reescribiendo (|1.3)) tenemos que 0yy = fi¢, aplicando las cotas ya demostradas
en esta seccién concluimos lo pedido. O

Hemos demostrado entonces a lo largo de esta seccién cotas sobre v, 9y, 937 y O0yy las cuales
dependen sélo dependen de vy y de T de manera uniforme. Tal como indica [15] Seccién 2.6,
podemos usar las estimaciones de Krylov-Safonov de [26] Seccién 5.5 para obtener que para algin
a € (0,1), y € C*rl+a/2(8L 5 [0,T)) con norma uniforme en 7. Esta cota més el hecho que
la curvatura estda acotada sobre 0 de manera uniforme en 7' seran cruciales para demostrar la
existencia en tiempo corto de las soluciones.

1.6. Existencia en tiempo corto de las soluciones

El objetivo de esta seccién es demostrar el siguiente teorema basado en las ideas de [15], las
cuales también aparecen en [35]. Nos basaremos en la teoria de EDPs lineales parabdlicas y los
espacios usuales donde se desarrollan, para mas detalle ver el apéndice [A]
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Teorema 1.6.1. Para cualquier vy : S' — R suave con curvatura positiva (en adelante por
Yo con curvatura positiva entenderemos que la curva 0 — (y0(0),0) tiene curvatura positiva en
(0,00) x St con la métrica de producto deformado) existe T > 0 tal que el problema de valor inicial

(0(7)* + (997)H)*f(7)

O = S @d () (0 F + 6 () — D7) ()
7(6,0) = 70(0) 0 c St

=: F(v,097,03y) 0 € Stel0,T);

(1.12)
tiene solucidn inica v € C=(S' x [0,T)).

Nuestra estrategia para demostrar este teorema sera relacionarlo con la invertibilidad del
operador (definido en espacios convenientes de funciones 2 + S-Holder continuas) A : w +—
dw — F(w,dpw, Jaw) en torno al 0. Lo que haremos serd encontrar una funcién auxiliar @ y
demostraremos usando el teorema de la funcién inversa de espacios de Banach que el operador es
invertible en una vecindad de A(u), luego veremos que existe una funcion en esa vecindad que vale
0 en un tiempo corto y con eso logramos la existencia en tiempo corto de una solucién 2+ S-Holder
continua. Finalmente deberemos mejorar la regularidad de la solucién pidiendo mas regularidad
de la curva inicial. Enunciamos entonces el teorema que sera nuestra herramienta principal.

Teorema 1.6.2. (Teorema de la funcién inversa en espacios de Banach). Sea P : X — Y un
operador entre espacios de Banach continuamente Fréchet diferenciable. Si xy € X es tal que
DP(xy) es un homeomorfismo lineal entre X e Y entonces existe una vecindad V (yo) del punto
Yo := P(xg) tal que la ecuacion P(x) =y tiene una solucion para cada y € V(yo).

Demostracion. Ver [32] Teorema 9.2.1. O

Para proceder con la demostracion necesitamos un par de lemas. Partimos demostrando exis-
tencia y unicidad de nuestra funcién auxiliar.

Lema 1.6.3. Sea vy € C*™(S') con curvatura estrictamente positiva y vy > 0. El problema

auziliar
atu — Au = F(’y(), 8,9’}/0, (9370) — A’)/O 0 - Sl,t - [O, T), (1 13)
u(-,()):% 6 e St '
Tiene una solucion tinica i € C?+1+e/2(S1 % [0,T)).
Demostracidén. Viene de la teorfa de EDP’s lineales parabdlicas. Ver [A.0.1] O

El siguiente lema nos permitird decir que tenemos las hipétesis para ocupar el Teorema [1.6.2
alrededor de nuestra funcién auxiliar.

Lema 1.6.4. Sea i € C*1+e/2(S1 x [0,T]) solucion de (L13), y & € C**/*(S* x [0,T]). Luego
existe un 0 < T < T tal que la linearizacion de (1.12)) en torno a u:

{Lau ‘= dyu — adu — bdgu —cu=¢ e S tel0,T); (1.14)

u(+,0) = 7o 6 e St

con a,b,c € C42(S' x [0, T]) por ser determinados, tiene una solucion tinica u € C*ro1+e/2(S1 x

[0,77)
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Demostracidén. Sea u. := 1 + u. La linealizaciéon de 9y — F(7y, 97y, 9ay) = 0 en torno a 4 corres-
ponde a:

d
Lau ::% . (0tu5 — F(ue, Optie, 8§u6))

=0yu — F, (@, Opti, O3 11)Oqu — F, (i, Optt, O30)Opu — F (i, Optt, Oy tt)u

Por ende definimos

a(,t) = F.(a(0,t),0p0(0,t), 050(0,1)),
b y :Fy(a( ) 789A s U)y SA 5 )
c\v, :FI(/&( ) 789a ) 7892A( ) 3

Ay G
Fy@y 2) ~é(r)kv [1 KU ] ’
_ [ f@)¢(z) | 4f(@)¢'(z)
Fo@,y,2) ~ p(z)K o*(r)k + KV
- S PO ) 4 )6 a) + 267 )ole) — )],

con

_ 20/ (2)y* + ¢ (2)9(2)* — d(x)z

k= k(z,y,2) = 3
v=1u(r,y,2) = (6(z)* + y*)"/.

Como se tiene que (6, 0) = 7o se tiene entonces que k (i, 9pti, Da01) y v(i, Dpit, at) son mayores
que 0 en t = 0 y por ende existe un T<T (que no depende de &) tal que son mayores que 0
para t € [0,7]. Esto implica que a,b, ¢ € C**2(S* x [0,T]). Luego por un resultado estandar de
la teoria lineal de EDP’s parabdlicas obtenemos lo pedido, ver Teorema

)

[]

Procedemos a demostrar la existencia en tiempo corto en C**41+8/2 con 0 < B < «, para el

problema ([1.12))

Teorema 1.6.5. Sea vy € C*™(S') con curvatura positiva y tal que o > 0. Luego para cada
0 < B < « existe T, el cual depende solo de vy y B tal que 0 < 7 < T y tal que existe una solucion

tinica vy a (I.12) en C*TA14B82(Q x [0, 7]).

Demostracion. Definimos los siguientes espacios de Banach:

X = { € OIS x [0,7])  7(6,0) =70
Y = CPPR(S x [0,7))
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Con las normas usuales, y también definimos el operador

PX>Y
v = Oy — F (7,067, 057).

Tal como mencionamos al comienzo de esta secciéon usaremos el teorema de la funcién inversa
Teorema [1.6.2] para demostrar que existe una vecindad alrededor de P(@) donde P es invertible.
Debemos chequear entonces las hipdtesis del teorema.

Primero veremos que la derivada de Fréchet de P en w € X es precisamente L,, con L definida
como en . Esto es equivalente a

P — P(w)—L

=0
u| x —0 |u|x

Desarrollamos y obtenemos

lim |F(w + u, Qgpw — dpu, Jaw — Jau) — F(w, dpw, djw) — adiu — bdpu — culy

Ju| x —0 lu|x

con

a = F,(w, 0w, Jaw)
b= F,(w,yw, Jyw)
c = F,(w, 0w, djw)

Recordando que F' es diferenciable obtenemos que el limite es cero como buscdbamos. Tenemos en-
tonces que la derivada de Fréchet de P en w € X cualquiera es L,,, se sigue que P es continuamente
Fréchet diferenciable.

Nos falta entonces ver que L; es un homeomorfismo lineal de X a Y. Que L; es lineal es
claro, la inyectividad viene de la unicidad en Lema [1.6.4] la sobreyectividad viene de la existen-
cia en Lema . La continuidad de L; viene de que [Lguls g Ja.51x[0.7) Puede ser acotada por
ulgy g.11p/2.51 %077 de manera trivial. La continuidad de la inversa viene del teorema del mapeo
abierto.

Tenemos entonces que el teorema de la funcién inversa nos dice que existe una vecindad de
P(u) donde P es invertible. Ahora veremos que existe una funcién suficientemente cerca de P(u)
que vale 0 en un tiempo corto. Primero por comodidad definimos

€= P(a) = Ad — Ayo + F (70, 970, 9gv0) — F (4, Dptt, y10)

y notamos que £ € C2rel+e/2(G1 5 [0, T]) y también que £(0,0) = 0 para todo € S'. Sea T
suficientemente pequeno, definimos las siguientes funciones

m(x)zz{ol S = e a ()

e"z siz>0’ m(z) +m(l — x) T

Las caracteristicas que usaremos de 7, son las siguientes (es rutinario mas tedioso de chequear):
w7, € C([0,00)),

= 7.(t) =0 parat € [0,7],
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» 7,(t) =1 parat > 27,
= 0<n <1y

s 0<p, <2

Definimos finalmente &, := 577?, dejamos pendiente para después de esta demostracion che-
quear que & € C**/2(S' x [0,7]) con norma independiente de 7. Notamos que claramente
& — € ‘o~51x[0 i 0 cuando 7 — 0. Luego por el teorema de Arzela-Ascoli tenemos que, pa-
sando a subsucesién de ser necesario,

ll_r% & = §|/3,B/2;51x[0,f] =0

Luego existe 7 suficientemente pequenio tal que &, pertenece a la vecindad de P(u) donde es
invertible, es decir existe una solucion al problema de valor inicial

at7 - F(f% 8977 83’7) = f‘r
7('7 O) =

Recordando que &.(+,t) = 0 para 0 < t < 7 tenemos entonces la existencia en tiempo corto
pedida.

Falta entonces s6lo demostrar la unicidad, sean u,v soluciones de definimos w = u — v
y notamos que w es soluciéon del siguiente problema

{@w = adw + bdyw + cw 6 € St € [0,T]

w(-,0) =0 g e S
Con
a(6,1) — /01 F, (su+ (1— s)v, s0pu + (1 — 5)9pv, 500 + (1 — )9Rv) ds
b0, 1) = /0 "B (st (1 )0, 59t + (1 — 5)0h, s8u+ (1 — 5)380) ds
e(0,1) = /01 F, (sut (1— s)v, s0pu + (1 — 8)9pv, s02u + (1 — $)3Bv) ds.

Notamos que A < a < A. El Teorema nos dice que w(f,t) < w(t) donde w(t) resuelve la
EDO

fest
w(0) = 0.
Resolviendo la EDO obtenemos que w = 0 y por ende w(6,t) < 0, es decir u(6,t) < v(6,t). De

manera analoga podemos aplicar el mismo argumento para v — u y obtener que v(0,t) < u(0,t),
concluimos entonces que u = v.

w = (méx c(6, t)) (1)

]

Desarrollamos ahora el lema que dejamos pendiente
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Lema 1.6.6. Sea £ € C**/2(S' x [0,T)) tal que £(0,0) = 0 para todo 0 € S* y sea n, definido
como en la demostracion anterior, luego

A

& = &n. € CV3 (ST x [0, 1))
con norma acotada independiente de 0 < 7 < 1.

Demostracion. Para acotar &, a/2;51x[0,7] Pasta acotar las siguientes 3 cantidades:

|£T|0;Sl><[0,f“}’
(By.8) — £ (0,
wp sup 16000 =& 00]
te[0,7] 01,0265 |01 - 02|
61702
(0,1)) — .0,
wp sy 00 0]
0€St t) t2€[0,7] [t — to]
t1#£t2

Claramente las dos primeras estdn acotadas por |€| o). Lrabajaremos entonces la tercera

a,a2;81 x|
cantidad. Sea 6 € S, en lo que resta, por comodidad, suprimiremos en la notacién la dependencia
en 0 de &. Sin pérdida de generalidad sea 0 < t; < t9 < T'. Lo que debemos demostrar es que existe
C constante independiente de 7 tal que

’fr(ﬁ) - 57(t2)’ < C‘t1 — tz’a/Q.

Notamos que podemos escribir

& (1) = & (t2) = [E(t2) — E(t2)Inr () + E(0) [ (t2) — 1 (£2)]

El primer término de esta suma lo podemos acotar de la manera pedida ya que é € Crelta/2(gl
[O,T]) v 1, < 1. Nos enfocamos entonces en el segundo sumando. Podemos asumir que t; < 27,
caso contrario este sumando se anula. Separamos en 2 casos to < 37 o bien ty > 37.

Asumamos que t, < 37, notamos que como & € C**/2(S x [0,7]) y £(0) = 0 se tiene que
1£(t1)] < Ct8"%. También recordamos que 0 < 7. < 2. Reuniendo en C los términos constantes se
tiene lo siguiente:

€t - (t1) — 1 (t2)]] < L2774t — to] < Clty — t]*/?

Donde la ultima desigualdad viene del hecho de que el maximo de

t22(37 — t))1 /2
T

con 0 < t; <27 es 3(a/2)*?(1 — a/2)' /2 1o cual no depende de 7.
Veamos el otro caso, asumamos que t > 37, tenemos que to, —t; > 7y que 1, (t2) = 0, podemos
deducir

E(t) - (11) — 10 (82)]] = €t (1)] < [E(8)] < O < Oty — o]/
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Para finalizar demostraremos que si es que la curva inicial tiene mejor regularidad entonces la
solucion también.

Teorema 1.6.7. Sea vy € C*™2t(SY) con curvatura positiva y m > 1, entonces la solucion
v € CHAIFB2(S1 % [0,7]) al problema (1.12)) pertenece a C*m+2+8m+1+6/2(G1 [0, 7]).

Demostracion. Vamos a demostrar que siyy € C*T%(S?) entonces 7 pertenece a C3+51+(1+8)/2 (g1
[0,7]) y a C*B2+B/2(S1 % [0, 7]), procediendo de manera inductiva se tendra lo pedido.
Sea § € S', definimos, pensando S* como [0,27] e identificando los extremos, el cuociente

diferencial

w(6,1) = (0 +0,t) —7(0,1)
, 3 :

Notamos que w satisface el problema de valor inicial

ow = adjw + bdyw +cw 0 € St e|0,7],

w(6,0) = 229+ 92} =200 e g

Con
1 A
o= [R50+ 8.0+ - sn 0.0
0
sOpy(0 4 0,1) + (1 — 5)0py(0,1), s927(0 + 0,t) + (1 — )93~(0, t)) ds.

y b, ¢ definidos de manera similar cambiando F, por Fy y I, respectivamente. Notamos que a, b, ¢ €
CPA/2(S1 % [0, 7]) uniformemente en § y a es uniformemente parabdlico. También notamos que
cuando  — 0 la condicién inicial tiende a dyyy € C 2o (S1). Tenemos entonces por Teorema
que w € C*HAIH8/2(§1 5 [0, 7]) con norma acotada uniformemente en 6. Haciendo 6 — 0, ocupando
argumentos de tipo Arzela—Ascoli y pasando a subsucesion de ser necesario, obtenemos que 9py €
C2AI+8/2(S1 % [0, 7]). Chequeando la definicién de la norma esto basta para asegurar que v €
C3HI+HR)/2(S1 x [0, 7]).

Demostrar que v € C4+8:2+8/2(§1 %[0, 7]) es ligeramente més complicado, necesitaremos demos-
trar que tanto 92 como ;7 pertenecen a C**31+5/2(G1 x [0, 7]). Comencemos con 92+, primero
notamos que si derivamos respecto a  obtenemos:

01097y = OpvF, + 8927Fy + O F..

Notamos que esta es una EDP lineal parabdlica sobre dpy, podemos entonces repetir el argumento
del cociente diferencial y ver que
’70(0 + 9, t) - 79(07 t)

w(f,t) = ;

también cumple una EDP lineal parabdlica, podemos concluir de manera analoga a lo anterior que
O3y € CHAIFE2(S % [0, 7]).

Para ver que d;y € C*+A148/2(S1 % [0, 7]) definimos el siguiente cociente diferencial, sea § > 0
suficientemente pequeno, sea t tal que |t| < 4,

w(f,t) = ; :
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Razonando de manera similar a lo anterior tenemos que w cumple una ecuacién linear parabdlica
con coeficientes uniformemente en C**#1+8/2(S1x [0, 7]) y con valor inicial w(-, 7) € C?+A1+8/2(g)
para el cual tenemos estimaciones uniformes independientes de §. Usando el teorema de solubilidad
de ecuaciones lineales [A.0.1] haciendo 6 — 0 y un argumento de tipo Arzela—Ascoli tenemos que
Opy € C2HAAFBI2(SY % [0, 7]).

[

Los resultados de esta seccién junto al Teorema [1.3.2] y las estimaciones a priori nos permite
concluir la existencia en tiempo corto de una solucion a (|1.2)).

1.7. Existencia en tiempo largo

Nuestro objetivo es demostrar que 7, la solucién a (1.3)) (v por ende equivalentemente la solucién
al flujo (1.2)) es de clase C™ sobre S x [0, 00). Para esto usaremos las estimaciones a priori.

Teorema 1.7.1. Para cualquier vy : ST — R suave con curvatura positiva se tiene que existe

una unica solucién v € C*(S* x [0,00)) a (L.3).

Demostracion. Sea g : ST — R suave con curvatura positiva. Asumamos buscando una contra-
diccién que existe un tiempo maximal 7™ de existencia para una solucién suave a . Las estima-
ciones a priori nos indican que para algin a € (0,1) tenemos que la norma C**1+2/2(§1 x [0, T'))
estd acotada para todo 0 < T" < T* de manera uniforme en 7". Esto implica que las funciones ~(+, t)
estdn uniformemente acotadas en C***(S1). Una aplicacién del teorema de Arzela—Ascoli nos dice
que estas convergen uniformemente a una funcién v* € C**9(S1) para 0 < 8 < a.

Podemos reiniciar el flujo, usando nuestro teorema de existencia en tiempo corto con curva
inicial 7v*, y asi extender la solucién v por un tiempo corto extra. En otras palabras tenemos que
existe un 4 > 0 tal que -, la solucién al problema (L.3), pertenece a C2+#1+5/2(S1 x [0, T* + §)).
Ahora podemos utilizar Teorema m para concluir que v € C*(S! x [0, T* + §)), contradiciendo
la maximalidad de T*. Se sigue entonces que v es de clase C* en S! x [0, 00). O

Finalmente notamos que Teorema unido con Teorema [1.5.5 completan la demostracion
de Teorema [0.0.1] lo cual era nuestro objetivo inicial.
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Capitulo 2

Cuasi-isometria del disco de Poincaré

Definimos el arbol anillado de ramificaciéon n, RT'(n), para n natural mayor o igual a 2, como
el grafo no dirigido formado por elementos de la forma (k,m) con k natural (incluyendo el cero) y
m natural entre 0 y n* — 1, inclusive. Llamaremos a k el nivel del nodo. A este grafo lo dotamos
de dos familias de aristas:

» Las aristas del drbol conectan cada nodo con n descendientes de manera que (k,m;) estd
conectado con (k + 1,my) ssi

’

» Las aristas de anillo unen los vértices consecutivos del mismo nivel, es decir (k,m) estd
unido a (k,m + 1) y (k,m — 1) entendiendo la adicién y sustraccién médulo n*, i.e. (k,0) y
(k,n* — 1) estdn unidos.

Usando la terminologia usual de teoria de grafos podemos decir que el arbol anillado de rami-
ficacién n es el arbol n-ario completo de profundidad infinita al cual le agregamos los aristas del
anillo. Continuando con la terminologia de arboles diremos que (k1,m;) estd en un nivel més alto
que (ka,mg) cuando ky < ko, i.e. cuando esté mds cerca de la raiz (0,0). Asimismo, si (k,m;) estd
unido a (k+ 1, ms) diremos que (k,m;) es padre de (k+ 1, ms) y que (k+ 1,my) es hijo de (k,m;y).
Por dltimo diremos que un vértice u es ascendente de un vértice v si es padre de v o (de manera
recursiva) es ascendente de un padre de v.

Figura 2.1: Los 5 primeros niveles de RT'(2) y RT(3). Las aristas del drbol estdn en color negro y
las aristas de anillo estan en color verde.

Como comentamos en la introduccién, dotaremos a los RT(n) con la estructura de espacio
métrico usando la siguiente funcién distancia dpr(,)(u,v) = largo del camino mas corto que une a
u y v. El objetivo de este capitulo serd demostrar que los RT(n) son cuasi-isométricos al disco de
Poincaré.
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2.1. Propiedades basicas de los arboles anillados

Definimos la distancia anillo entre dos vértices en el mismo nivel u = (k,my), v = (k,m2) de
la siguiente forma:

dr((k,my), (k,ms)) = min{|m; — my|, n* — |my — myl}.

Esto corresponde a la minima cantidad de aristas del anillo que hay que recorrer para llegar de
u a v. Incluye tomar el minimo ya que el camino mas corto puede ser recorrer el anillo a favor o en
contra de las manecillas del reloj, notamos entonces que dg((k,my), (k,ms)) < n¥/2. El siguiente
lema nos permite relacionar las distancias anillo entre dos vértices con las distancias anillo entre
sus padres.

Lema 2.1.1. Sean u,v nodos en el mismo nivel de RT (n), siu',v" son sus padres respectivamente
se tiene que la relacion entre dr(u,v) y dr(u',v") depende del resto mdodulo n de dg(u,v) de la
siguiente forma:

» Sidgr(u,v) =ng, con q entero positivo, entonces dr(u',v") = q.

» Sidr(u,v) =nq+r, con q natural y r entero tal que 1 <r <n — 1, entonces dg(u',v") es o
bien q o bien q + 1.

Demostracion. En el primer caso podemos escribir sin pérdida de generalidad v = (k,m) y v =
(k,m + ng). Tenemos entonces que v’ = (k —1,[2]) y v' = (k — 1, [™]). Como g es entero
notamos que [ | = |2 4 ¢| = || + ¢. Luego tenemos que

dr(u',v") = min{q,n*~ — ¢}.

Pero notamos que como dg(u,v) = ng entonces ng < n*/2 y por ende ¢ < n*~1/2. Se concluye
entonces que dg(u',v") = q.

Para el segundo caso notamos que sin pérdida de generalidad podemos escribir u = (k,m) y

v = (k,m+ ng +r). Luego tenemos que v’ = (k — 1, |2]) y v = (k — 1, ™2 |). Notamos que
%J = L% + %J +¢q. Como >~ < 1 tenemos que o bien L% + %J = L% o bien L% + %J =
] 4+ 1. Denotamos m; = 2] y my = [™FEL], tenemos entonces que |my — my| = ¢ o

|me — my| = q + 1. Para finalizar el andlisis necesitamos separar en dos subcasos, dependiendo de
si n es par o impar.

Si n es par tenemos que como dg(u,v) = ng+r entonces se tiene que ng+1r < nk/2 pero no se
puede tener la igualdad ya que ambos son niimeros enteros pero el de la derecha es congruente con
0 médulo n y el de la izquierda es congruente a r # n médulo n. Se sigue entonces que tenemos
la desigualdad més ajustada ng +r < n*/2 —n +r y por ende se tiene que ¢ + 1 < nF~1/2 y por
ende se tiene que

min{|m; — ma|,n* 7t — |my — my|} = |my — my|

y por ende dg(uw',v") =qoq+ 1.

Si n es impar al igual que el caso anterior tenemos que ng +r < n*/2; esto quiere decir que
2nq + 2r < n*. Nuevamente no se puede tener la igualdad ya que ambos son ntimeros enteros pero
el de la derecha es congruente con 0 médulo n y el de la izquierda es congruente con 2r < 2n y
como n es impar se tiene que no son congruentes médulo n. Si 2r > n chequeando que se cumpla
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la congruencia médulo n obtenemos la desigualdad 2nq + 2r < n* —n + (2r — n) y esto implica
que ¢ +1 < n*1/2 por ende

min{|m; — ma|,n* 7t — |my — my|} = |my — my|.

Luego dgr(u/,v") = qo g+ 1. Si 2r < n por la congruencia en médulo n se obtiene la siguiente
desigualdad 2ng+2r < n* —n+2r y por ende obtenemos g+1/2 < n*~1/2. Esto deja la posibilidad
de que ¢ + 1 > n*~1/2 cuando q = % Por ende tenemos que si en ese caso |m; —mso| = ¢+ 1
entonces

min{|m; — ma|,n* 7t — |my —my|} = 0"t — |my —ma| = ¢.

Esto quiere decir que en tal caso se tiene que el camino maés corto entre u' y o' por el anillo
es recorriendo en el sentido contrario que el camino mas corto entre u y v. Un ejemplo de este
fenémeno se puede ver en la Figura [2.2

Figura 2.2: Dos vértices en rojo y sus padres en verde. Se aprecia como los caminos anillo mas
cortos entre ellos (destacados en azul) recorren sus respectivos anillos en sentidos contrarios.

En el resto de los casos se tiene que ¢ + 1 < n*~1/2 y por ende
min{|m; — ma|,n*7t — |my — my|} = |my — my|.
Por lo tanto, dg(u/,v") =q o g+ 1. O
Analizando el lema anterior obtenemos el siguiente corolario

Corolario 2.1.1.1. Sean u,v nodos en el mismo nivel de RT(n) y sean u',v" sus padres respecti-
vamente. Se tiene la siguiente desigualdad

dg(u,v) < n—1
n oon

< 1.

dp(u',v") —

Demostracion. A partir del lema anterior notamos que si dg(u',v") = p entonces existen 3 posibi-
lidades

» dg(u,v) = np;
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» dr(u,v) =np+r, con r entero tal que 1 <r <n—1;
» dp(u,v) =n(p—1)+r, con r entero tal que 1 <r <n —1.

De esta manera tenemos que dado que dg(u/, v") = p se tiene que el valor maximo que puede tomar
dr(u,v) es np + (n — 1), ordenando esto es equivalente a

dr(u,v) +1

—1<dgp(u,v).
n _R(U7U>

Por otro lado tenemos que si dg(u',v") = p, entonces el valor minimo que puede tomar dg(u, v)
es n(p — 1) + 1, reordenando obtenemos

dr(u,v) —1

d / / <
R(U,U)_ n

+ 1.

Juntando ambas desigualdades obtenemos lo pedido. O

Para estudiar las distancias en el grafo necesitaremos el concepto de una geodésica entre dos
vértices, que corresponde al camino mas corto (no necesariamente inico) que une aquellos vértices.
Luego la distancia entre dos vértices corresponde al largo de alguna geodésica que los une.

Analizando el corolario anterior concluimos que ninguna geodésica puede tener un segmento
donde los vértices bajan y luego suben de nivel.

Para simplificar los calculos de las distancias nos centraremos en una clase particular de geodési-
cas que llamaremos geodésicas candnicas. Las definiremos formalmente mas adelante pero la idea
es que es una geodésica que sube cierta cantidad de niveles, luego se desplaza en un anillo y luego
vuelve a bajar niveles, donde cualquiera de estas etapas puede ser omitida. Debemos entonces en-
tender si es que tenemos dos nodos en el mismo nivel cuando es mas corto subir de nivel y cuando
es mas corto recorrer el anillo. Para esto dividiremos el andlisis en el cason =2y n > 2.

Lema 2.1.2. Sean u,v dos vértices de RT(2) en el mismo nivel, se cumple lo siguiente
n Sidgr(u,v) =1 o dg(u,v) =2 luego la o las geodésicas entre u y v no suben de nivel.
» Sidg(u,v) =3 siempre existe una geodésica entre u y v que no sube de nivel.
» Sidg(u,v) >4, siempre existe una geodésica entre u y v que sube de nivel.

Demostracion. El caso dg(u,v) = 1 es claro ya que como u y v estdn en el mismo nivel, una
geodésica que sube de nivel debe subir luego bajar y eso toma al menos dos pasos.

Sidp(u,v) =2=2-1el Lema nos dice que la distancia entre los padres de u y v es 1, por
lo tanto si una geodésica sube de nivel debe luego desplazarse entre los padres de u y v y luego
bajar, lo cual toma al menos 3 pasos.

Si dr(u,v) =3 =2-141 se tiene que la distancia entre sus padres es 1 o 2 por el Lema[2.1.1}
esto dice que un camino entre u y v que sube de nivel tiene largo al menos 3 o 4, en ambos casos
la distancia recorriendo por el anillo es menor o igual, luego recorrer el anillo siempre es geodésica.

Si dr(u,v) > 4 se aprecian dos casos. El primer caso es que dr(u,v) = 2q con ¢ > 2, si v’ y
v" son los padres de u y v respectivamente por el Lema se tiene que dg(u',v") = q. Luego un
camino que comienza en u, sube a su padre u/, recorre de u’ a v’ de manera geodésica y baja a su
hijo v tiene largo a lo mas 2 + ¢ y como ¢ > 2 se aprecia que 2 + g < 2¢q, luego siempre existe una
geodésica que suba de nivel.
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El segundo caso es dgr(u,v) = 2g+1 con g > 2, si v’ y v’ son los padres de u y v respectivamente,
entonces por Lema se tiene que dr(u/,v") es o bien ¢ o bien ¢ + 1, tenemos entonces que un
camino que parte en u, sube a su padre u/, recorre de manera geodésica entre v’ y v’ y baja a su
hijo v tiene un largo de a lo méas ¢ + 3, como ¢ > 2 tenemos que ¢ + 3 < 2¢ + 1 por ende siempre
existe una geodésica que sube de nivel. O]

Observacion 2.1.3. Un anélisis més detallado de la demostracion anterior nos dice que si dg(u, v) =
4, entonces siempre hay una geodésica que sube de nivel y una que no. Mientras que si dg(u,v) = 5,
entonces siempre hay una geodésica que sube de nivel y puede que exista o no una que no sube de
nivel. Finalmente, para dg(u,v) > 6 se tiene que todas las geodésicas suben de nivel.

Lema 2.1.4. Sean u,v dos vértices en el mismo nivel de RT(n) con n > 3, si dr(u,v) < 2
entonces siempre eziste una geodésica entre u y v que no sube de nivel y si dr(u,v) > 3 siempre
eriste una geodésica que sube de nivel.

Demostracion. El caso dr(u,v) < 2 es trivial ya que subir y bajar de nivel requiere al menos 2
pasos.

Si dg(u,v) = ng con ¢ > 1 natural se tiene por Lema que dgr(u',v'") = q con v’ y v
padres de u y v respectivamente, luego un camino que parte en u, sube a su padre u/, luego recorre
geodésicamente de u' a v’ y finalmente baja a v mide a lo méas 2 4+ ¢, comon > 3y g > 1 se tiene
que la desigualdad 2+ g < ng siempre se cumple y por ende siempre existe una geodésica que sube
de nivel.

Si dr(u,v) = ng+rconl <r <n-—1 se tiene, nuevamente por Lema [2.1.1} que si u' y ¢/
son los padres de u y v respectivamente entonces dgr(u’,v") = ¢ o bien dg(v',v’") = ¢ + 1. Luego
un camino que parte en u, sube a su padre u’, luego recorre geodésicamente entre u’ y v’ para
finalmente bajar a v mide a lo mas ¢ 4+ 3. Debemos analizar entonces si es mas corto quedarse en
el mismo nivel o subir, la desigualdad que queda es la siguiente 3+ ¢ < ng+r. Si r > 3 siempre se
cumple la desigualdad y si ¢ > 1 también siempre se cumple la desigualdad. Uniendo todo tenemos
que si dg(u,v) > 3 entonces siempre existe una geodésica que sube de nivel. O

Estamos entonces en condiciones de definir formalmente las geodésicas canodnicas.

Definicién 2.1.5 (Geodésica canénica). Dado u,v vértices de RT(n) definimos la geodésica candni-
ca entre u y v, denotada (u,v), recursivamente de la siguiente manera

1. Siu,v estdn en el mismo nivel y dg(u,v) < 3 en el caso n = 2 o dg(u,v) < 2 en el caso
n > 3, entonces (u,v) es el camino en el anillo entre u y v.

2. Siu y v estin en el mismo nwel y dr(u,v) > 3 en el caso n = 2 o dg(u,v) > 2 en
el caso n > 3, entonces sean u' y v’ los padres de u y v respectivamente, tenemos que

(u,v) = {u} U (W, v") U {v}.

3. St u y v estan en distintos niveles, suponiendo que u estd en el nivel inferior tenemos que
(u,v) ={u} U (W, v).

Esta recursién esta bien definida ya que en cada paso de la recursién o bien disminuye la
diferencia entre niveles de los vértices, o para vértices en el mismo nivel disminuye la distancia por
la discusion anterior, hasta que llegamos al caso 1. que actiia como caso base.

Para demostrar que las geodésicas canodnicas efectivamente son geodésicas necesitaremos el
siguiente lema.
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Lema 2.1.6. Sean u,u’,v tres vértices en RT'(n), tal que u estd en el nivel | yu’ es su padre en el
nivel | — 1. Denotaremos [u,v| una geodésica entre u y v. Supongamos que [u,v] intersecta el nivel
[—1, y sea t* el punto de la geodésica en el nivel | —1 mds cercano a u. Entonces dprm(u,t*) <2,
mds ain si dprm)(u,t*) = 2 entonces drp@py (v, t*) = 1 y el segmento geodésico [u,t*] corresponde
a {u,t,t*} cont un hijo de t*.

Demostracion. Sea t el iltimo nodo antes de t* en [u, t*], por definicién de t* tenemos que t estd
en el nivel [ y es un hijo de t*. Notamos que {u} U [u/,#*] es un camino que une a u con t*, por
ende actlia como una cota superior para la distancia entre u y t* de la siguiente manera

drrm) (4, t") < 14 drpp) (v, t7)

Por un argumento similar tenemos que dgp, (v, t*) < dgr(u/,t*), uniendo esto con Corolario|2.1.1.1
obtenemos lo siguiente

dR(U, t) —1
n

dRT(n)(u, t*) <1+ dRT(n)(u’,t*) <1+ dR(u’, t*) <1+ + 1.

Por otro lado tenemos que drpa)(u,t*) > 1+ dg(t,u), esto lo podemos ver por contradiccion.
Si se tuviera dpr(n)(u,t*) < 1+ dg(t,u) esto nos dice que el camino que recorre por el anillo de u
hasta t y luego sube de nivel a t* no es geodésica, como las geodésicas no pueden bajar de nivel y
luego subir esto significa que el camino éptimo de u a t* debe subir de nivel antes, contradiciendo
el hecho de que el punto de la geodésica en el nivel [ — 1 mas cercano a u es t*. Tenemos entonces
1+ dgr(u,t) < drpm)(u,t*). Unido con la desigualdad obtenida anteriormente obtenemos

dr(u,t) — 1
1+ dR(u,t) < dRT(n)(u,t*) <2+ %
Despejando y ordenando obtenemos dg(u,t) <1, drrp(u,t*) < 2y dpr) (v, t°) < 1, conclu-

yendo lo pedido. O]
Procedemos a demostrar que las geodésicas candnicas efectivamente son geodésicas.
Teorema 2.1.7. Sean u,v vértices de RT(n), entonces (u,v) es una geodésica.

Demostracion. Partiremos demostrando la aseveracién para u,v en el mismo nivel. Si u,v estan
en el mismo nivel y dr(u,v) < 3 en el caso n =2 o dr(u,v) < 2 en el caso n > 3 entonces es claro
que el camino mas corto que une u a v es recorrer el anillo.

Ahora procederemos inductivamente, sean u, v vértices en el mismo nivel tal que dg(u,v) = g,
con g >3sin=2o0q > 2sin > 3. Realizaremos induccién fuerte, es decir asumiremos que
(wy,wsq) es geodésica para cualesquiera wi, wy en el mismo nivel de RT'(n) y cuya distancia anillo
sea menor que ¢. Tomemos una geodésica cualquiera [u,v], por un anélisis anterior sabemos que
para puntos cuya distancia anillo es ¢ entonces la geodésica debe subir de nivel. Por el Lema |2.1.6
sabemos que hay dos opciones, o bien la geodésica conecta a u con su padre ', o la geodésica se
mantiene en el nivel de u por un paso y es de la forma {u,t} U [t*,v] con ¢ en el mismo nivel
de u y t* su padre, el cual estd a distancia 1 de u’. En este segundo caso notamos que el camino
{u,u'} U [t*, v] tiene el mismo largo y por ende también es geodésica. Razonando de manera similar
para v podemos concluir que {u} U [v/,v'] U {v} es una geodésica que une a u y v. Podemos elegir
que el segmento geodésico [u',v'] sea precisamente (u',v’) (el cual tiene un largo menor a ¢ y por
ende la hipétesis inductiva nos asegura que es geodésica) y obtenemos que {u} U (u/,v") U {v}
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es una geodésica, por definicién esta es la geodésica candnica (u,v). Demostramos asi que para 2
vértices u, v cualesquiera en el mismo nivel se tiene que (u,v) es geodésica.

Por tultimo veremos el caso en el cual v y v estan en distintos niveles, partamos primero
asumiendo que u estd en el nivel [ y v en el nivel [ — 1. Nuevamente por Lema tenemos que
o bien nuestra geodésica es de la forma {u} U [«/,v] o si no de la forma {u,t} U [t*,v] con ¢ en el
mismo nivel de u y ¢’ su padre. Notamos que en este segundo caso {u, v’} U [t*,v] tiene el mismo
largo. En ambos casos tenemos que {u} U [u/,v] es geodésica. Podemos escoger que el segmento
geodésico [u, v] sea precisamente (u', v), como u' y v estdn en el mismo nivel sabemos que (u/, v) es
geodésica. Finalmente tenemos que {u} U (v, v) es geodésica y por definicién esta es la geodésica
canonica. Se procede inductivamente para u y v que tengan mayor diferencia de niveles. O]

2.2. Relacién entre distancia anillo y distancia en el grafo

Ahora que conocemos un tipo de geodésica podemos entender mejor las distancias entre vértices
en el arbol anillado. Procederemos a cuantificar la relacién que hay entre la distancia anillo de dos
vértices en el mismo nivel y sus distancias en el grafo. Separaremos el andlisis en los casos n = 2
yn>3.

Lema 2.2.1. Sean u,v dos vértices en un mismo nivel de RT(2), se tiene lo siguiente:
» Sidr(u,v) =2"-2, para algin i natural, entonces drre)(u,v) = 2+ 2i;
» Sidgr(u,v) =2"-3, para algin i natural, entonces drre)(u,v) = 3 + 2.

Demostracion. Partamos viendo el primer punto, haremos induccién en . En el caso base i = 0 es
claro ver que si u, v son vértices en el mismo nivel de RT'(2) tales que dg(u,v) = 2 entonces se debe
tener que dpr(2)(u,v) = 2. Ahora asumamos que se tiene para cierto ¢ natural que cualquier par
de vértices en el mismo nivel de RT(2) con distancia anillo igual a 2’ - 2, entonces su distancia en
el grafo es 2+ 21, procederemos a demostrarlo para i+ 1. Sean u, v cualesquiera en un mismo nivel
de RT(2) tal que estdn en el mismo nivel y dg(u,v) = 271 - 2. Por la estructura de las geodésicas
candnicas sabemos que {u} U (u/,v") U {v} es geodésica con «’, v’ padres de u y v respectivamente.
Mas atun por el Lema sabemos que dp(u’,v") = 2 - 2. Por hipétesis inductiva sabemos que
drre) (v, v") = 2 + 24, luego la geodésica (u,v) debe medir 2 4+ 2 + 2i = 2 4+ 2(i + 1), concluyendo
asi la induccion.

Desarrollaremos de manera similar para dg(u,v) = 2°- 3 con induccién en . El caso base i = 0
es claro, si u, v son dos vértices en el mismo nivel de RT(2) cuya distancia anillo es 3 entonces su
distancia en el grafo debe ser 3 (ver Lema . El paso inductivo funciona de manera similar
al anterior, notamos que si u,v son vértices del mismo nivel tal que dg(u,v) = 27! . 3, entonces
sus padres son tales que dp(u’,v’) = 2 -3 y usando hipétesis inductiva, la geodésica candnica
{u} U («',v') U {v} tiene largo 2 +3 4+ 2i =3+ 2(i + 1). O

Lema 2.2.2. Sean u,v dos vértices en un mismo nivel de RT(n) con n > 3, se tiene lo siguiente:
» Sidr(u,v) =n'-2, para algin i natural, entonces dpr(u,v) =2+ 2i;

» Sidgr(u,v) =n', para algin i natural, entonces dgpny(u,v) =1+ 2.
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Demostracion. La idea de esta demostracion es igual al lema anterior por ende omitiremos algunos
detalles. Partiremos demostrando el primer punto por induccion en ¢. El caso base es trivial, ya
que si u,v son dos vértices del mismo nivel a distancia anillo 2, entonces su distancia en el grafo
debe ser 2. Ahora asumamos que para cierto ¢ natural tenemos que para cualquier par de puntos
en un mismo nivel a distancia anillo n’ - 2 se debe tener que su distancia en el grafo sea 2 + 2i,
demostraremos esta proposiciéon para i + 1. Sean u, v vértices en el mismo nivel de RT'(n) tales
que dg(u,v) = n't' -2 por Lema m y la estructura de geodésicas candnicas tenemos que
{u} U (u/,v') U {v} es una geodésica y que dr(u',v’) = n’- 2. Por hipétesis inductiva se tiene que
drrm) (W, v") = 2+ 2i, luego el largo de la geodésica que une a vy v es 2+ (2 +2i) = 2+ 2(i + 1),
probando asi lo pedido.

Para demostrar el segundo punto procederemos nuevamente con induccion. El caso base es
trivial. Ahora asumamos que para algtin ¢ natural se tiene que para cualquier par de vértices en el
mismo nivel de RT(n) con distancia anillo n’ se tiene que su distancia en el grafo es 1+2i. Sean u, v
vértices en el mismo nivel de RT'(n) tales que dg(u,v) = n'*'. Por Lema y la estructura de
geodésicas candnicas tenemos que {u} U (u/,v’) U {v} es una geodésica y que dg(u,v’) = n’, luego
por hipétesis inductiva tenemos que la geodésica que une a v y v mide 2+ (1+2i) = 1+2(i+1). O

Definicién 2.2.3. (Distancia anillo destacada) Dado j un natural decimos que es una distancia
anillo destacada de RT(n) si

» Paran =2, estal que j =1, j=2"-2 0j=2"-3, para algin i natural;

» Paran > 3,es tal que j =n'-2 o j =n', para algin i natural.

Tanto Lema y Lema muestran que si sabemos que un par de vértices de un mismo
nivel de RT(n) estan a una distancia anillo que es destacada, entonces conocemos exactamente su
distancia en el grafo. En RT'(2) tenemos 2 familias de distancias anillo destacadas, las de la forma
2¢. 2 y las de la forma 2¢- 3, estas van intercaladas como se muestra en la siguiente tabla junto a

sus distancias en el grafo correspondientes (también incluimos el 1 como distancia destacada por
comodidad).

dr(w,v) |[1]2[3[20-2[27-3[22-2[22-3[ 20-2 | 2.3
dare(w,0) | 1] 23] 4 5 6 7T 242|342

Por otro lado para n > 3 también tenemos 2 familias de distancias anillo destacadas, esta vez
las de la forma n’ y las de la forma 2 - n’ las cuales también van intercaladas. Presentamos las
distancias destacadas junto a sus distancias en el grafo correspondientes en la siguiente tabla.

dp(u,v) |12 |nt |20t |n? |20 n*|2.07| n 2. n'
Qo (wv) (123 | 4 | 5] 6 | 7| 8 |1+2|2+2

Ahora demostraremos que si tenemos un par de vértices en el mismo nivel de RT'(n) tal que su
distancia anillo estd entre distancias destacadas, entonces hay dos opciones para su distancia en
el grafo. Estas opciones corresponden a las distancias en el grafo correspondientes a las distancias
destacadas entre las que se encuentre. Por ejemplo, en RT'(2) tenemos que 8 es una distancia
destacada con distancia en el grafo asociada 6, también tenemos que 12 es una distancia destacada
con distancia en el grafo asociada 7. Por ende demostraremos que si tenemos un par de vértices
cuya distancia anillo sea 9, 10 u 11, entonces su distancia en el grafo serd o bien 6 o bien 7.
Nuevamente separaremos en los casos n =2y n > 3.
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Lema 2.2.4. Sean u,v dos vértices en el mismo nivel de RT'(2) tales que dg(u,v) = j, se tiene lo
stguiente:

» Si para algin natural i se tiene que 2" -2 < j < 2'- 3, entonces dgp(2)(u,v) = 2+ 2i o bien
3+ 2i;

» Si para algin natural i se tiene que 2 -3 < j < 2t .2, entonces dpr)(u, v) = 3+ 2i o bien
dRT(Q) (U, U) =2 + 2<Z + 1)

Demostracion. Partamos por el primer punto, procederemos por induccién en 7. El caso base
corresponde a demostrar que si j es tal que 2! -2 < j < 2! .3 entonces drre)(u,v) = 4 o
drr(2)(u,v) = 5. Notamos que en este caso j = 5 es la tnica distancia anillo admisible, por ende
debemos demostrar que si u,v son vértices en el mismo nivel de RT'(2) tales que dg(u,v) =5
entonces o bien drr(2)(u,v) = 4 o bien drrp)(u,v) = 5. Notamos que 5 = 2 -1 + 1, luego por
Lema se tiene que para u/,v’ padres de u y v respectivamente se tiene que dg(u’,v") = 2 o
dr(u',v") = 3, también por estructura de geodésicas candnicas tenemos que la geodésica candnica
entreuyves{u} U (v, v')U{v}ycomo 2y 3son distancias destacadas tenemos que si dg(v',v') =
2, entonces dppe)(u/,v") = 2y por ende dgrp2)(u,v) = 4. Por otro lado si dg(u/,v") = 3 se tiene
que drre)(v',v") = 3y por ende dpp(2)(u,v) = 5, concluimos asi el caso base.

Para el paso inductivo asumamos que para cierto ¢ natural es cierto que para cualquier 7 natural
tal que 2 -2 < j < 23, se tiene que si u, v son vértices del mismo nivel de RT'(2) cuya distancia
anillo es j, entonces o bien dpp(2)(u,v) = 2 4 2i o bien dgr@)(u,v) = 3 + 2i. Debemos demostrar
que se cumple esta propiedad para i + 1. Sea entonces j natural tal que 277! -2 < j < 2it1. 3y
sean u, v vértices en el mismo nivel de RT'(2) tales que dg(u,v) = j. Como j es un nimero natural
tenemos la siguiente desigualdad mas ajustada

2.2 11 < dp(u,v) <2713 — 1.
Dividiendo las desigualdades por 2 obtenemos
1

dR(U,U) <2’L.3__

2.9
+ 2 2

<

N | —

Recordamos el Corolario 2.1.1.1] el cual nos indica que para u',v" padres de u,v se tienen las
siguientes desigualdades

dr(u,v)

1 1
5 < dgp(u',v") + 2 dp(u',v") — < —5—

Unido con lo anterior nos queda
20.2 <dgr(u/,v') <23

Notamos entonces que drye)(u',v") = 2+2i 0 dppe)(u',v") = 3+ 24, ya sea por hipétesis inductiva
o por Lema [2.2.1] Por la estructura de geodésicas canénicas sabemos que {u} U (uv/,v) U {v}
es una geodésica entre u y v. Por lo recién comentado sabemos que esta geodésica mide o bien
2+ (242i) =24+2(i+1) o bien 2+ (34 2i) = 3+ 2(i + 1), completamos asi la induccién.

Para el segundo punto la idea es muy similar, el caso inductivo corresponde a probar que si
para u,v tales que dr(u,v) = 7, entonces drp(2)(u,v) = 5 0 drp@2)(u,v) = 6. Esto es cierto dado
que 7 = 2-3+ 1, por lo cual Lema nos dice que para u',v' padres de u vy v se tiene que
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dr(u/,v") = 3 0 dr(u/,v") = 4, estas son distancias destacadas y sabemos que entonces d(u',v") = 3
o d(u',v") = 4. Concluimos por la estructura de las geodésicas canénicas.

Para el paso inductivo asumimos que se cumple la proposicion para algin natural ¢ y demos-
traremos que se tiene para i+ 1. Sea j natural tal que 271 -3 < j < 27+2.2 y sean u, v dos vértices
en un mismo nivel de RT(2) tales que dg(u,v) = j. Como j es natural tenemos la desigualdad
mas ajustada

2.3+ 1 < dp(u,v) <2722 -1

Dividiendo por 2 obtenemos

M<2i+1.2__

2t.3 + 5

<

N | —

Usando el Corolario 2.1.1.1] obtenemos
20.3 < dgr(u,v') <2712

Tenemos entonces que drp2)(u',v") = 3 + 2i 0 dpp)(uw,v") = 2+ 2(i + 1) ya sea por hipétesis
inductiva o por Lema [2.2.1] Esto junto a la estructura de las geodésicas candnicas nos permite
concluir. []

Lema 2.2.5. Sean > 3 y sean u, v dos vértices en el mismo nivel de RT (n) tales que dr(u,v) = j,
se tiene lo siguiente:

» Si para algin natural i se tiene que n' < j < n' -2, entonces drrm)(u,v) = 14 2i o
dRT(n) (u, U) =2+ 2i;

» Si para algin natural i se tiene que n' -2 < j < n'tl, entonces drrm)(u,v) = 2+ 2i o
dRT(n)(“q U) =1+ 2(Z + 1)

Demostracion. Partamos por el primer punto, procederemos por induccién en 7. Veamos el caso
base, sean u,v dos vértices del mismo nivel de RT(n) que estdn a distancia anillo j, con n <
j < 2n, debemos demostrar que dpr(n)(u,v) = 3 0 drr@m)(u,v) = 4, Notamos que j = n 4 r con
1 <r <n-—1, luego por Lema[2.1.1| tenemos que dg(u,v) =1 0 dg(u’,v') = 2 con v/, v’ padres de
u y v. Por estructura de geodésicas candnicas concluimos que drrm)(u,v) = 3 0 dprm)(u,v) = 4.

Para el paso inductivo asumamos que para cierto ¢ natural es cierto que para cualquier j natural
tal que n' < j < n'-2, se tiene que si u,v son vértices del mismo nivel de RT'(n) con distancia
anillo j, entonces drp)(u, v) = 1+ 2i 0 dprm)(u,v) = 2 + 2i. Demostraremos que esta propiedad
se cumple para i + 1. Sea entonces j natural tal que n'™ < j < n'*! .2y sean u, v dos vértices en
el mismo nivel de RT(n) tal que su distancia anillo es j. Dividiendo por n obtenemos

d .
nt < M <n'-2.
n
El Corolario [2.1.1.1| nos indica que para u’, v’ padres de u, v se tienen las siguientes desigualdades
d 1 1 d
R(U,U) < dR(U/,U/) +1-— -, dR(’lL/,’U/) — 14 = < R(U,'U)
n n n n

Juntandolo con lo anterior obtenemos

4 1 , 1
n'—1+4—<dr(u,v')<n' - 241——
n n
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Recordando que dg(u’,v") es natural tenemos las siguientes desigualdades més ajustadas
n' <dg(u',v') <n'-2.

De esto tltimo se desprende que dprem)(u',v") =1+ 2i 0 dppe)(v',v") = 2 + 2i. Por la estructura
de las geodésicas candnicas sabemos que {u} U (u/,v") U {v} es una geodésica que une a u y v.
Por lo recién comentado tenemos que el largo de esta geodésica es 2+ (1 +2i) =1+ 2(i+1) o
2+ (24 2i) =2+ 2(i + 1), que era lo buscado,

El segundo punto se demuestra de manera similar al primero. O]

Observacion 2.2.6. Lema[2.2.4]y Lema[2.2.5]ilustran como profundizamos el entendimiento de los
arboles anillados comparado con [6]. En el lema 21 de aquel trabajo demuestran que si uy, vy, ug, vo
son vértices del mismo nivel de RT'(2) tales que dg(uy,v1) = dgr(us,vs), entonces sus distancias
en el grafo difieren en a lo mas 3. En nuestro caso hemos demostrado que difieren en a lo mas 1,
m&s aun demostramos que aunque uy,v; se encuentren en un nivel y uy, v se encuentren en otro
nivel distinto, basta sélo saber que estan a la misma distancia anillo para saber que sus distancias
reales difieren de a lo mas 1.

A partir de este par de lemas, demostraremos una manera menos precisa, pero mas sencilla de
estimar la distancia en el grafo entre un par de vértices del mismo nivel al conocer su distancia
anillo. Esta estimacién serd clave para poder demostrar la cuasi-isometria méas adelante.

Lema 2.2.7. Sean u,v dos vértices en el mismo nivel de RT(n) tales que dr(u,v) = j, se tiene
lo siguiente:

» Sin =2, entonces el valor de drp2)(u,v) es 2[logy(7)] 0 2[log,(j)] +1 o0 2[log,(j)] + 2;
» Sin >3, entonces el valor de dgremy(u,v) es 14+2[log, (j)] 0 2+2|log,(j)] o 3+2[log,(J)]-

Demostracion. Partiremos con el caso n = 2, un andlisis del Lema nos indica que si j es
tal que 2° < j < 2F! para cierto ¢ natural, entonces dgy2)(u,v) = 2i 0 drrp)(u,v) = 2i +1
0 dpr(2)(u,v) = 2i + 2. Observamos que por definicién de parte entera tenemos las siguientes

desigualdades
olloga ()] < j < gllosa(I+1,

Con esto queda demostrado lo pedido.
Para el caso n > 3 procedemos de manera similar, el Lema nos dice que si j es tal que
n' < j < n't entonces dryn)(u,v) =1+ 2i 02+ 2i 0 3+ 2i. Podemos concluir notando que

2.3. El candidato a cuasi-isometria

Recordamos que definimos el disco de Poincaré, P, como el disco abierto en el plano complejo
con centro en el origen y radio unitario, dotado de la siguiente funcion distancia

u,v) = arcos 2Hu_v||2
dp(u, v) h(H(1_||uy|2)(1—\|v\|2>>'
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Con || - || la norma euclideana. Si u = roe’® e v = €1 podemos usar el teorema del coseno y la

identidad trigonométrica cos(2x) = 1 — 2sin?(z) para obtener las siguientes expresiones.
2(rg + r — 2rory cos(0; — b))
(1 =r§)(1—r%)
2.1
2(rg — 11)% + 8rory sin? (—90591) ) (2.1)

dp(roe®,rie") = arcosh (1 +

= hll
arcos ( + (1—7’8)(1—7‘%)

Nuestro candidato a cuasi-isometria serd el siguiente
f:RT(n) — P,
.. m
(k,m) = /1 —n—k ek (2.2)
—_——
(%) M
La heuristica detras de esta eleccién de candidato es la siguiente:

» El factor (}) corresponde a equiespaciar los dngulos correspondientes a los vértices de cada
nivel.

» El factor (x) proviene del hecho de que si un punto en el disco de Poincaré se encuentra a dis-
tancia euclideana p del origen, entonces su distancia hiperbdlica al origen es log G%Z . Con-

siderando también el hecho que un circulo de radio hiperbdlico r tiene perimetro 27 sinh(r),
tenemos que nuestra eleccién de () indica que los n* nodos del nivel k los distribuiremos en
un circulo de perfmetro 47mn*y/1 — n=*% = ©(n*), obteniendo asf el comportamiento asintético
correcto. Cabe mencionar que existen otras elecciones que nos dan el mismo comportamiento
asintético, sin embargo elegimos en este caso v/ 1 — n~* ya que serd conveniente para calcular
las distancias, teniendo en cuenta la presencia de factores 72 y r? en [2.1]

Para demostrar que efectivamente f es una cuasi-isometria deberemos entender la relacion
que existe entre dpr@)(u,v) v dp(f(u), f(v)) para u,v un par cualquiera de vértices en RT'(n).
Desafortunadamente las expresiones resultantes al calcular directamente esas distancias para u, v
genéricos se vuelven mas y mas dificiles de tratar, es por esto que nuestra estrategia sera asignarle
a cada par de vértices de RT'(n), un par de vértices de la forma (k,m) y ([,0) con 0 < k <ly
0 < m < n*/2, que aunque no tendran exactamente las mismas distancias, si podremos estimar sus
diferencias. Este proceso simplificard bastante los cdlculos ya que es equivalente a tomar un punto
en el plano hiperbdlico con un 6 = 0, y el otro punto del plano hiperbdlico tendra un 6 entre 0 y
7. Destacamos que aqui se presenta una diferencia entre nuestro trabajo y [0], ya que al contrario
de su demostracion, para nosotros el vértice con 6 = 0 serd el mas alejado del origen. Este ligero
cambio hace que podamos desarrollar a cabalidad todos los cédlculos y estimaciones necesarias, sin
tener que omitir detalles que se vuelven engorrosos.

Basados en esta idea, enfocaremos nuestros esfuerzos en estimar las siguientes cantidades, con
0<k<ly0<m<nk/2:

D;(/{?, m, l) = dRT(n)((kv m)7 (l’ O))

D, (k,m, 1) ==dp(f(k,m), f(1,0)) = dp(v/1 — n=ke’ ™k \/1 — n1)
= arcosh (1 +2 <\/nl(nk — 1) — \/nk(n! — 1))2 + 8y/nknl(nk — 1)(n! — 1) sin® <7;—T)> :
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2.4. Cotas para la distancia en el plano hiperbdlico

Siguiendo la idea de la seccién anterior, procedemos a acotar D,,(k, m, ).

Lema 2.4.1. Sean los naturales n > 2, 0 < k <[, 0 < m < nk/2. Tenemos las siguientes

desigualdades
1. Sik=m=20 .
llog(n) + log (2 - —) < D,(0,0,1) < llog(n) + log(4);
n

2. 91 <k<lym=0

(I — k)log(n) + log <2 (% - 5%) > < Dp(k,0,1) < (I —k)log(n) + log (% + %)

8. Si1<k=1y0<m<nk/2

21og(n)|log,(m)] +log (32 (1 — %)) < Dy, (k,m, k) < 2log(n)|log,(m)| +log (%7%2)

4. Si0<k<l,0<m<nk/2
log(n)(l—k+2|log,(m)])+log (16) < D, (k,m,l) <log(n)(l—k+2|log,(m)|+2)+log(164)
Demostracion. Tenemos la identidad
arcosh(z) = log(x + Va2 — 1),

Por ende se tiene para todo x > 1.

log(x) < arcosh(z) < log(2x).

También usaremos las siguientes desigualdades:

1
1_3—x§\/1—x§1—§, si0<uz< -
5 2 2

2
—xgsin(x)gx, Si()gxgz.
™ 2

Ahora procederemos demostrando cada punto
1. Tomamos & = m = 0 primero notamos que
D,(0,0,1) = arcosh(1 4 2(n' — 1)) = arcosh(2n' — 1).
Acotamos por arriba
D,,(0,0,1) = arcosh(2n' — 1) < arcosh(2n') < log(4n') = log(4) + llog(n).

Ahora por abajo

1

D,(0,0,1) = arcosh(2n’ — 1) = arcosh (nl (2 _ ﬁ))
1 1

> [log(n) + log (2 - ﬁ) > [log(n) + log (2 - E) .
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2. Tomamos m =0y 1 < k < [. Primero expresamos

D,,(k,0,1) = arcosh (1 + 2nttF (\/ 1—nt—+1- n—"f)z)

Notamos que como [ > k, entonces V1 —n=! — /1 —n=% > 0. Acotamos

-l

n 3 3
l—-n't—\1-n*t<l—o—_—14+nrF<n*
\/ n \/ n < 5 —|—5n _5n

Asi obtenemos, usando que [ — k > 1

18
D,,(k,0,1) < arcosh (1 + —nl+kn_2k)

25
-k 1
< arcosh r + —8nl_k
n 25
1 18
<log(2(=+=)n""
<o (2(53) )
36 2
<(l-k)l 1 — 4+ —
< (1= Kytog(n) +1og (32 + %)
Ahora acotamos en la otra direccién, nuevamente usamos que [ > k + 1
\/1—n*l—\/1—n*’“>1—§n’l—1+n—_k—n—_k—§n4>n—_k—in’k— 5n_6n’k
-5 2 5~ 2 5 10n

Obtenemos asi

10n

5 — 62

> ] 1+ 2ntF
—Og<+” (10n)>

5n — 62
> ] o=k | ———
—Og<” <10n))
> (I —k)log(n) +log | 2 L3 2
- & & 2  5n '

5n — 6
D, (k,0,1) > arcosh (1 + 2nttF (n_) n_%)
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3. Tomamos k =1 > 1y 0 < m < n*/2. Parala cota por abajo usaremos que n*—1 > (1 — %
D, (k,m, k) = arcosh (1 + Snk(nk —1) gin? (7rm>>

nk

1
> arcosh (1 +8 (1 = —) n?* sin? (@))
n n
1 2
> arcosh (8 <1 — —) n2k4m7k)
n n

()
—tog (32(1- 1)) + 2108

— log (32 (1 - %)) + 2log(n) log, (m)
> tog (32 (1 1) ) + 21o(m 1o, ()

w2m?

Ahora acotaremos por arriba, usaremos que 1 < "

Dn(ka m, k) = arcosh (1 + Snk(nk _ 1) sin2 (@))
n

< arcosh (1 + 8n% gin? (@))
n

2,2 73
< arcosh (1 + 8n2k%> < arcosh (—71’27712)
n 9

14 14

< log <?67T2m2) = log <?67T2> + 2log(m)
14

= log (7671'2> + 2log(n)log,,(m)

< 2log(n)(|log,(m)] + 1) + log (%7‘(‘2) .

4. Tomamos 0 < k<[, 0<m < nk/2. Notamos que

D,,(k,m,l) = arcosh (cosh(Dn(k:, 0,1)) + 8y/nFni(nk — 1)(n! — 1) sin® <7Tm>>

A
Usaremos las siguientes desigualdades para cosh(x)
? < cosh(z), VzeR;
cosh(z) <e€®, siz >0
Junto con las cotas para D, (k,0,1) obtenemos

50 + 36nnH€
25n

5n— 6" I—k
on n' " < cosh(D,(k,0,1)) <
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Procedemos a acotar por arriba

50 + 36
D, (k,m,l) < arcosh OO ik | gl gin? (m))

nk

50+36n ok L T2
+8n n2k

< arcosh

< log 2n* 50—|—36n Qr2im?
25n
50—|—36n
<1 —k + 87%m?
on (20 (P s

< (I — k)log(n) + 2log(m) + log <2 (% + 87r2))

< (I —k)log(n) + 2log(n)log, (m) + log(164)
< (I —k+2)log(n) + 2log(n)|log,,(m)]| + log(164)

(o
(25

Ahora procedemos a acotar por abajo, nuevamente usaremos que nf — 1 > (1 — %) n* y de
manera similar para [.

2
D, (k,m,l) > arcosh BN ek g (1 L) it gin? <@)
10n n nk
sn—6\" ,_, 1\ ., 4m?
> arcosh (( Ton ) n 48 (1 — ﬁ) n Ty
2
— 1
> log <<5n 6) n'™F +32 (1 — —> nlkm2>
10n n
2
- 1
> (1 k) log(n) + log ((5’;%6) 132 (1 _ ﬁ> m2>

> (I — k) log(n) + 2log(m) + log <32 (1 a l))

n

> (I — k) log(n) + 2log(n)|log, (m) ] + log (32 (1 N %))

2.5. Demostracion de la Cuasi-isometria

En la seccién anterior acotamos D, (k,m, 1), es decir la distancia en el disco de Poincaré de
algunas imagenes de nuestra cuasi-isometria. Ahora procederemos a acotar la cantidad definida
anteriormente

D;L(ka m, l) = dRT(n)((k7 m)> (l? 0))

Esto equivaldra a acotar las distancias en el arbol anillado.
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Lema 2.5.1. Tenemos los siguientes valores para D! (k,m,l):

= Sin>2yk<I, entonces

» Sin=2,k<lyl<m<n*/2, entonces

[ —k+2[logy(m)] < Dy(k,m,1) <1 —k+2|logy(m)] + 2;

» Sin>3, k<lyl<m<n*/2, entonces

| —k+1+2llog,(m)| < D.(k,m,l) <l—k+3+2|log,(m)].

Demostracion. El primer punto es claro ya que la geodésica candnica entre (1,0) y (k,0) es la que
consiste en subir sucesivamente al padre hasta llegar a (k,0), esto se logra en [ — k pasos.

El segundo punto también se desprende de la estructura de las geodésicas candnicas. La geodési-
ca canodnica desde (I,0) hasta (k,m) corresponde primero a subir [ — k niveles hasta llegar a (k, 0),
luego falta agregar la distancia en el grafo entre (k,0) y (k,m) los cuales son dos vértices en el
mismo nivel de RT'(2) con distancia anillo m, usando Lema podemos concluir.

El tercer punto se demuestra de manera idéntica al segundo salvo que usamos el caso de

Lema para n > 3. O

Ahora demostraremos la relacién entre D, (k,m,l) y D! (k,m,l)

Lema 2.5.2. Sean n,k,m,l naturales tales que n > 2,0 < k <1y 0 < m < nF/2. Se tiene lo
stguiente

n Sin=2

2
log (g) < Dy(k,m,1) —log(2) Dy(k,m, 1) < log(656);

n Sin>3
—3log(n) < D, (k,m,1) —log(n)D.,(k,m,l) < log(164n).

Demostracion. Partamos con n = 2, uniendo las cotas de Lema y Lema obtenemos las
siguientes desigualdades:

3
g (=) < Dok, 0,0) — log(2)Dy(k,0,1) < log (2 ):
0g 25 = 2\lvy Yy og 2\vy Yy = 0g 25 )
584
log(4) < Do(k,m, k) —log(2)Ds(k,m,k) < log <5 )

log(4) < Dy(k,m,l) —log(2)Dy(k,m,l) < log(656).

Tomando la menor de las cotas inferiores y la mayor de las cotas superiores obtenemos lo
pedido.
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Para n > 3 nuevamente usamos las cotas de Lema y Lema [2.5.1| para obtener:

1
o (2 - _) < Du(0,0,0) ~log(n)D,(0,0,)) < log(4);
n
! —3 2 36 2
1 21 = — < D —1 D' < 1 50 2,

1 14
log (32 (1 - —) n_3) < Dy(k,m,k) —log(n)D.(k,m,k) < log <T67T2n>;
n

log(n=3) < Dy(k,m,l) —log(n)D.(k,m,l) <  log(164n).

Tomamos la menor de las cotas inferiores y la mayor de las cotas superiores y estamos listos. [

Antes de continuar, sera 1til entender que efecto tiene sobre un vértice de RT(n) el hecho de
subir repetidamente de nivel hacia su padre, tenemos el siguiente lema, proveniente de [I8].

Lema 2.5.3. Sea x un real positivo y sea n un natural positivo, se tiene la siguiente igualdad:
L] _ E)
n n?

a
Demostracion. Sea a un real positivo y definamos b = {—JJ Por definicién de la parte entera
n

tenemos
a
bgu <b+1lenb<|al <n(b+1).
n
Como nb es natural tenemos que lo anterior es equivalente a

<:>nb§a<n(b+1)<:>b§g<b+1.
n

La]

De esto tltimo se desprende que {EJ =b= {—J . Escogiendo a = z/n concluimos lo pedido. [
n n

Observacién 2.5.4. Por definicién de RT'(n) sabemos que el padre de (k,m) es (k —1,[™]),

cuyo padre a la vez es (k; -2, VHLJJ ) El lema recién mostrado nos dice que lo podemos escribir
equivalentemente como (k — 2, | % |). Mds atin, inductivamente tenenemos que si j < k, entonces

el ascendente de (k,m) que esta en el nivel j es (j, [ =5 ]).

Como comentamos, nuestro objetivo es que dado un par de vértices u, v en el arbol anillado, le
asignaremos una terna de nimeros k, m, [ que nos permita realizar comparaciones de las distancias
con las funciones D,,(k,m,l) y D! (k,m,l). Sin pérdida de generalidad asumiremos que v esta en
el nivel méas bajo y u estd mas cerca de la raiz. Digamos que u = (k,my) y v = (I, m2) con k <,
tomaremos k como el nivel de u, [ como el nivel de v y definimos m de la siguiente forma:

S (LY ) =

La Observacién nos dice que el ascendente de v que estd en el nivel k es (k, [ 72]), luego
m corresponde a la distancia anillo entre u y el ascendente de v en el nivel k. Procedemos con la
siguiente propiedad de nuestros k, m, [ recién definidos.
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Lema 2.5.5. Sea u = (k,my) y v = (I,ms) vértices de RT(n) con k < 1. Definimos m como en

(2.3), se tiene lo siguiente:
|drry(u,v) — D), (k,m, )| <1

|drry(u,v) — D (k,m+1,1)] < 1

|drremy(u,v) — Di(k,m —1,1)] < 1.

Demostracion. Partamos analizando dgp(,)(u,v). Por estructura de las geodésicas candnicas tene-
mos que la geodésica candnica que parte en v hasta u sube [ — k niveles hasta llegar al ascendente
de v que estd en nivel k, llamémosle v*, y luego recorre de v* hasta u. Entonces tenemos que
drrm)(u,v) =1 — k 4 dgpn)(u, v*). Por definicién, tenemos que m es la distancia anillo entre v*
y u. Podemos decir entonces que dgrp(,(u,v) es igual a [ — k mas la distancia en RT'(n) entre dos
vértices cuya distancia anillo es m.

Por otro lado tenemos que D/, (k, m,l) también es | — k mas la distancia en RT'(n) entre dos
vértices cuya distancia anillo es m. Por el analisis realizado en secciones anteriores (ver Lema[2.2.4]
y Lema tenemos que dado una distancia anillo (en nuestro caso m) hay a lo més dos opciones,
consecutivas, de distancias en el grafo. Esto nos permite concluir que dgpa(u,v) y D, (k,m,1) o
bien son iguales o bien difieren por uno.

Un analisis similar de D] (k,m £ 1,1) nos dice que su valor corresponde a [ — k més la distan-
cia en el grafo entre dos vértices cuya distancia anillo es m + 1. Debemos entonces comparar las
diferencias entre las distancias en el grafo asociadas a distancias anillo m — 1, m y m + 1. Sepa-
raremos este analisis en dos casos, primero veremos que ocurre si m es una distancia destacada
(ver Definicién . En este caso sélo hay una posibilidad para drpe)(u,v), en particular se
tiene dgp(n(u,v) = D), (k,m,l). Notamos entonces, recordando Lema y Lema , que para
una distancia anillo de m 4+ 1 hay a lo mas dos opciones consecutivas, y una de esas opciones es
D! (k,m,1). Se sigue asi la conclusién.

Vamos por el segundo caso, en el que m no es distancia anillo destacada. En este caso tenemos
dos valores posibles para dgp)(u,v). Aparecen nuevamente dos opciones, si m + 1 es distancia
anillo destacada, entonces hay sélo una opcién para su distancia en el grafo asociada, y esta opcion
es también una de las posibilidades para drr@m)(u,v), se sigue que su diferencia es a lo mads 1.
Si m + 1 no es distancia anillo destacada, entonces hay dos valores posibles para su distancia en
el grafo. Estas dos opciones son exactamente las mismas para dprem)(u,v), se sigue también que
su diferencia es a lo mas uno. El andlisis para m — 1 es andlogo, tenemos entonces la conclusién
deseada. O

Resumiendo nuestra estrategia hasta ahora, tenemos que dados w,v vértices de RT'(n) les
asignamos los vértices (k,m) y (1,0). De momento hemos demostrado la relaciéon que hay entre
las distancias en el grafo de nuestros vértices originales y los vértices asignados. Falta demostrar
la relacion entre las distancias de sus iméagenes bajo f en el disco de Poincaré, este serd el ultimo
ingrediente para demostrar la cuasi-isometria.

Antes de proceder daremos algo de intuicién para las cotas del teorema siguiente. Primero
notamos que nuestra funcion f no distribuye los angulos de los vértices como en Figura [2.1] o
Figura [2.2] si no que lo hace como en Figura [2.3]

Teniendo en cuenta esa distribucion de los dngulos, daremos un par de ejemplos para ilustrar el
motivo de las cotas del siguiente teorema. Primero con n = 3 consideremos u = (2,3) y v = (3, 1),
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Figura 2.3: Los 4 primeros niveles de f(RT(3)), las distancias al origen de los vértices estan a
distinta escala para una mejor visualizacion.

nuestro procedimiento asigna a estos vértices la terna kK = 2,m = 3,] = 3 que corresponde a
los vértices (2,3) y (3,0). Notamos, como en Figura 2.4 que en este caso la distancia entre las
iméagenes de nuestros vértices asignados es mayor a la distancia entre las imagenes de nuestros
vértices originales.

El ejemplo anterior ilustra un caso donde la distancia entre las imagenes de los vértices originales
es menor a la distancia entre los vértices asignados. El préximo ejemplo, que serd un poco mas
complejo, nos mostrara un caso donde la distancia entre las imagenes de los vértices originales es
mayor que la distancia entre las imagenes de los vértices asignados. Ambos ejemplos juntos ilustran
la necesidad de tomar cotas por arriba y por abajo de las distancias de los vértices asignados.

Sean=3,u=(2,7)y v=(3,1). Nuestro procedimiento asigna a este par de vértices la terna
k=2,m = 2,1l =3 asociada a los vértices (2,2) y (3,0). Notamos, viendo Figura , que en este
caso la distancia entre f((2,7)) v f((3,1)) es mayor a la distancia entre f((2,2)) v f((3,0)).

Procedemos finalmente a demostrar la relacién que hay entre la distancia en el disco de Poincaré
de nuestros vértices originales y los vértices asignados.

Teorema 2.5.6. Sean u = (k,m1) y v = (I, mq) vértices de RT(n) con k < 1. Definimos m como
en (2.3), se tiene lo siguiente:

= Sim =0, entonces

Dy (k,0,1) < dp(f(u), f(v)) < Dn(k, 1,1);
s Sim # 0, entonces

Dy(k,m —1,1) < dp(f(u), f(v)) < Dp(k,m+1,1).
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Figura 2.4: Los 3 primeros niveles de f(RT'(3)). Nuestro procedimiento asigna a (2,3) y (3,1) los
vértices (2,3) y (3,0). Notamos que la distancia entre f((2,3)) y f((3,1)) es menor a la distancia

entre f((2,3)) y f((3,0)).

Demostracion. Antes de comenzar recordamos la férmula de distancia en el disco de Poincaré
2 . 27010y
2(rg — r1)? + 8rory sin®(Z572)

(1 =rg)(1 =17

Un analisis de esta férmula nos dice que lo tinico que importa a la hora de calcular la distancia
serfa el radio de cada punto (en nuestro caso corresponderia al nivel de u y el de v, los cuales no
variaremos) y al dngulo entre ellos. Notamos también que esta distancia es creciente respecto al
angulo entre los puntos cuando este dngulo esta entre 0 y 7. En lo que resta siempre trabajaremos
con angulos entre 0 y 7, por lo cual podremos comparar los angulos para comparar las distancias.
Por brevedad hablaremos del angulo asociado a D, (k,m,!), con esto nos referiremos al angulo

(entre 0 y ) entre f((k,m))y f((l,0)).
Partamos con el caso m = 0.

dp(ree, rleiol) = arcosh (1 +

I

» El dngulo entre f(u) y f(v) es 27 <m_12 — ﬁ;)
n n

1
= El dngulo asociado a D(k,1,1) es 27—;
n

» El dngulo asociado a D(k,0,1) es 0.

m
Como m = 0 esto nos indica que m; = {l—iJ , trabajamos las siguientes desigualdades
-

< ma < 1 1
m ra— m R
1= ik 1 nk
my ma my 1 mq
s o< 2 < Ly =X
nk - n! nk  nk nk
m m 1
s 0 < — - — < — o
n n n
m m 1
U e
n n n



Figura 2.5: Los 3 primeros niveles de f(RT(3)), notamos comparando los dngulos, que la distancia
entre nuestros vértices originales (en rojo) es mayor a la distancia entre los vértices asignados (en
azul).

Tenemos entonces que el angulo entre f(u), f(v) estd acotado por los dngulos asociados a
D, (k,0,1) y D,(k,1,1). Por lo comentado anteriormente podemos concluir el primer punto.
Para demostrar el segundo punto separaremos en 4 casos dependiendo que forma tiene m.

— Caso 1: m = m; — erukJ.
-

Los angulos relevantes son los siguientes

I

e El dngulo entre f(u) y f(v) es 27 (m—]j — ﬁf)
n n

— ma
e El dngulo asociado a D,,(k,m,l) es 271-% —or <m1 ankJ> :
n

1 ) -1
e El dngulo asociado a D,,(k,m — 1,1) es o — 9 (ml L% ] )

Trabajamos las desigualdades

Mo Mo o ]_
o2 o < e ()
ma ma2
Lnl*kJ mo Lnl—kJ 1 mi
< T 2 T T T T o
m L] o me s om [GR] 1
nk nk — nk n! nk nk nk

Multiplicando todo por 27 obtenemos que el dngulo entre f(u) y f(v) es menor o igual
al angulo asociado a D, (k,m,l) y es mayor o igual al dngulo asociado a D, (k,m — 1,1).
Obtenemos entonces que

Da(kym, 1) = dp(f (), f(©)) = Dalkym — 1,1).
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ms
—Caso2:m=|—~| —m;.
nl-k
Los angulos relevantes son los siguientes

I

e El dngulo entre f(u) y f(v) es 27 (m—f — ﬁ}:)
n n

mo .
e El dngulo asociado a D,,(k,m,l) es QW% =27 (M)’
n

e El dngulo asociado a D, (k,m + 1,1) es 27 =
n

Trabajamos las desigualdades

m m m 1
L_2J < M2 L_2J 11 -
nlfk — nlfk nlfk nk
ma m2
- i P O - = 3 B _m
nk — nl nk nk nk
o Ll o ome e ] o 1
nk nk  — nl nk nk nk  nk’

Multiplicando por 27 obtenemos que el dangulo entre f(u) y f(v) es mayor o igual al dngulo
asociado a D, (k,m,l) y menor o igual al angulo asociado a D, (k,m + 1,1). Obtenemos

entonces que
Do(kym, 1) < dp(f(u), f(v)) < Dalkym +1,1).
— Caso 3: m = nk — (ml — {%J)
=
Los angulos relevantes son los siguientes
mq Moy my mo

e El dngulo entre f(u)y f(v) es 2w — 27 <F — F) =27 <1 -~ F + ﬁ)’

ma
e El dngulo asociado a D,,(k,m,l) es 27% =2 (1 — ﬁkl + L”Z—I:J),
n n n

1 o 1
e El dngulo asociado a D,,(k,m + 1,1) es 27rm4]; =27 (1 — ﬁkl + # + —k)
n n n n

Trabajamos las desigualdades

Mo Mo Moy 1
el < < Ll -
Lnrlnka mg [n%kj 1 mq
< e -7
my | % mp  me my | % 1
= 1—W—|—T < 1_W+_’fll < 1__k+—nk +_k
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Multiplicando por 27 obtenemos que el angulo entre f(u) y f(v) es mayor o igual al dngulo
asociado a D, (k,m,l) y menor o igual al dngulo asociado a D, (k,m + 1,1). Obtenemos

entonces que
D, (k,m, 1) < dp(f(u), f(v)) < Dy(k,m+1,1).

— Caso 4: m = n¥ — (Lﬁl_sz —m1>.

Los angulos relevantes son los siguientes

e El dngulo entre f(u) y f(v) es 2 — 27 <@ — @) = o <1— @+ m1>;
n n

nk

ma
e El dngulo asociado a D,,(k,m,l) es o —or (1 — M + ml);
]

—1 2 1
e El dngulo asociado a D,,(k,m — 1,1) es or =27 (1 — L kk b —)
n

Trabajamos las desigualdades

my ma ma 1
{nl_kJ = nl—k < Lnl_kJ +1 ‘ . (_ﬁ)
[ ms L] 1 my
< TR 2 T T T T My
L,,:ln—QkJ my mo 1y Ln%kj my 1
STty 2 ot 2 Tt T

Multiplicando por 27 obtenemos que el dngulo entre f(u) y f(v) es menor o igual al dngulo
asociado a D, (k,m,l) y mayor o igual al dngulo asociado a D, (k,m — 1,1). Obtenemos
entonces que

Dy (k,m, 1) = dp(f(u), f(v)) = Dn(k.m —1,1).
Notamos que en todos los casos se tiene que
Dalk,m —1,1) < dp(f(u), f(v)) < Dulkym +1,1),
por ende estamos listos. O

Finalmente demostraremos la cuasi-isometria, partiremos con el caso n = 2.

1

ey 108(1312))-cuasi-isometria entre RT(2) y el disco de

Teorema 2.5.7. La funcion f es una (
Poincaré.

Demostracion. Sean u, v vértices de RT'(2). Sin pérdida de generalidad asumiremos que v esta en
el nivel més bajo, denotemos u = (k,my) y v = (I, m2) con k < [. Definimos m como en (2.3). Si
m # 0 el Teorema [2.5.6| nos indica que

Dy(k,m —1,1) < dp(f(u), f(v)) < Do(k,m+ 1,1).
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Acotaremos por arriba, usando Lema y Lema [2.5.5

dp(f(u), F(0)) < Dalk,m +1,1) < log(2)Dy(k, m + 1,1) + log(656)
< log(2)drr2)(u, v) + log(1312).

Acotemos por abajo, usando los mismos lemas

(). ) 2 Dol = 1,0) > log2) Dyt — 11) + 1o ()
> log(2)drr(2)(u, v) — log(25).
Uniendo ambas cotas obtenemos
log(2)drr2)(u,v) —log(25) < dp(f(u), f(v)) < log(2)drr(z)(u,v) + log(1312).
Veamos el caso m = 0, el Teorema [2.5.6( nos indica que
Dy(k,0,1) < dp(f(u), f(v)) < Da(k, 1,1).
Acotemos por arriba, usando Lema y Lema [2.5.5

dp(f(u), f(v)) < Da(k, 1,1) < log(2) Dy(k, 1,1) + log(656)
< log(2)drr2)(u,v) + log(1312).

Acotemos por abajo, usando los mismos lemas y notando que D5(k,0,1) =1 — k = dgp(2)(u,v)

cwuwxﬂw>2thawzmg>D%kow+kg<;)
= log(2)drr2)(u,v) + log(2) — log(25).
Uniendo ambas cotas obtenemos
log(2)drr2)(u,v) + log(2) —log(25) < dp(f(u), f(v)) <log(2)drre)(u,v) + log(1312).
Para ambos casos tenemos que se cumple
m®@mmw4@mswﬁ%ﬂMsm@mwmwwmmm 24)
Notando que 7 > log(2) y que log(1312) > log(25) obtenemos

1
~ log(2)

log(1312))-incrustacién cuasi-isometrica. Solamente falta

log(2)drr2)(u,v) —log(1312) < dp(f(u), f(v)) < —=drr@)(u,v) + log(1312).

Tenemos entonces que f es una (s e
demostrar que una log(1312) vecmdad de f(RT(2)) cubre al disco de Poincaré. Para esto veremos
que cualquier punto del disco de Poincaré esta a una distancia menor a log(1312) de una imagen
de f. Notamos que las imagenes de vértices en RT'(2) que estan en el mismo nivel forman circulos
concéntricos. Revisando la demostracién de Lema/2.4.1{notamos que la distancia entre estos circulos

estd acotada por arriba por log(6).
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Dentro de cada nivel los vértices estan equiespaciados, nuevamente revisando la demostracion

de tenemos que
Dy(k,1,k) < arcosh(1 + 87?) < arcosh(80) < log(160).

Esto nos dice que la distancia en el disco de Poincaré entre imégenes de vértices vecinos de anillo
en RT(2) estd acotada por arriba por log(160). Para un punto cualquiera en el disco de Poincaré
su distancia més corta a la imagen bajo f de un vértice de RT'(2) estd acotada por arriba por
log(6) + log(160) = log(960), podemos ver esto moviendonos radialmente lejos del origen hasta
encontrar un circulo de imagenes y luego tomamos el camino hasta el vértice mas cercano en ese
circulo. O

Demostraremos ahora la cuasi-isometria para el caso n > 3.

Teorema 2.5.8. Sean > 3 y sea e = max{n?, 164n?,640n}. La funcién f es una (log(n), €)-cuasi-
isometria entre RT(n) y el disco de Poincaré.

Demostracion. Sean u, v vértices de RT(n). Sin pérdida de generalidad asumiremos que v estd en
el nivel méas bajo, denotaremos u = (k,m;) y v = (I, my) con k < [. Definimos m como en ([2.3)).
Sim # 0 el Teorema [2.5.6] nos indica que

Dy (k,m —1,1) < dp(f(u), f(v)) < Dy(k,m+1,1).
Acotemos por arriba, usando Lema y Lema [2.5.5
dp(f(u), f(v)) < Dp(k,m+1,1) <log(n)D! (k,m + 1,1) + log(164n)
< log(n)drr(m) (u,v) + log(164n?).
Acotemos por abajo, usando los mismos lemas
dp(f(u), f(v)) = Da(k,m — 1,1) > log(n) Dy, (k,m — 1,1) — 3log(n)
> log(n)dnr(n) (1, v) — 41og(n).

El caso m = 0 se hace similar a su equivalente en la demostracion del teorema para n = 2.
Obtenemos finalmente que en ambos casos se cumple la siguiente desigualdad

log(n)drr(n (u, v) — log(n®) < dp(f(u), f(v)) <log(n)drrm (u,v) + log(164n?). (2.5)
Notando que como n > 3 se tiene que log(n) > @ y recordando como definimos ¢ tenemos que
1
mdm(n)(uw) —e < dp(f(u), f(v)) < log(n)drrm)(u,v) +e.

Por ende f es una (log(n), ¢)-incrustacién cuasi-isométrica. Falta solamente demostrar que una ¢
vecindad de f(RT'(n)) cubre el disco de Poincaré. Para esto veremos una cota por arriba para la
distancia entre un punto del disco de Poincaré y la imagen més cercana de f. Al igual que en
el caso n = 2 partiremos notando que las imagenes de vértices de RT'(n) bajo f forman circulos
concéntricos. Revisando la demostracion del Lema [2.4.1) notamos que la distancia entre circulos
consecutivos estd acotada por arriba por log(4n) y que la distancia entre imagenes de vértices
vecinos dentro de un mismo circulo esté acotada por arriba por log(160). Tenemos entonces que la
distancia entre un punto cualquiera del disco de Poincaré y la imagen de f mas cercana esta acotada
por arriba por log(4n) +1og(160) = log(640n), esta cota la obtenemos alejandonos radialmente del
origen hasta un circulo de imagenes de f y luego tomando el camino mas corto hacia una imagen
de ese circulo. Por como definimos € concluimos que f es una (log(n), €)-cuasi-isometria. O
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2.6. Consecuencias de la cuasi-isometria

Habiendo ya demostrado la cuasi-isometria entre los arboles anillados y el plano hiperbdlico,
podremos hacer explicita la nocién (mencionada en la introduccién) de que los espacios tienen la
misma geometria a gran escala.

Teorema 2.6.1. Sea n > 2 y sea [ la cuasi-isometria definida en Ecuacion (2.2)), tenemos la
siguiente relacion entre dppy Y dp:

= 10g(n).
dRT(n) (uv) =00 dRT(n)(UaU) g( )

Demostracion. Se sigue de analizar las desigualdades y (2.5). Notamos que estas desigualda-
des, las cuales obtuvimos en la seccion anterior, son més ajustadas que lo necesario para demostrar
la cuasi-isometria. El hecho de que tengamos estas desigualdades més ajustadas permite obtener
este resultado el cual es méas fuerte que lo que obtendriamos solo con la cuasi-isometria. O

El teorema recién demostrado nos indica que para u, v vértices de RT'(n) suficientemente lejos
se tiene que su distancia en RT'(n) multiplicada por log(n) es aproximadamente igual a la distancia
entre sus iméagenes bajo f en el plano hiperbdlico, y a mayor distancia entre u y v mejor es la
aproximacion.

Volviendo a otra idea de la introduccién, podremos ser mas especificos respecto al hecho de por
qué no usaremos el método de [41] que incrusta arboles arbitrarios en el espacio hiperbélico. Como
comentamos antes, este método no logra una cuasi-isometria, y esto se refleja en que su método
obtiene una cota de la siguiente forma para u,v un par de vértices de un arbol arbitrario T de
ramificaciéon menor o igual a n (esta cota se sigue de la seccién 5 de aquel trabajo escogiendo de
manera adecuada ¢):
dp(P(u), ®(v))

dr(u,v)
Donde ® corresponde a la incrustacion de 7T en el espacio hiperbdlico y ' es una constante que
depende solo de n.

Por otro lado, nuestro trabajo obtiene cotas de la forma:

Cy dp(f(w), f(v))
+ dRT(n) (U, U) S dRT(n) (U, U)

log(n) < <log(n) + C}.

Cs

dRT(n) (U, U) '

<log(n) +

log(n)

Con C5 y (3 constantes que dependen solo de n. Tenemos entonces, que el método propuesto
por [41] no presenta el comportamiento de que la aproximacién mejora a medida que aumenta la
distancia entre los vértices originales. Mds atin, se aprecia en aquel trabajo que si queremos hacer

dp(P d
que (1 tienda a cero, se debe tener que min p(®(u), 2(v))
u,veT dT (u7 U)

tiende a infinito. Es decir, ® dilata

demasiado las distancias.

2.7. Convergencia de una discretizacion del IMCF en el
espacio hiperbdlico

Recordando nuevamente la introduccion, tenemos que no se conoce una manera canonica de
discretizar el flujo por curvatura media inversa. Aprovechando los resultados de la seccion 1 y 2
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del presente trabajo, describiremos a grandes razgos un procedimiento para, dado una propuesta
de discretizacion del flujo en el espacio hiperbdlico, poder comprobar si muestra caracteristicas de
convergencia deseables.

El punto clave para aplicar este criterio es definir una forma para pasar desde una curva en el
plano hiperbdlico a una curva en algin arbol anillado. Claramente se tiene que un candidato ideal
para este propdsito seria alguna cuasi-inversa de nuestra cuasi-isometria. Sin embargo, hay ciertas
consideraciones que tener en cuenta a la hora de hacer este proceso, como por ejemplo:

» ;Cudl de todas las posibles cuasi-inversas usamos?

= ;Qué entendemos por curva en el arbol anillado? Podria por ejemplo ser un conjunto de
vértices con las aristas que los unen, o podria también ser la frontera de algin subgrafo,
entre otras ideas.

= ; Que significaria que nuestra curva en el grafo fuera convexa?

» ;Cudl seria el conjunto de curvas admisibles para esta transformacién? ;Todas las curvas
suaves y convexas? ;O necesitamos alguna clase mas restrictiva?

= ;Le asignamos algin orden o parametrizacién a la curva en nuestro arbol anillado? ;O sim-
plemente lo vemos como un subconjunto del espacio ambiente?

Los resultados obtenidos en la seccién 1, donde se aborda la regularidad del flujo continuo y su
convergencia hacia circulos en el infinito, junto con los hallazgos de la seccién 2, que muestran que
la discretizacion del espacio hiperbdlico mejora a grandes distancias, nos llevan a considerar que
un enfoque prometedor para la discretizacién del flujo por curvatura media inversa seria aquel en
el que, al aplicar el flujo continuo a una curva inicial en el espacio hiperbdlico y a la vez aplicar
el flujo discreto a su representacion en el arbol anillado, la distancia entre estas dos curvas (vistas
ambas en el arbol anillado) se mantenga acotada con el paso del tiempo. Expresaremos esta idea

en Criterio 2.7.1 y Figura [2.6]

Criterio 2.7.1 (Criterio de convergencia de propuesta de IMCF discreto.). Definimos la siguiente
notacion:

» Sea C una clase de curvas en H las cuales llamaremos curvas admisibles. C debe estar con-
tenida en la clase de curvas suaves y converas (pero podria ser mds restrictiva) y también
esta clase debe ser invariante bajo el IMCF. Esto significa que dada una curva inicial en C,
su evolucion bajo el IMCF estd en C para todo t.

» Sea & una funcion que envia cada curva de la clase C desde el plano hiperbélico al darbol
anillado.

» Sea v € C una curva inicial convexa en el plano hiperbdlico. Definimos Ty := &(), es decir
la discretizacion de nuestra curva inicial.

= Denotaremos v, como la curva en el espacio hiperbolico resultante al fluir por el IMCF
hasta tiempo t, en particular v, € C.

» De manera similar denotaremos 'y la curva discreta en RT(n) resultante al fluir con el
andlogo discreto I'y hasta tiempo t.

67



» Por dltimo sea d(-,-) una distancia entre curvas en el drbol anillado, podria ser por ejemplo
la distancia de Hausdorff o de Fréchet.

Diremos que el candidato a flujo discreto cumple el criterio de convergencia si, para todo o
existe C' > 0 tal que la distancia entre £(v;) (la discretizacion de la curva que fluyd con el flujo
usual) y Ty (la curva que fluyo con el andlogo discreto) se mantiene acotada por C' para todo t > 0.

IMCF

%

Propuesta de
IMCEF' discretoy
7

Figura 2.6: Diagrama que ilustra el criterio de convergencia de una propuesta de IMCF discreto.
Se aprecia que la validez del criterio es casi equivalente a la conmutatividad del diagrama, mdédulo
una distancia acotada por C.

Los resultados de la secciéon 1, principalmente Teorema [0.0.1] nos indica que cualquier curva
inicial suave y convexa preserva esas caracteristicas al fluir bajo el IMCF, por lo cual aquel conjunto
de curvas es un buen candidato para ser nuestra clase de curvas admisibles C. Sin embargo, podria
llegar a ser necesario elegir una clase que cumpla un criterio de regularidad més fuerte, el cual
deberia ser demostrado también se mantiene al fluir por IMCF. Por otro lado, la cuasi-isometria
demostrada en la seccién 2 nos brinda una herramienta prometedora para definir una funcién &
que transforme curvas de la clase C a curvas discretas en el arbol anillado. Considerar aquellos
resultados en conjunto nos motiva a pensar que efectivamente existe un andlogo discreto del IMCF
en el espacio hiperbdlico que cumple el criterio recién establecido. Describimos esta idea en el
siguiente conjetura.

Conjetura 2.7.2 (Existencia de andlogo discreto del IMCF). Eziste &, una funcidn que transforma
curvas en el plano hiperbdlico a curvas discretas en RT(n) para algin n. Eziste también, d(-,-)
una funcion distancia entre curvas de RT(n). Finalmente, eziste una clase C y un andlogo discreto
del IMCF en el espacio hiperbdlico definido sobre RT(n) tal que se cumple Criterio m
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Apéndice A
Resultados de EDPs parabdlicas lineales

En este apéndice definiremos los espacios naturales para trabajar las EDPs parabdlicas que
son relevantes para nuestros propositos y luego daremos un resultado importante sobre esta teoria.
Cabe destacar que estas ideas pueden facilmente ser desarrolladas para ecuaciones con mas variables
espaciales pero por simplicidad nos centraremos en el dominio = S* x [0,T) y denotaremos las
variables siguiendo la convencién § € S* y t € [0,7). Comenzamos definiendo los espacios de
Holder tanto elipticos como parabdlicos.

Fijamos a € (0,1). Para una funcién f: U C S' — R definimos

[fla:v = sup £ (61) — f(62)]

01,0o€U |01 - 92|a 7
01#02

|f‘a;U = |f|0;U + [f]a;U-

Donde |f|o.y = supy |f|. Mas aun para k natural definimos
|l = mix sup |05 f|, | flerar = [ flrv + [0 flaw
0<i<k [

Definimos el espacio C°(U) como el de funciones definidas sobre U continuas y acotadas, defi-
nimos también el espacio C*(U) como el espacio de funciones sobre U que sean k veces derivables y
que estas derivadas sean continuas y acotadas. Finalmente definimos los espacios C*(U), C*T*(U)
como los espacios de funciones en los cuales | - |4, | - |k+a;v sOn finitos respectivamente.

Procedemos ahora con los espacios Holder parabdlicos, definimos en €2 la distancia parabdlica
entre z1 := (01,t1) y 22 := (62, t3) como

p(Zl,ZQ) = |91 — 92| + |t1 — t2|1/2.

Para u definida sobre un dominio Q C €2 denotamos

[U)a,a/20 = sup |u(z1) — u(2)|

21,22€Q pa(zla 22)
z17#22

) ’u‘a,a/2;Q = |u|0§Q + [U’]a,a/??Q

Donde |ulp.g = sup |ul.
Q

Definimos el espacio C**/2(Q) el espacio de todas las funciones u tal que || a,a/2:0 €s finito.

69



Para k natural definimos

[Wisoterarze = Y (050 ulaa/2e;
i+2j=k

U kta,(kta) /20 = Z 1050} ulo.g + [Wk+a,(ka)/20-
i+2j<k

El espacio CFt*+2)/2(Q) se define como el espacio de funciones sobre @ tal que |u] kb, (kta)/2;Q €S
finito. Notamos que algunos autores agregan otros terminos a esta norma, mas estos son superfluos
debido a que estdan acotados por los otros términos que si estan incluidos en nuestra definicion, ver
[31] capitulo IV.

Siguiendo el mantra de las ecuaciones parabdlicas que indica que una derivada temporal vale
como dos derivadas espaciales en lo que a regularidad respecta, definimos los espacios C%%*(Q)
con k entero como el espacio de funciones 2k veces derivables en 6 y k veces derivables en t y que
estas derivadas son acotadas.

En lo que resta de esta seccién describiremos un resultado central de la teoria lineal de ecua-
ciones parabodlicas. Nos enfocaremos en ecuaciones de la forma

—Owu+ Lu=f

con

Lu = a(0,t)05u + b(0,t)dpu + c(6,t)u. (A.1)

Pedimos también la condiciéon de que la ecuacion sea uniformemente parabdlica lo cual corres-
ponde a que existan constantes A\, A > 0 tales que

A>a(f,t) > X

Teorema A.0.1 (Solubilidad de ecuaciones lineales). Sea a € (0,1) y sea L definido como en
(Ad) tal que |a,b, clan20 < K . Luego para cualquier f € C¥*2(Q) yug € C*t(S") el problema

—Ou+ Lu = f
u(-,0) = ug

tiene una solucion tnica en C*T1+/2(Q) y cumple la desigualdad

‘u’2+a,1+a/2;Q S C(Qa «, Ka )‘) (’f|a,a/2;ﬂ + ’u0|2+o¢;51) .

Demostracion. La demostracién de [28] Capitulo IV, teorema 5.1. aplica cuando reemplazamos un
dominio en R" por S'. También ver [27] teorema 10.2.2, teorema 10.3.3. y la observacién 10.3.5.
donde mencionan que la demostracién puede adaptarse para aplicar en una variedad suave en lugar
de un dominio en R". ]
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