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Teorema de Frankel sobre variedades con borde

por Victor F. VALENCIA HERNANDEZ

La presente tesis se enmarca en la Geometria Riemanniana de variedades con borde, exten-
diendo resultados clasicos mediante herramientas de célculo variacional. En los Capitulos 1,
2y 3 se sistematiza el marco tedrico de las variedades riemannianas con borde y se compilan
resultados sobre convexidad bajo una perspectiva variacional. En el Capitulo 4 se presentas
los resultados conseguidos en este trabajo. Ademas, en los Apéndices A y B se referencian los
resultados necesarios en la teoria de variedades y tensores.

Como parte de los aportes principales, se presenta una demostracién detallada del Teorema
de Frankel [Fra61] bajo hipétesis de curvatura seccional no negativa y estricta convexidad del
borde, utilizando para ello el andlisis de puntos criticos del funcional energia. Asimismo, se
discute el papel de los resultados de Petersen y Wilhelm [PWO03] y la perspectiva de Fraser
y Li [FL17] para formular teoremas de rigidez, demostrando que las subvariedades totalmente
geodésicas con borde libre ven restringida su libertad de movimiento si no se intersectan; esto
fuerza configuraciones isométricas a modelos rigidos, tales como cilindros o toros de mapeo.

El trabajo concluye que el enfoque variacional permite reconstruir la geometria global de la
variedad a partir de las condiciones de criticidad en el borde, abriendo nuevas vias para el
estudio de otros teoremas cldsicos en este marco.
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Capitulo 0

Introduccion

La Geometria Diferencial y su sub-area natural, la Geometria Riemanniana, que estudia las va-
riedades diferenciales con un tensor métrico incorporado, constituye un campo fundamental
de las matemaéticas. La trascendencia de este marco teérico queda evidenciada por la robus-
tez de sus teoremas fundamentales. EXAMPLI GRATIA, el Teorema de Hopf-Rinow [HR31] nos
da una equivalencia entre posee la estructura de espacio métrico completo y poder unir dos
puntos mediantes una trayectoria de longitud minimia (geodésica). Por otro lado, el Teorema
de Comparacién de Rauch [Rau51] nos permite predecir el comportamiento de una variedad
cualquiera comparandola con un espacio més simple, como una esfera o R". Més alld de estas
propiedades globales, la Geometria Riemanniana también nos permite caracterizar la topologia

de sus subestructuras internas de menor dimension.

En este contexto, la tesis estd motivada por el Teorema de Frankel [Fra61], el cual establece
que: «en una variedad riemanniana completa conexa con curvatura seccional postiva, dos sub-
variedades compactas totalmente geodésicas tienen interseccién no vacia si las suma de sus
dimensiones es mayor o igual a la dimensién ambiente». Las subvariedades totalmente geodé-
sicas pueden imaginarse como copias «planas» o perfectas dentro de un espacio curvo, la linea
del Ecuador en la tierra; su importancia radica en que preservan las distancias minimas del
ambiente. El ejemplo canénico es la intersecciéon de dos circulos maximales en una esfera, que

siempre tienen dos puntos en comun.

El método cldsico de demostracion, usado por Frankel [Fra66], es el método variacional, que
determina la existencia de una geodésica minimizadora del funcional de energia entre las dos
subvariedades y utiliza la curvatura positiva/no negativa para llegar a una contradiccién al
calcular la segunda variacién del funcional. Frankel mismo mostré en 1966 que el resultado se
extiende reemplazando la hipétesis de curvatura seccional por curvatura de Ricci si se supone

que las subvariedades son hipersuperficies minimas.

Petersen y Wilhelm [PW03] profundizaron en este andlisis, ofreciendo dos demostraciones del
teorema original: una por el método variacional y otra utilizando la idea de Calabi de acotar
el laplaciano de las funciones distancia. Usando este tltimo método, estudiaron el fenémeno



2 Capitulo 0. Introduccién

de «rigidez» en casos con curvatura de Ricci no negativa donde las hipersuperficies no se in-
tersecan. El resultado es la obtencién de un producto de variedades que impone restricciones a
la topologia del dominio encerrado. Suponiendo cierta orientabilidad, obtenemos: un producto
de variedades, un toro, un cilindro o un doble cilindro; en todos los casos tenemos una asociada
una métrica producto que impone restricciones a la topologfa del dominio encerrado por las

hipersuperficies.

El problema central y la transicion a variedades con borde

Destaquemos que todos los trabajos mencionados anteriormente suponen que la variedad am-
biente es completa y no posee borde. Una continuacién natural de esta linea de investigacion es
precisamente considerar un borde suave, lo cual abordaron Fraser y Li [FL17]. En su articulo,
demuestran que: «en una variedad riemanniana orientable compacta con curvatura de Ricci no
negativa y borde estrictamente convexo, dos hipersuperficies minimas orientables propiamen-
te incrustadas con borde libre deben intersectarse». Una de sus demostraciones usa el método

del laplaciano de las funciones distancias.
Aqui nace la pregunta fundacional de esta tesis:
¢Se puede demostrar un equivalente usando el método variacional?
Es evidente la necesidad de varias hipoétesis extra cuando estudiamos el caso con borde.

De partida, la convexidad del borde juega un papel fundamental. Intuivamente, un borde es
convexo si cualquier geodésica que une dos puntos de la vareidad permanece contenida dentro

de ella, sin escaparse por el borde.

Al transicionar de variedades cerradas a variedades con borde, surgen dificultades técnicas
mayores. En ausencia de borde, el Teorema de Hopf-Rinow asegura que siempre existe una
geodésica minimizante; sin embargo, en presencia de un borde, la curva que intenta minimizar
la distancia podria verse obligada a chocar contra el borde o incluso seguirlo, perdiendo una
suavidad necesaria de una geodésica. La hipétesis de convexidad es, por lo tanto, lo que nos

garantiza que las herramientas variacionales cldsicas sigan siendo vélidas.

La otra propiedad importante es el borde libre que viene a ser la ortogonalidad de la subva-
riedad con el borde del ambiente. Esta se desprende de suponer 0 el termino de borde en la
férmula de la variacién de volumen, ID EST, free. Y nos permite obtener que la geodésica mini-
mizadora en el método variacional es ortogonal en sus extremos y, en consecuencia, determinar
la existencia de campos variacionales tangentes a las subvariedad que son los que permiten ob-
tener una contradiccién en el caso que las subvariedades no se inersecten.

Es interesante contrastar las hipétesis. En el Teorema de Frankel original (sin borde), se requiere

una curvatura seccional estrictamente positiva (Sec > 0) para forzar la intersecciéon. En nuestra
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extension a variedades con borde, permitimos que la curvatura sea simplemente no negativa
(Sec > 0), pero compensamos esta debilidad exigiendo que el borde sea estrictamente convexo.
Esta «positividad» desplazada del interior al borde es la que permite que las hipersuperficies

sigan sintiendo la presién geométrica necesaria para encontrarse.

Contribuciones principales de la tesis

Las principales contribuciones de esta investigacion al campo de la Geometria Riemanniana

son las siguientes:

= Se presenta una compilacién y completacion rigurosa de las distintas condiciones de con-
vexidad en variedades con borde, formalizando conceptos que no se encuentran conden-
sados en un tnico texto. Este trabajo relaciona la curvatura del borde con aspectos métri-

cos, como la existencia de geodésicas que minimizan distancias entre subvariedades.

= Se presenta un tratamiento unificado y variacional sobre las propiedades de interseccién
de subvariedades totalmente geodésicas en ambientes de curvatura positiva/no negativa,
abarcando los fenémenos de rigidez asociados.

= Se logra responder afirmativamente la pregunta central de la tesis, demostrando un equi-
valente del teorema de interseccion para variedades con borde utilizando el método va-
riacional, lo cual proporciona una perspectiva complementaria a las demostraciones exis-

tentes basadas en el laplaciano de las funciones distancia.

Enunciado de los teoremas centrales

Para facilitar la comparacién de las diferentes hipétesis entre los trabajos anteriores y los resul-
tados de esta investigacion, se enuncian a continuacion los teoremas centrales de esta tesis, los

cuales se demuestran formalmente en el Capitulo 4:

Teorema (pagina 63). Sea M una n-variedad riemanniana compacta con borde OM # &. Suponga que
M tiene curvatura seccional no negativa y el borde es convexo. Ademds, sean P, Q dos subvariedades
de M compactas totalmente geodésicas bilaterales con borde libre. Si dim P 4+ dim Q > n, entonces

PNQ # @.

Teorema (pagina 66). Sea M una n-variedad riemanniana completa de curvatura seccional no negativa
y P, Q dos hipersuperficies conexas cerradas totalmente geodésicas bilaterales. Si PN Q = & y delimitan
un dominio Q) C M, entonces Q) = P x [0, A], donde A = dist(P, Q).

Teorema (pagina 68). Sea M una n-variedad compacta convexa de curvatura seccional no negativa;
y sean P, Q dos hipersuperficies conexas compactas con borde libre totalmente geodésicas y homdlogas
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relativamente a OM. Si PN Q = &, entonces la region delimitada por Py Q es isométrica a un producto

Px[0,A], A =dist(P,Q).

Para un lector no familiarizado con la terminologia técnica de la Geometria Riemanniana, los

resultados anteriores pueden entenderse mejor bajo las siguientes claves geométricas:

= Borde libre. En inglés free boundary. Las subvariedades P y Q chocan con el borde de la
variedad ambiente dM en un dngulo recto (ortogonalidad). Esta condicién nos permite
variar una subvariedad de manera ortogonal y que esta misma se «deslice» por el borde.

= bilateral. En inglés 2-sided. La subvariedad tiene dos caras claramente definidas dentro
del ambiente (es orientable respecto a su entorno). Esto es fundamental para los resulta-

dos de rigidez.

Contextualizacion con la literatura reciente

Esta tesis se contextualiza a la luz de trabajos muy recientes, como el articulo de Naff y Zhu
[NZ24]. Si bien su trabajo también contiene resultados relacionados con la interseccién y la
rigidez, su enfoque se limita a las hipersuperficies minimas y no considera subvariedades de
codimensién mayor a uno, que es un ambito crucial de esta tesis. Ademds, su metodologia
utiliza argumentos basados en resultados de comparacién para el Laplaciano de las funciones
distancia, mientras que esta tesis prioriza la perspectiva variacional. Por completitud, se hace
una breve referencia a la tesis de magister de Moore [Mo021], cuyas técnicas son similares en el
contexto del Laplaciano, aunque el contexto geométrico general de su trabajo es distinto al de
la curvatura de Ricci estdndar abordada aqui.

Estructura de la tesis

Esta tesis esta estructurada en cuatro capitulos:

» Capitulo 1: Repaso de los aspectos més generales y resultados fundamentales de las va-
riedades riemannianas, entre los que se encuentran: isometrias, conexiones afines, curva-

turas y operadores relacionados con la derivada covariante.

= Capitulo 2: Detalle de la teoria para subvariedades, con el fin de poder trabajar en varieda-
des riemannianas con borde. El énfasis se centra en diferencial lo que son las propiedades

intrinsecas (como se vio en el capitulo anterior) y las extrinsecas.

» Capitulo 3: Compilaciéon y completaciéon de los conceptos requeridos para generalizar el
Teorema de Frankel para el caso con borde. Esto incluye la definicién de una variedad

riemanniana como un espacio métrico, el desarrollo de la teoria cldsica del funcional de
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energfa, y la definicién rigurosa del concepto de convexidad en el contexto de variedades
riemannianas.

» Capitulo 4: Enunciacién formal y demostracién de los teoremas antes mencionados pa-
ra el caso con borde, ademds de exponer demostraciones adicionales para los casos de
rigidez.

Algunas de las notaciones no estan definidas en el contenido de la tesis, mas en la lista de
simbolos.






Capitulo 1

Variedades riemannianas

En este capitulo se introducen las nociones fundamentales de la geometria riemanniana que
serviran de base para los resultados posteriores. Partiendo del marco de las variedades di-
ferenciales, se desarrollan las ideas de conexién afin y conexién riemanniana, junto con sus
objetos asociados: curvatura, geodésicas y coordenadas normales. Finalmente, se estudian al-
gunos operadores diferenciales naturales, como el gradiente, la divergencia, el hessiano y el

laplaciano.

Para la notacién tensorial empleada a lo largo del texto, se asume familiaridad con los conceptos
béasicos de algebra tensorial y campos tensoriales. Una revisiéon concisa de estos se encuentra
en el Apéndice B, que puede consultarse como referencia complementaria.

1.1. Conceptos categodricos

Definicién. Sea M una variedad suave. Una métrica riemanniana sobre M es un 2-campo

tensorial covariante simétrico definido positivo.

Definiciéon. Una variedad riemanniana es un par (M, ) donde M es una variedad suave y ¢

es una métrica riemanniana sobre M.

Observacién. A menudo se usard la notacion (u|v), (p) = d,(u,v). Si se define M sin especificar
la métrica, se asume que es (:|-).

Teorema 1.1.1. Toda variedad suave posee una métrica riemanniana.
Demostracion. Ver [Jos17, Teorema 1.4.1]. Q.E.D.

Definicién. Sean (M, ), (M, ) variedades riemannianas y @ : M — M un mapa suave. Se
dice que ® preserva la métrica si para todo p € M
(ulo); = (DD (u)[DPy(v))

Iy Vu,v € TyM.
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Si @ es un difeomorfismo que preserva la métrica, se dice que ® es una isometria y M = M.

Ademas, se dice que P es una isometria local si para todo p € M existe una vecindad U tal
que @ | U es una isometria sobre su imagen y ®(U/) es un abierto en M.

Diremos que un campo vectorial X € X(M) es unitario si H X}p H = 1paratodop € P.

A partir de la métrica, podemos introducir la operacién de contraccién que da origen a la defi-

nicién de traza de un tensor covariante.

Definicién. Sea M una n-variedad riemanniana y T un 2-campo tensorial covariante sobre M.
La traza de T es el O-campo tensorial sobre M, ID EST, Tr T € F(M); definido, en cada punto
p € M, por

n
Tr T‘p = Z T(e;, e;)
i=1
donde {ey, ..., e,} es una base ortonormal de T, M.

Ejemplo. El ejemplo mds natural es calcular la traza de la misma métrica. Sea (M, ) una n-
variedad riemanniana y {ej,...,e,} es una base ortonormal de T,M con p € M. Entonces,

n n
Tré‘p = Z (eile;) = Z(Sii =n=dim M.

i=1 i=1
El uso de la delta de Kronecker motiva a usar la letra § para denotar la métrica.

Vale mencionar que se puede generalizar la traza para cualquier tipo de tensor, ya que la métri-
ca nos permite convertir cualquier campo tensorial en uno covariante. Luego, basta identificar

qué coordenadas queremos contraer, reduciendo el tipo del tensor en 2.

En una variedad riemanniana, la métrica permite medir dreas y volimenes de manera intrin-
seca; esto se formaliza mediante la forma de volumen, un objeto diferencial natural asociado a

la métrica.
Definicién. Sea M una n-variedad riemanniana orientable. La forma de volumen de M es una

n-forma sobre M definida, en cada p € M, por

voly (01, ..., 04) = det[(vi]e;)]

donde {ey, ..., e,} es una base ortonormal de T, M.

La orientabilidad es necesaria para poder definir esta forma de manera global. A pesar de ello
podemos hacerlo localmente tomando un referencial local y aplicando la definicién sobre el

abierto escogido.
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1.2. Herramientas diferenciales

En esta seccion presentamos las principales herramientas diferenciales necesarias para el es-
tudio de variedades riemannianas. Comenzaremos con la conexién riemanniana, que es el re-
sultado més importante en la materia; de ella se desprende el transporte paralelo, gedésicas y
vecindades normales, fundamentales para analizar la geometria local.

1.2.1. Conexidén riemananiana
Consideremos M una variedad suave de dimensién #.

2

Definicién. Una conexion afin sobre M es un mapa V : (X(M))* — X(M) que verifica las

siguientes propiedades:
(@) V(fX+gY,2)=fV(X,2)+gV(Y,Z),para f,g € F(M)
b) VIX,Y+2)=V(X,Y)+ V(X 2).
() V(X,fY)=fV(X,Y)+ (Xf)Y, para f € F(M).
Observacién. Denotamos V (X,Y) = VY, como tradicionalmente se hace.

Definicién. Sea V una conexién afin sobre M. Se dice que V es simétrica si

VxY - VyX =[X,Y], VXY e€X(M).

Definicién. Sea M una variedad riemanniana y V una conexién afin sobre M. Se dice que V

es compatible con la métrica si
Lx(Y|Z) = (VxY|Z)+(Y|VxZ), VX,Y,Z e X(M),

donde L es la derivada de Lie (vease Apéndice B).

Teorema 1.2.1 (Levi-Civita). Sea M una variedad riemanniana. Existe una 1inica conexién afin sobre

M simétrica y compatible con la métrica.
Demostracién. Ver [O’'N83, Teorema 3.11]. Q.E.D.

Observaciéon. Llamamos a la conexion afin del teorema anterior conexion riemanniana de M.

Proposicion 1.2.2 (Férmula de Koszul). Sea M una variedad riemanniana y V su conexion rieman-
niana. Entonces, para todo X,Y,Z € X(M) se cumple que

2(VxY|Z) = Lx(Y|Z) + Ly(Z|X) — Lz(X|Y) — (X|[Y, Z]) + (Y|[Z, X]) + (Z][X,Y]). (1.1)

Demostracion. Ver [O’N83, Teorema 3.11]. Q.E.D.
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Proposicién 1.2.3. Sean M, M variedades riemannianas y V,V sus respectivas conexiones rieman-
nianas. Si ® : M — M es una isometria, entonces

O, VxY = vq)*xq)*Y, VXY € %(M)
Demostracion. Ver [Leel8, Lema 4.37]. Q.E.D.
Observacién. En términos tensoriales, V es no es un campo tensorial, puesto que no es lineal en

la segunda coordenada.

Para realizar cdlculos concretos resulta necesario expresar la conexién en un sistema local de
coordenadas. Consideremos { E; } un referencial sobre /. Dado que todo campo vectorial puede
ser escrito como combinacién lineal del referencial, tenemos que

n .
VxEi=) wi(X)E; con Xe&X(U).

j=1

Luego, por la condicién (a) de las conexiones afines, tenemos que cada w; es una 1-forma dife-

rencial sobre . Estas reciben el nombre de formas de conexién, y la matriz w = [aﬂ , matriz
de conexion, relativas al referencial {E;} C X(U).

Proposicién 1.2.4. Sea M una variedad riemanniana y V su conexion riemanniana. Entonces, la

matriz de conexion [w]’} relativa a cualquier referencial ortonormal es antisimétrica, esto es, w]? = —wl.

Demostracién. Ver [Tul7, Proposicién 11.4]. Q.E.D.

Un caso mds practico es tomar una carta local (U, ¢) denotando 9; = a%,. para todo i. Entonces,

existen ntiimeros l"ki]-( p) en cada punto p € U tales que
Tk
Va’.a]' = Z T l']'ak.
k=1

Las funciones I'*;; € F(U) se llaman simbolos de Christoffel sobre la carta local (U, ¢).

Proposicién 1.2.5. Sea M una variedad riemannianay V su conexion riemanniana. Entonces, en toda
carta local, el simbolo de Christoffel Fkij es simétrico en iy j, es decir, T*;; = T*;.

Demostracién. Ver [Tul7, Proposicién 13.5]. Q.E.D.

1.2.2. Transporte paralelo

Consideremos M una variedad riemanniana y « : [2,b] — M una curva continua.
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Definicién. Se define la velocidad de « en £y como su derivada a/(t), esto es,
ey d
o' (tg) = Duay, b, € Ty M.

Definicion. Se dice que a es una curva regular si es derivable y a’(t) # 0 para todo t € [a, b].

Ademas, se dice que « es una curva admisible si es regular a trozos.

Observacion. Cuando el dominio es el intervalo [0,1], a una curva « : [0,1] — M se le llama
camino. En este caso, hablamos de camino regular o camino admisible segiin las condiciones

anteriores.

Lema 1.2.6. Sea « una curva admisible, V una conexién afin sobre My X,Y € X(U) con U un abierto
de M.Sia(t) eUy X’a(t) = Y‘a(t), entonces VynX = VY.

Demostracion. Ver [Leel2, Lema 4.1]. Q.E.D.
Definicién. Sea a una curva admisible. Un campo vectorial de M a lo largo de « es un mapa
X :[a,b] — TM tal que X(t) € TyyM para todo t € [a, b].

Ejemplo. Si « es una curva admisible, entonces notar que &’ : [a,b] — T M es un campo vectorial
de M alo largo de «.

Observacion. Denotamos por X(«) al espacio de campos vectoriales de M a lo largo de la curva

.

Definicién. Sea V una conexién afin sobre M. Se define la derivada covariante como el mapa

D, : X(a) — X(a) dadopor D.X(t) = VyX.

Proposicién 1.2.7. Sean X,Y € X(«). La derivada covariante cumple las siguientes propiedades:
1. Du(aX 4 bY) = aDy X +bD,Y, paraa,b € R;
2. Du(hX) = WX+ hDyX, parah € F(I);

3. $((X]Y)) = (DaX[Y) + (X|D,Y).
Demostracion. Ver [O’N83, Proposicién 3.18]. Q.E.D.

Definicién. Sea X un campo vectorial de M a lo largo de «. Se dice que X es paralelo si su

derivada covariante es nula, ID EST, D, X = 0.

Teorema 1.2.8. Sea (M, 6) una variedad riemanniana, V una conexién afin sobre My « : [a,b] — M

una curoa suaoe.



12 Capitulo 1. Variedades riemannianas

1. Paratodo v € Ty(,)M, existe un iinico campo vectorial paralelo V € X(w) tal que V(a) = v.

2. Paratodot € [a,b], el mapa Pe; : Ty(qyM — Ty(pyM dado por Pyt (v) = V(1) es un isomorfismo
lineal.

3. Si 'V es compatible con la métrica, entonces P, es una isometria respecto a los productos internos
Ou(a) ¥ Ou(t)-
Demostracién. Ver [O’N83, Proposicion 3.19] y O'Neill [O'N83, Lema 3.20]. Q.E.D.

Observacién. El campo vectorial V del teorema anterior recibe el nombre de transporte paralelo
de v alo largo de a.

1.2.3. Geodésicas

Consideremos M una variedad riemanniana sin borde, V su conexién riemanniana e I = [0, 1].

Definicién. Sea ¢ : [a,b] — M una curva admisible. Decimos que ¢ es una geodésica (respecto
a la métrica) si 0’ es paralelo, ID EST, Dy0’ = 0.

Observacién. Es util denotar por Q(M; p, q) al conjunto de caminos (admisibles) de p a g en M,
es decir,
Q(M;p,q) = {a € CO(I; M) : « es admisible y («(0),a(1)) = (p,q)}-

Ademés, por I'(M; p, q) al conjunto de caminos geodésicos de p a g en M, a saber,
I(M;p,q) ={ceC®(ILM):0ecQ(M;p,q)yDso" =0}
Si fuese claro la imagen del camino, se usaran las siguientes notaciones:

Qpq = QM;pq) y Tpg=T(Mp,q). (1.2)

Proposicién 1.2.9. Sea (U, ) una carta local tal que ¢ = (x},...,x") y 9; = %. Entonces, o : 1 —
U es una geodésica si y solo si sus funciones coordenadas x' o o satisfacen

d(xkor) & 4, d(xoo)d(xoo)
—F T i;r ij(o) 5 7 =0 Vk=1..n (1.3)
Demostracion. Ver [O’N83, Corolario 3.21]. Q.E.D.

La Ecuacioén (1.3) recibe el nombre de Ecuacion Geodésica.

Proposicion 1.2.10. Para todo v € T, M, existe € > 0 y una tinica geodésica 7y : (—¢,&) — M tal que
7'(0) = .
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Demostraciéon. Ver [O’N83, Lema 3.22]. Q.E.D.

Proposicién 1.2.11. Sean «, B : 1 — M geodésicas. Si existe a € 1 tal que a(a) = B(a) y &'(a) =
B'(a), entonces a = B.

Demostracion. Ver [O'N83, Lema 3.23]. Q.E.D.

Proposicién 1.2.12. Para todo v € TM, existe ¢ > 0 y una vecindad U de v tal que (w,s) — Y, (s)
es un mapa suave bien definido de U x (—¢,€) en M.

Demostracion. Ver [O’N83, Lema 3.27]. Q.E.D.

Corolario. Una geodésica definida en una abierto U C M es suave.

Todo lo anterior nos permite definir, para V C TM x (—¢, ¢) una vecindad abierta de (w,0), el
mapa 7y : V — M tal que v(q,v;0) = g, £(7(9,v;8)) = vy s — 7(q,0;s) es una geodésica con
(q,v) =w e TM.

Definicién. Sean & : I — My ¢ : I — M dos geodésicas. Decimos que & es una extensién de ¢
sil CTeo(t)=0d(t) paratodot € I.

Definicién. Una geodésica ¢ : I — M se denomina maximal si no existe una extensioén ¢ sobre
un intervalo que contenga estrictemente a I.

1.2.4. Vecindades

Definicién. Sea p € My U C TM una vecindad de (p,0) tal que ¥, (1) € M para todo w € U.
Entonces, el mapa exp : «/ — M dado por

0
exp(q,v) = v(ql o \v!> =v(q,v;1),

es llamado el mapa exponencial sobre /. Ademds, se define exp, : U; C T;M — M dado por
exp,(v) = exp(q,0).
Observacién. Por Proposicion 1.2.12, se tiene que el mapa exponencial estd bien definido.

Definicién. Para p € My e > 0, la bola (geodésica) abierta
B(p,e) = {exp,(tu) € M:t € [0,1] y [|u| < e} (1.4)
y la bola (geodésica) cerrada

B(p,e) = {exp,(tu) € M:t € [0,1] y [Ju]| <e}. (1.5)
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Lema 1.2.13. Si @) : T,M — To(T,M) es la identificacion candnica dada por
Dy(v) = al,(0), donde way(t) = to,
entonces D (exp p) 0° @y = idt,m. Por ende, D (exp p) , e un isomorfismo lineal.
Demostracién. Ver [Tul7, Proposicién 15.3]. Q.E.D.

Lema 1.2.14 (Gauss). Sea p € My v € T,M tal que exp, v estd definida. Sea w € TyM =
T,(T,M). Entonces,

<D (expp)v(v) ’D (expp)v(w)> = (v|w). (1.6)
Demostracion. Ver [O’'N83, Lema 5.1]. Q.E.D.

Observacion. Notar que D (expp> S Ty(TpM) = Texp(p,0)M es la derivada de exp,, en v.
Definicién. Sea ¢/ C M una vecindad abierta de p. Decimos que U es:

= una vecindad normal siexp, : V C TyM — U es un difeomorfismo y V es una vecindad
estrellada de 0.

= una vecindad convexa si, es una vecindad normal para todo g € U.

Proposicién 1.2.15. Todo punto p € M posee una vecindad normal.
Demostracién. Ver [O’N83, Proposicién 3.30]. Q.E.D.

Proposicién 1.2.16. Si U es una vecindad normal de p € M, entonces para todo punto q € U existe
una iinica geodésica o € QY (U; p, q); en particular, o’ (0) = exp;l(q).

Demostracién. Ver [O’N83, Proposicién 3.31]. Q.E.D.
Proposicién 1.2.17. Todo punto p € M posee una vecindad convexa.

Demostracién. Ver [do 92, Teorema 5.3.7]. Q.E.D.
Corolario. Si U es una vecindad convexa de o € M, entonces para todo par de puntos p,q € U existe

una tinica geodésica o € Q(U; p,q).

Notar que do Carmo [do 92] llama vecindad totalmente normal a las vecindades convexas. Esto
se debe a que, si no suponemos que I/ es un conjunto abierto, las geodésicas podrian salir de la

vecindad.

Si U es una vecindad normal de p, podemos definir las coordenadas normales como sigue: sea
{e;} una base ortonormal de T, M, entonces x'(q) = <el- ’exp;1 (9) > En resumen, definimos una
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carta normal (U, ¢) de p donde U es una vecindad normalde py ¢ = (x!,...,x") coordenadas

normales.
Proposicién 1.2.18. Sea (U, ¢) una carta normal de p. Entonces,

8g,-j

k
Bxp

rf](p) = 0, Vaia]"p =0

Demostracién. Ver [O’N83, Proposicién 3.33]. Q.E.D.

Observacion. Es necesario mencionar que todo el trabajo hecho anteriormente es hecho y citado
en el contexto sin borde, a saber, )M = &. En el caso con borde, hay variedades riemannianas
que no tienen vecindades normales en todo punto. EXAMPLI GRATIA, para (0,1) € R~ B(G,1)

no existe una vecindad normal.

Proposicién 1.2.19. Sean M, M variedades riemannianas. Si ® : M — M es una isometria, entonces
(@ oexp)(p,v) = exp(®(p), DP,(v)), V(p,v) € Dom(expM).

Demostracion. Ver [Tul7, Teorema 15.2]. Q.E.D.

1.3. Curvatura de una conexion afin

En esta seccién estudiamos la curvatura de una conexién afin. Presentaremos sus propieda-
des fundamentales, su expresion local en términos de las formas de conexién y discutiremos
como de ella se derivan nociones clave en geometria riemanniana: la curvatura seccional y la

curvatura de Ricci.

Definicién. Sea M una variedad suave y V una conexién afin sobre M. Se define la curvatura

de V como el mapa
Ry : (X(M))’ - 2(M) dadopor Ry (X,Y,Z)=VxVyZ—VyVxZ—VxyZ
Observacién. Denotamos Ry (X,Y,Z) = R(X,Y)Z, si no hay confusion.
Observacién. Notemos que do Carmo define la curvatura como
R(X, Y)Z =VyVxZ-VxVyZ+ V[X’Y}ZI

por lo que hay que estar atento a los signos.
Proposicién 1.3.1. Sea R la curvatura de una conexién afin sobre una variedad suave M. Entonces,

1. R es F(M)-lineal en todas las entradas.
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2. R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z.
Demostraciéon. Ver [O’N83, Lema 3.35]. Q.E.D.

Proposicién 1.3.2 (Identidad de Bianchi). Sea R la curvatura de una conexion afin sobre una variedad
suave M. Entonces,

R(X,Y)Z4+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =0, VX,Y,Z € X(M). (1.7)
Demostracién. Ver [O’N83, Proposicién 3.36]. Q.E.D.

Observacién. Llamamos a la curvatura determinada por la conexién riemanniana de M simple-

mente curvatura de M.

Proposicién 1.3.3. Sea M una variedad riemanniana y R su curvatura. Entonces,
(RIX,Y)VIW) = —(R(X,Y)W|V) = — (R(Y, X)V|W) = (R(V,W)X]Y),
paratodo V,W,X,Y € X(M).
Demostraciéon. Ver [O’N83, Lema 3.36]. Q.E.D.

Corolario (Pushforward). Sean M, M variedades riemannianas y R, R sus respectivas curvaturas. Si
® : M — M es una isometria, entonces

®.(R(X,Y)Z) = R(®.X,®.Y)P.Z, VX,Y,Z <€ X(M).
Demostracién. Ver [Leel8, Proposicién 7.6]. Q.E.D.

Para la definicién de Pushforward, ver Apéndice B.

Observacion. En términos tensoriales, R es un campo (1, 3)-tensorial.

Curvatura seccional

Definicién. Sea M una variedad riemanniana y R su curvatura. Se define la curvatura seccional
en p € M como
R(u,v)v|u
ety = ROl
[l lof|* = (u]o)

con u,ve T,M.

Notar que Sec(u,v) = 0,siu = Avcon A € R. Por tanto, para calcular la curvatura seccional de
una variedad se requiere de un subespacio lineal de T,M con dimensién 2, esto es, u y v deben
ser linealmente independientes. La siguiente proposicién muestra que la curvatura seccional

estd bien definida en ese sentido.
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Proposicién 1.3.4. Sea M una variedad riemanniana. Si {u,v} y {x,y} generan el mismo subespacio

vectorial de T, M, entonces Sec(u,v) = Sec(x,y).

Demostracion. Ver [O’N83, Lema 3.39]. Q.E.D.
Decimos que una variedad riemanniana con dimensién mayor o igual a 2 tiene curvatura sec-
cional constante «x si Sec(u, v) = « para todo par de vectores u, v linealmente independientes.
Lema 1.3.5. Sea M una variedad riemanniana y R su curvatura. Se define el operador multilineal

S : (T,M)* — T,M dado por

(S(x,y,u)v) = (x|u) (y[v) — (y|u) (x|0), Vu,v,x,y € TyM.
Entonces, M tiene curvatura seccional constante «x si, y sélo si, R = «xS.

Demostracion. Ver [do 92, Lema 4.3 4]. Q.E.D.

Curvatura de Ricci y otras

Definicién. Sea M una n-variedad riemanniana y R su curvatura. Se define la curvatura de
Riccien p € M como la traza de la curvatura. ID EST, para una base ortonormal {ey, ..., e,} de
T,M,
n
Ric(u,v) Z (u,e;)vle;) con u,ve€ T, M.
i=1

Adicionalmente, la curvatura escalar se define como la traza del tensor de Ricci. Sea {ey, ..., e, }
una base ortonormal de T, M,
n

Ric(x ZSec x,e;) = Y (R(x,e;)xle;) = Ric(x,x) con x & T,M.
i=1

Scal = il:Ric(ei) = i Sec(ej, e;) = i (R(ej,ei)ejlei) .

ij=1 ij=1

Definicién. Sea P una subvariedad de M. Decimos que P tiene curvatura k-intermedia positiva

si para cualquier base ortonormal {eg, ey, . .., e} la suma Y5_; Sec(ep, ¢;) es positiva.

1.4. Operador diferenciales

En esta seccion se presentan los operadores diferenciales fundamentales en variedades rieman-
nianas: gradiente, divergencia, hessiano y laplaciano. Véase el Apéndice B para una breve re-

visién de campos tensoriales
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Sea M una n-variedad riemanniana y V su conexién riemanniana.

Definicién. Sea f € F(M). El gradiente de f es el campo vectorial V f tal que (V f|X) = Lxf
para todo X € X(M).

Definicién. Sea X € X(M). La divergencia de X es la traza del campo 2-tensorial VX, ID EST,
V. X =Tr(VX).

Observacion. Recordemos que la traza de V X se calcula tomando, paratodo p € M, {ey, ..., ex}

una base ortonormal de T,M,

n
V-X|, = T(VX)|, = ; (Ve x|

e; ).
p1>

Ademés, notar que V : F(M) — X(M)y V- : X(M) — F(M).

Proposicién 1.4.1. Sea M una n-variedad riemanniana. Entonces,
V-(fX)=(VfIX)+fV X, VXeX(M) VfeF(M).

Demostracién. Sea {ej,...,e,} una base ortonormal de T,M, X € X(M) tal que X’p =0y
f € F(M). Entonces,

v-(fX)\pzlzf;(Ve, (fX)], 6i>
:ﬁ<(ezf)v+f( )V eoler
= e ol + 1) 1 (Fole
(Bl s o
= (VA X)) 9,
Porlo tanto, V - (fX) = (Vf|X) + fV - X. QED:

Definicién. Sea f € F(M). La hessiana f es el campo 2-tensorial covariante Hf tal que

Hf(X,Y) = (VxVF]Y), VX, Y€ X(M).

Sea (U, ) una carta local con ¢ = (x!,...,x"). Entonces,

Hf:< a.zf.—l”l-‘-af) dx' Ady.

dxi9xJ 7 9xk
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Proposicién 1.4.2. Sea M una variedad riemanniana y f € F(M). Entonces,
Hf(X,Y) =Lx(Lyf) — (Vf|VxY), VX YeX(M).
Ademds, la hessiana es simétrica, es decir, Hf (X,Y) = Hf (Y, X).
Demostracion. Sean X,Y € X(M)y f € F(M). Entonces,
Hf(X,Y) = (VxVf[Y)

= Ly(Vf]Y) = (Vf|VxY)
= Lx(Lyf) = (Vf|VxY).

Luego, para la simetria,

Lixy)f = Lx(Lyf) — Ly(Lxf)
= Lx(Y|Vf) = Ly(X|Vf)
= (VxY|Vf) + Y|VxVf) —(VyX|Vf) = (X|Vy V)
= ([XY]IVf) + (Y|VxVf) = (X[VyV])
= Lixyf + (YIVxVf) = (X|VyVf)

Por lo tanto, (Y|VxV f) = (X|VyVf). Q.E.D.
Observacion. La hessiana también se puede interpretar como la segunda derivada de una fun-
cion. Si f € F(M) y i € T, M, entonces

2

Df, (i) = %(foexpp(tﬁ)) y Hf,(d, i) = %(foexpp(tﬁ))

t=0 t=0

Definicién. Sea f € F(M). El laplaciano de f es la divergencia de su gradiente, ID EST, V2f =
V- (V).
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Capitulo 2

Subvariedades riemannianas

En este capitulo estudiamos la geometria de las subvariedades riemannianas, aquellas que he-
redan de manera natural una métrica inducida del espacio ambiente. A partir de esta métrica,
se introduce la conexién inducida y el segundo tensor fundamental, que permiten comparar la

geometria intrinseca y extrinseca de la subvariedad.

Posteriormente, se analizan las geodésicas contenidas en subvariedades y su relacién con la
curvatura del espacio ambiente. Finalmente, se aborda el caso de variedades riemannianas con
borde, donde la nocién de curvatura y las condiciones de ortogonalidad en el borde adquieren
un papel fundamental en el estudio de propiedades de rigidez y extensiones geométricas.

2.1. Subvariedades riemannianas

En esta seccién abordaremos las definiciones y propiedades de las métricas para ser conside-
radas una subvariedad. Se recomienda ver el Apéndice A para comprender algunos conceptos

sobre subvariedades suaves.
Proposicién 2.1.1. Sean (M, d) una variedad riemanniana, P una variedad suave y ® : P — M un
mapa suave. Entonces, ®*6 es una métrica riemanniana sobre P si, y solo si, ® es una inmersion.

Demostracion. Ver [Leel8, Lema 2.11]. Q.E.D.

Este resultado nos permite hablar de métricas inducidas por una inmersion.

Definicién. Sea P una subvariedad regular de M. Decimos que (P, () es una subvariedad rie-
manniana (M, ) si ¢ es la métrica inducida por el mapa inclusién ¢ : P — M. En particular,
diremos que P es una hipersupetficie si dim P = dim M — 1.

Aligual que en el Capitulo 1, omitiremos la métrica en la definicién, quedando P subvariedad

riemanniana de M.
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Definicion. Sea P una subvariedad riemanniana de M. Un vector v € T, M se dice normal (u
ortogonal) a P si (u|v) = 0 para todo u € T,P. También se puede denotar u L v.

Definimos el fibrado normal de P como el subconjunto de TM que consiste de los vectores
normales a P, ID EST,
NP = {(p,v) € TM: v L T,P}.

Proposicion 2.1.2. Sea M una m-variedad riemanniana y P una n-subvariedad riemanniana de M.
Entonces, NP es un subfibrado vectorial de rango (m — n) del fibrado tangente ambiente TM | P.
Ademds, existen morfismos de fibrados:

Tan’ : TM [P - TP y Nor’ : TM | P — NP;
llamados proyeccién tangente y normal, respectivamente.
Demostracién. Ver [Leel8, Proposicién 2.16]. Q.E.D.

Si X € T(TM | P), entonces podemos descomponerlo en su parte tangente y parte normal a P,

es decir,

X = Tan”(X) + Nor’(X) con Tan®(X) € X(P) y Nor’(X) € T(NP).

A los campos vectores X € I'(NP) se les llama campos vectoriales normales a P.

Ahora bien, se desprenden algunas propiedades topolégicas de analizar el fibrado normal de
una subvariedad.

Proposicién 2.1.3. Sea M una variedad riemanniana orientable y P una subvariedad riemanniana de
M. Entonces:

1. Si P tiene fibrado normal trivial, entonces P es orientable.

2. Si P es una hipersupetficie orientable, entonces P tiene fibrado normal trivial.
Demostraciéon. Ver Problema 15-8 de Lee [Leel2]. Q.E.D.
Definicién. Una hipersuperficie se dice bilateral si tiene fibrado normal trivial, y unilateral en

el caso contrario.

Observacién. Otra defincion que se suele dar para la bilateral es si existe un campo vectorial
normal unitario sobre la hipersuperficie, a saber, existe N € I'(NP) tal que H Np H = 1 para todo
p €P.
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2.2. Conexion inducida

Consideremos P una subvariedad riemanniana de My V la conexién riemanniana de M.

Definicién. Definimos la conexién inducida sobre P como el mapa V¥ : X(P) x T(TM | P) —
X(P) dado por
VIW = Tan?(VyW), VV,W € x(P)

Lema 2.2.1. La conexidn inducida estd bien definida, 1D EST, no depende las cartas locales.
Demostracion. Ver [O’'N83, Lema 4.1]. Q.E.D.

La conexién inducida cumple las cinco propiedades de la conexion riemanniana.

Proposicién 2.2.2. Sea V¥ la conexion inducidaen P C M. Si V,W € %X(P), X,Y e [(TM | P) y
f € F(P), entonces

1. V' es F(P)-lineal en la primera coordenada.
2. VE(Y+2)=Viky +Vviz
3. VE(fY) = FVRY + (Xf)Y.
4. [X,Y] = ViY - VEX.
5. Ly(X|Y) = <V€X‘Y> + <X‘V€Y>.
Demostracion. Ver [O’'N83, Lema 4.2]. Q.E.D.

Teorema 2.2.3. La conexién inducida en P coincide con la conexién riemanniana de P.

Demostracion. Ver [O’'N83, Lema 4.3]. Q.E.D.

2.3. Segundo Tensor Fundamental

Consideremos P una subvariedad riemanniana de My V la conexién riemanniana de M.

Definicién. Definimos el segundo tensor fundamental de P como el mapa bilineal simétrico

7 : 2(P) x X(P) = T(NP) dadopor II’(X,Y) = Nor’(VxY).

Observacion. Con la conexién inducida y el segundo tensor fundamental tenemos la siguiente
descomposicién

VxY = Tan®(VxY) + Nor’ (VxY) = VEY +TI°(X,Y), VX, Y € X(P).
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Observacion. Se definen dos objetos mds que suelen tener el mismo rol que el segundo tensor
fundamental. Sea v € N, P se define la segunda forma fundamental como la forma bilineal real

(P:T,PxT,P >R dadopor ¢ (x,y)= <IIP(x,y) ’1/> .
y el operador de forma

SY:T,P - T,P dadopor S](x)= V,v.

Notar también que se cumple la siguiente propiedad
(SE()|y) = (Vavly) = = (1| Vay) = —(x,y).

Notacién de operadores. En este trabajo, utilizaresmo la simbologia de suesor para denotar
el orden partial entre operadores lineales simétricos (o formas bilineales). Un operador lineal T
se dice definido positivo si T - 0, ID EST, (T(¥)|¥) > 0 para todo vector no nulo v. De manera
andloga:

» Lanotaciéon T > 0 indica que el operador es semi-definido positivo.

= Lainversiéon de la notacion T < 0 o T' < 0 indican que el operador es definido negativo o

semi-definido negativo, respectivamente.

» Para denotar que un operador no es definido positivo, utilizaremos el simbolo de sucesor
tachado 0 3 T, esto se extiende al resto de notaciones.

O’Neill [O'N83] deja como ejercicio 4.3 la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3.1. Sea f : M — R una funcién tal que P = f~(A) es una hypersuperficie rieman-
nianade My v = %. Entonces, para todo p € P,

Demostracion. Consideremos las hipétesis de la proposicion.

—(ST)y) = (Varly)

~(Zgwnl)
(ViV£ly)

VA

_ Hf(xy)
VAl
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Por lo tanto, se cumple la igualdad. Q.E.D.

La siguiente férmula recibe el nombre de ecuacién de Gauss.

Teorema 2.3.2. Sea P una subvariedad riemanniana de M, con R” y R sus curvaturas y 11 el sequndo
tensor fundamental. Entonces, para los campos vectoriales V, W, X,Y € X(P),

<RP(V, W)X‘Y> = (R(V,W)X|Y) + (IL(V, X)|IL(W, Y)) — (IL(V, Y)|IL(W, X)) . (2.1)
Demostracion. Ver [O’'N83, Teorema 4.5]. Q.E.D.

Usando la definicién de curvatura seccional (pagina 16) podemos convertir la ecuacién anterior
en una algo més aplicable a los cédlculos.

Corolario. Si x,y es una base de un plano tangente en P, entonces

18 )| = (U, 2) |1 (y, )
]y 11 = (x]y)*

Demostracion. Ver [O'N83, Teorema 4.6]. Q.E.D.

Sec”(x,y) = SecM(x,y) +

Definicién. Sea P¥ una subvariedad riemanniana de M". Se define la curvatura media como la
traza del segundo tensor fundamental. ID EST, para todo p € P, tomamos {ej, ..., e} una base
ortonormal de T, P,

Kk
HP| = TrIIP|p = i_zlnp(ei,ei).
Observacion. Notar que H” € T(NP).

2.4. Geodésicas en subvariedades

Proposicién 2.4.1. Sea Y € X(P) sobre una curva c € P C M. Entonces,

V.Y =VEY +1P(, ).
Demostracién. Ver [O’N83, Proposicion 4.8]. Q.E.D.
Corolario. Si o es una curvaen P C M, entonces

Veo =VEhe +10(, ).

Demostracion. Ver [O’N83, Corolario 4.9]. Q.E.D.
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Corolario. Una curva o en P C M es una geodésica en P si y sélo si su aceleracion en M es normal a

P en todo punto.
Demostracion. Ver [O’N83, Corolario 4.10]. Q.E.D.
Definicién. Una subvariedad riemanniana P de M se dice totalmente geodésica si su segundo
tensor fundamental es nulo, 1D EST, II” = 0.
Proposicién 2.4.2. Sea P una subvariedad riemanniana de M. Lo siguiente es equivalente.

1. P es totalmente geodésica.

2. Toda geodésica de P es una geodésica de M.

3. Siv € TyM es tangente a P

4. Siw es una curva en Py, entonces el transporte paralelo de v a lo largo de « es el mismo Py M.
Demostracién. Ver [O’N83, Proposicién 4.13]. Q.E.D.

Definicién. Una hipersuperficie P de M se dice minima si su curvatura media es nula, ID EST,
HP =0.

De la definicién, es evidente que toda hipersuperficie totalmente geodésica es minima.

2.5. Variedades con borde

Consideremos el semi-espacio superior cerrado como el conjunto

H" = {(xl,...,x”) e€R": x" 20}.

Definicién. Una n-variedad suave con borde es un espacio topolégico Hausdorff segundo con-
table tal que para todo p € M existe una vecindad abierta ¢/ y un difeomorfismo ¢ : U —
@(U) C H", es decir, una carta local (U, ¢).

Una carta local (U, ¢) se dice:
» interior si p(U) NFr(H") = @.
» periférica si p(U) NFr(H") # 2.
La notacién Fr(IH") corresponde la frontera topolégica respecto a R" con la topologia usual.

Los puntos que posee una carta interior son llamados puntos interiores de M, y los puntos que
no, son llamados puntos periféricos de M. Estos dos conjuntos se denotan como Int(M) y oM,
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respectivamente. Por motivos de redaccion, a las cartas interiores las llamaremos simplemente
cartas. La siguiente proposicion nos permite decir que estos conjuntos son disjuntos.

Proposicién 2.5.1. Si M es una variedad con borde, entonces cada punto de M es, o bien, un punto
interior, o bien, un punto en el borde, esto es, OM N Int(M) = @.

Demostracién. Ver [Leel8, Teorema 1.37]. Q.E.D.

Observacién. Es fundamental distinguir la nocién de borde y frontera. Mientras que el borde oM
se ha definido como una propiedad intrinseca de la variedad, la frontera es una nocién relativa
a un espacio topoldgico ambiente. Por esta razén, reservaremos estrictamente el simbolo d para
la estructura de la variedad y Fr para el conjunto topolégico.

En la literatura se suele considerar ¢ un homeomorfismo, pero en nuestro caso es un difeo-
morfismo. Esto nos permitira decir que dM es una subvariedad regular de M. En términos maés

técnicos:
Proposicién 2.5.2. Sea M una n-variedad suave con borde. Entonces,
1. Int(M) es una n-variedad suave tal que d(Int(M)) = @.

2. OM es una (n — 1)-variedad suave tal que 0(dM) = &.

Demostracion. Sea p € Int(M) y (U, ¢) una carta interior de p. Notemos que ¢(If) es un abierto
de R" y ¢ es un difeomorfismo. Entonces, Int(M) cumple la definicion inicial de variedad
suave, es decir, sin borde. En consecuencia, por Proposicion 2.5.1, p no puede pertenecer a oM.
Por lo tanto, o(Int(M)) = @.

Por otro lado, sea p € OM y (U, ¢) una carta local de p. Como p es un punto periférico de
M, entonces (U, @) es una carta periférica de p. Escribimos ¢ = (x!,...,x").Siq € U NIM,
entonces ¢(q) = (x'(g),...,x""1(g),0), ya que de lo contrario existirfa una carta interior para
q. En particular, se cumple para p. Luego, seald C U N dM la componente conexa que contiene
a p y definimos ¥ : Y — R"! dado por (x!,...,x""1), esto es, la restriccién de ¢ respecto
a U que es un abierto respecto a la topologia que dM. Entonces, ¢ es un difeomorfismo en su
imagen. Por lo tanto, al igual que en el primer caso, d M cumple la definicién inicial de variedad
suave y d(0M) = @. Q.E.D.

Observacion. » Una variedad sin borde se puede interpretar como una variedad con borde
vacio. Por lo que cuando se hable de variedad con borde se considerardn los dos casos.
Mientras que si decimos variedad riemanniana, a secas, se considerard sin borde, a saber,
oM = &.

= Usaremos el término variedad cerrada para referirnos a una variedad riemanniana com-
pacta (sin borde).
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Ahora bien, no podemos dado una métrica riemanniana en el interior, inducir una métrica en
el borde.

Ejemplo. Sea B" = {x € R" : ||x|| < 1} la bola euclideana cerrada de radio 1, en consecuencia,
d0B" = {x € R": ||x|| =1} = §"! es la esfera unitaria. Esta es un ejemplo de variedad sua-
ve con borde. Podemos dotar al interior de la bola con la métrica hiperbdlica. Por temas de
compacidad, no podemos obtener una métrica que coincida con el disco de Poincaré en todo el
borde.

Aunque habitualmente se omiten los bordes en el estudio de variedades riemannianas, este
trabajo los considera como un caso de estudio particular. Sin embargo, la construccién de la
métrica riemanniana en el borde no presenta variaciones respecto a la definiciéon estdndar para

variedades sin borde.

Definicién. Una variedad riemanniana con borde es un par (M, ) donde M es una variedad

suave con borde y § es una métrica riemanniana sobre M.
Proposicién 2.5.3. Sea M una variedad riemanniana con borde. Entonces, NOM es un fibrado vectorial
de rango 1 sobre 0M y existe un iinico campo vectorial unitario normal a oM que apunta al interior.

Demostracién. Ver [Leel8, Proposicién 2.17]. Q.E.D.

La proposiciéon anterior es importante porque nos cuenta lo siguiente:

Corolario. Sea M una variedad riemanniana con borde. Entonces, 0 M es una subvariedad riemanniana
de M orientable.

Denotaremos por N°M al campo vectorial enunciado en la Proposicién 2.5.3.

Por dltimo, una proposicién muy comuin es interpretar una subvariedad como el gréfico de una

funcién. Denotamos la gréfica de una funcién  : R"~! — R como

T'(h) ={(%y) e R"" ! xR:hX) =y}

Proposicién 2.5.4. Sea M una variedad riemanniana completa con borde y (U, ¢) una vecindad conve-
xade p € OM sobre D(M) tal que { ai\p} es una base ortonormal de T, M = R" con { 9, \p} € N,oM
interior, donde ¢ = (x',...,x"). Entonces, existe una funcion h : R"~! — R tal que p(dM NU) =
I'(h). Mds avin, Hhg(4d, V) = <HaM(ﬁ,‘7)‘ an\p> para todo 4,V € T,0M.

Demostracién. Consideremos la proyeccion @ : T,M — T,0M dada por @(uy,...,u,) =
(ug,...,up—1) y B = ¢(dM NU). Notemos que IT = @ [ B es un difeomorfismo local en 0.
Asi consideremos IT: B — @(B) y ¥ : @(B) — B suinversa con ¥ = (¢!,...,¢"). Por tanto,
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para i € @(B),
= o ¥ (@) = TP (a), .., " (8)) = (§'(5),..., "' ().
Luego, ¥(d) = (4, ¢"(4d)). Por altimo, h = ¢" : @(B) — R es la funcién que buscamos.
Ahora bien, analicemos la diferenciabilidad de h. Sea 4 € TpaM, entonces
- _ - -1, -
DY¥;(d) = D(IT ')5(ii) = (DILg) (i) = (4,0).
Por otro lado,
. d . d, o . -
DY;5(i) = — (Y(ti)) = —(tu, h(td)) = (4, Dhg(u)).
dt t=0 dt t=0
Por lo tanto, Dhg(t) = 0, es decir, 0c T,0M es un punto critico de h.
Lo que queda ahora es determinar la hessiana de /1 en 0.Sid e TpaM yfi = 9d; 7 entonces
9%h
Hlg(9;,9;) = dxiox 5

Usamos Y para empujar los campos coordenados del borde.

n i al[Ji alpn oh
ak:Z% xkal_ 3700+ 5 0 = 0+ 2 0.
1=

Ahora bien, calculamos la derivada covariante de las coordenadas.

oh
Vpw(s)DY(9)) = V5, DY (9)) + 575V, DY (9))
0%h oh oh
= Vaa]—i—a e ]an—i—a ]Vaan—i—Vana —{—Vana ]an.

Por Proposicion 1.2.18, tenemos que V;.0; = 0 en 0 y, en consecuencia, Vow,) DY (9)) =

0%

5479 On- Por ultimo, calculamos la segunda forma fundamental

> 9%h

<HaM(ai’ %) ~ oxioxd [

ﬁ> <VDT( DY (3))|a

Por lo tanto, Hhy = ZgM.

Q.E.D.






31

Capitulo 3

Geometria variacional de geodésicas

Este capitulo desarrolla las herramientas analiticas para el estudio de la variacion de geodési-
cas, lo que permitird deducir diversas propiedades geométricas y topolédgicas de las variedades
riemannianas. En la Seccion 3.1, se analizan las variedades desde su estructura como espacios
métricos, culminando en la exposicién del Teorema de Hopf-Rinow. Posteriormente, se esta-
blece la teoria de los funcionales de energia y volumen, marcos que permiten caracterizar tanto

las geodésicas como las hipersuperficies minimas del espacio.

En particular, para la Seccion 3.6, se ha realizado un esfuerzo especial por organizar y sistema-
tizar los resultados que abordan las variedades riemannianas con borde. Dado que este caso
suele recibir un tratamiento menos detallado en la literatura clasica, esta secciéon intenta clarifi-
car dichas configuraciones, buscando ofrecer un desarrollo coherente y operativo que sirva de
base para el estudio de la convexidad y estabilidad que prosigue.

3.1. Distancia Riemanniana

Consideremos M una variedad riemanniana e I = [0, 1].

Definicién. Sea « € C(I; M) una curva admisible. Definimos la longitud y energia de a por
L@ [ ellde y @ [ ] da
“Jo y "2 '

Definicién. Definimos la distancia riemanniana como la funciéon
distyy : M x M — R\ R~ dadapor disty(p,q) =inf{L(x): a € Q(M;p,q)}.
Proposicién 3.1.1. La funcion dist = distps es una distancia en M, 1D EST, para todo x,y,z € M,

v dist(x,y) =0 <= x=1y.

» dist(x, y) = dist(y, x).
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» dist(x, y) + dist(y, z) > dist(x, z).
Demostracion. Ver [Leel8, Teorema 2.55]. Q.E.D.

Observacién. En la teorfa de espacios métricos, a la distancia definida por el largo de las curvas

se le llama distancia intrinseca. Si no hay confusiéon, podemos usar la notacién «dist».

Proposicién 3.1.2. La topologia de M definida por la distancia coincide con la topologia de M.
Demostracion. Ver [Petl6, Teorema 5.3.8]. Q.E.D.

Las dos proposiciones anteriores nos permite heredar todas las propiedades de los espacios
métricos. Mi principal material de referencia es el libro de Lima [Lim13].

Denotamos las bolas (métricas) abiertas y cerradas de M como sigue:

B(x,p) = {p € M:dist(x,p) <p} y B(x,p) ={pe€ M:dist(x,p) <p}.

Lema 3.1.3. Sea « : [0,1] — M una curva suave. Entonces, L(x) < +/E(a); la igualdad se da si, y
sdlo si, ||a'|| es constante.

Demostracion. Ver [Jos17, Lema 1.4.2]. Q.E.D.
Lema 3.1.4. Sea « : [0,1] — M una curva suave y T : [0,1] — [a, b] una reparametrizacion; entonces
L(a) = L(aoT).

Demostracion. Ver [Jos17, Lema 1.4.3]. Q.E.D.

Definicién. Una curva a € Q,, se dice minimizadora si ||o’|| es constante y L(«) = dist(p, q).

Teorema 3.1.5. Toda curva geodésica es una minimizadora en una variedad riemanniana.
Demostracion. Ver [Leel8, Teorema 6.4]. Q.E.D.

Observacién. Puede pasar el caso que dos puntos tengan una distancia definida, pero no exista
una curva minimizadora que los conecte. Una parte importante del trabajo en este documento

se basa en dar condiciones para la existencia de estas curvas.

Al igual que en los espacios métricos podemos definir la distancia entre dos subconjuntos no
vacios P, Q C M como

dist(P, Q) = inf{dist(p,q): p€ Py q € Q}.
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Vale la pena recordar que si PN Q # &, entonces dist(P, Q) = 0; pero el reciproco es falso.

Al momento de hablar sobre espacios métricos sale a la luz una de las propiedades méas impor-
tantes: la completitud. El siguiente Teorema es uno de los més trascendentales en el drea de la
Geometria Diferencial.

Teorema 3.1.6 (Hopf y Rinow, 1931). Sea M una variedad riemanniana. Entonces, las siguiente
proposiciones son equivalentes.a

1. M es geodésicamente completa, 1D EST, todas las geodésicas estdn definidas en todo tiempo.

2. M es geodésicamente completa en p, ID EST, todas las geodésicas en p estdn definidas en todo
tiempo.

3. M satisface la propiedad de Heine-Borel, 1D EST, todo conjunto cerrado y acotado es compacto.

4. M es un espacio métrico completo.
Demostracion. Ver [O’N83, Teorema 5.21]. Q.E.D.

Corolario. Si M es una variedad riemanniana geodésicamente completa, entonces cualquier par de
puntos en M pueden ser conectados por una geodésica minimizadora.

Demostracién. Ver [O’N83, Proposicién 5.22]. Q.E.D.

Observacién. En Geometria Diferencial se suele decir que una variedad es completa si es geodé-
sicamente completa. Esto es porque se suele estudiar el caso sin borde, donde las nociones son
equivalentes. En este documento lo haremos al revés, diremos que una variedad es completa si

es métricamente completa y especificaremos si es geodésicamente completa.
Ahora bien, discutiremos algunos resultados sobre espacios métricos completos.

Proposicién 3.1.7. Sea a : X — M una aplicacién y B, (X; M) el conjunto de las aplicaciones f :
X — M tales que d(f, ) = sup{d(f(x),a(x)) : x € X} < oo. Si M es completo, entonces By (X; M)
es completo para cualquier .

Demostracién. Ver [Lim13, Proposicién 7.8]. Q.E.D.

Una completacién de M es un par (M, ¢), donde M es completoy @ : M — M es una inmersion
isométrica cuyo recorrido es denso en M.

Proposicién 3.1.8 (Existencia). Todo espacio métrico posee una completacion.

Demostracién. Ver [Lim13, Proposicién 7.13]. Q.E.D.
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Proposicién 3.1.9 (Unicidad). Sean (M, @)y (M, ¢) dos completaciones del mismo espacio métrico
M. Existe una tinica isometria @ : M — M tal que ® o ¢ = §.

Demostracién. Ver [Lim13, Proposicién 7.14]. Q.E.D.
Proposicién 3.1.10. Todo espacio métrico compacto es completo.
Demostracion. Ver [Lim13, pag. 236]. Q.E.D.

Por dltimo, revisemos un poco del estudio de mapas en espacios métricos.

Definicién. Sea (Y,d) un espacio métrico. Sea F un subconjunto del espacio de funciones
C(X,Y).Sixg € X, el conjunto F se dice equicontinuo en x, si dado € > 0, existe una vecindad
U de xg tal que para todo x € Uy todo f € F

d(f(x), f(x0)) <e.

Si el conjunto F es equicontinuo en xg para cada xp € X, se dice simplemente que es equicon-
tinuo.

Definicién. Sea f, : X — M una sucesion de mapas con n € IN. Se dice que {f,} converge
puntualmente a f si

fn— f si,ysolosi, Vxe& X: nlgrolofn(x) = f(x).

Se dice que { f,} converge uniformemente a f si

fn = f si,ysolosi, (Ve)(Im)(Vx)[m <n = dist(fu(x), f(x)) < ¢

Teorema 3.1.11 (Arzela-Ascoli). Sea X un espacio métrico compactoy f, € C(X;R¥). Si la coleccién
{fu} estd puntualmente acotada y es equicontinua, entonces f, tiene una subsucesion que converge
uniformemente.

Demostracién. Ver [Mun02, pag. 319]. Q.E.D.

Proposicién 3.1.12. Sea M una variedad riemanniana compacta y ¢, : I — M una sucesion de
caminos geodésicos de longitud A que convergen puntualmente a & : 1 — M. Entonces, o es un camino
geodeésico.
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Demostracion. Como 0y, es una geodésica, entonces su velocidad es ||o;,(t)|| = A para todo ¢.

Tomamos ty € Iy sin perdida de generalidad supongamos que tg < t, luego
dist(oy, (), o (to)) / llon.(s)]| ds = A[t — to|.

Por lo tanto, {0, } es un conjunto equicontinuo. Por Teorema de Arzela-Ascoli, tenemos que oy,

converge uniformemente a 7, es decir, 0, = 7.

Para verificar la Ecuacién Geodésica en el limite, trabajaremos en coordenadas locales. Sea p =
7 (tp), elegimos una carta local (i, ¢) de p con coordenadas ¢ = (x!,...,x") y un subintervalo
[a,b] C T tal que o([a,b]) C U. Entonces,

d?(x* o o) d(x' o 0y,) d(x/ o 0y)
—ap ot ]er ij(Om) % T (3.1)

Consideremos un cubrimiento de M por cartas locales; por compacidad, existe un subcubri-
miento finito. Dado que los simbolos de Christoffel son funciones suaves, estos resultan uni-
formemente acotados en dicho subcubrimiento por una constante global x. Ademads, las velo-

d(xooy,)

cidades estan uniformemente acotadas por la hipétesis ||o;,(f)|| = A. En consecuencia,

la aceleraciéon ka;’”’” estd uniformemente acotada, a saber,
dt
lom ()] < 1l A) < po < oo,

De lo anterior se desprende que la sucesion de velocidades {0;,} es equicontinua. Por otro
lado, como las velocidades estan uniformemente acotadas y 0, = @, entonces 0,, converge
puntualmente a ¢, esto es, 0;, — ¢'. Luego, por Teorema de Arzela-Ascoli, tenemos que 0;, =

.

Consideremos la Ecuacion (3.1). Tenemos que

) L d(x' o 0y) d(x] o O'm _d(xfod)d(x 07)
k. k
A, <./.21F i) =g > ]er 0 =g ar

Mientras que

[ B(Fo0r,)\  d(xFod)
hm< >_ |

m—»00 d#? d#?
Entonces, ,
dzx o0) (x'o)d(x 0w
Z rkl] (7_ ) ( ) —
dt dt
ij=1
Por lo tanto, ¢ es una geodésica. Q.E.D.

Por altimo revisemos el caso con borde.
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Proposicion 3.1.13. Sea M una variedad riemanniana conexa completa con borde. Entonces, para todo
p,q € M existe una curva a € Q, , minimizadora.

Demostracién. Ver [Pet23, pag. 16]. Q.E.D.

3.2. Funcional Energia

Consideremos M una variedad riemanniana e I = [0, 1].

Definicién. Sea « : I — M una curva admisible. Una variacién de « es un mapa x : I x
(—¢,e) - Mtal que a(u) = x(u,0) para todo u € I.

El campo vectorial V sobre « dado por V(u) = x,(u,0) es llamado campo variacional de x.

Una variacion x se dice geodésica sila curva u — x(u, v) es una geodésica para todov € (—¢,¢€).
Dicha curva recibe el nombre de curva longitudinal de x, mientras que la curva v — x(1,v) es
llamada transversal.

Observacion. Una variacion geodésica se suele llamar en inglés: geodesic variation, variation th-
rough geodesics o one-parameter family of geodesics.

Definimos la primera y segunda variaciéon de Energia como

e+ [Inolfan) v &)= ([ huwoltan).

Proposicién 3.2.1. Sea « : [a,b] — M una curva admisible y x una variacién de «, entonces

b (bo)  m-1
£l (v) = / (X0} dit+ (o) | 4 Y (X — X Xo) (3.2)
a (av) i=1 (ai0)
Demostracion. Ver [Leel8, Teorema 6.3]. Q.E.D.
Proposicién 3.2.2. Sea o : [a,b] — M una geodésica y x una variacién de o, entonces

b ) b
El(v) = / {||xw,|\ — (R(x, xu)xu|xv>} du + (Xpp|Xu) (3.3)

a a
Demostracion. Ver [Leel8, Teorema 10.22]. Q.E.D.

Sea x es una variacién de a : I — M con campo variacional V € X(«), se usarén las siguientes

notaciones a conveniencia

o6& , 2E

= (50‘(‘/) = Sx(o) y W

il B — 52 _ e
il 5 (V, V) =&/(0).
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En este caso, decimos que V es un campo variacional de a.
Corolario. Sea o : [a,b] — M una curva suave y V € X(a) un campo variacional de a. Entonces,

b

o0& b , ,
L / (Do |V) da + (/| V) (3.4)
oV o a a
Ademds, si « es una geodésica, entonces
5% b ’
i /a {IDVIP = (R(V, &)o' |V) } da+ (Vo [a) - (3.5)

Al igual que el tipico curso de célculo 1, al momento de derivar una funcién queremos obte-
ner sus puntos criticos para encontrar maximos o minimos. El caso de curvas no es distinto,

obteniendo el siguiente resultado.

Corolario. Si o € Qy; es una geodésica, entonces o es un punto critico de £, 1D EST, £;(0) = 0 para
toda variacién x tal que x(a,v) = py x(b,v) = q.

Demostracién. Por Corolario de Proposicion 1.2.12, si ¢ : [a,b] — M es una geodésica, entonces
o essuave, X, = 0y x,(a,0) = x,(b,0) = 0. Por lo tanto, £;(0) = 0. Q.E.D.

Proposicién 3.2.3. Sea U una vecindad normal de p € M. Paratodo q € U, la geodésicac € T(U; p,q)
es minimizadora.

Demostracién. Ver [Leel8, Proposicién 6.11]. Q.E.D.

El estudio de las curvas criticas de la energia se centra en las dos configuraciones fundamentales
de la literatura riemanniana: el problema de extremos fijos y el de extremos en subvariedades.

Problema de extremos fijos (PEF). Sean p,q € M. Queremos encontrar la curva o € ) =
Q(M; p,q) que minimiza la energia. En este caso, debemos escoger un campo variacional V €
X(a) tal que V(0) = V(1) = 0. Se suele denotar a este conjunto como T,Q) C X(«). Finalmente,
las ecuaciones (3.4) y (3.5) quedan como

o€ 1 52E
W ) — /(; <Dt0{/’V> da y W

= [ {IDw I~ (R v)

Problema de extremos en subvariedades (PEV). Sean P,(Q subvariedades riemannianas de
M. Como anteriormente, queremos que al hacer una variacién x de una curva a € Q =
Q(M; P,Q), la curva u — x(u,v) pertenezca a () para todo v € (—¢,¢). Por tanto, el cam-
po variacional V' € X(a) de x debe cumplir que A = V(0) € TyyPy B = V(1) € Ty Q.
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Igual que antes, decimos que V € T,(). Entonces, la ecuacion (3.4) permanece idéntica, pero la

ecuacion (3.5) cambia a

5%E

s (x’(l)> - <11P(A,A) 0/(0)>.

= /01 {IDVIP = (R(V, &)o' |V) } da + (T19(B, B)

Valen mencionar que «’(1) apunta hacia el otro lado P que donde se encuentra la curva, por lo

que se suele escribir
- <HQ(B,B)‘—0¢’(1)> = <HQ(B,B) @'(1)).

Notemos que si (p,q) € P x Q, entonces T,Q C T,Q). Esto quiere decir que si a(V) = 0 para
todo V € T,(), entonces da(V) = 0 para todo V € T,Q.

Definicién. Una curva a € Q(M; P, Q) se dice normal si a’(0) L T,Pya’(1) L T,Q.

Esta propiedad es deseable, porque nos permitird convertir la ecuacion (3.4) de PEV a la ecua-
cién de PEFR.

Proposicion 3.2.4. Sea M una variedad riemanniana completa conexa sin borde y P, Q subvariedades
riemannianas de M cerradas. Entonces, existe una geodésica o € Qp o minimizadora normal.

Demostracién. Como la funcién distancia disty es continua y P x Q es un conjunto compacto,
existe un minimo global (p, q). Esto quiere decir que, en caso de existir una curvaax € ) = Qp g
minimizadora, &« € Q) = Q4.

Por Teorema de Hopf-Rinow, existe una geodésica minimizadora ¢ € Q). Luego, como L(0) =
dist(P, Q), entonces d0(V) = 0 para todo V € T,Q).

Tomamos un campo variacional V € T,Q) y calculamos su primera variacién

b
ﬁ‘i _ /ab <DtU’|V> do + <(7”V> — <(T'(b)}V(b)> . <(T/(a)|V(a)> —o.

Tomamos f € F([a,b]) tal que f(a) = 0y f(b) = 1, entonces X = fV también es un campo
variacional de ¢y, en consecuencia,

0= (o’ (0)|X(b)) — (' (a)| X(a)) = (' (D) V(1))..

Por lo tanto, ¢’(b) L V(b). De la misma manera, se conluye que ¢’ (a) L V(a). Q.E.D.

3.3. Coordenadas periféricas

Para estudiar el comportamiento geométrico cerca del borde, resulta conveniente introducir un
sistema de coordenadas adaptado a éste, en el que una de las direcciones sea normal al borde.
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Consideremos M una variedad riemanniana con borde 0M # &. No podemos directamente
generalizar el concepto de geodésicas en el borde, para ello usaremos la doble variedad D(M).
Notemos que M es una subvariedad regular cerrada de D(M). Por Teorema A.3.2, existe una
extension suave de la métrica de M. Luego, 0M es una hipersuperficie riemanniana de D(M),
ademés, por Proposicién 2.5.3, existe N°M,

Definicién. Sea M una n-variedad riemanniana. Las coordenadas locales (x,...,x") sobre

un abierto U se dice coordenadas semigeodésicas si cada curva t — (xl, .. .,x”‘l,t) es una

geodésica que intersecta el conjunto de nivel de x" ortogonalmente.

Proposicién 3.3.1. Sea M una n-variedad riemanniana y (U, ¢) una carta local. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. (x%,...,x™) son coordenadas semigeodésicas.

2. ||9n]| =1y (9i|0n) =O0paratodoi=1,...,n—1.

3. ||dx"|| =1y (dx'|dx") = O paratodoi=1,...,n—1.
4. |VX"| =1y (VX |Vx") paratodoi=1,...,n — 1.

5. x" es una funcion distancia local y x', ..., x"~1 son constantes a lo largo de las curvas integrales
de Vx".
6. Vx" =0,
Demostracién. Ver [Leel8, Proposicién 6.41]. Q.E.D.

Definicién. Sea M una variedad riemanniana con borde M. Las coordenadas ¢ = (x,...,x")
se dicen coordenadas periféricas normales sobre M si (x!,...,x" 1) son coordenadas de 9M y
P:IM X (—¢,e) > U C Mtalque p = D(g,t) = equ(th).

Lo importante de la definicién es que son coordenadas semigeodésicas y como definimos la

exponencial en D(M) no hay problemas.

Definicién. Sea P una subvariedad riemanniana de M. Se define el mapa exponencial normal

como la restriccién exp® = exp [np: NP — M.

Definicién. Una vecindad tubular de P es una vecindad & C M tal que U = exp= (V) y
expL : V — U es un difeomorfismo, donde

V={(p,v) ENP: ||v| < e(p)}

para alguna funcién continua ¢ : P — R™. Se dice que U es una vecindad tubular uniforme si e

es una funcién constante.
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Teorema 3.3.2. Sea M una variedad riemanniana. Toda subvariedad reqular de M posee una vecindad
tubular en M, y toda subvariedad compacta posee una vecindad tubular uniforme.

Demostracién. Ver [Leel8, Tubular Neighborhood Theorem]. Q.E.D.

La importancia del Teorema de la Vecindad Tubular radica en que garantiza la existencia de un
e > 0 tal que la aplicacién @ es un difeomorfismo sobre su imagen. Sin este soporte analitico,
no se podria asegurar la inyectividad de las coordenadas periféricas.

La siguiente proposicién nos permite caracterizar cudndo un punto pertenece al borde median-
te la comparacion de las aplicaciones exponenciales exp y exp?™.

Proposicién 3.3.3. Sea M una variedad riemanniana con borde OM # @ y € > 0 tal que
exp,, : B(0,¢) C T,M — D(M) y exp?,M : B(0,¢) C T,0M — oM
son difeomorfismos. Si exp,,(u) = q conu € B(0, ¢), entonces

geoM <= IveT,oM: (uL =f(viiyu' = <v‘exp’;1 (expiM(v)) > v),

dondeu=u' +ulyf(v) = <ﬁ‘exp;1 (exp‘;M(v)) >

Demostracion. Supongamos que q € dM. Entonces, existe v € T,0M tal que g = exng(v).
Luego,

f(v) = <ﬁ’exp;1 (exp?M(v))> = <ﬁ‘exp;1(q)> =ut.

Notando también que
<v‘exp;1 (expzM(v)) > V= <V‘exp;1(q)> v=(vju)v=u'.

Por otro lado, supongamos que f(v)f = u*.

u:uT—FuL

= (v]exp, (exp(v))) v+ f(v)A
= (v]exp, " (exp(v))) v+ (A]exp, " (exp}(v)) ) A

= exp, ! (exp)™(v)).

Luego, como exp,, es un difeomorfismo, exp,(u) = explagM(v). Por lo tanto, existe v € T,0M
tal que g = expi(v), es decir, g € IM. Q.E.D.
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3.4. Funcional Volumen

Consideremos M una variedad riemanniana de dimensién #.

Definicién. Sea @ : P — M una subvariedad inmersa. Una variacion de P es mapa diferencia-
ble F: P x (—¢¢) — M tal que F(p,0) = ®(p) para todo p € P.

El campo vectorial X a lo largo de P dado por X(u) = F,(u,0) es llamado campo variacional
de F.

Definimos la primera y segunda variacion del volumen como

d2
y VH(H) = SVE(P)| (3.6)

o=t

VR = SV(EP0))

v=t

Hay varias notaciones para las variaciones

Vi 3 52y e o

P

Cada una ofrece ventajas al momento de escribir.

Proposicion 3.4.1. Sea ® : P — M una subvariedad inmersa con P, M orientables. Si F es una
variacion de P con campo variacional X = X1 + X1+, entonces

- /a {XT|NP ) ol - /D (X H) volp, (37)

ov
5X

donde D es un dominio regqular de Py N°P € X(D) NT(NOD) es un campo vectorial interior unitario.

Demostracién. Ver Schoen [Sch06]. Q.E.D.

Vale mencionar que, si P es una superficie compacta, entonces podemos calcular &% P

Problema de borde libre. El problema de borde libre consiste en, dada una subvariedad Q C
M, minimizar el volumen de las subvariedades P, C M tales que 0P, C Q. Esto implica que,
si® : P — M es una inmersion isométrica y F es una variacion de P, entonces F,(q,0) € T,;Q
para todo g € dP. Por tanto, el conjunto de los campos variaciones para el problema son

S={XecI(TM|P):Vp€dP, X, € T,Q}.
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Ahora bien, si tomamos P un punto critico del volumen, es decir, % p= 0 para todo X € S,

entonces tenemos dos condiciones. Si X = X+,

oY

0=73x

:/P<X‘HP>VOIP — HP =0
P

Esta es la condicién comtin de subvariedad minima, ver Capitulo 2. Ademads, si X = X T

oY

0= 3%

— / <X‘N3P> volyp —> <X’N‘”P> —0.

P oP

Como X L N con X, € T,Qy ng € N,dP, obtenemos que TQ L NJP. Esta propiedad se
le conoce como condicion borde libre.

A nosotros nos interesaré el caso donde Q = dM. Motivando la siguiente definicién:

Definicién. Una inmersiéon @ : P — M se dice que tiene borde libre si 0P C M y N,oP L
T,0M para todo p € 9P.

Lema 3.4.2. Sea M una variedad riemanniana con borde OM # & y P una subvariedad de M con borde
libre. Si p € P y i € TP, entonces Tan®” (1) = Tan®™(4).

Demostracion. Debemos probar que las proyecciones ortogonales Tan?” y Tan?™ de P sobre 9P
son iguales. Si i € T,0P C T,0M, entonces Tan’”(d) = 1 y Tan®(ii) = 4. De manera
complementaria, si i € N,0dP, entonces Tan” (@) = 0. Ademas, por hipoétesis de borde libre,
tenemos que N,0P L T,0M y, en consecuencia, Tan?™(d) = 0 para todo i € N,dP. Dado que
cualquier vector @ € T,P se puede escribir de forma tinica como @ = ' + @+ conii' € T,dP
y i+ € N,dP, se tiene que Tan (d) = Tan®M (4). Q.E.D.

Corolario. Sea M una variedad riemanniana con borde OM # & y P una subvariedad de M con borde
libre. Si p € P y d € TP, entonces Nor (@) = Nor®M (a).

Al igual que en el caso de la energia, queremos calcular la segunda derivada de los puntos

criticos.
En particular, es mas simple tomar una variacién normal.

Proposicién 3.4.3. Sean M", P* variedades riemannianas orientables y ® : P — M una inmersion
isométrica. Si P es minima y X es un campo variacional normal a P, esto es, X = XL entonces

k
:/ |Nor(VX)|2—Z(R(Ei,X)Ei|X)—|<II|X>|2V01p+/ (VxX|N?) volyp,
D D oD

i=1

#v
6X2

donde D es un dominio regular de Py {E;} un referencial ortonormal de D.

Demostracion. Ver Schoen [Sch06]. Q.E.D.
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Por dltimo, agregamos la condicién de borde libre a la segunda variacién. Entonces, para P una
subvariedad borde libre de M se tiene que

<VXX’N8M> - <IIaM(X,X)‘NaM>.

Observacion. Todo lo anterior se ve en la férmula enunciada por Fraser y Li [FL17] que, en par-
ticular, utilizan el caso para una hipersuperficie. Sea "1 — M", X € T(NX) y N € I'(NoM)
tal que ||[N| =1,

&y
5X2 |y

:/}2 [HVZXHZ_RiC(X)—H<HZ)X>H1VOIZ_/BZ <113M(X,X)‘N>Volaz. (3.8)

Lema 3.4.4. Sea M una variedad riemanniana completa con borde OM # & y P, Q subvariedades
riemannianas de M compactas con borde libre. Entonces, la curva minimizadora x € Qp g es normal.

Demostracién. Si p,q pertenecen al interior de P, Q, respectivamente, entonces deben ser nor-

males a Py Q como en Proposicion 3.2.4.

Sea « la curva minimizadora de P y Q. Supongamos que a(a) € 0Py (a/(a)|n) > O conn €
N,0M apuntando al interior.

Sea X el transporte paralelo de 1 a lo largo de & y f € F(a) dado por f(t) = &=L

a

Calculamos la variacién de « respecto al campo variacional fX, entonces

SE |, (b1 3
S(FX) |, Ex(0) 2% (Xu [ xu) Od”

b

= (Xuo|Xy) | du
a 0
b

= (Xou|xy) | du
a 0

:/ tx’f<X{ac’>dt

X‘(x

~Ja b—

b
- b_a/u (X|a') dt < 0.
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Notar que (X|a') > 0, dado que (n|a’(a)) > 0y X es transporte paralelo. Esto es una contradi-
cién, porque a es un minimo. Por lo tanto, a’(a) L T,P. De la misma manera, se conluye que
o' (b) L T,Q. Q.E.D.

3.5. Campos Jacobi

Los campos Jacobi describen la variacién infinitesimal de geodésicas y permiten analizar la

influencia de la curvatura en su comportamiento, constituyendo la base del Teorema de Rauch.
Consideremos ¢ : [a,b] — M una geodésica arcoparametrizada.

Definicién. Un campo X € X(0) que satisface la ecuacion (diferencial) de Jacobi (3.9) es llama-
do campo Jacobi.
D,D,X + R(¢/, X))o’ = 0. (3.9)

Observacion. Denotamos por J(0) C X(0) al conjunto de campos Jacobi sobre una geodésica ¢

Proposicién 3.5.1. El campo variacional de una variacién geodésica es un campo de Jacobi.
Demostracién. Ver [O’N83, Lema 8.3] y definicién «variaciéon geodésica» (Seccién 3.2).  Q.E.D.

Proposicién 3.5.2. Para todo par de vectores v,w € T, M, existe un iinico X € J(o) tal que
X(a) =vyDyX(a) = w.

Demostracion. Ver [O'N83, Lema 8.5]. Q.E.D.
Proposicién 3.5.3. Un campo X € J(0) con X(a) =0, DyX(a) = wy o(a) = p estd dado por
X(t) = D(expp)w/(ﬂ)(tw), t € [a,b].

Demostracion. Ver [do 92, Corolario 5.2.5]. Q.E.D.

Proposicién 3.5.4. Sea 7y : I — M una geodésica. Si M es geodésicamente completa o I es un intervalo
compacto, entonces X € J(7y) es un campo variacional de una variacion geodésica de y.

Demostracién. Ver [Leel8, Proposicién 10.4]. Q.E.D.

Proposicién 3.5.5. Suponga que M y M son variedades riemannianas y ® : M — M es una isometria
local. Sean v : I — My 4 : I — M geodésicas relacionadas por 4 = ® oy, ysean | € J(7) y
] € 3(%) relacionados por D®., (] (t)) = J(t) para todo i € I. Entonces, | es un campo Jacobi si, y
solo si, [ lo es.

Demostracién. Ver [Leel8, Lema 10.5, Local Isometry Invariance of Jacobi Fields]. Q.E.D.
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Proposicion 3.5.6. Sea M una variedad riemanniana, I C R un intervalo que contiene al 0,y o : I —
M una geodésica. Suponga | : I — M es un campo Jacobi tal que J(0) = 0. Si M es geodésicamente
completa o I es compacto, entonces | es el campo variacional de la siguiente variacion geodésica de o:

x(u,v) = exp,,(t(v+ sw)),
donde p = ¢(0), v = 9/(0) y w = D,J(0).
Demostracién. Ver [Leel8, Lema 10.9]. Q.E.D.

Desde aqui consideraremos ¢ € T'(M; p, q).

Definicién. La forma de indice I, de una geodésica no nula ¢ € Q = Q(M; p,q) es la tnica
forma bilineal simétrica
I, : T,OQOxT,Q = R,

tal que I,(V,V) = L£{(0) para todo V € T,(), donde x es una variacién de extremos fijos de ¢

y campo variacional V.

Proposicién 3.5.7. Sea o : [0,b] — M una geodésica, entonces

b
I (V, W) = ;/ {<DUVL‘DUWL> — (R(V,0")W|o') } du, vV, W €T, 0.
0
Demostraciéon. Ver [O’N83, Corolario 10.7]. Q.E.D.

Proposicién 3.5.8. Un campo vectorial X a lo largo de una geodésica o : [a,b] — M es un campo de
Jacobi si, y solo si, la forma de indice de o satisface

I,(X,Y)=0, VYYeTQ.
Demostracion. Ver [Jos17, Lema 6.2.1]. Q.E.D.

Proposicién 3.5.9. Un campo vectorial X a lo largo de una geodésica o : [a,b] — M es un campo de

Jacobi si, y solo si,

d
— (X +5sY, X +5sY) =0, VYeT,Q.
ds 5=0

Demostracion. Ver [Jos17, Lema 6.2.2]. Q.E.D.
Definicién. Definimos el indice de una geodésica ¢ como la cantidad de valores propios nega-
tivos de la hessiana de la funcién energia aplicada a la geodésica.

Definicién. Sea ¢ una geodésica. Se dice que o (a) y o(b) son conjugados alo largo de o si existe
un campo de Jacobi no nulo X sobre ¢ tal que X(a) = X(b) = 0.
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Proposicién 3.5.10. Sea o : [a,b] — M una geodésica. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. o(b) es un punto conjugado de o(a) a lo largo de o.
2. Existe una variacion geodésica x no trivial de o tal que x(b,0) = 0.

3. El'mapa exponencial exp ) = To(qsyM — M es singular en bo'(a);
Demostracién. Ver [O’N83, Proposicién 10.10]. Q.E.D.

Proposicién 3.5.11. Sea o € T(M;p,q).
1. Si no existen puntos conjugados de p a lo largo de o, entonces I, es definida positiva.
2. Si g es el iinico punto conjugado de p a lo largo de o, entonces I, semi-definida positiva.

3. Sihay un punto conjugado o (t) de p alolargode o cont € (0,1), entonces I, no es semi-definida,
a saber, existen U,V € T,Q) tales que I,(U,U) <0 < I,(V,V).

Demostracién. Ver [O’N83, Proposiciéon 10.17]. Q.E.D.

Teorema 3.5.12 (Rauch). Suponga que J; para i € {1,2} son soluciones de DDy J; + R;J; = 0 con
A-(R1) 2 A (Ro) y
DyJi(0) =0, [[1(0)] = [I]2(0)].

Entonces, ||J1|| < ||J2|| hasta el primer cero de J;.
Demostraciéon. Ver [Esc94, Rauch IIJ. Q.E.D.

Notemos que el Teorema de Rauch (1951) permite controlar cémo varia la distancia entre pun-
tos al deformar una geodésica por un campo Jacobi. Intuitivamente, cuando tenemos curvatu-
ra seccional no negativa, las geodésicas tienden a converger en comparacioén con el comporta-
miento en el espacio euclideano. La siguiente proposicion formaliza este fendmeno al establecer
que, si realizamos una variacion de los extremos de un camino geodésico ¢ mediante un cam-
po paralelo X, la distancia de los nuevos puntos extremos serd menos o igual al largo original
de ¢. El caso de la igualdad nos permite detertar la presencia de regiones planas (rectingulos
totalmente geodésicos) dentro de la variedad.

Proposicién 3.5.13. Sea M una variedad riemanniana completa con curvatura seccional no negativa
yo € T(M;p,q) con p,q € M. Ademds, sean X € X(o) paralelo tal que X L o' y x(u,v) =
exp(vX(u)) para todo u € 1. Entonces,

dist(x(0,v),x(1,v)) < dist(p,q),



3.6. Convexidad 47

con igualdad para algiin v > 0 sélo si {p,q,x(0,v),x(1,v)} forman un rectdngulo plano totalmente
geodésico.

Demostracion. Ver [Esc94, Corolario 3.4]. Q.E.D.

3.6. Convexidad

Consideremos M una variedad riemanniana conexa con borde.
Definicién. Decimos que M es convexa si cualquier par de puntos pueden ser unidos por una

curva geodésica minimizadora, ID EST,

Vp,ge M, 3FoeI(M;p,q) talque dist(p,q) = L(0).

Esta es la definicion mas usual y natural de convexidad. No confundir con geodésicamente
convexa donde se pide la unicidad de la geodésica minimizadora.

Corolario. Toda variedad riemanniana conexa completa sin borde es convexa.

Demostracién. Ver Teorema de Hopf-Rinow. Q.E.D.
Como la definicién de convexidad depende de considerar una variedad con borde omitiremos
eso al hablar de una variedad convexa.

En el 4rea de Geometria Métrica se tiene la siguiente definicién de convexidad.

Definicién. Un espacio métrico (X, ) se dice convexo si para todo par de puntos x,y € X'y
r1,12 2> 0, tenemos que

rn+rn>46xy) = B(x,r1)NB(y,n) #9,

donde B(p, ¢) es la bola cerrada con la métrica intrinseca.

En la Seccién 1.2, se definié el concepto de bola geodésica (B). Geométricamente, nos referimos
a el conjunto dado por los puntos a los que podemos llegar por caminos geodésicos. Por otro
lado, en la Seccion 3.1, recordamos la definicién de una bola métrica (B), esto porque las varie-
dades riemannianas tienen naturalmente una estructura de espacio métrico. Dado que tenemos

dos definiciones de bolas en M, es ttil probar la siguiente relacion.
Lema 3.6.1. Sean M una variedad riemanniana con borde, p € M y € € R™. Entonces, B(p, €) es una

vecindad normal de p si, y solo si, B(p,e) = B(p, ¢).

Demostracion. Supongamos que B(p, ) es vecindad normal de p, es decir, exp, : V — B(p,¢)

es un difeomorfismo y V es una vecindad estrellada de .
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Siq € B(p,¢), entonces existe u € TyM tal que g = exp,(u) y [u| < & Luego, definiendo
7(t) = exp,(tu), tenemos que

dist(p,q) < /]I |9/ (1)]| dt = /11 |ul| dt = ||u|| <.
Por lo tanto, g € B(p, ). Vale mencionar que esta inclusién se cumple a pesar de la suposicion
inicial.
Sea q € B(p,¢), a saber, dist(p,q) < &. Como exp, es un difeomorfismo, existe u € V tal que
exp,(u) = q. Ademds, como 7y : I — M dada por () = exp,,(tu) es una geodésica,

lull = [ 17/ ()] at = £(v) = dist(p, ) < e

Notar que L(y) = dist(p, q) por Proposiciéon 3.2.3. Por lo tanto, g € B(p, ¢).

Por otro lado, supongamos que B(p,¢) = B(p, ¢). Por definicién, B(p, ¢) es una vecindad nor-
mal de p. Por lo tanto, B(p, €) es una vecindad normal de p. Q.E.D.
Haciendo un par de arreglos tenemos lo siguiente:

Proposicién 3.6.2 (Caracterizacién de convexos). Una variedad riemanniana M es convexa si, y
solo si, para todo par de puntos p,q € My a,b € RY U {0} tal que a + b > dist(p, q), tenemos que

dx € B(p,a)NB(q,b) talque o' (1)=—p'(1) con a€Tpryp € lyn

Demostracién. Consideramos p,q € M. Primero supongamos que M es convexa, esto es, exis-
te o € Ty, tal que L(0) = d = dist(p,q). Supongamos que a < dy b < d, ya que de lo
contario p € B(g,d) o q € B(p,d), obteniendo la tesis trivialmente. Si a + b > d, entonces
x =0(|a—b+d|/2d) cumple todo lo solicitado.

Por otro lado, si existen x € M, « € T,y B € T, tal que a’(1) = —pB'(1), es facil ver que
ax B € Iy, con su reparametrizacion correspondiente. En este caso, a = dist(x,p) y b =
dist(x, q). Queremos mostrar que L(« * ) = dist(p, q). Por hipotesis, podemos tomar x € M
tal que dist(p, q) = dist(p, x) + dist(x, q). Entonces,

dist(p,q) = dist(p, x) + dist(x,q) < L(a) + L(B) = L(a ).

Asi pues, basta probar que dist(p,x) = L(«) y dist(g,x) = L(B). Supongamos que L(x) >
dist(p, x). Como a C B(p,dist(p, x)), entonces a(t) = exp,(tv) y

L(a) = /01 o/ (£)]| dt = /01 o]l dt = |[o]| > dist(p, x).
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Pero x € B(p,dist(p, x)) quiere decir que ||v|| < dist(p, x). Por lo tanto, £(a) = dist(p, x). De
la misma manera se tiene que £(p) = dist(g, x), completando la demostracion. Q.E.D.

Lema 3.6.3. Sea M una variedad riemanniana convexa. Para todo p € oM, existe ¢ > 0 tal que B(p, €)
es vecindad normal de p.

Demostracion. Sea p € dM C D(M). Por Proposicion 1.2.17, existe ¢ > 0 tal que U = {gq €
D(M) : distp(u)(p,q) < e} es una vecindad convexa. Luego, para todo q € B(p,e) = MNU,
existe una tnica ¢ € IT'(U; p,q) minimizadora. Por hipétesis de convexidad, o estd completa-
mente contenida en M. Por lo tanto, B(p, ¢) es una vecindad normal de p. Q.E.D.

Proposicion 3.6.4. Sea M una variedad riemanniana completa con borde. Entonces, M es convexa si,
y solo si, para todo 0 € M, existe ¢ > 0 tal que B(o, €) es una vecindad convexa.

Demostracion. Supongamos que M es convexa. Si 0 € Int(M), por Proposicién 1.2.17, existe
e > 0 tal que B(o, ¢) es una vecindad convexa. Si o € 0M, por Lema 3.6.3, existe ¢ > 0 tal que
B(o,¢') es una vecindad normal de o, a saber, V = exp, }(B(0, ¢)) es una vecindad estrellada de

-

0.

Sea { = (x',...,x") las coordenadas normales de B(o,¢'). Sean ¢ = € /2 y p,q € B(o,¢). Por
convexidad, existe ¢ € I'p, minimizadora, IN SPECIE, o(I) C B(o,¢’). Definimos la funcién
® : B(0,¢') — R dada por
m) = i(x’ m
i=1
Supongamos que o(I) ¢ B(o,¢). Luego, existe ty € (1,0) tal que dist(c(tp),0) > ey o(ty) es un
valor maximo de ® o ¢. Calculamos las derivada de ® o ¢ en t;. Por simplicidad, denotamos

ct=x'og.

Swoo() = i(é(af(t»Z) =230 ().
%qu ( Z ( f(t))) :zf ((jtaf(t))zwi(t).j;(ai(t))>.

=1 i=1

Usando la ecuacion diferencial de las geodésicas obtenemos que

d? B ek do' do?
d<I>o(7 22( Zr)dtdt

ij=1 k=1

Luego podemos reducir lo suficiente e para que el tensor anterior sea definido positivo. Ob-

teniendo que 4@ o o'(t) > 0y contradiciendo la maximalidad de ¢(t) Por lo tanto, o(I) C

dtZ
B(o,¢) y B(o, €) es una vecindad convexa.
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Por otro lado, supongamos que para todo o € M, existe ¢ > 0 tal que B(o,¢) es una vecindad
convexa. Sean p,q € My a € Q,, minimizadora, por Proposicion 3.1.13. Sea B; = B(«a(t), ;)
un cubrimiento de «(I) tal que todo B; es una vecindad convexa. Por compacidad de I, te-
nemos un subcubrimiento finito {Bx} C {B;} con k = 1,...,m. Tomamos un punto en cada
interseccién de las dos vecindades consecutivas, esto es, tg = 0, t,, = 1y tx € Bx_1 N By. Deno-
tamos a; = a(t;). Ahora bien, podemos encontrar una segunda curva minimizadora g € Q,,
dada por las geodésicas minimizadoras en los tramos escogidos, es decir, f(t) € I'(By; ax_1, ax)
sit € [ty_1, tg]. Si B tiene un vértice en algun t;, entonces podemos construir un campo vectorial
con primera variacion negativa. Esto contradiria el hecho de que f tiene largo minimo y, por
tanto, # no es una curva minimizadora, quedando como tnica opcién que B sea una geoésica
minimizadora. Por lo tanto, M es convexa. Q.E.D.
M

Proposicién 3.6.5. Sea M una variedad riemanniana completa convexa. Entonces, es semidefinida

positiva para todo (p,v) € NOM interior.

Demostracion. Sea h : T,oM — N,oM la funcién dada por Proposicion 2.5.4. Sea i € I'h C
T, M. Por convexidad de M, existe una geodésica minimizadora «a(t) = expp(tﬁ) contenida en
M. Si denotamos u = (14, ..., uy), entonces

th(uy, ..., uy—1) = tuy, > h(tuq, ..., tu,—1), Vtel

Recordando que Dhy = 0, tenemos que h(uy, ..., uy—1) > 0, esto es, 0 es un minimo local de h.
Por lo tanto, Hhg = E?,M > 0. Q.E.D.

Observacion. Notar que Bishop [Bis74] llama a las hipersuperficies con la propiedad anterior
infinitesimalmente convexas. También menciona que la proposicion reciproca «is not as obvious
as it sound», mas resulta ser cierto.

Las dos proposiciones anteriores son entregan una equivalencia entre las geodésicas y una
condicién en el borde.

Teorema 3.6.6. Sea M una variedad riemanniana completa con borde. Si (M = 0, entonces cualquier

par de puntos pueden ser unidos por una curva geodésica minimizadora contenida en Int(M).

Demostracion. Por Bishop [Bis74], existe una geodésica minimizadora o € ), , para cualquier
p,q € M. Sin perdida de generalidad, supongamos que o(3) = x € IMy ¢/(3) = v, en
consecuencia v € T,0M. Entonces,

0 < M (v,v) = <HBM(U,U)‘1/> = (Vyolv) — <V?}MU‘U> = 0.

Vale mencionar que V,v = 0, porque ¢ es geodésica, y V?Mv L v. Finalmente, obtenemos el
resultado por modus tollendo tollens. Q.E.D.
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Definicién. Decimos que M es estrictamente convexa si (9™ > 0.

El Teorema 3.6.6 nos motiva a pensar que agregar condiciones de borde es suficiente para tener
propiedades geométricas. Asi pues definimos una condicién atin més «fuerte».

Definicién. Decimos que M es fuertemente convexa si existe k € R* tal que (9™ = k.
Observacion. Es facil notar que fuertemente convexo implica estrictamente convexo.

Teorema 3.6.7. Sea M una variedad riemanniana compacta. Si M es estrictamente convexa, entonces

M es fuertemente convexa.

Demostracion. Sea @ # dM el borde de M, de lo contrario no hay mucho que probar. Tomamos
N € T(NoM) con vectores normales apuntando al interior de M. Definimos la funcién & :
OM x S! — R dada por

P(p,v) = <HaM(U,ZJ)‘NP>.

Luego, basta notar que ® es una funcién continua con dominio compacto. La convexidad estric-
ta nos dice que ®(p,v) > 0 para todo (p,v) € IM x S!, entonces ® tiene valor minimo global
positivo, es decir, existe k € R" tal que (2™ = k con v = N,. Por lo tanto, M es fuertemente
convexo. Q.E.D.

Lo que queremos hacer ahora es generalizar un Corolario de Teorema de Hopf-Rinow. La de-
mostracion del siguiente lema esta fuertemente inspirada en la presentada por Jost [Jos17] para
el Teorema de Hopf-Rinow.

Proposicién 3.6.8. Sea M una variedad riemanniana completa estrictamente convexa y P, Q subvarie-
dades riemannianas de M compactas tal que 0P,0Q C dM. Entonces, existe una geodésica minimiza-
dora o € Qp .

Demostracion. Dado que Py Q son conjuntos compactos, existen p € Py g € Q tales que

A = dist(p,q) = dist(P, Q).

Luego, sea {a,} € Q,, una sucesién de Cauchy. Como M es un espacio métrico comple-
to, entonces existe una curva & € ), , minimizadora. Vamos a considerar « : [0,1] = My
|l&/(t)]| = A paratodo t € [0,1].

Seap > 0y po € 9B(p,p) es un minimo de la funcion d,(t) == dist(q, t). Entonces, po = exp,, (pv)
para algtin v € T,M tal que ||v| = A; y consideremos la geodésica 0(t) = exp,(tv). Queremos
probar que

a(1) =q.



52 Capitulo 3. Geometria variacional de geodésicas

Para este propdsito, usaremos un argumento de abierto-cerrado. Sea

I={tc[0,1]:dy(a(t)) =ds(c(t))}.

Sabemos que I # @, ya que 0 € I, y que I es cerrado por continuidad de d;. Por tanto, basta
probar que I es abierto, para que I = [0,1].

Sea tyg € Iy po > 0 tal que podemos definir una bola normal de 0y = 0 (t), sin perdida de
generalidad po < 1 — to. Sea m € dB(0p, po) el valor minimo de la funcién d;. Entonces

dist(p, m) + dist(m, q) > A.
Para cualquier curva B € Q4 existe B(t) € dB(0o, o). Luego,

L(p) = dist(co, B(t)) + dist(B(t), q) = po + dist(B(£),4) = po + dist(rm, q).

En particular,
dist(0p, q) > dist(op, m) + dist(m, q)

y la desigualdad triangular nos da la igualdad. Identificamos por v : [0, pg] — M a la geodésica
que una my oy
dist(0p, q) = dist(op, m) + dist(m, ). (3.10)

Procedemos usar la Proposicion 3.2.1 para determinar si & es una curva minima, definiendo
7 :[0,t0 + po] — M dada por

B o(t), sit € [0,t];
o(t) =
{’y(tto), Siteto—f—[o,po].

Sea x una variacion de extremos fijos tal que x,(tp,0) = (x,+ — x,,- ) (f0,0), entonces

= £4(0) = —[|(xu — x,+) (o, 0)||* < 0.
(to,v)

E)/((Z)) = <Xu* - Xu*‘XU>

Por tanto concluimos, por contradiccion, que ¢’ (tg) = 9/(0). Esto a su vez nos dice que ¢ es
una geodésica y, unicidad de las geodésicas, o = 7. Finalmente, m = o (ty + po).
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Luego,
dist(c(to + po),q) = dist(co, q) — dist(co, o (to + po))

= dist( (to), q) — por

— Adt - / Adt

= Adt

to+po

= dist(a(to + po),9)-

Por lo tanto, tg + po € I. Q.E.D.

Teorema 3.6.9. Sea M una variedad riemanniana estrictamente convexa. Sean P, Q subvariedades rie-
mannianas de M compactas borde libre. Entonces, existe una geodésica ¢ € Qp o minimizadora normal.

Demostracion. Se tiene de Proposicion 3.6.8 y Lema 3.4.4. Q.E.D.

Ya habiendo visto que el borde es muy importante para el trabajo de las geodésicas, es natural
pensar en trabajar el dlgebra tensorial de la segunda forma fundamental. Con eso motivamos
las siguientes definiciones.

Definicién (medio-convexidad). Decimos que una variedad riemanniana compacta es estric-
tamente medio-convexa si Tr(¢2M(x,x)) = 0. De la misma manera, diremos que M medio-
convexa si Tr(£9M(x, x)) = 0.

Definicién. Decimos que una variedad compacta es k-convexa si la suma de sus k menores

curvaturas principales (con respecto al vector normal interior) es positiva.

Definicién (k-convexidad). Sea M una variedad riemanniana con borde 0 M. Decimos que M
es k-convexa si en cada punto p € dM, la suma de las k menores curvaturas principales del
operador de forma

Sp: Tp(OM) — Ty (0M)

es no negativa.

En particular, si 0M no es conexo, se asume que cada componente conexa de dM es una va-
riedad con borde (posiblemente con borde libre), y la condicién anterior se aplica de manera
independiente en cada componente.

Observacién. La hipétesis sobre componentes conexas con borde libre no altera los resultados
posteriores: las demostraciones dependen tinicamente de la condicién local de curvatura en los
puntos de dM.
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Capitulo 4

Resultados principales

En este capitulo se desarrollan los resultados centrales de esta resis. El capitulo comienza en
las Secciones 4.1 y 4.2, donde se aborda el Teorema de Frankel tanto en su formulacién cldsica
basada en curvatura seccional como en el caso de hipersuperfies con curvatura de Ricci po-
sitiva. Posteriormente, en la Seccion 4.3, se desarrollan los resultados obtenidos en el caso de
variedades riemannianas con borde, lo que representa uno de los puntos clave del anélisis. El
capitulo concluye en la Seccion 4.4 con la presentacién de un resultado de rigidez usando las

técnicas estudiadas de variaciones de geodésicas.

4.1. Teorema de Frankel

Lema 4.1.1. Sea M una n-variedad riemanniana con borde y P, Q dos subvariedades de M tal que existe
una geodésica o € T'p g normal. Si Int(c) C Int(M) y dim P + dim Q > n, entonces existe un campo
vectorial paralelo a lo largo de o con extremos tangentes a Py Q.

Demostracion. Sea V. C T,(1)M el subespacio vectorial de vectores X(1) donde X € X(0) es
un campo vectorial paralelo tal que X(0) € Ty P. El espacio de campos vectoriales paralelos
tangentes a Py Q esta identificado por V N T,(1)Q, a este conjunto lo denotamos por U C X(0).
Calculamos la dimensién de dicho espacio vectorial.

dim P + dim Q = dim V + dim(T,;)Q)
= dim(V N T,1yQ) + dim(V + T,(1,Q)
< dim(V N Ty(1)Q) +dim M — 1

La desigualdad se deduce de que las subvariedades deben tener codimension al menos 1 para
que exista una geodésica normal. Luego, por hipotesis de dimension.

dimM < dim(V N T, Q) +dimM -1 = 1< dim®.

Por lo tanto, Y # @. Q.E.D.
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Teorema 4.1.2 (Frankel, 1961). Sea M una variedad riemanniana completa con curvatura seccional
positiva y P, Q dos subvariedades de M cerradas totalmente geodésicas. Si dim P + dim Q > dim M,
entonces PN Q # @.

Demostracién. Supongamos que P N Q = &. Por Proposicién 3.2.4, existe una geodésica o €
I'p o minimizadora normal y, por Lema 4.1.1, existe un campo vectorial paralelo X € X () con
extremos tangentes a P y Q, esto tltimo considerando que 0M = &. Ahora bien, calculamos la
segunda variacion de la energia respecto a X con if = X(0) y 7 = X(1).

s
6X2

=/H{||DtX||2— (R(X,¢")'|X) } do + (119(3, 5)

0’(1)> . <11P(ﬁ, i)

7'(0))

g
. _/<R(X,U’)0’|X> do < 0,

I
dado que D;X = 0, I1” (i1, i) = I19(5,7) = 0y X L ¢’. Esto es una contradiccién, puesto que
es una curva minimizadora. Por lo tanto, PN Q # &. Q.E.D.

Para clarificar el impacto geométrico de este teorema, damos el ejemplo de la esfera.

Ejemplo. Sea (S?,6) la 2-esfera con la métrica inducida de R3. Estd muy estudiado que S? es una
variedad riemanniana completa con curvatura seccional positiva y tiene dimensioén 2. Consi-
deramos P un circulo maximal que une el polo norte y sur (meridiano), mientras que Q por la
linea del ecuador. Las subvariedades P, Q son cerradas y totalmente geodésicas de dimensién
1. Un hecho bastante demostrado es 1 +1 = 2, entonces el teorema de Frankel nos dice que
PN Q # @ (ver Figura 4.1).

FIGURA 4.1: P en azul y Q en rojo.

Ejemplo. A pesar de que el ejemplo anterior es el mds iconico y graficable, se debe tener en
cuenta que la hipétesis funciona para codimension mayor a 1. Consideremos (S”, d) la n-esfera
con la métrica inducida de R"*! y V, W dos subespacios vectoriales de R"*! tales que dim V +
dimW = k+h > n+ 2. Lee [Leel8, pag. 137] explica que las subvariedades P = VNS"y
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Q = WNS5" son totalmente geodésicas, en particular todas las subvariedades de 5" totalmente
geodésicas se obtienen intersectando un subespacio vectorial de R"*! con la n-esfera. Notemos
ademds que dim P = k — 1y dim Q = h — 1, en consecuencia

dimP+dimQ=k—14+h—-1=(k+h)—2> (n+2)—2=dimS".
Por el teorema de la dimensién de subespacios vectoriales, obtenemos que VN W > 1y por

tanto hay puntos que pertenecena P N Q.

El Teorema de Frankel establece un precedente sobre la interseccién de subvariedades en es-
pacios sin borde; sin embargo, al introducir un borde convexo, es posible emplear las mismas
herramientas variacionales para estudiar la estabilidad de las geodésicas ortogonales al borde.

Lema 4.1.3. Sea M una n-variedad compacta con borde estrictamente convexo 9M # @ y Sec™ > 0.

Entonces, cualquier camino geodésico o ortogonal a dM es sus extremos posee indice Ind(c) > 1.

Demostracién. Por Lema 4.1.1, existe un campo vectorial paralelo X € X(c) con extremos tan-
gentes a M, ya que 0’ L dM. En particular, analizando la demostracion de Lema 4.1.1, existen
n — 1 campos vectoriales paralelos F (¢)-linealmente independientes. Usamos la Ecuacion (3.5),

V)

52E !

e

= /]1 {IIDex|? = (R(X, ¢")e’|X) } dor + (1M (X, X)

0
< —/(R(X,(T’)U/PQ do < 0.
T

La desigualdad estricta se da por la condicién de convexidad,

(1°M(X(0), X(0))

7Y(0) >0 y = (IPM(X(1),X(1))

7’(1)> > 0.

Por lo tanto, existen n — 1 campos vectoriales X € X(0) tales que I,(X,X) < 0, es decir,
Ind(c) >n—1. Q.E.D.

Schoen [Sch06] nos entrega un resultado mds general, puesto que 1-convexo es por definicién
estrictam,ente convexo.

Proposicion 4.1.4. Sea M una variedad compacta con borde no vacio. Supongase Sec™ > 0 y el borde
OM es k-convexo, para algiin 1 < k < n — 1. Entonces cualquier segmento geodésico -y, ortogonal a oM
en sus extremos, satisface Ind(y) > n — k donde el indice es tomado para la condicion de borde libre
relativoa N = oM.

Demostracién. Ver [Sch06, E3]. Q.E.D.
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4.2. Curvatura de Ricci

La curvatura de Ricci impone fuertes restricciones en la geometria y topologia de una varie-
dad. En particular, bajo hipétesis de positividad o no negatividad, se obtienen resultados de
interseccién y conexidad que condicionan la disposicién de hipersuperficies minimales y la
estructura del borde.

Teorema 4.2.1. En una variedad riemanniana completa conexa de curvatura de Ricci positiva cualquier
par de hipersuperficies minimales deben intersectarse.

Demostracién. Supongamos que P N Q = &. Por Proposicién 3.2.4, existe una geodésica o €
I'p o minimizadora normal. De la demostracién de Lema 4.1.1, se puede concluir que dim U >
dim P + dim Q + 1 — n. Pero, por hipétesis, tenemos que P y Q son hipersuperficies, por tanto
n —1 < dim Yy, en consecuencia, existen n — 1 campos vectoriales paralelos X; € X(c) lineal-
mente independientes con extremos tangentes a P y Q. Haciendo la suma de las variaciones de
dichos campos, se ve que

n—1 525
)y e

i=1

n—1
== / (R(X;,0")d’| X;) do = — /Ric(a') do < 0.
o i=1 71 I
Obteniendo la misma contradicién que en Teorema de Frankel. Por tanto, PN Q # &. Q.E.D.

Teorema 4.2.2. Sea M una n-variedad riemanniana compacta orientable con borde no vacio oM. Su-
pongase M tiene curvatura de Ricci no negativa y borde estrictamente convexo. Entonces, cualquier par
de hipersuperficies propiamente incrustadas minimales orientables X1 y X en M con borde libre sobre
OM deben intersectarse, ID EST, 1 N Xy # .

Demostracién. Ver [FL17, Lema 2.4], o bien, Naff y Zhu [NZ24]. Q.E.D.

Observacién. La demostracion del Teorema 4.2.2 presentada por Fraser y Li emplea métodos
fundamentados en el andlisis de ecuaciones en derivadas parciales, especificamente mediante
el uso del principio del maximo aplicado a la comparacién del Laplaciano de funciones dis-
tancia. En contraste, los enfoques cldsicos de Frankel y Petersen y Wilhelm son de naturaleza
esencialmente variacional; estos se basan en el estudio de la estabilidad de geodésicas a tra-
vés de la formula de la segunda variacién de la energia y el andlisis de campos de Jacobi. El
interés de este trabajo radica en adaptar estas tiltimas técnicas de corte geométrico-variacional
para abordar el problema de interseccién en el contexto de variedades riemannianas con borde
convexo, donde la presencia del borde introduce términos adicionales en el indice de Morse.
La demostracién del Teorema anterior expuesta por Fraser y Li involucra herramientas mas

«analiticas», como la comparacion de Laplaciano de funciones distancias. Por lo que pensamos
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en como resolver un problema similar usando las herramientas que us6 Frankel o Petersen
y Wilhelm.

Los siguientes resultados estan relacionados con el articulo de Fraser y Li.

Proposicion 4.2.3. Sea M una n-variedad riemanniana compacta con borde no vacio 0M. Supdngase
M tiene curvatura de Ricci no negativa y borde estrictamente convexo. Entonces, M es conexo, y el
homomorfismo

(M) & (M),

inducido por el mapa inclusion 1 : OM — M es sobreyectivo.
Demostracién. Ver [FL17, Proposicién 2.8]. Q.E.D.

Proposicion 4.2.4. Sea M una n variedad riemanniana compacta con borde no vacio d M. Supdngase M
tiene curvatura de Ricci no negativa y borde estrictamente convexo. Sea X una hipersuperficie minima
propiamente incrustada en M con borde libre sobre O M. Si tanto X como M son orientables, entonces %
divide M en dos componentes conexas (1 y ().

Demostracion. Ver [FL17, Corolario 2.10]. Q.E.D.

4.3. Curvatura Seccional

Del Teorema de Frankel sabemos que la curvatura seccional es una condicién mads fuerte que
la de Ricci. Surge entonces la pregunta de si pueden obtenerse resultados de interseccién y co-
nexidad al debilitar la curvatura imponiendo condiciones a la dimensién de las subvariedades.

En esta seccion presentamos los resultados originales de esta tesis.

Proposicién 4.3.1. Sea M una n-variedad riemanniana compacta con borde OM # &. Suponga que M
es estrictamente convexa y tiene curvatura seccional positiva. Ademds, sean Py Q dos subvariedades de

M compactas totalmente geodésicas con borde libre. Si dim P 4 dim Q > n, entonces PN Q # @.

Demostracion. Supongamos que PN Q = &. Por Teorema 3.6.9, existe una geodésica o € I'p g
minimizadora normal. Sea 0(0) = p € Py c(1) = q € Q. Ademads, sean p’ y ¢’ sus respectivos
vectores velocidad. Si p € 9P, entonces p’ € T,0M, por la condicién de borde libre. Luego,

v>:O,

con V,p' =0yv € Ny,oM. Por lo tanto, p € Int(P). De manera analoga, g € Int(Q).

obtenemos la siguiente contradiccién utilizando la convexidad

o< ()

v> =(Vyp'|v) - <V?,Mp/
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Por Lema 4.1.1, existe un campo vectorial paralelo X € X(¢) tangente a P y Q. Usamos la
Ecuacion (3.5) con i = X(0) y 7 = X(1)

s
6X?

) I/]I{HDtXHZ— (R(X,0")"|X) } do+ (119(7, )

:—A<MXJ%ﬂXﬁw<O

¢>—@ﬁwj)

)

Esto es una contradiccién, puesto que ¢ es una geodésica minimizante. Q.E.D.

Observacién. La demostracion es muy similar a la de Teorema de Frankel, a excepcién que de-
bemos revisar qué ocurre en el borde de la variedad. Buscamos obtener la misma conclusién

bajo convexidad y curvatura seccional no negativa.

Lema 4.3.2. Sea M una n-variedad riemanniana compacta con borde oM # &. Si M es estrictamente

convexa y tiene curvatura seccional no negativa, entonces dM es conexo.

Demostracién. Supongamos que dM no es conexo, entonces P U Q = dM, donde P, Q son hi-
persuperficies no vacias que tienen segunda forma fundamental definida positiva respecto al
vector normal apuntando al interior. Por Teorema 3.6.9, existe una geodésica ¢ € Q(P,Q)
minimizadora normal. Por Lema 4.1.1, existe un campo vectorial paralelo X € X(0) tal que
v = X(0) L ¢’(0). Notamos que u L ¢/(1), donde u = X(1). Como M es estrictamente conve-
xa, existe k € R tal £9M(x, x) > k. Calculamos la segunda variacién de o respecto a X,

1

2 1
e :/0 IV X||> = (R(X, o)’ |X) dt + (VxX|o")
0

5x2

o /01 (R(X,0")d'|X) dt — (V| =0’ (1)) — (V0| (0))
=- /01 sec(X, )| X|[?ler|[2 dt — (TT(u, u)|—’ (1)) — (Ti(v,0) |0’ (0))
<0-k—k<O.

Notar que ¢/(1) apunta al exterior. La desigualdad contradice que ¢ es un geodésica minimi-
zante. Por tanto, 0 M es conexo. Q.E.D.

Observacién. El lema anterior es un caso particular de Proposicion 4.2.3.

Lema 4.3.3. Sea M una n-variedad riemanniana compacta con borde oM # &. Suponga que M es
estrictamente convexa y tiene curvatura seccional no negativa. Si P es una subvariedad de M compacta
totalmente geodésica con borde libre y dim P > 0, entonces 0P # .
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Demostracion. Supongamos que PN JM = &. Como Py dM son conjuntos compactos, entonces
dist(P,0M) > 0. Por Teorema 3.6.9, existe una geodésica ¢ € Qp 3 minimizadora normal.
Notemos que oM tiene borde libre, ya que d(dM) = @.

Por el Lema 4.1.1, existe un campo vectorial paralelo X € X(c) tangentea Py oMenpy g,
respectivamente. Si x es una variacién con X su campo variacional, entonces

1

528 1 )
:i/HVWXH—{ROQHW@X%%+<VXXW§
o 0 0

ox2

:-A1@«XAﬂWﬂX>dt—<VQM—U%U>—<VQMU%®>

:‘—AldeﬂﬂHXWHdFdr—Uumuﬂ—axm>_<nwﬂ0w%m>
<0—k—0<0.

Esto dltimo contradice que ¢ es un geodésica minimizadora normal, luego P N dM # &. Como
M es estrictamente convexa, P no puede intersectar tangencialmente a 9M. En conclusion, 0P #
. Q.E.D.

Otra manera de demostrar lo anterior es como consecuencia de la siguiente proposicion.

Proposicién 4.3.4. Sea M una n-variedad riemanniana compacta con borde oM # &. Suponga que
M es estrictamente convexa y tiene curvatura seccional no negativa. Si o es una geodésica maximal,
entonces o N OM # @. Mds min, si c(b) € OM, entonces ' (b) & T, ;,OM.

Demostracion. Sin perdida de generalidad, sea ¢ : [0,b) — M una geodésica maximal con
|c’|| =1, donde b € (0, o0]. Ademds, denotamos

A = dist(o,0M) = inf {dist(c(t),0M) : t € [0,D)}.

Queremos decir que ¢ se aproxima al borde de manera transversal. La demostracién se consiste
de cuatro casos.

Primero, supongamos que A > 0y b < co. Notemos que, usando |¢’|| = 1y la compacidad de
M, podemos definir o(b) € Int(M) y, en consecuencia, podemos extendercad : [0,b+¢) - M
para € > 0. Esto contradice la maximalidad de ¢.

En segundo lugar, supongamos que A > 0y b = co. Por un lado, si existe a € [0,0) tal
que dist(c(a),0M) = A, entonces podemos usar la segunda férmula de variacion Energia.
Explicitamente,

0
6X2

= [{IDXI? = (RGGA)Y[X) } dy + (WX X)) (1),
v
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donde v € T, ;) oM minimizadora y X € X(vy) paralelo tal que X(0) = o/(a) y X(1) € T,0M.
Luego, por convexidad y curvatura,

—/]I<R(X,'y’)'y"X> dy + (TI(X, X)|7') (1) < 0+ (II(X, X)|7) (1) < 0.

Por otro lado, si el minimo no se alcanzara, entonces lim;_,« dist(c(t),0M) = A. Luego, po-
demos encontrar una sucesion creciente {t,}, C R tal que lim,_, dist(c(t,),0M) = Ay
limy, ety = 0. Sea 0y, (t) = o(t, +t) para t € [—¢,¢|. Por corolario de Teorema de Arzela-
Ascoli, existe una subsucesion de {0, } que converge uniformemente a la geodésica 7 : [—¢, €] —
M. Notemos que 7(0) es el punto de & mds cercano a M, dado que
dist(co(t),0M) = lim dist(o(ty +t),0M) > A = lim dist(co(t,),0M) = dist(c(0),oM).
n—oo n—oo
Ahora bien, basta usar la férmula de la segunda variacion para llegar a una contradiccién como

se hizo anteriormente.

Para el tercer caso, supongamos que A = 0y b = co. Usamos la misma construccién del caso
anterior para obtener la geodésica ¢ : [—¢,¢] — M tal que 5(0) = p € dM. Luego, tenemos que
7'(0) € T,0M. Lo que no puede pasar por la estricta convexidad del borde.

Como ultimo caso, supongamos que A = 0y b < o0. Sea {t,} C [0,b) una sucesion creciente,
por tanto convergente, tal que lim, . 0(t,) = p € IM. Silim, o t, = a # b, entonces 0(a) =
p € oM. Por tanto, lim,_,« t, = b. Dado que ¢ velocidad constante, podemos extender ¢ al
borde como o (b) = lim; ;- 0(t) = p € dM. Ademas, por la convexidad de M, no podemos
tener que 0’ (b) € T,0M. Q.E.D.

La préxima proposicion es un paso previo al caso general.

Proposicion 4.3.5. Sea M una n-variedad riemanniana compacta con borde OM # &. Suponga que M
es estrictamente convexa y tiene curvatura seccional no negativa. Ademds, sean P y Q dos subvariedades
de M compactas totalmente geodésicas con borde libre. Si dim P + dim Q > n, entonces PN Q # O.

Demostracién. Por el Lema 4.3.3, P y Q tienen borde no vacio. Por Proposiciéon 2.5.2 tenemos
que dimoM =n—1y

dimP+dimQ >n+1 — dimdP +dimadQ >n — 1.

Por tanto, podemos usar el Teorema de Frankel en dM si mostramos las hipdtesis correspon-
dientes.

El borde dM es un subconjunto cerrado de My, por tanto, es un conjunto compacto. Luego, por

corolario del Teorema de Hopf-Rinow, 0M es una variedad riemanniana completa.
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La compacidad de dP y 0Q sale de que son subconjuntos cerrados de M que es compacta.

Para mostrar que dP es totalmente geodésica en dM, debemos calcular el segundo tensor fun-
damental de dP en 9M, al que denotaremos II9},. Dado que P es totalmente geodésica en M, el

segundo tensor fundamental de P se anula, esto es,
0=1"(X,Y) = VxY - VLY, VX,Ycx(P).

En particular, lo anterior se cumple para todo X, Y € X(0P). Tomamos la proyeccién tangente
sobre 9P y la aplicamos a la igualdad VxY = V%Y, dando como resultado que

Tan’™(VxY) = Tan®™(VEY).

Por Lema 3.4.2, tenemos que Tan? (ii) = Tan(d) para todo ii € T,P con p € OP. Asi pues, si
X,Y € X(oP),

VMY = Tan®M(VxY) = Tan®M(VEY) = Tan®’ (VEY) = V&Y.

Notemos que I35 (X, Y) = VMY — VY. Por lo tanto, 9P es totalmente geodésica en M. El

mismo razonamiento se usa para 9Q.

Para determinar la curvatura de oM, usamos: la Ecuacion de Gauss, la hip6tesis de convexidad
y la no-negatividad de la curvatura interior. Sean u, v vectores linealmente independientes de
T,0M. Como la segunda forma fundamental es simétrica y definida positiva, por argumentos
de Algebra Lineal, existe una base ortogonal {i,5} de < u,v > tal que (Si1|5) = 0. Luego,

v, . (Sulu) (Sv|v) k?
w(u,v) = x(1,0) = &(i1,0) + 5~ >0+ ~—s > 0.
ialiEhs (zlliz])?
donde « y & son las curvaturas seccionales de 0M y M, respectivamente. Q.E.D.

Teorema 4.3.6. Sea M una n-variedad riemanniana compacta con borde oM # &. Suponga que M
tiene curvatura seccional no negativa y el borde es convexo. Ademds, sean P, Q dos subvariedades de M
compactas totalmente geodésicas bilaterales con borde libre. Si dim P 4 dim Q > n, entonces P N Q #
g.

Demostracion. Supongamos que PN Q = &. Por Teorema 3.6.9, existe una geodésica o € I'p g
minimizadora normal. Por Lema 4.1.1, existe un campo vectorial paralelo X € X(¢) con extre-

mos tangentesa Py Q.

b
B /ab {IDX|* = (ROX, )| X) | da+ (VX[a') | <0

a

v
6X2
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Notemos que la expresién anterior no puede ser negativa, ya que eso implica que la geodésica

no es minimizadora. Por lo tanto,

X2,
Construimos la variacion x(u,v) = exp(vX(u)). Como P y Q son totalmente geodésicas, la
variacién x es una variaciéon de curvas en Qp o. Por Proposicion 3.5.13, la variacion reduce la
distancia entre P y Q, lo que no es posible porque ¢ es una geodésica minimizadora. Por lo

tanto, x es una variaciéon geodésica que preservan la distancia y son normales.

Sin perdida de generalidad, por Proposicion 4.3.4, la geodésica t — exp(tX(0)) intersecta oM
en tiempo fy. Luego, la geodésica y(t) = exp(tpX(f)) tiene vector tangente en el espacio tan-
gente al borde, esto es una contradiccién. Por lo tanto, PN Q # @. Q.E.D.

Observacion. Aligual que el principio de conexidad enunciado por Fraser y Li [FL17], podemos
decir algo de la conexidad de las subvariedades.

Corolario. Con las condiciones sobre M y oM como en el Teorema anterior, toda subvariedad totalmente
geodésica en M con borde libre y dimensién [ n/2 ] es conexa.

4.4. Rigidez

En esta seccién estudiamos la rigidez de regiones delimitadas por hipersuperficies totalmente
geodésicas, motivados por el Teorema 4 de Petersen y Wilhelm [PWO03], que clasifica hipersu-
perficies minimas cerradas disjuntas. Recordemos primero dicho resultado.

Teorema 4.4.1. Sea M una variedad riemanniana completa y conexa de curvatura de Ricci no nega-
tiva, y sean Ny, Np dos hipersuperficies minimas cerradas y conexas. Si las dos hipersuperficies no se
intersectan, entonces ambas son totalmente geodésicas y se cumple uno de los siguientes casos:

» Ambas hipersuperficies son bilaterales y dividen M en 3 componentes conexas; la region entre las
dos hipersuperficies se descompone como un producto Ny x [a, ], con fronteraen Ny ~ Ny x {a}
y Nz ~ N1 X {b}

» Ambas hipersuperficies son bilaterales y dividen M en 2 componentes conexas; ambas hipersuper-
ficies son isométricas entre si y M es isométrico a un toro de mapeo

N1 X [a,b]
(x,b) ~ (y,b) siysolosi p(x) =y

7

donde ¢ : Ny — Nj es una isometria.

» Una hipersuperficie, digamos Ny, es unilateral y la otra bilateral. La regién entre las hipersuper-
ficies se descompone de la siguiente manera: Existe una aplicacion de recubrimiento riemanniano
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doble 7t : N — N y la region entre las hipersuperficies es isométrica al cilindro de mapeo

N2 X [a, b]
(x,b) ~ (y,b) siysolosirm(x)=rmn(y)

s Ambas hipersuperficies son unilaterales. Existen aplicaciones de recubrimiento riemanniano doble
7t; : N — N; desde una hipersuperficie totalmente geodésica en M y M es isométrico a un doble

cilindro de mapeo
N1 X [a1 , IZZ]

(x,a;) ~ (y,a;) siysolosi m;(x) = mi(y)”

Demostracion. Ver [PW03, Teorema 4]. Q.E.D.

Observacién. En los casos descritos, las expresiones en forma de fracciones representan el espa-
cio cuociente del producto riemanniana definido en el numerador, bajo la relacion de equiva-
lencia explicitada en el denominador.

El siguiente es un ejemplo del primer caso del Teorema anterior.

Ejemplo. Si (M, 4) una n-variedad riemanniana cerrada, entonces (M x R, é + dt?) es una va-
riedad riemanniana completa. Luego, para a,b € R tenemos que P = M x {a} y Q = M x {b}
son dos subvariedades totalmente geodésicas. Por tanto, la regién que delimitan Py Q es

Q={(pt) e MxR:a<t<b}.

En particular, si M = S! tenemos algo parecido a la Figura 4.2.

FIGURA 4.2: () en gris, P en azul y Q en rojo.

Observacién. Fraser y Li [FL17] mencionan el Teorema 4.4.1 como resultado de «rigidez», tras
comentar que la Teorema 4.2.2 no es cierta si se asume sélo curvatura de Ricci no negativa y
borde débilmente convexo.
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Nos referiremos por rigidez a aquellos fendmenos donde una variedad que satisface una cota
geométrica alcanza el caso limite de una desigualdad, forzando a que la estructura geométrica

sea Unica, esto se traduce en isometrias.

Este resultado motiva a usar las técnicas variacionales, estudiadas en el Capitulo 3, para dar
una demostracién alternativa. Para ello debemos suponer algunas hipétesis mds fuertes, a sa-
ber, curvatura seccional no negativa e hipersuperficies totalmente geodésicas. Ademas, de-
mostraremos una version para variedades riemannianas con borde, agregando las hipétesis de

convexidad y borde libre.

Bajo las hipétesis de curvatura seccional y convexidad del borde, la férmula de la segunda va-
riaciéon acttia como un detectore de rigidez, es decir, si las subvariedades no se intersectan, la
estabilidad de la geodésica minimizante fuerza la anulacién del indice de la geodésica. Esto
permite identificar la existencia de campos de Jacobi paralelos que generan un producto carte-
siano. Asi, el enfoque variacional proporciona un camino para reconstruir la geometria global

de la variedad ambiente.

Teorema 4.4.2 (Rigidez I). Sea M una n-variedad riemanniana completa de curvatura seccional no
negativa y P, Q dos hipersuperficies conexas cerradas totalmente geodésicas bilaterales. SiPNQ = Oy
delimitan un dominio Q) C M, entonces Q) = P x [0, A], donde A = dist(P, Q).

Demostracién. Aunque M no es necesariamente compacta, enfatizamos que P, Q si lo son y no
tienen borde. Por Proposicién 3.2.4, existe una geodésica ¢ € I'p o minimizadora normal, de
modo que (p,q) = (0(0),0(1)). Ademas, arcoparametrizamos o, esto es, ¢ : [0,A] - My
|o’|] = 1. Luego, para una vecindad normal &/ C P de p, definimos el mapa ® : U x [0,A] - M

dado por
D(x,t) = exp, ;) (Pos(exp, ' (1)),
recordando que P, +(v) es el transporte paralelo de v € T, P alo largo de ¢. Notemos que

P(x,0) = expg(o)(Pg,o(expgl(x))) = expp(exprjl(x)) =x, Vxel.

Ademas, ®(x,A) € Q para todo x € U, puesto que P‘m(exprﬂ(x)) €eT,Qy

®(x,1) = expy () (Poa(exp, ' (1)) = exp, (Pop (exp, ! (x)):

Lo siguiente es mostrar que H % (P(x, 1)) H es constante. Definimos la familia de curvas suaves
Yx ¢ [0,A] = M tal que y,(t) = ®(x,t) con x € U. Por Proposicion 3.5.13, tenemos que
L(7x) < A.Eso, sumado a que §x € Qp o para todo x € U, nos permite concluir que L(yx) = A
y, por lo tanto, 7y, es una geodésica. Luego, H 9(D(x, 1)) H = [|7%|| = 1 para todo x € U.
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Cabe mencionar del argumento anterior que las geodésicas vy, ademas de minimizadoras, tam-
bién son normales a Py Q por Lema 3.4.4. Por ende, podemos expresar y definir ® globalmente
usando el mapa exponencial normalalf C P.Sea ¥ : P x [0, A] — M dado por

¥(x,t) =exp,(tN(x)),

donde N es un campo unitario normal a P, entonces ¥ (x,t) = ®(x,t) para todo x € U.

Relativo al punto anterior, el conjunto de puntos x € P tales que: dist(x, Q) = dist(p,Q) y
Y(x,A) € Q; es abierto en P. Ademds, este conjunto también es cerrado por la continuidad de

la funcién distancia y exponencial normal. Por lo tanto, ®(x,t) = ¥(x, t) para todo x € P.

Ahora bien, analizamos H%(Cb(x,t))H. Sea u € T,P x [0,A], definimos & : [0,x] — P x [0,A]

dada por a(s) = exp, (su). En particular, elegimos u tal que a(s) = (exp,(su), ¢).

Por Proposicion 3.5.13, tenemos que {(x, ), (x,0),a(s), P o a(s)} es un rectdngulo plano total-
mente geodésico para todo s € [0, k. Esto quiere decir que ®ow : [0,x] — P x [0,A] es una
geodésica tal que k = L(a) = L(P o a). Entonces,

IDD(x, ) (w)]] = || £(@oa(s))]| || = [(®oa) ()] = o O] = Jull.

Ademés, (d¢|u) = 0. Por lo tanto, ® es una isometria local.

Ahora bien, para probar que ® es una isometria falta ver que es biyectiva. Definimos el conjunto
S = {t € (0,A] =¥ Ipxjoy € inyectiva}.

Dado que P es una hipersuperficie regular, el Teorema de la Vecindad Tubular garantiza la
existencia de un ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que la aplicacién ¥ restringida a P x [0, ¢]
es un difeomorfismo sobre su imagen y, por tanto, inyectiva. Esto muestra que S # @. Luego,
al S ser un subconjunto de los niimeros reales acotado superiormente, el Axioma del Supremo

nos asegura que existe T = sup S.

Supongamos que T < A y denotamos por (); al conjunto de puntos en ) que estdn a distancia
T de P. Notemos que (); viene dado por la imagen de P por la exponencial normal en tiempo
T, estoes, Oy = {¥(x,7) : x € P}. Ademds, como demostramos que ¥ es una isometria, el
conjunto (); es una hipersuperficie totalmente geodésica. Observemos que 0 N Q = &, ya
que estdn a distintas distancias de P. En consecuencia, podemos hacer el mismo razonamiento
reemplazando P por Q, es decir, existe T > 7 tal que ¥ [p, 4 es inyectiva para todo t < 7';
esto contradice la condicion de supremo de 7. Por lo tanto, T = A y ® es inyectiva.

Para la sobreyectividad, notemos que estamos trabajando en un dominio convexo (), ya que el
borde del dominio es P U Q que es totalmente geodésica. Entonces, para todo 7 € () existe una

geodésica « que minimiza la distancia a P. Dicha geodésica es normal a P y podemos escribirla
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como parte de la familia -y, para algan x € P. Si j estd a distancia t de P, entonces p = v, (t) =
¥ (x,t); esto quiere decir que P es sobreyectiva. Por lo tanto, ® es una isometria. Q.E.D.

A continuacién, extendemos estos resultados al caso de variedades con borde, incorporando
hipétesis de convexidad para garantizar la rigidez de las regiones delimitadas.

Teorema 4.4.3 (Rigidez II). Sea M una n-variedad compacta convexa de curvatura seccional no nega-
tiva; y sean P, Q dos hipersuperficies conexas compactas con borde libre totalmente geodésicas y homd-
logas relativamente a oM. Si PN Q = O, entonces la region delimitada por P y Q es isométrica a un
producto

P x[0,A], A =dist(P,Q).

Definicién. Decimos que dos hipersuperficies cerradas P, Q C M son homdlogas relativamen-
te al borde si representan la misma clase en la homologia relativa:

[P] - [Q] =0¢€ Hn—1<Mf aM)'

Demostracion. Como M es convexa y por Lema 3.4.4, existe una geodésica ¢ € I'pg mini-
mizadora normal. Al igual que en el teorema anterior, consideramos: ¢ arcoparametrizada,
(p,q) = (0(0),0(1)), U C P vecindad normal de p y el mapa ® : U x [0, A] - M dado por

D(x, t) = expy(y) (Pot(exp, ' (1)))-

En consecuencia, ®(x,0) € Py ®(x,A) € Q para todo x € U.

Es importante remarcar que el dominio () delimitado es convexo y una variedad diferencial

con esquinas, a saber, el borde no es suave.

Lo siguiente es mostrar que H 2 (D(x, 1)) H es constante. Definimos la familia de curvas 7y :

[0,A] — M tal que y«(t) = ®(x,t) con x € U. Por Proposicién 3.5.13, tenemos que L(7yy) < A.
Eso, sumado a que §x € Qp,g para todo x € U, nos permite concluir que L(7vx) = Ay, por lo
(@ 1)

En el caso que exista ¢ € [0, A] tal que vx(c) € dM, tenemos que 75 (c) € To(y,dM. Més atn,
vx(t) € OM para todo t € [0, A].

tanto, 7 es una geodésica. Luego,

= ||7%]| = 1 para todo x € U.

Luego, volvemos a definir ¥ : P x [0,A] — M dado por ¥(x,t) = exp,(t(N(x))) y, en conse-
cuencia, ¥(x,t) = ®(x,t) para todo x € P.

Ahora bien, analizamos H%(@(x,t))”. Sea u € T,P x [0,A], definimos «a : [0,x] — P x [0, A]
dada por «a(s) = equ(su). En particular, elegimos u tal que a(s) = (exp, (su),c).

Por Proposicion 3.5.13, tenemos que {(x,t), (x,0),a(s), P o a(s)} es un rectangulo plano total-
mente geodésico para todo s € [0, x]. Esto quiere decir que ®oa : [0,x] — P x [0,A] es una
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geodésica tal que k = L(a) = L(P o a). Entonces,

IDD(x, (@) = | & (@0 a(s)] || = [[(@ o) O] = [|'(0)] = [ull.
Ademas, (9;|u) = 0. Por lo tanto, ¢ es una isometria local.

Ahora bien, para probar que ® es una isometria falta ver que es biyectiva. Definimos el conjunto
S = {t € (0,A] + ¥ Tpxjoy es inyectiva}.

Dado que P es una hipersuperficie regular, el Teorema de la Vecindad Tubular garantiza la
existencia de un € > 0 suficientemente pequeno tal que la aplicacién ¥ restringida a P x [0, ¢]
es un difeomorfismo sobre su imagen y, por tanto, inyectiva. Esto muestra que S # @. Luego,
al S ser un subconjunto de los niimeros reales acotado superiormente, el Axioma del Supremo

nos asegura que existe T = sup S.

Supongamos que T < A y denotamos por (). al conjunto de puntos en () que estdn a distancia
T de P. Notemos que (); viene dado por la imagen de P por la exponencial normal en tiempo
T, estoes, Oy = {¥(x,T) : x € P}. Ademds, como demostramos que ¥ es una isometria, el
conjunto (); es una hipersuperficie totalmente geodésica. Observemos que (0 N Q = &, ya
que estdn a distintas distancias de P. En consecuencia, podemos hacer el mismo razonamiento
reemplazando P por (), es decir, existe T > 7 tal que ¥ [p, o es inyectiva para todo t < T';
esto contradice la condicién de supremo de 7. Por lo tanto, T = A y ® es inyectiva.

Para la sobreyectividad, notemos que estamos trabajando en un dominio convexo (), ya que el
borde del dominio es P U Q que es totalmente geodésica. Entonces, para todo f € () existe una
geodésica « que minimiza la distancia a P. Dicha geodésica es normal a P y podemos escribirla
como parte de la familia -y, para algan x € P. Si j estd a distancia t de P, entonces p = v, (t) =
Y (x,t); esto quiere decir que ® es sobreyectiva. Por lo tanto, ® es una isometria. Q.E.D.
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Apéndice A

Variedades Diferenciales

En este apéndice se busca dar algunas aclaraciones y notaciones sobre las propiedades topolo-
gicas de las variedades suaves.

A.1. Subvariedades suaves

Es importante distinguir entre subvariedades inmersas e incrustadas. Intuitivamente, una sub-
variedad inmersa puede quebrarse o auto-intersectarse, mientras que una subvariedad incrus-
tada se identifica suavemente sin pliegues ni cruces. Esta discusion es necesaria para poder
ofrecer condiciones y la mayoria de los libros las definen de manera distinta, en funciéon de sus
necesidades.

Definicién. Sean P, M variedades suaves y ® : P — M una mapa suave. Se dice que ® es una
inmersion si D®,, : T,P — Tg(,) M es inyectiva para todo p € P.

En este caso, decimos que P es una subvariedad inmersa de M y denotamos ® : P — M.

Definicién. Sean P, M variedades suaves tales que P C M. Decimos que P es una subvariedad
regular de M si el mapa inclusién ¢ : P — M es una inmersion.

A.2. Orientabilidad

Si V es un espacio vectorial finito, una orientacion de V es una clase de equivalencia de bases
ordenadas de V, donde dos bases son equivalentes si la matriz de paso tiene determinante

positivo. Todo espacio vectorial admite exdctamente dos orientaciones.

Sea M una variedad suave con o sin borde. Se dice que M es orientable si existe una coleccién
O = {(Un,Exp, .-, Ean)}a donde U, C M son abiertos que cubren M, E,1,...,Exn € X(Uy)

)y {Ess )

son un referencial en U, y, si Uy N Uy # &, entonces { E, 1 |p yooisEqn g Egn

tienen la misma orientacion en Ty, M para todo p € U, N Up.

En este caso, decimos que O es una orientacion para M.
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Proposicion A.2.1. Sea M una n-variedad suave con o sin borde. Cualquier nonvanishing n-forma
w € O (M) determina una vinica orientacion para M declarando que una base ordenada {e;, ..., e, } C
T, M es positivamente orientada si, y sélo si, wy(ey, ..., e,) > 0.

Demostracién. Ver [Leel8, Proposicién B.15]. Q.E.D.

Proposicion A.2.2. Sean M, M variedades diferenciales. Entonces,
1. Si M es orientable, entonces cualquier abierto U C M es orientable.
2. Si M es orientable y M es difeomorfo a M, entonces M es orientable.

3. SiMy M son orientables, entonces M x M es orientable.
Demostracién. Ver [Leel2, Proposicién 15.7 y Proposicién 15.15]. Q.E.D.
Proposicion A.2.3. El espacio proyectivo real RP" es orientable si, y solo si, n es impar.
Demostraciéon. Ver [Leel2, Problema 15-3]. Q.E.D.
Proposicién A.2.4. Si M es una variedad suave orientable con borde, entonces dM es orientable.
Demostracién. Ver [Leel2, Proposicion 15.24]. Q.E.D.

Proposicion A.2.5. Si M es una variedad suave conexa no-orientable, entonces existe una variedad

suave orientable M y una aplicacion recubridora de 2 hojas @ : M — M.
Demostracién. Ver [Leel2, Proposicién 15.41]. Q.E.D.

La variedad M, de la proposicién anterior, recibe el nombre de recubrimiento orientado de M.

A.3. Variedad doble

Definicién. Sea M una variedad topolégica con borde. Se define el Doble M como la va-
riedad topoldgica cuociente D(M) formada por la unién de dos copias de M digase M; y
M, identificando cada punto en dM; con su correspondiente punto en dM,. En simbolos, si

@ : My UM; — M es la proyeccién candnica, entonces

o M UM,

D(M) =

donde pRq < w(p) =w@(q)yp € oM.

Proposiciéon A.3.1. Sea M una variedad diferencial con borde. Entonces D(M) es una variedad topo-
I6gica sin borde, y posee una estructura diferencial tal que los mapas naturales M — M; — D(M) son
incrustaciones diferenciales parai = 1,2.
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Demostracién. Ver [Leel8, Proposiciéon A.31]. Q.E.D.

De esta manera tenemos que D(M) es una variedad diferencial que nos permite definir T, M
con p € OM. En particular, definimos T, M* como los vectores interiores de M.
Proposiciéon A.3.2. Sea (M, ) una variedad riemanniana con borde. Entonces, existe una extension

suave de 6 en D(M).

Demostracién. Ver [Tom65, Proposicién]. Q.E.D.
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Apéndice B
Algebra Tensorial

Este apéndice retine algunos conceptos basicos sobre fibrados vectoriales y algebra tensorial
que se utilizan en el trabajo. Los resultados siguen principalmente a Tu [Tu08, cap. 12] y Lee
[Leel2, cap. 10-12].

B.1. Fibrados vectoriales

Consideremos M una variedad suave de dimensién n.
Definicién. Un fibrado vectorial de rango k sobre M es una terna (E, @, M) donde:
= E, M son variedades suaves, llamadas espacio total y espacio base, respectivamente;
» @ : E = M es un mapa suave sobreyectivo, llamado la proyeccion;
tal que, paracadap € M,
1. el conjunto E, = @ !(p) es un espacio vectorial real de dimension k, llamado fibra en p;

2. existe una vecindad U de p tal que existe un difeomorfismo que preserva fibras
Oy o (U) = U x RF
que es restringido a un isomorfismo lineal E, — {p} x R*. El conjunto U/ es llamado

trivializacion local.

Ejemplo. Un ejemplo simple de fibrado vectorial de rango k sobre M es considerar E = M x RF
con @ : M x R¥ — M su proyeccién. Este recibe el nombre de fibrado producto.

Ejemplo. Dados (E,@g, M)y (F,@F, M) dos fibrados vectoriales, podemos construir un nuevo
fibrado vectorial sobre M llamado suma de Whitney de E y F, definido por

E®F={(pv):peMyveE, &F,}
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con la proyecciéon @ : E® F — M.

Ejemplo. Sea (E, @, M) un fibrado vectorial y @ : P — M una subvariedad inmersa. Podemos
definir un fibrado vectorial sobre P como

PE = {(p,v) :pEPyve Eq>(p)}
con la proyeccion obvia. En el caso que P sea una subvariedad regular, podemos denotar E |
P = ®*E.

Definicién. Sea (E, @, M) un fibrado vectorial. Una seccién de E es un mapa suave X : M — E

tal que @ o X = id ;.

Mads generalmente, podemos definir una seccion local de E como unmapasuave X : Uf C M —

E con U un abierto y @ o X = idy.

Denotamos al conjunto de todas secciones suaves de E como I'(E). Mientra que si necesitamos
hablar de secciones locales denotaremos I'(i, E), con U un abierto de M.

Ejemplo. » TM es llamado el fibrado tangente de M y sus secciones son los campos vecto-
riales suaves, ID EST, I'(TM) = X(M);

= T*M es llamado el fibrado cotangente de M y sus secciones son las 1-formas suaves, ID
EST, [(T*M) = QY (M).

Ejemplo. Dado @ : P < M una subvariedad inmersa, una seccién de Phi* M es llamado campo
vectorial a lo largo de P. Segun el caso, se denotard I'(Phi*M) o T(TM | P).

Proposicién B.1.1. Sea (E, @, M) un fibrado vectorial y U un abierto de M. Entonces, T (U, E) es un
médulo sobre el anillo F (U).

Demostracién. Ver [Tu08, Proposicién 12.8]. Q.E.D.

Definicién. Sea (E, @, M) un fibrado vectorial y ¢/ una trivializacion local. Un referencial de E
sobre U es una coleccion de secciones, tales que los elementos forman una base para la fibra E,,
paratodo p € U.

Proposicién B.1.2. Sea (E, @, M) un fibrado vectorial y U un abierto de M. Suponga que (X;) es un
referencial de E sobre U. Entonces, X = Y f*Xi € T(E;U) si, y solo si, f¥ € F(U) para todo k.

Demostracién. Ver [Tu08, Proposicién 12.10]. Q.E.D.

Definicién. Sean wgr : E,F — M fibrados vectoriales sobre M. Se define un morfismo de
fibrados como un par de mapas suaves (®: E — F,¢ : M — M) tal que

wpo®=¢powr y Plg, € L(Ey Fyp)), YpEM.
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Definicién. Se dice que ® es un isomorfismo de fibrados si ® es un difeomorfismo y &, ~*
son morfismos fibrados, y decimos que E es isomorfo a F sobre M, denotado E ~ F.

Definicién. Se dice que un fibrado vectorial (E, @, M) es trivial si es isomorfo al fibrado pro-
ducto @ : M x R" — M sobre M, ID EST, E ~,; M x R".

B.2. Campos tensoriales

Definicién. Un (r,s)-tensor en p es un elemento del espacio

TU(T,M) = (T,M@ - @ T,M) @ (TsM® - @ THM).

r H

Ejemplo. » vectores: v € T, M son tensores de tipo (1,0);
= covectores: & € T;M son tensores de tipo (0,1);
» endomorfismos: T,M — T, M son tensores de tipo (1,1).

Observacion. El Algebra Tensorial admite operaciones naturales: producto tensorial, contrac-

cién de indices y permutacién de factores.

Definicién. El (r,s)-fibrado tensorial sobre M es el fibrado vectorial (T5(M), @, M), donde
TM) = {(p,v) : p € My© € T(T,M)}

y @ : T, (M) — M la proyeccién canénica dada por (p,v) — p.
Definicién. Un (r,s)-campo tensorial sobre M es una seccion suave del (7, s)-fibrado tensorial.
Ejemplo. = TM = T3(M)y T*M = TI(M);

Las operaciones definidas punto a punto (producto tensorial, contraccién, etc.) se extienden

naturalmente a campos tensoriales.
Definicién. Decimos que un k-campo tensorial es:
» covariante si es de tipo (0, k);
» contravariante si es de tipo (0, k).
Proposicién B.2.1. Un mapa X : (X(M))* — F(M) es inducido por un k-campo tensorial covariante

si, y solo si, es multilineal sobre F (M).

Demostracion. Ver [Leel2, Lema 12.24]. Q.E.D.
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Definicién. Sea T un 2-campo tensorial covariante sobre M. Se dice que T es simétrico si

T(X,Y)=T(Y,X), VX, Y € X(M).

Definicién. Sea ® : M — M un mapa suave. Definimos la aplicacién regrediente (o pullback)
por ® como el mapa ®* : TV (M) — T(M) dado por

(@ T)(X1, ..., X¢) = T(DD(X1), ..., DD(Xy)).

Proposicién B.2.2. Sea ® : M — M un mapa suavey S, T campos tensoriales covariantes sobre M.
Entonces,

1. ®*(aS+bT) = ad*(S) + bd*(T), para todo a,b € R;
2. ®*(fT) = (f o ®)D*(T), para todo f € F(M);
3. &*(S®T) = d*(S) ® &*(T).

Demostracion. Ver [Leel2, Lema 12.25]. Q.E.D.

Definicién. Sean M, M variedades suaves yd: M — M un difeomorfismo. Definimos la
aplicacién progrediente (o pushforward) de ® como el mapa @, : X(M) — X(M) dado por

®.X| = D<I>p< X\p), Vg e NM:®(p) =q.

SiX e X(M)y f € F(U) sobre un abiero Y C M, obtenemos una nueva funciéon Xf € F(U),
definida por

(Xf)(p) = X|f.

Proposicién B.2.3. Existe una iina iinica aplicacién progrediente de ®. Para todo ¢ € F(M), se
cumple que
(D X)f) o @ =X(fo®), VX e X(M)

Demostracién. Ver [Leel2, Proposicién 8.19 y Corolario 8.21]. Q.E.D.

Observacién. A menudo, en la literatura se usa ®. para referirse a la diferencial total de ®.
EXAMPLI GRATIA, ver [Tul7].
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B.3. Derivada de Lie

Definicién. Sean X,Y € X(M). Definimos el corchete de Lie entre X e Y como el operador
[(X,Y]: F(M) = F(M) dado por

(X, Y](f) =XYf—-YXf, VfeFM).

Proposicién B.3.1. El corchete de Lie de cualquier par de campos vectoriales suaves es un campo vec-

torial suave.
Demostracion. Ver [Leel2, Lema 8.25]. Q.E.D.

Proposicién B.3.2. Sea M una variedad suave con o sin bordey X,Y,Z € X(M).
1. [X,Y] es bilineal sobre R como una funcién de X e Y.
2. [X,Y] = =Y, X] (antisimetria).
3. [X, [V, Z]| +[Y,[Z,X]] + [Z,[X, Y]] = 0 (identidad de Jacobi).
4 [fX,8Y] = fe[X, Y] + (Xg)fY — (Yf)gX, para f,g € F(M).

Demostracién. Ver [Leel2, Proposicién 8.28]. Q.E.D.

Definicién. Sea V € X(M), definimos la derivada de Lie respecto a V como la derivacién Ly
tal que
Lyf=Vf yv LyX=[V,X], feFM)y XeX(M).

Proposiciéon B.3.3. Sea X,Y € X(M) y f € F(M). Entonces,
1. Ly(fX) = Ly(f) X + fLyX;
2. Lyxypy = aLlx + bLy, para todoa,b € R;
3. [Lx,Ly] = Lix v,

4. Lx(df) =d(Lxf).
Demostracion. Ver [Leel2, Corolario 9.39]. Q.E.D.
Proposicién B.3.4. Si ® : M — M es un difeomorfismo, entonces
P, [X,Y] = [P.X,D.Y], VX YeX(M).

Demostracion. Ver [Leel2, Corolario 9.39]. Q.E.D.
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Proposicién B.3.5. Sea M una variedad suave y X € X(M). La derivada de Lie Lx : X(M) — X(M)
puede ser extendido tinicamente a un mapa de © (M) en si mismo tal que:

» Lxf = Xf, para f € F(M).

» Lx es una derivacion de © (M) que preserva el tipo de tensor, ID EST,

Lx(S®T)=LxS®T+S®LxT, VS, T € D(M).

» Ly conmuta con contracciones, ID EST, Lx o tr = troLy.

Demostracion. Ver [Hel78, pag. 89]. Q.E.D.
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