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Introduccion

El primer resultado en Teoria Ergddica, demostrado por Henri Poincaré en 1890, establece
que, dado un sistema que preserva la medida y un conjunto A de medida positiva, entonces la
6rbita de casi todo punto regresa infinitas veces a A. Sin embargo, este resultado de recurren-
cia no especifica la frecuencia con la que ocurren estos retornos. Esta cuestion fue abordada
mas tarde por George Birkhoff en 1931, quien demostré uno de los teoremas fundamentales

de la teoria.

Sea (X, %, 1) un espacio de medida finita. Sea 7': X — X un mapa que preserva la medida
py feLYX,pu), se usard la notacion

n—

(Suf)(z) = Z(f o T")().

1=

Teorema 0.1 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Eziste f* € LY (X, pu) tal que para p-ctp

reX g
i 2@ _

n—00 n

Mds ain f* = f*o T, |f*h < Ifll, y [ f*du = [ fdu. Sip es ergddica, entonces f* es
constante p-ctp y
1
f(x :—/fd,u.
STy

Decimos que una coleccién de funciones {p, }neny C LY(X, p) es subaditiva con respecto a la

transformacién 7: X — X si para cualesquiera m,n € N

Cuando se satisface la igualdad, decimos que la sucesién de funciones es aditiva con respecto
a T. Notemos que la sucesién de funciones {5, f }nen definida en el Teorema 0.1 satisface esta

propiedad.
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En este trabajo se estudiara la demostracion de un teorema ergddico para este tipo de fun-

ciones, es decir, la existencia de f* € L'(X, u) tal que

ttm 224 _ poia,

n—oo n
para p-ctp = € X. Para esto nos basaremos en el trabajo de J. Kingman [Kin6g].

Posteriormente a la demostracion de Kingman, se conocen numerosas pruebas de este teore-
ma usando distintas técnicas y recursos. Sin embargo, la original establece que bajo ciertas
condiciones si {¢,}, es subaditiva con respecto a una transformacién 7', entonces existe
f e LY X, u) tal que

Pn = Snf + (pgzps)u (2)

donde el segundo sumando es una sucesién de funciones puramente subaditivas, es decir, una

sucesion de funciones no negativas tal que

(ps)
lim 2% — .
n—oco N

Dicha descomposicion no es posible encontrarla en demostraciones mas breves del Teorema
Ergodico Subaditivo. En la demostracién de Kingman se estudian conceptos interesantes de
estudiar, tales como medidas finitamente aditivas y el espacio dual de L*°. El objetivo de
este trabajo es presentar y analizar en detalle la primera demostracion de Kingman para este

teorema. Para esto, el presente contenido sera dividido en tres capitulos.

En el primer capitulo se estudiara el concepto de medidas finitamente aditivas, generalizando

la nociéon de medida. El objetivo es entender el espacio formado por todas estas.

En el segundo capitulo se demostrara el Teorema Ergddico Subaditivo. Para entender la
demostracion original de Kingman, serd necesario asumir que el sistema donde se trabaja es
invertible. Luego la demostracion se extendera para el caso no invertible, basandonos en un

teorema de Komlés [[<om67].

El trabajo finaliza haciendo una breve introduccién al Formalismo Termodinamico No Aditi-
vo, en donde se trabajara con sucesiones que satisfacen propiedades inspiradas en la ecuacion
(2). En dicho contexto, estudiaremos conceptos bésicos del Formalismo Termodindmico tales

como estados de equilibrio, exponentes de Lyapunov, medidas de Gibbs, entre otros.



Capitulo 1

Medidas Finitamente Aditivas

El propésito de este capitulo es extender la nocion de medida, debilitando la condicién de

o-aditividad (también conocida como aditividad numerable) a aditividad finita.

Para esto nos basaremos principalmente en el trabajo de John Toland [Tol20] y en el articulo
“Finitely Additive Measures” de Yosida y Hewitt [YH52].

El capitulo esta dividido en cuatro secciones, donde el proposito principal sera estudiar el
espacio de medidas finitamente aditivas, y asi poder hacer un buen uso de estas propiedades

en la demostracién del Teorema Ergddico Subaditivo.

Durante todo el capitulo, se trabajard con (X, .%) un espacio medible, donde X es un conjunto

cualquiera y .# una o-algebra asociada a X.

1. Definicién y Propiedades Basicas

Definicién 1.1. Una medida (finitamente aditiva) sobre .Z es una funcién v: .# — R que

cumple las siguientes condiciones:
= v(0) =0y supyez [v(A)] < oo;
» para todo par A, B € .Z tales que AN B = () se satisface v(AU B) = v(A) + v(B).
Se dice ademas que v es o-aditiva, si y solo si
v (U Ek> = ZV(Ek)’
keN keN

para toda coleccién {Eg}ren C F tal que E; N E; = () para i # j.

6
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Durante este capitulo y el siguiente, cuando se mencione una medida, serd referido a una

medida finitamente aditiva.

Se denotarda BFA(F) al conjunto de medidas sobre .# y 3(.%) al subconjunto de medidas

o-aditivas.

Dados pu,v € BFA(.%), definimos la relaciéon de orden pu < v si y solamente si

pu(A) < w(A),

para todo A € %
Los siguientes resultados muestran propiedades tutiles para caracterizar las medidas o-aditivas.
Lema 1.2 ([Tol20, Lemma 4.2]). Sea v € BFA(%).

(a) La medida v es o-aditiva si y solo si para cualquier sucesion { Ag}reny C F que satisfaga

Ap1 C A y Nyen Ak = 0, se tiene que v(Ay) — 0 cuando k — oo.
(b) Si0<v <+ para algin v € X(F), entonces v € X(.F).
Demostracion. Se demostrara solo el primer inciso, dado que el segundo es directo de la
definicién. Sea v € X(F) y {Ar}ren C F, tal que Ay C Ay paratodok € Ny (), oy Ax = 0.

Sea Ej = Ay \ Ax41 € Z. Entonces {Ey}ren es una sucesién de conjuntos disjuntos entre si

con ey Ex = Ar. Como v(A;) es finita y v es o-aditiva,

:Zy Ek :ZV Ak\Ak—i—l = llm( (Al)_V(Ak))'

A consecuencia de esto, limy_,o, v(Ag) = 0.

Por otro lado, supongamos que v € BFA(F) y lim_,o v(Ay) = 0 para toda sucesion anidada
{Ai}ren C F con ey Ak = 0. Sea {E}}jen C F una sucesion de conjuntos disjuntos entre
si y considere Ay = Uj’;k E;. Por hipétesis, limy o v(Ag) = 0 pues, (\,eny A = 0 y por la
aditividad finita

Zl’/(EJ'): (U )_VAk —>I/<UE> cuando k — oo.

Por lo tanto, v es o-aditiva.

]

Esta caracterizacién permite tener una nocion de o-aditividad cuando se estd trabajando
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con un algebra en vez de una o-algebra tal y como se puede ver en las primeras secciones de
[YH52].

Lema 1.3 ([Tol20, Lemma 4.3]). Sea {vx}ren C X(.F) tal que
0 <Y(E) < yis1(E) < M < oo,

para todo E € F y k € N. Entonces v € (%), donde v(E) = lim o w(E), E € Z.

Demostracion. De la linealidad del limite, se sigue que ~ es finitamente aditiva. Para de-
mostrar que v € (%), sea {E hey C % una sucesion de conjuntos disjuntos entre si y
ajy = Z{Zl ve(E;). Notemos que si j < j/, k < k', entonces 0 < aj; < ajuy < M. Como
e € B(F),

v (U El) - klggo Yk (U El)
leN IEN

Esto demuestra que v € X(.%). O

El espacio BFA(%) es un R-espacio vectorial con las operaciones
(i +wm)(E)=un(E)+wn(E) vy M\W)(E)=ME), VEeZ,

y para todo vy, o, v € BFA(F) y A € R. Més ain, es posible dotar este espacio con el orden
parcial vy < vy siy solosi vy (F) < 1p(F) para todo E € .%. Bajo este orden, BFA(.%) es un
reticulo, es decir, entre cualesquiera dos medidas vy, 15 existe una tnica v € BFA(ZF) que

es la menor cota superior de ambas y otra que es la mayor cota inferior de ambas.

Definicién 1.4. Para vy, € BFA(Z),y E € Z. Definimos

(nV)(E)= sup {n(F)+wn(E\F)}

FeZ#.FCE

(n Awr)(E)= inf {n(F)+wn(E\F)}

FeZ:FCE
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Es directo verificar que
1241 A\ Vy = —((—l/l) V (—1/2)) (].].)

Teorema 1.5 ([T0120, Theorem 4.4]). Sean vy, vs,v € BFA(Z). Se satisfacen las siguientes
propiedades.

(a) Las funciones v1 Avy, 11 Ve son medidas finitamente aditivas, mds ain, sivy, vy € S(F)

entonces vy A vo, 1 V vy € 3N(F);

(b) sean vt =v V0 yv~ = (—v) V0. Entonces

(¢) siy1,7v2 € B(F) con vy <v <9, entonces v € N(F).

Demostracion.

(a) Basta demostrar que v; Vs cumple la propiedad de aditividad finita. Sean E, By € F,
tales que EYNEy, =0y F C E{UE,. Sean [, = EyNF y F, = E; N F. Por aditividad

finita, tenemos

(1/1 \/VQ)(El UEQ) = sup {Vl(F) +V2(E1UE2\F)}
FeZ:FCE1UE>

=  sup {n(F)+wnE\F) 4+ sup  {nn(F) +ve(Er\ Fy)}

FeZ:F\CE, e Z:IhCE

= (Vl V VQ)(El) + (1/1 V VQ)(EQ).
Asi 1y V iy € BFA(Z). Por la ecuacién (1.1), se obtiene que vy A vy € BFA(F).

Si v, ve € N(F) y {Ex}ren C F es una sucesién de conjuntos disjuntos de a pares.

Entonces para € € (0,1) y k € N, existen Fy, C Ey, F), € .F tal que
Vl(Fk) + ]/Q(E'k \ Fk) S (1/1 A\ VQ)(Ek) + Ek.
Entonces, por o-aditividad, con F' = (J,cn Fr C Upen £ =: E,

3

(n A)(E) <Y (n Aw)(Br) +

Y

1—¢

(e 9]
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para todo € € (0, 1). Por lo tanto

1/1 N 1/2 (U Ek> V1 A VQ E) S i(l/l N VQ)(Ek)

k=1

Para la desigualdad reciproca, con F' € # y F C E = [,y Er

ni(F)+mn(E\F) =Y (n(F N E)+ (B \F) > (v Aw)(E).
k=1 k=1

Por lo tanto

NE

(1 A o) (Eg).

(v1 A 1) (U Ek> (1 Ao)(E) >

Asi 1y Ay € B(F) y se sigue por (1.1) que vy V iy € X(.F) .

e
Il

1

Por definicién se cumple que v+ > 0y v~ > 0. Como v(E) = v(F) + v(E \ F), para
E,F €.% con F C FE, se sigue que

v(F)—v (E) <v(E) <v(F)+vH(E).

Tomando supremo en la izquierda e infimo en la derecha, obtenemos v = vt — v~.

Finalmente si v™ V v~ # 0, como v y v~ son finitamente aditivas, existe £ € .F y

a > 0 tales que para cualesquiera F' C E, F €

0<a<vi(E\F)+v (F)=v'(E)—v(F).
Por lo tanto para todo F C E, F € %, v(F) < v (E)—a. Como a > 0, esto contradice
la definicién de v*. Se sigue que v Av~ =0

ComoO0<v—y<7vm—myy—m € X(F), el Lema 1.2 implica que vy, € X(F), y

por lo tanto v también lo estd, se sigue (c).

]

El resultado anterior nos permite hacer la siguiente construccion, para v € BF.A(.%) se tiene

lv|=vt+v.

Esta medida es no negativa, y de hecho, si consideramos la funcién || - ||: BFA(F) — Rxg
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dada por
]| = [v[(X). (1.2)

Entonces || - || es una norma para el espacio BFA(F).

2. Medidas Finitamente Aditivas Puras

Hasta el momento hemos visto solo propiedades de medidas o-aditivas, jseréd posible construir

alguna medida que sea finitamente aditiva pero no o-aditiva?

Para responder a esta pregunta es necesario introducir el concepto de medidas puras. El
objetivo de esto es construir un espacio que se comporte como un complemento ortogonal de

Y(F), es decir, se construird un espacio I1(.%) tal que

BFA(F) = S(7F) & 11(F).

Definicién 1.6. Sea p € BFA(F), decimos que p es pura si
{(yel(F):0<y<put={0}={yeX(F):0<y=<pu } (1.3)
Denotaremos al espacio [I(.#) C BF.A(.Z) como el conjunto de todas las medidas puras

sobre %

Dos consecuencias directas de la definicién son que p es pura si y solo si u y x4~ son puras
y que II(F#) N X(.#) = {0}. De hecho cuando py,pus € II(F) v 1 < v < uy para algin
v € BFA(Z), es inmediato de la definicién que v € II(F), pues v < pug y v~ < py. De
forma andloga |v| < p € II(.#) implica que v € II(.7).

El préximo resultado da una caracterizacion de medida pura util para demostrar que conjunto

de medidas puras es un subespacio vectorial de BFA(.%) .

Teorema 1.7 ([Tol20, Theorem 4.10]). Sea v € BFA(%). Entonces v es pura si y solo si
VEAy=0=v" Ay, V0<~vyeX(F).

Demostracion. Sea v € II(.%). De la definicién, para cualquier 0 <y € 3(.%)
0<viAy<~y v 0<viAy<vt.

Por el Lema 1.2 esto implica que v Ay € X(%). Luego, por la Definicién 1.6 se tiene que

vt A~ = 0. La demostracién es andloga para v~.
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De forma reciproca para v € BFA(F), si
vVIAY=0=v" A~,

para todo 0 <y € X(F), entonces 0 <y < vt y 0 <~y <v~ . Como vy € X(F), esto implica
que

y=yAvT=yAv.

Por lo tanto v € II(.%). O

Por el Teorema 1.7 tenemos que una medida v es pura si y solo si para todo 0 < v € X(.%),

E € F y e > 0, existe un subconjunto F' de F, medible, tal que

V(E\ F)+~(F) <e. (1.4)

Lema 1.8. Para pu, 1, 0 € II(F) y a € R,
ap, gt pe, gl o Ape, Vs € ().

Demostracion. Notemos que ap € II(.#) para todo o € R, pues

=py (—p) =up

Para demostrar que p; + po € I1(.%) nos podemos restringir primero al caso cuando p; y o
son no-negativas. Por el Lema 1.7, es suficiente demostrar que (u; + u2) Ay = 0 para todo
0 < v € 3(%). En otras palabras, es suficiente demostrar que para todo £ € F y toda
0<~ve€X(F),

inf = {u(F)+p(F)+y(E\F)} =0.

FeZ#:FCE

Como p; Ay = pus Ay =0, para cualquier e > 0 e 1 = 1,2, existe I; C F € %, con

pi(F) +y(E\ Fy) <e.

Por lo tanto, como p, o > 0 se tiene
i (F1NF2)+po(FiNF) +y(E\(FiNF)) < p (F1)+pe(F2) +y(E\F1)+y(E\F2) < 22. (1.5)

Esto demuestra que py + po € II(.F) para py y us no-negativos, y por esta razén, |u| =
pt + p~ € II(F) para cualquier p € TI(.7).
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De forma mas general, tenemos

i+ gl < i+ pg + iy + g € TH(F),
y asi g + po € II(F). De forma similar

[ A | + |pa Vope] < 2(| | + |p2]),

para p, po € II(.F), teniendo asi que piy A po y pq V pe € I(.F). O

En el Lema 1.3 se demostrd que las medidas o-aditivas se comportan de cierta forma especial

con respecto a una clase mondtona. En las medidas puras sucede lo contrario.

Lema 1.9 ([Tol20, Lemma 4.11]). Para 0 < v € (%), 0 < p € II(F) y ¢ > 0, existe
F e conr(F)<eyu(F) = u(X).

Demostracion. Si u(X) = 0, el resultado se sigue con F = ). Si u(X) > 0, para ¢ > 0,
sea e, = 27%¢. Entonces, con Ey = X, existe F; € #, con u(Ey \ F1) +v(Fy) < e;. Con
Ey = Eg\ F1, en F existe Fy C By, Fy € F con u(E7\ Fy) +7v(Fy) < ey. De forma inductiva,
para k € N

(ER\ Fip1) +Y(Fr1) < €rg1, Ep D Frp €%, donde  Epp = B\ Firq.

Se sigue que para K € N,

Tomando F = (=, Fj, € .7, se tiene que y(F) < ey u(X) = u(F) pues u(X \ F) < e
para todo K € N. O

Teorema 1.10 ([Tol20, Theorem 4.12]). Sea 0 < v € BFA(F). Entonces v € II(.F) si y
solo si para toda v € X(F) existe una sucesion {Ey}reny C F tal que

Epi1 C By, v(Eg) =v(X) para toda k y v(Ey) — 0 cuando k — oo.

Demostracion. Sean 0 < v € I[I(#) y 0 < v € E(F). Por el Lema 1.9, para n € N existe
F, € .Z con v(F,) = v(X)y 0<~(F,) <1/n. Sea E, = :_, F,. Entonces v(E}) = v(X),
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pues

k
V(X \E) <Y vX\F,)=
n=1

y 0 < ~(Ey) < v(Fy) < 1/k. De forma reciproca, si para todo v € 3(.%) esa sucesién {Ey}

existe, entonces vy A v = 0. Por lo tanto v € II(.%) por el Teorema 1.7. O

Para concluir esta seccion, se demostrara un resultado que establece que toda medida se
puede escribir como una suma entre una medida pura y una o-aditiva, esto se puede hacer

de forma tnica.

Teorema 1.11 ([Tol20, Theorem 4.13]). Sea v € BFA(.F). Existen tunicas p, € II(.F) y
Y € X(F) tales que
V= ly+ Y.

Mas atn, si v es no-negativa, entonces (i, y v, también lo son.

Demostracion. Para demostrar que esta descomposicion es unica, sea v = p; +;, p; € (%)

y Vi € 2(.F) para i = 1,2. Entonces por el Teorema 1.8, i1 — s = 2 —71 € H(F)NE(F) =

{0}.

Veamos ahora la existencia. Como v = v — v~ y X(%) y II(F) son espacios vectoriales,

basta demostrar que la descomposicién existe para v € BFA(F) no-negativa. Sea

C=sup{y(X):0<y<v,yeX(F)}

y sea v, € X(.F) tales que 0 < vy, < vy limg 0o 1:(X) = C.

Reemplazando v, por \/f:1 7v;, por el Teorema 1.5 no se pierde generalidad al asumir que
e < vkﬂ Consecuentemente, v,(E) = limg 0o 1%(E) < v(E) < v(X) existe para todo
EeZ yy, €3(%F). Claramente 0 < p, :=v — 7, € BFA(Z) y 7.(X) = (.

Para demostrar que p, € II(.#), supongamos 0 < v < p, para algin v € 3(.%). Entonces
0 <7+ < v queimplica que Y(X) + 7,(X) < ¢ = 7,(X). Por lo tanto v(X) = 0, asi

o, € II(F). Obviamente de la construccion, v, y i, son no negativas cuando v > 0. O

3. El Dual de L™

A lo largo de estas tltimas dos secciones, fijaremos p: % — R como una medida o-aditiva

no-negativa tal que el espacio de medida (X, .Z, u) es completo y o-finito, entonces podemos
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decir que (X,.%#, i) es un espacio de medida. Para 1 < p < oo se definen los espacios
LP(X, 7, u) = {f X — R, medible : / |fIP dp < oo}/N
b'e

L¥(X, F,p) =< f: X = R, medible: inf sup |f(z)]<o0p/~,

Neg:
a(N)=0 zeX\N

donde ~ es la relacion de f ~ g si y solo si f = g p-c.t.p. Al dotar cada uno de estos espacios

con las normas

1/p
T ( [ du) para f € LV(X, 7, )

[fllc = inf sup [f(z)],
M]E[]\ef’)’j:oweX\N

el resultado es un espacio de Banach ([['0l84], [Roy63]). Una buena propiedad de los espacios
L? es que su dual pertenece a la misma clase de espacios, es decir, cuando 1 < p < oo, el dual
esta identificado por LY(X,.#, u), donde (1/p)+(1/q) = 1. Sin embargo, el caso L>(X, .#, u)

es distinto.

En esta seccidn se definirdn las nociones necesarias para describir el espacio dual de L™ (X, %, )

y relacionarlo con BFA(.%). Para esto, sea
N :={NeZF:uN)=0}

Dado que (X,.%, 1) es completo, tenemos que N es cerrado bajo contenciones. Esto motiva

a trabajar en el siguiente subespacio.

(X, Z,p) ={veBFA(Z) :v(E)=0,VE € N'}.

De la definicién se tiene que vy, vy € T'°(X, %, p) implica que v; A vs y 11 V 1y estéan en
I'~(X,.7,un).

Teorema 1.12 ([Tol20, Theorem 4.15)). Sea v € I'°(X,.%#, u). Entonces v € I1(.F) si y solo
St

vVEAy=v Ay =0,

para todo v € X(F) N I'°(X,.%, 1) no negativa.

Demostracion. Notemos que si v € II(.%) entonces, del Teorema 1.7, se concluye este resul-
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tado. Por otro lado, sea v € I'*°(X,.%, u) tal que
vVEAy=v" Ay =0,

para todo v € N(F)NT>(X, F,u). Sea § € X(F) arbitrariocon 0 <4 <vTy0 <4 <v™.
Como v = v~ = 0 sobre N se sigue que 4 € X(F) NI'*(X,.Z, u). Por lo tanto,

AANVT =4 AvT =0.
Asi v e II(F). O

Esto nos permite obtener la siguiente version particular del Teorema 1.11.

Teorema 1.13 ([Tol20, Theorem 4.16]). Parav € T'°(X, %, 1), existen unicas p, € I1(F)N
o(X,.Z,u) yvy, € 5(F)NT>(X,.Z,u) tales que

V=l + Y (1.6)

Demostracion. Si 0 < v € I'(X,.%,u), 0 <, <vimplica que 7,(E) = 0 en el Teorema
1.11. Por lo tanto, v, € I'™°(X,.%,u) y como u, = v — 7,, entonces esta medida también
estard en I'™°(X, . # p). Para v € T°°(X, #,u) se sigue dado que v* y v~ pertenecen a
(X, .7, ). O

En el Teorema 1.13 se ha probado que

(2(F) NT¥(X, ) @ (I(F) NTZ(X, F) = T°(X, Z, ).

Fijemos v € I'*(X,.%, i), construiremos una integral sobre v para funciones L>*(X,.%, ),

usando la nocion dada por la integral de Lebesgue, con el objetivo de caracterizar el dual de

L>(X, Z, ).

Siue L>®(X,.Z,u) y w(x) =u(r) para p-casi todo punto x € X, entonces |v|({z : w(z) #
u(x)}) = 0 para todo v € I'™°(X,.#, u), pues |v|(N) = 0 cuando p(N) = 0. Por lo tanto,
de la aditividad finita, la siguiente construccién serd independiente de la eleccién de u o
w en L>®(X, Z#, u). Ademds, serd suficiente construir la integral para medidas no negativas
v e I'°(X, Z#,u) y extender esta construccién por linealidad, dado que si v € (X, .Z, u)

implica que las medidas v y v~ también se encuentran en este espacio.

Para u € L>®(X, ., 1) vy p > |Jul|oo, sea

P;:{—p:y0<y1<...<yK<yK+1:p}7KEN?
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una particién de [—p,p] y
Sp() =Y yer(Br(w) <Y yeyv(Er(u)) =: Sp(w),

donde Ei(u) = {z : yr < u(z) < yrt1}, 0 < k < K. Estas definiciones son independientes de
la eleccion del representante u € L (X, .%#, u). Como v es no negativa y finitamente aditiva,

entonces v(X) < oo,

0 < Sp(u) — Splu) < p(PU(X),

donde p(P) = max{yrs1 — yr : 0 < k < K}. Mds atin, si a P una particién se le agrega un

punto, entonces Sp(u) no decrece y Sp(u) no crece. Se sigue que sobre todas las particiones P,

infp Sp = supp Sp(u). Con estas observaciones, la integral de u € L>(X,.#, u) con respecto

a v > 0 es definida como

inf Sp(u) = / udy = sup Sp(u),
P b P

o de forma equivalente

lim Sp(u) = udy = lim Sp,(u). 1.7
dim Se) = [ udv= 1 Sp(u) (1.7)

Esta construccion se extiende para medidas con signo de la siguiente forma
/ udy = / udy™ —/ udv™, Yue L¥(X,Z,u).
X X X

Las siguientes propiedades siguen de un trabajo analogo al hecho en la construccion de la

integral de Lebesgue.

Proposicién 1.14. Para v € I*°(X,.%, ), u,v € L=(X, ZF, i), tenemos

/uduﬁ/vdu.
X X

/X Xz dv = v(E).

1. Siu <wv u-ctp, entonces

2. Para E € .F

Mds aun

/udu
E

< ||ul|so|¥|(E) y / dv=0si E€N.
E
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3. SiE=UN_|E,, yparai+#j, E;NE; =0, tendremos

N
/udV:Z/ udy.
E n=1 n

4. Para a € R tenemos

/u+avdyz/udu+a/vdv.
X X X

A pesar de estas buenas propiedades, los Teoremas de Convergencia Mondtona o Dominada
no son ciertos para estas medidas. Por ejemplo, en la proxima seccion se vera que existe una
cantidad no numerable de medidas v sobre [0, 1] tales que v (0,1 — 1/k] =0y v (1 —1/k,1) =

1 para todo k > 1. Se sigue que para todas estas

1 1-%
/ 1dv =1 pero / kudV:O, para todo k € Nyu € L™=(X, L, \).
0 0

Probaremos ahora que I'°(X,.% ) es efectivamente el dual de L>(X, .7, u).

Teorema 1.15 ([Tol20, Theorem 3.1]). Sea f € (L™(X,.%,un))*, es decir, f funcional lineal
acotado. Entonces existe v € I'°(X, . F, u) tal que para todo w € L= (X, . F, 1)

f(u) = /X wdv y (X)) = |f]l < oo, (18)

donde ||-|| es la norma operador en (L*°(X, %, u))*. De forma reciproca, siv € I'°(X, F, ),

entonces f en (1.8) es un funcional lineal bien definido sobre L>(X,.F, u).

Demostracion. Fue demostrado anteriormente que si f: L>®(X,.%, 1) — R es definido por la

regla

fu) = /XudV — [feslineal y |f(u)| < [Julloc|v[(X),

es decir f € (L>®(X,.Z, u))*. Tenemos

/1] < sup{[f(w)] - [Jullo = 1} < [|(X).

Para ver que || f]| = |v|(X), usaremos que v™ A v~ = 0. Esto implica que para cada ¢ > 0
existe A € .F con vT(A) +v (X \A) <e. Seau = xx\a— xa € L®(X,F,u). Entonces



4. EJEMPLOS 19
“u”oo =1y

flu)=—vH(A)+vH(X\A) +v (A) —v (X \ A
> X\ A) 0 (4) — e
>vH(X)—vH(A)+v (X)—v (X \A) —¢

> (W(X) = 26)lfule-

Por lo tanto, || f]| = |v[(X).

De forma reciproca, dado f € (L>®(X,.%,u))* definimos v sobre .# por v(E) = f(xg),
E € Z. El objetivo es demostrar que v € I'*°(X, . %, u) y se satisface (1.8).

Primero notemos que para todo F € N, v(E) = 0, pues || xg|lco = 0. Més atin, v es finitamente
aditiva pues f es lineal y xg,ur, = XE, + XE,, cuando E; N Ey = (). Solo queda demostrar

que se cumple la primera parte de (1.8).

Seau € L*(X, %, ), al ser acotada, tenemos que existen a, b € R tales que u(X \ N) C [a, b]
para N € N. Tomemos P una particién de [a,b] en K + 1 intervalos Iy, ..., I de igual
largo. Para cada [; sea E;(u) = u ' ([;) y ug = Zf:okaEk(u) € L>*(X,Z,u). Como

ug — u € L®(X, #,u) cuando K — ooy f es un funcional lineal acotado tenemos por (1.7)

K—o0

K K
Fla0 = Jim o) = Jim S e (1) = Jim > o Eulw) = [ i
Por lo tanto, la ecuacién (1.8) se cumple y asi finalizamos la demostracion. ]

Si se considera I'*(X,.%#, u) con la norma || - || definida en (1.2), (I'™°(X,.#,u),| - ||) es
un espacio vectorial normado. Mas aun, el Teorema 1.15 demuestra que la integral es un
isomorfismo isométrico de este espacio al dual de L>(X,.#, u), lo que hace que este espacio

sea Banach.

4. Ejemplos

En esta seccion construiremos un ejemplo de una medida que es finitamente aditiva pero no

o-aditiva. Para el primer ejemplo concreto, se hara uso del siguiente conjunto

6 = {weI¥X, Z, 1) wX) =1, wE) e {0,1}, E € F)}. (1.9)

Esta seccion estd dividida en dos partes. En la primera seccién describiremos el conjunto &,
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mientras que en la segunda, usando este mismo conjunto se construira un ejemplo particular

de una medida pura que integra lo mismo que Lebesgue en funciones continuas.

Antes de comenzar, se demostrard la siguiente propiedad del conjunto & que sera usada

durante toda la seccion.

Teorema 1.16 ([To0l20, Theorem 5.1]). Para u € L¥(X, %, pu) yw € & existe un unico

a €I :=uly,[ull], donde
[u]lt = inf{c:u(x) < c, u-ctp},
[u], = sup{c: u(z) > ¢, p-ctp},
tal que
w{z € X : |Ju(x) —a| <e}) =1Ve > 0. (1.10)

Es decir, (1.10) se cumple para un dnico a € R, independiente de la funcion escogida para

representar la clase de equivalencia u € L= (X, F, u).

Demostracion. Sean uy y ug dos funciones esencialmente acotadas tales que uj(z) = us(x)
para p casi todo x € X. Supongamos que existen a; # ay que satisfacen (1.10) para uy y us

respectivamente. Sea a1 — ap =: 269 > 0, entonces

{r e X :|u(z) —aq] <e}N{z € X :|ug(x) — o] < go} €N.

Por aditividad finita, la w-medida de la unién seria 2, contradiciendo que w € &. Entonces

si «v existe, es Unico y serd independiente de la clase de equivalencia de u en L>®(X, %, ).

La existencia sera demostrada por contradiccién. Supongamos que para cierto u € L>®(X,. %, )
no existe dicho . Entonces para todo o € I existe ¢, > 0 con w({z € X : |u(z) — a] <

£a}) = 0. Por compacidad, I C |JI,(a — €a,, Qk + €0, ) ¥ consecuentemente

wX)=w ({$ cu(z) € U(Ozk — Eaps O +6%)})

k=1

<> w(fr i u(z) € (g — £ayy ak +£4,)}) = 0.

Pero w(X) = 1. A consecuencia de esto, tenemos lo pedido. ]

Notemos que si w € &\ X(.%), no se sigue que w({z € X : u(z) = a}) = 1. No obstante, de

la ecuacién (1.10) tenemos que u € L>®(X,.%, 1) es constante w-ctp.
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4.1. El conjunto &
En esta subseccion probaremos propiedades estructurales del conjunto &.
Definicién 1.17. Decimos que F C . es un filtro si

(1) Xe FyNNF =0,

() By, By € F = EyNEy,eF,

(1) B, D By e F = E, e F.
Un filtro U que es maximal con respecto a la inclusién, es decir,

(W UCF = U=F,
es llamado un wltrafiltro en (X, %, u). Se denotara 4 al conjunto de ultrafiltros.

Teorema 1.18 ([Tol20, Theorem 5.4]). Para cada U € A, definimos wy: F — R, dada por

1 ssiEel
wy(E) = (1.11)
0 caso contrario.

Entonces wy € &. De forma reciproca, para cada w € &, definimos
U, ={F €% :w(E) =1} (1.12)
Entonces U, € L.

Demostracion. Sea U € 4. Para demostrar que wy, estd bien definido sobre .%#, es suficiente
demostrar que exactamente uno de los conjuntos E'y E' = X \ E pertenece a U para todo
E € %. Notemos que a lo més uno estd, sino ) € U, lo que contradiria el hecho de ser
ultrafiltro. Supongamos ahora que £ ¢ U y que ENF ¢ N para todo F' € U. Sea

F=UU{G e F:ENF CG paraalgin F € U}.

Claramente F es filtro con Y C Fy E € F\U. Como esto contradice la maximalidad de U,
se sigue que £ N FeN para algin Fel.

Como EN F y F no pertenecen a N, entonces
F\ECX\E=FE¢N.

Entonces E ¢ U implica que E' ¢ N, equivalentemente N € N implica que N’ € U. En
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particular £ N F € N implica que E' U F” € U, y por lo tanto, usando (ii)
ENF =(FUF)NF elU.

Finalmente, E'NE C E’, implica que E' € U por (iii). Entonces E ¢ U implica que X\ E € U

y por lo tanto, wy, esta bien definido.

Basta demostrar ahora que w € BFA(Z). Si ANB =0, A,B € %, de (i) y (ii) se tiene que
a lo més uno de los wy(A) y wy(B) es 1, y si uno de ellos es 1, entonces wy (AU B) = 1, por
(iii). Si ambos son cero, A’ N B’ € U por (ii), y por lo tanto wy, (AU B) = 0. Por lo tanto,
wy € BFA(Z) y ast wy € &.

Por otro lado, para demostrar la reciproca, sea w € &. Notemos que U, satisface (i) y (iii),

por definicion de & y aditividad finita. También, para E;, Fy € U,

W(El \ Eg) + U.)(EQ) = W(El \ Eg) +1

1 =w(EyUE,y) =
CO(EQ \ El) + C«J(El) = W(EQ \ El) +1

Por lo tanto, w(E; \ Es) = 0 = w(FE> \ E1) implica que w(EyNEy) = 1. Entonces EyNEy € U,
y U, satisface (ii).

Finalmente se demostrara por contradicciéon que U, satisface (iv). Supongamos que no lo
hace y sea § la coleccion de filtros que contienen U,,. Sea § C @, entonces | J .7-'63]: € 3" es
una cota para §. Por el Lema de Zorn, § tiene un elemento maximal, i/ € 4. Por hipdtesis
U, no es maximal, existe F € U \ U, con wy(F) =1y w(F) = 0. Por lo tanto, w(F') = 1
implica que F' € U, y asi wy(F') =1y wy(F) = 0. Esto es una contradiccion, por lo que U,

satisface (iv). O
Es directo verificar que wy, = w € & y U,,, = U € 4. Por lo que & estd determinado por la
estructura de ultrafiltros de # \ NV.

Una consecuencia del Teorema 1.18 es

w(ANB) =w(A)w(B) para todo A, B € Z#,w € &. (1.13)

Hasta ahora se ha establecido una relacién entre el conjunto & con los ultrafiltros de # \ N,
pero todavia no hemos probado que este conjunto no es vacio. Para esto, necesitaremos

introducir el siguiente concepto.

Definicién 1.19. Decimos que £ C % tiene la propiedad de la interseccién p-finita si £y € &€,
1 <k < K, implica (ﬂszl Ek> > 0.
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Teorema 1.20 ([T0120, Theorem 5.6]). Si & tiene la propiedad de interseccion u-finita, existe
we G conw(E) =1 para todo E € E.

Demostracion. Consideremos la coleccién § de filtros F con £ C F. Entonces § # (), como

K
{Aeﬁ:A; ﬂEk,Ekeé’,KeN}eS.

k=1

Ahora sea J C § una familia de filtros que es totalmente ordenada por inclusion y sea
F* = Uzey F- Entonces F* € § es una cota superior para J. Por el Lema de Zorn, J tiene
un elemento maximal U que es un ultrafiltro. Por el Teorema 1.18 (a), wy € & satisface el

Teorema. O

Gracias a este resultado es posible asegurar que & es no-vacio. Méas que eso, bajo ciertas

condiciones, este conjunto serd muy grande.
Corolario 1.21 ([Tol20, Corollary 5.7]).
(a) Para A€ F\N eziste w € & con w(A) = 1.

(b) Supongamos que para j € N, F; € F\N y F,NF; € N coni# j. Sea

€ ={Ey:k €N}, donde E, = | | Fy.

izk

Entonces ezisten no numerables w € & \ X(.%) tal que w(Ey) =1 para todo k.

Demostracion. La primera parte se sigue de forma directa del Teorema 1.20.

Para lo segundo, sean a € (0,1) y {¢j(a)};en C Q, tal que la sucesién es creciente y g;(a) — a
de forma creciente cuando j — 0o0. Sea Q, = {¢;(a) : j € N} y notemos que Q, N Q; es a
lo més finita si a # b. Sea N, = n(Q,), donde n: Q — N es una biyecccién. Entonces
{N, : a € (0,1)} es una coleccién no numerable de subconjuntos de N con la propiedad
N, N N, es a lo més finita si a # b. En particular, para a # b € (0,1) existe K(a,b) € N tal
que {j € N,NAN, :j > K(a,b)} = 0. Consecuentemente a # b implica que F; N F; € N para
todoi € N,, j € Nyconi,j> K(a,b).

Ahora, para a € (0,1), notemos que Ef := Uycjen, Fj € F, ysea & = {E} : k € N}
Entonces por el Teorema 1.20 existe w, € & con w,(Ef) = 1 para todo k € N. Sin embargo,
por construccién E¢NE? € N para todo k > K(a,b). Se sigue que w, # wj. Por construccién,
E{ C Ej para todo k € N, asi w,(Ey) = 1 para todo a € (0,1) y k € N,
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Finalmente, w, ¢ (%) pues u (), E¢) = 0 pero B}, C E} y w(E}) = 1 para todo
k e N. ]

Teorema 1.22 ([Tol20, Theorem 5.9]). Para w € &

(a) Siw=m+v (Teorema 1.11), donde m € II(.F) y v € X(F), entonces m =0 oy =0,

en otras palabras w € II(F) o w € X(.F).

(b) la medida w es o-aditiva si y solo si para un dtomo E,, € F,

p(ENE,)

wB) ==

para todo E € F.

Demostracion.

(a)

Se demostrara lo pedido por contradicciéon. Supongamos que 7 y v son medidas no nulas.
Por el Teorema 1.10 existe {Ej }xen C F con 7(E)) = 7(X) para todo k 'y y(Ej) — 0
cuando k — oo. Si w(Ey) = 0 para algin k, entonces 0 = w(Fy) > 7(Ey) = w(X),
donde 7(X) = 0 que es falso. Por lo tanto, w € &, w(Ej) = 1 para todo k y se sigue

1= w(Ey) = 7(X) +7(Ek) = m(X),

por ende 7(X) = 1, que también es falso.

Sea w € & N X(F). Entonces w es una medida real y ambos w y p son o-aditivas
con w < p. Como p es o-finita por hipdtesis, por Teorema de Radon-Nikodym, existe

g€ Ly(X,.Z,u) con
w(E):/gd,u, EeZ.
E

Como g es no negativa, p-ctp sobre X, u({z € X : g(x) > n}) — 0 cuando n — .

Por lo tanto,
lim gdu = 0.
"o J{zeX:g(x)>n}

En particular,

w(fr € X ()2 np) = | gdp.
{z€X:g(z)>n}
Ahora, w € & implica que para algin N € N se tiene que w({z € X : g(z) > N}) = 0.
Se sigue que p({x € X : g(x) > N}) = 0. Por lo tanto, g € L®(X, #,u

Unico o € R

) v para un

w({r e X :lg(r) —a| <e}) =1,
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para todo € > 0. Como w € (%), se sigue que w(F,) = 1, donde E, = {z € X :
g(x) = a}. Més atn u(E,) > 0, pues w(E,) =1y w € &. Por lo tanto,

wE)=wENE,)= / adp=au(ENE,),

ENE,
para todo E € #. Con a = 1/u(E,), E, es un dtomo con las propiedades requeridas.

De forma reciproca, cuando A es atomo, w(F) = pu(E N A)/u(A), E € F define
we BNX(F), ya que u es o-aditiva.

]

Finalmente, es posible integrar con respecto a estas medidas haciendo uso del Teorema 1.10.
Teorema 1.23 ([T0l20, Theorem 6.2]). Sea w € &

(a) Para u e L>®(X, .7, u)
/udw:ozy/|u|dw:|a| (1.14)
X b

donde « es el unico tal que

w{r e X :|u(zx) —a| <e}) =1Ve > 0.
(b) Para u,v € L®(X,.Z, 1)

Lﬂmm:(L@mD(AUM). (1.15)

(¢) St F: R — R es continua, u € L®(X, F, 1)

/XF(U) do = F </Xudw> | (1.16)

Demostracion. Tomemos u,v € L®(X, .7, u).

(a) Con a dado como se describe, la ecuacién(1.14) se sigue por

/udw—a /(u—a)dw:‘/ (u—a)dw
X X {zeX:|u(z)—al<e}

para todo € > 0. La segunda parte se sigue pues

<€

w{r e X ||u(x)| —|af| <e}) >w{zr € X :|u(z) —a| <e}) =1.
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/udw:ay/vdw:ﬁ,
X X

se sigue que para todo ¢ > 0, por (1.13)

w{zr e X :|u(z)v(z) — af| <e}) =1

(c) Sigue de lo anterior para polinomios y se concluye usando el Teorema de Weierstrass.

]

4.2. El Ejemplo de Valadier-Hensgen

En la presente seccién construiremos un ejemplo de una medida pura que integra lo mismo

que Lebesgue en funciones continuas.

Definicién 1.24. Sea ¢(N) el espacio de sucesiones convergentes de ndmeros reales. Sea

¢: ¢(N) — R el funcional lineal dado por
l(u) = lim u,, donde u = (uy,)nen € £*°.

n—0o0

Es claro que este funcional es positivo y acotado. Por el Teorema de Hahn Banach, existe L
sobre (*(N) tal que para todo u € ¢*(N)

Liewy =€y [[Llloo = lleqwy = 1.

Ademés, si u € £°(N) y definimos u™ = (ugy,)ren, entonces

A L se le conoce como limite de Banach.

Definicién 1.25. Definimos el rango esencial de u € L*(X,.#, u) como

R(u) ={a € R: u({z:|u(x) — a] <e}) > 0 para todo € > 0} (1.17)

Lema 1.26 ([Tol20, Lemma 6.3]). Para u € L>®(X, %, u)

R(u):{/xudw:weQS}. (1.18)

Demostracion. Usando el Teorema 1.23 y 1.20 se sigue la contencion del lado izquierdo en
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el derecho. Como w(E) = 1 implica u(E) > 0, por el Teorema 1.23 el conjunto del lado

izquierdo contiene al del lado derecho. O

Teorema 1.27 ([Tol20, Theorem 6.6]). Sea X = [0, 1], .Z la o-dlgebra completa con respecto
a Leb la medida de Lebesque. Existe p € II(F) NT°(X, .F, Leb) tal que

1 1
/ vdp = / vdLeb  para toda funcion continua v: [0,1] — R (1.19)
0 0

Demostracion. Para x € [0,1] sea u* € & dada por Teorema 1.20 con la propiedad p*((z —
e,x+¢)N[0,1]) = 1 para todo £ > 0, del Teorema 1.23 tenemos

/o vdu® =wv(z), Ywvel([0,1]).

Para n € N, sea 27 = j/2", 0 < j < 2", j € NU{0}, y para v € C[0,1] sea

v 1 n ' 1 - z?
sn:2n+1j2v(xj):/0vd,un donde “”:2n+1j§0‘“'

Para todon € N, p, € T°(X,.Z, 1) v pn(E) € [0,1], E € .Z, pues cada "7 € &.

Notemos que s, es una suma de Riemann, en particular, tenemos que esta sucesion converge
1
a fo vd.

Definamos u sobre .% como
wE)=L{m}), Ee€ZF,

donde L: {,(N) — R es un limite de Banach. Claramente 1 > 0 es finitamente aditiva.
Ademsis u(FE) = 0 para todo £ € N.

Veamos que u es pura. Para k € N| sea

> 1 1
Ju (x?—ﬁ@?er))-

neN j=1

Ek:[O,l]ﬁ<

Como p,(Ey) = 1 para todo n € N, se sigue que u(Ex) = 1 = u(X) para todo k €
N. Més atn, como {Fj}reny es una sucesiéon anidada de conjuntos abiertos de [0,1] con
Leb(E)) < 2/k. Se sigue que Leb (e Ex) = 0. Por lo tanto v(Ey) — v (N, Ex) = 0 si
0<~veX(F)NI>*(X,Z#, Leb). Como pu > 0, tenemos que u Ay = 0 para cada 0 < v €
N(F)NT>(X,.Z,Leb), por ende u es pura.
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Si g es una funcién simple sobre [0, 1], se sigue que

([ o)) [

Para u € L®(X,.%#, ), sea {ug}reny una sucesién de funciones simples tal que up — u

uniformemente sobre [0, 1]. Sea

- ) o

Entonces para cada k € N, usando desigualdad triangular tenemos que

1 1 1 1 1
MS‘L ({/ u—ukdun}>‘+’L ({/ ukdun}) —/ ukdﬂ‘+ / ukd,u—/ udu’.
0 0 0 0 0
Por lo tanto ) .
L({/ ud,un}) :/ udp, Yue€ L¥(X,F,u).
0 0

En particular, para v € C[0, 1]

n—oo

1 1
/ vdpu =L ({vdu,}) = lim s = / vd Leb.
0 0



Capitulo 2

El Teorema de Descomposicion de

Kingman

La primera demostraciéon del Teorema Ergddico Subaditivo data del ano 1968 en el articulo de
Kingman [Kin68], en respuesta al articulo [HW65] de Hammersley y Welsh, donde se introdu-
ce Teoria Ergddica para sucesiones subaditivas. Esta demostracién depende principalmente
de un resultado que dice que toda sucesién subaditiva de funciones se puede descomponer
como la suma de dos sucesiones de funciones medibles {S,, f },en para alguna f € L'(X, .7, )
¥ {wn }nen en el espacio de medida (X, .#, i), donde {wy, }nen €s una sucesién no negativa tal

que

El propdsito de este capitulo es demostrar esta descomposicion, dando dos ideas distintas.
La primera es siguiendo el articulo original de Kingman [Kin(8], en este encontraremos
una demostracion del Teorema de Descomposicion que se aplica cuando se trabaje con una
transformacién invertible. La segunda, es una demostracion que hace uso de un Teorema de

Komlés, siguiendo el articulo [BDIK 73] que demuestra el caso no invertible.

Existen otras demostraciones de este teorema que no usan esta descomposicion, es posible
encontrar una usando un Teorema Ergédico Maximal en [[Karl7] y otra usando una idea de
Jairo Bochi y Artur Avila en [VO16]. Existen otras formas mas probabilistas de acercarse a

esta descomposicién como se puede ver en [dJ77].

En todo el capitulo (X,.%,u) es un espacio de medida, donde X es un conjunto, .# es
una o-algebra y p es una medida c-aditiva no negativa sobre .%. Ademds, consideraremos

T: X — X una transformacién que preserva la medida pu.

29
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1. El Teorema Ergdédico Subaditivo

En esta seccion introduciremos el concepto de sucesiones subaditivas para establecer un

Teorema FErgodico mas general.

Definicién 2.1. Sea {®, },en una sucesién de funciones medibles ¢, : X — R. Decimos que

la sucesion {¢y, }nen es subaditiva con respecto a T, si para todo n,m € N se satisface

Pmtn < Pm + on 0T (2.1)

Si se cumple la desigualdad en la otra direccion, llamamos a esta sucesién superaditiva con
respecto a T. Mientras que si se satisfacen ambas desigualdades, decimos que {p, }n,en es

aditiva con respecto a T

Sea {p,, tneny una sucesion de funciones subaditivas con respecto a T'. Iterando 7', tendremos

que para todo k,m,n € N

Gman 0 TF < @ o TF 4, 0 TF™, (2.2)

Ejemplo 2.1. Sea f: X — R una funcién medible y

n—1

Spn:ZfoTk-

k=0

Esta sucesion de funciones es aditiva con respecto a 1.

Ejemplo 2.2. Sea A: X — My, (R) una funcién medible con respecto a la o-dlgebra de
Borel hacia el espacio de matrices de k X k con entradas reales para k € N. Dote este espacio

con la norma

k
1B = méx > [A;l.
1e{1,....k} i

Definamos
Yn(x) = AT ) - A(T" 2x) - - A(x),

entonces, considerando
pn(x) = log ||t (2)]]

se tiene que {y,}nen €s una sucesién subaditiva con respecto a T', debido a que ||AB| <
|Al|]|B||. La convergencia en este caso fue demostrada en el afio 1960 por Furstenberg y
Kesten en [F1X60].
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Ejemplo 2.3. Sea GG un grupo topologico y h: X — G un mapa Borel medible. Sea

Un(z) = W(T" " 2) - h(Tx) - h(z),
esto usualmente es conocido como un camino aleatorio. Para cada n € N definimos la funcién

en(@) = #{thi(z) : 1 <i < n}.
Entonces {®, }nen €s una sucesiéon subaditiva con respecto a 7.

Supongamos G es un grupo finitamente generado. Sea S un conjunto generador para G. Se
define la norma |g| con respecto al conjunto S como la palabra largo més corto de un palabra

w en S equivalente a g. Se conoce como la métrica palabra, a la métrica

d(g1,92) = g1 " g2l.

Para cada n definimos
an () = d(e, Pu(1)).

Entonces {a, }nen de una sucesion subaditiva con respecto a 7" haciendo uso de la desigualdad
triangular y la invarianza de d. Esto se puede generalizar para métricas invariantes por la

izquierda. Ambos ejemplos se pueden encontrar en [Der80].

Sea {©n }neny una sucesion subaditiva con respecto a T'. Integrando (2.1) y usando el Lema

de Fekete, se obtiene que existe v € RU {—o0} tal que

nd nd
i LP U qonde = gup e
n—oo n neN n

(2.3)

Cuando 7 es finito, diremos que v es la constante de tiempo de {¢n }nen.
Antes de demostrar el Teorema Ergddico general, se necesitara el siguiente resultado.

Teorema 2.2 ([KinG8, Theorem 1}). Sea {¢n }nen subaditiva con respecto a T con constante
de tiempo v y sea
¢ = limsup ﬂ, (2.4)

n—oo N

entonces & es finita casi-seqguramente, y

/fduz’y y h’m/ ‘ﬁ—g‘ dy = 0. (2.5)
X x'n

n—oo

Consecuentemente, p,/n converge a & en L'(X,.Z, 1) cuando n — oo.
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Demostracion. Sea k € N fijo. Para cada n € N denotaremos N(n) a la parte entera de n/k.
Aplicando (2.1) se obtiene

On < Ok + PuroTF < o+ @r o TF + pp_op 0 T

De forma inductiva

N(n) N(n)
On <Y o T o v 0 TVF <N~ 0 0 TOF gy (2.6)
r=1 r=1
donde
k—1
WN = Z ’@u o TNk|'
u=0

A consecuencia del Teorema Ergddico de Birkhoff, la funcion

U = hm—Zgoko = lim —Z(pkoTrlk J-ctp.

N—)oo

existe con p-medida total y [, ¥y dp = [y ¢r dp. Més atin, para cada e > 0,
Sou(Fze) =Y u(2=N) < zpw¢ eINN+1)) < | Ddp<oc.
N=1 N=1 x €

Aplicando el Lema de Borel Cantelli, se ha demostrado que con medida total

lim N =0.

Tomando limite a la desigualdad (2.6), se tiene que

, Pn 1 (r—1)k ¢k
<1 < —1i T = —.
& < limsup oy < g Himsup 5o Zrzl P © TN =

En particular € es finita u-ctp, y fxfdu < fX Yr/k dp. Como k arbitrario, entonces

A§w$m
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Para la otra desigualdad, para cada n € N definimos
- Z Y10 TN = nP1-

Asi «,, es una sucesién aditiva con respecto a Ty a,, > ¢, para todo n € N. Sea {5, }nen la

sucesion
ﬁn = ap — Pp
es una sucesion superaditiva no negativa para 7T

Sea

e B

entonces B,, es una sucesién creciente, convergiendo a

hmmfﬁ— — liminf 22— ¥ _ P — €.
n—o00 ]{ n—00 n

Por el Teorema de Convergencia Monotona,

lim Bnd,u:/ lim B, du = /@bl—{d,u.
x e X

n—o0 n—
Pero ademas,

lim B,dy < lim —du /wl dp — .

n—oo X n—oo

/ledu—/Xﬁd/LS/X%du—%

lo que demuestra la primera parte de (2.5).

Por lo tanto,

Se sigue

/ duz/X%du—M—/XBndu% (/ledu—v){/xwl—vdu):

Como B,, es mondtona y converge a v, — &, entonces debe converger en L', entonces

&_)wl 57
n

b p,

n

en L'(X,.7, ). Por el Teorema Ergédico de Birkhoff,

a
— =
n
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en L'(X,.Z,p), y asi se cumple la convergencia en L' de ¢, a &. O]

En el mismo articulo original de Kingman [Kin68, Theorem 3] caracterizan el limite £ de 2.5

como el limite de la esperanza condicional de ¢, /n sobre los conjuntos T-invariantes.

El Teorema FErgodico Subaditivo dice algo mucho mas fuerte, ¢ definido, es de hecho el limite
de ¢, /n puntualmente, generalizando asi el resultado de Birkhoff. Para demostrar esto se

necesitara la siguiente definicion.

Definicién 2.3. Decimos que una sucesién subaditiva {¢, }nen €s puramente subaditiva si

para cada n € N, ¢, es no negativa y tiene constante de tiempo v = 0.

Teorema 2.4 ([Kin68, Theorem 4]). Sea {@y, }nen una sucesion de funciones subaditivas para

T con constante de tiempo ~y. Entonces para cada n € N existen gp%ad) Y gpﬁfw tales que

Pn = (szad) + ()07(1]75)7 (27)
donde {go,(@ad)} es una sucesion aditiva para T, con
neN
ad
/ o dp =, (2.8)
X

Yy {(pgp o) } es una sucesion puramente subaditiva.
neN

En la préxima seccién se daran dos demostraciones distintas para este resultado. Por ahora,

asumiremos esto para demostrar el Teorema Ergddico subaditivo.

Teorema 2.5. Sea {¢, }nen subaditiva con respecto a T con constante de tiempo 7, usando

la misma notacion del Teorema 2.2, se tiene que

¢ = lim Pn puntualmente p-c.t.p. (2.9)

n—oo M

Demostracion. Usando el Teorema 2.4, tenemos que para cada n € N
Pn = stzad) + ngsz)a

donde {goﬁfd)} es aditiva y {go;ps)} es puramente subaditiva. El Teorema 2.2 establece
neN neN
que existe
Sogsz)
¢ = limsup y /Cdu:().
n X

n—oo
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Entonces ¢ = 0 con medida total. Por lo tanto,

Por otro lado, del Teorema Ergédico de Birkhoff, se tiene que {gp,(fd) /n} es convergente
eN

n,
puntualmente p-ctp, entonces por algebra de limites tendremos que {p, /n} _ también serd

neN
convergente puntualmente p-ctp y en L'(X,.#, ). Esto demuestra el resultado. O

2. Demostracién para el caso invertible
Solo por esta seccion se asumird que T: X — X es un mapa medible e invertible tal que
T7': X — X también es medible y preserva la medida p. Ademds, cuando se hable de

{©n }nen una sucesion subaditiva con respecto a T, se entenderd que ¢ es la funcién constante
0.

Para demostrar el Teorema 2.4 basta probar el siguiente resultado.

Lema 2.6. Sea {p,}nen una sucesion subaditiva con respecto a T. Entonces existe f €
LY X, .Z, ) tal que para todo n € N

fHfoT+. ..+ foT" <y, vy /deu:’y. (2.10)

Demostracion. Para cada m € N definamos

1 m
fngzlgpr_sorloT- (211)
Para cada n, se tiene
1n—1m
mA fmoT+ . 4 fpoT == po T — o,y oTH
fmt+ fm o T+ o fmo mM;(soo pr1 0 THH)
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Tomando m > n, se obtiene
n—1 n m—n n—1 m—n n—1
meoTk = % (Z(pr"_ ngr+n+zgpmoT7ﬂ - Z@TOTH _ngr-‘r(m—n) OT”)
k=0 r=1 r=1 r=1 r=1 r=1
n m—n n—1
(Z or+ Y (Pran—@r 0T+ D (9w o T~ Prigmn) © T"))
r=1 r=1 r=1

Sl

Notemos que (2.2) implica

Pr4n — Pr O ™ < Pn y ¥©m © T" — Pr4(m—n) © A < Pn—r © T".

Concluyendo asi que

n—1 n n—1

1
E frmoTF < - ( E ©r + (m —n)p, + E @nroT”> (2.12)
k=0 r=1 r=1

Cuando m — oo, tenemos que el lado derecho de la ecuacién converge a ¢,. Mas atin

_l S . _fxgomd:u
/xfmdu_m;</x%d” /chr_ldu) R (2.13)

Consecuentemente f x Jm dpp — 7 cuando m — oo. Por lo tanto, si {f}men tiene un punto
limite en L'(X,.%, i) este satisfara las condiciones del Lema 2.6. No obstante, no es posible

garantizar la existencia de este punto, por lo que se requerira el uso de mas herramientas.

Un resultado fundamental ya mencionado anteriormente de Teoria de la medida, es que el
dual de L' (X, .7, u) estd dado por L>=(X,.Z, u) [Roy63, Chapter 8] y este actia por

(6. ) = /Xqﬁf di, feL'(X.F.0).0 € L%(X, F.p).

Luego el dual de L™ (X, %, u) esta dado por I'°(X, . %, u), gracias al Teorema 1.15 y actia

de forma
w):/ bdv, ¢ L°(X,.7,u),v € T°(X,F, ).
X

Finalmente, existe un incrustamiento natural del espacio L*(X,.Z, i) en su bidual, dado por
k: LNX, F,u) — (X, Z,u) y que satisface

A = [ fdu FeLX.F ) AE 7
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Aplicando la desigualdad (2.12), con n = 1, se tiene

| fmll < o]l + [lor = fnll = |l 1] +/ lo1 = [l dp < [|oon]| +/ prdp —y =M. (2.14)
X X

Por lo tanto, los elementos de I'°(X,.%, ) se encuentran en el conjunto {v € I'*(X,.%, u) :
lv]| < M}, donde ||v|| = |v|(X). Por el Teorema de Bourbaki-Alaoglu este conjunto es
compacto en la topologia débil-x de I'°(X,.% 1), este visto como el dual de L>®(X, . F, u).

El conjunto I'° (X, .%, 1) no es secuencialmente compacto. Por lo tanto, no es posible extraer

una subsucesion convergente. Sin embargo, es posible trabajar con redes y subredes.

Antes de definir redes, recordemos que un conjunto dirigido es un conjunto D con una relacién
de preorden, es decir, una relacion reflexiva y transitiva tal que cada par de elementos tiene
una cota superior en D. Una red en un espacio topolégico X es una funcién a: D — X.
Usualmente, se denota a(d) = z4 para todo d € D, y referirse a esta como {z}4ep. Una
subred de una red {x}qecp es una red {Zq(e) teck, donde E es un conjunto dirigidoy av: £ — D

es una funcion tal que
1. Sie; < eg, entonces afe;) < afes).
2. Para todo d € D, existe un e € F tal que a(e) > d.

Es conocido que en espacios compactos toda red tiene una subred convergente [Verl(, Pro-
position 20]. Por lo que consideraremos {x fa(e)}ecr una subred de {& f,, }men convergente a
ven I'°(X,.%, ) con la topologia débil-x.

Consideremos el operador

S:T®(X, . 1) — I(X, Z, )

v —> (Tﬁl)*l/,

es decir, para todo A € .#
(Sv)(A) = v(TA).

Este operador es débil-* continuo y

(Sf)A) = [ fdu= / foTdp=r(foT)(A). (2.15)

TA
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De (2.12) y la igualdad (2.15), se tiene que para todo m € N

1 n n—1
1
Sk m < — T - n n—r T .
0 (K fm) < — (;lfw + (M = n)k@n + > Koy o )

r=1

n—

k=

Asi

n—1 1 n n—1

Z /{foz(e) o Tk S @ (Z K@y + (OZ(@) - Tl)/{g&n + Z RPp—r O Tr) .

k=0 r=1 r=1
Dado que el lado derecho converge a k¢, mientras que la lado izquierdo converge a v, se
obtiene

v+ Sv+ .+ 5" < Ky (2.16)

De (2.13)

(Iifm,1>2/)(1dl<dfm— K fm ) (X /fm :M — .

Dado que v es limite débil-x de {kf,,}, se tiene

(v,1) =, es decir, v(X) = 7.

A consecuencia de (2.16), con n = 1, (kp; — v): F — R es una medida finitamente aditiva
no negativa, y por el Teorema 1.11, admite una tnica descomposicion como suma de una

medida o-aditiva mas una medida pura, ambas no negativas. Al despejar v se obtiene
v=\A—m,
con A una medida o-aditiva con signo y 7 una medida pura no-negativa. De (2.16) se tiene
A+ SA+ ...+ 5"\ <k, + 7,
donde
=7+ ST+ ...+ S .
Usando el Teorema 1.10, se tiene que si 7 es medida pura, entonces S también lo es. Por lo

tanto, 7, también es medida pura. De esta forma

A+SA+ ... 8" N — k)T < = A+SA+... 5"\ < ko,
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Consecuentemente
M) +SAX )+ . +S"IA(X) < rign(X) = / ondi —> A(X) < = v(X) = A(X)—7(X).

Teniendo asi que 7 = 0 y ¥ = X es una medida con signo.

Como v € T'*(X, . Z#,u) y es medida o-aditiva con signo, es absolutamente continua a .
Por ende, tiene una funcién densidad f con respecto a p. Por lo tanto, v = kf y de (2.16)

tenemos que para todo A € ¥
n—1
/ZfoT’“duS/sondu,
ATy A

asi, podemos concluir que

n—1
ZfoT’c < .

k=0
Finalmente
[ fan= e = v(x) = .
X
m
La invertibilidad de T fue usada en la igualdad (2.15), en el articulo original hay un error
con esta igualdad.
Con este resultado, la demostracién del Teorema 2.4 es directa.
Demostracion del Teorema 2.4. Sea f: X — R una funcién que satisface las condiciones del

Lema 2.6, y definamos
cpgf‘d) =f+foT+...+foT™

Entonces {goﬁf‘d)} es aditivo, v ademds ¢ = o, — oY es no negativo y subaditivo.
Luego el

Jin [ et =0
De esta forma se sigue el resultado. O]

3. Demostracién para el caso no invertible

De ahora en adelante, solo asumiremos que 7': X — X es medible. Necesitaremos el siguiente

resultado que fue dado por Komlés [[Kom67] y serd demostrado en la siguiente seccion.
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Teorema 2.7 ([Kom67, Theorem 1]). Sean {f,}nen una sucesion de funciones medibles
tales que sup,cy [ |faldp < oo. Entonces existe una subsucesion {fn, tren y una funcion

f: X =R tal que

R
nlgnoogkz:;fnk—f p-c.t.p.

Bastara probar el siguiente lema, pues la demostracion del Teorema 2.4 sigue de la misma

forma que en la seccion anterior.

Lema 2.8. Sea {p,}nen una sucesion subaditiva con respecto a T. Entonces existe f €
LYX,.Z, ) tal que para todo n € N

fHfoT+. ...+ foT" ' <y, vy /deu—'y. (2.17)

Demostracion. Consideremos { f,;, }men la misma sucesion de funciones definidas en 2.6, esto

es, para cada m € N

1 m
S . — @, 10T
i m;ﬂw ©r_1 0

De igual forma, tenemos que cuando m > n

n—1 n n—1
meoTk < % (ngr—i_ (m_n>90n+z()0nroTT> .
k=0 r=1 r=1

Cuando m — oo, tenemos que el lado derecho de la ecuacién converge a ¢,,. Por otro lado,

1« P dps
/fmduz—z</ sordu—/%_ldu)z—‘& -
X m- = \Jx X m

Consecuentemente | « fm dp — 7 cuando m — oco.

Por (2.14), tenemos que { f,, }nen cumple con las hipotesis necesarias para aplicar el Teorema

2.7. Haciendo uso de este, existe {f,, }en tales que si definimos para cada m € N

1 m
Fm:_ f?‘bj7

entonces existe f € LY(X,.Z, ) que satisface

lim Fp, = f p-ctp.

k—o0

Notemos que es posible asumir que en la subsucesion escogida n; > n para cualquier n fijo,
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dado que al tomar £ el coeficiente mas grande tal que n, < n, podemos definir

1 m
F = ~ > fus
j=1

Y asi
lim F/ = f (2.18)

m— 00
Hemos construido una subsucesion { fu/ }ren tal que n} > n y que satisface (2.18). Por ende,

sea n € N fijo y supongamos n; > n, entonces

n—1 n—1 m m n—1
;FmoT’ﬂ:kz%%z;fWoT’“:%E;;fnjoﬂ (2.19)
= - = paci

m n n—1
1 1 :
SgZ;(Z%Hm—n)wﬁE gonroT>. (2.20)
J:1 J r=1 r=1

Como

n n—1
1
lim — -+ (n; —n)p, + n_r O T" | = ©,,
HM%(E ¢r + (nj —n)y ;190 ) @

r=1

usando el limite de Césaro se tiene que

n n—1
wlgréo%]z:ni] (ZSDT_’_(HJ' _n)(pn'f_;@n—roTr) = Pn.

Asi, tomando m — oo en el lado izquierdo de (2.19) y en (2.20), se tiene

n—1

ZfoTkg% Vn eN.

k=0

Para terminar la demostracion, basta demostrar que

/deuzv-

Notemos que, por la desigualdad recién demostrada, se tiene

n—1
1
/fduz—/E foTFdu< [ £ra,
X n Jx x N

k=0
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tomando n — oo, hemos demostrado que

/ fdu <. (2.21)
X

Por otro lado, [y fadp = [y @n/ndp por (2.13). Asi por Césaro, lim, e [ Fndp = 7.
Ademas, por subaditividad, tenemos que para todo n € N ¢; — f,, > 0, lo que a su vez

implica ¢; — F};, > 0 para todo m € N. Finalmente, por el Lema de Fatou
o= san<timint [ o= Fudi= [ordp-1
X m—00 X

Demostrando asf que [ « fdp > . El resultado se sigue junto a la desigualdad (2.21).

4. El Teorema de Komlos

En esta seccion se demostrara el Teorema 2.7. Este resultado establece que, dada una sucesion
acotada de variables aleatorias en L'(X,.%,u), existe una subsucesiéon que converge segtin
Cesaro p-ctp; es decir, el limite del promedio converge p-ctp. La demostracion seguira el
enfoque de [Sch&6], el cual, a diferencia del argumento original de [[Kom67], no requiere el

uso de esperanzas condicionales ni del teorema del limite central.
A lo largo de esta seccién se estard asumiendo que (X,.%, 1) es un espacio de probabilidad.
Para cada n € N definimos

I(x) == 2 X[—nn (7).

Lema 2.9 ([Sch86, Lemma 1]). Sea {f,,}nen C LN (X, F, 1) una sucesion tal que sup,, [ | fn]dp <

0o. Entonces existe una subsucesion { f,, tren tal que
1. la sucesion de funciones {Ix(fn,)}ken €s uniformemente integrable;
2. la serie -
> il ful > k) (2.22)
k=1
es convergente.

3. para todo € > 0,

> / e(fo )5 dp < oo, (2.23)
k=1
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Demostracién. Dado que {f, }nen es L'-acotada, podemos ver que es uniformemente inte-

grable, debido a que para todo € > 0, podemos encontrar N € N suficientemente grande tal

/ |fuldp <e.
{alfu (@) >N}

En efecto, sea e >0y § < e/N.. Si u(A) < 4, obtenemos

/fndu‘ s/ Ifnldu+/ Faldit < 2+ Nop(A) < 2.
A AN{| fn|>N:} AN{|fn|<N:}

Esto implica que cualquier subsucesién de { f,,} satisface que {I)(fn,)}ren es uniformemente

que

integrable.

Veamos ahora que se cumple la condicién (2.22). Por hipdtesis, es posible ver que existe un

escalar M; > 0 y una subsucesién {f}},cy tal que

lim |fH dp = M.

oo Jo<|fi<1

De forma recursiva, se pueden construir subsucesiones {f7},cy de {fZ71},en tal que

lim | fildp =M,

o0 Jj—1<|f1<i

para ciertos M; > 0.

Gracias a un argumento diagonal, podemos escoger { f,,, }ren, tal que

M;

1
- < [foldp < Mj+ =, 1<k, 1<j<k (2.24)
J

J=1<|fny 1<d

Dada la hipétesis de que { f,, }nen, se sigue que Z;; M; < oo.

Notemos ahora que

o) o) k2
PITAERIESY (u<|fnk\ >E) 4+ > (= 1< |l §j)>.
k=1 k=1 j=k+1

Dado que
1
) > 8 < s [ 15,1 dn
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se obtiene que
ZM | farl > kz
k=1

Por otro lado, usando (2.24)
(3] k2 [
2. J—1<|fnk|<J<ZZ —ZM+
k=1 j=k+1 k=1 j=k+1

Concluyendo asf la demostracion de (2.22). Finalmente (2.23) sigue de la construccion de la

subsucesién que satisface (2.24). O

Sea {f, }nen una sucesién de funciones en L' y f € L. Se usard la notacién f, — f para

decir que la sucesién de funciones {f, },en converge a f en la topologia débil o (L', L*>).

Lema 2.10 ([Sch&6, Lemma 2]). Sea {f,}, una sucesion tal que f, — f y Ix(fn) — gx para
f ygx € L' para todo k > 1. Entonces g, — f p-ctp y en L.

Demostracion. Al tomar subsucesiones, podemos asumir que se satisface (2.24). De esta

forma

Z/\gk—gk 1\du<2hmmf/uk fu) = I fnr<2ZMk+—<oo

Esto implica que g, converge a una funcién g p-ctp y en L'. Usando la unicidad del limite

débil, podemos ver que es necesario tener que g = f. ]

Lema 2.11 ([Sch86, Lemma 3]). Sea { f, }nen sucesion de funciones medibles a valores reales.
Entonces eziste una subsucesion { fn, }ren y una sucesion {gi} de variables aleatorias acotadas

tales que

Li(fuy) = 9n ¥ ‘/(]k(fnk)gk‘ —g)dul <1, Vk>1yV¥n>1. (2.25)

Demostracion. Para cada j > 1, existe una subsucesion {f;,}, de {fj_1,}n ¥y una sucesién
{gn}n tal que |g;| < j, dada la separibilidad de L' y el hecho de que {Ix(f.)}. es acotada

para todo k € N, podemos escoger esta sucesion tal que

[]'(fj,n> — 9
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En particular, escogiendo {f;,}, tal que

‘/( i(fin)gi —g3)du| <1 Vn>1,

y tomando la subsucesién f,, = fir obtenemos la sucesién pedida. n

Lema 2.12 (Desigualdad Maximal). Sea { f,,}, una sucesion arbitraria de funciones medibles
a valores reales y {a,}, C L*. Entonces existe una subsuscesion {fn, }ren Yy una sucesion

{gi}r de variables aleatorias acotadas tal que para 0 < e </2/2y1l<m <n

(mrg?i(n Zaz fnz - z) >5) ( +Z/ fnl _gi)QdU>'

Demostracion. Para € > 0, definimos el conjunto

Z az fm gz)

m<j<n

Aa::{xEX: max

Se demostrara que

p(A:) < ( +Z/ Ii(fa,) —gi)zde)-

Con este propdésito en mente, serd necesario definir el siguiente conjunto. Sea j € Ny tomemos

dos sucesiones finitas, estrictamente crecientes a = {as,...,a:},b = {by,...,b;} C{1,...,j—

} |

Donde { f,, }x es una subsucesion de { f,, }, que serd definida més adelante en la demostracion.

1} tal que b; < a; para todo i € N para todo i < ¢. Para [ < j definimos el conjunto

< 97l
1<u<t—1 - M

Ai(a;b) := { max

Z Qy; (]bi (fn%) - gbi)
=1

t
S oo (fn,) = g0) > 27
=1

Por el Lema 2.11 se obtiene una sucesion { g, }nen v ademds es posible suponer que (2.25) se

satisface para una subsucesion de { f,, }nen, asumiremos que esta es simplemente {f,, },..

Sea f,, := fi. Suponiendo que ya hemos construido f,, ..., fn;,_,, podemos construir f, tal

que

’/ar(lr(fni) - gr)as(]s(fnj) - gs) du| < W, (2.26)
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paral <i<j—1,r<i1ys<j;yademas

(2.27)

/Al(a;b) OZr([r(fm) - gr)as(]s(fnj) - gs) d,u < 181 .

Esto es posible de elegir por la densidad de L' N L>® en L', o, - o - (I.(fn,) — 9») € L y por
la convergencia débil de {Ix(f,)}nen & g

Sea 1 < N < m < n, denotamos Z, := Ix(f,,) — gr para todo k > 1y sea ¢ = 27¥/2. Con la

notacién establecida, para m < k < n tomemos a;, = (n;)%_, v by := (j)h_,,. Definimos
Bk = AN(ak; bk)

Esto debido a que podemos expresar A. como la siguiente union disjunta

k=m
Entonces
/(Z%’Z’) d,LLZ/ ( aiZz’> dp
=m : =m i 2
k=m By, i=m

/ (Za ) d,u—G—QZ Z Z/ o Ziov; Z; d.

k=m j=k+1i=m

Usando la desigualdad (2.27) y la eleccién de A,

k=m j=k+1i=m

Desarrollando esta ultima suma se obtiene

2
. 1

7. > 2 -

/ (?m aZZZ> dp > e“u(A.) 3 om
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Por otro lado,

/(Zn;naz> dp = Z/az )2 dp 42 Zn: Z/alZoz]Z dyu

j=m+1li=m

<Z/a” d”+22248 2i-1

j=m+1li=m

g/( iZ;)? d,lH'G%

De esta forma, obtenemos la desigualdad pedida para 2=V+1/2 < ¢ < 2=N/2_ Por otro lado,

si e < 272 la desigualdad se sigue de forma directa. O

Para finalizar la demostracién del Teorema de Komlds, necesitaremos los siguientes dos re-

sultados.

Lema 2.13 (Lema de Kronecker). Si {x,}22, es una sucesion tal que la serie Y °_| T, €S
convergente y finita. Entonces para toda sucesion 0 < by < by < by < ... tal que b, — o0,

tenemos

Jzﬁob—me =0

Lema 2.14 ([Sch36, Lemma 5]). Sea f, — f para {f,}, C L' y f € L'. Entonces existe

una subsucesion { f,, }r de {fn} tal que

k
1
z Z fni = [ p-ctp.
=1

Demostracion. Pasando a subsucesiones es posible asumir que {f,}, satisface (2.22), (2.23)

y (2.11). Por el Lema 2.12, existe una subsucesién { f,,, }ren tal que parae > 0,1 <m <n

“(éQ?%%Z ) =g >5D§?<2_m+2/( () =99 dﬂ>'

Por (2.11) y (2.23) se obtiene

3 (USSR o FIPES SR

Consecuentemente, tenemos que y .o, Z; /i converge p-ctp y en L*. Por el Lema 2.13, el hecho
de que {gx }r es convergente por el Lema 2.10 y (2.22) (que implica Borel Canteli), se puede
concluir que %Zle fn; converge a f p-ctp. n
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Demostracion Teorema 2.7. Por el Lema 2.9 podemos escribir una subsucesion de {f,,} de la

siguiente forma

donde f,, — Ii(fn,) — O p-ctp y Ix(fn,) — f para algin f € L'. El resultado se sigue al

aplicar el Lema 2.14 a la sucesion {Ix(fn,)}ren- O



Capitulo 3

Formalismo Termodinamico No
Aditivo

Con un Teorema Ergddico establecido para sucesiones de funciones subaditivas, podemos
extender el Formalismo Termodindmico a potenciales no aditivos. En este capitulo se definira
el concepto de Presion topologica de una familia no aditiva de potenciales, concepto esencial
para extender el Formalismo Termodindmico usual al caso no aditivo. Ademas, se exploraran
dos casos, cuando se cuenta con una sucesion de funciones subaditivas, demostrando en
este caso un Principio Variacional baséndose en el trabajo de [CFHOS|] y con sucesiones de
funciones asintéticamente aditivas estudiando las consecuencias de un Teorema de Cuneo

([Cun20]) que hace posible un mejor entendimiento de este estudio.

El formalismo Termodindmico no aditivo fue introducido por Barreira en [Bar96]. Una de sus
principales motivaciones para desarrollar esta teroia fue su aplicacién en el drea de teoria de
la dimensién, en particular para obtener una férmula de Bowen en sistemas no conformes.
Ademas, el formalismo termodinamico no aditivo permite considerar clases de conjuntos
invariantes mas generales, en las que podemos encontrar repulsores y conjuntos hiperbodlicos

para funciones que no son diferenciables.

En la primera seccién, se demostrard el Principio Variacional para sucesiones de funciones
subaditivas basdndose en el trabajo de [CFH08], estableciendo de esta forma un puente entre
topologia y teoria de la medida. Para esto sera necesario definir el concepto de presion para

potenciales en general y demostrar algunos resultados previos a la demostracion.

En la segunda seccion, motivado por el Teorema de Descomposicion de Kingman, se de-
mostrard que toda sucesiéon de funciones continuas casi-aditivas (condicién mas débil que
aditividad) se puede expresar como una suma entre una sucesién aditiva y una que desde el

punto de vista del Formalismo Termodinamico no tiene peso. Esta descomposicién es mas

49
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fuerte que en el Teorema 2.4, ya que depende solamente del espacio topoldgico y no de la
medida escogida. Asi, podemos decir que todo potencial que cumpla ciertas caracteristicas

mas débiles que ser aditivo sera equivalente a uno aditivo.

Finalmente en la tltima seccion se veran consecuencias del Teorema de descomposicion en el
estudio de estados de equilibrio, medidas Gibbs y medidas débil Gibbs.

A lo largo de todo el capitulo (X, d) serd un espacio métrico compacto y # la o-édlgebra
de Borel asociada. Desde este capitulo en adelante, cada vez que se mencione una medida,
nos estaremos refiriendo a una medida o-aditiva y no negativa. Denotaremos por M(X) al
espacio de medidas de probabilidad Borelianas de X. Por otro lado, consideremos T": X — X
una transformacion continua y M(X,T) el espacio de medidas de probabilidad T-invariantes
de X.

Denotaremos C(X) al espacio de funciones continuas a valores reales de X, dotado con la

norma || - ||s. Asi tenemos que (C(X), | - |ls) s un espacio de Banach.

En resumen, este capitulo busca establecer las bases del Formalismo Termoinddmico para po-
tenciales no aditivos, demostrando resultados clave que amplian su aplicabilidad y mostrando

algunos resultados que se tienen actualmente.

1. Principio Variacional para potenciales subaditivos

En esta seccion se trabajard una generalizacion del Principio Variacional para potenciales
subaditivos establecida por Cao, Feng y Huang en [CFHO0S8] basada en la demostracién de

[Mis76] que es posible encontrarla en el capitulo 9 de [Wal82].

Sea (X, d) un espacio métrico compactoy 7: X — X una funcién continua. Sea ® := {¢, tnen
una sucesién de funciones subaditivas con respecto a 7' (Definicién 2.1) y continuas sobre X.
Primero se definira el concepto de presion de una familia ® con respecto a la transformacion
T. Luego se demostrardn unos resultados que seran ttiles para la demostracién del Principio

Variacional y finalmente se establecera y probara este.

Definicién 3.1. Para cada n € N definimos

do(z,y) = max  {d(TFz, T"y)}.

ke{0.,1,....n—1}

Definicién 3.2. Sea F C X. Decimos que E es (n,e)-separado si para todo x,y € F, con
x # y se tiene que d,(x,y) > €.
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Definicién 3.3. Sea ® := {¢, },en C C(X). Paran € Ny € > 0 definimos

P,(T,®,e) = sup {Z e#"(®) . E c X y E es un conjunto (n, 5)—separado} .

zelk

Dado que el espacio X es compacto, podemos garantizar que P,(T,®,¢) < oco. Definimos
ahora .
P(T,®,¢) = limsup — log P,(T, @, ¢).

n—oo N
Notemos que es posible que P(T, ®,e) = oo. Sin embargo, dado que la funcién P, (T, ®,¢) es
decreciente para ¢, si g1 < eo y P(T,®,e9) = 00, entonces P(T, P, ey) = 0o. Esto nos permite
definir la presion topologica de ® como

P(T,®) = lim P(T,®,¢) € [—00, 00]. (3.1)

e—0t

Observacion 3.1. Sea r,(7T,¢) la mayor cardinalidad que puede tener un conjunto (n,¢)-
separado con respecto a T'. Es sabido que cuando X es compacto, r,(T,e) < oo [Wal82,

Chapter 7]. De esta forma, si definimos

1
r(T,¢e) := limsup — logr, (T ¢).
n

n—oo

Si r(T,e) < oo, entonces por la subaditividad de ® se tiene que

P(T,®,¢) < logmé}g(cpl(x) +r(X,T,¢e) < oo.
re

Definicién 3.4. Se denotard M (X, T) al espacio de medidas de probabilidad T-invariantes.
Para una medida de probabilidad T-invariante p, se define el exponente de Lyapunov de &

con respecto a p al siguiente limite

El argumento de la existencia de este limite es posible encontrarlo en el Capitulo 2, Seccion
1.
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1.1. Lemas Previos
Lema 3.5 ([CFHO8, Lemma 2.1]). Para cada k € N, se satisface
P(T", ") = kP(T, @),
donde TF :=To...0oT y &%) = {op, bnen.
k-veces

Demostracion. Sea k € N fijo. Notemos que si F es un conjunto (n,e)-separado de X con

respecto a T*, entonces este debe ser (nk, )-separado con respecto a T'. De esta forma

P (T, ®™ &) = sup {Z e?(® [} es un conjunto (n,e)-separado con respecto a TF

}
}

< sup {Z e#@) . F es un conjunto (nk, e)-separado con respecto a T'
zeE

= Pkn(T7 (I), E).
De esta forma, es posible concluir que P(T*, &%) < kP(T, ®).

Para demostrar la desigualdad reciproca, para todo € > 0, sea 6 > 0 suficientemente pequeno
tal que si d(z,y) < § entonces
di(z,y) < e.

Sea C' = méx{1,sup,. x /1@ }. Entonces

e#n(®) < ef1(@) g1 (T) o1 (T 1a) <Cm

para todo x € X yn € N. Seann € Ny ¢ € [kn,k(n + 1)) N Z. Notemos que cualquier
subconjunto (¢, ¢)-separado con respecto a T debe ser (n,d)-separado con respecto a T*.

Esta observacion implica
Py(T,®,e) = sup {Z e?®) . F es un conjunto (¢, £)-separado con respecto a T} )
el

Como
SDE(fE) < eéokn(fﬁ)ew_nk(Tk"I) < C’kesﬂkn(l‘)’ (32)

tenemos

PE(T7 q)a 5) < Ckpn(Tka CI)(k)a 5)

Por lo tanto, kP(T,®) < P(T*, ®*)). O
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Lema 3.6 ([[<ic04, Lemma 2.2]). Sean € N, 0 < k < n yx € X. Entonces eziste una

constante positiva C tal que

1 1
— < —

Demostracion. Fijemos n € Ny 0 < k < n. Para cada 0 < ¢ < k definimos «a(q) :=

|(n —q—1)/k]. De esta definicién podemos ver que « es decreciente y

—1
n—k—1<al@Qk+q¢g<n—-1 'y %—2<a(q)§nT, (3.3)

siempre y cuando 0 < g < k. Fijemos ¢ y sean 0 < ¢ < a(q) y 0 < i < k. Se tiene

q—1<tlk+q+i<algk+q. (3.4)

Sean
St={0,....¢—1} v S2:={alQ)k+gq,...,n—1}.

q q

Sea Sy = S; U Sg. Entonces
{0,....n =1} ={lk+qg+i1:0<l<alq),0<i<k}US,. (3.5)
Usando (3.3), podemos notar que 1 < #Sg <ky

we{lw]

Sea ¢p el nimero mas grande tal que a(qy) = [(n — 1)/k]|. Entonces

{lk+q:0<l<a(q),0<k<k}=A{0,...,a(q)k+ qo}- (3.6)

Dada la eleccién maximal de gq se sigue que a(qo) = (n—qo—1)/k y asi a(qo)k+q =n—1.

Notemos que si gy = k — 1, entonces Sg ={n—k+gq,...,n—1}. Por otro lado, si ¢y # j — 1,
entonces a(qo+ 1) = a(qy) =1 = (n—qy— k—1)/k y entonces a(qo + 1)k + qo + 1 =n — k.

Por lo tanto, definiendo una biyeccién 7, entre los conjuntos {0,...,k} y {1,...,k} por

Go—q+1, 0<qg<q
n(q) := (3.7)
Qo—q+tk+1 qg<qg<k,

tenemos entonces que #Sg = n(q) para todo 0 < ¢ < k.
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Como n = n(q) + a(q)k + q para cualquier 0 < ¢ < k, usando la subaditividad de ®, tenemos
para x € X y tomando C' = sup,.x{|¢1(z)|}, tenemos

©n(T) = Oy(g) (Ta(q)k+qx) + Z (pk(T(a(q)—f)kJrqx) + @q()
=1
a(g)—1
< Y o(T*) + 2kC
=0
a(q)
<N (1) + 3kC.
=0
De hecho, usando (3.7) se concluye que
Pale) 1 ki %q:) (T ) 4 3kC | = nzl (@) + L
— x = — z)+ —C.
n = kn =\ vk kn s vk n

De la demostracion anterior, es posible concluir que

lim sup gon(x) < HSOkHOO
n—00 n k

Lema 3.7 ([CFHO8, Lemma 2.3]). Sea {v;, }nen una sucesion en M(X). Para cada n € N

definimos
1 n—1 .
n = — v,oT™ "

Entonces existe una subsucesion {in, }i de {pin}n que converge en la topologia débil x a p €
M(X,T) y

1
lim sup — /gpm dvy,, < O, ().
n;

i—00

Demostracion. El hecho de la existencia de {u,,}i v que p € M(X,T) es sabido [VOI16,

Lemma 2.2.4|. Para demostrar la desigualdad, sea n > k, entonces usando el Lema 3.6
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tenemos

/ ko, dvy,

(/ ”2_: or(T9 ) dv, + SkQC)

3kC’

1
—/gpndun—
n

?rl»—* w|_. z§|H

Haciendo n; — oo, obtenemos para todo k

1 1
limsup — [ @p, dvp, < z / or dp.

i—oco 1Y

La desigualdad se sigue al tomar k£ — oo. O

Lema 3.8 ([CI'HO8, Lemma 2.4]). Sea v € M(X). Supongamos & = {A;,..., Ay} es una

particion de (X, B(X)). Entonces para cualquier par de enteros n,{ con n > 2 se tiene

() <in ir9 2

donde v, = (1/n) 3"y vo T

Demostracion. Para 0 < j < /¢ —1, sea t; el entero ¢t mas grande tal que ¢l + j < n y sea
S;={0,....n—=1}\{rl+7+i:0<r<t;,0<i<{}.

Por lo tanto,
ti—1

\/T_Zf— \/T—TZ j\/T—zf V. \/ T mg

meS;

Notemos que #S; < 2¢. Entonces

n—1 t;—1 -1
H, (\/ T"f) <N ' H, (T‘M‘j \/ T—%) + 201og k.

=0
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Sumando sobre j de 0 a £ — 1, se tiene
n—1 -1 t;—1
(H, (\/ T"f) < Z Z H, (T—Tf J \/ T"f) +20%1og k
—t -1
= ZH (T VA %) +20%log k

=0 =0

—1 /—1
SZH (T p\/T g) +20%log k

pO

= Z H,or-» (\/ T_Zf) + 20%log k
p=0 =0
/—1
<nH,, (\/ T—ig) + 20%1og k.

=0

Donde en la dltima desigualdad se usa la concavidad de ¢(z) = —xlog . O]

Finalmente necesitaremos el siguiente resultado demostrado en [Bow(08].

Lema 3.9 ([Wal82, Lemma 9.9]). Sean ay,...,ay € R. Sip; >0y Zle p; = 1, entonces

k
sz a; 108;]% < log (Z €a1> .

=1

La igualdad se tiene si y solo st _

e
bi = k

Zj:l €%

Demostracion. Sea
k
_ aj;
M = E e,
=1

y sea ¢: R>g — R dada por ¢(z) = xlogz. De la convexidad de ¢, se tiene

k
e’ pz pzM
<ZM edi ( edi ) :sz(logpz+10gM—aZ)

J=1

e%i

M-

La igualdad se tiene si y solo si 2= es independiente, es decir, p; =
et
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1.2. Demostraciéon del Principio Variacional

Teorema 3.10 (Principio Variacional). Sea (X, d) un espacio métrico compacto y T: X —
X continua. Sea ® := {¢n}nen una sucesion de potenciales subaditivos con respecto a T.

Entonces

—00,  8i D.(u) = —00 para toda p € M(X,T),

P(T,®) =
) sup{h,(T) + @.(p) : p € M(X,T), ®.(1t) # —00}  en caso contrario.

Donde h,(T) es la entropia de Kolmogorov-Sinai de p ([WalS2, Chapter 4/, [VO16, Chapter
9]).

Demostracion. La demostracion sera dividida en tres pasos.

Paso 1: Se demostrara primero que P(T,®) > h,(T) + ®.(u), si D.(p) # —o0.

Sea € M(X,T) tal que @, () # —o0. Sea§ = {A;, Ay, ..., A} una particion de (X, B(X)).
Sea o > 0 y tomemos € > 0 tal que eklogk < «. Dada la regularidad de p, para cada j en
{1,...,k} existe B; C A; compacto con u(A; \ B;) < €. Sea n la particiéon {By, By, ..., By},
donde By = X'\ U?Zl B;. Sea ¢: [0,00) — R, definida por

0 stz =0
xlogx six#0

Entonces

;?25 :;gb(wg;gjw)

< u(Bp)logk < eklogk < a,

donde la segunda linea es eliminando términos y la tltima un corolario de la convexidad de

la funcion ¢.

Sea
b:= min d(B;,B;) >0
1<i#5<k
y 0 < b/2. Sea n € N. Para cada C € /| " TI1 sea 2(C) € C tal que

e @) — gup e W),
yel
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Notemos que para cada C' € \/;‘;01 T—in existen a lo més 2" conjuntos C’s diferentes en
/"o TIn tal que

Jj=

d(z(C), z(C)) < 0.

En efecto, para cada C' € \/;L:_O1 T~In se denota (ig(C),i1(C), ..., i,_1(C)) € {0,1,...,k}" a

los indices tales que
C = Bio(C’) N T_lBil(C) N...N T_(n_l)Bin_l(C).

Fijemos C' € \/;.:01 T-7n y denotaremos V a la coleccién de todos los C' € \/;.:3 T=7n tal que

d,(z(C),xz(C)) < 0, entonces se demostrara que
#{iy(C): CeV}<2 VLe{0,1,...,n—1}. (3.8)

Supongamos por contradicciéon que existe ¢ tal que #{i@(é) Ce V} > 3. Entonces existen
C’l y C’g distintos de C' en V. Luego

dn(2(C1), 2(C2)) > d(T*(2(C1)), T ((C2)))

> d(Bié(él)’ Biz(éz))
>b> 26 > d,(2(C), 2(C)) + dp(x(C), 2(Cy)).

Por lo tanto, (3.8) es satisfacida.

En lo que sigue, se construirda un conjunto (n,d)-separado de X con respecto a T tal que

on Z e#n(¥) > Z e (@(0)) (3.9)

yelk CeViZy T

Sea C € \/;:& T=77 tal que

epn(@(C) —  max ePn(@(@)
CeViZy T=n

Se denotars V) a la coleccién de todos los C' € \/;:S T=in tal que d,(z(Cy),z(C)) < 6. De
(3.8), se tiene que #V; < 2", Si \/j;g T=inp\ Vy # 0, sea C, € \/?;5 T=in\ V; tal que

ePn(@(C2)) _ max  ePn@O),
CeViZy T\

Sea V, la coleccién de C' € \/’j:o1 T=In\ V1 con d,(x(Cy),z(C)) < 8. Recursivamente para
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m > 2, asumiendo que C,...,Cp1 v Vi, ..., V1 estan definidos, escogemos
n—1 m—1
Coe \/T70\ |J Vi
j=0 J=1

tal que
e‘%’n(x(cm)) — max ewn(w(C)).
CeViZy T=I\UT ' v

Sea V,, la coleccién de C' € \/;:S T=in\ U;n:_ll V; con d,(x(Cp,), z(C)) < 6. Entonces, como
la particién \/;.L;é T~ es finita, el proceso eventualmente se debera detener en el paso £. Sea

E={z(Cj):j=1,...,0}.

Dada la construccién, se tiene que E es un conjunto (n,d)-separado y

L

ePn(y) — e#n(@(C5))
) )

yek 7=1
4
>3 2 7 (@)
7j=1 CEV‘

—om 3 ),

CeViZy T=in

Lo que termina la construccién del conjunto que satisface la ecuacién (3.9).

Recordemos que p € M(X,T) y ®,.(u) # —oo. Entonces

Y. wO)palC) = log u(C))

CeViZy T-In

Y )

ceViZ, T
< Liogan 37 oo
n
zel

1
<log2+ —log P,(T, ®, ),
n

1
—H,

n

q
<H
3
3&).
N——
_|_
S|
—
©
3
oW
=
VAN
S

IA
SHN

donde en la segunda desigualdad se usa el Lema 3.9. Tomando n — oo y § — 0, se obtiene

h(T,n) + @,(n) <log2+ P(T,®).
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Por lo tanto,
(T, €) + u(p) < hu(T' ) + Hu(€]n) + ulp) <log2+ o+ P(T, ).
Como £ y «a son arbitrarios, se concluye que
hy (T, ®) + @, (1) <log2+ P(T,®).

Como esto es cierto para cualquier funcién continua 7'y familia subaditiva ®, en particular

es cierto para 7% y ®*) con k € N. Entonces por el Lema 3.5
E(hy(T) + @,(1)) <log2+ P(T*, &%) =log2 + kP(T, ®).
Como k arbitrario, tendremos que

h(T) + () < P(T, ®).

Paso 2: Se demostrara ahora que si P(T,®) # oo, entonces para todo € > 0, existe u €
M(X.T) tal que (1) # —0 ¥ hy(T) + @.(u) > P(T, ®,2)

Sea ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que P(T,®,¢) # —oo. Paran € N sea F,, C X un

subconjunto (n, €)-separado con respecto a T' tal que

log Z e?W) > log P, (T, ®,¢) — 1.

yeEEn

Definimos
ZyGEn efn (v) 5?}

Zye 5 e#n(y)

donde 0, es la medida de Dirac concentrada en y. Sea

< M(X)a

Oy =

1 n—1
= — g o, 01"
n -
=0
Sea {n;};en una subsucesién tal que

lim — logP (T, ®,¢e) = P(T,D,¢)

1—00 nz

V { ftn, }ien converge a u € M(X,T') en la topologia débil * (Lema 3.7). Sea & = {A;, As, ..., Ax}
una particién de (X, B(X)) tal que diam(A;) < e y u(04;) = 0 para 1 < i < k (para ver

existencia ver [Wal82, Lemma 8.5]). Notemos que cada elemento de \/}_; ' T—9¢ contiene a lo
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mas un punto de E,, entonces

,, (\_/ Tj&) +/<pn don = Y ou{y})(paly) —logon({y}))

j=0 yeEn
=Y aulfyh)log ) e
yeFk, z€E,
= log Z e?nW) > log P, (T, ®,¢) — 1.
yeLn,
Entonces
1 1
H,, (\/ T g) /(pn do, > =log P,(T, ®,¢) — —. (3.10)
n n

Sea ¢ € N y aplicando el Lema 3.8, con n; > ¢

—Han (\/T Jg) <\/T Jg) —logk‘ (3.11)

Como p(0A;) = 0y la sucesion {pu,, }; estd convergiendo a u en la topologia débil %, entonces

lim & H(,n (\/ T ) - (\/T Jg) —logk: (3.12)

Por las ecuaciones (3.11) y (3.12) se tiene

-1
lim sup — H <\/ T ) 7 Hu (\/ T‘Jf) .
1—00 jZO

1
limsup — [ @p, do,, < ®.(u).

i—oco Ty

Por el Lema 3.7

A partir de esta tltima ecuacién con (3.10) es posible concluir que

CH, (\/ T"f) + () > P(T, ®,2).

Como H, <\/;:g T‘j§> € [0,00) y P(T,®,e) # —o0, entonces P, () # —oo. Asi que al

tomar ¢ — oo se obtiene

hu(T) + (1) > Jim H (\/g) +®,(n) > P(T, d,¢).
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Paso 3: Para finalizar basta demostrar que P(T,®) = —oo si y solo si ®.(u) = —oo para
todo p € M(X,T).

Por el Paso 1 sabemos que si existe p € M(X,T) tal que ®,(u) # —oo, entonces P(T, ) >
. (p). Por otro lado, si P(T,®) # —oo, entonces por el Paso 2, existe p € M(X,T) tal que

®,(u) # —oo. Esto finaliza la demostracién del Teorema. O

2. Sucesiones casi-aditivas y asintoticamente aditivas

En la seccién anterior se demostrd que en el caso subaditivo era posible obtener un principio
variacional. Sin embargo, no se mencion6 nada acerca de los estados de equilibrio del sistema
en comparacion al caso aditivo. En esta seccién introduciremos una familia de funciones no
aditivas en el que es posible tener un mejor conocimiento de sus estados de equilibrio dado

que es similar al caso aditivo.
Definicién 3.11. Una sucesién de funciones {p, tneny C C(X) se dice

1. casi aditiva si existe C' > 0 tal que

lemen = On = PmoT"|ee <C, n,m > 1. (3.13)

2. asintoticamente aditiva si existe ¢ € C(X) tal que

1
mf 1 oy, — S olle = 0. 3.14
At 1ﬂsogpn\|¢ ol (3.14)

Proposicién 3.12 ([I'H10, Proposition A.5 (ii)]). Sea {@m }men una sucesion casi-aditiva,

entonces {pm tmen €s asintoticamente aditiva.

Demostracion. Sea C' la constante de casi-aditividad. Para cada entero positivo k se escoge
m suficientemente grande tal que 2/C < 1/k. Para cada n > 2m escribimos n = ms + [ y

tomamos ¢, = ¢, + C, entonces por subaditividad de {¢, }nen tenemos que para cada j < k
V(@) < () + Vo (TI2) + . A+ Py (TED™TI2) - hyyyy (TE DT ),

Luego sumando sobre todos los j entre 0 y m — 1.

m—1 (s—1)m—1 m—1

m% < Z wj (I) + Z me(sz) + Z wm-&-l—j (T(S_l)mij)'

j=0 = 7=0
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De forma similar, usando super-aditividad de &, = ¢,, — C, tenemos

(s—1)m—1

m—1
méy >y &+ Z n(T'x +Zsm+lj (s=tmig).
j=0

Sea K = méaxo<j<om Maxzex{|¢;(x)|} v L = méxo<j<om maxzex{|€;(z)|}, entonces

n—1 ; n—1 .
o T mo T
5n§4K+Zw A TR o ey
— m —

Por lo tanto,

—4L—£+C§gpn—8n(@m><4K+—C—C Vre X,
m m m

Entonces

Hson—sn(%")Hoo<méX{‘ —AL+C C‘ ‘4[( C C}

n
, {‘ 4L—|—C‘ ’4K C"} 1

< max , + —.

n n 2m

Tomando n — oo y luego m — oo tenemos lo pedido.

]

El objetivo de esta seccién es demostrar que si {p,},en €s casi o asintoticamente aditiva,
entonces se podra expresar como la suma entre una sucesion aditiva para T y algo que
seré despreciable para hacer formalismo termodinamico. Es decir, propiedades como presién
topoldgica, estados de equilibrio, principio variacional, medidas Gibbs débiles, conjuntos de
nivel para el exponente de Lyapunov seran iguales tanto para la sucesion de potenciales

{¢n}nen como para la sucesion aditiva.
Para demostrar esta descomposicion, sera necesario recordar el cociente de un espacio Banach.

Definicién 3.13. Sean (V/ ||-]|) un espacio Banach y U un subespacio cerrado de V. Definimos

la relacién de equivalencia ~ por ¢ ~ 1 siy solo si ¢ — ¢ € U. Definimos V/U :=V/ ~.

Dado que U es un subespacio, es sabido que V/U es un espacio vectorial. Se denotara [p] a

la clase de equivalencia de ¢ € V. Sea || - [|«: V/U — Rxq la funcién definida por

., = Inf = inf — ull. 3.15
el = ] = inf 1o — ul .15

Notemos que la funcién || - |, es una norma sobre V/U. En efecto, por definicién podemos ver
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que la desigualdad triangular y la homogeneidad absoluta son satisfechas. Para ver la tltima

condicién, notemos que [|[0]||. = 0. Por otro lado, si

0=l = if o —ull

entonces [p] = 0, dado que podemos construir {u,},en C U tal que u, — ¢, como U es

cerrado esto implica que ¢ € U, lo que quiere decir que [p] = 0.

Proposiciéon 3.14 ([Brell, Proposition 11.8]). El espacio cociente V/U equipado con la

norma || - ||« es un espacio Banach.

Demostracion. Sea {[pn]}neny una sucesién de Cauchy en V/U. Bastara demostrar que esta
sucesion contiene una subsucesion convergente. Para cada n € N podemos asumir, salvo pasar
a una subsucesion, que [|[@n] = [pna1]|l« < 1/2™ y sea u,, € U tal que ||@, —@ni1 —uy| < 1/2™.

Sea vy := 0, y para cada n > 1, u, := v,41 — v,. Entonces para m > n

m—1
1(n = on) = (Pm = v) | < D Ml(05 = v3) = (541 = v31)]| < ST
j=n

Por lo tanto, podemos concluir que la sucesion {¢,,+v, nen s de Cauchy, por lo que converge.

Sea
= lim ¢, + v,.
n—oo

Por continuidad del mapa de proyeccion se obtiene que

[90] = lim [Son + Un] = nlir{.lo[gpn]

n—o0

En consecuencia [¢] es el limite de {[p,]}nen- O

Con este resultado es posible demostrar el resultado més importante de esta seccién.

Teorema 3.15 ([Cun20, Theorem 2.1]). Sea (V.|| -||) un espacio vectorial normado, W C V
un subespacio tal que (W, || -||) es Banach y K: W — W wuna contraccion. Para cada ¢ € W

yn € N, denotaremos

n—1
SnQO = Z KkSD
k=0
Si {ontnen CV es una sucesion tal que
inf 1msup ~ || — Suipl| = 0 (3.16)
inf limsup —||¢©,, — S|l = 0. )
peW n—>oopn 4 7
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Entonces existe p € W tal que
, 1
h_>m _HQOn - nSOH =0. (317)
n—oo N

Demostracion. Definamos

L:={h—Kh:heW}CW,

donde la clausura esta tomada sobre el espacio Banach W. Consideremos la relacion
o~ = p—vpel, fgeW (3.18)

Para cada ¢ € W denotaremos [p] a la clase de equivalencia de este.

Como L es cerrado, el espacio cociente W/ ~ es un espacio Banach con respecto a la norma
|| - ||+« definida en (3.15) (Proposicién 3.14).

Para probar el resultado serd necesario relacionar la norma || - ||« con las n-ésimas sumas

parciales. Demostraremos que para todo ¢ € W

1
1m =[S0 = llgll. (3.19)

Notemos que para todo n € N
=8, ~ . 3.20
n Y~ P ( )

En efecto,
1 1 n—1 1 n—1
— =Spp = — Sip— K | — Sip | .

Por (3.20) tenemos ||S,¢|[/n > ||[¢]]l« ¥ por ende liminf, . [|S,¢|l/n > ||[¢]]«. Para probar
la cota en la otra direccién, notemos que para todo & > 0, existe & € W tal que ||¢ + 1. —
Ko < ]l + . Se sigue que

||Sn90” S ||Sn(90 + ge - Kf&)” + ”Sn(fa - ng)”
< n”@“‘fe - K&EH + Hfa - Knga“
< n(|[[]ll+ +2) + 2[l& |-

Dividiendo por n, tomando n — oo y usando que € era arbitrario, tenemos la desigualdad

, 1
limsup [l <[]l

n—oo

que completa la igualdad que se queria demostrar.
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Notemos que para cada k € N existe ¢® € W tal que

1 1
lm sup — ||, — Sup™ | < - (3.21)
n—oo N k
Por (3.19) y (3.21) se tiene k,¢ > 1,
k) 0 . k) o<1 1
1["] = [™]ll« = Hm —||S,o" — Spep™[| < -+ —. (3.22)

Se sigue que {[¢™]}ren es Cauchy en (W/ ~, || - |l.) y por lo tanto, existe ¢ € W tal que
tim [l — ]| = 0.
—00

Usando nuevamente (3.19) y (3.21), tenemos que para k > 1

, 1 , 1 1
limsup — [l — Snipl| < limsup —(fln — Sue® ||+ 1S0p™ — Supl) < =+ 1le™] =[]l

n—00 n—oo TN

Tomando limite cuando k — oo se tiene (3.17). O

Volviendo ahora a la notacién establecida al inicio del capitulo, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.16 ([Cun20, Theorem 1.2]). Sea {¢n, }nen una sucesion de potenciales continuos

asintoticamente aditivos (o casi aditivos). Entonces, existe ¢ € C(X) tal que

, 1
lim —||¢n — S|l = 0. (3.23)

n—oo N
Demostracion. Tomar V=W = C(X), |- || = || - ||, K €l operador de Koopman para T' y
usar Teorema 3.15. [l

Del Teorema 3.15 se tiene que existe ¢ € C(X) y {¢, tnen C C(X) tales que para cadan € N

On = Spp + Yn, (3.24)

con lim,, e || ¥n|loo/m = 0.
Podemos hacer las siguientes observaciones del Teorema 3.15:

(1) La sucesion {[pn]/n}tnen converge a [f] en C'(X)/ ~. De hecho por (3.20), tenemos

|2ted =01 < 2w = S0l

n

*
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(11) Para toda f € C(X), tenemos ||[f]|l« = sup,epm, x| [ fdp|.

(1) Tenemos £ ={h —hoT :h € C(X)}, donde la clausura es tomada en (C(X), ||||c0)- Si

f ~ g, entonces se dice que f y g son fisicamente equivalentes o débilmente cohomalogos.

3. Formalismo Termodinamico No Aditivo

En esta seccién se daran las definiciones necesarias para desarrollar Formalismo Termodinami-
co para potenciales no aditivos. Esta teoria nace en [[Fal88] con el propésito de estudiar Teoria
de la Dimension para sistemas no conformes. Los contenidos de esta seccién estan basados
en [Cun20].

Definicién 3.17. Decimos que una sucesién de funciones ® = {p, }nen es asintticamente

subaditiva si para cada ¢ > 0 existe una sucesién subaditiva {1, }nen tal que

lim sup Ien = ¥nlloe < e, (3.25)
n

n—o0

donde [|p[lo := sup,ex [¢(2)]

Dada esta definicion, podemos ver que casi aditiva implica asintéticamente aditiva y a su
vez esta implica asintéticamente subaditiva. También es claro que la condiciéon de subaditi-
vidad implica la condicién de ser asintéticamente subaditiva. Para sucesiones de potenciales
asintoticamente subaditivos, Barreira en [Barll], a partir de la Definicién 3.3, extendié el

concepto para familias asintéticamente subaditivas.

Definicién 3.18. Sea ® := {p,}neny C C(X) asintéticamente subaditiva. Para n € Ny

e > 0 definimos

P,(T,®,e) = sup {Z e?@ . E C X y E es un conjunto (n, 5)-separado} .

zeFE

Dado que el espacio X es compacto, podemos garantizar que P,(T,®,¢) < oco. Definimos
ahora |
P(T,®,¢) = limsup — log P,(T, @, ¢).
n

n—oo
Notemos que es posible que P(T, ®,e) = oo. Sin embargo, dado que la funcién P, (T, ®,¢) es
decreciente para ¢, si g1 < g9y P(T,®,e9) = 00, entonces P(T, ®,e1) = co. Esto nos permite

definir la presion topolégica de ® como

P(T,®) = lim P(T,®,¢) € [—o0, 00]. (3.26)

e—0t
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Observacion 3.2. Al igual que en la Observacién 3.1, dado 0 > 0, por definicion sabemos

que existe N suficientemente grande tal que para todo n > N se tiene
on(x) <y (x) + nd. (3.27)
Si r(T,e) < oo, entonces por la desigualdad 3.27 y la subaditividad de {1, },en se tiene que

P(T,®,¢) < logrné;?wl(x) +7r(X,T,e) +d < oc.
Te

Barreira en [Barll, Theorem 7.2.1], basdandose en la demostracién del Teorema 3.10, desa-
rrolla un Principio Variacional para familias asintéticamente subaditivas que ademas sean de

variacion templada.

Definicién 3.19. Decimos que la sucesion ® := {p,},en € C(X) satisface el principio
variacional si

P(T,®) = o T)(GP*(M) + hy(T)), (3.28)

donde P(T, ®) esta definida en Definicion

En la seccion anterior se demostro que si @ era una sucesion de funciones subaditiva, entonces
esta debe satisfacer el Principio Variacional. En esta seccion, basandose en el Teorema 3.16,
se discutirda qué tan bien se conocen los estados de equilibrio cuando ® es una sucesion

asintoticamente aditiva.

Notemos que si ® es una sucesion de funciones aditivas, tendremos que

p2=p1+pioT.

Inductivamente, se obtiene

n—1
Pn=¢n1+p1oT" ' = @oT"
k=0

De lo que podemos concluir que ® viene de una suma de Birkhoff, es decir, {¢,}nen =
{Sn¢1}nen. Los conceptos recién definidos ya han sido estudiados cuando ¢ es una suce-
sién aditiva (Ver [Walg2, Chapter 9]). El objetivo de esta seccién es estudiar el Formalismo

Termodinamico para sucesiones de funciones asintoticamente aditivas.

Si @ es una sucesion de funciones asintoticamente aditivas, de la ecuacién (3.24) y del Princi-

pio Variacional para funciones asintéticamente subaditivas [Barll, Theorem 7.2.1] | se tiene
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que:
PO =P(Ty) 3y 0= [edu

Donde P(T, ) es la presién topoldgica estandar [Wal82, Chapter 9]. Como consecuencia se

tiene que los estados de equilibrio para ® y ¢ son las mismas.

En lo que resta de seccion, se estudiaran consecuencias del Teorema 3.15 en el Formalismo

Termodinamico con este tipo de funciones.

Definicién 3.20. Decimos que una medida de probabilidad u € M(X,T) es una medida de
Gibbs para ® si para todo € > 0 existe K. > 1 tal que

1 By € X i du(z,y) <e})
R = b (on(@) — nP(T )

<K, xzeXn>1.

Decimos que p € M(X) es una medida de Gibbs débil para ® si existe una familia { K, . }neneso C
[1,00) tal que lim. o limsup,,_, . log K,,./n =0y

p{y € X 1 dy(z,y) <e})
<K,., X, .
exp(¢n, — nP(T, ®)) - zeXnelN

Ko<
Definicién 3.21. Una sucesién de funciones {¢n}neny C C(X) satisface la condicion de

variacion acotada si existe € > 0 tal que

sup  sup |on(2) — @n(y)] < oo
neN zyeX
dn(z,y)<e

La existencia y unicidad de medidas de Gibbs T-invariantes para una sucesién de potencia-
les casi-aditiva que ademds satisface la condicién de variacion acotada, ha sido demostrada
en ciertos sistemas dindmicos. En [Bar(6] fue demostrado para repulsores de un mapa C',
mientras que en [Mum(6] estd hecho para subshifts de tipo finito. En ambos casos, dichas

medidas coinciden con el estado de equilibrio para la sucesion dada.

Si @ es asintoticamente aditiva, usando el Teorema 3.16, se tiene que esta tiene las mismas
medidas de Gibbs débiles que ¢. En consecuencia, si p € M(X) es de Gibbs débil con
respecto a una sucesion de potenciales asintoticamente aditivos, entonces p es medida de

Gibbs débil para una sucesion de potenciales aditiva.

Sin embargo, lo anterior no es cierto para medidas de Gibbs. Hasta ahora, es posible decir
que una medida de Gibbs con respecto a ¢ es Gibbs débil con respecto a ¢. Por otro lado,
se ha demostrado en [IY17, Corollary 2.1] que si X es un shift topolégico de Markov, para

toda medida de Gibbs débil para un potencial ¢, existe una sucesion asintoticamente aditiva
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® tal que p es de Gibbs para .

Veamos ahora qué sucede en un caso més particular. Sea X = AN con un conjunto finito A,

y dotemos este espacio con la distancia d(z,y) = 27"@¥) si 2 # y, donde

y d(z,y) = 0 si = y. Consideremos T el shift izquierdo. Dada una medida yp € M(X) se

usara la notacion

pn(ag,...;an) =p{r e X 1o, =a;,1 <i<n}, ay,...,a, € An>1,

Definicién 3.22. Una medida p € M(X) es débilmente acoplada si pi(a) > 0 para todo
a € Ay siexiste {D,},>1 C [1,00) que satisface

1
lim —log D,, = 0, (3.29)
n—oo N
tal que para todo m,n > 1, ay,...,Gnen € A,
Dil < Mn+m(a1a s 7an+m) < D.. (330)
" Mn(al’ . 7an):um(an+1’ e aan—i-m) -

Una medida p € M(X) es quasi-Bernoulli si se cumple (3.30) para D,, = D, con D inde-

pendiente de n.

Dada una medida débilmente acoplada u, para cada n € N podemos definir ¢,,: X — R tal
que
on(x) =log pp(z1, ..., 2,), z€X. (3.31)

Al igual que antes, consideramos ® = {¢,, }nen. Entonces, para todo par m,n € N se tiene

ngn-i-m_gpn_‘pmoTn”oo SlogDna n>m2 1

En particular si p es quasi-Bernoulli, entonces ® es casi-aditiva, de hecho la condicién (3.29)
es suficiente para asegurar que ® es asintoticamente aditiva, esto se puede ver en [CJPS19,
Theorem 6.1]. Usando entonces el Teorema 3.16 y el hecho de que la presién de (3.31) es

cero, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.23 ([Cun20, Corollary 4.2]). Sea p débilmente acoplada. Entonces j es débil

Gibbs con respecto a un potencial aditivo, es decir, existe ¢ € C(X) y una sucesion { K, }nen C
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[1,00) tal que lim, o K,/n =0y

Kt M@ T e o e x (3.32)

noo—= e(SnSD)(J")

Dada una medida quasi-Bernoulli p, es natural cuestionarse si es posible encontrar un po-
tencial p € C(X) tal que

JU G T

—1
K < = Gow

n

<K, n>lzxrelX.

En otras palabras, jes posible encontrar un potencial ¢ € C'(X) tal que p sea una medida

de Gibbs con respecto a p? Se pueden hacer los siguientes comentarios:

» El reciproco es cierto, es decir, si p es de Gibbs con respecto a ¢ € C(X), entonces

es quasi-Bernoulli.

» El Corolario 3.23 provee una respuesta parcial garantizando que p es al menos débil

Gibbs para algin ¢ € C(X).

= Un ejemplo de medida quasi-Bernoulli que no es de Gibbs con respecto a ningin po-
tencial Holder es conocido [BKM20, Example 2.10], pero esta medida puede todavia

ser de Gibbs con respecto a un potencial continuo.

= Si p es débilmente acoplada, entonces p no necesariamente es Gibbs para alguna funcién
¢ € C(X). De hecho, si p es invariante, la propiedad de Gibbs implica que p es mixing,
mientras que muchas medidas en mecanica estadistica son débilmente acopladas sin

siquiera ser ergddicas.

Finalmente, recordemos que si ® es casi aditiva y de variacién acotada, existe una funcién
v € C(X) tal que

1
lim _HSOn - nSOHOO =0.
n—oo T

A pesar de que ® sea de variacién acotada, no necesariamente {S,¢},>1 lo serd. Entonces el
argumento de unicidad no se puede reemplazar por el argumento estandar del potencial ¢,

pues este requiere que dichas sumas sean de variacién acotada.

De hecho, si ¢ ~ ¢ en el sentido de la relacién definida en (3.18), entonces p es Gibbs débil
para o si y solo si lo es para ¢’. Sin embargo, puede pasar que exista una medida p que
sea de Gibbs para ¢ sin serlo para ¢’. Incluso, puede ocurrir que ¢ satisfaga la condicion de

variaciéon acotada, mientras que ¢’ no.
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