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Unificacion de modelos skew-simétricos univariados:

Propiedades e Inferencia
Hugo Segundo Salinas Pérez

Orientador: Reinaldo Boris Arellano Valle

Co-orientador: Héctor Wladimir Gémez Geraldo

Resumen

En este trabajo, se define una clase general de distribuciones univariadas que dan origen a
densidades asimétricas uni y bimodales, la cual puede reducirse a la familia de distribuciones
simétricas para valqres particulares de su estructura paramétrica. Bl pfacedimiento se puede
aplicar & cualquier densidad simétrica airededor del origen, permitiendo de este modo la
generacién de modelos estadisticos altamente flexibles en cuanto a los rangos de variacién de
la asimetria y la kurtosis. Ademds, el método permite construir modelos que son simples de
tratar analfticamente y factibles de analizar estadisticamente. La primers parte de la tesis,
se centra en el estudio de las propiedades probabilisticas de las distribuciones propuestas,
tales como €l caleudo de momen’;os y la derivacién de representaciones estocdsticas que sirvan
para estudios de simulacién. Algunas propiedades més'especificas, tales como la presencia de
bimodalidad, son estudiadas en el contexto de la distribucién skew-normal, desarrolldndose,
de esta manera, un estudio exhaustivo de las distribuciones asimétricas uni y bimodales que
son generadas por dicho procedimiento. La segunda parte del trabajo, se focaliza en estudiar
las propiedades estadfsticas de algunos modelos generados por el mecanismo anterior. En este
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sentido, se estudian las propiedades asintdticas de los estimadores de momentos y de méxima
verosimilitud. En particular, se derivan expresiones para obtener las varianzas asintéticas de
dichos estimadores, y se discute la singularidad de la matriz dg informacién que se produce
bajo la hipdtesis de simetria. Finalmente, la conveniencia de la metodologia propuesia se

ilustra mediante estudios de simulacién y con algunos conjuntos de datos reales.




Capitulo 1

Introduccion

L1 Formulacién del problema

Una practica comiin de muchos investigadores que, conscientes de la no-normalidad de los
datos, emplean técnicas tipicas de transformacién para efectuar el andlisis estadistico en

base a la hipStesis usual de normalidad. Se sabe que estas técnicas presentan al menos tres
probiemas:
» En primer lugar, la determinacién de la transformacién apropiada para obtener la
normalidad es un problema adicional molesto que se introduce al andlisis estadistico
de los datos.

» En segundo lugar, la interpretacién de los resultados obtenidos a partir de dicha trans-

formacidn se torna generalmente més compleja.

v Pinalmente, la transformacién de datos con el objetivo de ganar normzlidad, puede

oscurecer informacion relevante contenida en los datos originales.
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Estos aspectos sugieren por si solos, la necesidad de disponer de modelos paramétricos més
flexibles para efectuar el anélisis estadistico de los datos, particularmente en lo que se refiere
a los rangos de variacidn de los coeficientes de asimetria y kurtesis de la distribucién de di-
chos datos. En este sentido, durante la dltima década, un creciente nimero de investigadores
han centrado su atencién en las distribuciones denominadas skew-simétricas, debido princi-
palmente al interés por disponer de modelos estadisticos que sean altamente fexibles para

analizar conjuntos de datos provenientes de distribuciones no simétricas uni y multimodales.

1.2. Definicién de los objetivos

El objetivo principal de este trabajo, es desarrollar extensiones de algunas distribuciones
skew-simétricas univariadas consideradas recientemente en la literatura estadistica, de modo
de aumentar la flexibilidad en la estructura paramétrica de estos modelos. De esta forma, se
pretende que los nuevos modelos puedan capturar mayores variaciones para los coeficientes
de asimetria y kurtosis, y que, ademaés, sean analfticamente tratables y factibles de analizar

estadisticamente. De esta forma, los objetivos especificos se pueden resumir de la siguiente

manersa:

» Definir una clase general de distribuciones skew-normales univariadas que de origen a

densidades asimétricas uni y bimodales.

= Extender el procedimiento anterior a cualquier densidad simétrica alrededor del origen,

permitiendo de este modo la generacién de modelos estadisticos altamente flexibles.

» Estudiar las propiedades probabilisticas de las distribuciones propuestas, tales como el




calculo de momentos y la derivacién de representaciones estocdsticas que sirvan para

desarrollar estudios de simulzcidn, o bien, para realizar extenstones al caso multivaria-
do.

Estudiar algunas propiedades més especificas, tales como la presencia de bimodalidad,
en el contexto de la familia skew-normal.

Estudiar las propiedades estadisticas de algunos modelos generados por esta clase ge-
neral de distribuciones.

BEstudiar las propiedades asintdticas de los estimadores de momentos v de méxima

verosimiiitud de algunos modelos particulares.

Derivar expresiones para obtener las varianzas asintéticas de dichos estimadores y

discutir la singularidad de la matriz de informacidén que se produce bajo la hipétesis
de simetria.

Hustrar convenientemente la metodologia propuesta mediante estudios de simulacién

y con'aigunos conjuntos de datos reales.

1.3. Resumen de los contenidos

Para cumplir con los objetivos detallados anteriormente, este trabajo estd organizado de la

signiente forma:

En el Capitulo 2 se define la familia de distribuciones skew-normal generalizada (GSN), se
dan las propiedades basicas v se inchuye su representacidn estocdstica. Se derivan los ele-
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mentcs de la matriz de informacidn bajo el supuesto de normalidad. En este caso, la matriz
de informacién es singular y por esto se utiliza la reparametrizacién que surge al aplicar el
proceso iterativo dado por Rotnitzky y otros [49]. Se dan algunos resultados técnicos que se
pueden implementar en el software R Development Core Team [47] o similar. Las families
de distribuciones epsilon-skew-normal dada por Mudholkar y Hutson [42] y skew-normal de
. Azzalini [10] son casos particulares de esta distribucién. El problema de inferencia es aborda-
do por los métodos de momentos y de mdxima Verosimilitﬁd. Se estudia el comportamiento

asintético de los estimadores. Se presenta una aplicacion con datos reales.

En el Capitulo 3 se considera una extensidn de la clase de distribuciones skew-simétricas
univariada que se genera a partir de una densidad simétrica f alrededor del origen y una
funcidn de distribuqién acumulada G que también es simétrica alredeacr del origen. Dicha
extension depende de dos pardmetros A y 5, tal que cuando § = 0 contiene completamente
a densidades de la forma g{z | ) = 2G(Az) f(2). La construccién de esta clase de dis-
tribuciones skew-simétricas se puede representar probabilisticamente como el producio de
dos variables aleatorias dependientes. Con esta representacién se pueden hacer estudics de
simulacién, obtener expresiones para el cdleulo de los momentos ¥ hacer extensiones al caso
multivariado. Se da especial atencién a la distribucidn skew—ex.ponencial potencia extendida
(ESEP) y se estudia la matriz de informacién bajo el supuesto de norma.iidad. Conveniente-

mente, se aplica la metodologla estudiada a un conjunto de datos reales.

En el Capftulo 4 se estudia la familia de distribuciones skew-simétrica generalizada univa-

riada en cuyo nicleo estd la funcidn de distribucién acumulada de la normal esténdar. Esta




clase depende de dos pardmetros A y £, tal que cuando 8 = { contiene al modelo general
de la forma A{z | A) = 2®(Az) f(z) donde f es una densidad simétrica alrededor del origen.
Particularmente contiene al modelo skew-normal, cuando f = ¢ es la densidad de la normal

esténdar. Se estudian los momentos y se dan los rangos de variacién de los pardmetros de

asimetria y kurtosis de algunos modelos especiales.

En el Capftulo 5 se define la familia de distribuciones skew-normal flexible {FSN) que es
otra extensién del modelo skew-normal dado por Azzalini [10]. Esta nueva extensidn genera
distribuciones uni y bimodales, en el caso unimodal produce flexibilidad en Ios rangos de
variacién de la asimetria y la kurtosis del modelo skew-normal y en ¢l caso bimodal se ge-
neran modelos similares a la mezcla de distribuciones normales. Se estudian las propiedades
bédsicas y otras caracteristicas especiales, se dan algunas prop.osiciones que ayudan para el
calculo de los momentes. Se da la representacion estocdstica de esta nueva familia. Se realizan
estimaciones de maxima verosimilitud, se determina la matriz de informacidn y se estudia su

singularidad bajo hipdtesis particulares. Se ilustran los resultados con dos conjuntos de datos.

En el Capitulo 6 se define una clase general de distribuciones univariadas que dan origen a
densidades asimétricas uni y bimodales, la cual puede reducirse a la familia de distribuciones
simétricas para valores especiales de su estructura paramétrica. En particular, se define la
familia de distribuciones skew-normal generalizada flexible (FGSN) que unifica la mayoria de
los modelos estudiados en este trabajo, se trata de una extensidn de los modelos GSN y FSN
estudiados en los capitulos anteriores. Esta clase de distribuciones, produce alta fexibilidad
en cuanto a los rangos de va,riaciéﬁ de la asimetria y la kurtosis. En el caso bimodal se
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generan modelos similares a la mezcla de distribuciones. Se estudian las propiedades bésicas,

la representacién estocdstica, momentos y estimadores de méxima verosimilitud. Se ilustra

la metodologia estudiada con dos ejemplos.
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Capitulo 2

La distribucién skew-normal

generalizada

2.1. Introduccién

La distribucién skew-normal urivariada (SN) es conocida como la skew-normal de Azzalin_i
[10]. Sin embargo, la forma de ‘esta densidad ya habia aparecido en un trabajo de Roberts
[48] ¥ los primeros en introd;lcirla fueron O'Hagan y Leonard [44]. Posteriormente, Henze
[35] desarrolla la_repr_esentacién estocéstica para esta distribucién, que fue utilizada en la
derivacidn de los momentos impares. Esta representacidn también fue estudiada por Azzalini
[12], donde considera modelos mds generales que el modelo SN. Arnold y otros [9] estudian
algunos modeles asimétricos usando truncaciones de la distribucion rormal. Armold y Lin [7]
estudian caracterizaciones de la distribucién skew-normal y su relacién con la distribucién

normal bivariada.

Se dice que una variable aleatoria Z tiene distribucién skew-normal estdndar con pardmetro
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de asimetria o, denotada por Z ~ SN{a), si su funcién de densidad est4 dada por:
flzla) =20 (2) @ (az), z,x € R, ' (2.1)

donde ¢{-} ¥ ®(-) son la funcién densidad y funcién de distribucién de la normal esténdar,

respectivamente. Algunas propiedades de la distribucién SN son:

E(ZY=+/2/nr) ; Var(Z)=1-(2/7) X (2.2)

2 3/2 2 2
n=3-n () m=2m-9 (), )
Mgz (t) = 2exp(/2)B(Xt) (2.4)

donde A = a/v1+ o2, 1 y 7, son los coeficientes de asimetria y kurtosis, respectivamente.
Mz(t) es la funcién generadora de momentos de la variable aleatoria Z. De {2.3) se tiene lo

signiente

0,0953 < v; < 0,0953 (2.5)
3,0000 < 7 < 3,8692. (2.6)

Pewsey {46] estudia los problemas de inferencia que tiene este modelo, Chiogna [19] estudia
la distribucién asintdtica del estimador de méxima verosimilitud del pardmetro de asimetrfa,
Gupta y Chen [33] estudian tests de bondad de ajuste y recientemente el propio Azzalini
[15] da extensiones al caso multivariado. Wang, Boyer y Genton [54] estudian la equivalencia
entre la distribucién chi-cuadrado y la skew-normal generalizada. Chen, Gupta y Nguyen
[18] derivan la funcién de densidad de la media de una muestra aleatoria proveniente de una

distribucién skew-normal. Liseo y Loperfido [40] hacen un andlisis bayesiano del pardmetro

de asimetria del modelo skew-normal.




El caso multivariado es estudiado por Azzalini y Dalla Valle [14], propiedades del modelo
skew-normal multivariado son estudiadas en Azzalini y Capitanio [13], extensiones para dis-
tribuciones skew-elipticas multivariadas son derivadas por Azzalini y Capitanio [11] y Branco
y Dey [16], Genton, He y Liu [26] entrega los momentos de los vectores aleatorios del mode-
lo skew-normal multivariado, Liseo y Loperfido [39] generalizan los resultados de O'Hagan
v Leonard [44] al caso multivariado, Genton y Loperfido [25] introducen las distribuciones
skew-elipticas generalizadas que contienen a las distribuciones skew-normal multivariadas.
Gupta, Gonzdlez-Farfas y Dominguez-Molina [34] definen una nueva clase de distribuciones
skew-normal y estudian sus propiedades. Arellano-Valle, del Pino y San Martin [3] mues-
tran que varias de las propiedades de la distribucién skew-normal se cumplen para una clase
general de distribucicnes, definidas en términos de independencia condicional en el signo y
el valor absoluto, este trabajo se extiende posteriormente por Arellano-Valle y Genton [6] y
desarroilan una nueva clase de distribuciones skew-normal muitivariada denominada familia

de distribuciones skew-normal fundamental.

Si denotamos por d, a los r-ésimos momentos incompletos de la distribucién SN, Chiogna

[20} da una férmula para calcular:

d, = d. (o) = /Om 2279(2)®(az)dz;, r=0,1,2,.., (2.7)

de la cual resulta la siguiente expresién:

I+ Larctan(a), sior =40,
d, = (2.8)
cr + mﬁ—l —{(r—=1)[cr2 ~ dpa], si 721,
donde ¢, son los r-ésimos momentos de la distribucién half-normal tal que:
& =2d.(0) =2 /rT((1+7r)/2) (2.9)
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Arellano-Valle, Gémez y Quintana [2] introducen otra alternativa de distribucién skew-
simétrica, la cual es una mezcla en el pardmetro de asimetria, es decir, ¥V | X =z ~
SN(i,a,2) y X ~ N(Aq, A2) entonces la distribucién marginal, Y ~ SGN(y, J,-,XI, Ag), tiene

como funcidén de densidad:

£(z]6) = (2/o)4(2) (ij\{_ﬁ) 2 M ER ¥ Ay 20, (2.10)

donde z = (z — p) /oy 8 = (4,0, A\, Ag).

En este capitulo se da una extensitn a la familia de distribuciones skew-normal que la hace
més flexible en el sentido de ajustar datos con mayor asimetria y kurtosis. Por lo tanto,
captura datos con mayor grado de asimetria que la distribucidn skew-normal. Otro resultado

importante es la representacidn estocédstica, que se utiliza directamente en la obtencidn de

los momentos y sirve para realizar estudios de simulacién.

2.2. Definicion

Definicién 2.1. Se dice que la variable alealoria £ se distribuye GSN con pardmetros o y

B, denotada como Z ~ GSN(w,3), si su funcidn de densidad estd dada por:

2¢ (1::5) [I:’fa*'%fglq’ (lﬁ?)}’ s 2 <0, (2.11)
2¢(ﬁ)®(%)’ st 220,

dondea € R, F€[0,1), ¢(.} y B(.) estdn definidos anteriormente.

f{zle, B) =

Las Figuras 2.1 y 2.2 son ejemplos de la distribucién GSN dada. en {2.11) para diferentes

valores de los pardmetros o ¥ 3.
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Figura 2.1: Ejemplos de la distribucidn GSN{(2, 5) para: 8 = C (linea sélida)}, # = 0,3 (linea

discontinua) y 4 = 0,7 (linea punteada)

Figura 2.2: Ejemplos de la distribucién GSN(a, 0,5) para: o = —35 (linea sélida), & = 0 (linea-

discontinua) y o = 5 (Iinea punteada)




2.2.1. Propiedades basicas -

Una consecuencia inmediata de la Definicién 2.1. son las siguientes propiedades:

Proposicién 2.1. Utdilizando la notacidn anterior, se tiene:

o) (x| a=0,8=0)=¢(2),
) £(z| @, = 0) = 26()(a2),

o) () a=0,8) =0 (35) Hz< 0} + ¢ (Z5) Hz2 0},

4) lim f (2] @ ) = ¢ (5) I{z < O},

o) lim fzf) = ()0 () [z <0} +20(5) Hz2 0,
1) Jim 5z le6) = ()6 (i) 1z < O,

o) Im f(z] 0,0) = lim lim (z| o f)=lim lim f(z|a,f),

Los resultados (a-c) establecen que la familia de distribuciones GSN contiene a la distribucién
normal, skew-normal de Azzalini {10] y a la familia de distribuciones epsilon-skew-normal

dada por Mudholkar y Hutson [42]. En (d-g) se estudian las funciones de densidades para

valores limites de los pardmetros.

Una extensién del trabajo de Mudholkar y Hutson [42] lo desarrollan Arellano-Valle, Gémez
y Quintana [5]. Otra generalizacién de la familia de distzibuciones skew-normal se obtiene

de la forma 2¢(z)®(w(z)), donde w(-) es una funcién impar {ver Azzalini [15]).
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2.2.2. Representacion estocastica
La idea principal es notar que si Z ~ GSN{«, §) entonces Z se representa estocisticamente
come el producto de dos variables aleatorias dependientes. Esta representacién es la extensisn

de la entregada por Azzalini [12].

Proposicién 2.2. Paraa € R y 8 € (0,1), se dice que Z ~ GSN(a, 8) si y sélo si es igual

al producto de dos variables alectorias dependientes S y V, con P(S =1 = |V = v) =

1=-PS=~(1+8V=0v)=01-8%av) yV ~28:z)[{z>0}, tal ue Z=S5V.

Dem. St z > 0, la funcidn densidad de Z estéd dada por:

0 (123) (725) o =1-ar =0 =2 (175) (755) o~ 99 (5
-20(755) # (+5),

Por ctro lade, si 2z < 0, entonces la densidad de Z estd dada por:

2 (155 (735 P =+ 8V =v) =

A continuacién se da la extensién de la distribucién GSN{e, ) a la familia de localizacién y
escala.

Definicién 2.2. Sea Z ~ GSN(v, B) cona € R y 8 € [0,1). La familia de distribuciones
skew-normal generalizada con localizacidn y escala estd definide como la disiribucidn de
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X=pu+0oZ para p € R y o > 0. La correspondiente funcidn de densidad estd dada por:

Flz]6) = 2® (ﬂ'z—) [T“%+%l® (%)]’ T < (2.12)
26 ()2 (), sio2p,

donde 8 = (p, 0,0, ), z = {x — u)/o y se denota por X ~ GSN(8).

2.2.3. Derivaciéon de los momentos

La siguiente proposicién da expresiones para calcular los momentos de la distribucidn GSN.
Es claro que d, < oo es una condicién necesaria y suficiente para la existencia de los r-ésimos

momentos de la funcién densidad dada en (2.11) y {2.12). Asumiendo esta existencia, se tiene

lo siguiente:

Proposicién 2.3. Sea Z ~ GSN(a,8) y X ~ GSN(p, 0,0, 8). Parar =1,2,---, entonces

m,=E(Z=(1~[(1-=8) ~se|dyr+tire y BX)= Z (;) Wk my,

k=0
donde k. = (—1)"(1+ ).

Dem. Utilizando la representacion estocdstica dada en la Proposicién 2.2, propiedades de

esperanza condicional y las cantidades dadas en (2.8) y (2.9) se tiene el resultado. o -

La esperanza y varianza de X ~ GSN(u, o, o, ) se obtienen directamente de la Proposicién

2.3, v se escriben como:

B(X) =+ o2/ R (1~ B)A - 28], (213)
Var(X) = %2 7+ (3~ 8)8% + 86(1 — A - ~4—g~{~1--;ﬁ~—)—/\2 ~2(1 - 4222 - 45801 ~ B) arctan(a)] )
(2.14)



Por otro lado, los coeficientes de asimetria y kurtosis estdn dados, respectivamente, por:

= 73/% (mg — 3myma + 2m3) (215)
[vr + (3 — 8) B2+ 88(1 — A — A=A _ o1 _ 4232 _ 48(1 - B) arctan o ]3/2
¥
. 7% (my — dmyma + 6mimg — 3m7) . 1)
{w + (37— 8) 2 +88(1 - f)A — LO=DX _ 51 _ 2)2)2 _ 48(1 — ) arctana ]
donde A = —ZF=— y m, parar=1,2,---, estdn definidos en la Proposicidn 2.3.

Vita?

La Tabla 2.1. presenta los intervalos admisibles de los pardmetros de asimetria y kurtosis
para distintos valores de Jya e R.

Tabla 2.1: Intervalos de asimetria v kurtosis de la distribucién GSN.

B Asimetria Kurtosis

0 —0,995 < % < 0,995 3,000 < v, < 3,869
6,1 0,995 < v < ~0,611 3,018 < v, < 5,683
0,2 ~1,027< v <—0,995 3,070 <y < 5,241
0,3 ~1124< v €~0995 3,151 <y, < 4,665
0,4 —LI6 <y <—0,995 3253 <, < 4,220
0,5 —1074< v <-0,995 3,367 < 7 < 3,022
0,6 —1,027 <y <~0995 3485 < v, < 3,749
07 —0,995< 7 <—0,988 3,509 <y < 3,676
08  —0,995<vm <0965 3,683 <y < 3,703 .

0,9 0,995 < v <—0966 3,753 < v, < 3,794

Observar que pars algunos valores de 3, los pardmetros de asimetria y de kurtosis de la dis-

15




tribucién de GSN, estdn fuera de los intervalos correspondientes a los pardmetros de asimetria
v kurtosis de la distribucidn SN, es decir, ta distribucidén de GSN tiene mds flexibilidad en sus

pardmetros de asimetria v de kurtosis que los pardmetros correspondientes de la distribucidn

skew-normal.

2.3. Inferencia

En esta seccidn, se consideran algunos aspectos de s inferencisa relacionados con la distribu-

cién GSN. Se consideran los estimadores de momentos, matriz de informacién y estimadores

de méxima verosimilitud.

2.3.1. Estimadores de momentos

Sea Xp,..., X, una muestra. aleatoria simple de una variable aleatoria X ~ GSN{#) con

densidad de probabilidad dada en 2.12. Entonces, usando (2.13) y (2.14) se obtiene:

p= B(X) — o2/m) P {(1- B)A - 26], (2.17)

ot = A aVar(X} (2.18)
7+ (3w — 8)82 +86(1 — Gy — BLEX o1 _ 3)2)2 — 4B(1 — B) arctan(c)’

Ademds, utilizando las expresiones (2.15) y (2.16) se obtiene el siguiente sistema de ecua-

clones:
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32 (fﬁg — 3My e + ET?L?)

i1 =
N - PR — - ~ 37
{n +(3r—8) B2+ 881 — AN - LUAE _ o3 _ 51232 — 431 — B) arctan & }
(2.18)
ty = 72 (ﬁl,; - 4ﬁ%1ﬁ3 4 6?‘?1%??1.2 - Sﬁ%)

- — ~~ 7% o - = z
[71' + (37~ 8) 52 - 8B(1 — B)x - BUBX _ 5y _ 3)232 _ 43(1 — §) arcten & ]
donde A = —1\/‘_"1—@—, iy = mo(&, B8}, t1 ¥ ta los coeficientes muestrales de asimetria y kurtosis,
respectivamente. Usando un método numérico se resuelve el sistema (2.19) cuya solucién

s (E)ZM,EM}, luego se reemplazan @ por a, EM por 3, Var(X) por la varianza muestral

5% = (30, (X;—X)*)/n en la ecuacién (2.18) y se obtiene el estimador 7y de o. Finalmente
se obtiene el estimador fiys de i, reemplazando @y por a, EM por 3, Gp por ¢ y E{X) por la

media muestral X = (37| X;)/n en la expresidn {2.17). Por lo tanto, se obtiene el estimador

de momentos 0,7 = (in, Oay, Bty Bar) de 8.

A continuacidn se estudia el comportamiento asintdtico del estimador de momentos @yy.

Proposicién 2.4. Sea X4, ..., X, una muestra aleatoria simple de una variable oleatoria
X ~ GSN(B). Ademds, para k = 1,2,3,4 se considera E{X*) = uf, = hg(6). Si ufy < coy

Bar son los estimadores de momentos, entonces:

Vi (O ~ 8) -2+ Ny (0,T(8))

donde
L) =H7 () [HO)], > = { (s — 14 #3-)1-1-} )
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Gh By Bhy Gy
du  do?  Oa a8
8hy  Bhy  Bhy Ghg
fp G022 B 88
H (9) = +
Bhs By Dhy Ohy
du 8o da 63
Ohy Ohs Ohs Ohs
By Be? Bo B8

b=+ (/MM (L - BA 2],

by = 1?4 2u0(2/m) 2 [(1 = B)A — 28] + 0® [1+ 33° — 48(1 — B) {A\*/ma + axctan a/7}]

ha = p* + 2uc(2/m) /2 [(1 = B)A — 26] + 0% [L + 387 — 48(1 - B) { /e + arctan o/ } ] +
+0%(2/x) " {3 + 207)(1 - B)(L+ 38%)/(1 + o®)** — 88(1 + 5],

hy = gt + 4p0 (2/m)V2 (1 — B)A — 28] + 6%02 [1 + 36% — 45(1 — B) {\®/ma + arctana/r}] +
+4u0® (2/m)? [a(3 + 207)(1 = B)(1 +36%) /(1 + o®)*/* — 85(1 + 65)] + |

+0* [-88(1 - 9)(1 + %) {a(5 + 30®) /71 + 0)® + Barctan o/} + 3 + 304% + 158Y] ,

donde A = a/v1+ ol

Dem. Se obtiene directamente usando la teoria del comportamiento asintético de los esti-
madores de momentos discutidos, por ejemplo, en Sen y Singer [51]. ‘ ]
La matriz de covarianzas asintética I'(@) se obtiene reemplazando los pardmetros por sus

respectivos estimadores de momentos.

2.3.2. Matriz de informacién del modelo GSN

En esta Seccién se calcula la matriz de la informacidn correspondiente al modelo GSN dado

(2.12) la cual juega un papel muy importante en la inferencia estadistica pues tiene relacién

19




con las estimaciones, suficiencia v propiedades asintéticas de la varianza de los estimadores

de maxima verosimilitud.

Se sabe que, dada una observacién z, la matriz de la informacién se define por:

0= (22520 225 ) -

paraj=1,--,pyk=1,---,p, donde L(@) = f(z) y 8 = (61,--- ,8,) son los pardmetros

de la funcién de densidad f.

Luego, si x es una observacién proveniente del modelo {2.12) entonces la furcién log-verosimilitud

puede ser escrita como:

log L{B) = log (;) +Iog¢5(%6-) IHr < u} +log [1 f-ﬁ+ (;‘—f‘?@(l-h@)J Hz < pl+

+10g¢(ﬁ) Ho>u}+ 1og<1>( )I{z>,u}

donde z = (z — p)/o y 6 = (p, 0,0, 5).

Les primeras derivadas de log L{¢) son:

OlogL z a(1-8) . . z __«a i
ou [(Hﬁ) ATFH) )J 3 <“}+{ T—BF oa-5) " )} Hzzuh
BIOgL__l z ;a(l_ﬁ)z .z z i a z T
o0 [“(Hﬁ)z ey BCI R ()J Hezu
dlogL _ [(1-5) 1
da {1-}-,3 <z)} I{$<N}+LﬂﬁzR(z)J IH{z > u},
y -

dlogL [ 2 ' , _a(l——ﬁ)z : 1 i

a8 _{(1-!-,6)3 T(z) 1+ 8)? 5(z) = 1+ﬁ} Hz < ph+

+ [_(1 55)3 + R fﬁ)QZR{Z>} Hz > p}
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donde z = {z — u)/o, R(2) = (‘“)/@ (%) S(z) = (1+ﬁ)/{ﬁ+(1wﬁ}®( )}y

T ={1-2(55)}/ {6+ 0-02(25)]

Las derivadas de segundo orden de log L{8) son:

Plogl 1 1 a?(1 - f5) a?(1— B)? 2, . 3
o [(1+ﬁ)2+ nrgp eS@ 055 SUJ e <}

1 1 a?
— =z [(1 —p)? + TE ZR(Z).I—-(I_—T)QR (Z)J Hz > u},

leogL --_i !r( 2z a(l_ﬁ) S( )+ ( /6) 25'( ) MZSQ(Z)J I{.’L’ <,U}—

Bodn . of (A+P2  1+8 " T 14y (1+5)?
1 2z o 2
—0—2[(1_m2—1_6R(z)+(1_5)32 R(z)-l-( ﬁ)ZZR(Z)]_I{.’L'EM},
Blogl  1M1-fo s @U=0) 20 v @1=B7 o 1 0 o
= 1750 05 )= G =0 1<)
1 .
- 3| 280 - g ) g s R o2 )
Flogl  1[ 22 _ 20 ; _a(l-5) 31— ﬁ)z
=3 87 )~ g ST+ gy £ 5@
LU s )] Iz < p)-
_1_.22 z Lzz z——-—-9-~2--—-z 2(z
g ) g R - R o2

Plogl 1 _ 1 [( 32 2015 z8{(z)+ At _ﬁs) 22 8(2) +

ba* ot o [(1+B4¢ 148 1+8)
(1= 8 5
+ 5y 23 (z)} Hz < pu}-
1] 32 20 &, 2,
i | o g R A R ez




1—5)222 22)| Hz < p}-
1-3 az(l——ﬁ)zas(z)_g-(—— S()J
Qﬂgg_iﬂ_z_}_[ 28(z) - T

- 1+ p8)?
Solo Lo o (- g ? Rz(z)J ez
Y 3R — Y
-3 [ - gt -
Qgs(l JB) 3 z
. 1 =0) 57z + avpr - 2@*
1 2z2 _ o 223(7’) (1+5)
&* log L = [(1—5—;@)3 {1+5)
8838c
o(1 — B2 28%2)| Hz < p}— 9 s o . ,
+ 1+ A)° } o z3R(Z)“T-§ﬁ_)32 B (Z)] Hz = py}
L% e 7R g (
_E[—(l—ﬁ)3 (i1-28

=B 2 520] 1z < )

z (1+ B
Ha? (1+48 : - I
e R g T B
' a?(1 - 8) 2 5(z) -
2 z5(z)— 1
PlogL H{l ﬁzs(z)T(z)+(1+ﬁ)2 S )
98B 148
ol - B Sz(z)J Hz < p}-
(1+ﬁ) o 5 R(z) + a E ZZRZ(Z)} Hz > u},
! zR(z) + 72 “Ta-pp
“[‘"Z_}_—_T)g ( (1-p)
¢ as(l—ﬁ)zasz)_g_
2100 I, 1 322 (z iaﬁ)s 2 58(z) +W (
%}%f— =" [ (+or  T+ar

PP - 2D 5 200y 4 1709 1< -
3 gy oD
+r1+ﬂ) -

3z . 2a -
- [(1_[6)4 (1—)6)

2

(8%
(1~ 8)*

2| Hz > nu’}
R(z) + #R(z) + = BY )J t

C!3
1-8¢




Los elementos de la matriz son los siguientes:

5 &% log L) _ (14 8)Y +4af)® +4ferctana o2(1 — §)? o?
(‘ ot ) FL-AI+8PT P+ pp T AT ™
Flog LY  bA1+2Y) | o*(1-4)? o?
(" 800 ) “Fa1p TRl aE Y Ea g™
Flog L\  bA(1 - A afl-f)? o
Gaﬁ#)_mu+@“dﬂﬁﬁm“dbﬁﬁ%
B (_3210gL) _ B(BEA — 44BN —48X3 — X — 48— 4) N o187 o B
3605 200+ 87D O R G
a(1-p)
o(1+8) "
#log L M. 2 a(1-p)* o?
B (__ do? ) T o2 21+ 8P frt o?(1— 3)? "
FlogL ol -8 Y
E <- Bado ) T o{1+4)? 2 o(1—5)? 7
Flog L\  N(8—4) —1) - doarctana | o?(1 — B)? a®
(_ 8pdc ) a o(1+B)ar 1+8P T s -gr "
_al-p)
c1+8) """

FlogL\ (1-5)* 1
EC‘@@ >~O+ﬁPm+ﬂ—ﬁP%




FlogLl) 4 -(B+0N oQ-p)7 @ 1-43
E(_ aﬁaa)_ percpey iy oy R cpmy Ry R

y

B Blog L  (1+B){ma(5+ 8)+46X4(3 — 8)} + 423*(1 + 26 — 5°) + 24Ba arctana

(‘aw )‘ 2ma(l — B)(1+ )2 *
(1 — B)? o o(1—B)(2+8)
Q+rpe PTACBE T T a+pe

donde b = /2/m y A = a/V/1+a? Y las cantidades pg, T, & ¥ v estdn definidas en la

K1+ Ug

Seccidn 2.5.

Casos especiales

Cuando el pardmetro 8 == 0 con a # 0 en (2.12} resulta el modelo SN. En este caso, los

elementos de la matriz de informacidon son:

. &log L 1 a2
(-5 g+ e

o2

CSlogL\  BA(L+AY) | o?
Babu | TR

P (_32 log L) _ BA(1=-2%)  «

— --—a‘ s
dadu oo P

_OlogL\  bA+4) o2, @,
388y | B
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2
E( d IogL) =—9~a2]

" Bado ol

_ +_(*_ *)_g
6)880 - o Pa T2 O,K"_H

2(_ & log L M(4A? +1) + daarctane |
oo

Plog L
E (_T) = az

Flog L\ A2(4X? - 3) . .
E(_ 8,680{)__ a2ﬂ’ "Q(P2“772)+K'1:

+afay — 2ok +Uh

&log L Sma + 4X2
Ef— =
32 2rar

‘ 2
donde b= +/2/m, A = o/ /T + 02, ay = Esn [Z’“ { gg-%} J v las cantidades p}, n}, &5 ¥ Vi
estdn definidas en la Seccidn 2.5. Notar que la submairiz correspondiente a los pardmetros
4, 0 y o coinciden con los entregados por Azzalini [10]. Ademds, cuando « # 0 la matriz de

informacidén observada es no singular y se puede utilizar para estimar la varianza asintética

del estimador de méaxima vercsimilitud.

Por otro lado, cuando los pardmetros (3, «) = (0,0} en (2.12) resulta el modelo normal. En
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este caso, la matriz de informacidn es:

ERE
o 2 0 0
4 o0 2 s
-g%o-ﬁs)

Notar que las columuas correspondientes a los paxémetros iy o son linealmente dependien- _
tes, razdn por la cual esta matriz es singnlar. Esta irregularidad fue discutida por Arzzali-
ni {10} en el contexto de la distribucién SN y posteriormente estudiada por Chiogna [19].
DiCiceio y Monti [21] estudian esta singularidad en el contexto de la distribucién skew-
exponencial potencia (SEP). En dichos casos, estos autores utilizan la metodologia dada
por Rotnitzky y otros [49] para encontrar la reparametrizacién adecuada y derivar asf la

distribucién asintdtica del estimador de méxima verosimilitud.
En este caso, se puede suponer que la muestra aleatoria proviene de una N{u*, o*) tal que
el pardmetro 8* = (u*,c*,0,0). Luego, se utiliza el procedimiento iterativo propuesto por

Rotnitzky y otros [49] y se encuentra la reparametrizacién @ = 8(8) = (fi, &, o, 8) donde
f=p+o'ba, &=a-{(1/2)c" 1"

Notar que 8(8*) = 6°. Finalmente, se usa el Teorema 3 de Rotnitzky y otros [49] para

concluir que, bajo Hy : 8 = 8%, el vector aleatorio
[ﬂl/z(ﬁ-—- u ba*&), T'LI/Z(E— ot — {1/2) B2 62), nl/ﬁa, nl/ZE]

converge a (2, Za, ng ® Zy), donde (21, Z4, Z3, Z1) es un vector aleatorio normal con media




cero y matriz de covarianzas

72 o \/or3 cr\/'?r
2
0 e 0 0
l2-m 5x2—28r+dd  8m—20
& /273 673 372
_ 22 gr—20
N 0 3l 3

2.3.3. Estimadores de maxima verosimilitud

Sea Xj,--+, X, una muestra aleatoria simple de la distribucién GSN(g, o, o, 8} tal que su

funciée dé verosimilitud estd dada por:

LBz, 52a) = [[ Fz: 1 6) (2.21)

i=1
donde f(z; | @) estd dada en (2.12) yi=1,---,n. El estimador de txima verosimilitud
de 8 se obtiene maximizando la funcién de verosimilitud {2.21), el cual se logra utilizando
algiin método numérico conocido, pues no hay solucién explicita disponible. En este caso, se
utiliza la librerfa stats de R Development Core Team [47] y el comando optim que utiliza
algoritmos de optimizacidén basados en Nelder-Mead y quasi-Newton. Se utiliza el algoritmo
optim para la maximizacién de (2.21) y los estimadores de momentos como puntos iniciales
en las iteraciones: Los errores estdndar para estos estimadores se calculan utilizando los

elementos de la diagonal de la inversa de la matriz de informacién donde los pardmetros se

reemplazan por sus respectivos estimadores de méxima verosimilitud.
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2.4. Aplicacién

Es este Seccién, se ilustra el procedimiento descrito antericrmente con un conjunto de datos
que corresponden a las alturas de 1150 rodillos {medidas paralelas al eje del rodillo) y que

estdn disponibles en http://1ib.stat. con.edu/jasadata/laslett. La Tabla 2.2. muestra

la estadistica descriptiva de los ddtos en estudio.

Tabla 2.2: Resumen de la estadistica descriptiva de las 1150 alturas de los rodilles. Donde ¢,

'y t2 representan el coeficienie de asimetria y kurtosis muestral, respectivamente.

n T .5'2 tl to

1150 3,535 0,422  —0,085 4,855

Observar que los coeficientes de asimetria y kurtosis muestrales estdn dentro de los rangos
admisibles para la distribucién GSN dados en la Tabla 2.1. Ademds se observa que el coefi-
" ciente de kurtosis de los datos estd fuera del rango admisible de la distribucién SN dado en
(2.6). Usando el procedimiento descrito en la Seccién 2.3.1., se obtienen los siguientes esti-
madores de momentos (los errores estdndar respectivos entre paréntesis): Gy = 3,347(0,063),
52, = 0,569(0,046), &sr = 4,049(3,331) y EM = 0,221(0,027). Por lo tanto, estos estimadores
indican que la hipétesis Iy : o = 0 0o se rechaza y la hipdtesis My : § = 0 se rechaza al nivel
del 5%. Luego el modelo GSN es adecuado para ajustar estos datos.

A continuacién se calculan los estimadores de méxima verosimilitud que son més precisos
que los estimadores de momentos. Los estimadores de momentos se utilizan como valores

iniciales en el proceso de maximizacién. La Tabla 3.1. muestra los estimadores de méxd-




ma, verosimilitud para los modelos SN y GSN y sus respectivos valores de la funcién Log-
verosimilitud. Los errores estindar de los estimadores se calculan utilizando la matriz de
informacién de los modelos SN y GSN, respectivamente. Ahora, se considera un test de
hipbtesis Hy : = 0 (SN) versus Hy : § # 0 {GSN) basado en la razén de verosimilitud
A = Lon(ii, 7, @)/ Lasn(R, 7, &, E) Resmplazando los pardmetros por los estimadores de
méxima verosimilitud respectivos, se tiene —2log(A) = —2[—-1071,347 4 1055,268] = 32,158
y luego comparando con el valor critico x? = 3,84 con un 95% de confianza, se concluye
gue hay suficiente evidencia para rechazar la hipétesis de que los datos provienen de uné.
distribucién skew-normal. Por lo tanto el modelo GSN presenta mejor ajuste para este con-
junto de datos. La Figura 2.3. muestra el histograma de las medidas de lag 1150 alturas de

los rodillos ¥ los modelos estimados de acuerdo a méxima verosimilitud.

Tabla 2.3: Pardmetros estimados y la funcidn Log-verosimilitud de los modelos SN y GSN.

Los respectivos errores estdndar estdn entre paréntesis.

EMVs. SN GSN
7 4,248(0,032) 3,377(0,022)
o 0,964(0,031) 0,738(0,019)
a —2,758(0,293)  2,182(0,300)
i - 0,221(0,017)
Log-verosimilitud —1071,347 —1055,268
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Figura 2.3: Histograma de las medidas correspondientes a lag 1150 alturas de los rodillos. Las

lineas representan las distribuciones estimadas usando méxima verosimilitud: GSN(R, 7, &, 3)

{linea sélida) y SN{%, 7, &) (lnea discontinua).

2.5. Apéndice

La derivacién de los elementos de la matriz de informacién de la funcién de densidad {2.12)

requiere del calculo de las signientes integrales que se pueden resolver numéricamente con la
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ayuda del software R Development Core Team [47] o similar:

ke 2k g
R

1+43

e =mw{e, B) = le z;¢zi£;i%) ¢ (1 :@) dz,

- 2 #9() (z oz
K = rp{a, f) = 148 J, 1—(1—ﬁ)®(ﬁ-)¢ 1+ﬁ)®(1+ﬁ)dz:

1+4

_ _anp e HP () z
’U.rc—U.Tc(Of,ﬁ)— 1448 Jy 1—(1—5)@(%)¢(1+ﬁ) dz

donde k = 0,1,2, #(-) vy ©(-) son las funciones de densidad y distribucién de la normal

esténdar, respectivamente.

Ademds, se define g} = pp{e,0), 75 = me(e, 0), &5 = m4(er,0) y vi = ve(e, 0).
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Capitulo 3

La distribucién skew-exponencial

potencia extendida

3.1. Introduction

Como se ha dicho anteriormente, en la década pasada se ha incrementado el interés en Ia
construccién de familias asimétricas paramétricas que sean analiticamente tratables, més
flexibles para modelar la asimetrfa y kurfosis de datos reales y que contengan a la normal
como caso particular. Tales distribuciones son particularmente #tiles para modelar datos
reales e investigar la robustez de los métodos basados en el supuesto de normalidad.

Existen dos alternativas que se pueden considerar en la construccién de clases de distribu-
ciones asimétricas univariadas a partir de una densidad simétrica, f, definida sobre R v

simétrica alrededor del origen, es decir f(z) = f(—~z}. La primera, basada en la multipli-
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cacién y conduce a densidades de la forma:
a(z) =2G(2) f(z), ~co<z< o (3.1)

donde A € R y & es una funcién de distribucién acumulada que también es simétrica alrede-

dor del origen, es decir, G(—z) = 1 — (G(z). La segunda, conduce a definir densidades de la

formas:
95(2) = flz/(L+ BN H{z <0} + J(z/(1 - §)) {2 20}, —oc0< 2z <00, (3.2)

rdonde B € (-1,1). En (3.1) y {3.2), los pardmetros A y 4 determinan el grado de asimetrfa
en la densidad que resulia. Notar que (3.1) es el punto de partida utilizado por Azzalini [10]
cuando introduce la distribucién skew-normal, la define usando f = ¢y G = ®,donde ¢ y @
denotan la densidad y la funcién de distribucién acumulada de 1a normal esténdar, respecti-
vamente. La, expresién (3.2) es considerada por Arellano-Valle, Gémez y Quintana [5] como
una leve extensién de la llamada distribucién epsilon-skew-normal estudiada por Mudholkar
v Hutson [42], para la cual f = ¢. Otras formulaciones del tipo {3.2) son consideradas por
Fernandez y Steel [24] y Arellano-Valle, Gémez y Quintana [5]. Ver también Jones [37),
Las propiedades tedricas y estadisticas de las distribuciones obtenidas a partir de las elec-
ciones particulares de f y de G han sido estudiadas por los varios autores. Ver, por ejemplo,
Fechner (23], Gibbons y Mylroie [27], John [36], Kimber [38], Azzalini [10] y [12], Fernandez
v Steel [24], Mudholkar v Hutson [42], Pewsey {46], DiCiccio y Monti {21] v Arellano-Valle,
Gémez y Quintana [5].

En este Capitulo, se introduce una extensién de la clase de distribuciones skew-simétricas (o
simplemente asimétricas) en términos de una densidad f simétrica alrededor del origen y G
que corresponde a la funcién de distribucién acumulada de una densidad simétrica alrededor
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del origen. De tal forma que contiene completamente a la familia definida en (3.1) y también &
ta familia (3.2) (con la restriccién que 4 € [0, 1)). Entonces la nueva clase de distribuciones es
mucho més flexible que las familias antes mencionadas. Adem4s, la nueva familia es 1itil para
discriminar los modelos {3.1) y (3.2} y también para estudiar robustez. Se da especial atencién
a la clase de distribuciones skew-exponencial potencia extendida (ESEP), porque incluye a
las familias: normal, skew-normal (Azzalini (10]), skew-normal generalizada (Gémez, Salinas

y Bolfarine [29]), skew-exponencial potencia (DiCiccio y Monti [21]) y epsilon-skew-normal

(Mudholkar y Hutson [42]).

3.2. Una extension de distribuciones asimétricas

En esta seccién, se introduce una extensién de una familia de distribuciones asimétricas que

es més flexible en términos de la asimetria y kurtosis, que las familias definidas en (3.1) y

(3.2).

Definicién 3.1. Sea f una densidad simétrica alrededor del origen y G una funcidn de
distribucidn acumulada absolutamente continua tal que G’ es siméirica alrededor del origen.

Se dice que la variable aleatoria Z se distribuye skew-f extendida st su funcidn de densidad

estd dada por:

26 (25) £ (), si 220,
donde A € Ry § € [0,1) controlan la asimetria y la kurtosis. Se denota por Z ~ ESf(A, 3,G)

o por Z ~ ESf(X, B) cuando G = F es la funcidn de distribucidn acumulada de f.
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La clase ESf(}, 8, G} abarca diversas familias paramétricas de distribuciones asimétricas,
dependiendo de las especificaciones de f y (. Por ejemplo, si f = ¢ y G = @, se tiene
la familia skew-normal generalizada, de menera que si 8 = 0 esta se reduce a la familia
skew-normal de Azzalini [10] y si A = 0 se reduce a la familia epsilon-skew-normal de Mud-
holkar v Hutson [42], con la restriccién que 5 € [0,1). Otras caracteristicas de la familia
ESF(X, B, G) se consideran a continuacién. En el resto de este Capitulo, se estudia la familia
ESEP que se obtiene reemplazando f por la densidad exponencial potencia (Subbotin [53])

y convenientemente G por la funcién de distribucién acumulada de la normal.

3.3. Propiedades basicas
Las siguientes propiedades se obtienen inmediatamente de la Definicién (3.1).
Proposicién 3.1. lUtz'lizando la notacidn anierior, se cumplen las sz'guieﬁtes propiedades:
o) h{z | A=0,8=0) = f(2),
b) Mz | A G =0)=2G(A2)f(2),

¢} St Z ~ BSf(A B,G), entonces

| P(Z> 010G _ (1= Hasl)
BZ <0108~ 1= (- Bl

donde
ar = a-(A) =/ 227 G(Az) flz)dz, 1=0,1,2,..
¢

4) =z A=0,0) = f (325) Hz <0} +7 () Hz2 0},

e) lim A (z] MB)=f(3) Hz <0},
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Los resultados (b) y (d) en la Proposition 3.1 establecen que la familia ESf(A, 5, &) se reduce

a la clase dada en (3.1) cuando 8 =0 v 2 la clase (3.2) cuando A = 0 (con la restriccién de

que 3 € [0,1)).

3.4. Representacién estocastica

La siguiente proposicidn entrega la representacién estocdstica de una variable aleatoria Z ~

ESfF(XN B, G):

Proposicién 3.2. Sea Y una variable aleatoria con densidad f simétrica alrededor del origen
y G una funcidn de distribucidn absolutamente continua tal que G’ es una densidad simétrica
alrededor del origen. Entonces la variable aleatoria definida por Z = SV donde V =1Y| y
P(§ =1~ ﬁ]V =v)=1=-P = -1+ )V =v) = (I ~B)G(\v) satisface que
Z ~ ESF(NG,G).

Dem. 8i z > 0, la funcién de densidad de Z estd dada por:

o7 (25) (725) P =1-av == (125) (25) - 20 (5)
zzf(lfﬁ) G(lizﬁ)’

Por otro lado, si z < 0, entonces la densidad de Z esta dada por:

2f ('1%@) (ﬁ) PE=-Q+p)V=1)=




[

A continuacién se extiende ESf(A, 3, G) a la familia con pardmetros de localizacién y escala.

Definicidén 3.2. Sea Z ~ ESf(A, 5, G). La familia de distribuciones skew-simétricas exten-
dida con pardmetros de localizacion p € R y escala o > 0 se define como la distribucién de

la variable aleatoria X = p+0Z tal que su funcidn de densidad estd dada por:

Ethiﬁ + 556 (25)] /() ot =< o0

o(3)1(5).  weae

donde 8 = (i, 0, A, ) y z = (z — p)/o. Bn este caso, se denota por X ~ ESf(u,c, A B3,G)

Az |8) =

o por X ~ ESf(0,G).

3.5. Derivacién de los momentos

A continuacién se presentan algunocs resultados previos que ayudarén a encontrar expresiones

de los momentos de la distribucién skew-simétrica extendida:

Proposicidén 3.3. Sez ¢, = fooo 22" f(z)dz y se denota por £, a los r-ésimos momentos

de lo familia de distribuciones definida en (8.1). Entonces, para r = 0,1,2, ..., se tiene lo

siquiente:

~Cp -+ 2a,., ST es impar,

Cr, st T €3 par,
Dem. El resultado se obtiene directamente desde la Definicién 3.1.
En otras palabras, es claro que a, < co es condicidn necesaria y suficiente para la existencia
de los 7 primeros momentos de (3.3) y {3.4). Por lo tanto, si se asume que existen, se tiene

la siguiente proposicidn:
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Proposicién 3.4. Sea Z ~ ESf(A,5,G) y X ~ ESf(p, 0, 58,G). Entonces,

k=0

my=FE(Z)=krer + (1= -8 - kr]a. ¥y E(X")= Z (;) Ut

donde k. = (1" (1 + ) parar=1,2,....

Dem. Bl resuitado se obtiene utilizando propiedades de esperanza condicional, la Proposicién

32yel Teorema del binomio. O

Un consecuencia inmediata de la Proposicidn 3.4, son la esperanza y varianza de la variable

aleatoria X ~ ESf(0,G) tal que:

E(X) = ,U;“%“’O'[(l “ﬁ)gl -~ Qﬁcl],

Var(X) = 02—48(1 — B)as + (1 + B)2es — (1 — B)ts — 2801,

Por otro lado, los coeficientes de asimetria y kurtosis estdn dados por:

- mg — 3my mg + 2ms
T [—48(1 ~ B az + (L +B)2cs — (1 — BYlr — 281232

y
_ My — 4m; Mg + 6mi mg — 3m
"S- Fas + (AP e~ (L= )l — 3B e
cbn me, 7 =1,2,..., definidos en la Proposicién 3.4.
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3.6. Extensidén de la distribucién skew-exponencial po-

tencia

La distribucién exponencial potencia (EP) fue introducida por Subbotin [53} y en términos
de la densidad simétrica f = fgp se tiene que:

fep(z | pyo,0) = (co) ™ exp(~|2|*/a), —oo <z < oo, (3.6)

‘donde z = (z — p)/o, p €R, 0 >0, a> 1y c= 2a"*7'T(1/a). La distribucién normal
se obtiene cuando a = 2, y cuando el pardmetro a varia en el intervalo (1,2) se producen
distribuciones simétricas con colas més pesadas que la normal. Las caracteristicas de este
modelo han sido estudiadas extensivamente por diversos autores; algunas referencias se dan
en DiCiccio y Monti [21]. Por otro lado, para manejar la simetria v la kurtosis simultdnea-
mente, Azzalini {IQj considerd la distribucién skew-exponencial potencia dada en (3.1) con
f = fepy G = ®(v(z)), donde & representa la funcién de distribucién acumulada de ls
normal, v(z) = sgn(z) A {2/a)*?|2|%? y z = (z — p)/o. La distribucién SEP se reduce a
la distribucién exponencial potencia cuande A = 0, a la skew-normal cuando & = 2 y fi-
nalmente a la normal cuando (A, @) = (0,2). La inferencia del modelo SEP fue estudiada
detalladamente por DiCiccio y Monti [21].

A continuacién, se introduce un resultado que extiende la densidad dada en (3.4) y sirve de

antesala para definir el modelo ESEP.

Lema 3.1. Sea f una funcién de densidad siméitrica alrededor del origen y G una funcidn de

distribucidn acumulada absolutamente continua tal que G’ es siméirica alrededor del origen,
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entonces:
2+ (B) 6 (v())] 1 () i 2<0

QG(v(f))f(—l—fma), si 220,

es densidad para cualquier v(-) funcidn impar y B € [0,1).

h(z|8) =

Dem. Sea h(z) = h{z| ) entonces,

[ neae=-20 [ rwa-20-0) [ roceener-5) [ rocwe) e

oo

=98 [ fQyar+20-0) [ f0Cu@)d+20-5) [ 06w
a 0 0
=2 / flt)de = 1.
0
(]
SiG =0, f= feryviz) = sign(z)|z]*2\(2/a)*? en (3.7) se obtiene la siguiente definicién:
Definicién 3.3. Se dice que la variable aleatoria X se distribuye ESEP(u,0,\ a,3) si la
funcidn de densidad estd dada por:
o] o () ) o e
| (3.8)
f—;@{w)exp{—% (1:,6) }, 5z > U,

donde 8 = (p,0,\,@,B8), con A €R, o >0, 3€[01),a>1c= 2at*10(1/a),

hiz|8)=

u=u(z/(1+5)) = M2/} {~z/(1+0)**, w = w(z/(1~B)} = A(2/0)/*(z/(1 - 5))*/*

y2=(z—ul/o.

La distribucién ESEP se reduce a la distribucién SEP cuando 8 = 0, a la distribucién skew-
normeal generalizada (GSN) dada por Gémez y otros {29] cuando o = 2, a la distribucidn
skew-normal cuando (e, 8) = (2,0}, a la distribucién EP cuando (A, 8) = (0,0) y a la dis-
tribucién normal euando (A, o, 3) = (0,2,0). Por otro lado, cuando A = 0, la distribucién
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ESEP proporciona una representacicn alternativa de la distribucién skew-power exponential
{SPE) introducida por Arellano-Valle y otros (5] y cuando (A, @) = {0, 2) se reduce a la dis-
tribucién epsilon-skew-normal de Mudholkar y Huston {42] tal que 3 pertenece al intervalo
[0,1}. Por lo tanto, la distribucién ESEP es bastante flexible al incorporar una variedad de
sub-modelos que inciuyen a la densidad normal estdndar. La Figura 3.1 ilustra el compor-
tamiento de la densidad ESEP para distintos valores de los pardmetros A, o y 3. Se observa
que en las figuras ¢) y d) el signo del pardmetro A no tiene la misma interpretaéién que en
modelo SEP. Es decir; cuando el signo de A cambia de positivo a negativo (o de negativo a

positivo) la grafica de la densidad ESEP no se refieja alrededor del eje vertical como ocurre

en el caso de la densidad SEP.
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(a) ESEP(0,1,0,5,1,6,3) (b} ESEP(0,1, 1,5, , 0,5)

02 0.3 0.4 05 06 0.7
i )
2.5

.

on

(c) ESEP(0,1,A,1,5,0,3) (d) ESEP(0,1,X,1,5,0,3)
Figura 3.1: Ejemplos de la densidad ESEP: a) 8 =0; 0,3y 0,5,b) a=1,3; 16y 2,0, ¢)

A=05 1,0y30yd) A=~05 ~15y -3.0.En todos los casos (lfﬁea sélida, discontinua

y punteada, respectivamente).




3.7. Estimacién de maxima verosimilitud para el mo-

delo ESEP

En esta seccién se considera la Pstimacién de maxima verosiri}ilitud para el modelo ESEP. El
tratamiento que utilizard se basa en los trabajos previos que hicieron Mudholkar v Hutson
[42], Arellano-Valle, Gémez y Quintana [5] ¥ DiCiccio y Monti [21], en la cual considersn el
estimador de méxima verosimilitud para casos particulares de la familia ESEP.

Sean Xy < Xpg) < ... £ X(n) los estadisticos de orden asociados a una “muestra. aleatoria
si;:nplé X1, X, ..., X, que se distribuye ESEP{u, 0, A, a, ) v se usard la notacién X1y =
co. Sea k = k(Xqy, ..., X(n), ) un nimero entero alestorio tal que Xy < p < Xppy.
Por la confinuidad de la distribucién ESEP, k esté bien definido con probabilidad 1 y toma

-valores en el conjunto {1,...,n}. En términos de &, la funcién log-verosimilitud [,{8) para

el pardmetro 8 = (u, 7, A, o, #) puede ser expresada por:

Iw(6) = —n (2—1) Ino— nlnI‘(l)—nIna—F-Zl [H—ﬁ 1+ﬁ‘1’(U(Z(”))J

iy (:‘_Z.Q.) Z 111<1>(1/V(z(,)))—l Z (IZ(%) , (3.9)

& i=1 1+ ﬁ i=k+1 i=k+1

donde U(Zyy)) = —A2/a)* (= Z1y /(1 +8))**, W (Zyey) = M2/a)Y*(Z4) /(1)) y Zgy =
(X5 — pu)/o. Para encontrar el EMV de & se necesita maximizar la funcién de verosimilitud
anterior, primero se fija el valor de & y luego se busca el correspondiente valor éptimo é‘k.
De esta manera el EMV sers, §k,, = arg méax l(gk) sobre el conjunto {1,...,n}.

Para § = 1, la distribucién ESEP coincide con la distribucién half-exponencial potencia
sobre el conjunto (—co0, p) con & el pardmetro de escala {ver Proposicién 3.1, letra (e)). En
otras palabras, u es un pardmetro que estd en el limite del intervalo y Xy, se convierte en
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su EMV. El pardmetro de escala se puede estimar reemplazando X,y por 4 y maximizando
la verosimilitud. La teorfa asintdtica de la estimacidn de pardmetros que estdn en el soporte
de Ia variable aleatoria funciona y es discutida, por ejempio, por Smith [52].

Cuando k& = n, (3.9) se reduce a:

1 1 I & \a
~n|~—-1llmna—-nhl'[~]-nho-nlh2—- — -2 :
n (a ) na—nlin (a) nlno—n a2°‘§( Zw)", (3.10)
que corresponde al caso cuando £ = 1. Asi, en términos de £, (3.10) se maximiza en En =1
"Ademds, X(ny < p implica que i, = Xsy. Por otro lado, en términos de ¢ y o, es fécil probar

que el estimador de méxima verosimilitud (G, &,) de {g,a) es solucién de las siguientes

ecuacionss que se resuelven numéricamente:

1 /1% o
~ P il an
~=3(iE)

Y
~1 < & n—1
1 N SRRy 1, (15
—_— 11'1&-,-,,-{-@(1-)] = — - —,.,—lIl — E Yom -—1,
Qi [ O :‘:]_I }’(?}“ On n =1 (z)

donde Yy = X(ny — Xy v ¥(r) = o0'(r)/0r.

Cuando 1 < k < n, el EMV se calcula resolviendo las ecuaciones de verosimilitud:

Bl (8)
IR o, i=1,... 5
56 ‘ .
donde 8 = (61,...,85) = {u, 0, A, @, 5). Es pricticamente imposible expresar explicitamente

Xk, &, Ek y T en términos de A, o, J v 7, por esta razén se debe aplicar un métode numérico
para resolver estas ecuaciones. Notar que (g, 0, A, @, ) es diferenciable con respecto a p,
pero esto no implica que 91x(9)/0p = 0 tenga solucién en el intervalo (X(zy, Xkery). Si

este es el caso, entonces Ty serd Xy o Xq1), dependiendo si 8I,(8)/8u es negativo o
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positivo dentro del intervalo (X, Xir41)). Aplicando la Proposicién 5 de Arellano-Valle y

otros [5], el EMV de (u,0,\ o, 8) se convierte en (ﬁk,ﬁ‘k,;\\k,&k,@), donde & es tal que

l(ﬁkaak: Xfc: &Fm Bk:) 2 l(ﬁjiaj? }‘js ajs 46]) Para todo .7 € {1: R ?’b}

. 3.8. La funcidn score y la matriz de informacién

Para calcular la matriz de informacién del modelo ESEP{y, o, A, o, 3), primero notar que la
funcién log-verosimilitud se puede reescribir como {{#; X3,...,X,) = 3"  1(6; X;), donde

[(6; X) es la log-verosimilitud para @ basada en una observacién de X, esto es:

16:;X)=— (é — 1) 1na—1n1“(1) —1na+m®(W)J{X2u}~§-(Tf—ﬂ)a IH{X > pl+

#hlf+ (1= AW HX < - 3 (155 ) TX <a) = Inl1 + 6 FLX <),
donde Z = (X — p)/o, U = =A(2/a) 2(=Z/(1 + B))** y W = M2/a)2(Z/(1 = ).
La funcién de score es ) ., Sp{6; X}, donde S3(8; X) = 81(6; X)/60 = (5., 5s, Sr, S, S5)

estéd dada por:

1 ¢(W) OW 1] (1=-p80U) 18U
b= sEw) a7 L2 “[ﬁ+(1+ﬁ)¢>(U)J 5z T <wit

o (i) ey (75) e en

1 $(W) oW 1 (1-@eT) 1aU
So==Camwyor 21X 20 L g St gz 7T <

"'”’é'(i‘f_é) X > p) 4+~ (H‘Zﬂ) HX <,

¢W) oW _(1=-p)e(U) YoU
=gy ox 2 H }+[ﬁ+(1+ﬁ)¢>(m] o X<
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Su= @% %W I{X > u} + {ﬁ J(rl(l +)g(g()U J B_UI{X ynat(o —O;H v(1/e)
“[5(5) -2 (i) ()| oz

l
[ ) w5 rce

SW) oW 1— o) (1-8)ev) 16U
By ap = }+[ﬁ+(l+ﬂ)®(U)} I{X“}*[mmﬁ) (0 >} g X <u

1 Z 1 —Z\*°
-9 (m) Xz + 00 (m) HX <p}— ﬁ)f{X<u}

donde OW/DZ = oW/2Z, 8W/Bu = ~aW/20Z, 8W /6o = —aW /2, OW/ON = W/,

Sp =

OW/oe = (W/2H{In(Z/(1~5))~1/a} y OW/0F = aW/2(1-3). Ademés U /87 = aW/2Z,
BU /8y = —al/20Z, 8U /80 = —al /20, BUJOA = U/, 0U/8a = (U/2){n(—Z/(1 + ) —
1/a}, 8U/88 = —alU/2(1+ 5) y ¥(r) =0T (r)/Or.

Los elementos de la matriz de informacién correspondientes al modelo ESEP se dan en
la Seccién 3.11.1. Para (&, 3) = (2,0), la sub-matriz de informacién correspondiente a los
pa.;ré;metros i, oy A coincide con la matriz de informacién del modelo SN dada por Azzalini
- [10]. Para g = 0, la sub-matriz de informacién correspondiente a los pardmetros u, o, A y
o coincide con la matriz de informacién del modelo SEP dado por DiCiccio y Monti [21].

Cuando A = 0, los pardmetros i, A y J son asintéticamente no correlacionados con o y a, y

los elementos no nulos de la matriz de informacién son:

I =¥ (g~ 1)1 I ql-1ea I 4(1 - 38)
# sl /a) D1 a1 - 81+ 8) T T +8) M ra(l+8)
o iy & 14a+o? 1 + @

.[cro' = .O'_Z’ Io’a - "";C;y IC'“I - aé' - a3 @- (1/&)
oi—Me (a+2) a+1

e == Fama-pase > Bewsyeics Y T T paT s
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donde d, = Ina+ ¥(1/a) + . Para este caso, la sub-matriz de informacién correspondiente
a los pardametros (i, o, &) coincide con la matriz de informacién del modelo EP.

Para el caso normal, es decir cuando (A «, 8) = (0,2,0), la matriz de informacién de 8 =

(g, o0, A, B) es:
R
o & 0 = 0
WEooo: o 2
0 ' _ngrz 0 4d22—§g+31r2 0
~2/t 0 -t 0 3

donde dg = 2 — 7 —1In2 y v es la constante Euler’s. Tal como en DiCiccio y Monti [21],
las colummas correspondientes a los pardmetros ¢ v A son linealmente dependientes, lo cual

implica que la matriz de informacién anterior es singular. Propiedades del EMV para el caso

normal se estidian en la siguiente seccidn.

3.9. Propiedades del EMV para el caso normal

Sea 8* = (u*,0%,0,2,0) el vector de pardmetros de una distribucién N{(u*, c*2). Para 8 = 8,

el vector de scores S3(8"; X) = (8%, 53, 5%, Sa, S5) estd dado por:

o’ g* 4

* *2
(_Z—— Z 1,\/%2",1 [2*2(1—2In[Z*2|)+d2—1],Z*zf{X<‘U;*}'—Z*2I{X2,U*}'),

donde Z* = (X — pu*)/o*. Notar que S} = /2/m0™ 5}, lo que implica que la matriz de infor-
macién es singular. Rotnitzky, Cox, Bottai y Robins [49] estudian este problema y entregan

la metodologia para encontrar una reparametrizacién. Tal procedimiento se utilizé en la Sec-
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cién 2.3.2 del Capitulo 2 y lo aplicaron DiCiceio y Monti [21] en el contexto de la distribucién
SEP. La reparametrizacion, &= 5(9) = (4,7, A\, o, B} encontrada para el modelo ESEP, es
idéntica a la entregada por DiCiccio y Monti [21] para estudiar Ia singularidad de la matriz
de informacién del modelo SEP que ocurre cuando (A, @) = (0, 2) e igual a la encontrada en
ia Seccién 2.3.2 del Capftulo 2. Por lo tanto, segin el Teorema 3 de Rotnitzky y otros [49)]

se concluye que, cuando € = 6:
« El EMYV de 0 es tinico con probabilidad 1 v es consistente.
« Bl estadistico de prueba 2[L,(8) — L.(6*)] 22
= E] vector aleatotio
Jn (ﬁ B m o Gt — (1)) 02 3P a2, B‘)

converge en distribucién a (27, Za, Zé/g, Z4, Zs), donde (Zs, Za, Z3, Z4, Z5) es un vector

multivariado normal con media cero y matriz de covarianzas dada por:

-1

1 12-x 2 /2
P 0 o /93 0 -4 T
2 —~d
0o % 0 3 0
12w 0 52— 28m4-44 0 8m—-20
T /93 i 37
0 —do 0 4d3 28 4-3m 0
2¢ 32
2 [z 8r—20
NERNI = 0 3

3.10. Una aplicacién

En esta seccidn se utiliza un conjunto de datos reales para Hustrar el procedimiento de inferen-

cia descrito anteriormente, se trata de 1150 alturas de rodillos {medidos paralelamente al eje
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del rodillo}. Los datos, estdn disponibles en http://1ib.stat.cmu.edu/jasadata/Iaslett
los que fueron recogidos para estudiar la aspereza superficial de los rodillos. El histograma de
estos datos aparece en la Figura 3.2 y la Tabla 3.1 presenta la estadistica descriptiva bésica
de este conjunto de datos.

Tabla 3.1: Resumen de la estadistica descriptiva de lag 1150 alfuras de los rodillos. Donde £

y 5 representan el coeficiente de asimetria y kurtosis muestral, respectivamente.

I T 32 1 s

1150 3,535 0,422 —(,985 4,855

Se ajusté el modelo ESEP a este conjunto de datos usando el método de méxima verosimilitud
descrito en 1a Seccién 3.7. Para maximizar la funcidn de log-verosimilitud se utilizé la librerfa
stats de R Development Core Team [47] v el comando optim que utiliza algoritmos de
optimizacién basados en Nelder-Mead y quasi-Newton. Para el proceso de optimizacién se
utilizaron los puntos iniciales u@ = 3,377, ¥ = 0,738, A% = 2,182, o = 2 v 4@ =
0,221 que corresponden a los estimadores de médxima verosimilitud del modelo skew-normal
generalizado (GSN) dado por Gémez y otros [29] que es ua caso particular de la distribucién
ESEP cuando o = 2. Los errores estdndar de los pardmetros estimados del modelo ESEP
se obtienen utilizando los elementos de la diagonal correspondiente & la inversa de la matriz
de informacién esperada, en la cual los pardmetros desconocidos se reemplazan por sus
respectivos estimadores de méxima verosimilitud.

Los EMVs. correspondientes a los modelos ESEP y SEP {con sus respectivos errores estdndar)

se resumen en la Tabla 3.2. Para iniciar el proceso de maximizacién de la funcién iog-
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verosimilitud del modelo SEP, se utilizaron los siguientes valores iniciales: pu{® = 3,37, ¢@ =

0,74, A® = 2,182 y a® = 1,5. Los errores estdndar de los estimadores del modelo SEP se
obtienen con la inversa de la matriz de informacién dada por DiCiccio y otros [21]. Notar
gue el estimador del pardmetro A es negativo para el modelo SEP y positivo para el modelo
ESEP. Recordar que la interpretacién del pardmetro A es diferente en estos dos modelos. En

la, Figura 3.2 aparecen las dos densidades estimadas usando méxima verosimilitud.

Tabla 3.2: Pardmetros estimados y la funcidn Log-verosimilitud de los modelos SEP y ESEP.

Los respectivos errores estandar estén entre paréntesis.

EMVs. ' SEP ESEP
7 4,017{0,0244)  3,277(0,060)
o 0,675 (0,035}  0,833{0,062}
A —0,968 (0,0900) 3,537(1,208)
a 1,345 (0,0937) 2,460 (0,329)
5 - 0,182 (0,025)
Log-verosimilitud —1065,876 —1054,044

El test de razén de verosimilitud para la hip6tesis Hy : 8 = 0 {modelo SEP) versus H; : § +# 0
{modelo ESEP), el valor del estadistico de prueba es —2[—1065,876 — (—1054,044)] = 23,664.
Comparando este valor con el percenti! de la distribucién x2, el p-valor es cercanc a cero.
Por otre lado, al aplicar el test de bondad de ajuste chi-cuadrade, basado en los intervalos
[<o0,1], (5,00) y ocho intervalos de clase de longitud 0,5 que contienen a los valores del 1 al

5, dan como resultado los p-valores de 0,289 v 0,007 para los modelos ajustados ESEP v SEP,
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respectivamente. Asf, ambos test conducen a la conclusién que el modelo ESEP proporciona
una mejora altarnente significativa en el ajuste sobre el modelo de SEP. Otra evidencia que

avala esta conclusién la da el intervalo asintdtico al 95 % de confianza para el pardmetro 3

que corresponde a {0,132, 0,231).

Figura 3.2: Histograma de las medidas correspondientes a las 1150 alturas de los rodillos.
Las Iiness representan las distribuciones estimadas usando médxima verosimilitud: ESEP

-~ ~ o~

(B, 7, A, @, 3) (inea solida) y SEP (#, 7, A, @) (linea discontinua).
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3.11. Apéndice

3.11.1. Derivacién de la matriz de informacién

En esta seccién se-dan las expresiones de los elementos de la matriz de informacién del
modelo ESEP (4, O':)\,Of, (3). Para simplificar la notacién, sean R = R(W) = ¢(W)/®(W),
5 =5U) =0 -HeU)/{B+ (1 -PoU}}, T = T{U) = $U)/{8+ (1 - 5)2(U)},

M=M(Z)=Z/(1- )y N =N(Z) = -2/(1+§).

Parak = 0,1, 2y afijo, la matriz de informacién esperada involucra las siguientes cantidades:

ek =E {(1_%)& REM**[{X>u}+ (TII'E)? SINF X < ,u,}] ,

Mo = E[W REM* ™ [{X > u}+ﬁ—£ﬁm)ms21va-kf{x < ;,L}},

e =F [H:—%WMQ-’CI{XE#}+6";}@EN“"“I{X%M}J !

b= {H——l—,ﬁ’?RQMa—kInMI{X >ud+ i 4_15)1: SENFIn N I{X <p}J :

Tak = E [ﬁ REM M I{X > u} - fl—fb—}—kszN“"’“lan{X < #}J ,

Ty =F {ﬁ% REM**lalnM — 1) I{X > u} - W SEN*HalnN - 1) I{X < u}J :




L g2 pget (In MY I{X >pu}+ SENF(In N I{X < ,u}J ,

1
U“"“:E[(l—ﬂ)’“ =TT

- REMOTRIX 2 p) -

{1+ﬁ) e S2 N kI{X<,u,}J

1 1
o= B [ M X 20 = S <

_ 1 ok B 1

1

) 1 e am
pa_k:E‘:(]__—EmM klnMI{XE/—L}—WN klnNI{X<,u}],

! M *InMI{X > M}+ a~k1nNI{X<M}J,

oot = g 5

1

— =k 1y 2 ak 2
ook = B M (0 FOX > u+ g MR NP 1K <)

— 1 a—k 1 o—k
- E[( ﬁ)kM 1{X>”}+(+mk1v I{X<_,u}},

1
T [ﬁmM““’“I{X > ut— WN"‘"?I{X < #}J :

o o 1 o
W E[( “5p M X > u}+(+ﬂ)NI{X<;L}J
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1 I X
— a/2—k — a/2—k
Vajri = E {—(1 A TN I{X < #}} , Wejrtr=FE [..._W__( Ry T N' InNI{X < #}} ,
Vsass = E [T N**2 I{X < p}], Vi =E[SNPI{X < u}],
eaap2 = E [T ®u) N> I{X < u}], £o = E[T ¢(u) N*I{X < u}],

y & =22/(1+4 A%).
Los elementos de la matriz de informacién, I, = ~F (8%1(6, X)/9* u) ete. pueden ser ex-

presados en términos de las siguientes cantidades:

al¥agi(1 = 5)(1+ X)VH(2 - o) T((e = 2)/20) 8 | ad? (@—1)
T = AT/ /)1 - A1+ B 202 T2 T e

a2_1/adl/2(l _'_5) CE)\Q al—-l/aal/Z(l _ 5) /\

= _— _ I = —_—— _
fya 202T(1/e)(1 + B) 57 ot T eT1/a)1+8) o St
6Y2{1 - §) a A2 A2 1
lve = ST )L+ B) {ln (1 +,\2) Ty 22y 1} "o et gy ba1 T S Pty

I az—l/aél/zﬁ A2 . a . )\\/5
W R F DT (/) (l-B)1+ 8 2o 1T g et T S g e

aX? Ny +2(1 + o) e — 2 A X A2 1
Ioe = P Ty Iy = O_T]o:; Iaa“_%ga‘{'zo_& na_EQm

I ad 2 {a — 8o + 2)} _g}jc*+&\/§r/ L,
= S+ DB/ )l g 25 o T gy g T g P

2 A A Sla+2)—o \F
—— — — — == Na, I ] - o — Vp/a,
L o vy De . éa P n AZ ()\2 n 1}(,14_2)/20,3(1/2‘ 1/0)(1 +ﬁ) + )‘ch o Vajz

200(1/a) + 2elna+ T (1/a)+ 02 ~3a 2 2 1 pe: pY A2
(/) 4 (/) +_3'l.ba__29cx+”‘%c+,)_‘va_"Efa+_37?a7
o o o' 1o 2o I’ 20¢

oo =
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Tg = —23/2/;1/2}5 [(1 _lﬁ) RM** (aln M +1)I{X > u} + a 41.[3) SN2 (aInN+1)I{X < #}J
A‘B
+ ST [(1 5 RM®*(aln M — 1) I{X > u} + a +ﬁ) SN ol N -1)I{X < ;;,}J
Az * A )\ *
+ g T — _21/20!1/2 Wa + 91/23/2 Yaye + Pas
_ Mo 9 1+ ®XU) — 28(U) N i
I = g B 1B T 2] | (5 o) T < ]+
al/2)\3 . 91/2,,1/2 )
[(Hﬁ)z Hx < }} s —gp B (RMPIIX 2 ] + Ti‘ﬁ_”a/?
al/2)35(1 - §) Q231 ~ )2 a(1-f)? | oMa+2A
- Wy3a/2 - W €3a/2 T 20+ B)2 Ea (1T B2 Yara
a+2)) o
- WE{RM PHX > )],

donde 7 es la constante Euler’s, ¥'(r) = 0¥(r)/dr vy B(r,s) = [(r)T(s)/T(r + s).

3.12. Agradecimientos

Quiero agradecer a Graciela Gonzélez Farfas y Arthur Pewsey, editores del volumen Special
issue on skew-elliptical distributions and their applications de la revista Commaunications in

Statistics: Theory and Methods, por sus importantes comentarios y discusiones a cerca de

este capitulo.




Capitulo 4

Algunos modelos skew-simétricos

generados a partir de la funcién de

distribucion normal

4.1. Introduccién

Hace un tiempo que se estudian formas de flexibilizar los modelos asimétricos introduciendo
nuevos pardmetros. Para A € R, el modelo g(z | A} = 2 f(2) G{A\z), —oo0 < 2 < oo ha sido
estudiado por varics autores, por ejemplo, Azzalini [10], Arnold y otros [9], Mudholkar and
Hutson [42], Gutpa y otros [32], Nadarajah y Kotz [43], Ma and Genton [41], Arellano-Valle y
otras [2],[5], Gémez v otros [30], Salinas y otros [50]. Estas familias de distribuciones incluyen
a la skew-normal y son mds flexibles para capturar asimetria v kurtosis.

Gupta y otros [32] consideran f como la funcién de densidad de la Normal, Laplace y

Loegistie, w(z) = Az y G la funcién de distribucién acumulada respectiva. Nadarajah y Kotz
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[43] toman f = ¢, w(z) = Az y G la funcién de distribucién acumulada de la Normal,
Student-t, Cauchy and Laplace respectivamente. Gémez, Venegas y Bolfarine [30] toman f
la funcién de densidad de la Normal, Student-t, Laplace and Logistic, G = @ la funcién
de distribucién acumulada de la normal y w(z) = Az Estos trabajos se pueden extender
utilizando el Lema 4.2. Por otro lado, Salinas, Arellano-Valle y Gémez {50}, construyen una
variable aleatoria Z con funcidén de densidad de probahilidad dada en el Lema 4.1. Esta

construccién incorpora un nuevo pardmetro § € [0, 1) que controla la asimetria y da origen

a extensiones de modelos skew-simétricos.

Lema 4.1. Sea f una funcion de densidad siméirica alrededor del origen y G una funcion de

distribucion acumulada absolutamente continua tal que G’ es simétrica alrededor del origen,

entonces:
v g <) 2l (55) €(35)] 4 (55). s oo @)
QG(-I-;%)JC(?:‘Z_“ , stz =0,

es densidad, donde A€ R y 8 &[0,1).
Dem. Sea d(A,8) = [*. h(z'] A, B8)dz. Se necesita probar que d(\,3) = 1 para A € R y
B € [0,1). Usando el cambio de variables adecuado se obtiene lo siguiente:
i) =2 [ fadur20-9) [ - GOwdus
Lo - p) /Uoof(u)G(/\u)du:Z/Omf(u) du =1
d

Utilizando la representacidn estocdstica dada por Salinas, Arellano-Valle y Gémez [50] se

obtiene una extensién del Lema 4.1 (ver Lema 3.1 del Capitulo 3) que dice lo siguiente:
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Lema 4.2, Sea f una funcidn de densidad simétrica alrededor del origen, y G una funcidn de

distribucién acumulada absolutamente continua tal que G' es simétrica alrededor del origen,

entonces:

o [ e ). e
26 (w () £(25), si 220,

es densidad para cualquier w(-) funcidn impar y 8 € [0, 1).

Corolario 4.1. Si en la familia de distribuciones definidas en (4.2) se considera G = &,
entonces se obtemiene la siguiente familia de densidades,
2[5+ () 2 (v())] f(Z5), s <0

1+3 1+5 1+8 1+8 (4.3)

20 (v (%)) 1 (). 20

donde w(-) es una funcidn impar, f unoe densidad simétrica alrededor del origen, © es la

h(z]B)=

funcién de distribucidn acumulada de la normal estdnder y 5 € [0, 1).

El siguiente Corolario es una consecuencia inmediata de la Proposicidn 3.4 del Capitulo 3 y

es 1itil para calcular los momentos de orden r de las densidades generadas por {4.3) cuando
wz)=Azy A€R
Corolario 4.2. Sz la variable aleatoria Z tiene funcidn de densided dada en (4.5) para

w(z) = Az, entonces:

pr = F(Z7) = ke, + (1 = D)[(1 = B)" — &,] &, (4.4)

donde a, = a,{\) = [;7 227 ®(Az) f(2)dz, ¢, = fo2z" flz)dz, ke = (1)F(1+ 8" y A ER

parar=1,2,....
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En este caso, c. son los momentos de la distribucién half-f y a. los momentos incompletos

de una variable aleatoria Z tal que Z ~ Sf(A, ®).

En la siguiente seccién se estudian propiedades de algunos modelos skew-simétricos genera-
lizados tomando G = &, w(z) = Az y f la funcién de densidad de la Normal, t-Student,
Exponencial Potencia, Logfstica y Laplace. En particular, se dan expresiones para el cdlculo

de los momentos y tablas con los rangos de los pardmetros de asimetrfa y kurtosis.

-4.2. Modelos skew-simétricos generalizados

Usando la notacién anterior, cuando w(z) == Az y una variable aleatoria Z se distribuya
segtn (4.3) se denotard por Z ~ GSf(X, 8, ®) o simplemente Z ~ GSf()\, f) cuando f = ¢.

Algunos modelos generados por esta representacitn estdn dados por los siguientes ejemplos:

4.2.1. Modelo skew-normal generalizado

Si f = ¢ es densidad normal estdndar y w(z) = Az en (4.3), se obtiene el modelo skew-normal
generalizado (GSN) dado por Gémez, Salinas y Bolfarine [29], donde A € R. Si una variabie
Z se distribuye GSN se denotard por Z ~ GSN{A, ). Si @ = 0 se obtiene el sub-modelo
skew-normal (SN)A introducido por Azzalini [10].

Utilizando el Corolario 4.2, se tiene que:

By b L (2 ).

T 2" 2 2
donde ¢, son los momentos de la distribucién half-normal, a, los momentos incompletos de

DI e

la variable Z tal que Z ~ SN(A) y 2Fa{n,d,p) se calcula a partir de la Definicién 4.1 de
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la Seccién 4.3. Gémez, Salinas y Bolfarine [29] dan una forma alternativa para calcular las

expresiones de g, para r = 1,2,.... En particular:

E(Z}=b[1-8)6-24],

45(1 — B){(6% + Aarctan A)
A ’

E(Z%) =1+38° —

5{1—A)(1+365(8 +222)8°
z2 ’

E(Z% = ~-8bB(1+ %) +

1 — 31+ BH[(3X + 5)6* + 3A% arctan A]
A8

EB(Z*) =3+ 306% + 158" — 85(

b

— 4ﬁ(1?r_ ﬁ)éQ - 52(1 . )6)252 - 4ﬁ(1 _ ﬁ) arctan A

Var{Z) =1+ (3 —4b?)3% + 40251 — B)S 3 -

1

_ E(Z3 -3 B{Z)E(Z)+2[E(Z)]?
n= Var(Z)PF ’

_ B(Z%) —4E(ZE{Z) + 6 E(Z*)E(Z)) - 3[E(Z)]*
n= Var(Z})? ’

donde b = /2/my § = A/VI+ X%

Notar que los momentos del modelo skew-normal generalizado (GSN) coineiden con los
caleulados por Gémez, Salinas y Bolfarine {29]. La Tabia 4.1 presenta los intervalos admisibles
para los pardmetros de asimetria y kurtosis para ciertos valores de Sy A € R.

Observar que para algunocs va,lt;‘rres de /3 los pardmetros de asimetria y kurtosis del modelo

(GSN estdn fuera de los rangos de los parémetros de asimetria v kurtosis del modelo skew-
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Tabla 4.1: Intervalos de los pardmetros de asimetria y kurtosis para el modelo GSN.

B Agzimetria Kurtosis

Q —0,995 < < 0,995 3,000 < v < 3,869

0,1 -0,995 €7 < —0,611 3,018 < vy < 5,683

0,2 —1,027 < < —0,995 3,070 < v < 5,241
0,3 —1,124 < £ -0,995 3,181 < v £ 4,665
0,4 ~1,116 <7 < —-0,995 3,253 < 12 £ 4,220
0,5 —1,074 <, < -0,995 3,367 < yp < 3,922
0,6 =1,027 <7 < 0,89 3,485 < v £ 3,749

0,7 -0,805 < v £ —0,988 3999 < 1 < 3,676
0,8 —0,995 <y < -0,965 3,683 < v, < 3,703

0,9 —0995<m <—0966 3,753 <y, < 3,794

normal (f = 0), es decir, la distribucién GSN tiene més flexibilidad en estos parametros que

la. distribucién SN.

4.2.2. Extensién del modelo skew-generalizado normal

Sea f = ¢ la funcién de densidad normal estdndar y w(z) = \/1)‘:? en (4.3), se obtiene

una extensién de la densidad skew-generalizada normal, donde A € Ry o > 0.8 3 =10
obtenemos el sub-modelo skew-generalizado normal (SGN) introducido por Arellano-Valle,

Gémez y Quintana [2]. El modelo skew-normal es un caso especial de esta distribucién v se

tiene cuando o = 8 = 0.
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4.2.3. Extensién del modelo skew-normal flexible

Si f = ¢ es la funcién de densidad de la normal estdndar y w(z) = Az + p2° en (4.3), se
obtiene la una extensién de la densidad skew-normal flexible, donde A\ e Ry p e R. 81 =10
se obtiene el sub-modelo skew-normal flexible introducido por Ma y Genton [41]. Por otro

lado, si p = § = 0 se obtiene el sub-modelo skew-normal.

4.2.4. Modelo skew-t generalizado

Si f es la funcién de densidad t-Student con v grados de libertad v w(z) = Az en (4.3),
se obtiene la densidad skew-t generalizada (GSt) con v grados de libertad, donde A € R.
Si una variable Z se distribuye GSt se denotars por Z ~ GS{(A, 3,®). Si v = 1 se obtiene
el sub-modelo skew-canchy generalizado. En el caso que A = 3 = 0 se obtiene la densidad
t-Student estdndar con v grados de libertad. Los momentos de orden r de la densidad GSt

con v > r grados de Iibertad se derivan a partir del Corolario 4.2, entonces:

AT T ()
TR

2 Ny () D (3 5 ([v+l z/—r][:Z—r-l-u 1—T+VJ )\gy)

* m(v—r)T{%) 272 |7 2 72 2

-

donde ¢, son los momentos de la distribucidn half-t, a, los momentos incompletos de la

variable Z tal que Z ~ St(A, ®) y 1 Fa(n,d,p) se calcula a partir de la Definicidn 4.1 de la

Seccidn 4.3.




En particular, los cnatro primeros momentos estdn dados por:

VP T (51 (1+8) 5 v(1-5)?
— \/T_rl_‘(g) —!—2(1-,6)&.1, E(Z ) = T_‘_‘2__46(1mﬁ)a2)

BE(Z) =

_\/ﬁ T ("2;3) (1+p3)° +2(1 — 8)(1 +35%) as,

3y
A=)

4y _ 37 (1~ 4)* a2
E(Z)—' (V—4)(IJ—2) _846(1_48)(1 -3 )a4:

donde @, con r = 1,2,3,4 son los respectivos momentos incompletos del modelo skew-t v
se resuelven numéricamente. Es facil ver que para § = 0, los momentos del modelo GSt
coinciden con los momentos del modelo skew Student-t-normal dados por Gémez, Venegas

and Bolfarine [30]. La Tabla 4.2 presenta los intervalos admisibles para los pardmetros de

asimetrfa y kurtosis para ciertos valores de Sy A € R.

4.2.5. Modelo skew-exponencial potencia generalizado

Si f es la funcién de densidad exponencial potencia dada por f(z) = exp(~|z|*/a)/(k o)
v w(z) = Az en (4.3}, se obtiene la distribucién skew-exponencial potencia generalizada
(GSEP) donde o > 0, @ > 1 v k = 2a"/*~'T(1/a). Si una variable Z se distribuye GSEP se
denotard por Z ~ GSEP{), 3, ®). Cuando & = 2 se obtiene el sub-modele GSN dado ante-

riormente. Los momentos de orden r de la densidad GSEP se derivan a partir del Corolario

4.2, tal que:

L e lesd [Mren{-Zlas (2
Cr = T (2) Y =356+ A Zexpy —— er f 7 2,
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Tabla 4.2: Intervalos de los pardmetros de asimetr{a y kurtosis para el modelo GSt con v = 5.

Jé) Agimetria Kurtosis

0 —2,550 < 7 £2,550 9,000 < vy, < 23,100
0,1 —2,5350 <y £0,254 9,355 < v < 15,762
0,2 —2,550 <y < —0,852 10,366 < v, < i3,568
0,3 —2,550 < v £ —1,431 11,883 < v < 13,350
0,4 —2,650 <y < 1,757 13,711 < v, < 14,001
0,5 —2,550 €71 < -1,958 15,086 < 73 < 15,650
0,6 —2,550 < 7 < -2,098 16,420 < 72 < 17,541

0,7 —2550<m <-2213 17,918 < 7, < 19,272
0,8  ~2550<7 <-2,320 19,544 < v, < 20,785

0,0 —2550 < <-2431 21,277 < 7o < 22,061

donde ¢, son los momentos de la distribucién half-exponencial potencia, a. los momentos
incompletos de la variable Z tal que Z ~ SEP(A, @) y erf(z) = fom %e‘*g dt es la funcidn

error, cuyos detalles se pueden ver en Erdelyi [22].

Siw(z) = sign(z)lz] @/2)(2/c)/? en (4.3), se obtiene la distribucién skew-exponencial poten-
cla extendida (ESEP) dado por Salinas, Arellano-Valle y Gémesz [50] que es una extensién

del modelo dado por DiCiccio and Monti [21].
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4.2.6. Modelo skew-logistico generalizado

Si f es la funcién de densidad logfstica dada por f{z) = e*?/[o(1 + ¢*/7)?] y w(z) = Az en
(4.3), se obtiene la densidad skew-logfstica generalizada (GSLO) con ¢ > 0. Si una variahle

Z se distribuye GSLO se denotard por Z ~ GSLO(A, 3, ®). Los momentos de orden r de la

densidad GSLO se derivan a partir del Corolario 4.2, tal que:

o [ (Int) _o o 7 (ngy oAlnt
cr—2cr/1 (l+t)2dt ¥ ar—z-i-cr]; (1+t)zerf ——\/-—_2—— dt,

donde ¢, son los momentos de la funcién de densidad half-logistica y a, los momentos in-

completos de la variable Z tal que Z ~ SLO(A, @) y erf(z) = [ %e‘tz df es la funcién

error mencionada anteriormente. La Tabla 4.3 presenta los intervalos admisibles para los

pardmetros de asimetria y kurtosis para ciertos valores de Sy A € R.

4.2.7. Modelo skew-laplace generalizado

Si f es la funcién de densidad Laplace dada por f(z) = e /7 /20 y w(z) = Az en (4.3), se
obtiene la densidad skew-laplace generalizada (GSL) tal que ¢ > 0 v A € R. Si una variable
Z se distribuye GSL se denoltaral por Z ~ GSL(A, 3,%). Los momentos de orden r de la

densidad GST cotr ¢ > (1 se derivan a partir del Corolario 4.2, tal que:

=0 T'(r+1),

1 277 T (£2) r+2 r+17 [1 r4+3] 1
Ur = 5 = ST e o 202 ) bt S w vl ks
2 AL m(r + e 2 2 2’ 2 202

250 (52) r+2 r+3] [3 r+4] 1
+ 7 2 2F2 T |9y T i _avg |0
A2 /m(r + 20 2 2 2" 2 20772
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Tabla 4.3: Intervalos de los pardmetros de asimetriz y kurtosis para el modelo GSLO con

F=1i.
Jé; Asimetria Kurtosis
0 ~1,540 < v < 1,540 4,200 < v < 6,584
0,1 —1,540 < v < —0,259 4260 < v < 7,173

0,2 —1,540 < v £ 0,944 4,433 € v2 < 6,808

0,3 —1540< 5 <—1,230 4,603 < < 6,408
04 —1540<y <—1,351 5000 < < 6,129
0,5 —1,540 < <-1401 5,346 <y < 5,982

0,6 —1540 <y <—1,423 5,674 <, < 5,049
07 —1540< < —1,438 5971 <, < 6,009
0,8 —1540 <7 <—1450 6,145 <y < 6,224

0.9 1,540 < v £ -1,491 6,340 < v £ 6,429

donde ¢, son los momentos de la distribuciér half-laplace, e, los momentos incompletos de

la variable Z tal que Z ~ SL(A, @) y 2F3(n, d, p) se calcula a partir de la Definicién 4.1 de

la Seceidn 4.3.
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En particular, los primeros cuatro momentos estdn dados por:

V2rA (1= B)  2m(e?A% 1) e(o, N) (1 —
E(Z) =200+ 2 wa\z ) | 2l Cr):—/\(g" )(1-5)

1

B(7) = 20%(1 + %) + 22/ 2000

4202t — a?A? + 1) e(o, A} B(1 ~ B)
ol A% '

B(2%) = —240%8(1 4 ) + T2 X +£Z:);4) Q-A+35),

2m(609X8 — 302t — 1 e(o, X)) (1 - B)(1+35%)
+ 316
odrA

H

/3 2,2 434 _ 94,616 - 2

B(Z%) = 240* (14 1067 + 56%) + 40+/2mA(1 + 20%X% + 400,:“8245 A)B(1 - B)(1 + 5%
87 (240328 — 120528 + 30*At + 20202 + 1) e(o, \) B(1 — BY(1 + 5%
- e O\ ’

donde e(o, A) = (1 — @ () exp {535z} v @ es la funcidn de distribucién acumulada de la
normal. Notar que cuando 8 = 0y o = 2, los momentos del modelo GSL coinciden con los
momentos del modelo skew Laplace-normal dados por Gémez, Venegas and Bolfarine [30].

La Tabla 4.4 presenta los intervalos admisibles para los pardmetros de asimetria y kurtosis

para ciertos valores de Sy A € R.
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Tabla 4.4: Intervalos de los pardmetros de asimetria y kurtesis para el modelo GSL con

=3,
Jéj Asimetria Kurtosis
0 -2,000 < v < 2,000 6,000 < 7, < 9,000
0,1 —2,000 < v £0,191 6,118 < v, < 9,000

02 —2,000<7 <—0815 6444 < 5 < 9,000
0,3 —2000<m £ —1,376 6,909 < v, < 9,000
04  —2000< v < ;1,685 7427 < 7 < 9,000
06 —2000<my <—1,852 7,920 < < 9,000
0,6 —2000<m<—1,038 8336 < 4 < 9,000
0,7 —2,000<m <—1,978 8,649 < v, < 9,000
0,8 —2000<v <—1,99 8855 < g < 9,000

0,9 —2,000 < £-1,989 8,967 < 2 < 9,000

Observacién 4.1. Se sabe que el pardmetro A en el modelo skew-siméirice dado por Azzalini
[12] controla lo asimetria y lo forma de la densidad. Por ejemplo, la grdfica se refleja con
respecto al eje vertical cuando cambic el signo de A. Sin embargs, esto no sucede en los
modelos skew-simétricos generalizados presentados en este trabajo.

La Figura 4.1 muestra algunos ejemplos de densidades skew-simétricas generalizadas para

diferentes valores de los pardmetres Ay 8.
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{c) Skew-t generalizada, v =5 {d) Skew-laplace generalizada

Figura 4.1: Ejemplos de aigunas densidades skew-simétricas generalizadas para ¢ = 1:
(A B) = (5,0) (linea sélida), (A, 8) = (5,0,3) (ifnea discontinua) y (A, B) = (5,0,5} (nea

punteada).
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4.3. Apéndice

Definicion 4.1. La funcidn hypergeomeiric generalizada estd dada por:

& n1+k (dit+ k),
I’F‘f(”’d’z)“z(u /H @ )

k=0

donde n = [ny, Mg, ...|,d = _[dl,dg,...], P es el numero de nis y g : es el nimero de d.s.

(Ver Gomez, Venegas y Bolfarine [30] ).

70




Capitulo 5

Flexibilidad uni-bimodal basada en la

distribucion skew-normal

5.1. Introduccion
Azzalini [10] estudia la familia {SN(a), o € R} de distribuciones skew-normal, con pardmetro
de asimetria o, de modo que SN{0) sea la distribucién normal estdndar. Es decir Z ~ SN(a)

y su densidad es:

] o) = 28()%(az), za <k, 51)
donde ¢(-} y ®(-) son la funcién densidad y funcién de distribucién de la normal estdndar,

respectivamente. Algunas propiedades de la distribucién SN son:

E(Z)=+/2/7) , Var(Z)=1—(2/m) N, (5.2)

1 E2(2)\** N % (Z) \*
= 5(4—7:’) (W} - m=20r-3) (VGT(Z)) ’ (5-3)
Mz(t) = 2exp(t*/2)®(A1) (5.4)
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donde A = a/+/1+ &2, 4, ¥ 72 son los coeficientes de asimetria y kurtosis, respectivamente.

Mz(t) es la funcién generadora de momentos de la variable aleatoria Z. De (5.3} se tiene lo

siguiente:

—0,9953 < 1 < 0,9953 (5.5)
3,0000 < 7, < 3,8692. (5.6)

Henze [35] entrega la representacién estocéstic.;m de esta densidad v con esta celeula los
momentos impares. Azzalini [12] discute también la representacién estocdstica y estudia
modelos més generales que el modelo skew-normal. Arnold y otros [8] utilizan este modelo
para hacer truncaciones en el modelo normal. Pewsey [46] estudia los problemas de inferencia
que tiene este modelo. Gupta y Chen [33] entregan un test de Bondad de Ajuste. Arellano-
Valle y otros {2] introducen una distribucién normal asimétrica que es una mezcla de una

distribucién skew-normal y una normal en el pardmetro de asimetria.

5.2. Extension del modelo skew-normal

Lema 5.1. Seo [ una funcidn de densidad siméitrica alrededor de origen, F' la funcién de

distribucion de f y G funcion de distriducion ebsolutomente continua tal que G' es siméirica

alrededor de origen. Enionces:
h(z|a,d) =csf(|z| +3) Glaz), zeR, (5.7)

es densidad de la variable aleatoria Z parac € R, § € R yc;t = 1 — F(6). Se denotard por

Z ~ FSf(a,d,G) o simplemente por Z ~ FSf(w,d) cuande G=F .




Proposicién 5.1. Bajo las condiciones del Lema 5.1, sea Y una variable aleatoria tal que
Y~ flz+0){z 20y Z2=8Y donde P(S=1lY =y) =1~ P(S = 1Y = y) =

Gloy). Entonces Z tiene densidad dada en (5.7).
Dem. 5i z > 0, la densidad de Z estd dada por:
s Flz + O)P(S = 1Y = y) = 05 [z + 6) Glow)
‘Si z < {}, la densidad de Z estd dada por:
& f(=z+8)P(S=—1lY =y} = cs f(—z + &) [1 — G(—ay)] = ¢5 f(2 — §) G(ay)

O

Sea f = ¢{:) y G = @(-) la funcién de densidad y distribucién acumulada de la pormal,

respectivamente y se reemplazan en {5.7) se tiene la siguiente definicién:

Definicién 5.1. Se dice que Z es une varicble aleatoria skew-normal flezible (FSN) si su

Jfuncidn densidad estd dada por:
flz | e, 8) =cs (2| + 6) B(az), (5.8)

donde ¢ y @ son la densided N(0,1) y su funcidn de distribucién, respectivamente. Con
0 €R, §ER yc;' =1~ 8{(6). 8 Z tiene densidad como en (5.8) se dice que Z es una

varieble aleatoria skew-normal flexible y se denota por Z ~ FSN(e, d).

Las Figuras 5.1 y 5.2 muestran gjemplos de la distribucién FSN dada en (5.8) para diferentes

valores de los pardmetros a y 4.




0.0

Figura 5.1: Ejemplos de la distribucién FSN(1/2,6) para: § = 0 {linea sélida), § = —1 (linea

discontinua) y ¢ = —2 (linea punteada)
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[oX:]

[+X:
t

04

02
]

00

Figura 5.2: Ejemplos de la distribucién FSN(=3,4) para: 4 = 0 (linea sélida), § = 1 (linea

discontinua) v § = 2 (linea punteada}
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Las siguientes propiedades se obtienen en forma inmediata desde la definicida 5.1,

5.3. Propiedades

5.3.1. Caracteristicas basicas
Proposicicjn 5.2, Utilizando la nolacion anterior, se tienen las siguientes propg'edddes:
3) f(z]a=0,6=0) = ¢(2),
b) f(z]a,é=0)=28(az) 4(2),
) f(z ] a=0,0) = (c5/2) [6(z = ) H{z < 0} + (z + 6)I{z > 0}),
d) QEI-EOO flz!ead)=csdp(z+8)I{z >0},
o) lim f(z] @)= c;p(z — )I{z <0},
P Jim 7] o8 =0,
Los resultados {a-b) de la Proposicidn 5.2 establecen que la familia de distribuciones FSN
contienen a la distribucién normal y a la distribucién skew-normal dada por Azzalini (10]. El

resultado (c) establece que FSN contiene una mezcla de densidades simétricas. Los resultados

(d-e) indican las distribuciones para valores Hmites del pardmetro «. Y finalmente, para

valores limites de ¢ no hay densidad.

5.3.2. Otras caracteristicas

A continuacién se dan algunas caracteristicas relacionadas con la uni-bimodalidad de Ia

familia FSN.
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Proposicién 5.3. Sea Z ~ FSN(a,d}. 5i 8 # 0, entonces lo densidad dada en (5.8) no es

diferenciable para z = Q.

Dem. La derivada lateral por la izquierda del cero es cs6(8) (a/ /27 +6/2) v cs(8) (/27—

lé/?) por la derecha. Luego la densidad (5.8) no es diferenciable para z = 0 cuando 6 % 0. O

Proposicién 5.4. Z ~ FSN(a, 5). Sid < 0, entonces Z es una varichle aleatoria bimodal.

Dem. Derivando la densidad dada en (5.8} con respéct.o a z y hiego igualando a cerg, se

obtiene 21 = a (¢(az1)/@(axn)) +0si 2 <0y 2o = a(¢(azn)/P(az)) — & si 2> 0. Es claro
que si @ = 0, entonces z; = 0 y zz = —6. Por otro lado, si & — oo, entonces z; — 0 v

2y — —d, luego 2; € R™ v 2, € R* son dos puntos diferentes donde hay medas. Por lo tanto

7 es una variable aleatoria bimodal. ]

Corolario 5.1. Z ~ FSN(a,6). Si a=0 y & < 0, entonces Z es una variable aleatoria
bimodal simétrica.

Dem. Si @ = 0 en las expresicnes encontradas en la demostracidn de la Proposicidn 5.4,

entonces z; = —0 ¥ 23 = 0. Y usando la parte (c) de la. Proposicién 5.2 se concluye que Z es

simétrica v bimodal. O

Corolario 5.2. Z ~ FSN{(x, ). 518 > 0, entonces Z es unimodal.

Dem. Si & = 0 es inmediata usando la Proposicién 5.2 (letra (b)). Usando {a demostracién
de la Proposicién 5.3 pata @ = 0 y & > 0 se concluye que la densidad tiene una moda en

z = 0. Por contradiccidn y usando la demostracién de la Proposicién 5.4 para @ 20y § > 0,

se prueba que Z es unimodal. 1




5.3.3. Momentos incompletos

Para corapletar la descripeién de los momentos de una variable aleatoria X que se distribuye
FSN con localizacion y escala, se adopta la terminologfa dada por Chiogna [20], donde utiliza

los momentos incompletos de las distribuciones normal y skew-normal. De acuerdo a esto,

se definen las siguientes cantidades:

00

ez, 0, 5) = / es2” B(alz +6)) d(z)dz, r=0,1,2,... (5.9)
Notar que u.(z,,0) corresponden a los r-ésimos momentos incompletos de la distzibucién
skew-normal. Para r = 0 y § = 0, se tiene que pg(z, @, 0) = &(z) ~ 27z, o) donde T'(h, k)
es la funcidn estudiada por Owen [45]. Por otro lado, sean pr(z) los r-ésimos momentos

incompletos de la distribucidn normal estdndar, es decir:

o (T) = /x 2 g(z)dz, r=0,1,2,... | (5.10)

—od

Junto con lo anterior, se establecen las siguientes proposiciones:

- Proposicién 5.5.

n(,0,8) = —c5 [$()B (e + ) = Ap(A) @((z + AV T )],

donde A = 7%= 7& 0.
Dem. Notar que £{¢(2)®(az + 6))} = —2¢(2)®(a(z + 8)) + ad(76)¢((2 + N2)/T1 + c2).

Integrando esta expresion se tiene el resultado. o

Proposicién 5.6. Pare r > 1 se tiene:

pr (2,0, 8) = —c5 777" ¢(z)B{a( + 6)) + (r — Vptr2(z, x, )+

4 (1) Tes A 156 AS) 3 (r ) J(yL+ o)’ prellz + A8)V1+ a?),

Tk Sk
p- i
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donde A = 75%—?5 # 0, pr(r, 0, 8) y ue{z) estdn dados en (5.9) y (5.10), respectivamente.

Dem. Considerando u(z) = 2771, v/{z) = 2®(a(z+4))@(z), integrando por partes la expresién

tr{z, o, 8) y usando la Proposicién 5.5 se obtiene el resultado. O

Proposicion 5.7. Sea Z una variable aleatoria con funcidn de densidad dada por cs d{z +

§)I{z > 0}. Entonces, para r = 1,2,..., se tiene:

-

ay = 0,(5) = /0 s bl + 5)dz = 5 (~1)" Z (;) 5 1y (), (5.11)

k=0

d- =d.(a,d8) = 00c 2 0(az)¢p{z+8dz = a, — (~1)7 ~ (7 (=6, @, 8), (512
@8)= [ a (U3 (3)7 00, @1

donde § € R, c5 = (1 — 3(8))™", polz, @, 8) y pe(z) estdn dados en (5.9) y (5.10), respecti-

vamente.

Dem. Considerando u(z) = z 4 4, usando el teorema del binomio ¢ integrando se obtiene el
0

resultado.

Observacién 5.1. Para ¢ = 0, a.(0) son los r-ésimos momentos de la distribucidn half-

normal y dy(c,0) son los r-ésimos mementos incompletos de la distribucidn skew-normal.

Ademds, st =0, se tiene que o, = 24,(0,4).

5.4. Representacién estocastica

El siguiente resultado muestra que una variable aleatoria con funcidn de densidad de pro-

babilidad dada por {5.8) se puede representar como el producto de dos variables aleatorias
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dependientes; una variable aleatoria discreta y una variable aleatoria continua con soporte
en los reales positivos.
Proposicién 5.8. Para a € R y§ € R, se dice que la variable aleatoria Z ~ FSN(a, 8) si y

sdlo si es igual al producio de dos variables aleatorias dependientes S y V', con P(§ = 1|V =

¥)=1—P(§=~1|V=1)=8(av) y V ~csd(z +6) I{z > 0}, tal que Z = SV.

A

Dem. 5i z > 0, entonees la densidad de Z estd dada por:
5b(z + O)P(S = 1V = v) = co(z + 8)0(az),
Por otro lado, si z < 0, entonces la densidad de Z est4 dada por:

csp(z — 8)P(S = =1V = v) = c5¢(z — 8) [1 ~ ® {—az)] = cs(z ~ §)@{az),
O
La representacién estocdstica anterior justifica la densidad dada en (5.8) que aparecié en
forma artificial. Por otro lado, es de gran utilidad para el cdlculo de los momentos y Ia
generacion de muestras alestorias de la distribucién FSN.

A continuacién se da la extensién de la distribucién FSN(«, ) a la familia de localizacién y

escala.

Definicién 5.2. Sea Z ~ FSN{(a,d) con ¢, 6 € R. La familia de distribuciones skew-normal
flezible con localizacion y escala estd definida como la distribucidn de X = p+ 0Z pare

p#€R yo>0. La correspondiente funcidn de densidad estd dada por:
f(a:!y,o’,a,é):ﬁgb(wﬁ-é) @(au), (5.13)
o o o

donde 8 = (u,0,®,8) y se denota por X ~ FSN(8).
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5.4.1. Derivacién de los momentos

La siguiente proposicién da expresiones para calcular los momentos de Ia distribucidn FSN.
Es claro que d. < co es una condicién necesaria y suficiente para la existencia de los r-ésimos
momentos de Ia funcién densidad dada en (5.8) v (5.13). Asumiendo esta existencia, se tiene
lo siguiente:

Proposicién 5.9. Sea Z ~ FSN{a, ) y X ~ FSN(p,0,¢,8). Parar =1,2,..., entonces

-
me=BEZ) = [~ (-0 + (e y B0 =30 (7)ot
k=20 :
donde a, y d, estdn dados en (5.11) y (5.12), respectivamente.
Dem. Utilizando la representacion estocdstica dada en la Proposicidn 5.8 v propiedades de

esperanza condicional se tiene el resultado. (|

Una consecuencia inmediata de la Proposicién 5.9 son los momentos de la variable aleatoria
Z ~ FSN{e, d). Usando la notacién anterior se tiene:

B(Z) = —cs [§ B{—8) — 2A $(A)B(—GN /)] + 28 pio(—6, ),

E(Z%) = ¢ [(1+ 83 (=6) — 5 ¢(9)],

E(Z%) = —cs [6{3 + 67)B(—6) — 2) (NJ) {12+ (3+ A = 3238 + N /o?}B(—0)/a)+ |

+[(A35/2)(2 + 1/a?) — 3Xd/alp(éh/) }] +28(3 + %) uo(—6, 2, 6),

E(Z%) = cs [(3-+66° 4 6%)®B(—0) — (5 + e (8)],

donde A = a/v1+ a® y up(—d, @, §) se resuelve numéricamente.

&0




5.5. Inferencia

5.5.1. Estimacidén de maxima verosimilitud

La funcién de log-verosimilitud para una muestra aleatoria simple X7, ..., X,, proveniente

de {5.13) esta dada por:

log L{B) = C = ?23 (log (gg‘) +52) Z{:c@ w)? — —Zm ]+

i=1 i=1
-+ Z logd (a ,u) ,
i=1

Las ecuaciones de log-verosimilitud estdn dadas por:

dlog L(6) Z(% ) ”‘_Z ¢ (@ i

L&) + -~ Zagn(z — ) =0,

Ou pasy g2
dlog L(6 {:c1 #)2 d §
Ho E 0-22 Q;M) )‘l';gZil‘e-M:U,
i=1

¥
61%;’(9) n(csp(8) — —-Zim =0,
Si se denota R(z;) = ¢lafz;—u)/o)/B(a(z;— p) /o) las ecuaciones anteriores se transforman

en:

=]

S (254) + 23 st =23 Aie), 514

=1
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Z_:Z‘(_E;S_'“)_%ZR(@)(@—#)%*%Z]%“#L

i=1 i=1 i=1

n

no(csd(6) = 6) = Y |z — p,

i=1

(5.15)

(5.16)

(5.17)

Resolviendo (5.14), (5.15), (5.16) y (5.17), los estimadores de maxima verosimilitud satisfacen

las siguientes ecuaciones:

-~ Z?:l .'.‘C;.;R(&:i) ~8 Z;;l (SE,; - ﬁ)z
,l'_b - T 1 a = — — =T
Zz’:l B{z;) n{l — 64:3 B(d) + 02)

i=1

&=  R(z)

g==1

Zﬂ. (%E) + E 22:1 sign(a:,- - E) -~ -~
y cgp(d)—d= =

no

5.5.2. Matriz de informacion del modelo FSIN

Para una observacién dada z, la matriz de la informacidn se define por:

(L) = {E (810;;(9) 810;9[;(9))}’

para j =1,...,py k= 1,...,p, donde L{8) = f(z) y 8 = (4y,...

de la funcién de densidad f.

Si 2 es una observacién desde el modelo (5.13) entonces la funcién log-verosimilitud puede

ser escrita como:

log L(#) = C +log (%{) - %(lzl + 8)* + log ®{arz),
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donde z=(z —pu)/oy 8 = (u,0,0,6).

Las primeras derivadas de (5.19) son:

AlogL _ 1. o ¢laz) dlogL
E —sign(z)(|z| + 9) > (07’ 50
dlog L ¢laz) ; dlog L

da oz T THs
donde z = (z — u)/o. .

Las derivadas de segundo orden de (5.19) son:

ot b it o )]

1

1.
=-- + ;szgn(z)ﬂz[ +d)z—

= Céé(a) - IZ! — 4,

dodu

o 18(a2) ? o(az) &(az)

Flogl _ 1[glez) , rd(02) 8(az)
dadu ;[ s az{ }

Flogl _ —}15 {sign(Z)(lzl +8)+z- a"ﬁ(z) +ab 200 L o, { ggzz } J

i

Ologl 1,

B0 - E&gn(z),
2

Flogl _ 11 14 osign(e)(le] + 8) 2 + 2 — 20z
do? o’

dads

PlogL _ 1{z¢>(az)_ 2 s $(@2) 2{¢(az)

S(az) 7 B(az) O | B(az)
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o $(az)
o ®(az)
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a(geny],



it [t ofgo)]

52 loa-L #log L , '
a&%i ~0 a; = —[1+8c5(8) — {csd(6)}7],

Los elementos de la matriz son los siguientes:

9

& log L 1ot
B(-T5E ) s Em

Plog L\  2acs(20°+ (34+ %) + 1) ~8A 2603 c; 8
5~ ) - 0099 (57) - e o0e (3) -

" Bobpu o2(1 + a?)%/? o
dcs o 26
- ?®(~—(5} + ; i+ ; ,Ulo(“"‘ts, &, 5),

z (_leogL) _ 2¢5(1+ (1 —.52)0{2)¢(6/\)@ (—5)\) n 260 c5 H5N)6 (%) 3 gf_m?

Jady a{l + a?)5/? o (1l + o?)?

8 log L o5 2
L2l | = 2P0+ — -8, a, d),
E( 858#) oo (=4) 5#0( 4,9)

80-2 2

2 2 Y
z (_8 logL) __1. M@(_g) _ %_L¢(5) _;_%%
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Flog L\ _ c5d s
£ (” 3800 ) =5 B(=0) = 90),

/ d%logL
E (_ aaz ) =T,

Plog L o Flog LY
E(-—%—)x@ y g(— L) = 14 Serdls) — o)),

. : ' 2 -
donde A = a/V1+ 0% n = Epsy [Zk {%(z_g} ] ¥ (T, o, §) estd definido en (5.9).

Casos especiales

Cuando el pardmetro § = 0 con @ # 0 en {5.8) resulta el submodelo skew-normal introducido

por Azzalini [10]. En este caso, los elementos de la matriz de informacién son:

& log L 1 o DPlog L  bA1+22)  of
E(‘ bii2 )‘? o2 s E(‘” aoaﬂ)— g T
_BziogL _BAM1- M) R (_ 5 logLY _ arctena
fabu | oo s Aoy | o

S/ Dlogl 2 o 8log L a
E("" B0 )‘?*FW’ E("’" fado ) =5

&log L b & log L
(2 (22

o

&?log L P log L o,
E(*m) =0y E(“‘éa_) =1-0,
donde b= \/2/m, A = a/+/1 + a® y 7 definido anteriormente. .
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Notar que la submatriz correspondiente a los pardmetros u, o ¥ a coincide con la entregada
por Azzalini [10]. Y cuando « # 0 la matriz de informacién observada es no singular y se
puede utilizar para estimar la distribucién asintotica del estimador de méxima verosimilitud.

Por otro lado, cuando los pardmetros (4, ) = (0,0) en (5.8) resulta el submodelo normal.

Aqul, la matriz de informacién es:

1 0 Xz
a o /T

0
0 .% 0 -Z

V2 2

ENG 0 T 0
V3

0~ 0 1-%

Notar gue las columnés correspondientes a los pardmetros 4 y « son linealmente depen-
dientes, razdn por la cual esta matriz es singular. Esta irregularidad fue discutida por Az-
zalini [10] en el contexto de la distribucién skew-normal y posteriormente estudiada por
Chiogna [19]. DiCiccio y Monti [21] estudian esta singularidad en el contexto de la distribu-
cién skew-exponencial potencia y luego Salinas, Arellano-Valle y Gémez [50] en el contexto
de la distribucién skew-exponencial potencia extendida. En dichos casos, estos autores uti-
lizan la metodologia dada por Rotnitzky y otros [49] para encontrar una reparametrizacién
adecuada y derivar asi la distribucién asintética del estimador de maxima verosimilitud.

En este caso, se supone que la muestra aleatoria proviene de una N(p*, o*) donde el pardmetro
es 8% = (u*,0*,0,0). Luego, se utiliza el procedimiento iterativo propuesto por Rotaitzky y

otros [49] v se encuentra la reparametrizacion 8 = #(8) = (i, &, o, §) donde
p=p+cba, F=0c~{1/2)c"ba?

Finalmente, haciendc uso del Teorema 3 en Rotnitzky y otros [49] se concluye qus, bajo
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Hy 1 8 =87, &l vector aleatorio
{nlfﬁ(ﬁ — @+ ha"E), WVAG — ot — (1/2) BP0 87), nVea, nlfﬂd“]

converge a (Z,, Za, Z; / 3, Zy4), donde (Zy, Zo, Z3, Zy) es un vector aleatorio normal con media

cero y matriz de covarianzas igual a la inversa de la covarianza del vector:

Z Z°—1 b2 —1)Z% - 36°Z '
[—, , ,(. k) oz j}
or ot 8
es decir,
-1
C’Lz 0 02;_2:-3 0
2 V2
0 i 0 -
Z—ar w2 —287
o273 0 2 5271'83 £ 0
V2 2

5.6. Ilustraciones

En esta seccidn, se utilizdn dos conjuntos de datos (Ejemplo 5.1 y 5.2, respectivamente) para
ilustrar el procedimiento de estimacién de mdxdima verosimilitud descrito anteriormente. Para
ajustar una variable aleatoria FSN unimodal, se usar4 el conjunto de datos que describen las
alturas de 1150 rodillos que estdn disponibles en http://1ib.stat.cmu.edu/jasadata/laslett
y fueron utilizados por Gémez, Salinas and Bolfarine {29].

Para ajustar una variable aleatoria FSN bimodal se ut-ﬂizaré el conjunto de datos disponible
enhttp://1ib.stat.cmu.edu/datasets/pollen. data, especificamente consideramos la mues-
tra POLLENS.DAT y la variable nub que mide una de las caracteristicas geométricas del polen.

TLa Tabla 5.1 muestra la estadistica descriptiva de estos dos conjuntos de datos, respectiva-

mente.
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Tabla 5.1: Resumen de la estadistica descriptiva de los dos ejemplos. Donde v v 7o repre-

sentan el coeficiente de asimetria y kurtosis muestral, respectivamente.

Example 7 T 52 ™ Yz
1 1150 3,635 0,650 —0,985 4,855
2 481 —0,048 26,998 0,232 2,584

Usando el métod'o de maxima vérosimilitud, en la Tabla 5.2 se ajustan los modelos SN y
"FSN al conjunto de datos del Ejemplo 5.1 y en la Tabla 5.2 se ajusta el modelo FSN al
conjuﬁtc de datos del Ejemplo 3.2. En ambas tablas, los errores estindar de los EMVs. ge
calculan utilizando la matriz de informacién correspondiente.

En el Ejemplo 5.1, el test de razén de verosimilitud (TRV) de Hy : 6 = 0 (SN model} versus
Hy : § # 0 (FSN model), —2log(TRV) = —2(—1071,347 + 1064,348) = 13,998. Luego,
con}para.ndo esta cz;ntidad con el percentil x¥ = 3,84 con un 95% de confianza, se concluye
que hay suficiente evidencia para rechazar la hipétesis nula, es decir, se rechaza la hipétesis de
que los datos provienen de una distribucién skew-normal. La Figura 5.3 muestra los modelos
estimados para los datos del Ejemplo 5.1 y la Figura 5.4 muestra el modelo FSN estimado
para los datos dei‘ Fjemplo 5.2.

En la Tabla 5.3 se ajusta el modelo FSN al conjunto de datos del Ejernplo 5.2 y se dan los
intervalos asintdticos para los estimadores de méxima verosimilitud con un 95 % de conflanza.
Se observa que los intervalos asintéticos para los pardmetros o y ¢ no contienen al cero, lo
que indica que hay suficiente evidencia para rechazar las hipdiesis que los datos del Ejemplo

5.2 provienen de una distribucién normal y skew-normal, respectivamente.
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Tabla 5.2: Pardmetros estimados y la funcién Log-vercsimilitud de los modelos SN y FSN.

Los respectivos errores esténdar estdn entre ().

EMVs.. SN FSN

u 4,248(0,032) 3,976(0,025)
o 0,964(0,031) ~  1,701(0,300)
a —9,758(0,203)  —2,743(0,519)
s - 2,310(0,597)
Log-likeliood ~1071,347 —1064,348

Tabla 5.3: Parametros estimados del modelo FSN para los datos del Ejemplo 5.2 y sus

respectivos intervalos de confianzas asintéticos (ICA).

Parametros EMVs. ICA
u 1,982 (1,438, 2,527)
& 4,071 (3,563, 4,579)
o -0,365  {—0,506, —0,224}
J -0,763 (~1,043, ~0,482)
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Figura 5.3: Histograma de las medidas correspondientes a las 1050 alturas de los rodillos. Las

lineas representan las distribuciones ajustadas usando méxima vercsimilitud: FSN(z, 7, &, §)

(linea sélida) y SN(z, &, &) {linea discontinua).
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Figura 5.4: Histograma de las medidas de la variable crack que mide una de las caracteristicas

geométricas del polen. La Iinea continua representa la distribucién FSN ajustada usando

—~

méxima verosimilitud: FSN(Z, &, &, §).

5.7. Apéndice

La derivacién de los elementos de la matriz de informacién de la funcidén de densidad (5.8}

requiere del cdlculo de las siguientes integrales:

f cs 2 plaz)(lz| + 6)dz =0, r=0,1,2,...,

o0
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oo Yex 52 2r 9 1 INE/S =5\
[ st -y = oo 5 (1) B (),
- k=0

oo [0

donde A = a/v1+ & y u,(z) estd defivido en (5.10).




Capitulo 6

Flexibilidad uni-bimodal basada en la

distribucion skew-normal generalizada

6.1. Introduccion

Recientemente, Gémez, Salinas and Bolfarine [29] introducen una nueva extensién de la
familia skew-normal y que tiene densidad de probabilidad dada en (6.1). Esta construccién
incorpora un nuevo pardmetro § € [0, 1) que controla la asimetria y la kurtosis dando origen
a modelos més flexibles. Sean ¢ y @ la funcién de densidad y funcién de distribucién de la
normal estandar, respectivamente. Se dice que una variable aleatoria Z tiene distribucién-

skew-normal generalizada con pardmetros o y 3 (se escribird Z ~ GSN({a, 8)) si su funcién

de densidad esté dada por:

flz]eB) = [—% 1’9 (ﬁ})}d)(ﬁ—ﬁ), w s (6.1)

donde e e Ry 8€(0,1).




(Gémez, Salinas y Bolfarine [29] dan la esperanza y varianza de la variable aleatoria X ~

GSN(g, o, @, 5),
E(X) = p+o(2/m)*[(1~ B - 28],

2
Var(X) = z

T

[ﬂ' + (37 — )%+ 88(1 — A)A — Eé(,l_i_@’\_z —2(1-B3)*% —48(1 - 8) arctan(a)J ,

Ademsés, dan los pardmetros de asimetrfa y kurtosis, respectivamente:

732 (m3 — 3myma + 2m3)

o=

A0 4 3/27
[ﬂ‘ +(3m—8) B2 +80(1 — B)A — LU= _ 501 _ 81232 _ 45(1 — F)arctanc }
y
= 72 (my — dmymg + 6mimy ~ 3m?)
) =

{rr + (37 —8) 32 +88(1 — Fyx— ﬂ—l—;—w —2(1 3PN ~48{(1—4) arctano:r’
donde A = Tiu#?’ mye = FE(Z") con Z ~ GSN(0,1,0,8) yr=1,2,....

Salinas, Arellano-Valle and Gémez [50] dan una extensién del modelo skew-exponencial po-
tencia que contiene a la familia de distribuciones dada en (6.1). Arellano-Valle, Gémez and
Quintana [5] introducen una nueva clase de distribuciones asimétricas que contiene a la fa-

milia de distribuciones epsilon-skew-normal dada por Mudholkar y Hutson [42]. Gémez, Elal,

Salinas y Bolfarine [28] introducen la familia de distribuciones fexible skew-normal (FSN).

A continuacion se define el modelo paramétrico que unifica la mayorfa de los modelos estu-
diados en este trabajo. Se irata de una clase de distribuciones skew-simétricas que generan
densidades uni y bimodales para cualquier densidad f simétrica alrededor del origen, G

cualquier funcién de distribucién absolutamente continua tal que G es simétrica alrededor

del origen y w(-) cualquier funcién real tal que w(—z) = —w(x).
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6.2. Extension del modelo skew-normal generalizado

Lema 6.1. Sea f una funcidn de densidad simétrica alrededor del origen, F la funcidn de

distribucidn de f y G funcidn de distribucidn absolutamente continua tal que G es siméirica

alrededor del origen. Entonces:

h(zl/ﬁ&)m. gt [%+%%G(w(ﬁ))]f(ﬁ—d), stz <0, (6.2
cgl G (w (1_5“)) f(ﬁ + J) L st 220, '

es densidad de la variable aleatoria Z para cualquier w(') funcidén impar, B € 0,1), 6 R
ycs =1— F(8). Se denotard por Z ~ FGSf(B,6,G)} o simplemente por Z ~ FGSf(8,6)
cuando G = F.

Proposicién 6.1. Bajo las condiciones del Lema 6.1, sea Y una varichle aleatoria tal que

Y ~egt flz+6){z >0} y Z = 8Y donde P(S = 1-8Y =y)=1-P(S=-(1+p)|Y =

y) = (1 — B) G(w(y)). Entonces Z tiene densidad dada en (6.2).

Dem. 8i z > 0, la funcién densidad de Z est4 dada por:

1 o) g o= (25 +) (20) o (59
w1(e25+1) o(o(535)

Por otro lado, si z < 0, entonces la densidad de Z estd dada por:

G 1 (15 +9) () PS= -0+l =0) =




6.3. La familia skew-normal generalizada flexible

Corolario 6.1. Se dice que lo variable cleatoria Z se distribuye FGSN con pardmetros ox,
y 0 {se denotard por Z ~ FGSN(a, 3,4)), si su funcidn de densidad estd dada por:

-1 a8 (1-8) az ' z .

¢ ittt el Z~40), s oz<0,
fz]a,B8,6) = (58 e (35)] ¢ (4 9) (6.3)
1o (25) 0 (5 +4), si 220,
donde c € R, B €[0,1), 6 €R, ¢ =1 - 8(8), ¢(-) y &(-) como antes.

Dem. Se tiene al reemplazar w(z) = az, f = ¢{-) y G = @(-) en {6.2). O

Las Figuras 6.1 y 6.2 muestran ejemplos de la densidad dada en 6.3 para diferentes valores

de les parametros a, 5y 6.

Figura 6.1; Ejemplos de la densidad FGSN{2,0,2,5) para § = —2 (linea sélida), § = —1
(Mnea discontinua) y § = —0.,5 (h’nela punteada)
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Figura 6.2 Ejemplos de la densidad FGSN(2, 0,2, 6} para § = 0,5 (linea sélida), § = 1 (linea

discontinua) y ¢ = 2 (linea punteada)

6.4. Propiedades

6.4.1. Caracteristicas basicas

Proposicién 6.2. Utilizando la notacidn anterior, se tienen las siguientes propiedades:
6} flz]a=0,8=0,6=10) = ¢(2),
b) flz|e,B=0,0 =0) =28{wz)¢(z),
c) f(z]a=088=0)=9 () [{z<0}+ (%) I{z > o)

d) flz|a=0,=0,0)=(2¢;)7" [#(z — §)I{z < 0} + ¢(z + 6} {z > 0}],
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o) f(z]a=0,8,8) = 2c)™ [¢ (55 -0) I{z< 0} +¢ (= +6) I{z > 03},
;) J(z| @ 8=0,0)=c5" ®(az) [p(z — 6)I{z < 0} + §{z + 6)I{z > O},

2+ S5 o (25)] 0 (dhn) o 2 <0
20 (25) 0 (=), si 220,

B Jim f(z] @ B,0) = (205)7'8 (5 — ) I{z < 0},

ks

9) flz]eB,6=0)=

i

i) lm f(z]aB.6)=5% ¢ (m - 5) {z <0} +c14 (ljﬂ + 5) I{z >0},

et z i
3) Mm flz|onf,8) = {6 (35 - 6) H{z <0},
¥ o fz] ,6,6) = fm lim f(z]0,8,6) = fim lim f(z]a,6,5),

) lim f(z|2,8,6) =0,
donde c; = 1 — ®{8), (") y () definidos anteriormente.
Los resultados (a-b) de la Proposicién 6.2 establecen que la familia de distribuciones FGSN
contiene a la distribucién normal y a la distribucién skew-normal dada por Azzalini [10]. El
resultado (c) establece que la familia FGSN contiene a la clase de distribuciones epsilon-skew-
normal de Mudholkar y Hutson [42] cuando g € [0, 1). El resultado (d) establece que FGSN
contiene densidades uni y bimodales simétricas alrededor del origen. El resultado (e) establece
que la clase FGSN contiene la distribucién epsilon-skew-normal flexibe (FESN) dada por
Arellano-Valle, Cortés y Gémez (1] cuande # € [0, 1). El resultado {f) dice que FGSN contiene
la distribucién skew-pormal flexible (FSN) estudiada en el capitulo anterior. El resultado (g)
indica que la familia de distribuciones FGSN contiene a la clase de distribuciones GSN
dadas por Gdémez, Salinas y Bolfarine [29]. Los resultados (h-k) indican las distribuciones
para valores limites del pardmetro . Y finalmente, para valores limites de ¢ no hay densidad.
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6.4.2. Otras caracteristicas
A continuacién se dan algunas caracteristicas relacionadas con la uni-bimodalidad de la

familia FGSN.

Proposicién 6.3. Sea Z ~ FGSN(w, 8,6). Si (8,6) # (0,0), entonces la densidad dada en

(6.3) no es diferenciable para 2z = 0.

Dem. La derivada lateral por la derecha del cero es c5'¢(8) [a/(vV2r(L — 8)) — 6/2] ¥

16(8) (1 — 8)/(v2x(1 + B)?) + 6/2) por la izquierda. Luego la densidad (6.3) no es

diferenciable para z = 0 cuando (£, 4) # (0, 0). O

Corolario 6.2. De acuerdo o lo anterior, se tiene lo siguiente

(a) Sia=0, la derivada lateral por la derecha del cero es —c;'6¢(8)/2 y 5 64(5) /2 por

la izquierda. Lﬁego la densidad (6.3) no es diferenciable para z = 0 cuando § +# 0.

(b) Si B = 0, la derivada lateral por lo derecha del cero es c;lp(8)(a//2m — §/2) y

& () a/V2m + 6/2) por la izquierda. Luego la densidad (6.3) no es diferenciable

para z =10 cuando 6 # 0.

(¢) Sid =0, o derivada lateral por la derecha del cero es a/(w(1~0)) y a(1~8) /(7 (1+8)%)

por la izquierda. Luego la densidad (6.3} no es diferenciable para z = 0 cuando 8 # 0.

(4) tim £(= | 0,8,0) = 0.
(e) lllréf’(z | @,0,0) = a/r.

Dem. Usando la demostracion de la Proposicidn 6.3 se tienen los resultados.
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Proposicién 6.4, Sea Z ~ FGSN{e, 5,8). 5i § < 0, entonces la variable aleatoria Z es
bimodal.

Dem. Derivando la densidad dada en (6.3) con respecto a z y luego igualando a cero, se
obtiene 21 = (1 — B){¢(az /(1 + BN/HB+ (1 — B)®(az /(L -+ AN+ (1+ B siz <0y
2 =alplaz/(1 - 8))/®(az/(1 -8 — (1 - 5)dsiz > 0. Es claro que si @ = 0, entonces
z1 = (1+p)8 y 2z = —(1 — B)d. Por otro lado, si @ — =o0, entonces z; — (1 + 86y
7z~ —(1 — )4, luego z; € R™ y z, € R* son dos puntos diferentes donde se presentan las

modas. Por lo tanto Z es una variable aleatoria bimodal. C

Corolario 6.3. Sea Z ~ FGSN(a,3,08). Si 8=0 y 6 <0, entonces la variable aleatoria Z
es bimodal,

Dem. Inmediata, porque cuando 3 = 0 se obtiene el modelo FSN (ver Proposicién 6.2, letra

(£)) que es bimodal cuando § < 0. O

Corolario 6.4. Sea Z ~ FGSN(a, 5,6). Si ¢ > 0, entonces la variable aleatoria Z es

unimodal.
Dem. Inmediata cuando § = 0, porque se obtiene el modelo GSN (ver Proposicién 6.2, letra
(2)) que es unimodal. Si # =0y & > 0 se obtiene el modelo FSN que es unimodal cuando

¢ > 0. Por contradiccién y usando la demostracién de la Proposicién 6.4 para 8 £ 0y § > 0,

se prueba que Z es unimodal. O

6.4.3. Momentos incompletos

Para completar la descripcién de los momentos de una variable aleatoria X que se distribuye
FGSN con localizacién y escala, se adoptaré la terminologia dada por Chiogna [20], donde

100




utiliza los momentos incompletos de las distribuciones normal y skew-normal. De acuerdo a

esto, se definen las siguientes cantidades:

T

pr(z, 01, 8) =/ ¢ty Blalz +0)) p(2)dz, r=0,1,2,... (6.4)

—o0
Notar que . (z,a,0) corresponden a los r-ésimos momentos incompletos de la distribucién
skew-normal. Para 7 =0y J = 0, se tiene que po(z,,0) = &(z} — 2T(z, ) donde T'(h, k)
es la funcidén estudiada 1.)or Owen [45]. Por otro lado, sean u,(z) los r-ésimos momentos

incompletos de la distribucién normal estdndar, es decir:

tn(z) = /_x Z(z)dz, r=0,1,2,... (6.5)

o

Junto con lo anterior, se establecen las siguientes proposiciones:

Proposicidén 6.5,

(@,0,0) = =5 |$(a)8(alz +8)) — M) &((z + VI T o) |,

donde)\=\/l—%2750

Dem. Notar que 2{d(2)&(a(z + )} = —z¢(2)®(alz + 8)) + ad(Xd)¢((z + AZSWT + o),

Integrando esta expresidn se tiene el resultado. G

Proposicién 6.6. Para r > 1 se fiene:

(T, @, 8) = —c5 Tz (z) Bz + 8)) + (r — Dptra(z, o, 6)+

4 (_1)r—-lcgi)\2r—lé‘r—1¢(/\5) i (?" ;; l) (_l)k(v 1+ az)k#k((;}; + /\25) /1 o ag),
k=0

2k gk

donde A = 2= # 0, p-(z,,0) y p-(z) estdn dados en (6.4) y (6.5), respectivamente.
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Dem. Considerando u(z) = 2", v/(2) = 2®(a(z+4))4(z), integrando por partes la expresién

tr (2, 2, 8) v usando la Proposicién 6.6 se obtiene el resultado. |

Proposicién 6.7. Sea Z una variable aleatoria con funcién de densidad dada por etz +

8YI{z > 0}. Entonces, parar = 1,2,..., se tiene:

ar = a,(6) = fo " (e ) = -1 S @ 5 * (), (6.6)

b = b (2, 8) = ]:o ¢l ®(az)p{z +6)dz = o, — (-1)" T (;) T (=6, 0, 68),  (6.7)

k=0

donde § €R, cs = 1—-®(d), u;(z, 0, 8) y pr () estin dados en (6.4) y (6.5), respectivamente.

Dem. Considerando u(z) = z + d, usando el teorema del binomio e integrando se obtienen

los resultados. O

Observacién 6.1. Para § = 0, a,(0) son los r-ésimos momentos de lo distribucidn half-

normal y b(a, 0) son los r-ésimos momentos incompletos de la distribucidn skew-normal.

Ademds, si o =0, se tiene gue a, = 20.(0, 6).

6.5. Representacidon estocdstica

El signiente resultado muestra que una variable aleatoria con funcién de densidad de pro-
babilidad dada por (6.3) se puéde representar como el producto de dos variables aleatorias

dependientes; una variable aleatoria discreta y una variable aleatoria continua con soporte

en los reales positivos.




Proposicién 6.8. Para a € R, 8 € [0,1) y & € R, se dice que la variable aleatoriag 7 ~
FGSN(c, 5,6) si y s6lo si es igual al producto de dos variables aleatorias dependienies S
yV,eomP(S=1-8V=0)=1-PE=—-1+8)V=0)=(1-838v)yV ~

c; ez +8) I{z > 0}, donde cs = 1 — (), tal que Z=SV.

Dem. La demostracién es andloga a la dada por Gémez y otros [29] en el contexto de la GSN.
g -

Esta representacién puede ser utilizada para estudiar propiedades de Ia familia FGSN, tales
como los momentos, pardmetros de asimetria y kurtosis, implementacién computacional
para el estudio de simulacién de variables FGSN. La extensién al caso multivariado de esta

distribucién puede ser implementada a partir de esto.

A continuacidn se extiende la distribucién FGSN{a, 3, 6) a la familia de localizacién y escala.

Definicién 6.1. Sea Z ~ FGSN(e,5,0) cona € R, § € {0,1) y 6 € R. La familia.de
distribuciones skew-normal generolizade flezible con localizacion y escala estd definida como

la distribucidn de X = u+0Z para p € R y o > 0. La correspondiente funcidn de densidod

estd dada por:

i) = fg[w#ﬁ%@( )}gb(ﬁ%ﬁua), i z<p 68
%icl:( ﬁ)gb(ﬁ-én&), 82 p,

donde 8 = (u, 0,2, 8,0), z = (z—p) /o ycs = (1-8(6))~. Y se denotard por X ~ FGSN(H)

0 por X ~ FGSN{u,0,a,5,6).
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6.6. Derivacién de momentos

Es claro que b, < oo, dado en (6.7}, es una condicién necesaria y suficiente para Ia existencia

de los r-ésimos momentos de las densidades definidas en (6.3} ¥ (6.8). Luego, asumiendo la

existencia de b, se tiene:

Proposicién 6.9, Sea Z ~ FGSN(«,$3,0) y X ~ FGSN(p,0,a,8,8). Parar = 1,2,...,

entonces:

me = B(Z) = (1= DL =B — klbe 4500 y E(X) =3 @ W Fokmy,

k=0

donde &, = (=1)"(1 + 3)", ar y br estdn dados anteriormente.

Dem. Utilizando la representacién estocdstica dada en la Proposicién 6.9, propiedades de

esperanza condicional y las cantidades (6.6) v (6.7) se tiene el resultado. 0

Una consecuencia inmediata de la Proposicién 6.10 son los momentos de la variable aleatoria

Z ~ FGSN(a, 8,8). Usando la notacién anterior se tiene:
B(2) = —;* [286(6) + 5(1 - 36)8(~5) - 2(1 — B)BOD)8(~5/VI T 2B)] +

+ 26(1 - ﬁ),ug(—ﬁ, &, 5):
B(Z%) = c;* [(1 26+ 58°)(1 + 6%)@(~6) — (1 + 35%)66(6)+

+ANB(1 = B)p(23) {8(2 = M@ (=5/VIT o) - (V) (6/VIF &) }| +

+48(1 — B)(1 + 6%)po(—6, , 8),
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E(Z%) = ~¢; ' [(1 =58+ 38% — 18%)0(3 + 6*)®(—6) + 48(1 + £2)(2 + 6%)¢(8)~-
—2X(1 — B){(1 + 38%)¢(A4) { (24 (3 + 2% = 32038 + 3?0 (-8/v1 + o)+
H[(A35/a)(2 + 1/a?) ~ 376 /al(5/v/1 F aﬂ)}]_ +

+2(1 = B)(1+38%)6(3 + 6%) o (-6, 2, 8),

E(Z% = c;t [(1— 48+ 145% — 45° +- 984 (3 + 657 + 54)&;(—5)-
—(1 4 108% + 56%5(5 + 6))p(8)+
+8MB(1 — A1 ;52)¢(A5) {014+ (4 — 6X% + 42! — A5)82+
+ (4= 321 + X2/ a?)]@(—6/V1+ a?)—
~(M/e)[3+ (6~ 4(2+1/a®)X* + (3 + (14 30%)/a*)X)5® + 203/ 0% (5/VT+ o) }| +

+88(1 — B)(1 + B%)(3+ 687 + %Yo (—6, 0, 6),

donde A = a/v1+ a? y pg(—~9, @, &) se resuelve numéricamente.

6.7. Estimacidon de maxima verosimilitud

Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria simple de la distribucién FGSN(g, o, a, 8,4) tal que

su funcién de vercsimilitud estd dada por:

L@ | 21,....z0) =[] Flz: | 6) (6.9)
i=1
donde f(z; | 6) estd dada en (6.8), ¢ = 1,...,n. El estimador de méxima verosimilitud

de & se obtiene maximizando la funcién de verosimilitud (6.9), el cual se logra utilizando
algin método numérico conocido, pues no hay solucién explicita disponible. En este caso,
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utilizamos Ia librerfa stats de R Development Core Team [47] y el comando optim que

utiliza algoritmos de optimizacidn basados en Nelder-Mead y quasi-Newton.

6.8. Tlustraciones

En esta seccidn, se utilizardn dos corjuntos de datos para ilustrér el procedimiento deserito
anteriormente v que se denominaran Ejemplos 6.1 y 6.2, respectivamente. Para ajustar una
-variable aleatoria unimodal, se usar4 el conjunto de datos descrito y utilizado por Gémez y
otros [29] y que estd disponible en http://1lib.stat.cmu.edu/jasadata/laslett.

Para ajustar una variable aleatoria bimodal se utilizard una muestra aleatoria simulada de
tamafio 1000 proveniente de una distribucién FGSN(0, I, 3, 0,3, —2) {Ver Apéndice). La

Tabla 6.1 muestra la estadistica descriptiva bésica de estos dos conjuntos de datos, respec-

tivamente.
Tabla 6.1: Resumen de la estadistica descriptiva de los Ejemplos 6.1 v 6.2. Donde ¢, y £,

representan el coeficiente de asimetria y kurtosis muestral, respectivamente.

Ejemplo  =n T s t1 ta
- 6.1 1150 3,538 0,422 —0,985 4,855
6.2 1000 0,287 2,063 —-1,018 2,822

A continuacién se ajustan los modelos FGSN a los datos de los Ejemplos 6.1 y 6.2, utilizando
el método de méxima verosimilitud descrito anteriormente. Para el Ejemplo 6.1, se ajustan

los modelos GSN y FGSN, los errores esténdar de los EMVs. para el caso FGSN se calculan
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usando la matriz Hessiana y para el caso GSN se utiliza la matriz de informacién dada por
Arellano-Valle y otros [29] y los detalles se resumen en la Tabla 6.2. En la Tabla 6.3 se ajustan
los modelos FSN y FGSN a los datos del Ejemplo 6.2, los errores esténdar de los EMVs. -
para el caso FGSN se calculan usando la matriz Hessiana y para el caso FSN se utiliza la
matriz de informacién dada por Gémez y otros [28]. Los resultados indican que, para los
datos del Ejemplo 6.1, ambos modelos son significativos (ver Figura 6.3). De la Tabla 6.3 se
cpncluye que el pardmetro 0 es significativo, es decir, se rechaza la hipdtesis de que los ”datos
provienen de una distribucién skew-normal flexible (FSN). Los resultados indican, que los

datos del Ejemplo 6.2, tienen una distribucién bimodal como se ilustra en la Figura 6.4.

Tabla 6.2: Pardmetros estimados y la funcidn Log-verosimilitud de los modelos GSN y FGSN

para los datos del Ejemplo 6.1. Los respectivos errores estdndar estén entre paréntesis.

EMVs. GSN - FGSN
7 3,377(0,022) 3,305(0,027)
o | 0,738(0,019) 0,691(0,041)
o 2,182(0,300) | 2,119(0,282)
8 0,221(0,017) 0,189(0,017)
& - —0,246(0,152)
Log-verosimilitud —1055,268 —1055,011
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Figura 6.3: Histograma de los datos del Ejemplo 6.1, Las lineas representan las densidades

— -~

ajustadas utilizando EMVs.: FGSN(J, 7,8, 8. 6} (linea sélida) y GSN(5,5,@, 3) (linea dis-

continua).
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Tabla 6.3: Pardmetros estimados y la funcién Log-verosimilitud de los modeics FSN y FGSN

para los datos del Ejemplo 6.2. Los respectivos errores estdndar estédn entre paréntesis.

EMVs. FSN FGSN
L ~0,936(0,033)  —0,062(0,044)
o 0,869(0,021) 0,972(0,028)
o 0,258(0,019) 2,359(0,877)
8 : - 0,276(0,013)
§ ~2,554(0,073)  —2,104(0,083)
Log-verosimilitud —1807,147 ~1759,843
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Figura 6.4: Histograma de los datos del Ejemplo 6.2. Las lineas representan las densidades

—~

ajustadas utilizando EMVs.: FGSN(E, 5,&, 3,5) (linea sslida) y FSN(T, 7,4, 5) (linea dis-

continua).

6.9. Apéndice

Algoritmo para generar una muestra alestoria simple de tamafio n que proviene de una

distribucién FGSN(0,1,«,8,6):
» Generar W ~ csp(z + 8)I{z > 0}.

s Generar S|W ~ Ber((1 —~ 3)®(cw)).
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» 5i §S|W =1, entonces Z = (1 — f)w, de lo contrario Z = ~(1 + B)w.

= Repetir n veces.
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Capitulo 7

Conclusiones

- » Se definié una clase general de distribuciones univariadas que dan origen a densidades

asimétricas uni y bimodales, la cual puede reducirse a la familia de distribuciones

simétricas para valores particulares de su estructura paramétrica.

El procedimiento se puede aplicar a cualquier densidad simétrica alrededor del origen,
permitiendo de este modo la generacién de modelos estadisticos altamente flexibles en
cuanto a los rangos de variacidn de la asimetrfa y la kurtosis.

El método permite construir modelos simples de tratar analiticamente y factibles de
analizar estadisticamente.

Se estudiaron propiedades probabilisticas, tales como el cdlculo de momentos y la
derivacidén de representaciones estocisticas que sirvan para futuros estudios de simu-
lacién.

Se derivaron expresiones para obtener las varianzas asintdticas de los EMVs. y se




discutié la singularidad de la matriz de informacién que se produce bajo la hipétesis

de simetria.

» Las extensiones al caso multivariado y a los modelos de la regresidn estdn abiertos...
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