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Introduccion

Sea D un dominio en el plano complejo. Una funcién armoénica en D es una funcién de
valores complejos f = u+ v, donde u y v satisfacen la ecuacién de Laplace Au = Av =0
en D. Cuando D es un dominio simplemente conexo, cada funcién armonica tiene la
representacién f = h + g, donde h y g son funciones analiticas en D. Esta representacién
es Unica salvo una constante aditiva. Para funciones arménicas f en el disco unidad D, es
conveniente escoger tal constante de modo que g(0) = 0. En este caso, la representacién
es Unica y es llamada representacién candnica de f. Como es usual, llamaremos a h y g

las partes analitica y co-analitica de f, respectivamente.

H. Lewy en [23] prueba que una funcién armonica es localmente univalente en un
dominio D siy sélo si su Jacobiano Jy no se anula en D. Dada la representaciéon candnica
de f, no es dificil ver que el Jacobiano de f estd dado por J; = |W/|> — |¢'|?. Una funcién
armonica f = h+g se dice que preserva la orientacién en D si J; > 0. En tal caso, la funcién

w = ¢'/h’ estd bien definida (dado que A’ no se anula) y satisface la propiedad |w| < 1 en

D. La funcién w es llamada segunda dilatacién compleja (o simplemente dilatacién) de f.

La familia Sy consiste de todas las funciones f = h 4+ g armonicas y univalentes que
preservan la orientacién en D, normalizadas por las condiciones h(0) = 1 — h'(0) = 0
y g(0) = 0. Si una funcién armoénica f = h + g € Sy satisface la condicién adicional

g'(0) = 0, entonces diremos que f € SY.

Recordemos que la clase § se define como la familia de funciones f analiticas y uni-



valentes en D) normalizadas por las condiciones f(0) = 1 — f’(0) = 0. Con estas normali-

zaciones se ve que cada funcion f € S tiene la representacién

o0
fz)=z+ Zanz”, z € D.
n=2

Bieberbach en [3] muestra que el coeficiente ag de toda funcién f € S satisface la desigual-

dad |ag| < 2, con igualdad para la funcién de Koebe

z

k(z) = m, zeD, (1)

y sus rotaciones. Este resultado dio origen a la Conjetura de Bieberbach que asegurd que
los coeficientes a, de toda funcién f € S satisfacen la desigualdad |a,| < n para todo
n > 2, con igualdad para la funcién de Koebe (1) y sus rotaciones. Esta conjetura fue
resuelta por L. de Branges en 1985 en [5] y se conoce como el Teorema de Bieberbach-de

Branges.

Como podemos observar, ambas clases de funciones armonicas Sy y S?{ definidas
anteriormente pueden ser vistas como una generalizacién al caso armonico de la clase S.
Sin embargo, como se muestra en [10, Teo. 2.3], Sy es una familia normal y la familia S%
es una familia normal y compacta. Dado que S es una familia normal y compacta (ver por
ejemplo [14, Sec. 1.3]) se tiene que S?I es una apropiada generalizacién al caso armoénico

de la familia S.

La normalidad y compacidad de la clase S?{ garantizan la existencia de una funcién
extremal en SIO{ para el problema de maximizar la parte real del n-ésimo coeficiente a,,
(resp. by,) de las partes analiticas (resp. partes co-analiticas) de funciones f = h+g € S%.
En [10, Sec. 7], los autores conjeturan que los coeficientes a,,b, de toda funcién f =

h+g € SY, donde

M) =2+ Y v g(z) =Y b, zeD)
n=2 n=2



satisfacen las desigualdades
1 1
jan] < G+ 1)2n+1) v [ba| < Z(n—1)(2n—1)

para todo n > 2, con igualdad para la funciéon arménica de Koebe

_1,2,1.3 1,2, 1.3
z 22+6z 22+6z

M= o

zeD (2)

y sus rotaciones. La conjetura anterior se conoce como la Conjetura Armdénica de Bieber-
bach y aun se encuentra sin resolver.

Marty en [24] muestra que la relacién
(n+ 1)ap+1 — 2a2a, — (n — 1)a,—1 =0,

conocida como relacion de Marty, se debe cumplir para cada funcién f € S cuyo n-ésimo
coeficiente a,, tiene parte real maxima. Adaptando la demostracién del resultado de Marty,
podemos obtener las correspondientes relaciones de Marty para el caso armoénico. Es decir,
sif=h+ge€ 8% tiene coeficiente a,, de parte real maxima, entonces tal coeficiente debe

satisfacer la ecuacion
(n+ Dans1 — 2aza, — 2bsb, — (n — 1)a,—1 = 0. (3)

De manera similar, si f =h+9g € S% tiene coeficiente b, de parte real maxima, entonces

este coeficiente debe satisfacer la ecuacién
(n + 1)bn+1 — 2asb,, — 2bsa,, — (TL - 1)bn_1 =0. (4)

Un simple célculo muestra que los coeficientes ay, b, de la funcién armoénica K definida

en (2) estdn dados por

an:é(n—i-l)(Qn—i—l) y bn:é(n—l)@n—l)7

y satisfacen las ecuaciones (3) y (4) para todo n > 2. Por lo tanto, la funcién arménica K

califica como una posible funcién extremal en SIOJ para cada coeficiente a,, y b,.



El método de Marty aplica en el contexto mas general de familias afin y linealmente
invariantes. Una familia gy de funciones f = h + g armdnicas y localmente univalentes
que preservan la orientacién en D, normalizadas por las condiciones h(0) =1 —h'(0) = 0

y g(0) = 0 es llamada afin y linealmente invariante si esta es cerrada bajo las transforma-

K (f)(z) = U2 w)(gfi ;)S{O; PO L eb, e Aut(D),
y P
f%(fﬂz)==f§?:;;£§0, 2eD, eeD,

donde Aut(D) denota el conjunto de todas las funciones analiticas en D de la forma

o) =2 2ES LD,
1+(z

donde |A\| = 1y ¢ € D. Si una funcién armoénica f = h + g € Fp satisface la condi-
cién adicional ¢’(0) = 0, entonces diremos que f € }“%. Este concepto generaliza el de
familia linealmente invariante introducido por Pommerenke en [25]. Algunas propiedades
importantes en una familia afin y linealmente invariante Fp tales como crecimiento y

cubrimiento pueden ser determinadas por su orden definido por

Ord(Fg)= sup |az(h)| =
f=h+geFn

sp H(0)].
f=h+g€Fu

N

TEOREMA A (Teorema de Crecimiento y Cubrimiento). Sea Fy una familia de funciones
arménicas afin y linealmente invariante con orden o = Ord(Fy) < co. Si f = h+g € FY,

entonces para cada z € D

!f(z)léi{{(i}j)a—l]. (5)

St ademds f € .7:21 N SIO{, entonces para cada z € D se cumple la desigualdad

w1 () ] e "




En particular, el rango de toda funcién armdnica f = h+7g € FoyNSY contiene el disco

{|2] < 1/2a}.

Un ejemplo de familia afin y linealmente invariante es la familia Sy de todas las funcio-
nes f = h+7g armoénicas y univalentes que preservan la orientaciéon en D, normalizadas por
las condiciones h(0) =1 —h'(0) = 0y ¢g(0) = 0. Para esta familia se desconoce el valor de
Ord(Sy) pero se cree que es igual a 3. Un ejemplo de familia afin y linealmente invariante
que serd de importancia en esta tesis es la familia F¥ (M > 0) de funciones f = h+g
armonicas localmente univalentes que preservan la orientacién en ID, normalizadas por las
condiciones h(0) =1 —h'(0) = 0y ¢g(0) = 0 y que satisfacen ||S[f]|| < M, donde S[f] es
la derivada Schwarziana para funciones arménicas localmente univalentes definida en [20]

y
ISUAN = ilelng[f](Z)l(l — |21

Como fue mostrado en [9], las funciones del tipo Ko r = h + g, donde h y g resuelven el

sistema
(e, =g 0. ™
con
Ka(z) = % [<1jz>a—1] , z€D,
y

/\

() -1
S

R < 1, son extremales para el problema de

zeD,

/\

para adecuados valores de o« € C y 0

IN

maximizar la parte real del segundo coeficiente de h para funciones f = h+g € (FM)°.
Uno de los resultados principales de esta tesis es que las funciones del tipo K, r en
(7), para adecuados valores de « € C y 0 < R < 1, son las tnicas posibles funciones que

maximizan las partes reales de todos los coeficientes de Taylor de h y ¢ para funciones



f=h+g e FY, donde Fg es una familia de funciones arménicas affn y linealmente

invariante. Para ser méds precisos, mostraremos el siguiente resultado.

TEOREMA 1 (Seccién 4.1). Sea Fy una familia de funciones armonicas localmente univa-
lentes que preservan la orientacion en D, afin y linealmente invariante. Supongamos que

existe fo =ho+go € ]-"% tal que

sup  Re{an(h)} = Re{an(ho)} vy sup  Re{b,(g9)} = Re{bn(g0)} (8)
f=h+geFY f=h+geFy

para todo n > 2. Entonces, fo = Ko g, donde K, r es la funcion armdnica generalizada
de Koebe (7), con a = aa(ho) —b2(g0) y R = 2ba(go). Mds ain, el orden de Fy es igual a

Ord(Fg) =a+ R.

Una aplicacién del teorema anterior muestra que las funciones del tipo K, g, para
adecuados valores de o € Cy 0 < R < 1, son las que dan la igualdad en el Teorema A de

crecimiento en familias de funciones arménicas afin y linealmente invariantes.

TEOREMA 2 (Seccién 4.1). Sea Fg una familia de funciones armdnicas localmente univa-
lentes que preservan la orientacion en D, afin y linealmente invariante. Supongamos que
existe una funcion fo = ho + go € Fy tal que ho y go satisfacen las ecuaciones (8) para
todo n > 2. Entonces, la igualdad se presenta en alguna de las desigualdades de (5) y (6)

(segin sea el caso) para la funcion fo.

Para los siguientes resultados, la univalencia de las funciones K, r, para o € Ry

0 < R <1, serd de gran importancia.

TEOREMA 3 (Seccién 4.1). Sea a un nimero real y 0 < R < 1. Entonces, Ko r €s

univalente si y solo si —2 < a < 2.

Notar que K = Ky 1, es decir, la funciéon K = h+g definida en (2) se obtiene al resolver

el sistema



Como fue mencionado anteriormente, la funcién arménica de Koebe K definida en (2)
califica como una posible funcién extremal en S% para el problema de maximizar las
partes reales de cada coeficiente de Taylor de h y g para funciones f = h +g € S%. El
siguiente resultado muestra que en la familia 8%, la funcién arménica de Koebe es la tinica

posible.

COROLARIO 1 (Seccién 4.1). Supongamos que existe una funcion fo = ho + go € S% que

satisface las ecuaciones

sup  Re{an(h)} = Re{an(ho)} y  sup  Re{bn(g)} = Re{bn(g0)}
f=h+gesy, f=h+geSY

para todo n > 2. Entonces, fo es la funcion armdnica de Koebe (2).

Otra importante consecuencia de los Teoremas 1, 2 y 3 es el teorema de crecimiento y

cubrimiento para la clase S%.

COROLARIO 2 (Seccién 4.1). Supongamos que eziste una funcién fo = ho+go € S que

satisface las ecuaciones

sup  Re{an(h)} = Re{an(ho)} v sup  Re{bn(g)} = Re{bn(g0)}
f=h+geSY f=h+geSY

para todon > 2. Si f =h+7 € SY, entonces para cada z € D

(1511—(;@)3] Slf(z)\Sé Gf:j)g—ll 9)

La igualdad se alcanza en alguna de las desigualdades de (9) para la funcion armoénica de

Koebe (2). En particular, el rango de toda funcion armdnica f = h+79g € S% contiene el

disco {|z] < 1/6}.

En esta tesis también estamos interesados en estudiar la relacion entre la convexidad
de f y de h en la descomposicién f = h 4+ g. Veremos que para cierta familia de funciones

convexas, tal relacién es bien estrecha.



Recordemos que la familia Cy; consiste de todas las funciones arménicas f = h+g € Sg
tal que f(ID) es un dominio convexo. Si una funcién arménica f = h + g € Cpy satisface la
condicién adicional ¢’(0) = 0, entonces diremos que f € C%.

Es conocido que las funciones analiticas convexas en D se pueden caracterizar por la

condicién
f"(z)
f'(z)

En esta condicién esta implicita la propiedad hereditaria para funciones convexas, es decir,

Re{l—i—z }>O, z € D. (10)

si f es una funcién analitica convexa, entonces f({z : |z| < r}) es un dominio convexo
para cada 0 < r < 1. Desafortunadamente, esta propiedad no se generaliza para funciones

armonicas convexas dado que la funcion

L(z):Re{liz}—&—ilm{(ljz)Q}, 2D, (11)

es un ejemplo de una funcién arménica convexa que transforma el disco {z : |z| < r} en
un dominio no convexo para cada r € (v/2 — 1,1). Los autores en [7] definen la familia de
funciones armoénicas convexas en D que tienen la propiedad hereditaria. Tales funciones son
llamadas funciones completamente convexas y al conjunto de tales funciones lo denotamos
por CCy. Los autores en [7] muestran que las funciones completamente convexas se pueden

caracterizar por la condicion

h//(z)
h'(z)

|z (2)2(1 — |w(2)[*)Re {1 +z

w'(2)

w(z)

> |2w(2)W (2)|*Re {z } — Re{23W/(2)W/ (2)%}, ze€D, (12)

que generaliza el criterio de convexidad para funciones analiticas convexas en (10).

Otra importante familia de funciones convexas es la de funciones establemente conve-
xas. Una funcién f = h 4+ g armoénica y localmente univalente que preserva la orientacién

en D es llamada establemente convexa si, para todo |A\| = 1, las funciones arménicas



f := h+ \g son convexas en D. Esta familia de funciones convexas es introducida en [19]
y es denotada por SCy. Como muestran los autores en [19], toda funcién establemente
convexa puede ser caracterizada por la condicién

Re {1 + ZZ,/((;) + 1?“;;32)} >0, zeD, |\ =1, (13)

que también generaliza el criterio de convexidad para funciones analiticas convexas en

(10).

Una aplicacién del principio del méximo muestra que la desigualdad (13) es vélida
para todo |A| < 1. Por lo tanto, tomando A = 0 concluimos que las partes analiticas de

funciones establemente convexas son funciones analiticas convexas.

Se puede observar que este resultado no es valido para la familia de funciones convexas

Cy dado que la funcién L definida en (11) tiene parte analitica

h(z):;<122+(1zz)2>, z€D,

que no es convexa. De esta manera, es natural pensar si las partes analiticas de funciones

completamente convexas son convexas dado que en la inecuacién (12) interviene el término

Re {1 + z];/,/((;) } :

que esta estrechamente relacionado con la convexidad de h. Respecto a esto ultimo, hemos

obtenido el siguiente resultado.

TEOREMA 4 (Seccién 4.2). Existe f = h+ g € CCq tal que su parte analitica h no es

convexa.

Por lo tanto, entre las tres familias de funciones convexas SCyr, CCr y Cp, la familia

SCyy es la tunica tal que todas sus funciones tienen partes analiticas convexas.

Las dilataciones de funciones arménicas f = h+g pertenecientes a las distintas familias

de funciones convexas seran también estudiadas. Como veremos, este estudio determina
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(por ejemplo) condiciones analiticas y geométricas que deben satisfacer las funciones es-

tablemente convexas.

Para simplificar, denotamos por A(D;D) al conjunto de funciones w analiticas en D
tales que w(D) C D. Para 0 < € < 1 denotamos por A.(D;D) al conjunto de funciones
analiticas w € A(D;DD) que satisfacen la condicién |w(z)| < €, z € D. Sea H un conjunto
de funciones armonicas en D, diremos que una funcién w € A(D;D) es admisible en H si
existe una funcién arménica f = h+g € H tal que w = ¢’ /h/, es decir, w es dilatacién de
alguna funcién arménica en H. Al conjunto de dilataciones admisibles en un conjunto de

funciones arménicas H lo denotamos por Dy .

Respecto a las dilataciones de funciones convexas, hemos obtenido el siguiente teorema.
TEOREMA 5 (Seccién 4.2). D¢, = A(D;D).

Para funciones completamente convexas, no hemos conseguido avances en esta linea,
pero creemos que el conjunto de dilataciones de funciones completamente convexas deben

estar contenidas (propiamente) en A(D; D).

Para el siguiente teorema acerca de las dilataciones de funciones armonicas estable-
mente convexas, es importante tener en consideracién la teoria de espacios de Hardy. Re-
cordemos que el espacio de Hardy HP (0 < p < 00) se define como el espacio de funciones
f analiticas en D tales que

sup Mp(r, f) < o0,
0<r<1

donde
1

2 A 1/p
mrf) = {5 [ leetpar} T 0<p<s.

Mo(r, f) = max |f(re?)], p=co.

Con la ayuda de esta teoria, hemos sido capaces de mostrar el siguiente teorema.
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TEOREMA 6 (Seccién 4.2). Siw € Dse,,, entonces w' € HP para todo p < 1.

El teorema anterior tiene importantes consecuencias acerca del tipo de convexidad de
funciones establemente convexas f = h + g y sus partes analiticas h. Acerca de las partes

analiticas de funciones establemente convexas, el siguiente teorema fue obtenido.

TEOREMA 7 (Seccién 4.2). Sea h una funcion analitica k-conveza. Sea w € A(D;D) no
constante tal que ' € H*®. Entonces, existe « € D tal que la funcion armdnica f =h+g

con dilatacion aw es establemente conveza.

Recordemos que una funciéon k-convexa es una funcién ¢ analitica y localmente uni-

valente en D que satisface la condicion

2
Re<l+z
{ ¢'(2)

para algun k € (0, 1].

No es dificil ver que cualquier funcién convexa es la parte analitica de una funcién
establemente convexa. Para esto, basta mostrar que si h es convexa, entonces para cada
a € D la funcién f, = h + ah es establemente convexa. En palabras simples, toda funcién
convexa es la parte analitica de un funcién establemente convexa con dilatacién constante.
El teorema anterior muestra (en particular) que toda funcién k-convexa es la parte analitica
de una funcién establemente convexa con dilatacion no constante. La pregunta es, ;Es
cierto que cualquier funcién convexa h es la parte analitica de alguna funcién establemente

convexa con dilatacién no constante?

A continuacién presentaremos un resultado que serda de gran utilidad para responder
a la pregunta anterior, para esto, necesitamos un concepto adicional. Diremos que una
curva de Jordan C' C C es de clase C™* (0 < a < 1) si tiene una parametrizacién

C: w(t), 0 <t <2m que es n-veces continuamente diferenciable con w'(t) # 0 y existe
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M > 0 tal que

[w™ (1) —w™ (t2)| < Mty — ta|*,  t1,ts € [0, 27].
TEOREMA 8 (Seccién 4.2). Sea T una curva de Jordan convexa en C. Sean wy, ..., w, = wy
puntos en T (en orden ciclico) y sean Ty, los arcos cerrados entre wi_1 ywi, k =1,2,...,n.

Supongamos que los arcos T'y, son de clase C** para algin oo > 0, no contienen segmentos
rectos (o mds generalmente, no contienen puntos de curvatura cero) y que la curva I' forma
en wy un dngulo interior may, con 0 < o < 1. Sea Q el dominio acotado por la curva I'.

Si h mapea D conformemente sobre §2, entonces h es §-convexa para algin 6 > 0.

En palabras simples, si A es una funcién convexa tal que Oh(D) es un curva convexa
lo suficientemente suave y lo suficientemente curvada, entonces h es la parte analitica de
una funcién establemente convexa con dilatacién no constante. jSera que esto es valido

para funciones convexas h tal que Oh(ID) contiene (por ejemplo) segmentos en la frontera?

La respuesta a esta pregunta la presentamos a continuacion.

TEOREMA 9 (Seccién 4.2). Sea f =h+7g € SCy. Si Oh(D) contiene segmentos, entonces

la dilatacion w de f es constante.

Dicho de otra manera, si f = h+4g es una funcién establemente convexa cuya dilatacién

w es no constante, entonces Oh(D) no contiene segmentos.

Con el resultado anterior, es posible determinar el espacio h? que contiene a las fun-
ciones establemente convexas, donde h? (0 < p < o0) denota el espacio de funciones f

arménicas (de valores complejos) en D tales que

sup mp(r, f) < oo,
o<r<1

donde

1 2 " 1/p
(i) ={ 55 [ lseepas} L 0 <p <,
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Moo(r, ) = max 1f(re?)|, p=oco.

Como es sabido, cada funcién en la familia Cy pertenece al espacio h” para todo
p < 1/2. Por lo tanto, lo mismo es valido para funciones establemente convexas dado
que SCy C Cy. El siguiente teorema muestra que para el caso de funciones establemente

convexas, lo anterior se puede mejorar de la siguiente manera.

TEOREMA 10 (Seccién 4.2). Sea f = h + G una funcion establemente convera y w su
dilatacion. Si w es constante, entonces f € hP para todo p < 1. Si w es no constante,
entonces para todo A\ € D las funciones analiticas Fy = h + \g pertenecen al espacio H'.

En particular, f € h'.

El teorema anterior tiene una interesante consecuencia acerca de la geometria del do-
minio convexo f(D), para f € SCy. Por ejemplo, en [1], [11] y [18], los autores dan descrip-
ciones analiticas de las funciones armonicas cuya imagen es un semiplano. Concretamente,
si f=h+g e SY mapea el disco unitario sobre el semiplano H = {w : Re{w} > —1/2},

entonces h, g satisfacen la ecuacion

h(z) +g(z) = zeD.

1—2’

Dado que la funcién

K(z)zl_z, z €D,

no pertenece al espacio de Hardy H', se obtiene el siguiente resultado.

TEOREMA 11 (Seccién 4.2). Sea f = h+g € SC%. Si f mapea D sobre el semiplano
H = {w: Re{w} > —1/2}, entonces la dilatacion w de f es constante. Mds ain, f es

analitica e igual a
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En otras palabras, la funcién f(z) = z/(1 — 2) es la tnica funcién en SC% que mapea

el disco unitario sobre el semiplano H = {w : Re{w} > —1/2}.

Por otra parte, los autores mencionados antes también muestran que si una funcién

armonica f =h+g € S?{ mapea D sobre la banda

a—T «
So = {w : < Re{w} < 2sina}’ (14)

2sin «

entonces h, g satisfacen la condicién

1 1+ ez
hz) +9(z) = 2i sin « log <1+emz) , 2D

Respecto a esto ultimo, mostraremos que si una funcién armoénica f = h+7 € SCIOLI
mapea D sobre la banda (14), entonces la dilatacién w de f es constante. Es importante
notar que este resultado no puede ser obtenido argumentando como en el Teorema 11,

dado que la funcién analitica

1 1 1o
Sa(2) log( +e Z), z €D,

" 2isina 1+ el
con /2 < a < 7, pertenece al espacio de Hardy HP para todo 0 < p < oo (ver [6]). Sin

embargo, este resultado es consecuencia del siguiente teorema.

TEOREMA 12 (Seccién 4.2). Sea ¢ una funcion analitica convexa en D tal que (D) es un
poligono. Fijemos A, con |A\| =1, y supongamos que la funcion armdnica f = h+7 tal que
h, g resuelven el sistema

h(z) + Ag(2) = ¢(2)

g'(2)/h(2) = w(z)
es establemente convexa. Entonces, la dilatacion w de f es constante.
COROLARIO 3 (Seccién 4.2). Sea f = h+g € SC%. Si f mapea D sobre la banda (14),

entonces la dilatacion w de f es constante. Mds ain, f es analitica e igual a

1 1 i
flz) = log< +C Z), z € D.

27 sin v 1+ e tay
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Estos tiltimos resultados acerca de la geometria del dominio f(D) para f € SC%, junto

con el Teorema 9, motivan lo siguiente:

CONJETURA 1. Si f = h+7 es una funcion establemente conveza tal que 0f (D) contiene

un segmento, entonces la dilatacion w de f es constante.

Respecto a lo anterior, el siguiente resultado fue obtenido.

TEOREMA 13 (Seccién 4.2). Si f = h + g es una funcion establemente convexa tal que

f(D) es un poligono, entonces la dilatacion w de f es constante.

Gracias a los Teoremas 9 y 13 es posible establecer una estrecha relaciéon entre los

dominios h(D) y f(D) para f =h+g € SChq.

TEOREMA 14 (Seccién 4.2). Sea f = h + g una funcidn establemente convexa. Entonces,

Of (D) es un poligono si y sélo si Oh(D) es un poligono.

Como fue senalado antes (Teorema 6), la dilatacién w de toda funcién f = h+g € SCx
tiene derivada en el espacio de Hardy HP? para todo p < 1. Este teorema resulté ser impor-
tante para establecer ciertos resultados analiticos y geométricos de funciones establemente
convexas. Como veremos, este teorema también serd importante para responder a la si-

guiente pregunta.

PREGUNTA 1. Sea h analitica y convexa en D. ;Existe € > 0 tal que cada mapeo armadnico

de la forma f = h+7 con dilatacion w € A (D; D) es convera?

La motivacién de esta pregunta se basa en un resultado obtenido por lo autores en [8]

vy que se presenta a continuacién.
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TEOREMA B. Sea h analitica y convexa en . Entonces, existe € > 0 tal que cada mapeo

arménico de la forma f = h+7 con dilatacion w € A:(D; D) es univalente.

En relacién a la Pregunta 1, el siguiente resultado fue obtenido.
TEOREMA 15 (Seccién 4.3). Sea h una funcion convexa en D. Son equivalentes:

1) Existe ¢ > 0 tal que toda funcion armdnica f = h+ g con dilatacion w € A.(D;D)

es establemente convezxa.

2) Existe € > 0 tal que toda funcion armdnica f = h+7g con dilatacion w € A.(D;D)

€Ss convexa.

De esta manera, el teorema anterior muestra que podemos modificar la Pregunta 1 de
una manera mas sencilla para poder establecer su respuesta. Finalmente, la respuesta de

la pregunta en cuestion esta dada por el siguiente resultado.
TEOREMA 16 (Seccién 4.3). La respuesta a la Pregunta 1 es NO.

Para finalizar este capitulo introductorio, mostraremos a continuacién la organizacién

de nuestro trabajo de tesis.

1. En el Capitulo 1 daremos las definiciones, ejemplos y resultados més importantes
para esta tesis acerca de funciones analiticas univalentes y familias de funciones
analiticas linealmente invariantes. Todo lo expuesto en este capitulo es parte de
la teoria elemental y se puede encontrar en la literatura, salvo algunos resultados
especificos los cuales se dard la referencia respectiva. Entre estos distinguimos [14],

[16], [17] v [26].

2. En el Capitulo 2 haremos un resumen de las definiciones y resultados clasicos acerca

de funciones armonicas univalentes con principal énfasis en las familias de funciones
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armoénicas convexas Cr, CCrr v SCp. Estudiaremos también el concepto de familias
afin y linealmente invariantes presentando los teoremas clasicos y ejemplos mas im-
portantes que motivaran algunos resultados de nuestra tesis. Todo lo expuesto en
este capitulo es parte de una variada selecciéon de libros y articulos entre los cuales
algunos de ellos son muy recientes. Distinguimos [15] como un excelente libro de la

teoria general de funciones arménicas en el plano.

En el Capitulo 3 haremos un breve resumen acerca de los espacios de Hardy H? y hP
para el caso analitico y arménico, respectivamente. Para el caso analitico haremos
una recopilacion de los resultados que mas se usaran en esta tesis. Todos ellos pueden
ser encontrados en [13]. Para el caso armonico destacaremos como tnico resultado
que toda funcién arménica convexa en la clase Cy esta en el espacio de Hardy hP

para todo p < 1/2. Sugerimos [15, Cap. 8.5] para més detalles.

En el Capitulo 4 mostraremos todos los resultados obtenidos en esta tesis y lo orga-

nizaremos como sigue:

a) En la Seccién 4.1, llamada Funciones armonicas generalizadas de Koebe y sus
propiedades extremales, estudiaremos las funciones que maximizan la parte real
de todos los coeficientes de Taylor en familias afin y linealmente invariantes de
funciones arménicas normalizadas en D. Estudiaremos algunas de sus propie-

dades y mostraremos algunas aplicaciones a la familia de funciones Sy.

b) Enla Seccién 4.2, llamada Propiedades geométricas y analiticas de partes analiti-
cas y dilataciones de funciones armdonicas en familias de funciones convezas,
estudiaremos las partes analiticas y dilataciones de las distintas familias de
funciones armonicas convexas. Acto seguido, analizaremos las consecuencias
geométricas y analiticas que tiene el estudio anterior para la familia de funcio-

nes armoénicas establemente convexas.
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¢) En la Seccién 4.3, llamada Funciones convezas con dilatacion pequerna, respon-
deremos a la Pregunta 1. En esta seccion, veremos la importancia del Teorema 6

para la respuesta de tal pregunta.



Capitulo 1

Funciones analiticas

1.1. Funciones univalentes. Definiciones y propiedades basi-
cas

Sea 2 un dominio en C. Una funcién analitica f : 2 — C se dice univalente en € si
f es inyectiva en 2. Una funcién f se dice localmente univalente en zy € € si existe una
vecindad U de 2y tal que la restriccién de f a U es univalente. Para funciones analiticas
f, la condicién f’(z9) # 0 es equivalente a la univalencia local en zy. Entre tantos teore-
mas importantes para funciones analiticas, queremos distinguir los de Riemann, Montel y
Hurwitz. Por una parte, el teorema de Riemann asegura que todo dominio simplemente
conexo distinto de C es conformemente equivalente al disco unitario ID. Por otra parte, el
teorema de Hurwitz establece que el limite uniforme en compactos en un dominio 2 de
una sucesion de funciones univalentes es univalente o constante. Finalmente, el teorema
de Montel dice que toda familia A de funciones analiticas localmente uniformemente aco-
tadas es una familia normal. Recordemos que una familia A de funciones analiticas en un
dominio €2 es llamada una familia normal si cada sucesién de funciones { f,,} C A tiene una
sub-sucesién que converge uniformemente en cada compacto contenido en 2. Una familia
A de funciones analiticas en un dominio 2 se dice localmente uniformemente acotada, si
para cada disco cerrado B C (2, existe una constante M > 0 tal que |f(z)| < M para todo

z € B y para toda f € A.

19
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Denotamos por S a la clase de funciones analiticas univalentes en D normalizadas por
las condiciones f(0) =1 — f’(0) = 0. Con estas normalizaciones, se ve que cada funcién f

en la clase S tiene la representacién en serie

z 1 z+1\? >
ﬁ(z):(l—,z*)?:4{(zt1> —1}224—2712”, z €D, (1.1)

n=2

que mapea D conformemente sobre C \ (—oo, —1/4).

Sea f una funcién analitica localmente univalente en D con las normalizaciones f(0) =
1 — f(0) = 0. Para cada automorfismo del disco ¢, denotamos por K, (f) a la funcién

definida por

K@(f)(z) _ (fo (:0)(2’/) — (fo 90)(0)’ 2 eD. (12)

(fo©)(0)

Recordemos que el conjunto de automorfismos del disco, el cual denotamos por Aut(D),

consiste de aquellas funciones analiticas en D de la forma

o) =22 s,
1+(z

donde |[A| =1y ¢ € D. Por lo tanto, es necesario distinguir dos casos. El primero es cuando

o(z) = f:é, z € D.

En tal caso, anotamos

f(fjé)—f«)

-pre 0 2P (13)

K (f)(2) = Ko (f)(2) =

y la llamamos transformacién de Koebe. El segundo caso es cuando

o(z) =Az, ze€D.
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En este caso anotamos

KX(£)(2) == Ko(f)(2) = Af(X2), 2z €D,

y la llamamos rotacion de f. Sin dificultad se puede mostrar que la clase S es invariante

bajo la transformacién (1.2), es decir, si f € S entonces K, (f) € S para todo ¢ € Aut(D).

Mas generalmente, una familia F de funciones f analiticas y localmente univalentes en
D con las normalizaciones f(0) = 1 — f/(0) = 0 que es invariante bajo la transformacién
(1.2) se denomina familia linealmente invariante. Estas familias de funciones seran estu-

diadas en mas detalle en la Seccién 1.3.

El siguiente teorema fue probado en [3] por Bieberbach en 1916.

TeEOREMA 1.1 (L. Bieberbach). Si f € S, entonces |az| < 2. La igualdad se tiene si y sélo

si f es una rotacion de la funcion de Koebe (1.1).
Este teorema dio origen a la siguiente conjetura.

CONJETURA 2 (L. Bieberbach). Si f € S, entonces |an| < n para todo n > 2. La igualdad

se tiene si y solo si f es una rotacion de la funcion de Koebe (1.1).

A través de los anos, muchos matemaéticos hicieron muchas contribuciones con el fin
de resolver la conjetura anterior. Finalmente, ésta fue resuelta en [5] por L. de Branges en

1985.

TEOREMA 1.2 (Bieberbach-de Branges). Si f € S, entonces |an| < n para todon > 2. La

igualdad se tiene si y sélo si f es una rotacion de la funcion de Koebe (1.1).

Usando el Teorema 1.1, se puede obtener més informaciéon acerca de la clase S. En

efecto, dado que para cada f € S tenemos que |f”(0)|/2 < 2, entonces podemos traspasar
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esta informacion desde 0 a cualquier otro punto ¢ € D mediante la transformacién de

Koebe (1.3), es decir, si f € Sy z € D, entonces
z24+C
() -
(1 =12 f(¢)

K(f)(z) =

(f”(C)

— 2_7 2 PRI
Cela - k) 2<)z+ . ceD,

1
2
estd en la clase S y por el Teorema 1.1,

(<)
f"(€)

1

2
2[¢]

1—[¢f

(1- ) - 2<‘ <2, (1.4)

Si multiplicamos (1.4) con obtenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 1.3. 51 f € S, entonces

2f"(z) 20z
f'z)  1=z?

47|
— 1 _ ’2‘27

z e D.

La importancia de este teorema radica en que se pueden obtener estimaciones para el
médulo de f’ y para el médulo de f. Estos resultados se conocen como los teoremas de

distorsién y crecimiento para la clase S.

TEOREMA 1.4 (Teorema de Distorsién). Si f € S, entonces para cada z € D

(11+_|ZZ||)3 <|f'(2)] <

1+ |z

7(1 “ T2 (1.5)

La igualdad se presenta en alguna de las desigualdades de (1.5) si y sdlo si f es una

rotacion de la funcion de Koebe (1.1).

TEOREMA 1.5 (Teorema de Crecimiento). Si f € S, entonces para cada z € D

|| kd

m <|f(2)] < m (1.6)

La igualdad se presenta en alguna de las desigualdades de (1.6) si y sdlo si f es una

rotacion de la funcion de Koebe (1.1).
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El teorema anterior tiene dos importantes consecuencias. La primera de ellas es que
cada funcién f € S cubre el disco {|z| < 1/4}, es decir, {|z| < 1/4} C f(D) para toda
f € S. Este resultado se conoce como el Teorema 1/4 de Koebe o el teorema de cubrimiento
para la clase S. Por otra parte, la desigualdad (1.6) muestra que las funciones f € S son
localmente uniformemente acotadas en cada subconjunto compacto de ID. Luego, usando
el teorema de Montel obtenemos que la clase S es una familia normal. El teorema de
Hurwitz implica que la clase S es una familia compacta. Por lo tanto, tenemos el siguiente

resultado.

TEOREMA 1.6. La clase S es una familia normal y compacta.

1.2. Funciones convexas

Un dominio 2 C C se dice convexo si el segmento que une cada par de puntos z1, zo € 2
estd totalmente contenido en ). Diremos que una funcién f analitica y localmente univa-
lente en D es convexa si f(ID) es un dominio convexo. Denotaremos por C a la subfamilia
de S de funciones convexas en D.

Muy relacionada con C es la familia de funciones ¢ analiticas con parte real positiva
en D, normalizadas por la condicién ¢(0) = 1. Esta familia de funciones la anotamos por

P y se conoce como la familia de Carathéodory.

El siguiente resultado muestra la relacion mencionada anteriormente entre las familias

CyP.
TEOREMA 1.7. Sea f una funcion analitica localmente univalente en D, con las normali-
zaciones f(0) =1 — f(0) = 0. Entonces, f € C si y sdlo si

f"(2)
f'(2)

1+z cP. (1.7)
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En términos algebraicos, la condicién (1.7) es equivalente a la desigualdad

f"(z)
f'(2)

Una importante propiedad de las funciones convexas es la propiedad hereditaria que

Re{l—l—z }>0, z € D. (1.8)

asegura que si f € C, entonces f({|z| < r}) es un dominio convexo para todo r € (0,1).

Un ejemplo importante de funcién en la clase C, es la funcién ¢ definida por

que mapea D sobre el semi-plano {w € C: Re{w} > —1/2}.

Como C C S, entonces (por el Teorema 1.2) se tiene que el médulo del coeficiente a,
de toda funcion f € C no excede n. Sin embargo, esta cota puede ser mejorada, como

muestra el siguiente teorema.
TEOREMA 1.8. Si f € C, entonces |an| < 1 para cada n > 2. Se tiene la igualdad en la
desigualdad anterior si y solo si f es una rotacion de la funcion £ en (1.9).

1.3. Familias de funciones analiticas linealmente invariantes

Una familia F de funciones f analiticas y localmente univalentes en D, con las nor-
malizaciones f(0) = 1 — f’(0) = 0 es llamada linealmente invariante (F.L.IL), si esta es
invariante bajo la transformacién (1.2), es decir, si f € F entonces K,(f) € F para todo

€ Aut(D).

El orden de una F.L.I se define mediante la ecuacion

ord(F) :sup{‘f/;(o)’ : fe}'}. (1.10)

Observar que si F es una familia compacta, entonces ord(F) < oco. Muchas propiedades
importantes en una F.L.I. tales como crecimiento, distorsién y cubrimiento pueden ser

determinadas por el orden definido en (1.10).
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TEOREMA 1.9 (Teorema de Distorsién). Sea F una F.L.I. con orden a = ord(F) < oo.

Si f € F, entonces para cada z € D

(L — [zt

W <|f'(2)] <

(1.11)

La igualdad se alcanza en (1.11) para la funcion

1 1+ 2\“
Ha(z)2o¢[<1—z> —1}, zeD,

St acaso kKo € F.

TEOREMA 1.10 (Teorema de Crecimiento). Sea F una F.L.I. con orden o = ord(F) < co.

Si f € F, entonces para cada z € D

!f(Z)ISi [(11;:)“_1] (1.12)

St F es un subconjunto de S, entonces ademds se cumple la desiqualdad

L [1 - (;H)] <), (1.13)

La igualdad se alcanza en (1.12) o en (1.13) para la funcion

1 1 «
/ﬁa(z):m[<1+z> —1}, z €D,

st acaso Ko € F.

TEOREMA 1.11 (Teorema de Cubrimiento). Sea F una F.L.I. con orden a = ord(F) < co.

St F C S, entonces
{lz] <1/2a} C f(D)
para toda f € F.

Dos ejemplos importantes de familias linealmente invariantes son la clase S de funciones

f analiticas univalentes en D, normalizadas por las condiciones f(0) =1 — f/(0) =0y



26

la subclase C de S de funciones convexas. Del Teorema 1.1 se ve que ord(S) = 2. Luego,
los teoremas de distorsién, crecimiento y cubrimiento para la clase S se pueden obtener
a partir de los Teoremas 1.9, 1.10 y 1.11. Por otra parte, del Teorema 1.8 se ve que
ord(C) = 1. Por lo tanto, usando los Teoremas 1.9, 1.10 y 1.11 obtenemos el siguiente

resultado para la clase C.

TEOREMA 1.12 (Teoremas de Distorsién, Crecimiento y Cubrimiento para C). Si f € C,
entonces, para cada z € D se cumplen las desigualdades

1 1

5 <If(2)] < -7

7(1 ) (1.14)

(1.15)

Ademds, si f € C, entonces {|z| < 1/2} C f(D). La igualdad se presenta en alguna de las

desigualdades de (1.14) ¢ (1.15) si y solo si f es una rotacion de la funcion ¢ en (1.9).

Para dar un dltimo ejemplo de familia linealmente invariante, serd necesario introducir
el concepto de derivada Schwarziana para funciones analiticas localmente univalentes. Sea
f una funcién analitica y localmente univalente en un dominio ). Se define la derivada

Schwarziana de f mediante la ecuaciéon

B f// / 1 f// 2
5= () -2 (7) e

Una transformacion de Mobius es una funcién de la forma

b
T(z) = %, ad — be # 0. (1.17)

Es conocido que toda transformacién de Mobius se puede caracterizar por la condicion
Sy = 0. La derivada Schwarziana tiene importantes propiedades de invariancia bajo com-

posicién con transformaciones de Mobius. Es decir, si T' es de M&bius, entonces

Srop =85y Spor = (Syo T)(T"). (1.18)
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Las féormulas anteriores son casos particulares de la siguiente féormula
Sfog = (S50 9)(g")* + Sq, (1.19)

para funciones f, g tales que su composicién esta bien definida.

Sea f una funcién analitica y localmente univalente en ID. Se define la norma Schwar-

ziana de f mediante la ecuacién

1571l = sup S (2)I(1 = |2[%)%. (1.20)

Para M > 0, se define la familia Fj; de funciones f analiticas localmente univalentes
en D, normalizadas por las condiciones f(0) = 1 — f/(0) = 0 que satisfacen la condicién
|S¢ll < M. Usando las propiedades (1.18) para la derivada Schwarziana, se tiene que
|STofoell = 1Sf|| para cada transformacién de Mébius (1.17) y para cada ¢ € Aut(D).
Por lo tanto, Fjs es una familia linealmente invariante. Pommerenke en [25] prueba el

siguiente teorema respecto a la familia Fj;.

TEOREMA 1.13. FEl orden de la familia Fpr es finito y estd dado por

M
ord(Far) =1/1+ >

Para M > 0, la funcion

1 1+ 2\°
na(z)—m[<1_z> —1}, z €D,

cona=4/1+ % pertenece a Fpr y satisface

1 M
§|Hg(0)\ =1t

En [22] Krauss muestra que toda funcién f € S satisface la desigualdad

1S¢(2)| < m7
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con igualdad para la funcién de Koebe (1.1). Esto nos dice que la clase S de funciones
univalentes normalizadas en D esta contenida en Fg. Si M = 6, entonces por el teorema
anterior ord(Fs) = 2 y la funcién extremal en Fg es la funcién kg que coincide con la
funcién de Koebe (1.1).

Para cada a € C\{0}, se define la funcién generalizada de Koebe mediante la ecuacién

na@):22[<1+z>a—1], z€D, (1.21)

1—2z

donde la rama de logaritmo se escoge de modo que log1 = 0 en
14+ 2\“ 1+2
=exp | alog .
1—2 1—=z

14+ 2\¢ 1
w@ = (122) 2 seD,

se tiene que las funciones k. son localmente univalentes en ). Mdas aun, el limite en

Dado que

compactos de D de la funcién k., cuando o — 0, coincide con la funcién

1 1+2
ko(z) := 5log T

, zeD, (1.22)

que es univalente en I y mapea D sobre la banda {w : |w| < w/4}. Por otra parte, no es
dificil mostrar que k1 coincide con la funcién ¢ en (1.9) y k2 coincide con la funcién de

Koebe (1.1), en ambos casos univalentes.

En cuanto a la univalencia de las funciones k,, cuando o € C\{0}, Hille en [21] obtiene

el siguiente resultado.

TEOREMA 1.14. La funcion k, a € C\{0}, es univalente si y sélo si o estd en la union

de los discos cerrados {|z — 1| < 1} y {|]z+ 1| < 1}.
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1.4. Relaciones de Marty

Como se vio en el Teorema 1.6, la clase S de funciones univalentes es una familia
normal y compacta. Esto nos dice que existe una funcién f € S cuyo n-esimo coeficiente
tiene modulo maximo. Como la clase S es invariante por rotaciones, se obtiene que el
problema de maximizar |a,| es equivalente a maximizar Re{a,}. Una funcién f € S que
maximiza Re{a,} se denomina extremal para el n-ésimo coeficiente. Los Teoremas 1.2 y
1.8 muestran que las funciones k en (1.1) y £ en (1.9) son extremales para cada coeficiente
en la clase S y C, respectivamente. A continuacién presentaremos un método introducido
en [24] por Marty que nos permite tener informacién acerca de una funcién extremal para
el n-ésimo coeficiente. Sea f(z) = z + a22% + azz® + ---, z € D, una funcién en la clase S
que maximiza la parte real del n-ésimo coeficiente. Entonces, para cada ¢ € D se tiene la
desigualdad

Re{A,,(¢)} < Re{ay}, (1.23)

donde A, (¢) es el n-ésimo coeficiente de la transformacién de Koebe (1.3) de f. Un calculo

muestra que

f (fig) =Y am[z™ +m(¢ = ¢2%)2" T+ O(I¢P) (1.24)
m=1
y
(1= [¢1)F(¢) =14 2a2¢ + O([¢?). (1.25)

De (1.24) y (1.25) se deduce la siguiente férmula asintética para el n-ésimo coeficiente de

Kc(f)

An(€) = an + Cl(n + D)aps1 — 2a2a5] = ((n — Dan—1 + O(I¢). (1.26)

De (1.23) y (1.26) se deduce que

Re{¢[(n + 1)ap+1 — 2a2a, — (n — Da,—1] + O(|¢[*)} < 0. (1.27)



30

Dividiendo por |¢| y haciendo tender ¢ a cero a lo largo de un rayo en (1.27), obtenemos
la férmula

(n+ 1)any1 — 2a2a, — (n —1)a,—1 =0, (1.28)

que se conoce como la relacion de Marty para el n-esimo coeficiente y se debe satisfacer

para cada funcién de la clase S cuyo n-esimo coeficiente tiene parte real maxima.

Un sencillo calculo muestra que las funciones x en (1.1) y £ en (1.9) satisfacen (1.28)
para todo n. Sin embargo, existen muchas funciones (no extremales) que cumplen las
relaciones (1.28). Por ejemplo, cada funcién impar de la clase S satisface trivialmente las

ecuaciones (1.28) para cada entero impar.

Para concluir esta seccién, es importante destacar que el método introducido en [24]
por Marty aplica en el caso general de familias linealmente invariantes. A diferencia de la
clase S, una familia F linealmente invariante no necesariamente es compacta. Por lo tanto,
una funcién extremal no necesariamente existe. Para familias F linealmente invariantes,

el método de Marty se puede establecer como se muestra a continuacion.

PROPOSICION 1.1. Sea F una familia de funciones analiticas linealmente invariante. Su-

pongamos que existe una funcion fo € F yn € N tal que

sup Re{an(f)} = Re{an(fo)}.

fer

Entonces, el n-esimo coeficiente a, de fo satisface la ecuacion

(n+ 1)ap+1 — 2a2a, — (n — 1)a,—1 = 0. (1.29)



Capitulo 2

Funcilones armonicas

2.1. Definiciones y propiedades basicas

Sea © C R?. Diremos que una funcién u : © — R de clase C? es arménica en € si u
satisface Au = 0 en €2, donde A es el operador de Laplace definido por

02 0?
A= @—F@ (2.1)

Sea 2 C C. Diremos que una funcién f : Q@ — C es arménica en Q si Re{f} e Im{f}
son funciones arménicas reales en €. Si ademas f es univalente, entonces diremos que f

es un mapeo armonico.

Si f:€Q — C es una funcién analitica en €, entonces de las ecuaciones de Cauchy-
Riemann se deduce que Re{f}, Im{f} son funciones arménicas reales. Por lo tanto, toda

funcién analitica es armonica.

El Jacobiano de una funcién f = u + iv es determinado por

Uy Vg

= UgVy — UyUg.
Uy Uy)

Jf:det<

Si f es analitica en un dominio €2, entonces el Jacobiano es igual a J¢(z) = |f'(2)]%. De
aqui se observa que para funciones f analiticas en un dominio 2, la univalencia local en €2
es equivalente a la condicién J¢(z) # 0, z € . En [23], H. Lewy muestra que esto también

es valido para funciones arménicas.

31
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TEOREMA 2.1. Si f es una funcidn armdnica de valores complejos localmente univalente

en un dominio Q@ C C, entonces J¢(z) # 0 para cada z € €.

El teorema anterior muestra que el Jacobiano de una funciéon armonica localmente uni-
valente no cambia de signo. Por lo tanto, es siempre positivo o siempre negativo. Diremos
que una funcién f armoénica localmente univalente en un dominio 2 preserva la orientacién
si Jr(z) >0, z € Q. En caso contrario, diremos que f invierte la orientacién. Un sencillo
calculo muestra que si f es una funcién armonica localmente univalente en €2, entonces
f preserva la orientacién si y sélo si f invierte la orientacién. Lo anterior nos dice que
para el estudio de funciones armonicas localmente univalentes, es suficiente considerar las
que tienen Jacobiano positivo (o negativo). Dado que toda funcién analitica localmente
univalente es una funcién arménica con Jacobiano positivo, entonces para un estudio gene-
ral sélo es necesario considerar funciones arménicas localmente univalentes con Jacobiano

positivo.

Para cada «, 8,7 € C, con |a| > |3], la funcién
Aav’%ﬁ(z) =az+ Y + /BZ, S (Cu (22)

define un mapeo armonico invertible que preserva la orientacién. A tal funcién la denomi-
naremos funcién armonica afin. Un simple calculo muestra que si g es una funcién armonica
localmente univalente que preserva la orientacién en un dominio €2, entonces la funcién
Aqn 509 es una funcién armoénica localmente univalente que preserva la orientacién en €.
A diferencia del caso analitico, la composicién de funciones armoénicas (en caso de estar

bien definida) no es necesariamente armonica.

Para facilitar los cdlculos, es necesario introducir dos operadores diferenciales. Estos

operadores se definen mediante las ecuaciones

o (o o\ 0 _1(0 0 )
dz " 2\0x Oy Y oz T 2\ or oy )’ ’
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donde z = x + iy. Para simplificar, ocuparemos la notacién f, = 9f/0z y fz = 0f/0z.

No es dificil mostrar que la ecuacion fz = 0 no es mas que otra manera de escribir las
ecuaciones de Cauchy-Riemann. Por lo tanto, si f es de clase C', entonces f es analitica si
y sélo si fz = 0. La ecuacion fz = 0 es conocida como la version compleja de las ecuaciones
de Cauchy-Riemann. Si f es analitica, entonces f, = f/(z), es decir, f, coincide con la
derivada usual de f. Por otra parte, el operador Laplaciano (2.1) lo podemos escribir en

términos de los operadores complejos en (2.3) como

2 2
0 4 0

A=do s = daza

(2.4)

Si f = u+iv es una funcién con segundas derivadas parciales continuas, entonces de
(2.4) se ve que f es armoénica si y sblo si f, es analitica. Las reglas del producto y el

cociente para 0/0z son

g

(fg)z =fg9.+9gf-, <ch> 95z~ Jg:

mientras que para 9/0z son

(f9)z= fo=+gf=, <f> :791%—2]‘"97'
9/)% g

La ecuacién f, = (f)z relaciona los operadores complejos en (2.3). Si f, g son funciones

tales que su composicién esta bien definida, entonces
h( = fng + f??f y hz = fz%‘*’ fE?(a

donde w = f(2), 2= g(), w=h(() y h = fog.

En términos de los operadores complejos (2.3), el Jacobiano de una funcién f = u + v

se puede expresar mediante la ecuacién

Jp = |12 = |
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Por lo tanto, una funciéon arménica f es localmente univalente y preserva la orientacién
en un dominio 2 si y sélo si la desigualdad |f.| > |fz| es vélida en Q. Para funciones f
de valores complejos de clase C?, localmente univalentes que preservan la orientacién en
un dominio €2, la condicién J¢(z) > 0 garantiza que f.(z) # 0. En este caso, la cantidad
wf = fz/[. estd bien definida y satisface |w¢(2)| < 1 en Q. La funcién wy se conoce como

la segunda dilatacién (o simplemente dilatacién) compleja de f.

Como veremos a continuacién, la dilatacién w de una funcién f de clase C? tiene una
propiedad adicional en el caso que f es armoénica. Supongamos que f es una funcién de
valores complejos de clase C?, localmente univalente que preserva la orientacién en un

dominio 2. Derivando la ecuaciéon wf, = fz respecto a z se obtiene

fzz = fazw + fowsz. (25)

Si f es armonica, entonces de (2.5) se obtiene que wz = 0, es decir, w es una funcién
analitica. Reciprocamente, si w es analitica, entonces la ecuacién (2.5) se transforma en

fz- = fsw lo que implica que fz, = 0, dado que |w(z)| < 1 en Q.

En dominios simplemente conexos 2 C C, cada funcién armonica compleja tiene la
representacién f = h + g, donde h,g son funciones analiticas en 2. La representacién
anterior es tnica salvo una constante aditiva. Para ver esto, como f es armonica en (),
entonces f, es analitica en (2. Luego, dado que € es simplemente conexo, existe h analitica

en Q tal que b/ = f.. Si g = f — h, entonces
gz=[.—h.=0

en (). Esto muestra que g es analitica en Q y por lo tanto f = h+g. En el caso que 0 € €
y 9(0) = 0 la descomposicién anterior es tnica y la llamaremos descomposicién candnica
de f. Como es usual, llamaremos a h y ¢ la parte analitica y parte co-analitica de f,

respectivamente, en la descomposiciéon f = h + g. Para el estudio de funciones armoénicas
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en dominios simplemente conexos () distintos de C, es suficiente considerar 2 = D. En
efecto, si f es una funciéon armoénica en un dominio simplemente conexo €2 # C, entonces
por el teorema del mapeo de Riemann existe g analitica de D sobre 2. La funciéon F' = fog

es arménica en D y f se obtiene por la ecuacién f = F o), donde ¢ = g~ .

2.2. La construccion por estiramiento

En lo que sigue trabajaremos siempre con funciones f arménicas localmente univalentes

en D con la representacion canénica f = h+ 3.

Denotamos por Sy a la clase de funciones f = h 4+ g armédnicas univalentes que preser-
van la orientacién en D, normalizadas por las condiciones h(0) = 1—h'(0) = 0y g(0) = 0.
Si una funcién arménica f = h + g € Sy tiene la normalizacién adicional ¢’(0) = 0, en-
tonces diremos que f € S?I. No es dificil mostrar que para cada a € D, la transformaciéon

afin
B z—az
S 1—Ja

Ya(2) z €D, (2.6)

es univalente y preserva la orientacién en . Si f = h+g pertenece a Sy, entonces ¢'(0) € D
y la funcién armoénica Fy ) = ¥4(0) © f pertenece a S%. La funcién f +— fo = Yy o) 0 f

de Sy a 8 es invertible y tiene inversa fo — f + ¢/(0)f.

A continuacién presentaremos un método general para construir mapeos arménicos
con propiedades especificas. Este método fue introducido en [10] por Clunie y Sheil-Small

y se conoce como la construccién por estiramiento.

Diremos que un dominio 2 C C es convexo en la direccién 6, 6 € [0,7), si para cada
zp € C el conjunto

QN {z+te : t e R}

es conexo. Si f es una funcién analitica (resp. armonica) en D y f(D) es un dominio

convexo en la direccién 6, para algin 6 € [0, 7), entonces diremos que f es una funcién
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analitica (resp. arménica) convexa en la direccién 6.
Usaremos la terminologia convexidad en la direccion horizontal para referirnos a la
convexidad en la direccién 8 = 0 y convexidad en la direccion vertical para referirnos a la

convexidad en la direccién 0 = /2.

TEOREMA 2.2. Sea f = h + g una funcion arménica localmente univalente que preserva
la orientacion en D. Entonces, f es univalente y convexra en la direccion 6 si y solo si la

funcidn analitica h — e*?qg es univalente y conveza en la direccion 6.

El teorema anterior entrega una manera de construir funciones arménicas univalentes
con dilatacién prescrita y aplica de la siguiente manera. Escogemos una direccién 6 € [0, )
y una funcién ¢ analitica, univalente en D y convexa en la direccién 6. Escogemos una
funcién w analitica en D tal que w(ID) C D. Entonces, la funcién f = h+ g donde h y g

son soluciones del sistema

{ h(z) — €*%9(z) = ¢(2)
g'(2)/W(2) = w(z)

es univalente y convexa en la direccion 6. Esta funcién se conoce como estiramiento de ¢

, zeD, h(0)=g(0)=0, (2.7)

en la direccion 0.

Un ejemplo importante, y que es necesario destacar, es la conocida funciéon armonica
generalizada de Koebe. Para cada a € C, [A\| = |yl = 1y 0 < R < 1 definimos la
funcion armdnica generalizada de Koebe Ky = K (A, «, 1, R) como la funcién arménica

Ky = h+ g tal que h y g son soluciones del sistema

h—Ag = Kq B B
L e o) =90 =0, (2.8

donde K, es la funcién generalizada de Koebe (1.21) y [ es la funcién analitica definida

por la ecuacién

R
Ir(z) = Gt>_1 2] < 1. (2.9)
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La funcién en (2.9) es conocida como la funcién lente y satisface la condicién [r(D) C D.
Por lo tanto, la solucién (h,g) de (2.8) existe para cada valor de A, «, i, y R como antes
y produce una funcién arménica localmente univalente que preserva la orientacién en D.

Un caso particular, es la conocida funcién arménica de Koebe que se obtiene de lo
anterior tomando A\ = 4 = R =1y a = 2. Esta funcién la anotamos por K y estd dada

explicitamente por la ecuacién

z— 322+ 328 124 le8
(1—2)° (1-2)"

K(z) = zeD. (2.10)

Usando el Teorema 2.2 obtenemos que la funcién K es univalente y convexa en la direccién

horizontal.
2.3. Funciones armonicas convexas

Denotamos por Cy a la clase de funciones f = h+g € Sy tales que f(D) es un dominio
convexo y C% = Cy N SY,.

No es dificil mostrar que la transformacién afin definida en (2.6) preserva la convexidad,
es decir, si f es una funciéon arménica convexa en D, entonces la funcién ¢, o f es convexa
para cada a € D. Si f € Cy y escogemos a = ¢'(0) (notar que ¢’(0) € D), entonces la
funcién armonica Fy gy = 940y © f pertenece a C?{. Més ann, la funcién f — fo = ¥gg)o f

de Cy a CY es invertible con inversa fo — f + ¢/(0) f. Dado que todo dominio convexo es

convexo en cada direccion, del Teorema 2.2 se obtiene el siguiente resultado.

TEOREMA 2.3. Sea f = h+ g una funcion armodnica localmente univalente que preserva
la orientacion en D. Entonces, [ es convexa si y sdlo si para cada 0 € [0,7), la funcion

analitica h — €*%g es univalente y conveza en la direccion 6.

A continuacién daremos una descripcion analitica para las funciones armonicas con-

vexas. Esta descripcién serd de utilidad en la Seccion 4.2. Para hacer esto, serd necesaria



38

la caracterizacién de funciones analiticas convexas en la direccion vertical de Royster y

Ziegler. Este resultado se puede encontrar en [28].

TEOREMA 2.4. Sea ¢ una funcion analitica no constante en D con las normalizaciones
©(0) = ¢'(0)—1 = 0. Entonces, ¢ es univalente y convezra en la direccion vertical si y sdlo

st existen numeros reales p,v, 0 < pu < 2m y 0 < v <, tales que
Re{—ie™(1 —2cosve "z + e 222 (2)} >0, zecD.

Como se menciond anteriormente, un dominio convexo es convexo en cualquier direc-
cién. Por lo tanto, toda funcién convexa f = h + g es convexa en la direccién 6 para todo
0 € [0, 7). Sin perder generalidad, podemos suponer que f estd en la clase C%, en caso
contrario, componemos a f con la transformacién (2.6), con a = ¢’(0). Usando el Teorema
2.3, se ve que la funcién Fy = h — e??g es univalente y convexa en la direccién 6. Si
v =6 — /2, entonces la funcién analitica Gy(z) = e (h(e2) — €*Pg(e!2)) es convexa
en la direccién vertical y esta normalizada mediante G¢(0) = 1 — G}(0) = 0, dado que

f € CY%. En términos de las funciones analiticas h y w,
Gy(z) = B (eD2)(1 — e*0w(eD2)).
Por lo tanto, usando el Teorema 2.4 obtenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 2.5. Sea f = h+ g una funcion armodnica localmente univalente que preserva
la orientacion en . Entonces, f € C?{ si y sdlo si para todo 6 € [0,7), existen nimeros

reales 0 < p < 27 y 0 < v < 7 tales que

Re{—ie™(1 — 2cosve "z + e 2122\ b/ (e72)(1 — e2Pw(e2))} >0, zeD.

Un ejemplo importante de funcién convexa, y que es importante destacar, es la funcién

arménica L = h+g, donde h y g son soluciones del sistema (2.7) con 0 = 7/2, p(z) = ¥(z),
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donde ¢ es la funcién en (1.9) y w(z) = —z. Esta funcién la anotamos por L y estd dada

por

L(z):Re{lzz}Hlm{(lzz)Q}, zeD. (2.11)

Noétese que la funcién L es la funcién arménica generalizada de Koebe K (—1,1,—1,1).
2.4. Funciones armdnicas completamente convexas

Como vimos en el Capitulo 1, las funciones analiticas convexas en ID son caracterizadas

por la condicién
f"(2)
f'(z)

Como fue mencionado en la Seccién 1.2, en la caracterizacién de funciones convexas esta

Re{l—i—z }>0, z € D.

implicita la propiedad hereditaria, es decir, si f es una funcién analitica convexa en D,
entonces f mapea cada subdisco {|z| < r} (0 < r < 1) sobre un dominio convexo. Esta
propiedad no generaliza para mapeos armonicos como veremos a continuacién. Es posible
mostrar (ver [15]), que la funcién convexa L en (2.11) transforma cada subdisco {|z| < r}
sobre un dominio convexo si 0 < r < /2 — 1 vy en un dominio no convexo para V2-1<
r <1

Una funcién arménica f = h + g localmente univalente que preserva la orientacién
en D serd llamada completamente convexa si f mapea cada circunferencia |z| =r < 1 de
manera inyectiva sobre una curva convexa. Esta familia de funciones fue introducida en [7]
por M. Chuaqui, P. Duren and B. Osgood y la denotaremos por CCy;. El siguiente teorema
da una descripcién analitica de las funciones completamente convexas que generaliza el

criterio de convexidad (1.8) para funciones analiticas convexas f.

TEOREMA 2.6. Sea f = h + g una funcion armonica localmente univalente que preserva



la orientacion en . Entonces, f € CCy si y sdlo si
h//(
'(2)

}

W'(2)

(2)

N
~—

>

\zh’(z)\Q(l - ]w(z)]Q)Re {1 +z

> |2w(2)W (2)|*Re

z

—N
&

} — Re{234/(2)1/ (2)*}
para todo z € D.

Un ejemplo de funcién armoénica completamente convexa es la funcién
G(z) = L(V2-1)z), z€D,
donde L es la funcién definida en (2.11).

2.5. Funciones armonicas establemente convexas
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(2.12)

Diremos que una funciéon armonica f = h + g localmente univalente que preserva la

orientaciéon en D es establemente convexa si, para todo |A| = 1, las funciones arménicas

fn = h+ Ag son convexas en ID. Para esta familia de funciones usaremos la notacién SCpy.

Se ve claramente de la definicién que toda funcién establemente convexa es convexa. Esta

familia de funciones convexas fue introducida en [19] por R. Herndndez y M. J. Martin.

Estas funciones se pueden caracterizar de manera mas simple a diferencia de las funciones

convexas y completamente convexas como veremos inmediatamente.

TEOREMA 2.7. Sea f = h+g una funcion armonica localmente univalente que preserva la

orientacion en D. Entonces, f = h+g € SCy si y sélo si para todo |A| = 1, las funciones

analiticas F\ = h + Ag son convezas.

Un céalculo muestra que

re{s +§18} = refr st 2L

Por lo tanto, usando el Teorema 2.7 y el Teorema 1.7 (de caracterizacion de funciones

analiticas convexas), concluimos el siguiente resultado.
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COROLARIO 2.8. Sea f = h+7 una funcion armdnica localmente univalente que preserva

la orientacion en D. Entonces, f = h+7g € SCy si y sdlo si para todo |A\| =1

R (2) Azw'(2)
Re{l—i—zh,(z) + 1+/\w(z)} >0, zeD.

Estas funciones tienen otras importantes propiedades como veremos enseguida. Sea

f = h + g una funcién establemente convexa. Para cada zp € D (fijo), la funcién

' (z0) = Azow'(20)

2 )\ :1 )
o) =1+ 2050y T T ()

AeD,

es analitica y satisface la condicién Re{y.,(A)} > 0 para cada |A\| = 1. Por el principio
del méximo vemos que Re{y.,(\)} > 0 para cada |A| < 1. Por lo tanto, concluimos el

siguiente resultado.

COROLARIO 2.9. §i f =h+7g € SCq, entonces

R (2) Azw'(2)
Req1 0 D
e{ +zh’(z)+1—i—/\w(z) >0, zeb,

para todo || < 1. En particular, h es conveza.

Sea f = h + g una funcién establemente convexa. Entonces, para cada |[A| = 1, las
funciones analiticas F), = h + Ag son convexas. Como las funciones convexas tienen la
propiedad hereditaria, entonces para cada r € (0, 1), las funciones analiticas Gy ,(z) =
F(rz) son convexas. De aqui, se concluye usando el Teorema 2.7, que para todo r € (0,1),
las funciones arménicas f,.(z) := f(rz) son convexas y entonces obtenemos el siguiente

resultado.

TEOREMA 2.10. Sea f = h 4+ g una funcion armoénica localmente univalente que preser-
va la orientacion en D. Si f = h + g es establemente convexa, entonces f = h+ g es

completamente convezxa.
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De acuerdo al teorema anterior, podemos ver que la siguiente cadena de inclusiones
SC H C CCH ccC H
es valida para las familias de funciones convexas SCy, CCrr v Cpy.

2.6. Familias de funciones armodnicas afin y linealmente in-
variantes

Diremos que una familia Fz de funciones f = h+g armoénicas y localmente univalentes
que preservan la orientacién en I, normalizadas por las condiciones h(0) =1 —h'(0) = 0

y 9(0) = 0, es afin y linealmente invariante (F.A.L.L.), si esta es cerrada por las transfor-

Ko)e) = LR 20 e uro), (213
y [E—
A =TS <, (2.14)

donde Aut(D) denota el conjunto de todas las funciones analiticas de la forma

o(z) =2 FS e,
14z

con |[A| =1y ¢ € D. Por lo tanto, al igual que en la Seccién 1.1 es necesario distinguir dos

casos. El primero es cuando

En tal caso, anotamos

f(fjé)—f@)
Ki() =Kol = — b 2 <D (2.15)

y la llamamos transformacién arménica de Koebe. El segundo caso es

o(z) =Xz, ze€D.
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En este caso, anotamos

Ka(f)(2) = Kuo(f)(z) = Af(A2), zeD,

y la llamamos rotacién de f. Si Fg es una F.A.L.L., denotamos por .7-"% al subconjunto
de funciones f = h +g € Fy que satisfacen la condicién ¢’(0) = 0. En general, ¥ no
es una F.A.L.I., dado que la condicién ¢’'(0) = 0 no necesariamente es preservada por las

transformaciones K, y A: en (2.13) y (2.14).

Ejemplos de familias de funciones armoénicas afin y linealmente invariantes son la fami-
lia Sy de funciones arménicas univalentes que preservan la orientacién en ID normalizadas
por las condiciones h(0) =1 — h'(0) = 0y g(0) = 0, la familia Cy de funciones arméni-
cas convexas en D y la familia SCy de funciones armonicas establemente convexas en D.
Entre todos estos ejemplos indicados, probablemente el menos evidente es la clase SCp.

A continuacién presentaremos una demostracion.

LEMA 2.1. La familia SCx de funciones establemente convexas en D es una familia afin

y linealmente invariante.

Demostracion. Sea f = h+ g € SCy. Por el Teorema 2.7, las funciones analiticas F =
h + Ag son convexas para todo |A| = 1. La descomposicién candnica de Ky (f) estd dada

por

donde

z)) — h(¢(0)) v
(¢(0))¢'(0) h

Un célculo muestra que para cada |A| = 1, la funcién

Ho1)(z) = M2

Hy(f)(2) + AG(f)(2) =

A(h, 0, M[R((2)) + B(h, 0, N)g((2))] + C(h, 0, ), (2.16)
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donde
_ 1 _\(e(0)¢'(0
AN = oo PN S e
y
Clhio) = he(0)  g(#(0)

1 (@0)¢'(0) 1 (2(0)¢(0)
son constantes que no dependen de z. Dado que B(h, ¢, \) es una constante de médulo 1,

se ve que el lado derecho de (2.16) es una funcién analitica convexa. Por lo tanto, usando

el Teorema 2.7 se concluye que KC,(f) € SCy para todo ¢ € Aut(DD).

Por otra parte, la descomposicién canénica de A.(f) estd dada por

f(z) —ef(2) e EAT)

A(f)(z) = T He(f)(2) + Ge(f)(2),
donde
() = G = L=
y C(g,¢) =1—-24'(0).
Un célculo muestra que para cada |A| = 1, la funcién
Ho(f)(2) + AG(f)(2) = Ale, g, M[h(2) + Ble, g, \)g(2)], (2.17)

donde

1 . Clg;9) _ AC(g,e) —eC(g,¢)
Ale, g, \) = Cloo) <1 )\50(976)> y Ble,g,\) (0.0 —2eClg.2)

son constantes que no dependen de z. Dado que B(e, g, \) es una constante de médulo 1,
se ve que el lado derecho de (2.17) es una funcién analitica convexa. Usando el Teorema

2.7, se concluye que A.(f) € SCy para todo |e| < 1. Esto termina la demostraciéon. [

El orden de una F.A.L.I se define mediante la ecuacién

Ord(Fg)= sup |aa(h)|=
f=h+g€Fnu

sup  |h"(0)]. (2.18)
f=h+g€Fnu

N —
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Al igual que en el caso analitico, propiedades importantes en una familia Fz de funciones
armoénicas afin y linealmente invariantes, tales como crecimiento y cubrimiento pueden ser

determinadas por el orden Ord(Fy) definido en (2.18).

TEOREMA 2.11 (Teorema de Crecimiento y Cubrimiento). Sea Fr una familia de funcio-
nes armdnicas afin y linealmente invariante con orden o = Ord(Fpg) < 00. Si f = h+7 €

]:%, entonces para cada z € D

1f(2)| < % Klﬂz‘)a - 1] . (2.19)

1 -]

St Fr es un subconjunto de Sgr, entonces ademds se cumple la desigualdad

L [1 . G;H)] <)) (2.20)

En particular, el rango de toda funcion armonica f = h+9 € Fg N S% contiene el disco

{]z] < 1/2a}.

Se cree que el orden de la familia Sy es 3, pero esto es ain desconocido. En el caso
de las funciones arménicas convexas, se sabe que el orden es igual a 2. Por lo tanto, del

teorema anterior se obtiene el siguiente resultado.

TEOREMA 2.12 (Teorema de Crecimiento y Cubrimiento para Cy). Si f = h+7 € C%,

(=) -

En particular, el rango de toda funcion armdnica f = h+ g € C% contiene el disco

{|]z] < 1/4}.

entonces para cada z € D

1 1—]z\? 1
4[1_<1+|z|> ] slf@l=g

En [20], R. Hernandez y M. J. Martin introducen una definicién de derivada Schwar-

ziana S|f] para funciones armonicas localmente univalentes. Si f = h + g es una funcién
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armoénica localmente univalente que preserva la orientacién en D, entonces la derivada

Schwarziana de f se define mediante la ecuacion

w e, N\ 3/ Ww o \?
S[f]_sh+1—|w]2<h’w_w o \iTep)

donde S}, es la derivada Schwarziana (1.16) de la funcién analitica h en la descomposicién
f = h+gywesladilatacion de f. Dejamos claro la distincién de notacion entre la derivadas
Schwarzianas S[f] y Sy para el caso arménico y para el caso analitico, respectivamente. Al
igual como en el caso analitico, se puede mostrar que la derivada Schwarziana armonica
S]] satisface la regla de la cadena, es decir, si f es una funcién arménica que preserva la
orientaciéon en D y ¢ es una funcién analitica para la cual la composicion f o ¢ esta bien
definida, entonces f o ¢ es una funcién armonica localmente univalente que preservan la
orientacién y

S[f ol = (S[fl o)) + S,

la cual es una generalizacién de la féormula en (1.19) para la derivada Schwarziana en el
caso analitico. Adicionalmente, es posible mostrar S[f] = 0 si y sélo si f es de la forma
T+aT, donde a € Dy T es una transformacién de Mébius de la forma (1.17). Una funcién
armonica de la forma T + aT, donde a € D y T es una transformacién de Mobius de la
forma (1.17) es llamada transformacion armdnica de Mébius.

Usando la definicién de derivada Schwarziana para funciones armonicas, los autores
en [9] prueban que la familia 7% (M > 0) de funciones f = h + g arménicas localmente
univalentes que preservan la orientacién en D, normalizadas por las condiciones h(0) =
1-1'(0) = 0y g(0) = 0 que satisfacen ||S[f]|| < M, es una familia afin y lineal invariante.
En este caso, la norma ||S[f]|| se define de igual manera como en (1.20). Los autores en [9]
obtienen el siguiente resultado que es una generalizacion del resultado del Teorema 1.13

obtenido por Pommerenke en [25].
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TEOREMA 2.13. El orden de la familia .7-"}\]/[ es finito y estd dado por

M 1 1
Ord(FMY= [1+—=+= sup |¢"(0)]2+= sup |¢"(0)|.
2 2 fE(]:gI)O fE(./—'gI)O

Mds atin,

1 M 1
3 Sup |n"(0)] =, /1+ > + 5 sup lg” (0)2.
fe(Fg)° fe(F°

Para M >0, la funcion Kg(1,a,1,R) en (2.8) con

M 1 1
a=\1+ -+ R~ R y R= sup |g"(0)],
2 2 2 f=h+ge(FiH)o

pertenece a Fpr y satisface

1 M 1 R
ZIh0) = 4/1+ — + =R+ =
SIHO) = [T+ 5 + SR+ 5

2.7. Relaciones de Marty armonicas

Sea Fp una familia de funciones arménicas localmente univalentes que preservan la
orientacién en D, afin y linealmente invariante. El método de Marty presentado en la
Seccidén 1.4 se puede generalizar para una familia de funciones arménicas afin y linealmente
invariante. Igual que en el caso analitico, este método permite tener informacién acerca
de las funciones armoénicas f = h+g € .7-}0{ que maximizan la parte real de los n-esimos
coeficientes de las partes analitica y co-analitica de funciones en familias afin y linealmente

invariantes.

Sea f = h + g una funcién en la clase ]—"?{, donde

h(z)=z+ Zanz" y g(z)= Z bpz" .
n=2 n=2

Para cada ¢ € D, la transformacién arménica de Koebe (2.15) de f estd en Fp y tiene la

descomposicién

Ke(F)(z) = He(2) + Ge(2), (2.21)
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donde He(z) =z 4+ A2(Q)z% + -+ y Ge(2) = B1(¢)z + Ba(Q)z* + - - -

Un célculo muestra que

O 3 m — (29 2m
h(lw)-;am[z (¢ — T2 4+ O(CP), (2.22)
2+¢\  w ST (6 Ea2) ] 2
0($5) = 2 bl 4 m(c =G 0 .29
y
(1~ [CPIM(C) = 1+ 2aaC + O(IC[2). (2.24)

De (2.22) y (2.23) y (2.24) se deducen las siguientes férmulas asintéticas para los coefi-

cientes A, (¢), Bn(¢) de H¢(z),G¢(2), respectivamente, en (2.21):

AH(C) =an + C[(n + 1)an+1 - 2a2an] - Z(’I’L - 1)04171 + O(|C|2)7 n = 2a3a C) ap = 17
y
Bp(¢) = bu+¢(n+1)bpy1 —C[2a2by + (n = 1)bpa] + O(IC]*), n=1,2,..., by =b1 =0,

La transformacién afin A. de K¢(f), con e = By((), estd en FY y tiene la descompo-

sicion

ALK (NI(z) = HE (2) + GE(2),

donde H}(z) = 24+ A2+ y Gi(z) = B3 ()22 + -+

Algunos célculos muestran que

AL (Q) = an + Cl(n+ Dans1 — 2a2a5] — ([2baby + (n = )an—1] + O(I(]) (2.25)

B;,(€) = bn + ¢[(n+ 1)bnt1 — 2b2ay] — ([2a2by + (0 — 1)bn—1] + O([¢[?) (2.26)

paran =2,3,....
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Fijemos un entero positivo n > 2 y supongamos que la funcion f =h+7 € .7-"% es tal
que la funcién h tiene coeficiente a, de parte real maxima. Por lo tanto, para cada ( € D
se tiene la desigualdad

Re{A}(()} < Re{an}. (2.27)

De (2.25) se ve que la desigualdad (2.27) se transforma en
Re{Cl(n + Dans1 — 2a2a0] — C2Baby + (0 — Dan 1] + OB} <0 (228)
Dividiendo por |[¢| y haciendo tender ¢ a cero a lo largo de un rayo en (2.28), obtenemos
(n 4+ 1)ans1 — 2asa, — 2bab, — (n — 1)a,—1 = 0, (2.29)

que se cumple para tal n. De manera similar (usando (2.26)), se puede mostrar que si
f=h+gc¢€ .7-"2, es tal que la funcién g tiene coeficiente b,, de parte real méaxima, entonces

b, debe satisfacer la ecuacién
(n + 1)bn+1 — 2bsay, — QCLQE — (n - 1)bn_1 =0 (230)

para tal n.

Las ecuaciones (2.29) y (2.30) se conocen como las relaciones de Marty para el caso
arménico. Un sencillo cédlculo muestra que la funcién arménica de Koebe (2.10), cuyos
coeficientes son a, = #(n+1)(2n+ 1) y by = #(n — 1)(2n — 1), es un ejemplo de una
funcién en SY que satisface todas las relaciones de Marty. En [10, Sec. 7] los autores

conjeturan que los coeficientes a,, b, de toda funcion f =h+g € 8217 donde

h(z)=2z+ Z anz" y g(z) = Z bn2",
n=2 n=2
satisfacen las desigualdades

anl < S+ D)@n+1) v ol < S = 1) (20— 1)
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para todo n > 2. Esto muestra que la funcién arménica de Koebe (2.10) es un candi-
dato natural para funcién extremal en S% para cada coeficiente. Esta se conoce como la
conjetura armonica de Bieberbach y corresponde al andlogo de la Conjetura 2 vista en la
Seccién 1.1. A diferencia del caso analitico, tal conjetura aun no estd resuelta. Por otra
parte, la funcién L en (2.11), cuyos coeficientes son a, = 3(n+1) y b, = —3(n — 1), es
un ejemplo de una funcién en C(I){ que satisface todas las relaciones de Marty. Esto tltimo

era de esperar debido que toda funcién f =h+7g € C%, donde

h(z)=z+ Z a2y g(z) = Z by 2"
n=2 n=2
satisface las desigualdades

n+1 n—1
y |bn|§

‘an| <

para todo n > 2, con igualdad para la funcién L en (2.11).



Capitulo 3

Espacios de Hardy

En esta seccién daremos las definiciones y resultados necesarios acerca de espacios de
Hardy, tanto en el caso analitico como en el caso armédnico, que seran fundamentales para

el Capitulo 4 de resultados principales.
3.1. Espacios de Hardy H?”

Para funciones analiticas en DD, las medias integrales de orden p son definidas por

1

27 ' 1/p
My(r, f) = {%/0 |f(re’9)]pd0} ., 0<p< oo,

Moo (r, f) = max 1f(re?)], p=oco.

El espacio de Hardy H? (0 < p < o0) se define como el espacio de funciones analiticas
en D tales que

sup My(r, f) < oo.
0<r<1

Dado que para cada a,b > 0 se cumple

aP 4 bP, si0<p<l1

p
(@+b) S{ PN+ W), sip>1, (5.1)

se tiene que los espacios HP (0 < p < 00) son espacios lineales. Para p > 1, la cantidad
| fllp :== sup Mp(r, f)
o<r<1

o1
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define una norma en el espacio HP, mientras que para 0 < p < 1, la cantidad

dp(f,9) = IIf —gliy
define una métrica en el espacio HP. En cualquier caso, HP es un espacio completo.

Sea ¢ € dD. Para 0 < a < 7/2 construimos el sector angular con vértice ¢, de dngulo
2« y simétrico respecto a la recta L : z = t(, t € R. Trazamos dos rectas desde el origen
perpendiculares a la frontera de este sector y denotamos por S, (() al sector en forma de
cometa en el interior del disco D que muestra la Figura 3.1. A tal regién, la denominamos

region de Stolz basada en el punto ¢ € ID.

Figura 3.1: Regi6n de Stolz S, ().

Diremos que una funcién f analitica en D tiene limite no tangencial L en ¢ € 0D si

f(2) = L cuando z — ¢, dentro de cada regién de Stolz S, (), 0 < a < 7/2.

TEOREMA 3.1. Si f € HP (0 < p < 00), entonces el limite no tangencial f({) existe en

casi todo punto ¢ € OD.

Como consecuencia del teorema anterior tenemos que si f € HP (0 < p < o0), entonces

el limite radial h’n% f(r¢) existe en casi todo punto ¢ € 9D.
r—
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En esta seccion, sdlo destacaremos lo resultados que seran necesarios para esta tesis.

Estos resultados los presentamos a continuacién.

TEOREMA 3.2. Si f € HP (p > 0) y f(¢) = 0 en un conjunto B C 0D de medida de

Lebesgue positiva, entonces f = 0.

TEOREMA 3.3. Toda funcion f analitica con parte real positiva en D pertenece al espacio

HP para todo p < 1.

TEOREMA 3.4. Toda funcion f analitica y convexa en D pertenece al espacio HP para todo

p < 1. El resultado es dptimo dado que la funcién ¢ en (1.9) no pertenece a H'.

TEOREMA 3.5. Toda funcion f analitica y univalente en D estd en el espacio HP para todo
p < 1/2. El resultado es dptimo dado que la funcion de Koebe k en (1.1) no pertenece a

H/2,

Sea ¢ una funcién de valores complejos en 9D. Diremos que ¢ € LP(9D) si

2T
/ o) Pdb < oc.
0

Sea ¢ una funcién de valores complejos en JD. La integral de Poisson de ¢ es la funcién
f definida por

[ e I
= — ————p(e'”)dl D.
O e M T GO

El siguiente resultado muestra una relacién que existe entre la funcién ¢ y su integral

de Poisson.

TEOREMA 3.6. Una funcion f analitica en D es la integral de Poisson de una funcion

p e LP(OD) (1 <p<o0)siysdlosife HP.
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3.2. Espacios de Hardy 7h”

Para funciones arménicas f de valores complejos, las medias integrales de orden p son

definidas por

1 2 ) 1/p
(i) ={ 55 [ lseepasl L 0<p <,
y
moo(rv f) = 1nax |f(7’6i9)’, p =00,

0<6<2m
El espacio de Hardy arménico h? (0 < p < 00) se define como el espacio de funciones
armonicas en D tales que

sup my(r, f) < oo.
0<r<1

Al igual que en el caso analitico, la desigualdad (3.1) muestra que los espacios h?
(0 < p < o0) son espacios lineales. Sea f = h + g una funcién arménica localmente
univalente que preserva la orientacién en . Es facil concluir que si h,g € HP para algin
p > 0, entonces f € hP para tal p. Como vimos anteriormente, toda funcién analitica
convexa pertenece al espacio de Hardy HP para todo p < 1. El resultado correspondiente

al caso armoénico lo presentamos a continuacién.
TEOREMA 3.7. Si f = h+g € Cy, entonces f € hP para todo p < 1/2.

Demostracion. Sea f = h+ g € Cyg. Es facil mostrar que para cada «, 8 € C tales que
la| > |B], f € hP (algin p) si y s6lo si la funcion Ay 0 f, donde Ay es la funcion
armonica afin en (2.2) pertenece a h? para tal p. Por lo tanto, podemos suponer sin perder
generalidad que f € C?{ escogiendo «, 8 € C adecuados. Usando el Teorema 2.3 tenemos
que, para cada 0 € [0, ), las funciones analiticas ®y = h — €2 g son univalentes, convexas
en la direccién 6 y normalizadas por las condiciones Fy(0) = Fj(0)—1 = 0. Del Teorema 3.5
obtenemos que para cada 6 € [0,7), Fp € HP para todo p < 1/2. En particular, h — g

y h + g pertenecen al espacio de Hardy HP? para todo p < 1/2. Por linealidad de los
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espacios de Hardy concluimos que h, g € HP para todo p < 1/2. El resultado se sigue por

la desigualdad triangular. O



Capitulo 4

Resultados Principales

4.1. Funciones armonicas generalizadas de Koebe y sus pro-
piedades extremales

En esta seccion determinaremos las funciones arménicas que maximizan la parte real
de todos los coeficientes de Taylor de h y g para funciones f = h+ g armonicas localmente
univalentes que preservan la orientacién en D pertenecientes a familias afin y linealmente
invariantes. También estudiaremos algunas de sus propiedades y veremos algunas aplica-

ciones a la familia de funciones Sy definida en la Seccién 2.2.

Comenzamos recordando que las funciones k, definidas por

1 1 @
fia(z)zza[<1i—z> —1], z €D,

para « adecuado, tienen un rol extremal en familias de funciones linealmente invariantes

(Ver Teoremas 1.9, 1.10 y 1.13). El siguiente resultado muestra una propiedad adicional
que tienen estas funciones en familias linealmente invariantes. Para ser mas precisos, mos-
traremos que las unicas posibles funciones que maximizan simultaneamente la parte real

de cada coeficiente de Taylor en familias linealmente invariantes son las funciones kK.

TEOREMA 4.1. Sea F una familia linealmente invariante de funciones analiticas en D.

o6
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Supongamos que existe una funcion fo € F tal que para todo entero positivo n, n > 2

sup Re{an(f)} = Re{an(fo)} -

fer

Entonces, fo = ko, donde a es el orden de la familia F.

Demostracion.

Para simplificar la notacién, usaremos A,, = a,(fo). Dado que la familia F es invariante
por rotaciones, se concluye que cada coeficiente A, es real y positivo. En particular, el
coeficiente Ao es mayor que cero dado que este coincide con el orden de la familia F y
el orden de una familia linealmente invariante es mayor que 1 (ver [25]). Luego, usando
el hecho que fy maximiza la parte real de cada coeficiente de Taylor se concluye que las

relaciones de Marty (1.29) se cumplen para todo n > 1. Luego, para todo n > 1
(n + 1)An+1 = 2454, + (n — 1)An,1 .
Usando lo anterior obtenemos
o
fo(z) = 14> nd,2""
n=2

= 1+ Z(n +1)Apg12"

n=1

= 1+2A4, i A2+ i(n — 1A, 12"

n=1 n=1

= 1+ 2A2f0(z) =+ ZQf(/)(Z) .
Por lo tanto, fy es solucion de la ecuacién diferencial
(1—22)f5(2) =1+242f0(2), z€D, (4.1)

cuya solucién con dato inicial fo(0) =0 es fo = Ka, con o = Az = as(fo). O

Como veremos, el Teorema 4.1 tiene un andlogo arménico. Este resultado es uno de

los principales de esta seccién y tendra algunas importantes aplicaciones para la clase Sp.
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Para establecer este resultado es necesario tener un analogo arménico de la funcién k, en
(1.21).

La motivacién es la siguiente. Como fue probado en [9] la funcién Ky (1,a,1, R) en

M 1 1
a=1/1+4—=+-R*—-R y R=  sup |g(0)],
2 2 2 f=h+ge(Fihe

es extremal para el problema de maximizar la parte real del segundo coeficiente de Taylor

(2.8) con

de h para funciones f = h+g € (FM)° Recordemos que F¥ (M > 0) denota la familia de
funciones arménicas localmente univalentes que preservan la orientacién en D normalizadas
por las condiciones h(0) =1 — h/(0) = 0 y g(0) = 0, con norma Schwarziana acotada por

M. Este resultado generaliza el Teorema 1.13 de Pommerenke que establece que la funcién

1 1 @
ma(z)—m[<1i—j> —1], zeD,

con o =+4/1+ % es extremal en Fj; para el segundo coeficiente, donde Fjs es la familia

de funciones f analiticas localmente univalentes en D, normalizadas por las condiciones
f(0) =1 — f(0) = 0 que satisfacen la condicién ||S¢|| < M, y propone una definicién

adecuada de funcion armdnica generalizada de Koebe.

Para cada o € C, |A| = |u] =1y 0 < R < 1 la funcidn armdénica generalizada de
Koebe Kip = K (A, o, i1, R) se define como la funcién arménica Ky = h+g tal que hy g
son soluciones del sistema (2.8). Aqui, nos centraremos en analizar algunas propiedades de
las funciones armonicas generalizadas de Koebe en aquellos casos cuando los pardmetros
A, 10y « son numeros reales. En estos casos, diferentes simetrias se pueden obtener como

muestra el siguiente lema.

LEMA 4.1. Para cada o, A\, y R nimeros reales tales que |A\| = |u| =1y 0< R <1, la

funcion Ky = Kg(\, a, pu, R) satisface las siguientes propiedades:

(Z) KH(l,O[, 17R) = KH(_LO( + R7 11R) .
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(ii)) Kg(—-1,a,—1,R) = Kg(l,a+ R,—1,R) .
fiii) Ku(\ —ay i, R)(2) = —Kn(\ , —p, R)(~2)
Demostracion.

(i) Sean Ky (1,,1,R) = h+g, Ky(—1,a+R,1,R) = H +G. Entonces, se cuample que

h—g=ka, H+G=karry ¢ /0 =G'/H' =Ig. Un sencillo célculo muestra que

e O (G
g=G= 2(11_2) (ii)w (GJ—ri)R_l)

Como h(0) = H(0) =0y ¢g(0) = G(0) = 0 se concluye que h = H y g = G. Por lo

tanto, K (1,a,1, R) = Kg(—1,a+ R, 1, R).
(ii) Es directo de (i).

(iii) Notar en primer lugar que para cada nimero real a y para cada 0 < R < 1 las
ecuaciones
boa() = —kal=2) v In(2) = —ln(~2) (42)
son validas para las funciones analiticas ko y (g definidas en (1.21) y (2.9).

Sean Ky (A, —a, i, R) =h+gy Kg(\ a,—u, R) = H + G, entonces se cumplen

h—Xg=FkK_q B B
LI o) =g =0 (13)

{ H — \G = kq H(0) = G(0)=0. (4.4)

w=G/H =—ppr ’

Sea —Kpg(\ a,—u, R)(—z) = Ho(2) + Go(z). De (4.2) y (4.4) es fécil ver que Hp y

Gy satisfacen las ecuaciones

Ho(2) = AGo(2) = K_a(2) -
{ w=Gy/H) = plg ’ Hy(0) = Go(0) =0.
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Por lo tanto, de (4.3) se obtiene la igualdad pedida.

O

El lema anterior muestra que es suficiente restringir nuestro anélisis a funciones armoni-

cas generalizadas de Koebe de la forma K(1,a,1, R), la cual denotaremos por

Ko pr:=Kpg(l,a,1,R). (4.5)

Antes de presentar el resultado principal de esta seccién, necesitamos algunas obser-
vaciones importantes. La primera de ellas es relacionada con el segundo coeficiente de
Taylor by de g de cada funcién arménica f = h + g localmente univalente que preserva la
orientacién en D y estd normalizada por las condiciones h(0) =1 — A'(0) =0y g(0) = 0.
En tal caso, la dilatacién w = ¢’/h’ de f es una funcién analitica de D en D que fija el
origen. Por lo tanto, el lema de Schwarz implica que |w'(0)| < 1. Dado que ¢’ = wh’, se
tiene la siguiente estimacién para el segundo coeficiente de g

bl = 519"(0)] = 51/ (O (0) + (0 (0)] = 5[/ (0)] <

DO | =

Esto muestra, en particular, que la parte real del coeficiente by de g de tal funcién f = h+g

es siempre menor o igual a 1/2.

La segunda observacién es relacionada con el coeficiente as de la parte analitica h de
una funcién f = h + g que maximiza la parte real de los coeficientes as y b2 en la familia

.7:%. Este resultado lo presentamos a continuacién.

LEMA 4.2. Sea Fy una familia de funciones armdnicas localmente univalentes que pre-
servan la orientacion en D, afin y linealmente invariante. Supongamos que existe fo =

ho +%E]—}0{ tal que

sup  Re{az(h)} = Re{az(ho)} 'y sup  Re{ba2(g)} = Re{b2(g0)} -
f=h+geFy f=h+geFy

Entonces aa(hg) > 1/2.
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Demostracion. Supongamos que ag(hy) < 1/2. Dado que as(hp) maximiza Re{az(h)} en
F9 necesariamente az(hg) es un nimero real positivo. Por lo tanto, para cada funcién
f=h+7€FY la desigualdad Re{az(h)} < 1/2 es vélida.

Sea @ = ¥ + I' una funcién en Fp, entonces existe una funcién f € F y 8 € D tal
que ® = f + Bf. Unos simples célculos muestran que la parte analitica de ® es igual a

U = h + fBg. Luego

Re{h"(0) + Bg"(0)}

sup  Re{az(¥V)} = sup
d=U+TeFy f=h+gEFy 6D 2
" !
Ly R0+ 1570)
f=h+gEeFY BED 2
< az(ho)+ sup |b2(g)| < 1. (4.6)
f=h+geFY

Denotemos por H la familia de partes analiticas de funciones en Fg. Dado que Fy es
afin y linealmente invariante, entonces se ve que H es una familia de funciones analiticas
linealmente invariante. Pommerenke en [25], muestra que el supremo de Re{az(V)} sobre
funciones ¥ en una familia linealmente invariante de funciones analiticas es siempre mayor
o igual que 1. Esto contradice (4.6) y prueba que ag(hg) > 1/2.

Para finalizar la demostracién, mostraremos que az(hg) = 1/2 no es posible. A modo
de tener una contradiccién, supongamos que ag(hg) = 1/2. Tenemos dos diferentes casos

a considerar. El primer caso es que

N

sup  |b2(g)| = ba(go) <
f=h+geFY

Argumentando como antes vemos que el orden de la familia linealmente invariante H es

estrictamente menor que 1, es decir, una contradicciéon. El segundo caso a analizar es

1
ba(g0) = 3

De nuevo, denotemos por H la familia linealmente invariante de funciones analiticas que

son partes analiticas de funciones en Fp. Es posible mostrar que el orden de esta familia
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coincide con el orden de la clausura (respecto a la topologia de la convergencia localmente
uniforme) H de H. Nuestra hipétesis muestra que el orden ord(H) de H es igual a 1. Por
definicion Ord(Fg) = ord(H) y entonces Ord(Fy) = 1.

Por otra parte, dado que b2(go) = 1/2, la dilatacién w = gj,/h{, de fy satisface w'(0) =
2b2(go) = 1. Por el lema de Schwarz concluimos que wy es la identidad. Hemos mostrado
entonces que existe una funciéon arménica fo = ho + gy € .7-"10{ con dilatacién igual a la
identidad. El mismo argumento usado en la demostracién del Teorema 3 en [9] muestra

que Ord(Fpg) > 2. Esta contradiccién finaliza la demostracién. O

Como consecuencia del lema anterior y de la observacion hecha justo antes, tenemos
que si una funcién f = h + § maximiza simultaneamente el segundo coeficiente de Taylor

de h y g en la familia FY, entonces az(h) — ba(g) > 0.

Ahora estamos en condiciones de presentar nuestro resultado principal de esta seccion.

TEOREMA 4.2. Sea Fy una familia de funciones armdnicas localmente univalentes que
preservan la orientacion en D, afin y linealmente invariante. Supongamos que existe fo =
ho+ g0 € .7-"% tal que
sup  Re{an(h)} = Re{an(ho)} vy sup  Re{b,(g9)} = Re{bn(90)} (4.7)
f=h+geFy f=h+geFy;
para todo n > 2. Entonces, fo = Ko g, donde K, r es la funcion arménica generalizada
de Koebe (4.5), con a = aa(ho) — b2(g0) y R = 2b2(g0). Mds aun, el orden de Fy es igual

a Ord(Fg) =a+ R.

Demostracion. Para simplificar, usaremos la notacién A, = a,(ho) y Bn = bn(go). Sea
fo=ho+g0 € FY la funcién arménica que satisface las igualdades de (4.7). De la hipétesis
es facil ver que todos coeficientes de Taylor A,, y B, son reales y positivos para todo n > 1.

Usando las normalizaciones de funciones en ]-"IO{ tenemos que A4g=By=B1 =0y A1 =1
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y escribimos
o0 (0.9]
z) = z+ZAnz"—|—Zan”.
n=2 n=2

Las hip6tesis (4.7) implican que las relaciones de Marty (2.29) y (2.30) se cumplen

para todo n > 1. Por lo tanto,

(n+1)Api1 = 2434, + 2B3Bp + (n — 1) Ap_y (4.8)

(n + 1)Bn+1 = 2Aan + 2B2An + (n - 1)Bn_1 (49)

son validas para todo n > 1, pues todos los coeficientes A,,, B,, de hg, go, respectivamente,
son reales.

Restando (4.8) y (4.9) obtenemos que
(n + 1) (AnJrl — Bn+1) = 2(A2 — BQ)(ATL — Bn) + (TL — 1)(An,1 — anl)

para todo n > 1. Entonces,
oo
(ho—g0)(z) = 1+ n(A, —By)z""
n=2
oo
= 1+ Z(n +1)(Ans1 — Buga)2"

o0
= 142(4; — By) ZA — By)
n=1
o0

+ Y (n—1) (A1 — Apg)2”

n=1
= 1+2(A2 — B2)(ho — g0)(2) + 2°(h — o) (2) -
Hemos mostrado que la funcién hg — go satisface (4.1) con a = 2(Ay — Bs) (que es positivo
por el Lema 4.2). De esta manera, hg — go es igual a la funcién generalizada de Koebe
K/Angz
Sumando (4.8) con (4.9), y de manera totalmente analoga a lo senalado anteriormente,

podemos obtener que hg + go es igual a la funcién generalizada de Koebe k4,4 B, .



Para calcular la dilatacién w de fp notar que como ho+go = Ka,+B, Y ho— 90 = Ka,—

tenemos que
h6(1 + w) = KJ%Q“”BQ y h6(1 - U.)) = ,{/142732 )

y entonces

1+w(z)  Kayyp,(2) (1 +z)232
L-w(z) Ky, p,(2) 1—2z

Despejando w de la ecuacién anterior obtenemos que w esta dada por

2B>
14+
(=)
) _

w(z) = —Z55—-
1+ 2
(B2) " +1

64

B>

Es decir, w es la funcién lente (2.9) con R = 2B,. Por lo tanto, fo = K, g con o = Ay — By

yR: 2B2.

Para probar la segunda parte del teorema acerca del orden Fpy primero notar que

a+ R = Ag + By, donde

As = méx Re{an(h)} = mix |ay(h)]
f=h+geFy f=h+geFYy

By= miéx Re{ba(g)} = mix |ba(g)l.
f=h+geFy, f=h+geFy

Como fue mencionado en la prueba del Lema 4.2, cada funcién ® = @ + T € Fg puede

ser escrita como

®=f+pf,

para algin f = h+g € Fy y 8 € D. Dado que ¥ = h + B¢ , tenemos que el segundo

coeficiente de Taylor de cada funciéon ¥ satisface

a2 (P)| = |az(h + Bg)| < A+ By,

el cual prueba que Ord(Fpg) < Az + By. Como la funcién hg + go pertenece a la clausura

H de la familia de partes analiticas de funciones en Fg y dado que ord(H) = ord(H) se

concluye que Ord(Fg) = ord(H) = Az + B2 = a + R. Esto concluye la demostracion.

O]
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A continuacién, algunos corolarios del teorema anterior.

COROLARIO 4.3. Sea Fgy una familia de funciones armdnicas localmente univalentes que
preservan la orientacion en D, afin y linealmente invariante. Supongamos que existe fo =
ho+ 90 € .7:% que satisface las ecuaciones en (4.7) para todo n > 2. Entonces, la igualdad
se presenta en alguna de las desigualdades de (2.19) y (2.20) (segin sea el caso) para la

funcion fy.

En palabras simples, las funciones extremales del Teorema 4.2 son ejemplos de funcio-
nes que producen la igualdad en las desigualdades del teorema de crecimiento en familias

de funciones armonicas afines y linealmente invariantes (Teorema 2.11).

Demostracidn. [Demostracion Corolario 4.3] Por el Teorema 4.2, fy = K, g, donde K, g es
la funcién arménica generalizada de Koebe (4.5), con o = az(hg) — b2(g0) v R = 2b2(go)-
Ademas, el orden de la familia Fp es igual a Ord(Fg) = o + R. Como se mostré en
el Lema 4.1, la funcién fy = Ko p = Kr(1,0,1,R) = Kg(—1,a + R,1,R). En otras
palabras, si hg, go son las partes analitica y co-analitica, respectivamente, de la funcién fy
entonces hg + go = ko+r. Como las funciones hg, gg tienen coeficientes reales se tiene la

igualdad

ho(2) + go(z) = ho(2) + go(2) = Ka+r(2),

para cada z € DNR.

Por lo tanto, si z € DN R entonces

1 i 1 01+R
CEY <1+Z> —1| , sio<z<l1,
(0% —Z

ho(2) + 90(2)| = |karr(2)] =

— |1 - , si—1<2z<0,
2(a + R) <1—z> . °=

\ L J

lo cual muestra la igualdad en las desigualdades del Teorema 2.11 (segun sea el caso), dado

que Ord(Fpg) =a+ R. O
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Antes de presentar un ultimo corolario, necesitaremos el siguiente resultado acerca
de la univalencia de las funciones arménicas K, g para los distintos valores de o € R y

0<R<I.

TEOREMA 4.4. Sea o un nimero real y 0 < R < 1. Entonces, K, r es univalente si y sélo

st —2 < a<2.

Demostracién. Consideremos primero el caso en que a = 0. En este caso, Ko gp = h + 7,

donde h y g resuelven el sistema

h—g= ko B B
{ w=g /W =1p h(0) = g(0) = 0.

La funcién kg en el sistema anterior es la funcién convexa en (1.22). Por el Teorema 2.2,
se concluye que Ko r es univalente para cada 0 < R < 1.

Supongamos ahora que 0 < a < 2. Por el Teorema 1.14, la funcién k. es univalente.
Dado que k4 es convexa en la direccién horizontal, entonces por el Teorema 2.2 se concluye
que la funciéon K, g es univalente si0 < a <2y 0 < R < 1.

Probaremos ahora que si o > 2, entonces K, g no es univalente. Dado que o y R
son numeros reales, las funciones k. y [r tienen coeficientes reales. De la ecuacién h' =
k., /(1—1R) se observa que los coeficientes de Taylor de h son reales. Finalmente, la ecuacién
g = h — ko muestra que los coeficientes de g también son reales.

Sea a =2+ ¢, con € > 0 adecuado. La funcién n(z) = (1 + z)/(1 — z) mapea el disco

sobre el semiplano derecho Re{w} > 0. Luego, existe z; € D tal que

1+2 ;
A i
1—21

y entonces kq(21) es un nimero real negativo (Notar que z; no puede ser real). Sea zo = Z7.

Dado que k&, tiene coeficientes reales, la identidad ko (Z) = kq(2) se tiene para todo z € D.

En particular, dado que k4(21) es un nimero real tenemos que k4 (22) = kq(21). En otras
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palabras, hemos encontrado dos puntos distintos z1, z9 € D tales que

ra(z1) = h(z1) = g(21) = h(z2) = g(22) = Ka(22),

el cual nos da la identidad h(z1) + g(22) = h(z2) + g(21). Usando que g tiene coeficientes

reales obtenemos la igualdad

f(z1) = h(z1) +g(21) = h(z1) + 9(z2) = h(21) + g(22)

= h(z2) +g(21) = h(z2) + g(%) = M(22) + g(22) = f(22).

Por lo tanto, K, g no es univalente si o > 2. De esta manera, si a > 0 entonces K, g es
univalente si y sélo si 0 < a < 2.
Por otra parte, el mismo argumento usado anteriormente muestra que la funciéon F =

H + G, donde H y G resuelven el sistema

H — G = gy
w=G"/H =-lg ’

no es univalente si & > 2. Notar que F' es univalente si y sdlo si la funcion f definida
por la ecuacién f(z) = —F(—z) es univalente. Por definicién, la funcién F es igual a
F = Kg(1,a,—1,R). Usando la propiedad (iii) del Lema 4.1 tenemos que f es igual a
Kg(1,—a,1,R) = K_, r. Finalmente, se concluye que K_, r es univalente si y sélo si

0 < —a < 2. Esto termina la demostracién. O

COROLARIO 4.5. Supongamos que existe una funcion fo € 8% que satisface las ecuaciones
pong q Y

sup  Re{an(h)} = Re{an(ho)} y sup  Re{bn(9)} = Re{bn(g0)},
f=h+geSY f=h+gesY

para todo n > 2. Entonces, fo es la funcion armdnica de Koebe (2.10).

Demostracion. Por el Teorema 4.2, fo = K, r, donde K, g es la funcién armoénica gene-

ralizada de Koebe (4.5), con o = aa(hg) — b2(g0) vy R = 2b2(go). Un célculo muestra que
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el segundo coeficiente de la parte analitica de K, g es igual a a + R/2. Dado que fy es
univalente, entonces por el Teorema 4.4 se tiene que el mayor valor que toma « + R/2 es
5/2, es decir, cuando o = 2 y R = 1. Por lo tanto, fy es la funcién arménica de Koebe
(2.10). O

Fl siguiente resultado es inmediato de los Corolarios 4.3 y 4.5.

COROLARIO 4.6. Supongamos que existe una funcion fo = hg + go € SIOLI que satisface las

ecuaciones

sup  Re{a,(h)} = Re{an(ho)} vy sup  Re{b,(9)} = Re{bn(g0)}
f=h+gesy f=h+geSY

para todon >2. Si f =h+g€ S%, entonces para cada z € D

é[“(i;}i:)gl S\f(Z)\S% (if:j)d—ll (4.10)

La igualdad se alcanza en alguna de las desigualdades de (4.10) para la funcion armdnica

de Koebe (2.10). En particular, el rango de toda funcion armdnica f = h+g € SY contiene
el disco {|]z] < 1/6}.
4.2. Propiedades geométricas y analiticas de partes analiti-

cas y dilataciones de funciones armonicas en familias
de funciones convexas

En esta seccién estudiaremos las partes analiticas h y dilataciones w = ¢'/h’ de funcio-
nes armoénicas f = h+7 en las familias de funciones convexas Cyr, completamente convexas
CCh y establemente convexas SCy. Como se mostré en la Seccién 2.5 (Corolario 2.9), la
parte analitica de toda funcion establemente convexa es convexa. Es razonable pensar si
esto es también vilido para las familias de funciones convexas Cy y completamente con-
vexas CCpy, sobre todo para funciones f = h 4+ g € CCp, dado que en la inecuacién (2.12)

interviene el término

Re {1 + z’;/,l((;) } ,
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que esta estrechamente relacionado con la convexidad de h.

Respecto a la clase Cp, no es dificil ver que la funcién L definida en (2.11) tiene parte

analitica

h(z):;(liz+(1—zz)2>’

que no es convexa. Por lo tanto, las partes analiticas de funciones arménicas convexas no
necesariamente son convexas. Por otra parte, respecto a la clase CCy hemos obtenido el

siguiente resultado.
TEOREMA 4.7. Existe f = h+ g € CCy tal que su parte analitica h no es convera.

Para la demostracion de este resultado, es necesario hacer una importante observacién.

Como fue mencionado en la Seccién 2.5, la siguiente cadena de inclusiones
SCy C CCx C Cy, (4.11)

es valida para las tres familias de funciones convexas antes mencionadas. Como se mostré
en la Seccién 2.4, la funcién L = h+g definida en (2.11), es convexa pero no completamente
convexa. Dado que L({|z|] < r}) es un dominio convexo para cada 0 < r < /2 — 1,
tenemos que la funcién f(z) := L((v/2 — 1)z) es completamente convexa. Un sencillo
calculo muestra que si H y G son las partes analitica y co-analitica de f, respectivamente,
entonces H(z) — G(z) = k((v/2 — 1)2), donde k(z) = z/(1 — 2)? es la funcién de Koebe
(1.1). Dado que el radio de convexidad de la funcién de Koebe es 2 — V3 y2— V3 < V22— 1,
concluimos que H —G no es convexa. Por lo tanto, f(z) := L((v/2—1)2) no es establemente

convexa. Este ejemplo muestra que la cadena de inclusiones (4.11) es estricta, es decir,
SCy & CCx & CH. (4.12)

Con la observacion anterior, procedemos a mostrar el Teorema 4.7.
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Demostracion. [Demostracién del Teorema 4.7.] Supongamos, a modo de tener una con-
tradiccién, que la parte analitica de toda funcién armonica f = h 4+ g € CCx es convexa.
Dado que para cada a € D, la funcién arménica 1,(2) = z + aZ preserva la convexidad, se
tiene que f € CCy si y s6lo si f, := g0 f = f +af € CCx. Un simple calculo muestra
que la parte analitica de f, es h 4+ ag. Bajo la suposicion de que la parte analitica de cada
funcién arménica completamente convexa es convexa, concluimos que h + ag es convexa
para cada a € . Usando el teorema de Hurwitz y el hecho de que f preserva la orienta-
cién, obtenemos que h + ag es convexa para todo |a| < 1. Finalmente, del Teorema 2.7
concluimos que f = h 4 g es establemente convexa. Esto contradice (4.12) y termina la

demostracion. ]

En virtud de lo anterior, se ve que entre las tres familias SCx, CCx v Cx, la familia
SCy es la tUnica familia de funciones arménicas convexas tal que todas sus funciones
tienen partes analiticas convexas. Gran parte de esta seccion estard dedicada, entre otras
cosas, a saber qué tipo de funciones convexas pueden ser partes analiticas de funciones

establemente convexas. Para hacer esto es necesario estudiar sus dilataciones.

Denotaremos por A(D; D) al conjunto de funciones w analiticas en D tales que w(D) C
D. Sea H un conjunto de funciones arménicas en I, diremos que una funcién w € A(D; D)
es admisible en H, si existe una funcién armoénica f = h+g € H tal que w = ¢’/h/, es decir,
w es dilatacion de alguna funciéon arménica en H. Al conjunto de dilataciones admisibles

en un conjunto de funciones armonicas H lo denotamos por Dy.

En [4] los autores muestran que si una funcién arménica f = h + g € SY satisface la

condicién

entonces f € C%.
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El resultado a continuacién muestra que lo anterior también es valido para funciones

armonicas f =h+7g € S% que satisfacen la condicién

h(z)—g(z):110g<1+z>, 2eD.

1—2

LEMA 4.3. Sea f = h 4+ G una funcion armdnica localmente univalente que preserva la
orientacion en D, con las normalizaciones h(0) =1 —h'(0) =0 y g(0) = ¢’(0) =0 y que

satisface la condicion

1 1+ 2
h(z)—g(z):2log<1_z>, zeD.

Entonces f = h+7g € CY.

Demostracion. Mostraremos que independiente de la dilatacién, la funcion f = h + 3,

donde h, g resuelven el sistema

1+z>
1=2/ (2eD), h(0)=g(0)=0,

(o) - o) = g 1og

g(2)/N(z) = w(z)
pertenece a C?{. Para esto, notar que para cualquier 6 € [0, 7[, la eleccién de v = /2 y

1= —0 + 7 produce la desigualdad

Re{—iei"(l — 2cosve Hy + 6_2w22)(h/(—1'6i9 ) — €2i99/(—i€i9 N} =

0
singRe { L@ L
1 — w(—iez)

Por lo tanto, usando el Teorema 2.5 concluimos que f es convexa. O

Con la ayuda del Lema 4.3 podemos mostrar el siguiente resultado acerca de las dila-

taciones de funciones armonicas convexas.
TEOREMA 4.8. D¢, = A(D;D).

Demostracion. Sea w € A(D;D). Tenemos dos diferentes casos a considerar. El primer

caso es w(0) = 0. Usando el Lema 4.3, obtenemos que la funcién arménica f = h + g,
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donde h, g resuelven el sistema

1 o 1+2
h(z) = g(2) = 5 log <1 — z> (z € D), h(0) = g(0) =0,
g ()N (z) = w(z)

es convexa. Por lo tanto, w € D¢, . El segundo caso a analizar es w(0) # 0. Dado que

b= w(0) € D, entonces la funcién w* definida por

w(z)—b

wilz) = 1 — bw(z)

es una funcién de D en D que fija al origen. Luego, usando el Lema 4.3 obtenemos que la

funcién arménica F' = H 4+ G, donde H, G resuelven el sistema

Lo (LE2
H(z) = G(2) = 51 g<1—z> (z € D), H(0) = G(0) =0,

G'(2)/H'(2) = w"(2)

es convexa. Usando, de nuevo, que b = w(0) € D, se tiene que la funcién arménica f =

F + bF es convexa y tiene dilatacién

w*+b
w = — =
r 1+ bw*
Por lo tanto, w € D¢,,. Esto termina la demostracion. ]

Desafortunadamente, no hemos obtenido avances en relacién con las dilataciones de
funciones armonicas completamente convexas. Creemos que en este caso, las dilatacio-
nes de funciones arménicas completamente convexas deben satisfacer la inclusién estricta
Dece,, & A(D; D). Para el caso de dilataciones de funciones establemente convexas tenemos

el siguiente teorema.
TEOREMA 4.9. Siw € Dse,,, entonces w' € HP para todo p < 1.

En la Teoria de Espacios de Hardy, la conjetura de Bloch-Nevanlinna aseguraba que si
f € N, entonces f' € N, donde N es la clase de Nevanlinna. Recordemos que una funcién

f analitica en DD esta en la clase N si las integrales

27
| o 17t o
0
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son acotadas para r < 1, donde log™ es la funcién definida mediante la ecuacién

logz, z>1
logt oz =
0, 0<z <.

Es conocido que todos los espacios HP (0 < p < o0) estan contenidos en la clase de
Nevanlinna N. Diremos que una funciéon analitica ¢ en el disco D satisface la condicién
de Bloch Nevannlinna (B-N) si

p€eN= ¢ €N.

Se sabe que existen funciones analiticas que no satisfacen la condicién de Bloch-Nevanlinna.
Mas precisamente, existen funciones ¢ € H* continuas en el disco cerrado D tales que la
derivada ¢'(z) tiene limite radial en casi ningin punto. Para mas detalles, por ejemplo,
ver [12].

Sin embargo, el Teorema 4.9 muestra que las dilataciones de funciones arménicas es-

tablemente convexas si satisfacen la condicion B-N.

Demostracion. [Demostracion del Teorema 4.9] Sea w € Dsc,,, entonces existe f = h+g €

SCy tal que ¢'/h' = w. Por el Teorema 2.8,

Re{1+z’;/:((j))}+}ze{m} >0, (4.13)

para todo z € D y para todo |A| < 1. Definamos las funciones

pz) =1+ z};;/l((j))
y
Bl = 9l) + T (.19

De la convexidad de h y de (4.13) tenemos que ¢, 9, € P. Usando el Teorema 3.3
tenemos que ¢, ¥y € HP para todo p < 1. De (4.14) y por linealidad del espacio de Hardy,

tenemos que para cada |A| =1 la funcién analitica

Azw'(2)
M) = T30
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estd en HP para todo p < 1. De la igualdad (1 + Aw(2))nx(2) = Azw/(2) y dado que
1+ Aw(z) esta acotada, concluimos que 2w’(z) estd en HP para todo p < 1. Por lo tanto,

lo mismo es valido para la funcién analitica w’'. O

Como se mencioné anteriormente, estamos interesados en saber qué tipo de funciones
convexas pueden ser partes analiticas de funciones establemente convexas. Para esto es

necesario introducir una subfamilia propia de funciones convexas.

Sea k € (0,1]. Diremos que una funcién ¢ analitica y localmente univalente en D es

k-convexa si la condicién

Re {1 + zi,/((j;} > k

se cumple para todo z € D. El conjunto de funciones k-convexas ¢ con las normalizaciones

©(0) =1 —¢'(0) = 0 es denotado por C[k]. Es importante notar que C[k] C C para todo

k € (0,1], donde C es el conjunto de funciones analiticas y convexas normalizadas en D.

El siguiente teorema muestra que las funciones k-convexas son un ejemplo de funciones
convexas que son partes analiticas de funciones establemente convexas. El resultado lo

enunciamos como sigue.

TEOREMA 4.10. Sea h una funcion analitica k-convexa. Sea w € A(D;D) no constante tal
que w' € H™. Entonces, existe a € D tal que la funcion armdnica f = h+79g con dilatacion

aw es establemente convexa.

Antes de empezar con la demostracién, es importante destacar que la condicién en la

dilatacién en este teorema es consistente con el Teorema 4.9.

Demostracion. [Demostraciéon del Teorema 4.10] Sea h una funcién k-convexa, w € A(D; D)

no constante tal que w’' € H® y sea

f(2) = h(z) + /0 Caw(QW(Q)de (4.15)
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la funcién armonica con parte analitica h y dilataciéon aw. Para mostrar que existe o € D
tal que la funcién arménica en (4.15) es establemente convexa, es suficiente mostrar, por

el Teorema 2.7, que existe a € D tal que las funciones analiticas

F\:=h+ )\/OZ aw(Q)N (¢)d¢

son convexas en D para todo |[A| = 1. Dado que w’ € H®, tenemos que |[w'| < M en el

disco unidad para algin M > 0. Un céalculo muestra que

Re{1+zF§((z))} = Re{1+zl;l/,,((§))} +Re{1/\fﬁ§l)}

/
(0]
14+ Awp(2)]
M
> k- o >0
1 — e

si |a| < k/(M + k). Por lo tanto, si escogemos « tal que |a| < k/(M + k), entonces la

funcién arménica en (4.15) es establemente convexa. Esto termina la demostracién. [

El teorema anterior nos entrega un método para construir funciones establemente con-

vexas. A continuacién veremos un ejemplo para ilustrar.

EJEMPLO 4.1. Sea

h(z):log<1iz>.

Un sencillo cdlculo muestra que h € C[1/2], es decir, h satisface la desigualdad

h'(2) 1
> — .
Re{lJrzh/(z)}_Q, zeD

Del teorema anterior, tenemos que la funcion f = h+79 con dilatacion w(z) = az es esta-
blemente conveza, si |a] < 1/3. Si escogemos (por ejemplo) ov = i/8, entonces obtenemos

la funcidn armonica establemente conveza

() = log (1;) _ élog (1 L Z) + éz. (4.16)
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La imagen del disco bajo el mapeo anterior fue realizado con el programa Mathematica y

se muestra en la Figura 4.1 a continuacion.
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Figura 4.1: Imagen del disco D bajo la funcién f en (4.16).

Es 1til encontrar una condicién geométrica que garantice la k-convexidad. Es decir,
si 2 es un dominio convexo y h es una funcién analitica de D sobre 2, entonces, ;jqué

condiciones debe satisfacer el dominio €2 para que h sea una funcién k-convexa?

El siguiente teorema propone condiciones necesarias para la k-convexidad, las cuales
seran utiles para los siguientes resultados. Para esto es necesario recordar el concepto de

curvas de clase C™* (0 < a < 1).

Una curva de Jordan C' C C es de clase C™® (0 < a < 1) si tiene una parametrizacion
C: w(t), 0 <t <2m, que es n-veces continuamente diferenciable, con w’'(t) # 0, y existe

una constante M > 0 tal que

lw™ (t1) — w™ ()] < M|ty — 2], t1,t2 € [0,27].

TEOREMA 4.11. Sea I una curva de Jordan convexa en C. Sean wy,...,w, = wy puntos

en ' (en orden ciclico), y sean Ty los arcos cerrados entre wg—1 y wi, k = 1,2,...,n.
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Supongamos que los arcos T'y, son de clase C*® para algin o > 0, no contienen segmentos
rectos (0 mas generalmente, no contienen puntos de curvatura cero) y que la curva I’ forma
en wy un dngulo interior may, con 0 < ap < 1. Sea Q0 el dominio acotado por la curva T'.

Si h mapea D conformemente sobre §2, entonces h es d-convexa, para algin § > 0.

En palabras simples, si h es una funcién convexa tal que k(D) es un curva convexa
que es la union de arcos lo suficientemente suaves y lo suficientemente curvados, entonces
h es d-convexa, para algin ¢ > 0.

Para la demostracion del Teorema 4.11 es necesario tener en consideracién algunos

hechos importantes.

Sea f una funcién analitica localmente univalente en D. Sea C,. la imagen de la circun-
ferencia |z| = r < 1 bajo la funcién f. Entonces, la curvatura de C, en el punto w = f(z)

estd dada por la formula

Rz

Re{1+zf”@)}. (4.17)

O] F(z)

Diremos que una funcién f es regulada en el intervalo [a,b] C R si los limites laterales

B(tT) = lim B(r) y B(t7)= lim B(r)

T—tt Tt~

existen para cada t € [a,b].

Sea G un dominio simplemente conexo en C y sea f un mapeo de Riemann de D sobre
G. Por el Teorema de Carathéodory (ver por ejemplo [27, Teo. 2.1]), podemos parametrizar

0G como

G : w(t) = f(e), t € [0,27].

Diremos que G es un dominio regulado si para cada punto ¢ € dG el conjunto f~1(¢) es

finito y
lim arg[w(7) —w(t)] , si w(t) # oo,
Tttt
B =4 _
lim argw(r) + 7 , st w(t) = oo

Tttt
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existe para todo ¢ y define una funcién regulada. Adicionalmente, si 8 tiene variacion aco-
tada, entonces diremos que GG es un dominio de frontera de rotacién acotada. Recordemos
que 3 es de variacion acotada si satisface
o n
| waso] = s > 15(6) - Bt
0 {to} v=1
donde el supremo es tomado sobre todas las particiones de [0, 27]. Existe un teorema de
representacién para funciones f analiticas y univalentes de D sobre GG, donde G C C es un
dominio de frontera de rotacién acotada (ver por ejemplo [27, Cor. 3.16]). Este resultado

lo presentamos a continuacién.

TEOREMA C. Sea f una funcion analitica y univalente de D sobre un dominio G de

frontera de rotacion acotada. Entonces

1 27 )
log £'(2) = log £/(0) ~ - [ log(1— ¢ "2)d3(1), 2D,
T Jo
donde la rama de logaritmo se escoge de manera que |arg(l — e~ z)| < 7/2 para z € D.

Como es sabido, cada funcién de variacién acotada [ puede ser expresada como (8 =

Bsaito + Bsing + Babs, donde Bgq4, €s constante excepto para una cantidad contable de

puntos, ﬁsing es continua con ﬁ;mg = 0 para casi todo punto y [us €s absolutamente
continua. Si 8 tiene una cantidad finita de saltos entonces el siguiente resultado es valido

(ver por ejemplo [27, Cor. 3.17)).

TEOREMA D. Si 8 es de variacion acotada excepto en una cantidad finita de saltos en ty

(k=1,2,...,n), entonces

"(2)=f - — el z)"Tkeg 1 27r0 — etz z
re=ro]la- e p{-1 [Tos1-ctaasn ), sep. )

Como es sabido cada dominio convexo es un dominio de frontera de rotacién acotada

y en este caso la funcién f es una funcién creciente con 5(27) — 8(0) = 2.
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Con todo lo expuesto anteriormente, estamos en condiciones de mostrar el Teore-

ma 4.11.

Demostracion. [Demostracién del Teorema 4.11.] Por las hip6tesis, la curvatura xp de T’
existe en cada arco abierto y tiene limites laterales en cada vértice wy, k = 1,2,...,n.
Sea h el mapeo conforme de D sobre € (el dominio interior acotado por la curva I),
y sean (, = h~(wy). Se sigue de [27, Teo. 3.6] que h”(z) es continua y h'(z) # 0, para
z € D\{(1,..., ¢} Usando la representacion (4.18) para b/, la desigualdad log |[1—e~%z| <

log 2 y la condicién B(27) — 5(0) = 27, obtenemos que

) = PO gegos,
k=1

de la cual se concluye que h'(()) = oo para cada k = 1,2, ..., n. Por lo tanto, existe g > 0

tal que |W'(¢)| > do para todo ¢ € 9D. En cada arco (cerrado) TI'y, existe §; > 0 tal que

Kr, > 0k > 0. Sea 6 = min{dy,...,d,} > 0, entonces por (4.17) tenemos que
h"(¢) /
1 = >
Re{ +Ch/(<) |h (C)‘KF_505>0;

para todo ¢ € 0. Una aplicacién del principio del maximo muestra que h es dgd-convexa.
O

No es dificil ver que cualquier funcién convexa es la parte analitica de una funcién
establemente convexa. Para esto, basta observar que si h es convexa, entonces para cada
a € D la funcién f, = h + ah es establemente convexa. En palabras simples, toda funcién
convexa es la parte analitica de un funcién establemente convexa con dilatacién constante.
El teorema anterior junto con el Teorema 4.10 muestran (en particular) que toda funcién
convexa h tal que 0h(ID) es una curva convexa con cierta regularidad es la parte analitica de
una funcién establemente convexa con dilataciéon no constante. La pregunta es, jqué sucede
con las funciones analiticas convexas tales que (por ejemplo) 0h(D) contiene un segmento?,
es decir, dada h convexa tal que Oh(D) contiene un segmento, jexiste w € A(D;D) no

constante tal que la funcién armoénica f = h+g con dilatacién w es establemente convexa?
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La respuesta a esta pregunta esta dada por el siguiente resultado.

TEOREMA 4.12. Sea f = h+g € SCx. Si Oh(D) contiene segmentos, entonces la dilatacion

w de f es constante.

Para la demostracién del Teorema 4.12, es 1til tener en consideracién la relacion entre
funciones analiticas convexas y funciones analiticas estrelladas.

Un dominio 2 C C se dice estrellado respecto a un punto zy € §2 si el segmento que
une zg con cada punto z; € ) estd totalmente contenido en (2. Diremos que una funcién
f analitica y localmente univalente en D es estrellada si f(ID) es un dominio estrellado
respecto al origen. Denotaremos por &* a la subfamilia de S de funciones estrelladas en
D. Como consecuencia del Teorema 3.5 tenemos que S* C HP para todo p < 1/2. Por lo
tanto, el limite radial de toda funcién estrellada existe en casi todo punto ¢ € ID.

El siguiente teorema muestra la estrecha relaciéon que existe entre funciones analiticas

convexas y estrelladas. Este resultado es debido a Alexander [2].

TEOREMA E. Sea f una funciéon analitica en D, con f(0) =1— f'(0) = 0. Entonces, [ es

conveza si y sélo si zf'(z) es estrellada.

Demostracion. [Demostracién del Teorema 4.12] Sea f = h+ g € SCy. Como h tiene
extensién continua a la frontera (ver por ejemplo [27, Cap. 2]) y 0h(D) contiene un seg-
mento de recta [a, b], entonces podemos escoger un intervalo I = («, 8) C [0, 27| tal que
h(e®t) C [a,b], t € (a,B). Como h es convexa, entonces por el Teorema E vemos que
la funcién zh/(z) es estrellada. Dado que toda funcién estrellada pertenece al espacio de
Hardy HP? para todo p < 1/2, se concluye (por el Teorema 3.5) que los limites radiales
Ch () existen en casi todo punto ¢ € dD. En particular, los limites radiales h'(¢) existen
en casi todo punto ¢ € 9D. Mostraremos ahora que los limites radiales h'(¢) son distintos
de cero en casi todo punto ¢ € JD. A modo de tener una contradiccién, supongamos que

I’ tiene limite radial igual a cero en un conjunto de medida positiva en dD. Luego, la
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funcién zh/(z) tiene limite radial igual a cero en un subconjunto de medida positiva de
OD. Usando el Teorema 3.2 obtenemos que h’ es idénticamente cero. Esto contradice que
el hecho que f preserva la orientacién y entonces se concluye que h'(¢) # 0 en casi todo
punto de OD.

Con la notacién ¢ := e* y usando el Corolario 2.9 obtenemos que

refie iy re{ 250 > (4.19)

para casi todo t € I y para todo |\| < 1. Usando que h'({) # 0 en casi todo punto de 9D,

la férmula (4.17) y el hecho que h(I) es un segmento obtenemos que

o |-

Re{l—i—C

para casi todo ¢t € I. Por lo tanto, de (4.19) concluimos que

AQw'(¢)
Re {HM(C)} >0, (4.20)

para casi todo ¢t € I y para todo |A| < 1.
Sea J C I el conjunto de todos los puntos t € I tales que existen los limites radiales
14+ ¢h"(Q)/R(¢), w(¢), w'(¢) y W'(C) con W (C) # 0. Nétese que la medida de Lebesgue de

J es mayor que cero. Para cada t € J fijo, definimos la funcién ¢ mediante la ecuacién

NP

*m, AEID).

Notar que ¢ es analitica en D, satisface Re{¢} > 0 (por (4.20)) y »(0) = 0. Por el teorema
del mapeo abierto se concluye que ¢ = 0 y entonces w'(¢) = 0 para todo ¢ € J. Como J
tiene medida de Lebesgue positiva, entonces podemos aplicar el Teorema 3.2 para obtener

que w’ = 0. Por lo tanto, w es constante. O

Un simple corolario del Teorema 4.12 es el siguiente.
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COROLARIO 4.13. Sea f = h+7g € SCY%. Si Oh(D) contiene segmentos. Entonces, f es

analitica.
A continuacién mostramos una version generalizada del Teorema 4.12.

TEOREMA 4.14. Sea f = h+g € SCy. Supongamos que existe a € D tal que la funcion
conveza h + ag satisface que (h + ag)(D) contiene segmentos. Entonces, la dilatacion w

de f es constante.

Demostracion. Como fue probado en el Lema 2.1, la clase de funciones establemente
convexas es una familia afin y linealmente invariante. Entonces, para cada a € D la funcién
armoénica f, = f-+af es establemente convexa y tiene parte analitica h+ag. Si 9(h+ag)(D)
contiene un segmento, entonces por el Teorema 4.12 la dilataciéon w, de f, es constante.

Un céalculo muestra que w, = g, o w, donde

( ) z+ta
oa(2) = —
1+4+az
es un automorfismo de ID. Por lo tanto, si w, es constante, entonces w es constante. ]

El Teorema 4.12 tiene una consecuencia acerca del espacio h” en donde vive cada
funcién establemente convexa. Como apreciamos en la Secciéon 3.2, toda funcién f =
h+7g € Cy pertenece al espacio de Hardy armoénico hP para todo p < 1/2. Para funciones

establemente convexas, este resultado es mejor aun y lo presentamos a continuacion.

TEOREMA 4.15. Sea f = h + g una funcion establemente convexa y w su dilatacion. Si
w es constante, entonces f € hP para todo p < 1. Si w es no constante, entonces para
todo A € D las funciones analiticas Fy = h + \g pertenecen al espacio de Hardy H'. En

particular, f € ht.

Demostracion. Sea f = h+ g € SCyx. Supongamos que la dilatacién w de f es constante.

En este caso f = h + ah, para algin a € D. Usando el Teorema 3.4, tenemos que h € HP
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para todo p < 1. Usando la desigualdad triangular obtenemos que f € h? para todo p < 1.
Supongamos ahora que la dilatacién w de f es no constante. Luego, por el Teorema 4.12,
Oh(ID) no puede contener segmentos. En particular, h(ID) no puede ser un semiplano ni una
banda y entonces h € H! (ver [1, Teorema 2.4]). En [10, Cor. 5.8], los autores prueban que
la parte analitica h y la parte co-analitica g de una funcién convexa f = h + g satisfacen
la condicién |g(z)| < |h(z)| para 0 < |z| < 1. Esto tltimo, junto con el hecho que h € H*
implican que g € H'. Usando la desigualdad triangular obtenemos que F\ = h+ \g € H'!

para todo A € D. De esto 1ltimo se sigue inmediatamente que f € hl. O

Sea f = h 4 ¢ una funcién establemente convexa con dilatacién no constante. Por el
Teorema, anterior, h y g pertenecen al espacio de Hardy H'. Usando el Teorema 3.6 se
obtiene que h y g son las integrales de Poisson de ¢ y v, respectivamente, donde ¢ y ¢

son funciones en L'(dD). De esta manera, f es la integral de Poisson de ¢ + 1 € L'(0D).

COROLARIO 4.16. Sea f = h + g una funcion establemente convexa con dilatacion no

constante. Entonces, f es la integral de Poisson de una funcion o € L'(0D).

El teorema anterior tiene una interesante consecuencia acerca de la geometria del
dominio convexo f(D), para f € SCx. En [1], [11] y [18], los autores dan descripciones
para funciones armoénicas cuya imagen es un semiplano o una banda. Por una parte, si
f=h+7 e 8% mapea el disco unitario sobre el semiplano H = {w : Re{w} > —1/2},
entonces h, g satisfacen la ecuacion

z

h + = e D.
Como sabemos (Teorema 34) la funcién
U(z) = zeD
( ) 1-— Z, ’

no pertenece al espacio de Hardy H'. Por lo tanto, usando el Teorema 4.15 obtenemos el

siguiente resultado.
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PROPOSICION 4.1. Sea f = h+g € SC%. Si f mapea D sobre el semiplano H = {w :

Re{w} > —1/2}, entonces la dilatacion w de f es constante. Mds ain, f es analitica e
igual a f(z) = z/(1 — 2).

Por otra parte, si f = h+ g € 8% mapea D sobre la banda

a—T «
So = {w Sema < Re{w} < } , (4.21)

2 sin o

donde 7/2 < a < 7, entonces h, g satisfacen la ecuacién

1 1+e@z
)+ = g o (70 s ) 7€

Como veremos, si una funcion arménica f = h+7g € SC% mapea [ sobre la banda
(4.21), entonces la dilatacién w de f es constante. Es importante observar que este resul-
tado no puede ser obtenido argumentando como en la Proposicién 4.1, dado que la funcién

analitica

1 1 Lo
Sa(2) = log< e Z), z €D,

~ 2isina 1+ etz
con /2 < a < 7, pertenece al espacio de Hardy HP para todo 0 < p < oo (ver por ejemplo
[6]). Por lo tanto, para mostrar el resultado mencionado anteriormente, mostraremos el

siguiente resultado.

TEOREMA 4.17. Sea ¢ una funcion analitica convexa en D tal que (D) es un poligono.
Fijemos A, con |\| = 1, y supongamos que la funcion armdnica f = h + g tal que h,g
resuelven el sistema

h(z) + Ag(z) = ¢(2)

g'(2)/1 (2) = w(2)

es establemente convexa. Entonces, la dilatacion w de f es constante.

(z € D), h(0) = g(0) =0 (4.22)

Demostracion. De la primera ecuacién en (4.22) obtenemos que

Re {1 +z’2’,/((j))} = Re{l +z¢/,/((;)} - R%%}, zeD. (4.23)

AS)
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Usando el Teorema 4.9 y el hecho de que las funciones analiticas 1 + zh"(z)/h/(2) y
14 2¢"(2)/¢'(2) pertenecen al espacio de Hardy HP para todo p < 1, de (4.23) concluimos

que la ecuacién

Re{l +<]Z,/((8} - Re{l +gil,/((§))} —Re{m} (4.24)

es valida para casi todo punto ¢ € 9D. Como ¢(D) es un poligono, entonces argumentando

como en el Teorema 4.12 obtenemos que

" (<) }
Rell4¢ =0 4.25
{ ¢'(€) (425)
para casi todo punto ¢ € 9. Por otra parte, como h es convexa, entonces
h"(¢) }
Rell+¢ >0 4.26
{1+ (420
para casi todo punto ¢ € 9D. Por lo tanto, de (4.24), (4.25) y (4.26), resulta
A¢w'(€)
Red —————— 7> <0 4.27
¢ { 1+ Mw(() ) — (4.27)

para casi todo punto ¢ € ID. Sea I C T el conjunto de todos los puntos ( € D tales que
los limites radiales 1 4+ Ch”(¢)/Rh'(C), 1 + C¢"(C)/¢' (), w(C), w'(¢) existen y w(¢) # —A.
Nétese que [ es igual a 9D salvo un conjunto de medida de Lebesgue nula. Sea F' la funcién

definida por

F(2) :exp{%}, 2eD.

Entonces, F' es analitica en D y satisface (por (4.27)) que |F'(¢)| <1 en I. Luego, como
1Flloc = sup |F(2)] = ess sup | F(e”)| < 1,
|z|<1 0<0<2m
se concluye que |F'(z)| <1 en D. Esto muestra que
Az (2)
Req ————— 5 <0
c { 1+ w(z) ) —

para cada z € D. Dado que C(z) = Azw'(2)(1+ Mw(z)) ™! se anula en z = 0, por el teorema

del mapeo abierto tenemos que w’ = 0. Por lo tanto, w es constante. 0
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COROLARIO 4.18. Sea f = h+7 € SCY%. Si f mapea D sobre la banda (4.21), entonces la

dilatacion w de f es constante. Mds atn, f es analitica e igual a

1 1 e}
flz)= log< te Z), z € D.

24 sin av 1+ ety

En la Seccién 4.1 (Teorema 4.2) se mostré que la funciéon K, g es la tnica posible
funcién que maximiza la parte real de todos los coeficientes a,, y b,, de las partes analitica
y co-analitica, respectivamente, de funciones arménicas f = h 4+ g en familias afin y
linealmente invariante. Como vimos en la Seccién 2.6 (Lema 2.1) la familia SCy es una
familia afin y linealmente invariante. Una aplicacion del Teorema 4.17 permite obtener el

siguiente resultado.

TEOREMA 4.19. Supongamos que existe una funcion fo = hg + go € SC% tal que

sup  Re{an(h)} = Re{an(ho)} sup  Re{bn(9)} = Re{bn(g0)}
f=h+geSCy f=h+geSCY

para todo n > 2. Entonces, fo es analitica e igual a

En palabras simples, la funcién ¢(z) = z/(1 — z) es la tnica posible funcién que maxi-
miza la parte real de todos los coeficientes a, y b, de las partes analitica y co-analitica,

respectivamente, de funciones armonicas f = h + g establemente convexas.

Demostracion. Dado que SCy es una familia afin y linealmente invariante, entonces por el

Teorema 4.2 se concluye que fo es de la forma K, g, es decir, hg y go satisfacen el sistema
ho — go = Ka _ _
{w_g//h/_lR ’ h(O)—g(O)—O’

para ciertosa > 0y 0 < R < 1. Como f es establemente convexa, entonces necesariamente

0 <a <1l Para 0 < o < 1, la funcién Kk, mapea D sobre un sector angular. Por lo
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tanto, por el Teorema 4.17 se concluye que [r es identicamente cero, dado que [g fija al
origen. De esta manera, fy es analitica e igual a la funcién k.. Un calculo muestra que el
segundo coeficiente de ko es igual a «, el cual se maximiza cuando a = 1. Por lo tanto,
fo(z) = ri(2) = z/(1 — 2). O

Como vimos anteriormente (Proposicién 4.1, Corolario 4.18), si una funcién arménica
f =h+7 € SCY% mapea D sobre el semiplano H = {w : Re{w} > —1/2} (respectivamente
sobre la banda (4.21)) entonces la dilataciéon w de f es contante. Estos resultados junto

con el Teorema 4.12 nos conduce a la siguiente conjetura.

CONJETURA 3. Si f = h+7 es una funcion establemente conveza tal que Of (D) contiene

un segmento, entonces la dilatacion w de f es constante.
Respecto a esto 1ltimo, el siguiente resultado fue obtenido.

TEOREMA 4.20. Si f = h+ g es una funcién establemente convexa tal que f(D) es un

poligono, entonces la dilatacion w de f es constante.

La siguiente férmula es importante para la prueba del Teorema 4.20. Sea f = h+7 una
funcién arménica localmente univalente que preserva la orientacién en D y sea I',.(0) :=
f(re?) la imagen de la circunferencia {|z| = r} (0 < r < 1) bajo la funcién arménica f.
En [7] los autores calculan la curvatura de I', en un punto 6, la cual generaliza la férmula

(4.17) para funciones analiticas. Esta férmula viene dada por la ecuacién

3

Gl = - bR {1+ 5 )

—|zw(2)W (2)]*Re {26:;((’:))} + Re{2%W (2)W (2)*},  (4.28)

Demostracion. [Demostracién de Teorema 4.20] Sea f = h + g una funcién establemente

convexa. Por el Teorema 2.7 tenemos que h + \g es convexa para todo |A\| = 1. Como se
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mostré en el Teorema 4.12, los limites radiales h'(¢) existen y son distintos de cero en casi
todo punto de dD. El mismo argumento aplicado a las funciones h + Ag, |A\| = 1, muestra
que los limites radiales h'(¢) + Ag’(¢) existen y son distintos de cero en casi todo punto de
0D, para cada |A| = 1. De la identidad A\¢'(z) = (h/(2) + Ag’(2)) — h/(2) concluimos que
los limites radiales ¢'(¢) existen en casi todo punto de 9D.

Por lo tanto, usando la notacién ¢ := ((6) = e obtenemos que los limites radiales
R'(¢),d'(¢) existen en casi todo punto 6 € [0,27], y h'({) # 0 para casi todo punto
6 € [0, 2m].

Por la férmula de curvatura para funciones arménicas (4.28) y del hecho que 9f (D) es

un poligono tenemos que

CH(OP(1 = [w(C)2) Re {1 LA }

(<)
w'(¢)
w(¢)

—|<w<c>h’<<>|23e{< }+Re{c3w’<oh'<<>2}=o (4.29)

en casi todo punto @ € [0, 27]. Para cada |\| = 1, las funciones f\ = h+\g son establemente
convexas y tienen dilatacién Aw. Usando la férmula (4.28) para las funciones f) tenemos

que

' (@P = ooy Re {1+

(<)
w'(€)
w(¢)

—\<w<c>h’<<>PRe{< }+Re{xc3w'<c>h’<<>2}zo, (4.30)

para cada |A| = 1, en casi todo punto 6 € [0,2x]. De (4.29) y (4.30) concluimos que la

desigualdad
Re{ACW (ON'(()*} > Re{(Pw' (N (0%}

se cumple para cada |[A\| = 1 y para casi todo punto ( € dD. En particular, si tomamos

A = —1 tenemos que

Re{C°W'(Q)I'(¢)*} <0, (4.31)
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para casi todo ¢ € 0. Sea F' la funcién definida por
F(z) =exp {z3w'(2)h/(z)2} , z€D.

Entonces, F' es analitica en D y satisface (por (4.31)) que |F'(¢)| < 1 en casi todo 6 € [0, 27].
Luego, como

| F|lcc = sup |F(z)| = ess sup ]F(ew)] <1
|z]<1 0<6<2m

se concluye que |F'(z)| <1 en D, lo cual muestra que
Re {z3w'(z)h'(z)2} <0,

para cada z € D. Dado que G(z) = 23w/ (2)/(2)? se anula en z = 0, entonces por el

teorema del mapeo abierto tenemos que w’ = 0. Por lo tanto, w es constante. ]

Para finalizar esta seccién, mostraremos la estrecha relacion entre la convexidad de los

dominios f(D) y h(D) para f =h+g € SCq.

COROLARIO 4.21. Sea f = h + 7§ una funcion establemente convera. Entonces, Of(D) es

un poligono si y solo si Oh(D) es un poligono.

Demostracion. Primero que todo, observa que si a € D, entonces la funcién armoénica

©va(z) = z + aZ es invertible y tiene inversa

1 a 1

Pa (Z): |a|2_12_ |CL|2—1Z'

Es facil mostrar que las funciones ¢, y ¢, ! preservan la convexidad y transforman rectas

en rectas.

Supongamos primero que Jf (D) es un poligono. Por el Teorema 4.20 la dilatacién w de
f es constante, es decir, existe a € D tal que f = h +ah = 4 0 h y entonces h = ¢, ! o f.

Por lo tanto, si f(ID) es un poligono, entonces h(D) es un poligono.
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Supongamos ahora que Oh(ID) es un poligono. Por el Teorema 4.12, la dilatacién w de
f es constante, es decir, existe a € D tal que f = h + ah. Por lo tanto, si h(D) es un

poligono, entonces f(ID) es un poligono.

4.3. Funciones convexas con dilatacion pequena

Diremos que un dominio 2 C C es linealmente conexo si existe una constante M
(0 < M < o) tal que para cada par de puntos wy,ws € € existe una curva v C Q que

une wi, wy de largo () < M|w; — wal.

Para simplificar, denotamos por A.(ID;D) (0 < € < 1) al conjunto de funciones analiti-

cas w € A(D; D) que satisfacen la condicién |w(z)| < e, z € D.

En [8] los autores muestran el siguiente resultado.

TEOREMA F. Sea h : D — C una funcion analitica univalente. Entonces, existe € > 0 tal
que cada mapeo armonico f = h+ g con dilatacion w € A.(D;D) es univalente si y sélo

si h(D) es linealmente conexo.

Los dominios convexos son un caso particular de dominios linealmente conexos con

constante M = 1. De esta manera, el siguiente corolario es inmediato.

COROLARIO G. Sea h analitica y convera en D. Entonces, existe € > 0 tal que cada mapeo

armonico de la forma f = h+ g con dilatacion w € A:(D; D) es univalente.
El corolario anterior motiva la siguiente pregunta:

PREGUNTA 2. Sea h analitica y convera enD. ;FExiste € > 0 tal que toda funcidn armonica

f=h+7 con dilatacion w € A:(D;D) es conveza?
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El propédsito de esta seccion es estudiar la respuesta de la pregunta anterior. El siguiente
teorema muestra que podemos modificar tal pregunta de una manera mas sencilla para

poder establecer su respuesta.
TEOREMA 4.22. Sea h una funcion convera en . Son equivalentes:

1) Eziste € > 0 tal que toda funcién armdnica f = h+ g con dilatacion w € A.(D;D)

es establemente convexa.

2) Ewxiste € > 0 tal que toda funcion armdnica f = h+7g con dilatacion w € A (D;D)

€S§ convexa.

Demostracion. Es claro que 1) implica 2). Por lo tanto, el teorema quedara demostrado
si mostramos que 2) implica 1). Sea h una funcién convexa en D. Supongamos a modo
de tener una contradiccién que 1) no se cumple y que 2) si. Entonces, dado ¢ > 0 existe
w € A, (D;D) tal que la funcién arménica f = h + g con dilatacién w no es establemente
convexa. Usando el Teorema 2.7 garantizamos la existencia de |[Ag| = 1 tal que la funcién
analitica F, = h + \og no es convexa. Luego, existe a € [0,7) tal que la funcién F),
no es convexa en la direccién a. Sea G := —X\ge %®g y consideremos la funcién Fy :=
h — e??@G. Usando el Teorema 2.3 se concluye que la funcién arménica f* = h + G no es
convexa y tiene dilatacién w* = —\ge~ %%, con |w*| < e. Esto contradice 2) y termina la

demostracion. ]

Para 0 < p < oo denotamos por AL”] (D; D) al conjunto de funciones w € A.(D; D) tales
que w’ € HP, donde HP? es el espacio de Hardy de orden p. Es importante notar que el

conjunto AP (D; D) estd estrictamente contenido en A (D; D) (ver [12]).

Con todo lo expuesto anteriormente, estamos en condiciones de establecer el resultado

principal de esta seccion.
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TEOREMA 4.23. La respuesta a la Prequnta 2 es NO.

Demostracion. Sea h convexa. Supongamos (a modo de tener una contradiccién) que la
respuesta a la Pregunta 2 es Si. Entonces, por el Teorema 4.22, existe € > 0 tal que toda
funcién arménica f = h + g con dilatacién w € A.(D;D) es establemente convexa. Por
el Teorema 4.9 (Seccién 4.2) se deduce que A.(D;D) C A[gp] (D; D) para todo p < 1. Esta

contradiccién termina la demostracién. O
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