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Resumen

El presente trabajo tiene por objeto proporcionar nueves desarrollos tedricos de
las Légicas Anotadas, que esperamos permitan nuevas posibilidades de aplicaciones.
A fin de cuidar que éstas nuevas propuestas sean razonables nos propondremos a
garantizar la algebrizabilidad de tales generalizaciones.

En la espera de hacer el trabajo autocontenido daremos tres capitulos iniciales,
que pernutirdn contextualizar en forma amplia y precisa los resultados de la presente
investigacion. El primero cubrird el tema de la paraconsistencia, el segundo el de las
logicas anotadas, v tercerc el de la algebrizacion.

En el Capitulo 4, se presenta una revisién general de la programacién ldgica
actual mostrando sus cercanfas a las 16gicas anotadas, mostrando la necesidad de
proponer logicas anotadas de segunda generacién. Realmente nosostros propondremos
tres sistemas de légicas anotadas, que se desarrollan en los capitulos finales. En el
final del capitule 4 nos centramos en el manejo téenice de anotaciones de anotaciones,
asi{ como la posibilidad de escoger de maners muy general el dlgebra de anotaciones,
cuidando siempre tal escogencia a fin de garantizar la algebrizabilidad de los sistemas
de logicas anotadas por proponer.

En el Capitulo 5 se presenta un desarrollo de légicas anotadas en semigrupos,
obteniéndose como resultado importante la algebrizacién de tales logicas. Ademds se
muestra gue si una ldgica es algebrizable, la correspondiente ldgica anotada sobre un
semigrupo también lo es.

En el Capitulo 6 se presenta un desarrollo de ldgicas anotadas fuzzy. Este tipo
de ejemplos cobra singular importancia para el presente trabajo, pues muestra la
cercania de nuestros desarrollos tedricos a las aplicaciones. Andlogamente al capitulo
5, se demuestra la algebrizacién de tales ldgicas.

En el Capitulo 7 se presenta un ejemplo particular de 1dgicas anotadas donde
las anotaciones son tomacdas en Birreticulos, y andlogarmente a los capitulo 5 y 6, se
demuestra la algebrizacién de tales logicas. Parte de estos desarrollos fué presentado
en el II World Congress On Paraconsistency, Juquehy Sao Sebastido, Sao Paulo,
Brazil, Mayo 08 - 12 de 2000, trabajo que fue publicado en los proceedings del evento
por Marcer Dekker, New York, Abril del 2002,
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Capitulo 1

Paraconsistencia

Es nuestro deseo iniciar con un marco muy general, y a pesar de las dificultades
propias de satisfacer un deseo de este tipo, creemos que una buena idea es inscribirnos
a una verdad de a puiio, que es tan nuestra como de Joaquin Salvador Lavado ( Quino)
en su construccién gramatical “A lo largo del camino hay que hacerse a mds y mejores
instrumentos conceptuales y estéticos”.

La paraconsistencia la entenderemos en un sentido muy amplio, como todo aguello
que tene que ver con las contradicciones. Aungue particularmente nos centraremos
en aquellas 16gicas gque permiten contradicciones sin trivializarse.

Ya en este inicio, se hace necesario hacer un llamado obligado a entender, 6 por lo
menos aceptar, que nos “saldremos” de los marcos paradigméticos de nuestra cultura
occidental que sentencian prohibir las contradicciones. Se trata de abrir una ventana
ue nos permita observar los méagicos y sorprendentes aportes de la 16gica desde los
anos 60’s del siglo XX, que contrasta con el absoluto aristotélico de los dltimos 2.400

anos.

1.1. Breve recorrido histérico

A fin de contrastar el absoluto aristotélico de los ltimos 2.400 afics con los dltimos
50 afios del desarrollo de la légica, es pertinente hacer un breve recorrido histérico
por la sistematizacién del razonamiento que data del afio 400 a.c. con los pueblos
griegos, drabes, hinddes y chinos.

En Occidente, el precursor es Aristételes; aungue hoy conocemos la existencia de
trabajos paralelos por parte de los drabes, hinddes y chinos, algunos de los cuales
a pesar de su vigencia, seguimos ignordndolos. Digamos que Aristételes es el primer
filésofo europeo en hacer de los métodos del razonamiento un objeto de estudio.
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En la cultura romana, nos encontramos con los comentadores, que transmiten los
textos griegos a la edad media. Emerge como mayor representante Boecio (480-524).

En los siglos VII y VIII, con la escoldstica aparecen las academias; v en los siglos
IX vy X, la sobresaliente escuela de Bagdad. El representante mds conocido Pedro
Abelardo (1079-1142) comentarista de Aristételes, Porfirio y Boecio.

En el siglo XII, aparecen las primerus universidades, y con ellas los textos de
Légica de Guillermo de Shyreswood ¥ Pedro Hispano.

En los siglos XVI y XVII, figuras como Descartes (1596-1650) y Leibniz (1646-
1716) dan cuenta de el ideal Luliano: que en cada teorfa basta un nitumero finito de
principios bésicos, a partir de los cuales con reglas claras de inferencia se da cuenta
de la totalidad del conocimiento.

En el siglo XIX, Bolzano, Boole y Cantor inician el estudio de los fundamentos de
la Maotemdtice gue pasa a Frege, Peano, Russell, Brouwer, Whitehead y Hilbert. Este
dltimo es el maximo representante de los formalistas, que buscaban la depuracidn
del método axiomadtico; creyeron que era posible realizar en las matemdticas el suefio
Luliano de Descartes y Leibniz. Pero en 1931 Gddel, con su famoso Teorema de
Incompletitud, echa por tierra tal suefio.

Es obligado referenciar la magistral obra From Frege to Gédel: a Source Book in
Matehernatical Logic, (1879 - 1931) de Jean van Heijenoort, en la cual se consignan
los articulos originales traducidos al inglés que dan cuenta exacta del procesc de los
desarrollos de los fundamentos de la matemadtica que hoy nos rige. Sefalemos cue
en esta obra se incluyen articulos tan relevantes {la verdad todos lo son) como el de
Kolmogorov (1925) que anticipa la formalizacién del intuicionismo de Heyting; el de
Finsler {1926) que antecede las ideas fundamentales del teorema de incompletitud
de Godel y el de Herbrand (1930) que incluye el pilar fundamental del principio de
resolucién de Robinson, y por ende el pilar de la demostracidn automadtica con sus
miltiples aplicaciones a través de la programacién légica que llegan hasta nuestros

dias.

En esta época de discusién acerca de los fundamentos, tenemos situados los an-
tecedentes de las 16gicas paraconsistentes, Inicialmente con los trabajos de Lukasiewicz
{1910}, quien afirma que la exigencia de consistencia, el principio de no contradic-
cién, no es tan fundamental; y también los tan importantes aportes de Vasiliev (1910-
1913) quién propone derogar las leyes de contradiccion y el tercero excluido. Después,
en 1948, Jaskowski propone el primer célculo proposicional discursivo. Sin embargo
en 1953 un joven matematico Argentino Florencio Gonzélez Asenjo, ahora Profesor
Emerito de la Universidad de Pittsburgh, presentd en la Universidad de la Plata,
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en Argentina, una conferencia titvlada La idea de un cdlculo de antinomias. Asenjo
desarrollé una teoria sobre la inconsistencia en esa década, pero sus primeras publica-
ciones aparecen entre 1965 y 1966 ([10]), y en 1958, de forma independiente, Newton
da Costa (el hoy denominado verdadero padre de la légica paraconsistente) presen-
ta una serie de Calculos Proposicionales Paraconsistentes, Célculos de Predicados
Paraconsistentes y Teorias de Conjuntos Paraconsistentes.

El término pareconsistente fue acufiado por el filésofo pervano Francisco Mird Que-
sada, a peticién de Newton da Costa, en el Tercer Simposio Latincamericano de Légi-
ca Matemética en Campinas Brasil (1976). Ahora, gracias a Decio Krause la légica
paraconsistente tiene su propia seccion 03B53 en los Mathematic Reviews.

Recientemente se han celebrado una serie de importantes congresos mundiales es-
pecializados en el drea, como por ejemplo El primer congreso mundial sobre paracon-
sistencia, realizado entre Julio 30 y Agosto 2 de 1997 que se celebré en la Universidad
de Ghent, Bélgica, con cerca de 100 expositores de 30 pafses. Tratanclo temas varia-
dos ¢onio Fundamentos Filostficos, Teorias de Pruebas Formales, Teorias de Modelos,
Aplicaciones en Matematicas y Ciencias de la Computacién. Este evento dio lugar a la
publicacién del libro Frontiers of Paraconsistent Logic 2000, y a un nimero especial
de la revista Logique et Analyse.

Resultados andlogos se consiguieron en el segundo congreso mundial sobre para-~
consistencia, realizado en Sao Paulo (Brasil) 2000, asf como en los Workshop del
verano europeo (Italia 2002), y el 1II World Congress on Paraconsistency Toulouse,
France 2003.

1.2.  Paraconsistencia

El término paraconsistencia es usado en un sentido muy amplio, practicamente
concierne a todo aguello que tiene que ver con las contradicciones. Es decir, la para-
consistencia concierne a todos aquellos estudios filoséficos, histéricos y cientificos
relacionados con las contradicciones.

La caracteristica fundamental de la paraconsistencia es proveer teorfas inconsis-
tentes mo triviales. En la btisqueda de este objetivo es necesario desarrollar l6gicas
subvacentes que sean tolerantes a ciertas inconsistencias. A este tipo de légicas es las
que llamaremos paraconsistentes.

En esta apreciacién pensaremos la inconsistencia como un fenémeno primario,
mientras que la paraconsistencia es derivado. Por este motivo el término “paracon-
gistencia” califica una propiedad de la légica y no de la teoria, asf como el término
“inconsistente” califica la teorfa y no a la légica. Sin embargo, es usual encontrar en

15




ta literatura errores en ambas direcciones. Se puede concluir que las légicas paracon-
sistentes exhiben formalmente maneras de “controlar” ciertas contradicciones.

En un marco muy general es posible asegurar ¢ue Occidente ha consolidado sus
versiones éticas, conceptuales y estéticas a partir de ia no contradiccidn, dentro de
un marco regido por la légica cldsica, que mcluye la no contradiceién como uno de
los pilares fundamentales.

Este hecho, sin ser en un todo responsable, tiene singulares implicaciones cuando
se pasa. a los discursos de poder. Gitemos dos ejemplos: primero el del presidente Bush.
después del 11 de septiembre del 2001, cuando afirma “el que no est4 con nosotros
estd en contra nuestra”. Muy cldsica la légica subyacente en este discurso, una légica
de sélo dos posibilidades. Acaso, jno es posible que no estemos con ellos, sin estar en
su contra? El segundo, que realmente es el mismo en otro contexto, el de los agentes
protagénicos del conflicto armado en Colombia donde se asesina a la poblacién civil
por no estar a favor de un bando, pues esto los “hace”del otro.

Siendo romdnticos. estamos seguros de que este mundo seria diferente, y de seguro
mejor, si la légica subyacente al discurso genérico fuese distinta de la cldsica. Mds
alin sea esta una invitacién a adoptar una que sea paraconsistente.

En la légica cldsica, de una contradiccidn se deducen todas las proposiciones, es
decir, si al modelar cualquier teoria con la l6gica cldsica, aparece una contradiceidn,
entonces se infieren todas Ias proposiciones de tal teoria. Este hecho usualmente se -
abrevia diciendo que ia teoria se vuelve trivial. Asi es comprensible el pavor a las
contradicciones, ¥ el afén por eliminarlas.

En la légica cldsica lo contradictorio se funde con lo inconsistente, lo que no
permite distinguirlos.

Queremos cuestionar a la légica clédsica el hecho de imponer la consistencia como
requisito para desarrollar teorias no triviales (en las que no toda férmula del lenguaje
es derivable de los axiomas de la teorfa).

Pasemos brevemente a la inteligencia artificial, donde es frecuente que en una base
de conocimiento se tenga alguna inconsistencia “local”, que bien podria considerarse
“irrelevante”en vista del conjunto total de informacién contenida. ;Que es lo razon-
able? Seguir sacando conclusiones interesantes. Pero la légica clasica la vuelve trivial.
Més especificamente, en consultas téenicas con distintos expertos éstos suelen no co-
incidir sobre un mismo aspecto del conocimiento del dominio. Por ejemplo en una
base de datos de diagndstico médico, se encuentra con la siguiente informacién; a par-
tir de sintomas observados, dos distintos especialistas consignan opiniones contrarias.
Obviamente no hay que eliminar la base de datos, ni tampoco dichas opiniones; por

16



el contrario, es muy importante para el paciente en cuestion, para quizds consultar
una tercera opinién. Estos ejemplos ilustran la justificacién para desarrollar nuevas
lbgicas donde no aparezca el limite de la no contradiccién, al menos en un sentido
tan fuerte.

Las légicas paraconsistentes son aquellas que rechazan el principio de no con-
tradiccion, es decir, admiten contradicciones verdaderas sin ser triviales.

Mads alin, en algunas légicas paraconsistentes existen teoremas de la forma
o A o,

sin que de éstos se infleran todas las férmulas, hecho que se contrapone al caso de
la légica clasica (y de la intuicionista por mencionar otra) en la que a partir de un
teorema de la forma aA—a se deducen todas las férmulas. Las 16gicas paraconsistentes
toleran razonablemente las contradicciones.

1.3. Loégicas Paraconsistentes

Aclaremos, a nuestro parecer, cual serfa la acepcidn correcta del término paracon-
sistente.

Sefialemos las distintas acepciones gue tiene el prefijo para.

1. Contra como en paradoja (En contra del sentido comin).
2. Mds alld de como en paranormal.

3. Muy similar como en paramilitar.

Es asi que tal vez esta dltima acepcién sea la mas indicada en el significado del
prefijo para dentro del término paraconsistente!.

Insistamos, en que el problema fundamental de modelar teorias inconsistentes en
la légica clisica es que en ésta de una contradiccion se deduce cualquier proposicién,
hecho que explica el pavor que las contradicciones generan, pues conducen a la trivia-
lizacién. Por tanto es natural que en este contexto sea indispensable eliminarlas.

Formulemos la pregunta obligada: ;jes posible desarrollar una légica que tolere
razonablemente las contradicciones? Es decir, en la cual éstas resulten inofensivas, o

!Es oportuno mencionar que cnel IT WCP se menciond como tal vez mds apropiado el término
“parainconsistente” para las 18gicas hoy conocidas como “paraconsistentes”,
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al menos poco peligrosas. La pregunta fiene respuesta afirmativa. pues la creacidn de
las ldgicas paraconsistentes asi lo garantiza.

A fin de precisar un poco mas acerca de las [dgicas paraconsistentes, presentare-
nmos, a manera de ilustracion, las mds conocidas: aquellas desarrolladas por Newton
da Costa. En rasgos generales sus fundamentos ohedecen a los siguientes lineamentos:

1. El principio de no contradiccidn, ~{a A =), en general, no debe ser vélido.

2. De dos férmulas contraclictorias, e y —ay, en general, no debe existir la posibi-
lidad de deducir una {drmula arbitraria.

3. Mantener los esquemas y reglas de deduccién del cdleulo clagico que no inter-
fieran con las dos condiciones anteriores.

1.3.1. Axiomas y reglas

[+ ] A= {(B— A

[-+2 | (4=B) = (A= (B—-C))=(4—=0C))

[—3 ]A,A—B /B

n] AAB— A

o] AAB—B

hs] A—(B— (AAB))

Vi] A—4vB

[Va] B— AV B

Va] (A—C) = ((B—C)—(AVB—C))

[1] BY— (A= B) = ((A—-B) = -4)

[~2] A’ABY — ((A— B)"A(AAB)"A(AV B)Y)

[3] Av-A

[Fa] —mA— A

sl B® = (A= B) = ((A——=B) = =4))

[z ] AW A B® - ((A - BY™W A (AAB)MA(AV B)™M)
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{=ea}™ ] (A= B) = (A ~B) — ~4)
Donde :
. A® = ~(a A o)
v Al = A0
. A7 = A0 (n veces).
. A = gl
s AP = ATAAZA L A AT

La légica intuicionista positiva, que abreviaremos LIP, estd determinada por
—1,2,3 /\1,2,3 Y V1,2‘3, mientras que:

w Oy =FLIP+ -3,y .
2 Cp = C, + {1}~ que corresponde a la Légica Proposicional Cldsica.
s O =C,+

v Op=Cu+ s Ty 2

Intuitivamente, con el simbolo “bolita” se quiere representar las férmulas que
tienen un buen comportamiento, las que tienen un comportamiento cldsico. Si una
férmula es cldsica (tiene un buen comportamiento) es razonable pensar que no se
puede tener ella v su negacidén. B axioma —; corresponde a reductio ad absurdum
para formulas cldsicas.

Teorema 1.1 FEn O, se cumplen todos los teoremas vdlidos en LIP, para todo n.
Teorema 1.2 En C; siv,a b 8% 3,8 entonces vy b —a.
Teorema 1.3 Fn C) no son teoremas, entre otros, los esquemas:

« o= (o —B)

« ~a— (o — f)

s oA — 3

» (@A B) e eV

| Y — O
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Teorema 1.4 5i a C, se agrega el esquema —~(a A =) como un nuevo arioma se
obtiene el cdlculo proposicional cldsico.

Teorema 1.5 En Cy se cumple que

» (e — 83—~ a) =«

. o

s o — (a)®
Teorema 1.6 (Arrude) C; no es decidible por matrices finitas.
Teorema 1.7 (Fidel) Cy es decidible.

Teorema 1.8 Si—*a representa a ~aAa”, entonces ~* cumple todas las propiedades
de la negacidn cldsica en Cy.

Después de este rapido recorride por las 1égicas de Da Costa, creemos que es
muy pertinente sefalar, incluyendo su prueba, el siguiente resultado gue establece
téenicamente la heterodexia de las logicas de Da Costa.

Teorema 1.9 No existe una extension de (', (1 € n < w) tal que satisfuga la
propiedad de sustitucidn y sea mds débil que (.

Demostracién

Recordemos la propiedad de sustitucion: si B es una subférmula de un teorema 4
y C +» B entonces al sustituir B por C en algunas o todas las ocwrencias de B en
A se obtiene un teorema.

La idea de la prueba es suponer que la propiedad de sustitucidn se cumple en
C, y colapsarlo a Cy. Para esto es suficiente probar + B™ ya que por —m, se
obtendrd {1}~ v asi Cp.

En este camino busquemos una férmula ¢ tal que B« ¢ vy F ¢ con lo cual
aplicando sustitucién se tiene - B,

Particularizando B = C en V3 se tiene {A — ) — ((C = C) = (AVC — ().
Con lo cual si tenemos A tal que - A — ¢ tendremos de inmediato = AV ¢ — C.

Sea C la formuta B ¢ ((B -~ A) — A), observemos que en la férmula siguiente,
(AV(Be ({(B—A) — A) — (B« ((B— 4) — A)) el antecedente es una
tautologia, y asi se tiene el consecuente B « {(B — A) — A). Por tanto un buen
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candidato para ¢ es la formula (B — A) — A, siempre que podamos hallar A tal que
FA—C

Un posible A es B™ A (B A —B). Tomando en g, el lugar de A por - se
obtiene que BW — ((=C — B) — ((=C — —=B) — ~~()), por permutacién de

antecedentes
C—{(D— E)}

D—(C—E)
regla vélida en LIP y por tanto en C,,, se tiene que: (=C — B) — ({(-C — =B) —

(B™ — =~C)). Pero por —; se tiene ademds que: B — (=C' -+ B). De donde por
transitividad B — ({(=C — =B) — {B® — ==C)).

Usando permutacién de antecedentes nuevamente, tenemos como resultado que
(-C — =B) — (B = (B™ — ==()), y usando ademés el axioma — obtenemos
como resultado que ~B -+ (-C — —B}. Asi B — (=B — (BM™ — =),

De donde, aplicando importacién .

C — (D~ E)
CAD—F
obtenemos
(BA—=B) — (B™ — -=0).
De nuevo por importacién se cbtiene que
(BA—-B)AB®™ — —~C, que junto a =y y la transitividad nos permite concluir

que efectivamente - A — C.

Ahora veamos que: F ¢, cong=(B—A) - A y A=B™A(BA-B).

Considerando V3 con C = A™ tenemos: (4 — AM) — ((A® — AR —
(Av A™ — 4™ donde el primer antecedente se tiene por la argumentacién an-
terior, y el segundo antecedente es un teorema hasico. Es decir, nuestro objetivo se
conseguira sustentando el tercer antecedente.

Veamos que:

ﬁA": = —|“|(_A"i'—1 A -ﬂAi_l)
por  —u ﬁﬁ(Ai—l A —!Ai—l} — (Az'—l A _fAi—l)
por A2 (AT A =AY — Al

Con lo cual usando induccién se garantiza: —A* — ~A® para todo 4, 1 < 7 < w.
Es decir, =A" — —{A A -A).

De otra parte:

por -y —m(AA-DA)— (AN -A)

por Ay AA-A— A
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Lo que, usando transitividad, nos permite concluir -4 — A4, que junto a —;
garantiza A v A%

Asi se obtiene (AV AYA (AV AT AL A (A v A%, por tanto se tiene
AV {A'AATIA LA A%, v en correspondencia se tiene AV AL

En LIP es vilido el esquema (D - E) — {((C — D) — (C' — E)), asi tenemos
que (A - B™) — ((B — A) — (B — B™)). El antecedente es la condicién inicial
(ya probada), luego permmutando antecedentes obtenemos B — {(B — A) —» B™),
que junto a —o, y V3 nos permite concluir (BvV B™) — ((B — A) — B®).

Como ademds teniamos (B V B™) se obtiene (B — A) — B™.

De otro lado, usando Ag, la condicién probada inicialmente, 0 y transitividad
se obtiene B — (B — A)™,

Luego tenemos ¢l esquema: (B — A} — (B — A)™. Tomando B = ¢ — A se
tieme (i) {(C — A) = 4A) — (C — 4) — A,

Por otro lado (B — A} — B™ es un esquema, tomando B = (C — A) — A se
obtiene (ii) {(({C =+ A) — A) — A) — ((C — A) — A)™),

De {i), (i1} y V3 tenemos que
((C = 4) = AV ((((C = A4) = A) = 4) = (¢ = &) — A,
cuye antecedente es una tautologia y asi finalizamos la prueba concluyendo que

(C = 4) » A g

En correspondencia con la jerarquia de los célculos proposicionales C,,, 0 < n € w
Da Costa presenta los célculos de predicados de primer orden Cr,0 € n € w. Estos
se obtienen de los €, respectivos agregando los siguientes axiomas y reglas (sujetas
a las restricciones usuales):

¥ ] YrA(z) — Alt)
Vo] Seses

V3 | Va{A(z)™ — (VeA(z))™
3] A(t) — JeA(z)

Ax)—B
ENE et

R
[A]



La jerarqufa de los céleulos de predicados de primer orden C%,0 € n < w tiene
una jerarquia de calculos de predicados de primer orden con igualdad C,1 0 ngw
incrementando los axiomas (sujetas a las restricciones usuales):

—

=] z==z

=] z=y— (Alz) < AQy))

Teorema 1.10 (Béziau)
Si denotamos

s T: AV A

e e (AA—A) = (~(AA-4) — B)

- a: B ((=A = B) = ((+A = —B) - 4))
p:(-*A— B) = ((-"A— ="B) — 4)

entonces los sistemas LIP+ T LIP+¢, LIP 4+, y LIP+ 3 son equivalentes.

A lalégica obtenida en uno de los cuatro casos senalados en la equwalencm anterior
la denotaremos por C}, v agregando los axiomas:

w A0 “*1_/4)0

(
» AV (AAB)
0 — (AAB)°

¥ (Av B)°
0> (Av B)®
« A" (A — B)°
» B — (A— B)°

se obtiene Cf.

Teorema 1.11 Los siquientes esquemas se cumplen en Cy, pero no en C.

« ~(AV B) = (~AA-B)
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= ~(AV-B) - (mAAB)
» ~(mAV=B)— (AAB)
u —v(—‘,q VB) — (A/\ ﬁ)9)

Mientras que la légica C) no es simple, es decir, no se¢ puede definir en ella una
relacién de congruencia no trivial (Mortensen), la l6gica C;jf si es simple. La con-
gruencia no trivial estd dada por la equivalencia légica en dicho sistema, agregando
la condicién de buen comportamiento a las formulas equivalentes. A esta equivalen-
cia la denominan regular, Formalmente, dos férmulas A v B se dicen regularmente
equivalentes si en el sistema C| se demuestra que A — B, B — 4, A" v B°

Andlogamente que para el caso de €1, la légica Cf tiene su respectiva légica de
primer orden CT + agregando los axiomas ¥y, Vs, 31, 32 antes mencionados y

v ] Fz(A(x))" -~ (FwA(z))®
3] Bz(A@) — (VzAlz))™
Teorema 1.12 Los siguientes esquemas se cumplen en CYF, pero no en C7.
. ~(JA()) = (-A(z))
v ~(F-A(x)) — (VA{z))

1.4. Teorias de conjuntos paraconsistentes.

Mencionaremos ia idea general de ¢cémo se construyen teorias de conjuntos para-
consistentes, lo cual se convierte en un ejemplo relevante, dado que ilustra el uso
técnico de las l6gicas paraconsistentes, y ademds nos permite dar un clerto contexto
a ias mismas.

En términos generales, la escolaridad nos ha brindado un acercamiento, no for-
mal en la mayoria de los casos, a las denominadas Idgica proposicional y [dgica de
predicados ¢ idgica de primer orden.

En particular, en matemadticas, dentro de los cursos bésicos de Teoria de Conjun-
tos se precisa de la reduccidn de muchas propiedades a la ldgica proposicional y e
primer orden, las cuales sustentan Ia verdad, sin discusion alguna, de cada una de
las proposicienes en cuestién. Por ejemplo las propiedades asociativas de la unién e
interseccién de conjuntos se reducen a las propiedades asociativas de la disiuncién y
la. conjuncion de la logica proposicional.
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Por lo general no se hace una argumentacién amplia y/o explicita que muestre
cue el desarrollo de esta teoria de conjuntos particular se soporta en la Iégica cldsica.
Esta légica exige entre otras cosas, ezpulsar conjuntos tipo Russell; conjuntos que
se pertenecen a sf mismos y que conllevan consigo las dos proposiciones: una que
afirman su pertenencia a si mismos, y la otra que niega tal pertenencia, lo cual les
hace conjuntos contradictorios. También se prohibe la regresidon al infinitum a. través
del axioma de regularidad.

En contraste, cuando se usa una logica paraconsistente subyacente (como las de-
sarrolladas por Newton da Costa) para desarrollar teorias de conjuntos, cercanas a
las conocidas, aparecen unos cimientos mas amplios para el edificio matematico. Por
ejemplo, en éstas es importante resaltar gue no hoy necesidad de expulsar los con-
juntos tipo Russell a pesar de ser contradictorios. También es justo mencionar que
existen desarrollos de teorias de conjuntes con un axioma de regularidad débil.

En [30] Da Costa et al. se usa la légica C° para el estudio de teorfas de conjuntos
paraconsistentes. Primeramente enriquecen el lenguaje con un descriptor tipo Hilbert,
proceso por demds contemplado en la l6gica clasica, con lo cual definen formalmente
dentro de su lenguaje el conjunto de Russell. Ademads al tenerse dentro de la 16gica una
negacion fuerte se puede incluir dentro de ésta una distincién interesante, ilustremos
con el signiente ejemplo:

w z ¢ y para abreviar ~(z € y)

z ¢ y para abreviar —*{z € y}

x () es definido por {z:z # z}

{* es definido por {z : z #* =}

Obsérvese que existen dos conjuntos vacics. Més sin embargo, la nocidn de que z
es un conjunto no vacio puede ser expresada por la férmula Jy{y € z).

Es pertinente que en estas teorias se estudian una serie de propiedades especiales
que tiene el conjunto de Russell, como que el conjunto de partes sea un subconjunto
de él mismo, que él sea infinito, mas ain que su cardinal es fuertemente inaccesible,

entre otras.

Adema4s se muestran pasos iniciales que dan pie a una matemdatica paraconsistente.
En este orden de ideas la mateméatica se reduce, en cierto sentido, a investigar teorfas
deductivas sobre una légica dada. Es pertinente resaltar que una deduccidn, cldsica
o heterodoxa, no conlleva nada gue no se contenga en sus hipétesis iniciales o en
su l6gica. Luego los sistemas paraconsistentes contienen contradicciones, por que



éstas estdn en sus axiomas, o en la légica subyacente utilizada. En forma particular,
se desarrolla una geometria paraconsistente correspondiente a la geometria cldsica
del plano alin finito, pero sobre una teorfa de conjuntos paraconsistente, con ldgica
subyvacente CT.

1.5. Racionalidad

En 1912 el médico ruso Vasiliev pensaba que en toda ldgica hay dos niveles de
juicio, uno meteldgico donde residen las leyes del pensamiento, las que no pueden
ser derogadas sin que el sistema deje de ser ldgico, y un segundo ontoldgico, en
donde estan las leyes que dependen de la naturaleza de los objefos. A este Gltimo
perteneceria el principio de no-contradiccidn, entendido como “un objeto no puede
satisfacer o verificar un predicado que lo contradiga”. Sin embargo el principio de
no—auto—contradiccién; “un juicio no puede ser simultdneamente verdadero y fal-
so” pertenece al nivel metaldgico y no puede eliminarse. Los juicios del nivel ontoldgi-
co hablan sobre hechos, los juicios del nivel metaldgico hablan sobre conceptos, que
expresan leyves atemporales.

Segtin Vasiliev, hay sélo tres tipos de juicio sobre conceptos. “Todo S es P”
“Ningtin S es Py~ “Algunos S, pero no todos, son P, y los otros son no-P". Luego
observa que dadas dos de ellas no pueden ser ambas verdaderas, pero s{ pueden
ser ambas falsas.? Se puede entonces formular un principio del cuarlo excluido para
los juicios sobre conceptos como sigue: Dado un objeto y un predicado podemos
formular tres juicios, wno sobre la necesidad del predicado para ese objeto. otro para
la imposihilidad de el mismo y un tercerc sobre su posibilidad, pero no hay una cuarta
opcidn.

Por otra parte, para los juicios sobre hechos vale la lev del tercero excluido. Estos
comentarios hacen de Vasiliev también un precursor de la légica multivaluada. Debe
observarse sin embargo que en ningin momento se ha planteado la posibilidad de un
tercer valor de verdad.

Aunque Vasiliev no propuso ningin sistema formal propiamente, hoy tenemos
varios sistemas que intentan formalizar estas ideas (Arruda [8]). En ellos hay una
cantidad enumerable de letras proposicionales clasicas y un conjunto no-vacio S de
letras proposicionales de Vasiliev. El sistema V] estd dado por el edlculo intuicionista
positivo més el principio del tercero excluido, ademads de:

©— (—p - ) siempre que @& S.

2En la terminologla de Aristdteles, cllas som contrarias dos a dos. Vagiliev construye un “tridngulo
de oposiciones” similar al clésico cuadrado de oposiciones avistotélico.
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s, R

Hay distincién de dos tipos de letras proposicionales, con axiomas que rigen para
unas pero no para las otras, estos sistemas no estdn cerrados bajo sustituciones.

El sistema V5 se obtiene de V| agregando el axioma vdlido sélo para letras de
Vasiliev:
pATp

En contraste, el sistema V3 tiene un solo tipo de letra proposicional, pero consta
de dos operaciones que sélo se aplican a las letras proposicionales, de esta forma
nuevamente, el sisterna ne es cerrado bajo sustituciones.

Arruda propone una semdntica para la cual los sistemas son correctos y completos.
Un método de tablas de verdad de 2 valores (para Vi} y de tres valores (para V5 y
Vi) generaliza el método clasico.

De otro lado Jaskowski, alumno de Lukasiewicz, estaba motivado por varios
problemas relacionados con las contradicciones, en particular la sistematizacién de
teorfas, como la dialéctica, que contiene contradicciones, el estudio de teorias con con-
tradicciones causadas por la vaguedad y el estudio de argumentos convincentes que
Hevan a conclusiones contradictorias, tales como acuellos que surgen en una discusion.
Este es el origen del nombre de ldgica discursiva.

En una discusidn, los distintos participantes hacen afirmaciones usando términos
con significados vagos o en distinta acepcidn. Estos son empleados y combinados como
si pertenecieran a un cdleulo deductivo. Naturalmente sus congecuencias no pueden
ser tomadas como una opinién uniforme y deben considerarse mds bien como una
posibilidad. La aparicién de contradicciones no deberia extrafar a nadie. Las leyes
de esta 18gica no pueden ser las mismas que las leyes cldsicas. Un ejemplo de esto es
que la ley de adjuncidn, ¢,%¥ F ¢ A1, no es vilida. En efecto, si las afirmaciones ¢
v 1% han sido hechas por distintos interlocutores, entonces no podemos inferir @ A9,
ya que ésta altima podria no haber sido dicha por nadie.

Jagkowski queria un sistema que 1) no se trivializara al aplicarlo a contradicciones,
2) suficientemente rico como para poder tener inferencias correctas, 3) que tuviera
una justificacién intuitiva. El presenta una solucién, €l sistema Ds, para un lengua-
je proposicional dentro de la légica modal S5. La siguiente es una axiomatizacién
simplificada de D, debida a da Costa y Dubikajtis. Ver [33, 34].

Axiomatizacién de D,

J1 O((p =) — (¥ = 9) = (p— F))),
J2 O(@ — (@ 9)),
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J3 O( (= — ) — ),
J4 O(p = (p Vi) )
I3 O(¢ — (pV¥))
J6 O (g = ) = (¥ — I) = ((p V) — 9))).
J7 (B — w) — O(Bp — 0v) ),
J8 O(0p — ),
J9 O — O0w),
. ©, D(ff — )
¥

R2 oo

o )

Donde los operadores ¢ y O son los usuales operadores modales unarios. Estos son
duales, es decir, ¢ y ~O— son equivalentes. La interpretacion intuitiva para ¢y es
“alguien afirma que ”.

Es conveniente tener en cuenta que hay otra axiomatizacién, también debida a da
Costa v Dubikajtis, que no recurre a operadores modales.

1.6. La racionalidad de la légica
Si hay algo que podamos denominar racional es la relacidn de consecuencia légica.

Las investigaciones modernas han establecido que la légica clasica no es adecuada
para la formalizacién de la relacion de consecuencia, pues esta ldgica no captura
clertas intuiciones. Por ejemplo, que entre las premisas y la conclusién debe haber
una relacién que permita dar el paso deductivo, lo que hoy se conoce como relevancia.
Vemos que en el teorema cldsico {& A —a) — 3, no hay ninguna razén que soporte
la deduccién de 3 a partir de a A —-q, pues no hay relacién entre las premisas y la
conclusion.

L& manera como funciona nuestra razon es distinta a la que tradicionalmente se
supuso. Es tan compleja v profunda cue no cabe dentro de los esquemas clisicos. La
razén funciona de una manera mucho mds amplia y flexible de lo que creyeron los
filésofos del conocimiento antes de los recientes desarrollos légicos.
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Asumiendo que la légica es una disciplina racional y que su desarrollo busca
conocimientos bien fundamentados en un contexto universal, podemos asegurar con-
trario a como se creyd durante mucho tiempo que la légica (como tal) no es un
sistema racionalmente perfecto. Los desarrollos ldgicos de sistemas paraconsistentes
dan cuenta del esfuerzo por dar sistemas deductivos més racionales.

La racionalidad de la logica se basa en la posibilidad de efectuar deducciones. La
relacién de consecnencia constituye el eje de la racionalidad a nivel légice. Por tanto,
el dmbito de la 1dgica es mucho mds amplio de lo que se supuso en el pasado, hoy se
pueden establecer consecuencias légicas dentro de sistemas paraconsistentes.

Del idioma inglés se ha usado la palabra “deviant” para hacer referencia a aquellas
lgicas que se “alejan”de la 1égica clasica. Pero dada la imprecision de una traduccién
directa, como lo es la palabra “desviante”, acompafiamos al filésofo Miré Quesada
I61], en sus precisiones de la expresion heterodoxia en lo [6gica, mas explicitamente en
lo que hace referencia al grade de heterodozia. En éstos términos podemos afirmar que
dentro de la amplia gama de sistemas ldgicos, los paraconsistentes se destacan por
ser heterodoxos, y dentro de éstos quizas los més, son los sistemas ), de da Costa.

Los esquemas tradicionales del concepto de razén han sido superados por el de-
sarrollo de la disciplina més racional: la 16gica, y con ella la fundamentacién de las
matemdticas. Para dar cuenta de lo que sucede en el campo de la logica es inevitable
establecer un nuevo concepto de rdizdn que conlleva una nueva filosofia del conocimien-
to. Baste gefialar la necesidad de ampliar nuestro concepto habitual de razdn, por otro
dentro del cual se permitan las contradicciones, y si se quiere el regreso al infinitum
en ciertos argumentos.

1.7. Aspectos finales
Consignemos algunas aplicaciones generales de las légicas paraconsistentes.

1. Filosdficas: en la Ontologia de los objetos matemdticos formales, si se usa la
légica tracicional (como la cldsica, incluso la intuicionista) como légica subya-
cente de la ontologia, entre los objetos existentes no se encuentran los “incon-
sistentes”, pero si usamos como légica subyacente una légica paraconsistente,
todo cambia. Pues hay teorias de conjuntos paraconsistentes donde el conjunto
de Russell “existe”. Luego una ontologia fundada en una légica paraconsistente,
puede en principio, contener objetos contradictorios.

Las nuevas teorias de conjuntos paraconsistentes, las versiones paraconsistentes
de la geometria y del cédlculo han dado origen a nuevos conceptos y estructuras
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matemdticas. Ast se amplia la matemdtica tradicional, v se pone en evidencia
sus limitaciones.

Los sistemas paraconsistentes en el reino de la logica estd cercano al de las
geometrias no euclidianas en el campo de las matemaéticas, pero con la ventaja
que deniro de buena parte de las 1dgicas paraconsistentes se puede incluir la
cldsica, hecho que no sucede con las geometrias no euclidianas.

A manera de conclusion se puede afirmar que las 1dgicas paraconsistentes consti-
tuyen una prueba formal de que la {esis de Hegel es correcta en el nivel abstrac-
to: existen teorfas paraconsistentes en las que ciertos objetos tienen propiedades
inconsistentes; por ejemplo, pertenecen y simultdneamente no pertenecen a la
misma clase. En cuanto a la validez de la tesis de Hegel en conexién con objetos
concretos, paveciera que sigue siendo una pregunta abierta.

Informdtica, inteligencia artificiol y bases de datos: la manipulacién de infor-
maciones inconsistentes no puede hacerse a través de la légica cldsica, dadas
las trivializaciones. Estas manipulaciones estdn en los dowiinios de las légicas
paraconsistentes. De hecho hoy se usan las légicas anotadas (las cuales son
paraconsistentes) que han pefrnitido una programacion paraconsistente.

Fisica Cludntica: existen fenémenos contradictorios, ia dualidad onda particu-
la. La escuela de Copenhague se pronuncié filoséficamente a través de Bohr-
Heisemberg con la idea de “complementariedad”. Las ldgicas paraconsistentés
tienen sus aportes con los trabajos de Da Costa y Decio Krause [36].

Robdtica: bajo la direccidn dé Jair Minoro Abe se ha desarrollado el llama-
do para-analizador que permite hacer aplicaciones en ciencia que manejen in-
certidumbres, inconsistencias y para-completez [2]. Dentro de este esquema es
famoso el primer prototipo de robot paraconsistente (femenino) Emmy [3].
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Capitulo 2
Algebrizabilidad

2.1. Introduccién

Los inicios de l6gica algebraica se pueden ubicar en el siglo XIX con los trabajos
en légica cldsica de Boole, de De Morgan, Peirce, v de Schrdder, entre otros. Ellos
estudiaron las equivalencias légicas de las proposiciones, mas que la veracidad de las
mismas. De cierta forma la nociéon de equivalencia se constituyé en una nocién légica
primitiva, explotando la semejanza entre la equivalencia y la igualdad, con lo cual
desarrollaron sistemas con un cardcter distintivamente algebraico.

Boole desarrolls la teoria moderna de algebras booleanas, y De Morgan, Peirce
y Schroder la teoria de dlgebras de relacidén. La légica algebraica adquiere indepen-
dencia con los sistemas 16gicos de Frege, Russell y Whitehead. Reforzada per las
ideas metamatematicas de Hilbert, esta tendencia en légica se enfocd alrededor de las
nociones formales de la asercién (validez y demostrabilidad) y la inferencia légica.

Nos encontramos con dos acercamientos, uno centrado en la nocién de la equiva-
lencia l6gica y el otro centrado en las nociones de la asercién y de la inferencia.

La conexidn entre estas dos maneras de mirar la [6gica es establecida por Tarski,
quién presenta la conexién exacta entre el dlgebra booleana y el cdleulo clasico
proposicional.

Los trabajos de Tarski originan la necesidad de estudiar los sistemas deductivos
en contextos mds generales, y por ende podrfamos decir que proporcionan el inicio
de la légica algebraica moderna. El aporte fundamental de Tarski es introducir el
algebra de férmulas del cdleulo proposicional, definir la relacidn:

pr~1 siysblosi Fepew ey,
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v demostrar que esta es una relacién de equivalencia que respeta las operaciones.
en términos modernos, resulta ser una congruencia. Ademds prueba que el dlgebra
cociente, modernamente lamada el dlgebra de Lindenbaum-Turski del cdleulo proposi-
cionael cldsico, es un dlgebra de Boole. También establece el resultaclo reciproco, es
decir, muestra la construccién de un sistema deductivoe a partir de los axiomas de
dlgebras de Boole.

A través de la relacién estabiecida por Tarski para el Cdleulo Proposicional Clisico
y las Algebras de Boole, han surgido a lo largo de la historia un sinniimero de rela-
ciones similares para otras ldgicas no cldsicas, mostrdndose asi que a éstas légicas
les corresponden distintas clases de dlgebras. Veamos algunos de los ejemplos mds
conocidog en la siguiente lista:

Calculo Proposicional Intuicionista Algebras de Heyting

Légicas multi-valuadas MV-dlgebras
Légica Modal Algebras Modales
Légica de Primer Orden Algebras Cilindricas.

Las dlgebras de Heyting son las primeras nuevas 4lgebras identificadas con el
método de Lindenbaum-Tarski aplicado a un sistema deductivo particular, en este
caso el caleulo proposicional intuicionista.

En los textos, ya clasicos en los estudios de algebrizacién de ldgicas, de H. Rasiowa
y R. Sikorski [68] y H. Rasiowa [67] se consignan los mds importantes avances en la
teoria de algebrizacidn. Los sistemas légicos por ellos considerados presuponen, entre
otros, la existencia de una implicacién con ciertas propiedades estindar, dejando por
fuera de la posibilidad muchos otros sistemas sin tales caracteristicas.

En 1989 Blok-Pigozzi {16], basado en los trabajos de Czelakowski [24] y de sus pro-
pios trabajos previos [18], presentan por primera vez una nocién exacta del concepto
de una ldgica algebrizable. No hay lugar a dudas que la publicacién de este traba-
jo ha sido de clara influencia para la aparicién de un sinntimero de otros trabajos
que hoy constituyen una nueva linea de investigacién conocida como ldgica algebraica
abstracta. Tm contraste con la idgica algebraica “tradicional”, la légica algebraica
abstracta se ocupa de los sistemas deductivos abstractos, mds bien que de sistemas
especificos, y su propésito principal es estudiar el marco para la algebrizacion de estos
sistemas y develar condiciones generales bajo las cuales amplias clases de sistemas
deductivos puedan demostrarse algebrizables. Lo que se quiere es estudiar las carac-
terfsticas de una tal clase de sistemas deductivos algebrizable a través del estudio de
las propiedades de las “algelbras” obtenidas en el proceso de algebrizacién, y viceversa.

Dado un lenguaje £ y un conjunto de variables enumerable V, un sistema deducti-
vo S = (£,Fs) consiste, en términos generales, de una relacién de consecuencia finita
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y estructural! definida sobre el conjunto de las férmulas Fmgz (V).

De otro lado, dada una clase K de £~ dlgebras, se puede construir un sistema
deductivo algebraico Sk = (L, Fk) tal que la relacién de consecuencia ahora es
una relacién de consecuencia sobre el conjunto de las ecuaciones Fq. (V') de tipo £,
definida por E =k ¢ & ¢ si y s6lo si para toda dlgebra A = (A, L*) ¢ K, d € A%,
se cumple que si ef (@) = e (@) para todo ecuacién e, = e, ¢ F, entonces ¢*(3) =

B3 (@),

Blok-Pigozzi presentan posteriormente la nocidn de un sistema k-deductivo para
unificar estas clos nociones. Un sistema k-deductivo consiste en una relacién de conse-
cuencia en k-uplas de £—férmulas. Asi, un sistema deductivo en el sentido original es
un sistema 1--deductivo y un sistema deductivo algebraico es un sistema 2--deductivo.

Un sistema deductivo & = (£, Fs) es interpretable en un sistema deductivo alge-
braico Sx = (£, =k} si existe un conjunto finito de n ecuaciones en una variable,
S(v) ~ e{v) = {&(v) = &(v) : i < n} tal que para todo & U {¢} C Fm{V), se
curaple que @ ks 9 siy sélo st {5(¢) = e(¢) : ¢ € P} =x §(¢p) =~ e(¢)). En este caso
diremos gue el conjunto ¢ =~ € es un conjunto de ecuaciones de definicidn para S y

K.

Por otra parte, el sistema deductivo algebraico Sk es interpretable en el sistema
deductivo S si existe un conjunto finito A(v,u) = {A;{v,u) : 7 < m} de m f6rmulas
en dos variables v, u tales que para todo E U {¢ =~ 1} C Eq-(V) se cumple que
E =g ¢ sy sdlosi {Aleg,er) 1 e; = ey € E} s A(g,¢). En este caso diremos
que A es un conjunto de férmulas de equivalencia para S v K.

Nuevamente en aras de unificar estas dos nociones de interpretabilidad, Blok-
Pigozzi proporcionan la nocién del k — [ — interpretabilidad. En éstos términos el
primer caso considerado arriba es la descripcién de 1 — 2 — interpretabilidad y el
segundo de 2 — 1 — interpretabilidad. Si se quiere esta nocién generalizada es inicial-
mente la inspiracién principal para la definicién de interpretabilidad a través de las

instituciones en Voutsadakis [77].

Dos sistemas, uno l-deductivo y otro k-deductivo se dicen equivalentes si son inter-
pretables el uno en el otro v ademds las dos interpretaciones son inversas, es decir, si
salimos de una k-férmula, y aplicamos la k-Finterpretacidén y a continuacién aplicamos
la l-k-interpretacion al sistema que resulta de l-férmulas, obtenemos un conjunto de
k-férmulas que son interderivables, con respecto a la relacién de la k-consecuencia, con
la k-férmula original y lo mismo sucede si comenzamos con una l-férmula y aplicamos
las interpretaciones en el orden contrario.

YTérminos que precisaremos un poco més adelante.
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Especificamente para los sistemas 1-deductivo y 2-deductivo otra vez, tenemos
que el sistema deductivo S es equivalente al sistema deductivo algebraico Sk si, para
cada ¢ € Fme(V) y ¢ = ¥ € FEqz(V), los conjuntos de ecuaciones de definicién
{¢ = ¥} C Eqe(V) y el de férmulas de equivalencia A son inversos el uno del otro,
es decir, ¢ s A(G(),€(¢)) ¥ ¢ = ¢ ==k (A, 1)) = (Ao, ¥)).

Las ideas de Voutsadakis empiezan con la disertacién doctoral, escrita bajo super-
visidn del profesor Don Pigozzi de la lowa State University, las cuales esencialmente
apuntan a extender la algebrizabilidad de Blok-Pigozzi a fin de cubrir la algebrizabi-
lidad de l6gicas multisignadas y con cuantificadores. El usa las instituciones como la
estructura de soporte en lugar de sistemas deductivos. Mdas precisamente introduce
dentro de la teorfa de moénadas del dlgebra categérica los conceptos institucién al-
gebraica y de institucién algebrizable, y presenta la nocién de la equivalencia de las
instituciones.

Voutsadakis muestra que la légica ecuacional y la légica de primer orden (sin
términos) se pueden formular dentro del marco de las instituciones, probdncose su
algebrizabilidad en su versién extendida.

De esta forma nos encontramos con que la teorfa general de algebrizacidn de
sistemas logicos ha pasade a ser el centro de las investigaciones, dando paso a la
llamada Ldgica Algebraica Abstracte (abreviadamente LAA).

A riesgo de repetirnos, insistamos que una de las metas de la LAA es descubrir
criterios generales para determinar cudndo una clase de dlgebras, o una clase de
los objetos matemadticos relacionados de cerca con las dlgebra como por ejemplo las
matrices ldgicas o matrices generalizadas, son adecuadas para ser las contrapartes
algebraicas de una légica. A partir de tales criterios, en LAA se desarrollan los méto-
dos para obtener las contrapartes algebraicas. Luego en LAA la generalizacién del
método de Lindenbaum-Tarski juega un papel relevante.

Los teoremas que relacionan caracteristicas metaldgicas de una Idgica con las
caracteristicas algebraicas de sus contrapartes algebraicas adquieren interés agregado
en e} contexto de LAA. Por ejemplo, se conocia que hay una conexién cercana entre e)
teorema e la deducecidén v la propiedad de una clase de dlgebras de que sus miembros
tienen congruencias principales definibles ecuacionalmente de forma uniforme, pero
solamente en un contexto mds general de LAA es que tal conexién se puede hacer en
forma exacta. Mds ain, el interés por encontrar el contexto apropiado en el cual esta
conexién se pueda establecer en forma exacta es en buena parte una de las mayores
motivaciones del desarrollo de LAA.

Hay otros teoremas que relacionan caracteristicas metaldgicas tales como defini-
bilidad (de Beth), la existencia de cdlculos de Gentzen, ete. con las caracteristicas
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algebraicas tales como la propiedad de que los epimorfismos son sobreyectivos, de
extension de congruencias, etc.

Otra meta importante de LAA es la clagificacién de los sistemas légicos a través de
las propiedades de sus contrapartes algebraicas. Cuando se sabe que una légica dada
pertenece a un grupo particular en la clasificacion, se espera idealmente tener los teo-
remas generales que proporcionen la informacién importante sobre sus caracteristicas
y comportamiento.

Sin embargo, creemos que la LAA es ain bastante joven, as{ entender algunos
puntos en su historia temprana son necesarios para apreciarla completamente.

A manera de resumen digamos que la légica algebraica puede verse como la parte
de la légica que enfatiza el estudio de las equivalencias de las proposiciones, antes que
de su validez. Este hecho se hace especificamente cierto cuando hablamos de 1égica
algebraica abstracta que tiene por objeto central de estudio 12 manera en la cual
equivalencia y validez se conectan entre sl -

Antes de entrar en formulaciones precisas sobre los procesos de algebrizacidn,
creemos pertinente detenernos previamente a dar una vista general de lo que enten-
deremos por una légica, lo que nos obliga a presentar en forma precisa los conceptos
de relacién de consecuencia y sistema deductivo.

2.2. Operadores de Consecuencia

Dado un conjunto A, llamaremos un operador de consecuencia® sobre A a una
funcién C' : P(A) — P(A) tal que: ‘

(C1) X CCX)
(C2) CC(X)=C(X)
(C8) 81X CY entonces C(X) CC(Y).
Si ademds un operador de consecuencia sobre un conjunto A satisface
[(Cy)) cX)=|J{C(¥): Y C X,Y finito}

diremos que C es finitario.

2Las condiciones impuestas se deben a Tarski (1930), aunque el nombre aparece posteriormente.
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Todo operador de consecuencia tiene asociada una relaciéon FoC P(A) x A
definida entre subconjuntos de A y elementos de A. Esta relacion estd definida para
todos X € Ay a € Aen el sentido de que X ¢ a st v sdlosi o € C(X).

Las propiedades transmitidas a F¢ por las condiciones (C1), (C2) y (C'3) sobre
definen lo que es una relacidn de consecuencia. Esas tres condiciones se trasladan en
las siguientes dos condiciones sobre F¢ .

(C1’) sia € X, entonces X ¢ a, y
(C2°) siY toaparatodac € X,y X Fe b, entonces Y ¢ b,

las cuales implican la condicién de monotonia {CF), si X Fo ay X C Y, entonces
i'd j_(; a.

En el otro sentido, toda relacién de consecuencia + define un operador de con-
secuencia C. estableciendo que a € C.(X) si y sélo si X F a. Los dos procesos son
inversos el uno del otro.

En 1958 Los y Suszko adicionan a las condiciones de Tarski la estructuralidad
6 invarianza bajo sustitucicnes. Condicitn que detallaremos mis adelante para los
operadores de consecuencia de nuestro interés. .

2.3. Sistemas Deductivos

Un lenguaje proposicional, o simplemente un lenguage, es un conjunto £ de simbo-
los cuyos elementos son llamados conectivos ldgicos, cada uno de los cuales tiene
asociacdo un numero natural, su erided. Los conectivos de aridad cero se denomi-
nan constantes. Los conectivos pueden considerarse como simbolos de operacidn de
un tipo de similarided algebraics, y entonces las férmulas son el conjunto de térmi-
nos de este tipo de similaridad sobre el conjunto de variables proposicionales. Por
lo tanto tenemos a nuestra disposicién el dlgebra de términos, que es un algebra
absolutamente libre del tipo £ sobre un sistema enumerable de los generadores V,
el conjunto de las variables. La llamaremos el dlgebra de formulas y la denotamos
por Fm. Asi, Fm consiste del conjunto de férmulas junto con las operaciones de

formar las férmulas complejas asociadas a cada conectivo. Mds precisamente, Fm se-

define recursivamente de la manera nsual VV C Fm, y sl « es un conectivo n-ario y
©1,99,- ., ipn € Fm, entonces alpy, @2, ..., @0n) € Fm.

Lema 2.1 El conjunio Fm es el conjunto mas pequenio gue contiene ¢ V' y que es
cerrado bajo todos los conectivos ldgicos.
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Con esta observacién es vélido un principio de recursién sobre Fm, que nos per-
mite extencer recursivamnente de manera unica toda funcibn & @ V — Fm ala
funcién & : Fm — Fm como sigue:

v, ..., ) = p(olwn),...,a(w)).

A dicha funcién la llamaremos substitucion y la denotaremos por la misma letra o.

Para cada I’ & Frm denotaremos o(I') al conjunto formado por todas las férmulas
de v pasadas por la sustitucién o, es decir, o(I') = {o(p) 1 ¢ € T'}.

Una relacién de consecuencia b~ se dice estructural si para todos los I' € Fm, y
todas @, ¥ ¢ Fm, si 'k @ y o es una sustitucién, entonces o(I') - o{ip). Haciendo la
correspondencia a la propiedad C'4 para los operadores de consecuencia, si siempre
que I' - ¢ entonces existe un subconjunto finito IV C I' tal que IV I ¢ diremos que -
es finitaria.®

Observacidén 2:1 La monotonia:

TFe Y T CA, entoncesA - p

es conclusion de las reglas anteriores.

Una regla de inferencia sobre £ es un par (I',¢), donde I' € Fm, [ es finito y
p € Fm,

Diremos que ¥ es directamente demostrable a partir de A por la regla (T, ), si
existe una substitucién o tal que o(p) =¥ y o(l') T A.

Un azioma es una regla de la forma (@,4/). Cualquier sustitucién de un axioma
es directamente demostrable a partir de cualquier conjunto de férmulas A. Cada
sustitucién serd una instancia del axioma. Una formula tal que 0+ » es un teorema
de S y lo denotamos simplemente F .

Dado un conjunto de axiomas y de reglas de inferencia en un lenguaje £, enten-
deremos el sistema deductivo S sobre £, determinado por el par {£,+} donde F es
la relacidn entre conjuntos de fdrmulas y férmulas definida de la manera siguiente:

A | sty sélo si existe una sucesién finita {py, @2, ..., @,) de férmulas de Fm,
tal que @, =¥ y para todo 7 < n se cumple alguna de las condiciones siguientes:

» (; €5 una instancia de un axioma.

3Cabe sefialar que existen ampliaciones a ldgicas infinitarias que no serdn consideradas aquf.
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» 0 €A

» para ciertos 1,1y, ..., todos menores que i, ; es directamente demostrable
a partir de {@;,.... 9,

Esta sucesién se llama una demostracion de o a partir de I'. Una férmula tal que - ¢
es un teorema de S.

Lema 2.2 518 = {L£,F) es un sistema deductivo, entonces A + 1 si y sélo si y
perlenece al conjunto mds pequenio de fdrmulas que contiene a A, a todas las susti-
tuciones de los axiomas y es cerredo bajo pruebas directas.

A fin de caracterizar las relaciones que llamaremos de consecuencia, presenta-
mos el siguiente resultado estdndar en la literatura. Una prueba del mismo se puede
encontrar en [16].

Lema 2.3 5i & = (L,F) es un sistema deductivo, entonces para todo T, C Fm y
w ., € Fm se tiene:

1. AF ¢, para todo o € Al
SiAF Y yACT, entonces T + 2.

SiA Yyl b, pero todo o € A, entonces T = 4.

e e

Si A F 4, entonces emiste T C A finito tal gue T F ¥, diremos que 8 es
finitario.

5. 8i A&y, entonces o(A) F o(¥), para toda substitucion o, diremos que S es
estructural.

Cualquier relacion que satisfaga 1--5 es la relacién de consecuencia de algtn sistema
deductivo. Podenos asf definir un sistema deductivo como un par S = {£,F}, donde
- es una relacidén entre conjuntos de formulas y férmulas que verifica 1-5 del lema
anterior. Nétese que esta clefinicidn no hace alusidn alguna a reglas de inferencia ni a
axiomas.

En otras palabras un sistema deductivo (o sistema 16gico), o en forma abreviada,
una ldgica, representa un par S = (Fm, ). Usaremos la notacién T' b A para indicar
que para toda ¢ € A se tiene que I' i . En esta presentacién no se asumen un
conjunto de axiomas, junto a clertas reglas de inferencia para definir el sistema,
aunque es conocida la equivalencia entre las dos nociones. Una eleccidén particular de
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axiomas y reglas de inferencia para un sistema S serd llamada una presentacion de
S. De hecho para cada sistema deductivo existen muchas diferentes presentaciones.

Una teoria de S, 6 equivalentemente, una S-teoria es un conjunto de férmulas T
cerrado bajo la relacién de consecuencia bz, es decir, tal que si I' g ¢, entonces
p € I'. El conjunto de todas las S-teorfas serd denotado por ThS.

Ejemplos

1. El Célculo Proposicional Cldsico (CPC) es el sistema deductivo que tiene por
lenguaje los conectivos £ = {—, A, V,—} y su tipo de similaridad es (2,2,2,1). Las
férmaulas, ademsds de las variables proposicionales, son vy ~» v, ©] A s, ©E1 YV Oy

¥ et

2. El lenguaje de las logicas modales se obtiene agregando al anterior un conectivo
unario O, Hamado operador de necesitacidn de tal modo que si ¢ es una férmula,
Oy también lo es.

3. Una primera presentacién para el Calculo Proposicional Clésico.
Axiomas:

Al p—{g—p)

A2 (p—=g—(lp—{g =)= (p—r)

A3 eAg)—p.

AL (pAg)— g

A5 p—lg—(pAg))

A6 p—(pVa),

AT g—(pVY)

A8 (p—z)—(@—2)~{pVa — 2))

A9 (mp — —q) — (¢ = p)-

Regla: Modus Ponens

MP p—¢,ptepc 4-
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4. Una segunda presentacion para el Caleulo Proposicional Clasico. Tomando el
lenguaje £ = {—+, -}

Axiomas:
Al p —(¢g—=p)
A2 P —=a-(p-={g-=r)—(p-—r)
A3 (=p — —q) — (g — p)
» Regla: Modus Ponens
5. El sistema de légica modal Sy tiene el lenguaje de CPC (presentacién 1 0 2) v

el conectivo unario O.
Axiomas:

A1 Todas las tautologfas del CPC son axiomas.
A2 O — g)— (Hp — Hg).
A3 Op — p,
Ad gp — DOp.
Reglas:
MP  p—q.pFsi q.
N pgs Op.

6. Bl sistema G definido sobre el lenguaje £=1{-, e}

Gl ((p-q)-r)-(o-(g-r)),
G2 (p-e)-p,
G3 (e-p)-p7',

G4 p-ph
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Reglas:

R1 pgtrg gt
R2  pglbgpt-{gh)7

R3 {p-¢t g rttkgp rt,

R4 {pgt v kg (por)-(g-s)7h

R5 b i_g p- e_ls
R6 p-e”l kg p.

En los ejemplos 3 y 4, los sistemas deductivos estan asociados a la Légica Proposi-
cional Clédsica, en el sentido de que ambos son sistemas correctos y completos:

I'= o siysblosi I’ Fepo @.

La diferencia entre ambos es el lenguaje; sin embargo, si a la segunda presentacién
se agregan las definiciones:

pVg = mp-g

pAg = =(p-— ),

en él se pueden probar todos los axiomas correspondientes del primer sistema.

2.4. Matrices Logicas

Las matrices légicas fueron introducidas formalmente en la tercera década del siglo
XX por Lukasiewicz y Tarski, aunque ya aparecian en algunos trabajos anteriores del
mismo Lukasiewicz, de Bernays y Post entre otros. Para presentar el concepto de
matriz ldgica necesitamos precisar el de dlgebra sobre un lenguaje dado.

Dado un lenguaje £, diremos que una £-algebra es una estructura A = (A4, W)yer
donde A el universo de A es no vacio, y w es una operacién sobre A de rango &
para cada conectivo w de rango k.

Una L-matriz es un par 4 = (A, F), donde A es una L-algebra y F es un
subconjunto de A; los elementos de F' se llaman los valores designados de A.
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Dada una L-matriz (A, F), cada formula » de £ tiene una dnica interpretacién
en A dependiendo sélo de los valores en A cue son asignados a sus variables. Usando
el hecho de que Fm es el Algebra absolutamente libre generada por el conjunto de las
variables, la interpretacion de una férmula ¢ puede ser expresada algebraicamente
con h(y), donde h : Frm —= A es el homomorfismo que aplica cada variable en el
valor asignacdo.

Una valuacién sobre una L-matriz A = (A, F) es el inico homomorfismo que
extiende la funcién (definida en el conjunto de variables proposicionales) v : P — A
au*: Fm— Al

La férmula o es una consecuencia de I' en A, simbélicamente I' =4 ¢ si para
toda valuacién u : P ~— A, v*(¢) € F, para today € I' implica wu*(p) € F.

Para un sistema deductivo (una légica) S diremos que una matriz .4 es una matriz
modelo de S i T' + i implical’ =4 ¢, en este caso el subconjunto F' es llamacdo
S-filtro. Observe que si T es una S-teorfa, entonces (Fm, ) es una matriz modelo
de S. Estas matrices reciben el nombre de matrices de Lindenboum para S. La clase
de todas las matrices modelo de una légica 5 es denotada por AfodS.

Una logica S en un lenguaje £ se dice completa relativa a la clase de £-matrices
M si M € ModS y para todos I'U {¢} C Fm tal que I' ¥ ¢ existe una matriz
{(A,Fy e My un h € Hom(Fm, A) tal que h{l'] C F, pero h{y} ¢ F. En tal caso
diremos que M es una semantica matricial para S. Es decir, una clase M de matrices
es una semdntica matricial para Ssi 't siy sdlosi [ =4 ¢ para toda A € M.
Por ejlemplo, la clase de tocas las matrices de Lindenbaum para S y la clase de todas
las matrices modelo de 5 son semédnticas matriciales.

Una congruencic de una matriz A = (A, F) es una relacién binaria # sobre A,
que es una relacién de equivalencia sobre A y es compatible con F, es decir, satisface
que para todos a,b € 4, st{a,b) €8y a € F, implica que b € F.

Para toda matriz A = (A, F) existe la més grande congruencia, la cual es llamada
congruencia de Leibniz de la matriz A, 6 la congruencia de Leibniz de F en A, y es
denotada por Q4 F.

2.5. Formalizacion de la Algebrizabilidad

Un sistema deductivo S sobre un lenguaje L es algebrizable en el sentido de Blok-
Pigozzi si existe una clase de L-algebras A tal que la relacién de S-consecuencia -
y la relacién de consecuencia ecuacional =g sobre K son interpretables la una en la
otra en un sentido fuerte, es decir, dada una f6rmula « existe una ecuacién & y dada
una ecuacién @ &= T existe una férmula & < 7 tal que:
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1. Tra siysilosi T[l=ga,
9. Yexo~T siysilosi SkoAT,

3. a-ﬂ*ﬁ,

4., o=T =H=K O/';z——_‘.';
La cuasivariedad K es llamada la semdntica algebraica equivalente de S.

Observacidén 2.2 » Intuitivamente los items 1 y 4 dicen que toda deduccién en
S puede convertirse en una consecuencia ecuacionel dentro de la cuasivariedad
K, en donde podemos usar todos los herramientas de la teoria de modelos y
dlgebra universal.

v Lositems 2 y 3 dicen lo mismo en la otra direccidn, es decir, las consecuencias

ecuacionales en K se convierten en deducciones en el sistema S,

Dentro de la prepuesta de Blok-Pigozzi [16] aparece una muy usada caracteri-
zacién de algebrizabilidad (Teorema 4.7), que enunciaremos a continuacién.

Teorema 2.4 Un sistema ldgico (finitario)* S es algebrizable si y sélo si existen
términos unarios &, ¢, 1 € I y términos binarios A;,7 € J, con Iy J finitos tales
que para todas A, B,C, Ay, Aa, ..., An, By, Ba,. .., By € &, y para todo simbolo w de
conectivo n — ario se tiene gue:

[1] FAAA
[ 2] AABF BAA

[ 8] AAB,BACHF AAC

[ 4] AABy,. .., AuABy b w(Ar, Ay, ..., A)Aw(By, By,..., By).
[5]  A--6(A)Ad(A)

Agui b AAB abrevia, - AA;B, para tedo j € J, y andlogamente 0y e son abrevia-
ciones. El conjunto A se denomina un sistema de férmulas de equivalencia de S y
§ ~ ¢ un conjunto de ecuactones de definicicn de S.

*En la versidn original de Blok-Pigozzi aparece la restriccidn que el sistema deductivo sea finitario,
es decir, que la longitud de las cadenas de demostracidn sean finitas.
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La propuesta de Herrmann(([48], {49]) difiere principalmente de la de Blok-Pigozzi
en que los conjuntos /, J no son necesariamente finitos, es asi que en dicha propues-
ta se refleren a la algebrizabilidad tipo Blok-Pigozzi, como finitamente algebrizable.
Sefalamos que estas dos nociones son muy similares en sus propiedades formales y
en los ejemplos naturales de las légicas que son algebrizables en el sentido més ge-
neral, la propuesta de Herrmann generaliza adecuadamente la de Blok-Pigozzi. Pero
cabe sefalar que de las condiciones de finitud para la légica v para los conjuntos I, J
Blok-Pigozzi demuestran que la semdntice algebraice equivalente, es decir, la clase
cle algebras que representa la légica en cuestién, es una cuasivariedad, lo que no se
garantiza para la nocion de Herrmann. La nocién de Czelakowski-Jansana {{26]) ol-
gebrizabilidad débil es mucho mas general y da cuenta inclusive de sistemas légicos
infinitarios {sistemas logicos dentro de los cuales la longitud de las cadenas de de-
mostracién pueden ser infinitas). Como nosotros hemos restringido nuestro sistema
a ser finitario nos quedaremos con la nocién de algebrizabilidad tipo Herrmann que
nos resulta lo suficientemente general segiin nuestros intereses particulares.

Se conoce que hay ciertos sistemas légicos paraconsistentes que son algebrizables,
dentro de estos podremos citar el caso de la 1égica de Sette P, resultado obtenido
por R. Lewin, I. Mikenberg'y G. Schwarze ([54]). Quienes ademds demostraron que la
légica original de Newton da Costa € no es algebrizable ([55]), v por tanto tampoco
lo son todas las C,. Se conocen un sinndmero de trabajos relacionados con C) en la
bisqueda de un mejor comportamiento, modificando sus axiomas y agregando reglas
de inferencia. Esto ha dado lugar a una gran variedad de logicas paraconsistentes
que se podrlan considerar variaciones de ), como las de Bunder ([20]), las de Urbas

([74]), las cle Sylvan ([71]) y las de Béziau ([13]). As{ mismo hay reiterados intentos
de dar una contrapartida algebraica adecuada para las C,, entre otros los dados por
da Costa ([27],[28].[28]). Sette ([69]), Fidel {[42]) v Carnielli-de Alcantara ([22]).

Dentro de un contexto mds cldsico aiin, Béziau en ([14]} retomando las téenicas
de algebrizacidn al estilo Tarski-Lindenbaum, da cuenta de limitaciones similares en
los procesos de algebrizacion.

De otra parte, el grupo de R. Lewin desarrollé una versién estructural de la
16gica anotada presentada en ([40]) por da Costa, Subrahmanian y Vago {que resulta
no ser algebrizable por no ser estructural), el sistema SAL ([56], [57]), para el que
demostraron que es algebrizable si y s6lo si el reticulo de anotaciones es finito.

Para cerrar esta presentacién acerca de la algebrizabilidad es muy pertinente re-
saltar una técnica a través del denominado operador de Letbniz que permite determi-
nar muy facilmente cuando una légica no es algebrizable en el sentido de Blok-Pigozzi.

Dadas A una L-algebra y F' C A, definimos la relacién binaria sobre A:
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a,b) 1 p*(a, ) € F & pA(h, &) € F, para todo
QuF =
' oD, 00, -+, g1} € F y todo & € A®

La relacion Q4 F se llama la relacion de Leibniz en A sobre F. El operador sobre
las partes de A, que denotaremos como 14, es lamado operador de Leibniz sobre A.

Se puede probar que 4 es la congruencia mds grande compatible con F, es
decir, para todo a,b € Atalquea € F y {a, b) € Q4F entonces b € F.

La técnica que mencionamos antes se concreta con una importante caracterizacién
de algebrizabilidad de Blok-Pigozzi; un sistema deductivo S es algebrizable si y sélo
st el operador de Leibniz es inyectivo, preserva el orden de ThS y preserva uniones
de subconjuntos dirigicos en ThS. Esta técnica se uso por Lewin et. al. en [55] para
probar que la légica bdsica C; de Da Costa no es algebrizable, por tanto todas Ias
légicas C, de Da Costa tampoco 1o son.
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Capitulo 3

Légicas Anotadas

3.1. Introduccidén a las Légicas Anotadas

Las Légicas Anotadas constituyen un tipo de légicas no clasicas, de relativamente
reciente invencidn, que surgieron dentro del ambiente de la programacién 1égica. Sus
fundamentos han sido objeto de estudio posterior a algunas aplicaciones en la pro-
gramacién logica. Actualmente sus aplicaciones se derivan principalmente por las
diferentes ramas de la inteligencia artificial, particularmente en el manejo de hases
de datos inconsistentes.

Si se quiere en rigor las primeras de ellas aparecen inicialmente dentro de una
teoria de programacién légica basada en reglas cuantitativas v la seméntica declarativa
asociada ([75]), siendo su gestor inicial Subrahmanian ([70]), quien corrige ciertas
deficiencias de los lenguajes presentados en [75], dando un nuevo lenguaje para la
programacion l6gica cuantitativa, lo cual constituye el origen de las logicas anotadas.

Originalmente en [75] se presenta un lenguaje de programacién en el cual cada
implicacién tiene asociado un factor de atenuacidn ¢ € (0,1] sobre las premisas.
Intuitivamente, ¢ afecta (o contribuye) al valor de verdad de la premisa sefialada.

Las reglas del lenguaje son expresiones de la forma:

A"‘”@‘—“BIABQ/\.../\BH,
y una interpretacién I satisface una instancia cerrada (sin variables libres) de la regla
si I(A) 2 c.min {I(B;) : 1 € 7 < n} 1. Cuando [ satisface todas las instancias
cerradas de la regla se dice que 7 satisface la regla.

Dado un conjunto de reglas cuantitativas R, el operador de consecuencia Cp aso-
ciado a R se define por

1Se asume el minimo del conjunto vacio como 1.
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Cr(I)(A) = \/{c min{I(B;):1<i<n}t}

donde A +—C—5; A B A ... A B, es una instancia de una regla de . Una inter-
pretacién [ se dice un modelo de R si v s6lo s1 Cr(f) < 1.

El lenguaje del conjunto de reglas cuantitativas no permite dtomos negados en el
cuerpo de las reglas; Subrahmanian probé que la existencia de literales® negativos en
el cuerpo de una regla de un conjunto R implica la no monotonia de Chr, lo cual no
garantiza la existencia de un modelo para R.

Otra deficiencia detectada en los lenguajes de conjuntos de reglas cualitativas es
el orden de las interpretaciones, asi por ejemplo si [, e I son tales que para un
dtomo cerrado [j(1) = 0 e I,(A) = 0,5; I dice que A es falso, mientras que [» no
proporciona informacién alguna, luego [, ofrece menos informacién sobre A que I,
pero de acuerdo al orden asociado por los valores de verdad tenemos que [; < 7Is.

Subrahmanian resuelve estas dificultades en {70], donde introduce un nuevo lengua-
je, a través de una variacién del de los conjuntos de reglas cualitativas. Allf presenta la
nocién de dtomo y literol anotado. Asi, si A es un dtomo (literal) y u € [0, 1] entonces
(A p) es un dtomo (literal) anotado. Intuitivamente, p puede ser interpretada como
el grado de creencia en relacién con A asociado a un juez (6 agente) calificador.

Las cldusulas cualitativas tienen la forma (A« u) — (A u) AL A (A, [T

donde (A4 : ji) es un dtomo anotado y los {4; : 1) (1 £ n) son lterales anotacos.

Un programa en ldgica cualitativa, abreviadamente PLQ, es un conjunto finito de
cldusulas cualitativas.

En la interpretacion se permitird negar Atomos a través de la incorporacién de una
“negacion” en el dlgebra de anotaciones. Seflalemos el caso particular de la versién
original de Subrahmanian J = =(A : p) siy sélosi I | (A i~ u), donde ~ representa
la funcién de negacién, en el caso original ~ g = 1 — x. Sin duda alguna este es uno
de los aspectos mds relevantes de esta nueva propuesta. -

Una interpretacién satisface una férmula si satisface todas las instancias cerradas
de ella. Luego [ satisface un PLQ) si satisface todas sus cldusulas cualitativas.

Como se puede percibir de esta breve introduccién las légicas anotadas surgen
como una teoria de la programacién légica. Mds atn la idea de Subrahmanian de
presentar el conocimiento a través de dtomos anotados sigue vigente v continda su
desarrollo.

2Letras proposicionales 6 negaciones de estas.
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En [15] se muestra que estas ldgicas son adecuadas para formalizar la programacién
légica con clertas inconsistencias, sin que se vuelvan triviales como en el caso cldsico.
Si se quiere aqui estd la principal aplicacién de las l6gicas anotadas y su principal
motivacién.

Técnicamente se define una operacién ~ sobre el conjunto de los valores de verdad
con la cual se da cuenta de la negacién de las anotaciones. Por ejemplo en [15] el
conjunto de valores de verdad son tomados en el reticulo Four,

T

Four

v la negacién de anotaciones ~ es definida por ~ f = v, ~v = f, ~ T = T
vy~ 1 = 1. Sin embargo, este operador en general puede ser cualquier funcidn
definida del conjunto de valores de verdad {que en principio se piensa como un reticulo
completo, con minimo L el desconocimiento total y méximo T la inconsistencia total)
en sf mismo.

Es pertinente sefialar que en un marco més general que la programacién légica
las 1dgicas anotadas han cobrado su propia vida y continda su estudio y desarrollo en
distintos frentes, obviamente estando lo mds cerca posible a las aplicaciones que son
su génesis, su esencia estd en representar conocimiento a través de dtomos anotados,
donde las anotaciones constituyen objetos tanto sintdcticos como semdnticos.

Las anctaciones pueden pensarse en un nivel epistémico del lenguaje, entendiendo
el término epistémico en un sentido mds amplio de lo usual, pues ademéas de referirse
a conocirniento, también ha de incluir lo relativo a creencie. Interpretaciones que se
aclarardn a lo largo del presente trabajo, éstas responden a la intuicidn de que un

4tomo anotado {A : p) puede ser interpretado como que el valor de verdad de A es

por lo menos p, pero también puede ser considerada como el grado de creencia de un
juez (agente calificador), en este caso el 4tomo anctado (A : u) puede interpretarse
como que el juez acredita que el grado de veracidad de A es por lo menos p.
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En términos técnicos las ldgicas anotadas se obtienen de la 1égica intuicionista
positiva agreganco una negacion débil, pero siempre es posible definir dentro de ellas
una negacién fuerte, con lo cual se constituyen como extensiones de la légica cldsica.
Sus versiones otiginales resultan ser paraconsistentes y paracompletas.

Recordemos ¢ue un sistema Idgico es paracompleto si y s6lo si existe una inter-
pretacion paracompleta, una interpretacién para la cual existe una férmula ¢ en el
lenguaje tal que la interpretacidn no satisface a o, ni a ~p. De esta forma el principio
del tercero excluido no es vélido en Iégicas anotadas.

3.2. Relevancia de las légicas anotadas

Las l6gicas anotadas han dado cuenta de su importancia en las ciencias de la
computacién v la inteligencia artificial, pues constituyen un formalismo para el ra-
ronamiento en presencia de inconsistencias. Sélo a manera de ilustracién sefialemos
unos cuantos autores, de la ya gran lista de investigadores a nivel mundial que han
publicado trabajos acerca de las légicas anotadas en estos contextos; Newton C.A. Da
Costa (Universidad de Sao Paulo), Jair Minoro Abe (Institute de Estudios Avanza-
dos Universidad de Sao Paulo), Renato A. Lewin {Pontificia Universidad Catélica de
Chile}, V. S. Subrahmanian (Department of Computer Science University of Mary-
land}, A. Nerode {Mathematical Sciences Institute Cornell University), Michael Kifer
(Department of Computer Science SUNY at Stony Brook), James J. Lu (Department
of Computer Science Bucknell University), Neil V. Murray (Department of Compu-
ter Science State University of New York), Erik Rosenthal (Department of Mathe-
matics University), Terrance Swift (Department of Computer Science University of
Maryland), Mi Lu (Department of Electrical engineering texas A-M University), Tru
H. Cao (School of Information Technology University of Queensland (Australia)), v
Thom Friwirth de la Facultad de Informatica de la Universidad Ulm (Alemania).

Dada la actualidad de lag mismas creemos que el presente trabajo constituye un
aporte a los desarrollos tedricos de las mismas, asi como una ventana a posibles
aplicaciones futuras.

3.3. Observaciones sobre algunas aplicaciones

Suponganios cue fijamos un cierto lenguaje de primer orden, que  es una férmula
de dicho lenguaje, y ademés que tenemos un conjunto parcialmente ordenado (P, <p),
abreviadamente como es usual nos referiremos a éste como un copo. Las anotaciones
p las tomaremos en el copo P. En este contexto tenemos que una formula anotada es

un par de la forma (@, p).



Ejemplos
1. Sea P = {([0,1],<}, donde < representa el orden usual.

o) La férmula anotada (i, 1) sugiere la interpretacién de que ¢ verdadera con
certeza total.

b) La férmula anotada (p, 0.9 ) en cambio nos permite las interpretaciones
que  es verdadera con certeza de 0.9 6 se tiene al menos un noventa por
ciento de probabilidad de que ¢ sea verdadera.

¢) La férmula anotada (g, 0) por lo contrario nos indica que no sabemos nada
de la verdad de .

2. Sea (P, <) donde P es el conjunto de los intervalos cerrados contenidos en [0, 1];
y el orden < estd definido por [a,b] < [c,d] © a < cy b < d. En este caso una
férmula anotada como {p, [0.2,0.8]) nos sugiere la interpretacién ¢ es verdadera.
con una confianza entre 0.2 v 0.8. .

3. Sea ([0,1] x P(T)} ; con el orden obtenido del orden usual de los nimeros reales
en la primera componente, y de la inclusién de conjuntos en la segunda. Aqui T
representa un conjunto de tiempos. Asf una férmula anotada (i, (p, }) nos
sugiere la interpretacién de que ¢ es verdadera con una confianza de al menos

p en todos los tiempos £ en S.

4. Sea {[0,1] x P(T) x P{L)) ; con e] orden andlogo al item anterior. Aqui T
representa un conjunto de tiempos, y L representa un conjunto de lugares. Si
tenemos ademds que  representa “estd lloviendo”, entonces la férmula anota-
da (g, (0.9, {sdbado, domingo }, {Santiago, Valparaiso })) podria interpretarse
como que hay un noventa por ciento de probabilidad que llueva entre Santiago
v Valparaiso, entre los dias sdbado y domingo.

La relevancia en la interpretacién de las conclusiones de las 18gicas anotadas de-
penden exclusivamente de la destreza del anotador. Estas gozan de un amplio espectro
de utilizacion, dentro del que podemos citar grados de credibilidad, probabilidad, ca-
lidad de datos, condiciones atmosféricas, y cualquier otro tipo de inferencias similares

{recomendamos [51], [52] y [5]).

Las légicas anotadas han sido fuertemente utilizadas en el manejo de bases de
datos inconsistentes (ver [5], [12]). Insistamos que la Légica Cldsica en presencia de
inconsistencias se trivializa, por tanto es necesario el uso de Ldgicas que permitan el
manejo de inconsistencias sin que se trivialicen, dentro de éstas tenemos las Légicas
de Predicados Anotadas {Annotated Predicate Calculus APC). La razdén que se use
ampliamente APC es por que las teorias cldsicas pueden ser inmersas en APC en
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diversas formas. Las inmersiones més usadas son aquellas donde las teorias que son
inconsistentes clasicamente son consistentes en 4 7°C.

Un importante problema es recuperar respuestas a consultas que son consistentes
con las restricciones, aunque la base de datos (toda en conjunto) no satisfaga las
restricciones. Muy seguramente la mayorfa de les datos son consistentes todavia.
Intuitivamente una tupla # es una respuesta consistente para una consulta de primer
orden Q{z) en una instancia (quizds inconsistente) de una base de datos relacional si
es una respuesta (ordinaria} de Q{z) en una reparacién minimal {con respecto a la
inclusién) de la base de datos.

APC provee un nuevo marco semantico declarativo para estudiar las consultas de
bases de datos que son inconsistentes con sus restricciones. Esto se hace a través de
una inmersién de la bases de datos ¥ las restricciones en una teoria descrita en APC,
para lo cual se reguiere un dlgebra apropiada de anotaciones.

En [5] se probd que existe una correspondencia entre algunos modelos minimos
de la teoria anotada y las reparaciones de la base de datos inconsistente para res-
tricciones universales. En [12] se amplia a restricciones relacionales, ademds prueban
como una consulta (anotada) es un problema de consecuencia no monétona de la

. teorfa anotada. Sobre la base de la teorfa anotada generada, se presentan programas
de logica de primer orden disyuntivos con argumentos anotados para especificar las
bases de datos reparadas. También prueban la correspondencia entre algunos bien
identificados modelos de los programas y las reparacicnes de la instancia de la base
cle datos original; ¥ se establece un camino para obtener respuestas consistentes de

- esos modelos. Hay implementaciones de tales programas en DV L.

Recientemente se ha abierto un interesante problema de investigacién que rela-
ciona las l6gicas anotadas y el nuevo paradigma computacional de los lenguajes de
programacion con restricciones. Se trata de incrementar la expresividad de éstos
lenguajes a través de las légicas anotadas (ver [45],[66]).

Los anteriores comentarios muestran la amplitud en los usos de las logicas ano-
tadas, mds si se piensa que uno podria anotar con cualguier tipo de conjunto con la
estructura que se nos ocurra. Asf en las ilustraciones anteriores mostramos ejemplos
con conjuntos de anotaciones con estructura de orden, las que nos permiten hacer
comparaciones entre los elementos de dicho conjunto, y aprovechando este hecho po-
driamos introducir una seméntica basada en estas comparaciones, es decir, definir
una semdntica usando la relacidn de orden dada.

Buscando una presentacién més general Da Costa, Subrahmanian y Vago [40]
presentan las 1égicas P, en las cuales se consideran las anotaciones en conjuntos con
estructura e reticulo. A continuacidn presentaremos los principales aportes de estas

légicas.



3.4. Las logicas F;

Los sistemas Pr que presentaremos aqui dan cuenta de la formalizacién del afio
1991 [40], aunque ellas realmente aparecen algunos afios antes en una serie de aph-
caciones en programacion 1ogica como lo sefialamos en nuestra introduccién.

3.4.1. FEl sistema Pr

Consideremos un reticulo completo 7 fijo, y una funcidn ~ : # —— 7 también
fija. Dentro del reticulo 7, como es usual usaremos los simbolos [y T para denotar
el minimo y el maximo del reticulo. En cuanto a la funcidn ~ la usaremos a fin
de representar una negacién para las férmulas anotadas. Tanto el reticulo, como
la. funcidén son en principio absolutamente arbitrarios. De estd manera realmente
estaremos hablando de infinitos sistemas 16gicos, puesto que cada sistema depende

del reticulo 7 y la funcidén ~ .

El lenguaje del sistema F. consiste de simbolos idgicos A,V,~+,7, un conjunto P
de variables proposicionales p, g, 7,..., constantes de anotacién A,u,..., para cada
elemento del reticulo 7 y paréntesis. El conjunto F de las férmulas de P se define

recursivamente.

1. Sip es una letra proposicional ¥y A es uma constante de anotacidn, py es una
férmula. '

2. Si A esuna formula, entonces -4 es una férmula.
3. Si Ay B son férmulas, entonces (A A B), (AV B) y (A — B) son férmulas.

4. Una expresion es una férmula si v sélo si se obtiene usando sélo las reglas antes
citadas.

Las férmulas ——--- —p,, cuando hay £ simbolos de negacion, se denotard por
~*p,, k > 0y se llamarédn hiperliterales. Una férmula complejo es una férmula que
no es un hiperliteral.

La presentacién de P; esta dada por los axiomas y reglas de inferencia que listamos
a continnacién.

(—1) A—(B— A),
(=2} (A= (B C))—= ((A— B) — (4 — C)),
(=3) ((A— B) - A) = 4,
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(_>Jl) A,.A"‘*B,
B

) {(AAB)— A,

(A2) (ANB)— B,

(ha) A= (B— (AN B)),

(Vi) A—(AVB),

(Vo) B —(AVB),

(Va) (A—=C)—={{B—=C)—={{AVvB)—C)).
St Fy G son férmulas complejas,

(1) (F— G)— ((F = =G) — -F),

(72) F — (0F —A),

(ma) FV-F,

(1) P

(r2) P = =*'pay, para k > 1,

(Ta) Py — P, Para > A,

(r4) Si A— p,, paracada j € J, eﬁtonces A p,, donde u = Vje,} 1.

Las definicicnes de prueba, consecuencia, -p, y teoremas son definidos en la forma
usual. Un conjunto A de férmulas se dice trivial si para toda férmula A € F, A F A,
Un conjunto A se dice inconsisiente si existe una fdrmula A tal que A - Ay A F A,
Existen conjuntos de férmulas que son inconsistentes pero no triviales.

Observacion 3.1 1. Los axiomas —, - y 3 dan cuenta que el comportamiento
de las formulas complejas es similar al de la [8gice proposicional clisica. La dis-
tancia con la ldgica cldsica estd marcada en el manejo de los dtomos anotados,
legislado con los axiomas 7y al 74.

2. Consideramos muy pertinente senalar que el sistema Pr no es estructural; ast si
7 es g sustitucion tal gue o(pL} = pa, para A # L, se tene:

Fpr pi pero ¥pr o(pL),
lo cual se puede verificar a parlir del teorema 3.4.
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3. Las formulas complejas tienen un comportamiento cldsico en el siguiente sen-
tido. Si@(z1,...,2,) es una tautologia cldsica y Ay, ..., Ay son férmulas com-
plejas, entonces Fpr (A1, ..., A,).

4. En la regla 14, st J = () entonces Vje.] wi = Ly por los axiomas 7, —; y
modus ponens A — py. s decir, una consecuencia de la regla 7y es uno de los
ariomas del sistema P,. Asi nosotros asumiremos que J # .

&, Una particularided de P, estd en el azioma 74, el cual puede tener una instancia
infinita st el reticulo es infinito.

Se obtiene un resultado similar al teorema deduccién en el caso cldsico, el cual
es una consecuencia de los dos primeros axiomas y de que la regla de inferencia es
modus ponens, més la verificacidn para el mismo de la regla 7.

Teorema 3.1 £, Abp, B siysdlosinrp, A— B,

3.4.2. Semantica para el sistema P

Una interpretacidn I para el sistema F. es una funcién [ : P — 7. Para cada
interpretacién se define una evaluacién vy : F — {0, 1} por:

1. Sipe P, entonces vy(p,) =1 sii I(p) > p.

2. a) UI(_—’kpy) = v;(—'k'lpw), para k > 1,
b) Si A es compleja, entonces vr(—A} = 1 — vr{A).

3. S5i A, B&F, entonces
a) vi(A— B)=1siiv(A)=06v(B)=1,

b) ’U](A vV B) =1 sii UI(A} =16 ’U}(B) =1,

c) wvi(AAB)=1siiv(A)=1yv/(B) =1
Observacién 3.2 Si se tiene que I{p) = L, entonces vi(py A ~px) = 1, es decir,
el sistema es paraconsistente en el senlido que existen conlradicciones gue son “ver-

daderas”bajo ciertas interpretaciones y asi (A A -A) — B no es un teorema en P,.

Sin embargo, si F es compleja, entonces bajo toda interpretacidn I, siempre ten-

dremos que vi(F A—F) = 0. En efecto, si p(z1,...,%5) €s una contradiccidn cldsica
y Ay, ..., A, son férmulas complejas, entonces (A1, ..., An) es falsa bajo toda in-
terpretacion.
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Las nociones de consecuencia seméntica, =, férmula valida, ete., se definen en el
sentido wsual. Finalizamos esta breve presentacion listando algunos de los principales
resultados de las légicas Pr.

Teorema 3.2 Si X bp, A, entonces T |= 4.
Lema 3.3 5i A es no trivial, entonces tiene un modelo.

Teorema 3.4 1. Si Y es finito, entonces Lhp, A st & = A.

2. SiT es finito, entonices ¥ Fp, A sii ¥ = A.

Las légicas Pr estdin dentro del marco de las légica proposicionales, sin embargo
no es dificil extender estas ldgicas proposicionales a légicas de primer orcen.

Para precisar el anterior comentario presentarermos los sistemas (., que dan cuen-
ta de légicas anotadas de primer orden.

3.5. Las légicas anotadas ¢);

El sistema €2 es ia légica anotada bésica de primer orden, en Ia cual ignal que en
el caso proposicional 7 es un reticulo completo, al cual en general por efecto de las
aplicaciones generalmente se le agrega la condicion de ser distributivo. Igualmente ~
es una funcién unaria sobre 7. El lenguaje £ de ¢}, es un lenguaje de primer orden,
que como es lo usual consta de unos simbolos comunes. Los signos de variables, los
signos ldgices para los conectivos, la relacién de identidad y los cuantificadores, v los
signos téenicos ¢ auxiliares, como son los paréntesis. Sin embargo es usual incluir, por
fuera de la formalidad, los signos de puntuacién de nuestro lenguaje natural. Asi los
simbolos comunes los podemos precisar en la siguiente lista.

(i) Variables: u,v, %, ¥, z, U1, ug, Uz, . ..
En general, las dltimas letras: mindsculas del alfabeto latino, st es necesario con
subindices.

(ii} Conectivos: V, A, —, <, .
(1) Cuantificadores: El cuantificador universal ¥, y el cuantificador existencial 3.

(iv) Identidad: =, por simplicidad suprimiremos este simbolo de nuestro lenguaje.

(v) Los paréntesis: ) y ( .



En cuanto a los simbolos no comunes, tenemos los de predicado, para referirnos a
las relaciones entre los objetos, los de funcidn muy propios de ciertas relaciones en el
uso de las mateméticas preferiblemente, y los de constantes, para referirse a objetos
individuales. El conjunto de todos los sfmbolos no comunes usualmente se denomina
lézico de primer orden, v se puede detallar por:

» Un conjunto R de simbolos de relacién (6 simbolos de predicado). A cada uno
de los cuales se le asigna un natural, denominado su aridad, para indicar el
nimero de “argumentos” que éste permite. Cuando este nimero sea n diremos
que el predicado es n-ario.

= Un conjunto F de simbolos de funcidén3. Al igual que para los simbolos de
predicado, cada uno de los simbolos de funcidn tiene asociado un mimero natural
asoctado, para indicar el nimero de “argumentos” que éste permite. Este niimero
igual que para los simbolos de predicados, recibird el nombre de aridad de f, y
lo recalcaremos diciendo gue f es n-ario.

a Un conjunto ¢ de simbolos de constantes.
Usaremos la letra L para denotar el léxico formado por los conjuntos R, F, y C

Los términos de L se definen recursivamente por:
1. Toda variable es un término de L.
2. Todo simbolo constante es un término de L.

3. Si f esuna funcién n-aria y ¢y, s, ..., t, son términos de L, entonces f(¢y, ta, ..., t5)
es un término de L.

4. Los términos se forman tnicamente por los items anteriores.

Diremos que un término es cerrado si no tiene variables. A partir de los términos
se definen las férmulas de primer orden mdés simples que llamaremos atdmicas, para
después si definir las férmulas de primer orden en general.

Las férmulas atémicas de L son las expresiones de la forma R{t1, %o, ..., ¢,), donde
R es un simbolo de relacién n-ario; y t1, t2, ...t son términos de L.

Las férmulas de primer orden (f.p.0.) de L:

1. Toda férmmula atémica es una f.p.o.

3En algunas presentacioncs de lenguajes de primer orden no aparceen; incluso estos podrian
pensarse dentro de los simbolos de predicado.
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Si o es una f.p.o. entonces () también lo es.

3. Siay dsonftp.o.entonces (o) A(F), (a) Vv (3), (@) = {F) y (o) « (3) tambhién
lo son.

4. Si o esunafp.o.y wes una variable entonces (Vx)a y (J2)a también lo son.
5. Las f.p.o. ge forman dnicamente por los items anteriores.

Si P es un simbolo de predicado de aridad n y A € 7 entonces al par {P,)\) lo
lHamaremos un predicado anotado, se denotara por Fi.

Dado un predicade anotado Py, de aridad n y n términes f£y,...,t,, un diomo
anotado es una expresion de la forma Py(¢y,...,%,). La nocién de férmula de primer
orden es andloga a [p.o. tomando como base los dtomos anotados en lugar de las
férmulas atémicas.

3.5.1. Interpretaciones

Una interpretacién para un léxico de primer orden L = (R,F,C) esta dada por
un par [ = (D,i) donde D es un conjunto no vacio Hamado dominio de I, e i es una
aplicacidn que asocia:

1. A cada simbolo constante ¢ € C, un elemento ¢ en D.

2. A cada simbolo n-ario de funcién f € £, una funciéa n-aria f: D" — D.

3. A cada simbolo n-ario de relacién P € R, una relacién? n-aria P*: D" — 1.

Una asignacidn en una interpretacién / ={D,i) es una funcién 4 : V — D,
definida del conjunto e las variables en el dominio de la interpretacién 7, y para Ia
cual usaremos la notacidn A(z) = x*. Ademds usaremos el signo O para la asignacién
vacia. '

Si 7 = (D,i) es una interpretacion para L y A una asignacion en esa interpretacion,
entonces a cada término t de L se asocia el valor #4 en D a través de las siguientes
indicaciones: '

1. Para un simbolo de constante ¢, ¢ = c.
Y

2. Para un simbolo de funcién n-aria f y términos i;,s.. .., ¢, sobre L
. A A G4 A A
[f(tl,r‘.g,...,t.,,)]“ = [ 87, 57,

1En ¢l caso cldsico se asocia una rclacidn n-aria P?, es decir, P* € D"
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3. Para una variable z, %4 = z4.

Observacidn 3.3 Sit no tiene variables, y hacemos t* = " entonces t44 = ¢,

Nuestro siguiente objetivo serd atribuirle valores de significado en {0,1} a las
férmulas anotadas de primer orden de L, relativos a una interpretacién y una asig-
nacién, para lo cual es indispensable la siguiente definicidn.

St x es una variable y A, B son asignaciones en I = (D,i), diremos que A y B son
z-variantes si, v sélo si, coinciden para toda variable excepto posiblemente en z.

Observacion 3.4 Las asignaciones z-variantes con la asignacion vacia O, son todas
asignaciones que modifican o lo mds dnicamente a la variable x.

Dada [ = (D,i) una interpretacidén para L y A una asignacién en [, A cada férmula
anotada cle primer orden de L se asocia un iinico valor de verdad de la siguiente forma:

1. Para un dtomo anotado P(f1,1s, ..., 1) tenemos que [P-(#y, {3, ..., t)]o 4 = 1 si,
y sélo si, PV 674, s =

2. ' Para un hiperliteral =*(P,} tenemos que [—=F({F,)]"* = [-*"1( P, )]+
—[ip]t = =lp*4], cuando ¢ no es un hiperliteral.

[ o ]oA = p*4 o 9b4, para ¢ un conectivo binario.

AN

W]t = 1si, y s6lo si, ¢*F = 1, para toda asignacién B en ! que es x-variante
de A. :

6. [Frel = 1 s, y sdlo si, ¢*? = 1, para alguna asignacién B en I que es
x-variante con A.

Observaciéon 3.5 Usando la notacion ¢* = &7 se tiene que (Vzp)' = 1 si, y sdlo
si, " =1 para cada asignacién B que modifica unicamente la variable z. Ademds
si @ es una sentencia, 4 = oo

Al igual que en e] caso cldsico tenemos las definiciones estandar de validez, conse-
cuencia semdntico, v algunas abreviaciones ampliamente usadas como las dos sigui-

entes.

Si ¢, 1 son férmulas de £, entonces ¢ + 9 abrevia la expresion {g — ¥)A(Y — ),
mientras que - abreviaa (¢ — (p — ©}) A =(@ — ©))). La expresion —¢ recibe
el nombre de negacién fuerte de ¢ en Q.
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Ahora daremos una presentacidn para el sistema .. Consideraremos a o, 3, v
como forinulas cualesquiera. ¢ ¥ ¥ denotardn formulas complejas y # es un atome
anotaclo. Donde ¢ estd sujeto a las restricciones usuales, y también al usar la variable
2 mantenemos las restricciones de libertacl estandar.

(=) a— (F —a)

(=2) (= B) = ((a—={(8—=7)) = {a—7))
(—3) o, o= B/0

(-4) ((a—B) —a)—a

(A1) anB— 28

(Ae) anp—a

(As) o= (B—=anp)

(Vi) o = (aV D)

(V) 8= (aV 9)

(Va) (@ =)= {(B—=7) = {aV3-7))
(1) (g ¥) = (g = ~¢) = )

(2) » — (mp = )

(ms) 0V -

() alt) — Jzo(w)

: o(3)—f3
(3‘3) Elga(:c)—»—ﬁ

(%) VYzalz) — alt)

() 2,

(1) (00) A =*(8,) = ~+71(6-,.)
(13) (8-0) — (6-5) donde A < po

(m3) Si o — (8,,) para todo j € J, entonces o — (8,) donde p = sup{p; 1 j € J}

GO



Dado que 7 es un reticulo completo, el supremo en {73) estd bien definido. Mds atin,
. K . i=n
cuando 7 es finito la regla (73) puede ser reemplazada por AJZ)(6,,) — (6,) donde
po=sup{y; : 1 < j < n}. La definicién de consecuencia sintdctica - se introduce
como es usual. Estas ldgicas anctadas también resultan ser paraconsistentes.

Resulta mas o menos estandar dar una prueba al teorema de validez para ¢}, con
respecto a la seméntica presentada. Es decir, para I' U {a} un conjunto de férmulas
de ()., se cumple que si « se deduce de I' a partir del sistema deductive, entonces o
es una consecuencia l6gica de I".
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Capitulo 4
Revisién a las légicas anotadas

Intentaremos presentar una nueva, y quizds mas profunda, revisién a las légicas
anotadas en relacién con las ciencias de la computacion. Mds precisamente, en relacién
con la programacién légica y la “computacién suave” (soft computation). Revisién
que justifica la necesidad de nuevos desarrolios tedricos en esta linea de investigacidn.

Cuando en el afio 1989 Subrahmanian, da Costa y Vago diseflan la légica P; sin
lugar a dudas querfan dar respuesta a una problemdtica presentada en el seno de
la. pregramacién logica. Una mirada a los acontecimientos recientes muestra que la
propuesta de F; no da solucién a la totalidad de las dificultades encontradas en su
momento en la programacion légica, mas ain tales difieultades han ido en incremento
con los desarrollos posteriores en las dreas cercanas a la programacion 16gica como
la computacion suave. Esto, sumado al desarrollo de las diferentes 16gicas no cldsicas
multivaluadas en la vecindad mencionada, ha dado pie a gestar una nueva etapa de
la programacién légica. Siendo necesario consolidar propuestas actualizadas de los
desarrollos 1égicos que proporcionen herramientas sélidas que sustenten tal etapa.

No es facil definir, ni si quiera acotar en forma precisa cudles son estos problemas
a solucionar, pues como tales no estdn planteados. Por el contrario, sélo la revisién
de los desarrollos de esta lnea de investigacién (programacién légica + computacién
suave) permite exhibir la aparicidn de nuevas dificultades. Por tanto, nuestro pro-
blema desborda la posibilidad de una solucién definitiva. Se trata de acompafiar la
vanguardia de las aplicaciones de las drea de conocimiento en mencién con mejores y
mads apropiados sustentos tedricos. Nuestra propuesta es desarrollar logicas anotadas
de segunda generacién que eventualmente podrian soportar algunas aplicaciones. En
esta perspectiva se hace necesario cuidar el buen comportamiento de tales 16gicas, y
tenemos por recurso tedrico el de los métodos algebraicos de la légica, a través de los
procesos de algebrizacion.

En este capitulo resefiamos una serie de articules con los que se evidencia Ia apari-
cién de la nueva etapa en la programacion légica antes mencionada. En los mismos se
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detecta igualmente la necesidad de llevar las 16gicas anotadas por nuevos desarrollos.
Con el objeto de precisar los comentarios por venir y buscando un cardcter autocon-
tenico, hemos decidido hacer un breve recorrido por los principales elementos de la
programacién légica hasta poder detallar el principio de resolucién de Robinson v
precisar el concepto de hiper-resolucién. Esto nos permitird clerta solvencia en nues-
tras resefias. Ademds presentaremos una serie de observaciones generales, producto
de esta investigacion, acerca de los procesos de algebrizacidn que nos garanticen el
buen comportamiento de las logicas a construir, por lo menos desde el punta vista
algebraico.

4.1. Programacién Légica

Uno de los temas actuales de mayor interés referidos a las ciencias computa-
cionales, la logica v las matemadticas mismas es la deduccidn autemitica. Siendo su
eje articulador el principio de resolucién légica de Robinson que, en términos ge-
nerales, soporta y sustenta los procedimientos de deduccién automética. Queremos
hacer un rapido recorrido de las ideas centrales del razonamiento antomdtico; una.
breve revisién de cémo se llegd a los procedimientos de resolucién desde Leibniz
hasta Robinson, para después presentar alguncs ejemplos de resolucién 1dgica mas
generales, y citar ciertos sistemas experimentales para la prueba de teoremas.

El uso de sistemas formales permite capturar ciertos esquemas de razonamiento
a través de de cdlculo simbdlico, es decir, éstos razonamientos pueden ser tomados
como procedimientos combinatorios, finitos y puramente sintdcticos. La idea de que
“al razonamiento es como el célculo”, debida a Leibniz, toma forma y se materializa
con el uso de las computadoras.

En 1936 Church y Turing probaron que no existe un procedimiento general de
decisién para constatar la validez de las formulas de primer orden en légica. Sin em-
bargo, hay procedimientos de prueba que pueden verificar que una formula es vélida
si en realidad lo es. Para formulas invalidas, estos procedimientos en general nunca
terminaran. Ya en 1930 Herbrand habia desarrollado un algoritmo para encontrar
una interpretacién que pueda falsear una férmula dada. Sin embargo, st la formula
dada es realmente valida, tal interpretacién no existird y su algoritmo va a parar
después de un nimero finito de pruebas. El método de Herbrand es la base de los
procedimientos automaticos de prueba mas modernos.

En 1960 Gilmore consigue implementar, aunque no muy eficientemente, los pro-
cedimientos de Herbrand en una computadora, método que es mejorado sustancial-
mente por Davis y Putnam en 1960. Sin embargo el avance mayor se realiza a través
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de Robinson en 1965, al introducir el Principio de Resolucién. Estos son procedimien-
tos de refutacién, es decir, en lugar de probar la validez de una formula se prueba
que la negacidn de una formula es insatisfacible.

Con el principio de resolucién de Robinson se da origen a la demostracién au-
tomdtica de teoremas, que gozd de gran interés en los aflos sefenta al inicio de la
Nlamada Inteligencia Artificial (IA). Las aplicaciones mds eficientes y de mayor apli-
cacién, dentro del marco de la IA, se inician con el origen de Prolog (1971) en la
Universidad de Marsella (Francia). Prolog es un ejemplo de lenguaje basado en la
Logica de Primer Orden y aunque toma su nombre de la expresion “PROgramming
in LOGi¢"” hace use de una estrategia de refinamiento denominada Resolucidn-SLD,
que abrevia “Linear resolution with Selection fanction for Definite clanses”.

La equivalencia entre semaéantica declarativa y semantica procedimental para pro-
gramas definidos es bdsicamente la validez y la completitud de resolucién SLD. La
SLDNF-resolucién esta pensada como la contraparte de un procedimiento de la
semantica declarativa. Esquema de resolucidn gue es la base actual de la progra-
macién 1égica. Es esencialmente una resolucién SLD aumentada por la regla de infe-
rencia NAF (Negation as Failure). La definicién de SLDNF-resolucién es una versién
inductiva formal como opuesta a la versién recursiva. '

Actualmente la programacién ldgica ha cobrade un renovado interés al hacer con-
verger las ciencias computacionales, la légica y las matematicas. Interés que estd respal-
dado por un sinnimero de aplicaciones que incluyen ias bases de datos y lenguajes
de programacién. Esto significa que no sélo sirven para demostrar teoremas o argu-
mentos de Matemadtica o Filosoffa, sino que también se pueden aplicar a las dreas de
Ingenieria, Control industrial y Computacién.

Dentro de los demostradores de teoremas de aplicacién experimental, se destacan
MACE, FINDER, MGTP, LDPP, SATO, SEM y el sistema OTTER (Organized
Techniques for Theorem-proving and Effective Research). Con algunos de los cuales
se ha experimentado en la aplicacién a la validacién y disefio de circuitos, correccién
de programas, y en general a problemas de inferencia modelados en 16gica de primer

orden.
En lo que resta de esta seccién haremos un rdpido recorrido de los elementos

hésicos necesarios para presentar el concepto de hiper-resolucién.

4.1.1. Conjunto estandar

~ Una férmula de primer orden i estd en una forma normal prenexa (FNP) si ¢
tiene la forma (@1xz)...{Qnz,) M donde @1, ..., @, son cuantificadores (¥ ¢ 3I)y M
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no contiene ningin cunantificador, (Qhxy)...(@uz,) es lamado el prefijo de ¢ v M la
matriz de .

Para obtener una forma estdndar de Skolem se parte de una forma normal prenexa
y la matriz se pasa a Forma Normal Conjuntiva (FNC). Tendremos entonces una
férmula donde ((Q121)...(Qnz,) son cuantificadores; 7, ..., T variables (distintas) y
M una matriz en FNC. En seguida se eliminan todos los cuantificadares existenciales
mediante el proceso llamado skolemizacién, que describimos a continuacién. Sea @,
es un cuantificador existencial del prefijo de . Si antes de @, no hay ningiin cnan-
tificador universal, se escoge un simbolo de constante ¢, que no aparecia antes en la
férmula, se reemplaza por todas las ocurrencias de zn, ¥ se borra Q,,x, del prefijo.
En caso contrario, sean (g, ..., ¢, todos los cuantificadores universales que aparecen
a la izquierda de (2. Escogemos un nuevo simbolo de funcién r-ario, f, se reemplazan
todas las ocurrencias de x,,, por f{Z,,, ..., %, ) v se elimina Q& del prefijo. El proce-
so termina cuando se ha aplicado a todos los cuantificadores existenciales. Constantes
v simbolos de funcién afiadidos son llamados funciones de Skolem.

- Una férmula de primer orden, », no es necesariamente equivalente a su forma
estandar de Skolem, S, sin embargo, se demuestra (teorema de Skolem) que S es
ingatisfacible, si v solo si, ¢ es insatisfacible.

Un fiteral es un predicado atémico, o la negacién de un predicade atdémico. Una

cldusulo en la Légica de Primer Orden es una disjuncién finita de cero o mas literales.

Mientras gue una cldusula proposicional es una cldusula en la Légica Proposicional,

es decir, una disjuncién finita de letras proposicionales é negaciones de letras proposi- -

clonales.

Diremos que una clausula es wnitaria, si solo tiene un literal. La cliusula vacia
(que tiene cero literales) se escribird [, y se entendera como falsa en cualquier inter-
pretacién (ya que una clausula se interpreta en verdadero si existe al menos un literal
que se interpreta en verdadero). Simplifiquemos akora la representacién de una forma
estandar de Skolem, de la sigutente manera. Primero, los cuantificadores (Vz;)...(Vz,,)
ge pueden omitir, pues sabemos que cualguier variable gue aparezea estd cuantificada
universalmente. Segunde, puesto que M = C) A ... AC,, ¥a que se encuentra en FNC,
donde cada (; es una clausula. Podemos representar la forma de Skolem mediante
el conjunto de sus cldusulas, S = {C},Cs,...,C}. A S lo llamaremos un conjunto
estandar de cldusulas (o simplemente, conjunto esténdar).

4.1.2. Interpretaciones de Herbrand

Sea. S un conjunto estdndar de cldusulas, siempre que exista al menos un simbolo
de constante en S; se define Hy = {c : ¢ es un simbolo de constante en S}; en caso
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contrario se define Hy = {a}, con a un simbolo de constante cualquiera. Recursiva-
mente definimos H, 1y como la unidn entre H, y el conjunto de todos los términos de
la forma. f{t;,12, ..., %) donde f es un simbolo de funcién n—ario que aparece en S, v
t1,ta, ..., tn € Hy. Finalmente el universo de Herbrand (H) de S es la unién de todos
los H,.

Sea S un conjunto estdndar y H su universo de Herbrand. La base de Herbrand
(B) de S, es el conjunto de todas las instancias bésicas de los dtomos que aparecen
en S, es decir, B es el conjunto de todos los predicados de la forma P{t;, ..., t,) donde
P es un simbolo de predicado en S v ¢, ...,1, son términos en H.

Una interpretacién de Herbrand es una interpretacién que tiene por universo a H
tal que todas las constantes de S son interpretadas como ellas mismas, y si f es un
sfmbolo de funcion n-aria, y hy, ..., b, términos de H, la interpretacion de f{h;, ...k, )

es f(hy, ..., ).

Se demuestra (teorema de Herbrand) que una formula ¢ es insatisfacible si y s6lo
si, o7 es falsa en todas las interpretaciones de Herbrand.

4.1.3. Resolucién en légica proposicional

Un par de literales Ly y L se dicen complementarios si' Ly = —Ly 0 Ly = L. El
principio de resolucién consiste basicamente en la aplicacién, sobre un conjunto de
cldusulas, de las siguientes reglas de inferencia:

Regla de Resolucion Binaria

Dadas dos cldusilas, C; y Co, si hay un par complementario, digamos P y - P
donde P es un literal de ) y P un literal de 5, se infiere C5 asi:

Ci-RvVPVvG
GQ:FQV_‘PVGZ
C33F1VG1VF2VG2

La cldusula (5 es llamada una resolvente binaria de C) y Cs, y es de nuevo una
cldusula, pues Fi, Gy, Fo y G4 son cldusulas (posiblemente vacias). El par comple-
mentario, P v =P no aparece en la conclusion, y se dice que P y —P son los literales
resueltos.

Regla de Factorizacidn

Dada una cldusula ' : Fi1v PV v PV F; donde P es un literal, C' se infiere asi:
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C.FRVvPVEVEPVE
O RvPVYVRVE

(" se denomina un factor de C.
Regla de Resolucidn

Dadas dos clausulas O y Cy, llamadas clausulas padres, la aplicacién de la regla
de resolucién sobre estas cldusulas consiste en uno de los cuatro casos signientes:

1. Resolucion binaria entre 7 y Os.
2. Resolucion binaria entre Cy y un factor de Cy.
3. Resolucién binaria entre un factor de C| y Ch.

4. Resolucién binaria entre un factor de C) y mn factor de Cs.
“El resultado es llamado una resolvente de Cy y Ca.

Esta regla es muy podercsa. De hecho se extiende a la légica de predicados de
primer orden y se muestra la completitud en el siguiente sentido: si un conjunto de
clénsilas es insatisfacible, entoneces es posible inferir de allf la cldusula vacia.

Deduecion i

Dado un conjunte 5 de cldusulas, una deduccién de ' a partir de .5 es una
secuencia Ch, Co, ..., Ck tal que Cp. = €'y cada C; es bien una cldusula de S, o se
obtiene por la aplicacién de la regla de resolucidn a cldusulas anteriores a C;. Si C es
la cldusula vacia entonces a esta deduceion se le lama refutacién de S. Convendremos
en lo que resta de éste capitulo en usar la notacién S +7 ¢ para denotar que S es un
conjunto a partir del cual se puede deducir  nsande la regla de resolucidn. Ademés
si Sy T son conjuntos notamos 5 FRT si SFR ¢ paracadat € T

Validez de Resolucidn en la Légica proposicional

Sean S un conjunto estdndar de clausulas proposicionales v C una cldusula proposi-
cional. Si S H® C entonces C es es una consecuencia légica de S (S = O).

El reciproco no es cierto, puesto que p ¥& pvqy p = pVq. Pero es cierto en cuanto
a satisfacibilidad, es decir, si I' C D{ps, ..., pn), el conjunto de todas las clausulas que
contienen sélo las letras proposicionales py, ..., P, entonces [ es insatisfacible si y solo
sil =20

Ejemplo 4.1 Dado el conjunto estdndar S,
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1. Pv@QdeS
-PV(QdeS
Pv—Q deS

SPV Q) de §

Generamos los siguientes resolventes
5 Qde(1)y(2)
6. —Q de(3) y(4)
7. O de (5) y (6)

Dado gue se derivé O, & es insatisfocible.

4.1.4. Resolucién en Légica de Primer Orden

Dadas dos expresiones, E; y E», una sustitucién ¢ es un unificador de (E), E3)
si y solo si Eyo = Eyo. En tal caso By v B4 se dicen unificables. Un unificador 8 de
(E1, Fa) es un unificador més general (umg) si y solo si para cada unificador o de
(E1, Esp) existe una sustitucién 7 tal que o = § o 7. Robinson desarrollé un algoritmo
que permite calcular el wmg siempre que exista, y en caso contrario decidir que no es
posible. '

Regla de resolucidn binarig

Dadas dos clausulas, C; y Cy que no tienen variables en comun, si existen dos
literales, P(t1,...,tn) ¥ P{s1,..., sp) de C1 y Cq respectivamente tales que P(ty, ..., %,)
y P(sy, ..., 8n) son unificables, y a través de la regla de resolucién binaria se puede
inferir la clausula C5, que es llamada resolvente binaria de €} y Cs. Los literales
P(ty, ..., tn) ¥ P(s1,..., s,) 1o aparecen en Cy y se dice que son los literales resueltos.

G]_ . Fl \% P(tl, ...,tn) A% Al
Og : Fg A ‘WP(Sl, ey Sn) vV Ag
C3Z(F1VA1VF2VA2)9

donde & es el umg de P(ty,...,t,) ¥ P(s1, .oy 8n).
Regla de Factorizacion

Dada una una cldusula C con dos literales L; y L, unificables, a través de la regla
de factorizacién se puede inferir C7, que se denomina un factor de C.
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C:hivEigviav L. vI
CH:(F]_\/L‘[VFZVF:_J,)H

donde & es el wing de Ly y La.

La regla de resolucién es andloga al caso proposicional, e igualmente se tiene
alidez, es decir, dados § un conjunto estdndar v C' una cldusula, si de § se deduce ¢
usando resolucidn, entonces S = €. Ademéas usando arboles seménticos se prueba la
completitud: un conjunto estandar S es insatisfacible 81 y sélo si existe una deduccién
de la cldusuia vacia (O) a partir de S.

Resolucién semdantica

Uno de los mayores avances en mejorar la implementacién de resolucidn estd dado
por los métodos que se derivan de resolucidn semdutica. La idea es bastante sim:-
ple y viene de la observacién que generalmente aplicamos resolucién a un conjunto
inconsistente de férmulas S esto significa que ninguna valuacidn hace verdadero al
conjunto de [érmulas.

Ahora supongamos ¢ue elegimos una valuacién arbitraria; esta valuacién divide
al conjunto de cldusulas en dos conjuntos no vacfos. Sean Sy el conjunto que es hecho
verdadero por tal valuacién v Sy el conjunto hecho falso, S; U S = 5.

Bajo este esquema, para producir una contracdiceidn no tiene sentido hacer reseclu-
cién entre cldusulas de S) o cldusulas de Sy:, 56lo podremos producir una contradic-
cidn -al hacer resolucién entre clausulas de distintos conjuntos. También es posible
demostrar que esta resoiucién es correcta y completa.

El principio de resolucién puede generar muchas clausulas irrelevantes y redun-
dantes, una buena idea para evitar la generacién de las cldusulas innecesarias es
dividir un conjunto de cldusulas en dos grupos: Sy y 5y, afiadiendo la restriccidn de
que no se pueden resolver entre sf cldusulas del mismo grupo. En resolucién semanti-
ca, se usa una interpretacién para dividir las cldusulas, este hecho es el que le da
el nombre de resolucién seméntica. Veamos algunos procedimientos particulares de
resolucion seméntica.

Una hiper-resolucidn es un caso especial de resolucidn semantica, en la cual la
interpretacion escogida falsifica a todas las variables del conjunto de férmulas. La
ventaja de hiper-resolucién es que la pertenencia de cualquier férmula a los conjuntos
S1 0 55 puede ser determinada sintdcticamente. En efecto, las clausulas que se hacen
falsas son todas aquellas que contienen sélo literales positivos. Por otro lado, las
cldusulas que contienen al menos un literal negativo se hacen verdaderas. En cada paso
de la hiper-resolucién, se escogen n cldusulas (llamadas satélites) que sélo contengan
literales positivos v una cldusula que contenga, al menos, un literal negativo (llamada

niiclen).
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4.2. U-resolucion

James Lu et al proponen U-resolucién para ciertas légicas! anotadas, con las ano-
taciones en reticulos denominados ordinarios, y muestran que los reticulos ordinarios
son equivalentes a los distributivos completos [59]. La regla de U-resolucién es una
técnica para desarrollar un procedimiento de consulta de respuestas al estilo SLD,
dentro del marco de las programacién-légica para un subconjunto de 1égicas anotadas.
Estas incluyen las 1égicas signadas con las cuales el grupo de Lu ha trabajado durante
los afios 90’s en el marco de representacién de conocimiento y programacién ldgica.
Ellos muestran que U-resolucidn es completa, v que el G-operador permite incorporar
ciertas técnicas de borrado naturalmente, lo que permite incorporar con efectividad
las estrategias de restriceién clasicas respectivas.

El fundamento de las técnicas de resolucidn en el caso cldsico estd en la nocién de
par complementario, sin embargo al pasar a trabajar con logicas no clasicas, aparecen
dificultades como que en general tal nocién no se tiene en forma inmediata. Pues puede
suceder que existan elementos del conjunto anotador que no sean comparables.

En las légicas de Lu se consideran las anotaciones como ideales. Un ideal es un
conjunto de la forma {z : z < p, para algiin ¢} y asi la negacién de un dtomo anotado
es considerada como la férmula anotada con el complemento de un ideal entonces la
U-resolvente de un dtomo anatado con un dtomo negado serd un dtomo negado para
poder aprovechar la propiedad de los ideales. :

Si A es un subconjunto de un reticulo distributivo y completo £, representamos
por T A al conjunto {p € B| (Fu € A) p =< p}. Asisi ( = Sup{u,p} entonces

(Twn{1p)=1¢

Diremos que un subconjunto A es reqular si para algiin § € £ se tiene que A =1 6
6 A = (1 6. En nuestro contexto sus anotaciones sélo afectan los dtomos, y sélo
permite anotaciones regulares. Es importante observar que dada interpretacién [
sobre £ que mapea literales en £, siempre es posible definir una interpretacién -
consistente I, por [,(A)) = 1st I(A) €T Ay [.(A4,) =0si I(A4) € (T A). Este hecho
garantiza la cercania de éstas ldgicas al caso cldsico.

En cuanto a la negacién, ésta estd dada por una involucidn, es decir, una funcién
inyectiva ~: £ — L que satisface:

e Siz <y entonces ~y 2~ z, donde < esel orden del reticulo.

i o=

1La verdad ellos no desarrolian un sistema Iégico formal, aungue bien podria desprenderse de sus
presentaciones un tal sistema.
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En esta presentacién se obtiene que una cldusula con negacién transfiere la ne-
gacién a una operacién de negacidon sobre un reticulo. Asi que dado un dtomo 4,
tenemos que —Ay « A.,, preservandose la idea original de las 16gicas P..

El U-operador es definido por U{u. p) = Inf M{u, p). donde M(u,p) = {y € B |
Sup{y, p} = p}. Unreticulo £ es ordinario si i, p € £ implica que U{y, p) € M{pu, p).

La resolvente entre las cldusulas -4, V Ey y A,V Ej en el caso de que x4 < p (se
dice que —A, v A, son complementarios) estd dada por F V E,. Dos cldusulas son
resolubles cuande la anotacién del dtomo negado es menor o igual gque la anotacién
del dtomo no negado. Para el caso en que se tienen las cldusulas A, VD1 y A, V Dy
siendo gy y po incomparables en el reticulo, la resolvente esta definida por Agpsy, uay V
D; Vv Dy Si tenemos que A, y A, tales que u £ p, entonces la regla. de resolucién no
es aplicable. Para obtener la reduccién regular es necesario encontrar una anotacién
minimal & gue contenga a (] £)’'N T p v asi la resolvente de las dos cldusulas tenga
a &p como su anotacidn. Lu et al demuestran que tal conjunto minimal sobre las
anotaciones esta dado por (T U, p))’ por lo gue es indispensable que el reticulo sea
ordinario.

La regla de G-resolucidn

Dadas las clausulas (=A, V Dq).y (4, V D2} entonces la U-resolvente de las dos
cldusulas sobre los literales anotados ~A, v A4, es ~Aggy V D vV Dy, Es decir, la
U-resolvente se obtiene para el par complementario de cldusulas anctadas al calcular
(1 B(u, p}). Cuando + es un reticulo ordinario entonces (T U(, p))’ es el signo regular
negativo que contiene (1 )N T p.

Ademds ellos construyen un procedimiento de macro inferencia de hiper-resolucién
hasado en el operador de U-resolueidn el cual puede verse como una regla unica que
ejecuta de forma simultanea varios pasos de resolucién como sucede con la regla de
hiper-resolucidn en lbgica clésica.

4.3. Programacién con restricciones

Uno de los nuevas tendencias paradigmaticas en computacion es la programacion
con restricciones, una tecnologia de software que permite expresar de forma fdcil,
declarativa y bastante intuitiva la especificacidén y la resolucién de problemas com-
plejos v reales tales como planificacidn, optimizacién, asignacion de recursos, cumpli-
miento de contratos Web y de la industria, entre otros.

Un sistema de restricciones es una estructura (D, F), con 2 un conjunto no vacio
de simbolos de restricciones v FC D, x D, donde D, representa la coleccidn de
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subconjuntos finitos (mds ain en esta seccién el simbolo , indicara finitud), es una
relacién de consecuencia tal que:

1. Si P € wu entonces u - P.
2. Siuk P, paratodop € v,y vk  entonces u - Q.

Ademas F se extiende a D, x D, de la forma usual; w b v sl v s6lo si u - P para
todo Peu Sedenctaumvsiubvyvhk u.

Los hechos (representables en el sistema) se identifican con el conjunto de simbolos
de restriccién.

Dado un sistema de restricciones (D,F). Sic C Destalquesiu Co,cyu b P
entonces P € ¢, diremos que ¢ es un elemento. El conjunto de todos los elementos del
sistema se denota por {D|. Siuw C, D, el conjunto {P € D: ul P} se denota por T.
Obviamente % € |D|.

El reticulo (de las teorfas}: {|D},C) es un reticulo algebraico completo, no es
necesariamente finito. Los elementos finitos de |D] son los elementos generados por
subconjuntos finitos de D. El conjunto de todos los elementos finitos se denota por
| Do Se denota: Te={de|D|:e<d} yv lec={de|D|:d<c} Una restriccion
finita es un conjunto finito de simbolos. Si % es una restriccién finita se identifica u
con T € | D,

Si £ es un lenguaje de primer orden con un conjunto enumerable de variables,
sean D un conjunto de formulas abiertas en dicho lenguaje, ¥ A una clase de es-
tructuras. Se define la relacién de consecuencia por {1, Py,..., P} - Q si y sélo st
ME{P, P, .., P}, para toda M € A implica que M = Q. Este es un sistema de
restricciones.

Las l4gicas anotadas con restricciones (LAC) presentadas por Frithwirth en [45]
extienden log lenguajes de primer orden con cierta clase de predicados distinguidos,
lus restricciones, y una clase de términos (distinguidos) que forman un reticulo, las
anotaciones, las cuales se usan a nivel de féormula. Semaénticainente LAC provee reglas
de inferencia para razonar sobre férmulas anotadas y una teoria de restricciones que
define las operaciones de reticule, es decir, las restricciones sobre las anotaciones, y
muestran que existen recorridos sistemdticos para obtener un fragmento clausal gue
sea ejecutable como un programa légico con restricciones. Presentan un interpretador
y un compilador que puede ser implementado con los lenguajes de programacicn 1dgica
con restricciones. ‘

La idea subyacente al capturar una légica temporal que sea ejecutable convenien-
temente es separar los aspectos temporales de los no temporales. En este caso las
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anotaciones gozan de un estatus especial para designar los aspectos temporales, v si
eliminamos las anotaciones estaremos tratando con un una l6gica de primer orden
estandar. Con el advenimiento de la programacién logica con restricciones, la imple-
mentacion de légicas temporales por aplicacién dentro de los lenguajes con restriccio-
nes viene a ser posible. La idea de tal aplicacion es introducir pardmetros temporales
a través de relaciones y funciones especiales que describan la estructura de tiempo.
que bien pueden ser miradas como restricciones y las condiciones asociadas como
una teorfa de restricciones. Lo que garantiza la separacién de los aspectos temporales
de los de la l6gica misma., asi el manejo de la teoria de restricciones puede usar un
algoritmo especial, mientras que para los aspectos de la légica (1.p.o) es suficiente
SLD-resolucion.

El poder de expresibilidad de éstos nuevos sistemas 1égicos es indudable, sin em-
bargo en las presentaciones iniciales aparece Bmitado por la restriceidn de anotar
solamente los dtomos. Por ende es fundamental extender las anotaciones a férmulas
complejas, necesidad que es planteada explicitamente por Frithwirth. En su intento
por solucionar estas dificultades ellos proponen tres tipos de anotaciones involucrando
conjuntos temporales, asi como instantes. Este hecho no permite una caracterizacién
homogénea de las anotaciones, pero bien podria adecuarse su propuesta para lograr-
lo. Mds atn introduce operadores de anotacion innecesarios, pues estan dados por
negaciones estandar.

Para una férmula de primer orden A y ¢ un instante de tiempo la correspondi-
ente formula anotada® (f;A) se entiende comio que la férmula A es verdadera en el
instante £. Fn este caso establece condiciones de homomorfismo para el operador f,
con respecto a la negacién y la conjuncién. Posteriormente cefine lo que serfa anotar
en un conjunto de tiempos, diciendo que es lo mismo cue anotar en cada uno de
los instantes de tal conjunto, con lo que se pretende capturar variables temporales
cuantificacdas. Para un conjunto de tiempos f, nos permitimos representar por f;A
como el equivalente a fi A para todo ¢ en [. ‘

Dentro de los operadores innecesarios estd presentar como un nuevo operador la
negacién de una formula negada que ha sido anotada en un conjunto de instantes.
Estos hechos generan dificultades innecesarias en su propuesta, puesto gue se entra
a mostrar propiedades que se podrian recibir directamente de las interpretaciones
estdndar de la légica de primer orden.

Las ideas temporales manejaclas anteriormente se extienden con la colaboracién de
Raffaeta [66] a logicas espacio temporales, agregando a las anotaciones componentes
espaciales.

2El autor no troduce esta notacién, sin cmbargo creemos que dentro de nuestro trabajo el uso
de la notacidn frAd nos facilitard establecer algunas obscrvaciones.
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4.4. Elementos basicos de logica borrosa

Para poder entrar a comentar algunos de los nuevos desarrollos en programacién
légica fuzzy, necesitamos precisar algunos elementos bésicos de 16gica fuzzy (ver [63]).
Es asi que daremos la presentacion general de las t-normas v t-conormas, incluyendo
algunos importantes resultados con generadores de t-normas. De igual forma haremos
presentaciones generales de las negaciones y las implicaciones. Con estos elementos
tendremos por reto comentar acerca de ciertas tendencias en al programacidn légica
difusa. Recordemos que un conjunto borroso sobre un conjunto usual I es una funcién
U —[0,1].

4.4.1. Algunas operaciones sobre conjuntos borrosos
= Xaup(z) = maz{A(z), B(z)} = A(z) V B(z)
» Xanal{z) = min{A(z}, B(z)} = A{z) A B(z)

« xafz) =1—xalz)’

4.4.2. El reticulo {0,1]
» xVy=maz{z,y}
ez Ay =min{z,y}

] ,’L’t:].—ﬂf

El complemento * es una operacién tal que 2" =z, z <y =y <2 0V =1,
y 1 = 0. (Una involucidn que satisface las leyes de DeMorgan). Es decir, el
reticulo [0, 1] es un dlgebra de DeMorgan.

» Fl conjunto de todos los conjuntos borrosos definidos sobre un conjunto I
tiene naturalmente estructura de élgebra de DeMorgan, (F(U), Vv, A,,0,1) es
un algebra de DeMorgan, donde F(U/) = [0, 1]Y.

4.4.3. t-normas

Una t-norma es una funcién A : [0,1] x {0,1] — [0, 1] tal que:

1. lAz==x

2. zhy=ylzx

3. zA(yAz) = (zhy)Az

4 Siw<x e y<zentonces wAy £ xlz
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Ejemplos

A _JxzAy st zVy=1
. 1A0y_{ 0 en okro caso

sy =0vic+y—1)

. Z'Agy T 2—{x+y—ry)
n rlgy = Ty

4) == Y
. .tAz;y e

n Ty =T AY

Observacion:
Si A es una t-norma entonces para todos x,y € [0, 1], se cumple que

2Dy < zhy € xAs5y.

‘Diremos que una t-norma es arquimediana si es continua y para todo x € {0,1) se
cumple que A% < x, y cuando xAx = z, diremos que es idempotente, la tinica tal
norma es Ny,

(Generadores

Sea a € [0,1) y f un isomorfismo de orden de [0, 1] a [g, 1]. Defintendo A; por

zhpy = 7 (f(2) f{y) v a)

tenemmos ¢ue es una t-norma arquimediana.

Cuando A = Ay, diremos que f es un genercdor de A.

Caracterizacion de t-normas arquimedianas

Si A es una t-norma arquimediana entonces existen un a € [0,1) y un isomorfismo
de orden f : [0,1] ~— [a,1] tal que zAy = f~{f(z)f(y)} vV a) para todos z,y € [0, 1].
Més ain, si tenemos que g es un isomorfismo de orden g : [0,1] — [a, 1] entonces
zAy = g7 g(x)g(y) V a), si y s6lo si f(x) = g(x)" para algiin r > 0.

Una t-norma se dice nilpotente si para todo o # 1 existe un nimero natural n
tal que a® = 0, donde a® = alad ... Na {n veces a). Por ejemplo & definida por
zAy=0V (x+y-1).
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Si f es un generador de una t-norma arquimediana 4\, entonces /A es nilpotente
siy sélo si f(0) > 0.

Las t-normas arquimedianas se clasifican en las nilpotentes v las que no lo son, a
las que denominaremos estrictas. Por ejemplo A definida por Ay = zy es estricta.

Caracterizacién de t-normas estrictas

Una t-norma arquimediana A es estricta si y solo si existe un isomorfismo de
orden f : [0,1] — [0,1] tal que zAy = f~}(f(x)f(y)) para todos z,y € [0,1];
6 equivalentemente f{xAy) = f(z)f(y) para todos z,y € [0, 1].

En consecuencia: una t-norma arquimediana A es estricta si v sdlo si Ay es
estrictamente creciente para todo z,y € (0,1).

Ejemplos

1. Lat-norma arquimediana estricta A definida por zAy = zy tiene por generador
flz) ==

2. La t-norma arquimediana estricta A definida por zAy =

-z

generador f{z)=e "= .

TY
T+y—TY

tiene por

3. La t-norma arquimediana nilpotente /A que estd definida por la relacién zAy =
0V (z +y — 1) tiene por generador f(z) = e* 1.

4.4.4. Negaciones fuertes
Una negacién fuerte es una funcién 7 : [0, 1] — [0,1] tal que:
1. n0)y=1, n{l)=0
2. 7 es decreciente.

3. n(n(z)) = =z

Ejemplos

a:[0,1] — [0,1], definida por a(z) =1—z.

Si 1 es una negacidén fuerte, entonces existe un automorfismo f de ({0,1], <) tal
quen = f~laf.

Dada A una t-norma arquimediana nilpotente y f un generador de A, consideran-
do na(z) = V{y 1 yhz =0} y ny(z) = f‘l(%), entonces na = 77 y €8 una
negacién fuerte.
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4.4.5. t-conormas

Una t-conorma es el operador dual de alguna t-norma con respecto a una negacién
fnerte. es decir,

¥y = n(n(y) &n(z))

Caracterizacion de t-conormas

Una operacién binaria V sobre [0, 1] es una t-conorma si y sélo si

1. tVr=x
2. aVy=yVz
3. zV(yVz) = (zVy)Vz

4. Siw<zr e y<zentonces wVy £ 2Vz

Ejemplos
o [ VY st zAy=0
w zVoy = { 1 en otro caso

w rViy=1Az+y)

. — %y
s By = i+ey

» sVay=x-+y—ay

N7 gy — EFH 2T
" 3,V.1y = “'“f_‘;i,—y

w sVsy=xVy

4.4.6. I.mplicaciones difusas

Hay por lo menos tres formas estandar de obtener implicaciones, que describiremos
a continuacion.



R-implicaciones asociadas con A

Una R-implicacién es una funcidn

=:{0,1] x [0,1] — [0, 1]

de la forma

a::»y:\/{ze[(),l]:wllzgy}.

Con lo cual tenemos que:

» ParazlAy=1xAy
z =1 :V{ZG[O,I]:xAzgy}
Luego

1l si z<y

$=>y={ )
Yy s T >y

« Para zAy = xy

$=>y:\/{é6[0,1]:1:zgy}

o=y {

» Para zAy =0V (z+y~ 1)

Luego

5t TLY
st O0Ly<ze

B

z=y=\/{z€[0,1]:0V(z+z-1) <y}

Luego

z=y=1A{1-z+y)
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V-implicaciones
Una V-implicacién es una funeién
=:[0,1] x [0, 1] — [0,1]
de la forma

r=y=nlz)Vy

Clon lo cnal se tiene que

w Para zVy =z Vy v nlz) =1 - x tenemos que la V-implicacién estd dada
por

z=y={1-z}Vy

= Para aVy = o+y-—-zy ¥ nlz) = 1—r tenemos que la V-implicacién estd dada
por

x=y=(1-2)Vy

¥ por tanto

r=y=1—ztay

» ParaaVy = 1A(z+y) v n(z) = T —x tenemos que la V-implicacién estd dada
por

r=y=1A1-z+y)

Q-implicaciones

Dado un sisterna de DeMorgan: (A, V,n) una Q-implicacién es una operacién
binaria

=>:[0,1} x [0,1] — [0,1]

de la forma

z =y =n(z)V(zly)




Ejemplos

= Para el sistema de DeMorgan

zAy=x Ay
tVy=zVy
mey=1-=z

la Q-implicacién es

r=y={zAy)V({1—zx)
» Para el sistema de DeMorgan

Ay ={z+y—-1)VvO0
Yy =(z+y) Al
Mz)=1—-=z -

la Q-implicacidn es

z=y=(1-z)Vy

4.5. Programacion légica fuzzy

El objetivo general de establecer la programacién légica fuzzy es proveer unas
bases tedricas solidas para los sistenmas expertos fuzzy. Se espera que los sistemas de
programacién légica gocen de propiedades tedricas tales como que el sistema produce
solamente respuestas, realmente produce todas las posibles, correctas. Normalmente
aparecen nuevas nociones de consecuencia légica fuzzy, y de modelo minimo fuzzy.
Es habitual mostrar la equivalencia entre el modelo declarativo, minimo, el de punto
fijo y la seméntica procedimental. '

La idea siempre es obtener teorfas que presenten procedimientos mediante los
cuales se pruebe o refute un hecho dado. Es decir, que haya equivalencia entre la
teorfa de modelos y la teoria de la prueba, o lo que es lo mismo se tenga validez y
completetitud.

La diferencia seméntica fundamental entre el caso cldsico y el fuzzy esta dada en
la interpretacién de los simbolos del predicado. En el caso fuzzy los simbolos de pre-
dicado se interpretan como relaciones fuzzy de el dominio sobre el intervalo [0,1]. El
método de definicidén de seménticas es conocido como semdntica modelo. La definicidén
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de la consecuencia logica da otra definicién de la seméntica que se llama semdntica
declarativa. A través de la introduceidn de un operador del inferencia. surge una nueva
semantice, la denominada de punto fijo, la cual es necesaria para conectar la seménti-
ca declarativa con la seméntica modelo para obtener el procedimiento mecdnico de
prueba que es la metodelogia para ohtener los teoremas: la semdntica procedimental.
La definicién de la semdntica de punto fijo, pasa por establecer un teorema de punto
fijo para el operador de inferencia sobre un reticulo completo. La equivalencia entras
éstas semadanticas se ha probado en la programacién légica cldsica, y se demuestra en

16gica fuzzy en [41]. Este hecho conduce a los resultados de la validez y de completez.

4.5.1. Un nuevo principio de resolucién

En [50] se introduce un principio de hiper-resolucién fuzzy basacdo en antinomias
(AT'HR), y se prueba su completez. La regla de inferencia propuesta es basada en la
idea de reductio ad absurdum por antinomias, no por la negacion de la légica binaria
cldsica. La resolucién propuesta tiene un rango de perdida de significado, un conjunto
especial, donde se incorpora lo gue no es verdad y también gue no es falso; rango que
hien podria no considerarse en el razonamiento. La ventaja de este nueve principio es
que ejecuta la resolucidn eficazmente, v a la vez muestra la flexibilidad para ciertos
razonamiento automatizacdos.

En contraste con la resolucién de légica cldsica, la logica fuzzy tiene varios estados
tales como perfecto (1), muy alto (0.9), alto (0.7), medio (0.5), bajo (0.3), muy bajo
(0.1), v ninguno (0} {entendemos los valores en un grado de pertenencia). Un orden
natural (Verdadero} perfecto > muyalto > alto > medio > bajo > muybajo >
ninguno ( falso). Asi; el predicado muy alto puede ser “negado” con predicados como
hajo 6 muy bajo 6 ninguno. Para hacer la resolucién fuzzy se tienen varios candidatos
para entrar a resolver, a menos que decidamos un rango para la “negacién,” por

ejemplo todos los predicados posibles (corto, muy corto o ninguno).

Dado un umbral de credibilidad, digamos 3 € [0,1] los valores de verdad acepta-
dos como verdaderos estdn en |3, 1], mientras que los falsos en [0, 3]. Los valores en
el intervalo [1 — 3, 3] son el rango de perdida de significado, pueden ser considerados
como verdaderos y falsos a la vez. Usaremos el simbolo P®(z) para designar la anti-
nomia de P(z). La definicién esta dada por P*(z) = =P(z)s, lease la antinomia de
P(x), la cual tiene un valor de verdad bajo 1 — 3. Es decir, = P(x) 2 P*(z).

Dadas una interpretacién 7, y un par de las variables complementarias B, y de
-P;, diremos que P, A P? es una contradiccién bajo interpretacion dada I. Segin sea
el caso, diremos:

1. SiT7(F A Pf) =0 diremos ¢ue es una antinomia completa.
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2. SiTy(F AP =[l—-70,3] que no es antinomia.

3. SiTy(B AP =(0,4) diremos que es una antinomia incompleto.

Notaremos por ¢ = |T;(F;) — TH{FP})|, el grado de confianza de la resolvente fuzzy
R(Cy,Cy) = L1V Ly de las cldusulas Oy = PV Ly y Cy = -5V Lo,

Una interpretacién [ se dice que satisface una férmula S si de T7(S) = 3, y que
falsifica a 5 51 T;(S) < 1 — 3.

Obsérvese que puede suceder que una interpretacién los satisface y falsifica si-
multdneamente una férmula S, baste con que T3(S) € [1 — 3, 5] Es decir, todos los
valores de verdad en valor de verdad en {1 — 3, 4] no tienen sentido en esta légica
fuzzy.

La inferencia la regla AFHR considera simultdneamente una cldusula NV que con-
tenga por lo menos un literal negativo vy las cldusulas A;, que contienen solamente
literales positivos, y entrega una clausula B (hiper-resolvente) que contiene solamente
literales positivos con el grade de conflanza c.

Ejemplo
Este es un procedimiento de la resolucién de AFHR.

“PVv-QVEVS . : N  “SiPyQentonces RoS”
P (con valor de verdad 0.9) VI'  : 4, :

Q (con valor de verdad 0.8) VW : Ay

(TYVWV.RV S)cos - B

. donde el grado de confianza ¢ =0.6 se obtiene calculando primero el grado de

certeza para P, que estd dado por ¢, = |T{(P) —T;(P*)l =] 0.9 - 0.1 | = 0.8. Luego
se hace lo mismo para @}, y obtenemos que ¢; = 0.6. Asi, por simplicidad, usando la
t—norma min para interpretar a A tenemos que min{c,, c;} es igual 0.6.

A través de la necesidad de incluir el grado de confianza sobre la resolvente es
natural pensar que se necesite usar anotaciones de férmulas complejas, aunque (una
vez m4s) los autores no hacen este tipo de observaciones.

4.5.2. Fuzzy Prolog

En [47] se propone una lenguaje fuzzy con modelos B([0, 1]) (los borelianos finitos),
que permite incluir diversas propuestas anteriores que utilizan representacién de los
valores de verdad basadas en unién de sub-intervalos de [0,1]. El sistema prolog
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se ejecufa interpretando el razonaniento fuzzy como sistema. de restricciones cue
se propagan con las reglas por medio de operadores de la agregacidn. Presentan la
semdntica cdeclarativa y procedimental, y se prueba su equivalencia. La puesta en
practica estd dada por programacion légica con restricciones sehre mimeros reales.

Esta propuesta se enmarca a través de los siguientes aspectos generales:

1. Un valor de verdad serd la unién finita de sub-intervalos de [0, 1]. Se incluye el
caso particular de intervalos con solamente un elemento.

bo

Un valor de verdad serd propagado a través de las reglas por medio de los
operadores de agregacién. Definicién que incluye los operadores conjuntivos
(cono las normas), a los operadores disyuntivos (como las co-normas), a los
operadores de promedios (como la media aritmética, promecdio casi lineal, efc) y
a los operadores hibridos (combinaciones de los operadores antes mencionados).

3. Se combinan el razonamiento c¢lisico, junto al fuzzy en un compilador tipo
prolog.

4. Se presentan la semantica declarativa v procedimental para los programas de
la 16gica fuzzy, y e prueba su equivalencia.

Se da una implementacién para el lenguaje propuesto, agregando los contenidos
fuzzy a un compilador tipo prolog usando programacién logica con restricciones
sobte niimeros reales. Los intervalos representan restricciones sobre nimero
reales y los operadores de agregacion operan sobre dichas restricciones.

[}

La idea de fondo es proporcionar una poderosa herramienta que incorpore el
razonamiento fuzzy para sclucionar problemas fuzzy complejos y problemas con in-
certidumbres, mostrando que su implementacidén es natural en programacion légica
con restricciones sobre los niimeros reales.

En [63] los conjuntos fuzzy sobre [0,1] se extienden (naturalmente) sobre los in-
tervalos de [0, 1] por funciones A : X — £([0,1]), donde £([0,1]) denota la familia
de todos los sub-intervalos cerrados de [0,1]. Ahora se generaliza al dlgebra de los
boreljianos sobre el intervalo [0, 1]. Se tomardn las funciones 4 : X — B([0, 1]), donde
an elemento en B([0, 1)) es una unién finita de sub-intervals de [0, 1].

4.5.3. Operadores de agregacién

Los operadores de agregacion se utilizan para propagar los valores de verdad por
medio de reglas fuzzy. Estos son operadores de la forma f : [0,1]" — [0, 1] tales que
f(0,...,00) =0y f(1,..., 1) = 1, son mondtonos y continuos.
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Dado f: [0,1]* — [0, 1] un operador de agregacién se extiende (ver [63]) a inter-
valos por la funcién F' : (£([0,1]))* — £([0,1]) definida por F([m1, y1], .-y [Tas Un]) =
[f(a:l? wany ;Cn)r f(yl: s ?jn)}-

Ahora en [47], dado un operador de agregacidén sobre intervalos se extienden a log
borelianos por la funcién F : {B([0,1]})* — B([0,1]) definida por F(By,..., B,) =
U{F(El, ,En) : Ej S Bj}

Esta novedosa propuesta3, en nuestros términos, intenta cesarrollar una légica
con anotaciones unicamente scbre los dtomos, v dichas anotaciones tomadas en los
borelianos (finitos) del intervalo unidad.

Iixisten otras propuestas de l6gicas temporales con restricciones, donde se exhiben
indicios de la necesidad de légicas anotadas, como por ejemplo la de [76] donde
se intenta generalizar las logicas probabilisticas. En este caso se podria pensar las
anotaciones sobre funciones de distribucion de probabilidades, lo que hace dispendioso
un comentario mds preciso. Sin embargo una ligera inspeccién de la propuesta permite
chequear la necesidad de hacer anotaciones sobre formulas complejas.

4.6. Generalidades en Légicas Anotadas

A fin de fijar ideas en un sentido general, que nos permita ampliar las anteriores
presentaciones de las ldgicas anotadas, sefalaremos algunas observaciones que a la
luz de nuestra investigacion consideramos relevantes.

4.6.1. Algebra de interpretacién de verdad

Los sistemas logicos generalmente los presentamos sintdcticamente, y dentro de lo
posible a cada légica S se le asocia por lo menos una semdntica, que da cuenta de las
interpretaciones. Esto se hace siguiendo las ideas del céleulo cldsico de primer orden,
se fija un dominio D donde se interpretan las letras proposicionales y las constantes
(simbolo de conectivo de aridad cero), y cada simbolo de conectivo n--ario w en el
lenguaje, se interpreta por una funcién n—aria w® definida de D™ en D.

Tomando todos los simbolos w en el lenguaje podemos formar D = (D, w®),
un algebra. Nos referiremos a ella como un dlgebra de interpretacion de verdad para
5. Generalmente la pensaremos fija. Para nuestros desarrollos posteriores tendremos
como requisito que €l lenguaje contenga por lo menos un simbolo que nos represente
la implicacidn, habitualmente emplearemos el simbolo — como es lo usual.

3Los autores no relacionan su presentacién con légicas anotadas, ni presentan un sistema légico
formal.
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El dlgebra de anotaciones serd un dlgebra de interpretacion de verdad enriquecida
por operaclores unarios ¢, para cada o en el dominio de anotaciones. Para efectos de
las intuiciones, en general sugerimos pensar esta dlgebra como un reticulo, auncue
propondremos ejemplos donde no lo sea.

En este orden de ideas, se trata de pasar de una ldgica, incluyendo una version
interpretativa, a una logica anotada. Por ejemplo si tenemos una ldgica fija, podremos
pensar que se hacen cbservaciones sobre dicha logica a través de la actuacién de
las anotaciones. En particular tendremos en esta direccidn las anotaciones en un
semigrupo, y las observaciones sobre la 16gica estin dadas por los operadores de
anotacidn que se registran formalmente por una accidn del semigrupo sobre el dominio
de interpretacién.

Digamos que tenemos una presentacién de un sistema S fjo. A partir de éste
formemos un sistema anotado. Al lengnaje del sistema & le agregamos un simbolo de
operacién unaria g, para cada constante de anotacién en el dominio de anotacién. Las
formulas del nuevo sistema se definen en la manera estdndar, agregando a las reglas
de formacién de férmulas que si A es una férmula y o es une anotacidon, entonces
JoA es una formula. Las demds definiciones bdsicas son estdndar. Nos referiremos a
g,A como férmula anoteda, v 81 A = p, diremos que g,p es un atomo anotado.

4,6.2. Condiciones generales para la algebrizacién

Pensemos que al interpretar las férmilas de la légica en consideracién tenemos un
algebra de interpretacion A fija, sobré la cual ademds estdn definidas las funciones A

v k.

En las siguiente observaciones, unas veces nos conviene tener equivalencias, pero
otras serd suficiente con imphcaciones en unea de las direcciones consideradas. Para
efectos de simplificar las notaciones nos quedaremos con los sfimbolos de equivalencia,

Para la negacién de férmulas anotadas, por lo general basta con considerar dos
casos de acuerdo al comportamiento de la férmula a negar, Para cuando dicho com-
portamiento se considere clasico supondremos los operadores de anotacién como ho-
momorfismos. Mientras que el caso no cldsico, tendremos consideraciones especiales.

1. A con comportamiento cldsica:

_‘QbA A gb-lA

2. A con comportamiento no clisica:

A < ghe,. A
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La funcién h debe tomar valores en el dlgebra de anotaciones. Lo estdndar ha sido
usar una funcidn que represente una “negacién,” por esto sugerimos pensar inicial-
mente h(b, ...} =~ b, con lo cual estaremos considerando ~ una funcién del dlgebra
de anotaciones en ella misma. Dentro de la mayor parte de nuestras presentaciones
consideraremos funciones ~ tal que su doble aplicacién sea igual a la identidad.

Como hemos resaltado, uno de nuestros aportes es hacer anotaciones de férmulas
complejas, lo que nos obliga a considerar las anotaciones de anotaciones. Esto lo
manejarermnos a través de:

BGcA  Grtpe,. ) A

donde la funcién k toma valores en el dlgebra de anotaciones. Inicialmente nos
parece prudente usar la notacidn: k{b,c,...) = b ® ¢, que sugiere que dicho proceso
se salda a través de operar las anotaciones en otra instancia. Esta idea es lo sufi-
cientemente amplia, como veremos en nuestros desarrollos posteriores. En varias de
nuestras presentaciones hemos escogido el caso en que & es realmente una operacién
binaria sobre el algebra de anotaciones, con algunas condiciones minimas entre los
gue no puede faltar la asociatividad de dicha operacidn.

Siguiendo con la idea de anotar formulas complejas, necesitamos hacer anotaciones
de disyunciones y conjunciones:

gb(AV B) As FV(A:BagbAagbB:-“)

gp(ANB) e FA(A B, A, o B, ...).

Este punto no es sencillo de tratar, y se ha hecho de acuerdo a las intuiciones
propias de cada 1égica desarrollacta. Algunas veces los operadores de anotacién se com-
portan como homomorfismos, lo cual nos permite los desarrollos con cierta facilidad.
Sin embargo veremos que esto no siempre es posible, pues segiin el caracter de las ano-
taciones nos hemos encontrado también con comportamiento de anti-homomorfismos
como veremos en el caso de las l6gicas anotadas fuzzy.

Por 1iltimo también necesitamos hacer anotaciones de las implicaciones. Si se de-
fine a través de la negacién y la disyuncién, como se hace en el case cldsico, se reduciria
a los items anteriores, sin embargo en general no es el caso, mds ain podrd suceder
que tenemos varios tipos de implicaciones. Asf en términos generales tendremos:

gb(A - B) = F—r(A:BagbAugbB: )

Veamos una serie de requerimientos o exigencias que hemos de asegurar con concli-
ctones sobre cada una de las funciones de anotacidén antes introducidas.
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1. En los casos mds cercanocs con Pr, dado be 4

gA = g A

para todo ¢ tal que R{c, b}, donde R representa una cierta relacién en el dlgebra
de anotacicnes, por ejemplo el orden en el caso de 7.

2. De nuevo en los casos mas cercanos con P, dados b,c € A

gbA A gcA - gb@—)cA

donde & es una operacién en el algehbra de anotaciones, que generaliza el habi-
tual v de los reticulos.

3. Insistamos en que ® debe ser por lo menos asociativa, pues esto nos permi-
tird abordar anotacienes de anctaciones en [orma anidada. Sin embargo en
clertos casos necesitaremos de restricciones mayores. -

De alguna manera fijar la idea de par complementario, para efectos de asegurar
aplicaciones a bases de datos a través del método de resolucién al estilo Robinson.
Una posible opeién serd usar la misma relacion R citada en el item 1. En la literatura
([59]) se “sugiere” el uso de nnos nuevos reticulos denominados ordinarios.

4.6.3. Algebrizacién a lo Blok-Pigozzi

Dados los antecedentes en los procesos de algebrizacidn de légicas anotadas, asi co-
mo los logros del presente trabajo podemos hacer ciertas recomendaciones generales
en tales procesos. En este camino nos proponemos fijar que el sistema de férmulas de
equivalencia AAB estd dada por:

1. A—=B
2. =A e« =B
3. @A o gB

Condiciones caso (a} : AAB & —AA-B

1. La condicién —A + =B se obtiene del item 2.

]

Para lograr la condicién A «» ——B serd necesario fijar axiomas que garan-
ticen -—A4 — A, y junto al resultado del item 1.
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Para lograr la condicién g,—A < g,—B en general es necesario dividirla en dos
CAasos:

Caso 1: El comportamiento de A es cldsico, en este caso como por item 3 se
tiene que gpA « g, entonces es mas o menos razonable esperar como con-
clusion (cldsica) que —gpA +— —g,B.

Caso 2: Si el comportamiento de A no es cldsico, es una situacidn especial que
obliga a escoger bien los axiomas de la negacidén que acompafian la propiedac
dada por item 2.

Condiciones caso (b) : AAB & g4A — ¢ B

La condicién ¢, A + g,B por item 3.
Para lograr la condicién —g,A ++ —g, B es necesario, nuevamente, dividir en dos

Casos!:

Caso 1: El comportamiento de A es clasico, por item 3 se tiene que goA > g B
entonces es razonable tener como conclusién (cldsica) que —gyA — —g,B.

Caso 2: Si el comportamiento de A no es cldsico, por item 2 se tiene que —A «
- B, asumiendo que —gp A & g A, necesitamos como axioma {6 una condicién
suficiente para el mismo ) que: (A «= B) — (A « g B).

La condicién g.gpd < g.9»B se puede lograr, a rasgos generales, al establecer
dentro de los axiomas que g.gsA < gezoB.

Condiciones caso (¢) : Si AAB y CAD entonces AxCAB=* D, se tiene

que cuidar el comportamiento clisico y un axioma del tipo gs(A * B) « g A x ¢, B.

Condiciones caso (d) : A - §{A)Ae(A). Como nuestras Iégicas son en su parte

positiva la LIP, serd oportuno esperar que el caso §(A) = AANAye(A)=A — Asea
relativamente controlable.

4.7. Las logicas anotadas propuestas

Aunque la problemdtica en cuestidn aparece dispersa, en una serie de articulos que

nos muestran algunas de la mualtiples necesidades en la representacién de conocimien-
t0, creemos [irmemente que nos proporciona una amplia linea de investigacién. Par-
ticularmente el hecho de liberar las anotaciones de los atomos, es decir, construir
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légicas anotadas gue permitan anotaciones de anotaciones es por ende un aporte en
si mismo. Nuestra propuesta goza de originalidad en este sentido, pues al momento
no se han desarrollado légicas anotadas con estas caracteristicas. En este trabajo pre-
sentaremos tres sisteruns logicos, que gozan de las caracteristicas antes mencionadas,
que tienen buen comportamiento al menos desde el punto de vista algebraico.

4.7.1. Anotaciones en semigrupos

Proponemos una logica anotada con las anotaciones en un semigritpo, la idea
bdsica es pensar que las anotaciones acttian sobre el algebra de los valores de verdad.
En esta intuicién podremos pensar que una vez determinacdos los valores de verdad
en un cierto orden, alguien decide hacer un reordenamiento de los mismos valores.
Este reordenamiento eslté dado por la accién de las anotaciones, que en este ejemplo
estdn en un algebra particular, un semigrupo, sobre el conjunto de interpretaciones.
Por demés podria pensarse que se tiene establecida una clerta légica, con un buen
coniportamiento, para representar ciertas situaciones de conocimiento, y se hacen
anotaciones sobre tal légica, entonces es deseable que la nueva 16gica, la légica con las
anotaciones, goce del mismo buen comportamiento. Este hecho lo hemos conseguido
desde el punto de vista algebraico, lo que nos deja a la vista de un método para
generar multitud de légicas anotadas de este tipo. Esto nos da una ilustracién de la
idea de hacer anotaciones que respeten el buen comportamiento.

4.7.2. Anotaciones fuzzy

Se proponen ldgicas anotadas cercanas a SPr y al sistema C), de da Costa, y lo
més cercanas posible a las propuestas previamente para aplicaciones de representacion
de conocimiento. También controlaremos su buen comportamiento desde el punto de
vista algebraico, es decir, mostraremos que tal Iégica podrd escogerse de tal forma que
su algebrizabilidad se garantice. Esperamos que esta propuesta abra nuevas iniciativas
a las aplicaciones posibles de las Iégicas anotadas.

4.7.3. Anotaciones en birreticulos

Se presentan sistemas con las anotaciones en un birreticulo entrelazado, estruc-
turas que han sido ampliamente estudiadas y usadas en aplicaciones teéricas de pro-
gramacion légica, cercanos a P, SP7 y SAL, pero con importaates diferencias en el
concepto de “buen comportamiento de las férmulas™, y en la presentacion novedosa
de anotaciones de anotaciones. Nuevamente la ldgica con las anotaciones, goza de
buen comportamiento, al menos desde el punto de vista algebraico.
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Capitulo 5

Légicas Anotadas en Semigrupos

Fijaremos .4 = {A, F") una matriz de interpretacién de verdad para el sistema,
donde F es un filtro {conjunto de los elementos distinguidos) en A.

Sea & un semigrupo con identidad e, que actia transitivamente sobre A. Fijaremos
la accidn * del semgrupo & en el dominio A, es decir, * : & x A — A4 es una funcién
fija, usaremos la notacién estdndar *(o, a) = oa. Cabe sefialar las condiciones ed = d,
v{od} = (yo)d y quela transitividad significa que dados a,b ¢ A existe un 0 € &
tal que ga = b.

Sea v un elemento, especialmente seleccionado para representar la “negacién,” en
6 diferente del elemento identidad, es decir, v €& y v #e.

Ademais supondremos que F es un filtro que contiene elementos paraconsistentes,
es decir, existe por lomenos una € Atalquea € F vy va € F.

El lenguaje £ estd formado por un conjunto P de letras proposicionales, los conec-
tivos l6gicos A, V,--, y los operadores de anotacién f,, uno por cada A € &. Las
férmulas estdn dadas en forma estdndar agregando la regla: si A férmula de £ entonces
A también lo es.

5.1. El sistema OPFg

Paracadaa € Aexisten 0 € & y b€ A tales que a == ob, puesto que la accién
es transitiva.

Dada p € P definimos
P ==(V hpA-=fip)

AEE
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5.1.1. Los axiomas OFs

El sistema OFg consta de la logica intuicionista positiva (LIP}; ver seccién 1.3,
en la cual se tiene incluida como tinica regla de inferencia Modus Ponens; v de los
axiomas para las anotaciones v las negaciones, que listamos a continuacién.

Axiomas para las anotaciones
[61 ] ffA= A
[G2] fL(A®B) - fLA@ LB, paratodo A € &, donde @ € {V, A, —}.
(S3] fafud & fr,A paratodos A p € 6

El axioma &; nos indica ue toda férmula puede considerarse como una férmula
anotada. El axioma &, asegura que f, es un homomorfismo con respecto a los conec-
tivos distintos a la negacién. Mientras que Gy refleja la intuicidn que las anotaciones
se interpretardn a través de la accién.

Axiomas para la negacién

=] =p° = (fup = —p)

p
[‘—|5] p0—>

Las nociones de demostracién {finita en nuestro caso}, teorema y relacién de con-
secuencia para el sistema OPFg son definidas en la forma usual.

Como una consecuencia inmediata de incluir LIP, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 5.1 Son vdlidos todos los teoremas de la ldgica intuicionista positiva.

Ademaés se pueden mostrar resultados cldsicos para aquellas férmulas marcadas
con el sfmbolo “ °” como por ejemplo reduccién al absurdo, que se deduce de los
axiomas =y v —3.

Proposicién 5.2 SiT', A A" A BYA B A B, entonces I'F —A.
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5.2. Semantica para OPFs

Una interpretacidn [ para el sistema OPg es una funcidén [ definida sobre el
conjunto de las letras proposicionales P en el dlgebra de interpretacién de verdad del
sistema A, es decir, [ : P — A tal que :

» I(fap) = A {p)
« I(~fxp) = vAI{p)
» I(—=p) =vi{p)
v I(famw) = AvI{p)

la cual se extiende recursivamente en forma estdndar al conjunto de todos los hiper-
literales.

Una valuacién vy es una funcién del conjunto de todos los hiperliterales al conjunto
{0,1}, tal que v;(h) = 1 si I(h) € F y vi(k) = 0 en otro caso. Esta valuacién vy se
extiende al conjunto de todas las férmulas por:

1. wvi(~A)=1slysblosiv(4) =0

2. vi(A®B) = v;(A) ® v/ {B), donde * representa un conectivo binario y ® la
respectiva operacién booleana sobre {0, 1}.

3. ’U[(f,\(A @ B)) - UI(fA(A}) @ Uf(f/\(B))
4. v(fa(mA)) = vi(=HrA).

Es importante observar que la paraconsistencia estd garantizada por las condi-
ciones iniciales. Puesto que F contiene elementos paraconsistentes, existe a € A tal
que a, va € F. Luego si para alguna letra proposicional p hacemos [(p} = a entonces
I(-p)=va, yasi I{p) =1 y I(-p)=1. Por tanto, v;(p A —p} = 1. Luego nuestro
sistema es paraconsistente en un sentido fuerte, pues pueden existir contradicciones
verdaderas.

Es oportuno decir que esto no puede suceder con férmulas cldsicas, mds atin A%
implica que no son equivalentes en general las féormulas f,A y —A. Ilustremos
por ejemplo €l caso A = p A —p suponiendo que I(p) = a y que a,va,vva € F.
Entonces f,4 «— fup A fuup y por tanto vs(f,A) = 1 mientras que v;(—A) = 0 ya
que v;{A) = 1, pues vr(p) = vr(—p) = 1.

Las definiciones de validez se definen en.la forma estandar, y usaremos la notacidn
Eops  para decir que ¢ es universalmente vélida.
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Lema 5.1 Para toda valuacidn vy se cumple que v (A" =1 s5i y sdlo si A es com-
pleja.

Demostracién

El caso en que A es un hiperliteral se reduce a considerar los subcasos p, —-p, fap
vy frmp. Veamos el primer subcaso; por la definicién de p® tenemos que —p° «—
\/ Hp A~ fip. Como la accidn es transitiva, para todo a € A existen A, € & vy

AEG
b, € A tales que a = A\b,. Este hecho, junto a la existencia de elementos paracon-

sistentes nos permite asegurar que vr(—p”) = 1, con lo cual v;{(p") = 0. Los otros
subecagos son anilogos.

Para el caso en que A es una férmula compleja tenemos que fi—4 — —fid, y
vl AAN Hi0A) = v HAY A v (famA) = v (HA) Av(mHA)Y = vr(fad) A —up (A,
con lo cual vy (fxA A fy—A4) =0, y por tanto v, (A%) =1 g

Teorema 5.2 I' Fop, ¢  implica gue [ Epp. @

Demostracion

La parte de la ldgica intuicionista positiva es igual que en el caso cldsico, por Ias
definiciones seméanticas dadas.

El axioma &, por induccién se reduce a a verificar que I{f.A) = I{A}, el cual
se tiene porque, de la definicién de interpretacién, I{f.A) = el{A), y de la accién de
semigrupo el(A) = I{A).

El axioma Ss; por los item 3 y 2 de la definicién de valuaciones, respectivamente,
tenemos: v;(fa{A * B)} = vi(fi(A4)) ®@ vi(fa(B)) ¥y vi(f/nA* [LB) = vi(fi(A)) @
vr{ fr(B)). Por tanto vr(fr(A* B)) « v,(fnA = f1B).

El axioma G3; por induccién se reduce a a verificar que I(fi f.A4) « I(fi,4), lo
cual se obtiene de la definicién de interpretacién, puesto que I(f\fu4) = A (f,A) =
apl{A) v I{frA) = Aul(A).

En cuanto al axioma —q, el caso en que p es una férmula compleja, se obtiene de
forma inmediata por el lema 5.1 y de las definiciones clisicas dadas. Para el caso en
que p es un hiperliteral, se reduce a verificar que I{ f,p} = I(—p), que se tiene por la
definicidon de interpretacion.

Los axiomas —g, =3, ™y ¥ —5 son consecuencia inmediata del lema 5.1. -
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5.3. Algebrizacion

El objetivo central de esta seccién es mostrar la algebrizacion de la légica OPs,
para lo cual usaremos la caracterizacién de algebrizabilidad de Blok-Pigozzi (ver el
teorema 2.4).

Tomaremos como conjunto de ecuaciones de definicidén §(A) = AA Ay (A4) =
A — A, y como sistema de férmulas de equivalencia el conjunto A formado por

« AL(A,B)=A< B
+ A(AB)=-A—B
x Ay(A,B)=fid = fLB

Antes de presentar el resultado principal de esta seccién necesitaremos de algunos
resultados previos, en los cuales mantenemos las asignaciones previamente presen-
tadas.

Lema 5.3 pAg - p® — g°

Demostracion

Como pAg entonces tenemos que fip & fig, y se demuestra - fip < - fig.

Asi p¥ = \/ fsp A —fap) vy obtenemos que p® — —( \/ han=-Hg) =¢ w
Y1 AES

Proposicién 5.3 p° «» (fip)*

Demostracion

Usando —4 tenemos que
(frp)® < —=(\/ fofap A =fpfap). De donde gracias a 83 podemos afirmar que

peS
(139)® = ~(\/ fap A ~fasp), ¥ por s tenemos (frp)° < —(\/ fap A fr-p), ¥
peS pES
por tanto (pr)O 3 —1( v fap A fdﬂp) = pﬂ -

geS
Proposicién 5.4 p° « (—p)°

Demostracion
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Usando —y tenemos que (—p)! = = \/ Hip A =fip). Con lo cual usando los
NS
axiomas -y y =5 obtenemos que (—p)° «— —:(\/ —fip A fp) =P e
AgS

Teorema 5.4 El sistema OPg es algebrizable.

Demostracion

Los items [1], [2], y [3] son inmediatos.
[] (a) AAB = 2AA-B
Por la hipétesis tenemos:

1. 4«8

2. —A— B

3. f,A« f,B paratodo c€ 8

Del item 2 se tiene de inmediato (i) : A (=4, ~B).

Para obtener (1) : AL{—A4,—B); tenemos dos casos. E! primero cuando se tiene -

Al por lema 5.3 se tiene también BY. Asf por el axioma =, tenemos ——A — A
y B e B, que junto al item 1 de la hipdtesis nos permite concluir =—4 «» =—5,
es decir, AL(~A4,~B). Fl segundo caso cuando se tiene —A® por la proposicién 5.3
también se tiene ~B". Con lo cual usando la proposicién 5.4 adem4s tenemos ~(—4)°
y =(=B)" Asl usando los axiomas -1 y &3 tenemos que —-—A4 < f,A ¥’
=B + f,,B. Con lo cual vsando el item 3 de la hipdtesis nos permite concluir gue

A_(~A,-B).

Dado o € &, para obtener {iid) : Az(-A, ~B); tenemos también dos casos. El
primero cuando se tiene A4Y, de nuevo por lema 5.3 se tiene también B Asi por
el axioma -5 f,=A < ~f,A y f,—B < —=f,B. Pero por el item 3 de la
hipdtesis sabemos que f,4 < [, B, con lo cual se muestra que -f, A4 — —~f, B, y
asi f,mA — f,—B, es decir, A,{—A, ~B). El segundo caso cuando se tiene -A°, de
nuevo, por la proposicién 5.3 también se tiene —~B°. Asf usando los axiomas —y y
B3 tenemos que f,~A < fo.A v f,mB < f,,B. Con lo cual usando el item 3
de la hipétesis nos permite concluir que Ay (-4, —B).

Con (), (it) y (iig) se concluye —AA-B.
[4] (b) AAB+ f,AAS, B

De nuevo, por la hipdtesis tenemos:
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1. A< B
2. —A« =B

3. fsAe f,B paratodo o€ &
Del item 3 se tiene de inmediato (i) : A (f, A4, f.B).

Para ver (1) : A_(f-A4, fzB), tenemos dos casos. El primero cuando se tiene A,
entonces se tiene que A° F —~f,A — f,—A, y por parte [4] (a) f,—A < f,—=B,y
también que f,—B +» ~f,B.

Ahora sise da —A®, dentro del sistema. Entonces se tiene que —A” — (-4 « f,A).
Luego como =A% — —(f1A)?, veamos

A fuhA e faA e faB < f.AB — —fyB, puesto que también se tiene
(£AB)°. Por tanto tenemos (i1) : A.(f, A4, f-B).

Dado ¢ € &, tenemos que A, (fad, AB) = foid «— ffiB. Pero f,frd —
ford, v fofoB < fouB, y por iteni 3 de la hipdtesis f,0A — f,uB. Con lo cual
se tiene {v1) : A (fLA, [LB).

Con (i), (it} y (i) se concluye f,AAf,B.

[4] (c) se concluye del comportamiento de lag anotaciones como homomorfismos
y la l6gica cldsica.

(6] p- (pAp)A(P— p)

Veamos () : es conocido porque de los dos primeros axiomas y la regla modus
ponens F p — p y usando una de las implicaciones de A.., para ser precisos la de
izquierda a derecha - (p — p} — p A p. De donde se concluye F p puesto que en
la logica positiva p A p — p. En el otro sentido de la equivalencia, por axioma Aj
tenemos que p b pAp, con lo cual p + (p — p} — pAp. Portantop - (p — p) « pAp.

Los casos p = (pAp)AL(p — p) ¥y p I (p A p)A{p — p) son consecuencia de
resultados estandar de la ldgica intuiclonista positiva y el caso anterior g

5.4. Anotaciones respetan algebrizacion

En esta seccién impondremos ciertas condiciones a nuestras légicas para efectos
de garantizar su algebrizacién. Tales condiciones las iremos pregsentando a través del
desarrollo de las mismas. Entre éstas, imponemos para ¢l lenguaje la condicién de

incluir los simbolos binarios — e A, el simbolo unario - y como es lo usual A «— B

abreviard la expresién (A — B) A (B — A).
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El objetivo central de esta seccidn es mostrar que la algebrizacidn de la Iégica &
es una condicién sufictente para la algebrizacién de la l6gica S¢, obtenida del sistema
S agregando anotaciones sobre un semigrupo G. En este punto es muy importante
exigir al sistema S que contenga la l6gica intuicionista positiva.

Al lenguaje de S le agregamos un simbolo de operacién unaria f, para cada
constante de anotacidon o € G. Las férmulas del nuevo sistema se definen en la
manera estandar, agregando a las reglas de formacidén de férmulas que sf A es una
formula y o es una anotacidn de semigrupo, entonces f, A es una férmule. Las demds
definiciones bésicas son estandar.

El sistema S¢ estd dado por la presentacidn del sistema S, agregando los siguientes
axiomas para manejar las anotaciones.

5.4.1. Axiomas de las anotaciones de semigrupo

Para eada o,v € & :

(4] fod o A

[Ga ] fow(An Ap, . A o w(fedy, fode, .o fo A,), para todo simbolo de conec-
tivo n—ario w, w # —, en el lenguaje de 5.

[Ga] fofsA = fmA_
[G_-; ] (A~ B) = (fsA & f.B).

El axioma 7 nos indica que toda férmula puede considerarse como una fdrmula
anotada. El axioma Gy asegura que f, es un homomorfismo con respecto a los conec-
tivos distintos a la negacién. Mientras que G refleja la intuicidn que las anotaciones
se interpretarin a través de la accién, y G4 la monotonia de la accidn con respecto a
la. implicacién. ‘

5.4.2. Axiomas de la negacidén

Para cada o € G :

[=1] =" = (fup & )
[=2] p° —>(;0Vﬂp)
3] p

{{g = p) — ({g— ~p) = ~p))

4

[~4] P = {—pp)
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["5 ] PO - (“f,\P o fA“‘P)

Partiremos de que S es un sistema algebrizable, con ecuaciones de definicién 4 = e,
y un sistema de férmulas de equivalencia A al que le imponemos la condicién de inchuir
A, que representa al conjunto de todos las formulas de la forma A — B, cuando A
v B son formulas del nuevo sistema..

Observacién 5.1 Si A es un sistema de formulas de equivelencia para S entonces
A, CA.

Formamos el conjunto A" = AUY{A, : ¢ € G}, donde la expresién AA, B repre-
senta el conjunto de todas las férmulas de la forma f,A « f,B, cuando o recorre
todo G.

Teniéndo las condiciones antes citadas obtenemos el siguiente resultado.

- Teorema 5.5 La ldgica Sg es algebrizable con sistema de férmulas de equivalencia
Ay con ecuaciones de definicion § /= €.

Demostracién
[1] FAA'A

El resultado se tiene pues F /1A — fiA es un teorema de ldgica intuicionista
positiva.

[2] AA'BF BA'A
Inmediato de la hipétesis y la simetria de la <.
3] AA'B,BA'CFEAA'C
Inmediato.
[4][a] AiA'By,..., A A B Fw(Ay A, ANA (B, By, .., By).

Por hipétesis - w( Ay, Ag, ..., A }Aw(By, By, ..., By), y dentro de ésta tenemos
que F w(dy, As, ..., An) > w(By, By,. .., B,,) de donde, usando la monotonfa
de la accién con respecto a la implicacién, se puede mostrar en el sistema que
Fw(Ar, Ag, ooy Ag)Apw( By, By, ..., By) con lo que se concluye le resultado.

[ 4][b] AA'BF f,AA'f,B.
foAA fo B se obtiene por la hipitesis AAB y el axioma Gjy. De otro lado sabemos

que fyfeA — fioA por Gs. Asi f,f,A < [,.B por la hipétesis A,,. Luego
aplicando de nuevo el axioma G3 se obtiene que AA'B & f, AN f,B.
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[5] A--da(A)Ae(A)
§{A)Ae(A) F A inmediato de la hipétesis.
De otro lado por hipétesis A - §{A)Ae(A), v por tanto A - §(A) < e(A4), con

lo cual se concluye el resultado m

Corolario 5.6 51 S es un sistema finitamente algebrizable y |G| es finito entonces
el sistema Sg es finilamente algebrizable.

100



Capitulo 6

Légicas Anotadas Fuzzy

Las légicas fuzzy gestadas por Zadeh han dado origen a multitud de aplicaciones,
asi como a un amplio espectro de estudios; dentro de los més significativos, las légicas
multivaluadas. Aqui nos interesaremos por aquellas que han sido usadas para modelar
la inferencia antomdtica a través del principio de resolucidn, més precisamente nos
centraremos a las presentadas por Lee [53], y Weigert et. al. [78]. Esta iiltima refe-
rencia ha sido recientemente reformulada por James Lu et. al. en 58], presentando
un marco unificador entre los principios de resolucién de légicas Hamadas signadas
(que preceden su versién de légicas anotadas), las anotadas y el de Weigert. La idea
fundamental a desarrollarse es dar un sistema légico formal que recoja Ia presentacién

de Weigert y que generalize el concepto de satisfactibilidad de Lee. Para este efecto
creemos que el camino mds natural son las 1égicas anotadas, que surgen como alter-
nativa a la légica cldsica, la que como mencionamos en la introduccién resulta ineficaz
para el razonamiento de bases de datos inconsistentes, pues en la 16gica cldsica de una
contradiccién se deduce cualquier cosa. Las légicas anotadas fueron propuestas origi-
nalmente por V. 8. Subrahmanian, luego estudiadas formalmente a través del sistema
Pr {40]. Ahi se demuestra. que estos sistemas son paraconsistentes, y son propuestos
como una base tedrica para el razonamiento de bases de datos con inconsistencias.
Después R. Lewin et. al. [57], introducen una version estructural SP7 (es importante
sefialar que el sistema original 7 no es estructural y por tanto no algebrizable), y
dan una prueba formal que el sistema P7 se puede interpretar en SPr.

Nosotros desarrollaremos una logica anotada cercana a SPrt y al sistema C,, de
da Costa, obviamente que satisfaga el objetivo propuesto, lo mds cercana posible a la
propuesta de Weigert y cerca del énfasis de Lee. Ademds controlaremos su buen com-
portamiento desde el punto de vista algebraico, es decir, mostraremos que tal légica
podrd escogerse de tal forma que su algebrizabilidad se garantice. Por demés cabe
recalcar que este ejemplo nos abre una ventana a la amplitud de las presentaciones y
aplicaciones posibles de las 16gicas anotadas.
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6.1. El algebra de anotaciones
Fijaremos como dlgebra de anotaciones a
T={[-1.1,U,1,®, ~)
dondle LI, y M son las operaciones binarias definidas por
rlUy = max{z,y}
My = min{z,y}
para .y € 1.
Tenemos una relacién de orden estdndar sobre J dada por
z<ysiystlosi zlly=1y
para z,y € .
Ademas las operaciones ®, y ~ estdn dadas por
Ty =2y

1 siz<y
4y ell otro caso

para x,y € 1.

Es importante notar que ® corresponde al producto habitual, y ~» es una impli-
cacién intuicionista. -

6.2. El Sistema OF

El lenguaje del sistema OF; estard dado por los simbelos A, v, —, 0, T, un
conjunto P de letras proposicionales p.g,r,..., un simbolo de operacién unaria f,
para cada constante de anotacién « € [—-1, 1], y paréntesis.

Como es usual el conjunto Fm de férmulas de OF; estd dado recursivamente:

1. Oy T son férmulas.

)

Si p es una letra proposicional, entonces p es una férmula.

Si Ay B son férmulas, entonces AA B, AVE y A -— Bson férmulas.

[
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4. Si A es una férmula y x es una constante de anotacion, entonces f,A es una
formuta.

Una expresion es una férmula si, y sdlo si, se obtiene por la aplicacidn de las
reglas antes citadas.

o

Nos referiremos a f.A como enotacidn fuzzy, esto en vista de que al menos en
nuestra semdntica va a “coinecidir” con la presentacién del operador fuzzy de Weigert.
Intuitivamente, la anotacidn fuzzy dada por férmula f.A puede pensarse como ung
creencia sobre el grado de veracidad de la proposicidn A. Més ain proponemos se
piensen las anotaciones como generalizaciones de la negacién. Con el simbolo [ in-
tentamos representar la indecision total, es decir, acquello sobre lo cual no se puede
determinar grado algune de veracidad o falsedad. Mientras que, con el simbolo T se
intentara capturar lo absolutamente verdadero.

Antes de presentar el sistema, queremos dar unas definiciones previas, dentro de
estas, la definicién de la negacién como una anotacién particular, insistiendo en nues-
tra propuesta de ver las anotaciones como generalizacién de negaciones. También
resaltamos la presentacién del simbolo A° (como ya es usual al estilo Da Costa en
este tipo de légicas) para enfatizar méas adelante el cardcter cldsico de la proposicién

A

Definicién 6.1 Se definen

1. —A=f A

2 A B=(A— BAB- A)
3. A= Av-A

4 L==T

6.2.1. Los axiomas OF:

El sistema OP; estd constituido por la légica intuicionista positiva (LIP), anexan-
do los axiomas que describimos a continuacidn.

{31_ | fo(4) ~ 0.

[Ha] J1A « A

(3] fo(fyA) < fapyA para todos z,y € 3.
0] folAVB)— fLAV f,B, paraz > 0.
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O] fo(AVB) o fiAA f1B.

He | [(AAB) = fLANfLB, para z > 0.
3] fou(AAB) & fLAV fB,

[1s ]

[0} for(A = B) — ({({f-1B = fad) — fad) — foB).
o] for(A— A) o L.

Au ] (fA)° — (A

felAd = B) = ((foA — f.B) — fT), para z > 0.

Es oportune notar que los operaclores de anotacién no se comportan como homo-
morfismos. El axioma I nos da ura anotacidn modulativa que se aclarard un tanto
mejor en la seccidn de la semdntica; mientras que el axioma J, nos indica que toda
férmula puede considerarse como una férmula anotada. El axioma Jj; nos dice que si
una férmula anotada goza de buen comportamiento es porque antes de la anotacién
ya lo poseia.

6.2.2. La reglas de inferencia de OF;:

Para todas A y B férmulas de OP; :

AO
Fol =5
AY A BC
(ANBYA(AVBYA (A= B
AD — B(}
[Fo | (A— B) — (=4 — —-B)

[A-) ]

Ias nociones de demostracién (finita en nuestro caso), teorema vy relacién de con-
secuencia para el sistema (OOFj son definidas en la forma usual.

Observacién 6.1 La regla B_(1) corresponde a la regla de reductio ad absurdum
para aquellas formulas con comportamiento cldsico.

Como el sistema O P contiene la légica intuicionista positiva tenemos de inmediato
el siguiente resultado.

Proposicién 6.1 Son vdlidos todos los teoremas de la l6gice intuicionisiae positiva.
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Proposicion 6.2 Las siguientes equivalencias son vdlidas en el sistema OPy:
[312] Al e ("A)n
[313] ‘40 —s (AD)O
Demostracion

[Jig] : Tenemos que (—=A)? = =AV ——A = -AV f_1f_1A, vy por I A i PY
se obtiene que (—A)? «» —~Av A De donde por resultados cldsicos de la légica
intuicionista positiva se concluye el resultado.

(J13) : Tenemos que {A%)® = (A)* v —(A") Pero (A% = ~{A V -A), que por
definicién de negacién, y los axiomas [35] y [Js] nos conduce a que =(A%) = -A v A.
De donde por resultados cldsicos de la 16gica infuicionista positiva se concluye la
prueba m

6.2.3. Deduccién restringida

Si se restringen las demostraciones al uso exclusivo de la regla de modus ponens
como Tinica regla de inferencia, se tiene un teorema de la deduccidn (restringido).

Proposicién 6.3 Si en la prueba de ©, A - B se usa MP como tnica regla de
imferencia, entonces L A — B.

Demostracion
Se obtiene de los axiomas—i,—o ¥ que la tnica regla de inferencia usada es Modus

Ponens. m

Observacion 6.2 El teorema de la deduccion no es vdlido en general, por ejemplo
es inmediato de la regla R-(1) que AY - (A A —4) — B, mas sin embargo, como
veremos mds adelante, no es cierto qgue = A” — ((AA—A) — B).

En nuestro sistema se demuestra la ley de Peirce para férmulas con comportamien-
to cldsico, dicha prueba es debida a M. Guillaume [35].

Proposicién 6.4 A" (((A — B) — A) — A).

Es pertinente resaltar que al ser probada la ley de Peirce para férmulas con com-
portamiento cldsico entonces seran validos todos los teoremas de 1a 16gica intuicionista
s6lo para todas las férmulas con comportamiento clasico.

Proposicién 6.5 En nuestro sistema se cumple que:
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I (A“/\BU} F{d— B) — ({4 — —B) — -A).
2. A%+ (A — (=4 - B).

Es necesario recalcar que al ser probada la ley de reductio at absurdum para
férmulas con comportamiento ¢ldsice entonces serdn validos todos los teoremas de
la I6gica clésica sdlo para tocdas las férmulas con comportamiento clisico. En efecto,
tenemos el siguiente resultado, sustentado en que los axiomas para los conectivos
binarios corresponden a la 1dgica intuicionista positiva y el comportamiento cldsico
de las proposiciones simbolizadas por A%, que estd dado por las reglas de inferencia
adicicnales a modus ponens.

Proposicién 6.6 Siw {z1,72, ..., %) es unae tautologia cldsica, entonces:
1. {ALAD AR (A, As, . AL).
2. Sila toutologin v (1, xy,...,%,) no contiene negaciones, entonces en nuestro
- sistema b (A, Aa, ..., An).
6.3. Semantica para OF
Una interpretac:éﬁn I para el sistema (0 P7 es una funcién definida sobre el conjunto

dle las letras proposicionales [ : P — 7, la cual se extiende recursivamente en forma
estdndar al conjunto de todas las [érmulas Fm por:

I : I(O=0.
L. I(T)=1
I: I(AAB)=IA)NI(B)
Ii: T(AvB)=1I/A)UIB)
Iy: I(A— B)=1I(A)~ I{B)
Is: I (f,A) =2® I{A), para cada z € 1.
Si se quiere una interpretacion intuitiva, se puede pensar en /{A), para A € Fm,
como el factor de confiabilidad de la férmula A bajo la interpretacidn I Intuitivamente
una anotacién en una férmuia se puede interpretar como la confiabilidad de precisidn

de el valor de verdad de la férmula. Asi por ejemplo f; A asegura la certeza {total)
de la asignacién del valor de verdad de A, fyod asegura que la certeza del valor
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de A es casi correcta, vy fo1.A asegura que la asignacidn del valor de verdad es casi
errada. Fs necesario resaltar la diferencia entre la la conflabilidad de precisién de el
valor de verdad de la férmula, y el dado por una interpretacién I. Asf por ejemplo si
I(A) = —1 entonces el valor de verdad para /(f-; A) = 1; lo que indica la anotacién
J-1 es que el valor I{A) = —1 es totalmente errado.

Observacién 6.3 De la definicion de interpretacidn se infiere que:

I I(f-1A) = —I(A), para cade formule A que no contenga el conective —.

| _f -1 s KA IB),
Is - T(f-1(A— B)) = { ~1(B) en otro caso.
Observacion 6.4 Tenemos tres tipos de anotaciones especiales f_y, fo v fi. En efec-
to [{[f-1A) = (—=1)® I{A), es decir, f_; dice que el valor de verdad asignado para I{ A)
es errado (totalmente) y lo invierte, con lo cual lo que tenemos es que la anotacidn
f-1 da cuenta de la negacidn. Mientras, I{foA) = (0)® I(A)} = 0, es decir, la ano-
tacion fq es un operador neutro, que nos dice que hay total incertidumbre acerca del
- valor de verdad I{A). Pero I(fiA) = (1)® I(A) = I(A), es decir, la anotacidn f
asegura que hay total certeza acerca del valor de verdad I{A).

En concordancia con el concepto de satisfacibilidad fuzzy de Lee, fijaremos un
clerto nivel de confiabilidad, que tomaremos mayor o igual que cero. Recordemos que
estamos usando el intervalo [—1,1] en lugar del usual [0,1], con lo cual el “cero”
nuestro representa el “un medio” de Lee.

Definicién 6.2 Aguf doremos algunos términos neceserios para lo que resta del pre-

sente trabajo:

1. FPijaremos como umbral de confiabilidad (de verdad) a un ndmero w € [—1,1]
que sea mayor d igual que cero.

2. Para cada interpretoacion I y para ceda formula ¢ diremos que I u-satisface
w si K{p) > u, en tal caso usaremos la notacion I =, o.

3. Diremos que una formula ¢ es u-vdlida si I =y @, para toda interpretacion I y
que @ es vdlida si @ es u-vdlida para todo u € 1 que sea mayor o igual que cero,
y usaremos la notacidn = .

4. En lo manera usual se define gue ¢ es una u-consecuencia logica de ', lo cual
serd denotado por I' =, ¢, si para toda interpretacion I que tal que para toda
vy eT, Iy, tmplica que I k=, . Definimos andlogamente T = .
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Observacién 8.5 £l fijar un u = 0 como umbral de confiabilidad nos do un marco
muche mds general que el trabajo de Lee, que fija un sdlo valor el “un medio.”

Afirmacidon 6.1 Una formula o es vilida s1 y 5dlo si es 1—vdlide.

Afirmacién 6.2 Para toda interpretacién I se tiene que I{A") = |[{ 4)).

El siguiente resultado, aunque no es dificil de probar, es similar al encontrado en
[40], es asi que nos permitiremos citarlo sin su prueba.

Proposiciéon 6.7 51 Ay, Aq, ..., A, son fdrmulas complejas, y
@ (X1, 20, ..., Ty) es una tautologia cldsica, entonces = (A1, Ao, ..., An). Ademds, si
en@ (T1,Z3,...,%,) no ocurren negaciones, se tiene entonces el importante resultado

A As, o AL % C‘D(Al, Az, .., An)-
Teorema 6.3 L A, entonces Z = A.

Demostracién

Usando la afimmacidn 6.1 necesitamos probar que dada una. interpretacién { tal que
[{A)=a, I{B)=b v I{C) = ¢, todas las férmulas  que sean axiomas tienen valor
I{p) =1, v que ademds la validez se preserva por las reglas de inferencia. Luego por
induccién se concluye el resultado. En este camino veamos:

(1] A= (B— 4
Sia = b el resultado es trivial. Para a < b se tiene que b ~~ q = q, asi la férmula
-31 tiene interpretacidn 1.

[2] (A= B) = {A—={(B—-C)—(A—=C))
Sia < ¢ la conclusidn es irimediata. Consideremos el caso ¢ < a, dentro del cual
hay dos subcasos a considerar:
Subcaso a < b; aqui tenlemos,

L~ ((u~e)~e)=c~c=1

Subecaso b < a; dentro de éste hay que considerar dos nuevos casos:

caso b < ¢ en el cual,

b ((a~1)~e)=bm(1we)=bweo=1.

caso ¢ < b,
b~ ((a~c)~c)=b~(c~e)=b~1=1
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A] ANB— A
Consecuencia del hecho que min {a,b} < a.

(A2} ANB— B
Andlogo al caso A;.

[As] A—{(B— (AAB))
Sia = b inmediato.
Para a < b, entonces min{a,b} <b, yasia~b=1.
Para b < a, entonces min {a,b} <, yasia~ 1=1,

Vi] A— AV B

Consecuencia del hecho que a < mazx {a,b}.

Vo] B-~+ AV B
Andlogo al caso V.

V3] (A—C) = ((B—C)— (AV B —C))
Veamos dos casos los otros son andlogos,
Caso b < a < ¢ asi allb=ay por tanto aUlb ~» ¢ = 1, lo que hace inmediato

el resultado.
Caso e < b < a, asl alJb = a y por tanto se tiene ¢ ~» (¢~ ¢) = 1.

] folA) O

Es consecuencia inmediata de que para toda interpretacién [ se tiene por defini-
cién 1 {0) =0, y que I{fo(A)) =08 1{A)=0.

by ] LA« A

Es consecuencia inmediata de que para toda interpretacién I se tiene por defini-
cién I (f1A) = 1@ I{A)} = I{A).

13 ] fo(fyA) « froyA para todos z,y € 1.
Para cuando z > —1 y y > —1 por definicién Is se tiene que I (fi( fyA)) =z®
I(f,A) = z@y®I (A} =I(f.e,A), para toda interpretacion I Los casos cuando
r==—1 ¢ y= -1y A no tiene ocurrencias de --» son similares al anterior.
Pero los casos cuando £ = —1 6 y = —1 y A tiene ocurrencias de — se obtiene
n del hecho que si A = B — (' entonces por item I3 para toda interpretacién [

ge tiene que

[ 41 s IB)<I(©)
I(f(B— ()= { (-1 I(C) Zn otro caso.
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[‘11 ] f2(ANV B) e (foAV [.B), para z > 0.

Es cierto ya que para z > 0, z @ maz {¢.b} = mazr{r @ a,z @ b}.
5] fi(AV B) < fo AN f4B.

Es cierto ya que (—1) ® maz {a,b} = min{(-1} & a, (-1) ® b}.

5] f(AAB) & foAA [.B, para z > 0.
Es cierto ya que para x > 0, t @ min {a,b} = min {z ® a,z @ b}.

[37 ] f__l(.4 A B) = AV [ B.
Es cierto ya que (—1) @ min {a,b} = maz {(-1) ® ¢, (~1) © b}.

ds| fo{A— B} = ((fold — foB) — f.T). para z > 0.
Es consecuencia de que

1 sia<h
a ~s b=
b en otro caso

y asi
. T sta<h
@ (a = e
£ @ (e~ 1) { r®b en otro caso,

v que

lwsz=2x sia<b

((J:@aw‘r@b)wm‘):{ t@b~1=2%0b en otro caso.

Hol faa(A— By = {{(forB — [L4) = f4) — faB).

Se ohtiene como conclusion de

((=b~s —a) ~ —a) ~» ~b= {

(1~ —a)~ —b  sia<b .
{(—a ~» —a) ~ —b en otro caso,

lo que implica que

((—b ~ —a) ~ —a) ~ =b=-b
y del hecho que

-1 sma<b
—b en otro caso.

(Do ={

Pl f(4d—4)« L
Consecuencia de la definicidén I;.

D] B (fA)Y— (4)%

Como jz| < 1 entonees |za| < la] w
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6.3.1. La reglas de inferencia de OF:

Para todas A y B férmulas de O Py -

AA—=B

] 2

Sia=1, v a~b=1 entonces a<bh, yportanto b=1.

AO
R [ L
Bl iy B
Sila] =1, entoncesa =1 6 a= -1 asi all—a = —1, y por tanto
al—a~b=1 paratodo b

A A BO
[R“(Q)] 0 1] i}
{(AANB)A(AVBPA(A— B)

-

Sila|] =6 =1, entonces a=1 6 a=~-1, y b=1 6 b= —1 asi
allb=1 6 aNb=-1, ab=1 ¢ aldb=-1, ¥y a~b=1 6
a~b= -1 portanto |aMNd =lallbl =

AOHBU
(A— B) — (-4 —-B)

[ ]

Como

1 siga<b
a~sb=
b en otro caso

{ 1 sia<b
b~ —a=
—@ en otre case,

es suficiente chequear el segundo caso. Pero por la hipdtesis A% ++ B® gracias a
la 6.2 se obtiene que |a| = |b], entonces, como estamos en el otro caso, —a = b,
lo que concluye el resuliado n

Observacion 6.6 En el articulo de Weigert se ocupa una implicacion débil =5,
definida por A = B = -AV B; en contraste, nosotros hemos completodo lo Idgi-
ca con una implicacion intuicionista (positiva) lo cual tiene mejores propiedades en
cuanto al manejo ariomdtico que podemos hacer de la misma, ¥ asi proporciona una
mayor amplitud a nuestro sistema. Es pertinente recalcar que nos referimos a una
implicacidn positiva, puesto que en nuestro sistema la negacidn no es intuicionista; re-
colguemos esta afirmacion mostrandoe que el azioma faltante dentre de los propuestos
para completar una de las mds tipicas aziomatizaciones de la ldgica intuicionista no
se cumple en nuestro sistema.
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Proposicién 6.8 F* -4 — (4 - B).
Demostracién
Por el teorems 6.3 hasta con ver el caso a=0> 56
O~ (0 by=0~~b=b g
Proposicidn 6.9 ¥ Av oA,

Demostracion

De nuevo por el teorema 6.3 basta con ver el caso que [2| =0 =

6.4. Algebrizaciéon para OF

Como lo habjamos indicado desde la introduccion, nos interesa cuidar del buen
comportaniento de nuestro sistema desde el punto de vista algebraico. Es asf que en
esta seccidn se establece la algebrizacion de la ldgica OF4.

Para el sistema 1dgico (O Py escogemos AAR formado por la unidn de los conjuntos
{A%A, By =A" = B} v {A, (A, B) = f,A«— f,B:z¢e|-1,1]}. Asitenemos que el
item [4] del teorema de caracterizacién de algebrizabilidad de Blok-Pigozzi, teorema
2.4, se transforman en:

[4 ]ja] AABER A(A B).

[4 ][b] AABF A (A, B).

[4 ][c] AAB, OAD FAx CAB* D, donde * representa a A 0 V 6 — .
Adem#s consideremos: §{4) = ANA y ¢(A)=A— A.

Observacién 6.7 Obsérvese que el conjunto A = {A'} {4, 1z € f-l, 1]} no es
finito. :

Teorema 6.4 La légica OFy es algebrizable. Es decir, A y § = € satisfocen las
condiciones {1] ol [5] del teorema 2.4.

Demostracidon

La prueba de los items [1],[2] y [3] son inmediatas dado que A;{A, B} es equivalente
con A « B, Demostraremos [4] y [5]. Veamos [4];

Caso [4][a] AABF AABO.
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1.

AAB - AY(A°, BY).

Como (AN « A% BY « {B"? por J;s, es casi inmediato obtener el resultado
de la hipdtesis AA°B.

AAB F AL(A°, BO).
Caso =0 es trivial.

Caso z > 0 : Por definicién de A tenemos que f,A° = f.(AV —A). As{ por
14 se tiene que f,AY & (f.AV f—A). De otro lado por hipétesis A, ten-
emos que f;A « f:B, y por Vi se obtiene que f;B — f,BV f;~B y por
1y se tiene que f, BV fiB « fi(BV =B), con lo que podemos concliir que
(1] : fzA° — [, B

Ahora fy—A = f,f_1A. As por J; se tiene que f,—A — f A, con lo cual
usando la hipdtesis A_; tenemos que f—A «— f_.B. Por vy se obtiene que
f-eB — foBV f_B y por J; se tiene que f,—A — f.BV f_.B, con lo que a
partir de la definicién de = y 14 podemos concluir que [2] : f,—A — f, B
De [1] v [2] usando V3 concluimos que (f,AV feA) — f.B°. De donde por 1,
se obtiene que fyA® — f,B% y en forma simétrica se tiene que f,B® — f,A°,
con lo cual tenemos A, (A%, BY).

Caso = = —1 : Por definicién de A® tenemos que f.;A° = f_;(AV -A).
Asi por J; se tiene que 1A% — (fo1AA f1f1A); y por J3 se obtiene que
FaAY & (f_1A A A}, o equivalentemente, f_1A? « (=A A A). Con lo cual
usando las hipétesis v algunas tautologias de la légica intuicionista positiva
tenemos que f_1AY & (B A ~B), con lo cual por definicién de B tenemos que

f—1!‘1LO e f_1 B,
Caso [4][b] AABF fAAfB

AAB = AVNf.A, £.B).
Comeo por definicién de (fA)° = f,A Vv —~f.A, el resultado se tiene con una
prueba similar a la del caso z > 0 del item [4][a](2).

SolaA > fyfeB.

Por 13 tenemos que f, foA <+ fyzeA. Luego usando la hipétesis A,g, se obtiene
que fyf:A < fye.B, de donde aplicando de nuevo J3 se tiene que f,f,A «

FufzB.
Caso [4][c] AAB,CADF A+ CAB =D, donde » representa a A 6 V 6 — .

Subcaso {* = A :
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1.

1.

[

AAB,CADFANAAC, B A D)

Por definicion tenemos que (AAC)? = (AAC)V ={AAC). Asi por J; se tiene
que (AAC) « (AANC)V (A V (). De otro lado por Vi, Vs, se tiene que
AACF A, C. Conlo cual usando la hipdtesis A se concluye que AAC = BAD.
En forma simétrica BA D - AAC, por tanto se obtiene que - AANC « BAD.
Una prueba andloga usando la hipétesis A_; proporciona que F —A A =«
—BA=D. De donde usando argunentos similares a los del [a](2) se obtiene que
((ANCYV (mAV-C)) = ((BAD)V(=BV~D)). es decir, (ANC)? — (BAD)®,

AAB,CADF A {ANC, BAD)
Caso =0 es trivial.

Caso z > 0: Por Jg se tiene que f.(AAC) = (foA A f:C). De donde por
analogfa al item anterior se concluye que f,{AAC) — f.(B A D).

Caso z = —1: Por I; se tiene que f_,(AAC) & (f1AV fo1C). De donde
por analogia al item [a](2) se concluye que f_1{AAC) — f_1(BAD).

Subcaso [+ = V] : Andlogo al subcaso * = A.

Subcaso [+ =—] :

AAB,CAD - AYA — C, B — D)

Por definicién tenemos la igualdad (A — C)® = (A — C) v {4 - C) y
que (B — D)® = (B — D)V (B — D). Usando las hipétesis no es dificil
ver que (4 — () « (B — D), con lo cual es casi inmediato concluir gue
(A —O) —{B— D) :

AAB,CAD - A(A— C,B— D)
Caso z =0 estrivial. -

Caso z > 0 : De I3 tenemos fo(A — ) « (A — £C)) — fT).
De donde como por hipdtesis foAd — f.B, y [f.C < f,D se concliye que
(fzA — f:C) & (fo B — f:D), con lo cual la conclusién del resultado se deriva
de tautologias positivas.

Caso z = —1: A partir de nuestras hipétesis se puede demostrar facilmente
que (A — C) — (B — D), y por el item 1 de este subcaso [* =—] tenemos que
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1.

(A — C)* — (B — D)% Luego por la regla R_3; se obtiene que f_{A — C) —
f-1(B — D). Usando la forma simétrica se obtiene que A ;{4 — C, B — D).

Ahora para concluir veamos [5] : A - §(A)Ae(A);

Primero: A §(A)Ae(A)

A+ §(A)AC(A)

Tenemos 6(A) = AAA y e(A) = A - A, y ademds ocupando —; y —,
concliimos que = 4 — A. Con lo cual se deriva que - (A A A — (4 — A).
De donde con la utilizacién de Vs no es dificil concluir el siguiente resultado
(A= A) — ((A— A)V—-(A— A)). De donde por definicién de {4 — Ay
el uso de tautologias cldsicas positivas se obtiene que - (A A A) — (4 — A)0.

De otra parte como A = (AA A} entonces nuevamente usando Vs se obtiene que
AR (AAA) — =(AAA). De nuevo por definicidn de (A A A)° y tautologias
clésicas positivas se concluye que - (4 — A)? — (A A A)0.

Con lo que se concluye el resultado.

A b S(A)AL(G(A), e(4))
Caso r = 0: trivial,

Casoz>0: AF f(ANA) & fL(A— A)

Como fo(A A A) « (fzA A fA) entonces por A; es inmediato demostrar
que fz(AAA) — fA Por la hipdtesis se demuestra que f,A — f,T. Por
lo cual f.(A A A) — fyA. De donde teniendo que f,A — f.A es un teo-
rema del sistema, se obtiene que fr(A A A) — (fud — f:4) — f:T; ¥y
asi fo{ANA) — f(A— A).

Del otro lado Por la hipltesis se demuestra que f, T — f.(A A A}, y como
se tiene que f,A — frA es un teorema, entonces se concluye el siguiente re-
sultado ((foA — fod) — fuT7) — f(A A A), lo que equivale por Jg a que,
fo(A— A) — fo(AANA). .

Casoz=—-1: Al f1(ANA) « f1(A— A4)

Por item 2 tenemos que (A A A) «» (A — A); y por el item 1 se obtiene que
(AAA)? « (A — A De donde por analogia al caso z = —1 del item 1,
usando la regla R_(5) se obtiene que [ (AN A) = f_1 (A — A).

Segundo: §{A)Ae(A) F A
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De éste lado tenemos, d(A)Ae(A) F (4 — A) — (AA A), pero en nuestro sistema
FA—A4 vy (AnA) A por Ay yportanto §(A)Ae(A} A n

116




Capitulo 7

Las Logicas Anotadas OFPpg,

Es conocido que las bases de datos grandes pueden ser inconsistentes por razones
varias. Sin embargo, muchas de estas posibles inconsistencia podrian ser no relevantes
dentro de los conocimientos que se deben recuperar del interior de la base de datos.
Como es bien sabido las teorfas cldsicas inconsistentes no tienen modelos, por tanto
las 16gicas cldsicas no son formalismos apropiados para hacer razonamientos con bases
de datos inconsistentes. En la bisqueda de solucionar esta dificultad, Subrahmanian
[70] introdujo las I6gicas anctadas, y fueron posteriormente estudiadas en {15], donde
es probado gue son sistemas paraconsistentes y que pueden servir de una base de los
lenguajes de programacién para razonamiento con bases de datos que tienen inconsis-
tencias. Los aspectos fundamentales desde el punto de vista de la teoria de modelos
y pruebas formales se desarrollaron en [40] y [1]. Sin embargo, existen varios tipos
de axiomas (algunos para férmulas complejas, otros para férmulas atémicas y otros
para férmulas arbitrarias}, estos sistemas no son estructurales en el sentido que sus
operadores de consecuencia no sen cerrados bajo sustituciones. La principal dificul-
tad de los sistermnas no estructurales es que no se les puede encontrar una contraparte
algebraica por los métodos estandar.

Es importante sefialar gue nuestro mayer interés estd en la algebrizabilidad de las
logicas anotadas. Las primeras relaciones entre légicas anotadas y algebrizabilidad
(al estilo Blok-Pigozzi [16]) se presentaron en [56] y [57], donde aparecen versiones
estructurales SPr y SAL respectivamente de las 1égicas anotadas. Los sistemas SPr
son algebrizables si v sélo st 7 es finito.

Nosotros ahora presentaremos los sistemas OPgr v COPg,. En este caso las ano-
taciones pertenecen a un birreticulo entrelazado ([6], {43], [46]). Estos sistemas siguen
siendo muy cercanos a Pr, SPr yv SAL, pero con importantes diferencias en el con-
cepto de “buen comportamiento de las férmulas”, v en la presentacién novedosa de
anotaciones de anotaciones. Ademds, ciertos axiomas son simplificados. Los sistemas
OPgr son algebrizables cuando BL es finito. Por lo tanto los sistemas C'OFge tam-
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bién son algebrizables si BL es finito. Algunos de los resultados obtenidos para Ias
légicas anotadas OFg; dieron origen al articulo ([64]).

7.1. Birreticulos

Aqui innovaremos un poco dentro de lag 16gicas anotadas tomando las anotaciones
enun dlgebra A = (A, A, V,~,®,8) detipo (2,2,1,2,2). Para tener un manejo més
simple de las anotaciones, escogemos, dentro de este tipo de dlgebras, las Hamadas
birreticulos entrelazados, ya que estas han sido ampliamente estudiadas y usadas en
aplicaciones tedricas de programacion logica ( [46], [42], [6] v [7] ).

Incluiremos log desarrollos bésicos de birreticulos sélo para efectos de tener un
texto autocontenido, ya que Ia mayor parte de lo que escribiremos aparece en Ia
literatura antes citada. Los birreticulos son Algebras con dos estructuras de reticulo
por separaco. Han sido usadas como base para semdnticas denotacionales en sistemas
de inferencia en inteligencia artificial, y en bases de conocimiento con_programacion
logica ([46] y [42]).

Definicion 7.1 Un birreticulo es uno estructura BL = (B, <y, <s,~) tal que B es
un conjunto no vacio que contiene por lo menos dos elementos diferentes; (B, <),
(B, <2) son reticulos completos' y ~ es una operacion unaria® sobre B tal que:

1. Sia<yb, enlonces ~a >~ b,
2. Sia<,b, entonces ~a Séw b,
8 ~~a=a.

Como es usual, nosotros usamos A y V  para las operaciones del reticulo que
corresponden a <;, mientras que &, & para lag operacicnes que corresponden a
<5. Mientras Ay V pueden ser asociadas con las intuiciones usuales de “minimo”
y “maximo”, @ v ¢ se pueden interpretar como operadores de “consenso” y de
“credibilidad” (“aceptacidn”} respectivamente; a ® b es lo més que ¢ y b pueden
coincidir, mientras que a @ b acepta el conocimiento combinado de e y &3. Asi, un
birreticulo puede efectivamente ser visto como (B, A, V, ~, ®, @) un dlgebra del tipo
(2,2,1,2,2). Las constantes de anotacidn son los elementos de B que en principio
pueden pensarse como factores de confianza, o como grados de credibilidad o de
verdad. Usaremos la notacién f y v para el minimo y el maximo de B con respecto

IFsta condicién aparece en la definicién original de Ginsberg [46]. Sin embargo otros autores han

climinado tal condicién de completitud.
2Fitting elimina la operacién unaria. En tal case nosotros divemos birretfeulo sin negacion.
3Fsta idea aparece originalmente en Fitting [43].
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a <p, y respectivamente L. y T para notar el minimo y el maximo de B con respecto
a <.

Notemos que la negacién respeta el orden <s, dando cuenta de la intuicién que
<y corresponde a diferencias en nuestro conocimiento acerca de las férmulas y no
a sus grados de verdad. Mientras que la negacién invierte <y, es decir, la negacién
invierte la nocién de verdad, en contraste la negacién con respecto a <, dice que no
cONOCemMos MmMas ni conocemos menos de -vp que lo que conocemos de p.

Definicién 7.2 Un birreticulo se dice distributivo [46] si todos las doce posibles leyes
distributivas concernientes a \,V,® y @ se verifican. Es llamado entrelazado [42]
51 cada uno de AV, ® 1y D es mondtono con respecto a <1 ¥ <g.

Proposicién 7.1 [{2] Todo birreticulo distributivo es entrelazado.
Proposicién 7.2 Sean BL = (B, <1, <g, ~) un birreticulo, y a,b € B. Entonces

1. ~f{aAb)=r~av~b ~{aVh)=~ar~Db :
N(a@b):Na@Nb N(@@b)ﬁw&@wb}

9 ~f=t ~ti=] ~ L= ~T=T.

Proposicion 7.3 Si BL = (B, <y, <a,~) es un birreticulo entrelazado, y a,b € B.
Entonces AT = f; LV T =t fRt=1L; fet=T.

Ejemplos Five y Default!

Figura 1
Birreticulo Five.

4 Five es considerada en [46] ¥ Default cs considerada en [6].
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-

Figura 2 \ qT
Birreticulo Default.

df clt

Ahora presentamos una sencilla e importante téenica de construccién de birreticu-
los, Ia cual se debe a Ginsberg.

Definicidén 7.3 Supongumos que (C, <) y (D, <) son reticulos. Damos dos ordenes
sobre C'x D, <y y <y, como sigue;

(cr.di) Sa (e, da) Sicr < ey gy dy <dy

{c1,d1) <1 (co,da) sici < oo ydy <dy. Entonces se define
BL(C, D)= (Cx D, <a, <),

Proposicién 7.4 5i (C, <) y (D, <) son reticulos completos, entonces BL(C,D) -
es un birretfculo entrelozado sin negacion.

Proposicién 7.5 Dado que (C, <} sea un reticulo completo, entonces BL(C,C) es
un birreticulo entrelazado.

Un valor de verdad (x,y) € BL(C, C) puede entenderse intuitivamente como gue
x representa el grado de credibilidad a favor, e y el grado de credibilidad en contra.
Usando esta intuicion en las 1égicas anotadas originales se han presentado importantes
aplicaciones a robética ([38]).

Ejemplos: Ahora veamos algunos resultados en Four ® y Nine, las pruebas apare-
cen en [6]. Four aparece en la figura tres, es el birreticulo méds pequeiio no-degenerado.

¥ Four fue introducida por Belnap [11].



Foury Nine, aparecen en la figura cuatro, son distributivos, mientras que Default no
lo es. Ademds, si denotamos el reticulo de dos elementos {0, 1} por Two, y €l de tres
elementos {0,3, 1} por Three, entonces Four es isomorfo a BL( Two, Two} y Nine es

isomorfo a BL{Three, Three).

2 T
1 t
L
1
—
Figura 3: Birreticulo Four.
19 T=(11)
t= (17 O)
L =(0,0) .

Figura 4: Birreticulo Nine.
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Default fue introducida por Ginsherg ({46]) como una herramienta para el razona-
miento no mondtono. Los valores de verdad que tienen el prefijo “d” en sus nombres
representan valores por asunciones de default, por efemplo dt es el verdadero por de-
fault. Las negacioues de T, ¢, f. T son idénticas a las de Four,y ~ df = dt, ~ dt = df.
~dT =dT. Asi Default no es entrelazado, por ejemplo  f <; df, mientras que
f®AdT =d7T, df @dT =df, pero dT &; df.

7.1.1. Bifiltros

En una préxima seceidn buscaremos una semdntica matricial para nuestros sis-
temas ldgicos, es asi gue se hace necesario establecer los valores designados para
dichas matrices. Es usual encontrar que en las presentaciones algebraicas, el conjunto
de valores designados forma un filtro relativo al orden natural de los valores de ver-
dad. Entonces, los andlogos naturales a los filtros, para el caso de las birreticulos el
conjunto de los valores designados corresponda a los bifiltros.

Definicién 7.4 Un bifiliro de un birreticulo BL = (B, <y, <, ~) es un subconjunto
nowacio F C B, F#DB talqueanbe F siysilosi a € FF y beF; vy
a@beF siysdlosia€ F -y beF

Ejemplo 7.5 Los birreticulos Four, Five y Default tienen un sélo bifiltro: {T,t};
mientros que Nine tiene dos: {T,(1,3},t}, vy {7.(3, 1), (5, 3). (L, £), (3,0),t}.

. Proposicién 7.6 [6]{Propiedades bdsicas de bifiltros)
Sea F un bifiltro de un birreticulo BL = (B, <;, <s.~)}, entonces :

1. F es cerrado hacia arriba con respecto a <1 y <y .

2. t,Te&F, mientrasque f.L&F

7.2. Los Sistemas OPFg,

Como va lo habfamos anunciado, aqui las anotaciones estdn en un birreticulo
entrelazado. A partir de este momento, salvo manifestacién expresa de otra cosa, la
expresion “birreticulo” se interpretard como “birreticulo entrelazado”. Estos sistemas
estdn basados en APC (annotated predicate calculus) v los sistemas originales de Da
Costa ([27] y [28]). Se define en ellos el concepto de “férmula con buen compor-
tamiento” al estilo Da Costa, lo que se contrapone a las presentaciones de SPr y
SAL que manejan simbolos adicionales, que implican la inclusion de un gran mimero
de axiomas extras. Ademds hemos simplificado algunos axiomas, y en cierto senti-
do logrado una mejor manipulacién de los sistemas 1dgicos en consideracién. Como
aporte fundamental se permitirin anotaciones de anotaciones. En los sistemas SPr
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v SAL las anotaciones de anotaciones se consideran como “updating”, es decir, cada
nueva anotacién elimina la anterior. Nosotros necesitaremos introducir un operador
de anotacién por cada constante de anotacién, estos son homomorfismos con respecto
a los conectivos binarios, pero no con respecto a la negacién. En las interpretaciones
requeriremos de una operacidn extra, en principio usaremos el “®” del birreticulo.
Esta idea da cuenta de una mds general que es interpretar las anotaciones en dlgebras
tan generales como se quiera.

7.2.1. El lenguaje de OPs,

Sea BL un birreticulo (fjo), el lenguaje £ de OPg, estd formado por los siguienites
simbolos primitivos:

L. Un conjunto enumerable P de letras proposicionales.
2. Conectivos légicos A, V,—, 1,
3. Una funcién de anotacién unaria g por cada b € BL
4. Simbolos auxiliares: paréntesis, coma.
El conjunto F de férmulas es definido recursivamente por:
1. Si p es una letra propoesicional, entonces p es una férmula.
2. Si A es una férmula, entonces —A es una férmula.
3. Si1 Ay B son férmulas, entonces AANB, AV B, v A — B son férmulas.

4. Si A es una férmula y b es una constante de anotacién, entonces g,A es una
férmula.

5. Una expresién es una fdrmula si y sdlo si se obtiene de la aplicacién de un
nitmero finito de las reglas anteriores.

Intuitivamente la férmula gy A se interpreta como el grado de evidencia de A es al
menos b con respecto a <oy <. También puede representar el grado de credibilidad
6 de incertidumbre asociado a A4 por un juez de razonamiento.

Para cada n € w, inductivamente se define =" por ~"A = A y —-""14 = =(="4),
y las formulas de la forma —Fng, —fr-1g, . —F1g, —Fp se denominan hiperlitera-
les, donde k; ew v b; € B para 0 <1 < n. Una férmula que no es un hiperliteral
se denomina una formula compleja.

Antes de presentar el sistema formal, siguiendo el estilo de da Costa definimos “el
buen comportamiento de férmulas” y la abreviacién usual para la equivalencia. La
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expresion A® abrevia la formula —(gTA A g A), mtuitivamente el simbolo *holita”

intenta representar el comportamiento clasico de las formulas, es decir, si una formula

es cldsica (tiene un buen comportamiento), no puede tenerse la proposicidn que la
afirma y la niega a la vez. En cuanto a la expresidn A — B como es lo usual abrevia
la férmula (A — B} A (B — A4).
7.2.2. Axiomas de OPs,

La presentacién del sistema OPp, estd dada por los axiomas de la 16gica intuicio-

nista positiva, junto a los que listamos a continuacién.

Axiomas para -
(1] (AANAA-4) =B
AV — (A v A

|

J ‘l'"'lAé——)—fl

T

1] A% = (@A = gap—A)

J

| A% = (mgAd = @A)

-

cn

[
[
{
[
I ] (AAB)A(AVvBYA(A— B

Es importante recalcar que en este sistema tendremos como tinica regla de infe-
rencia a modus ponens. Ademsds se puede observar -y - simplemente trasladan
los respectivos axiomas de Pr, intuitivamente corresponde a reductio ad absurdum
y tercero excluido para férmulas cldsicas. Mientras que —y corresponde a una nueva
forma de negacién, la cual estd dada por nuestra particular eleccién de las anotacio-
nes para estos sistemas qa =b@& a, asi ~ (b®a)} =~ bdH ~ a; y —; corresponde al
comportamiento clisico.

Axiomas para las anotaciones

Para todos b,c e BL :
[BLy] Sib<se y b<;c entonces gA — g.A.
[BL2 ] go(A# B} e+ gyA * gpB, donde * representa A 6 V 6 .
[BL3 ] g89cA > goged.
[BLy] ~(A%) = {(A = B) = (g:A < g.B)).
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[B£5 ] (Q‘E,B /\gCB) - g(')VCB‘

Intuitivamente BL, asegura que gy es un homomorfismo con respecto a los ope-
radores binarios, pero —4 asegura gue en general no es un homomorfismo con respecto
a la negacién. De otro lado BL; refleja el hecho que la operacidon g, se interpretara en
BL por gra = b P a.

Las nociones de prueba, - relacién de consecuencia (entre otras) en los sistemas
O Pg se definen como es lo usual. De nuevo haciendo uso de la légica intuicionista
positiva, junto al hecho de ser modus ponens la 1inica regla de inferencia se tienen log
sigiientes resultados en la manera estdndar.

Proposicién 7.7 L, A0 siysdlosi LFH A B
Proposicién 7.8 8i p (z1,2s,...,2,) €s una tautologia cldsica, entonces
10 {A% AD AP - oAy, Ay, L A
2. St (%1, ...,I,) N0 contiene negaciones, entonces = (A, Aa, ..., Ap).

Dentro de éstos resultados, resaltemios que hay ciertos teoremas gue habitnalmente
aparecen en otras l6gicas anotadas como axiomas, por ejemplo la ley de Peirce.

Proposicién 7.9 Para cade formulas A, By Cen F,
i FBY--{{A— B)— ((A—-B)—-A)).
2. FAY— (A —(-A— B)).
3. F{(A—-By—A)— A

Insistimos que en los sistemas O Pge la ley de Peirce es probada, y por lo tanto lo
son todos los teoremas del cdlculo proposicional cldsico positivo.

Proposicién 7.10 (Reductio ad absurdum)
SiT, A+ A°A B° A B A—B, entonces I' - —A,

Demostracion

De manera trivial T', A F B por tanto por la proposicién 7.7 T - A — BY,
'~A— B y 't A— —B. Asi por la proposition 7.9 item uno y la proposicién
7.7, T+ A — —A. En el otro sentido I' - =4 — —A. Por tanto usando A% -, y
Vs se concluye que T'H -4 g

Proposicién 7.11 A°, B>, A - =B+ B — -4
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Demostracion

Puesto que A", BY, A — =B, B, A BY B.-B entonces por la proposicién 7.7
AV BY A LB BF-A4 vy AYVBY A B B-—--A =

Teorema 7.6 = (A%

Demostracion

Puesto que A? = —({grA A gr—A), asf =AY = —=(g7A A gr—A4) y entonces
=AY & (grA A gr=A). Luego —(A"Y — (grA” A gr-A"). Pero por —y, si =(A%)°
entonces gAY — —gr A% y por ~g  (97A%). Luego (A% I g1 A°, —g+ 4%, (g7 A")°

y puesto que por = {(—~(A%)%)°, por reductio ad absurdum se concluye F —~—{A")%
asf por g (A0 o

Ahora veamos que para una fdrmula con huen comportamiento, se cumple el
resultado clasico que de ella y su negacidn se deduce cualgquier otra [drmula.

Corolario 7.7 A A —-A" - B.

Demostracidn
Consecuencia del teorema 7.6 v — m

Ahora probaremos que “el buen comportamiento de las férmulas” se preserva por
negaciones y anotaciones.

Proposicién 7.12 = A s (g, A)°.

Demostracién

[=] Por -z —{gpd)? & gr(gA4) A gr{g(—A)) asf por ~y vy BL; se concluye
—(gpA)° &> grAAgTA. Asi por o5 A —=(gpA)? — —A% Ademds por el teorema
7.6 (A% y por =g "(=(gsA)")°. Entonces por la proposicién 7.11 F A% — ——(gpA)°
asi por —3 FAY — (gbA)U.

(<] Por =y ~(gA)® = gr(@d) A gr{g(~A)). Ademds por =5 gr(gpA) «
—(grgd) vy por BLs gr(gsA) <+ ~(grA) asipor ~u gr{gpd) < —(gr—A). Por
Io tanto  —(gpA)°? — —A". Asi (gpA4)%, —A” F —(g,A)". Asf por la proposicién 7.7
(g5A)? - =A% — =(g,4)°. Ademas por el teorema 7.6 {(gsA)°)" y por —¢ (—{gsA)%)".
Asf por la proposicién 7.11 + (g A4)° — ——A" asi por =3+ {g4)° — 4° n

Proposicién 7.13 F A% « (-4)0.



Demostracion

(=]  Por =3 —(=A)" « gr(=4) A gr(=(-4)). Puesto que gr(—~(=A4)) «
g~7(~(—A)) entonces por = se concluye —(—A)" « gr(=A4) A ~gr(~A4). Asi por
5y —3 se concluye k- =(-A%) — —A° asi por la proposicién 7.11 v el teorema 7.6
A — “ﬂ‘ﬂ(—u‘l)o asi por =3 F A" — (—u‘l)n.

[«] Por =5 =AY & grA A gr(-A). Por lo tanto BLy vy -3 gr(gd) <
—~{grgeA) y por BLs =AY & =(=A). Ast (=A)°, A" F (=A)°, —(—A). Entonces
por el teorema 7.6 y la proposicién 7.7 + (=A)? — =—A4° asi por =3 tenemos
F(-4)% — A m

Lema 7.8 Todo hiperliteral es equivalente a p, —p, gp, 6 g—p, para alguna
letra proposicional p.

Demostracidn

Puesto que los 1inicas operaciones que intervienen en la formacién de hiperliterales
son las de negacién y anotacién, entonces después de aplicar tales operaciones se
obtienen férmulas que son equivalentes a uno de las cuatro casos. Probemos el teorema
por induccién sobre la complejidad de la férmula. Sea A un hiperliteral. Si A = g, B
para alglin hiperliteral B, entonces cuando B < p, ¢ B < -p el resultacdo es
inmediato. Cuando B« gp 0 B — g—p por BLs el resultado se obtiene..

Si A = —B para algin hiperliteral 3, entonces cuando B «» p, el resultado es
inmediato. Si B « —p, de -3 nosotros conseguimos que A es equivalente a p. Cuando
B~ gyp, st —(p)? de -, se consigue que A es equivalente a g.;—p, y de forma
andloga si (p)® de -5 se consigue que A es equivalente a g,—p. Para cuando
B e gyop, si—={(=p)® de -y y -3 se consigue que A es equivalente a g.,p,
y en forma andloga si (-(p))® de -5 y -3 se consigue que A es equivalente a

%P H
7.3. Semantica para OPg,

Continuando con la proximidad a P, se define una seméntica bivalente para OPg,
sobre {0,1}. Como es usual, 0 y 1 representa falsedad y verdad en el metalenguaje.

Una interpretocidn I para el sistema OFPgy es una funcién [ : P — BZL. Cada
interpretacién I define una tnica valuacidn vy : F — {0, 1}, tal que:

v v (p)=1 siysblosi Ifp) =t v Ifp) > T.
va: vy (—p)=1 siysblosi Ifp)>s f v I{p) < T.
vg: vy (gp) =1 siysdlosi Ifp)@b>at y I(p)Db2>1 T
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vy: vy (pop)=1lsiysflosiI(p)&~b>y f v Ip)d~b< T.

vs 2 vy (mgeAd) = vy (gp—A), para todo hiperliteral A.

ve: vy (0A)=1— v/ A), para toda fSrmula conpleja A.

vr o vr (gged) = v1 (gomeA), para todos b,c € BL.

ve v (g(A* B)) = vr ((gpA) * (g B)), donde = representa A, vV, 6 —.
v : vr (gpC) = vy(—g,C ), donde C es una férmula compleja.

vig 0 vi{A*B) = v;(4) % vy(B), donde  en el lado izquierdo representa A, V, & —,
v = en el otro la correspondiente operacion del dlgebra de Boole en Two.

Intuitivamente v y v» dicen que los valores designados (6 verdaderos) corres-
ponden al més pequefio bifiltro en la birreticulo. Cuando se trata de un birreticulo
entrelazacdo estos corresponden a un intervalo [¢, T], particularmente en Nine estos
son {(1,0),(1,1),(2,1)}. Con.los items v; y wvs se enfatiza la diferencia entre la
negacién de una férmula compleja y la de un hiperliteral. El caso de una férmula
compleja, la negacién es clasica, mientras que la de los hiperliterales obedece a la.
eleccitn particular para las anotacines que hemos fijado antes.

Las nociones de relacién de consecuencia seméntica =y férmula vilida se definen
en la forma nsual.

Observacién 7.1 v Si ] es una interpretacidn tal que I{p) = T, vi(pA—p) = 1.
Ast estos sislemas son paraconsistentes en un sentido fuerte, es decir, se pueden
fijar cierios interpretaciones que garvantizan lo existencia de coniradicciones
“verdaderas.” Con esto, (AN A} — B no es un teorema de OPgs.

» La relevancia del axioma -y se enfaliza aguf, puesto que sic € BL y [
es una interpretacion tal que I{p) = c puede suceder que vy (gy—p) = 1 vy
vr(~gep) = 0, por ejemplo, sic>2b y c >y b

Proposicién 7.14 A es una férmula compleja siy sélo si v (AY) = 1.

Demostracion
Si A es un hiperliteral, por lema 7.8 hay sélo cuatro casos.

Caso 1: A = p. Por v3, las propiedades de @ y T en el birreticulo se obtiene que
vi(grp} = 1. Andlogamente usando vy en lugar de vy se obtiene que v/{gr—p) = 1.
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asi vy{grp A gr—p) = 1 y por lo tanto v;{A%) = 0.
Caso 2: A=-p. Por =3 y w4 se reduce al caso 1.

Caso 3: A =gyp. Por vs, =3 vy wio se consigue que vs(gr—gep) = vr(grp) ¥
por caso 1 se conoce vr(grp) = 1, que implica v;(A4°%) = 0.

Caso 4t A = g,—p. Por vs, wi, BL;, las propiedades de & y el lugar de
T en el birreticulo se obtiene que v(gTp) = 1. Andlogamente adicionando vy se
obtiene que vr{gr=gy—p) = 1, asi vy(A"} = 0. Ahora si A es una férmula compleja,
de vs se consigue la identidad vr{A%) = 1— vi(grA A gr—A). Puesto que por vg
vr{gr—A) = 1— vy (gTA) entonces v;(grA A gr—A) = 0. Por lo tanto tenemos que
vr(AYY =1 m

También tenemos los siguientes resultados que enmarcan el comportamiento clasico
de las férmulas complejas.

Proposicién 7.15 St ¢ (x1,Z2,...,%,) es una tautologia cldsica y Ay, As,..., A,
son férmulas complejas, entonces = @(Ay, Ao, ..., An); ademds si ¢ (21,22, ...,2,)
no contienen negaciones, entonces A1, A, ..., An = (A1, 42, ..., Ap).

Proposicidn 7.16 Si una interpretacion I pare los sistemas OFge es tal gue cumple
la propiedad vi(A) = 1, entonces v(gpd) = 1.

Teorema 7.9 Si £+ A, entonces & = A.

Demostracién
No necesitamos verificar los axiomas de A,V,— y la regla M P, puesto que estos
corresponden al caso clasico, que no contienen negaciones, y ademds las valuaciones
se definieron para que cumplieran dichos requerimientos. Mas atin —, =g ¥ —2 son
consecuencia de la proposicion 7.14. En cuanto a —3 es estdndar, mientras que —y se
deduce de la proposicién 7.14, y el item vy. Ademas —s se deduce de la proposicién
7.14 y item vs.

Para BLy, por lema 7.8 es suficiente ver los cuatro casos correspondientes a los
hiperliterales;
Caso 1: Si A = p entonces vy(gp) =1siysdlosi, I(p) @b>st ¥y I(p)db> T
y entonces vr(gep) = 1.
Casos 2, 3, 4: A=-p, A=gp v A= g.psereduce al caso previo.
Si A es una f6rmula compleja, vr{gA4) = 1 entonces v;(g9.4) = 1 por inducecién y
los items w7 y  vs-

BL; se deduce de items vg v vp y BL;3 se prueba por vy.
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Para BL, ser I una interpretacidn tal que vy (A) =a y v (B)=0bSta=5b=1
entonces por v; seconsiguea >a% v a>; T,0>0% vy b>; T. Entoneces a®e >y ¢
v ade> T, 0Bezot y b@c21 T, Aside vy se concluye que vy (g.4) = 1.

Para BLs, sea I una interpretacién tal que v (A — goB) =1, vy (4 — ¢.B) =1
y vr (A — froB) =0 Entoncesv; (A) =1 y v; (gsveB) = 0. El caso cuando B es
un hiperliteral se reduce al caso B = p. Por lo tanto I(p) # (b& ¢}, pero vr{gp) = |
y wlgep) =1 AsiI{p) >0 y I(p) > ¢, y entonces I{p) > (6D c), que es
una contradiccién. Cuando B es compleja, asumamos que vy (gpd) = 1, asi por la
proposicién 7.16 vi(gpB) =1, y por lo tanto v; (geveB) =1 u

[istos sistemas no son completos, puesto que f=pp;, no es estructural, y asi Fop, .
no lo es. Baste chequear que = grp, pero si hacernos o{p} = C A =C donde C es
una férmula compleja, entonces & gro(p). Para lograr la completitud necesitare-
mog modificar el sistema OFgy ligeramente, iuego consideraremos una semantica
matricial.

7.4. La loégica COPgp

La buisqueda de un sistema completo nos cbliga a incluir una nueva regla de infe-
rencia y dos nuevos axiomas. Con la regla querenios asegurar una férmula aceptada
(probada) tiene todos los niveles de credibilidad. El primero de los axiomas garantiza
que todos los hiperliterales gozan de un cierto grado de evidencia maximo. El otro
refleja el comportamiento de la negacién con respecto a un nivel de credibilidad dado.
Estos acercan nuestros sistemas a SAL [57). Para simplificar convendremos a partir
de este momento, salvo mencion explicita de lo contrario, que el simbolo > representa
conjuntamente a >» ¥y >;.

Para toda formula A y b,c € BL, se define [A}f a continuacidn.

AA—A Siezb y ~c2b
AAS(—AA—A) SBiczb y ~c?b
—“AA=(ANA) Sicgb y ~c>b

{ANA)A-(-AAN-A) SicZb y ~cZb

A5 =

Ademads, se define dp(A) = gpA A /\ ~{g.A A g.A).
cZb

Es importante resaltar que este término es verdadero bajo una interpretacion si y
sélo si el grado de credibilidad de A es menor o igual a b. Obsérvese que g.A A g A,
al ser una formula compleja, tiene un comportamiento clasico con respecto a las
negaciones.
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Las légicas COPp. estdn basadas en los sistemas (O Fgp, con la adicién de una
nueva regla y dos nuevos axiomas.

7.4.1. Nuevos axiomas para las anotaciones

BLs ] ~(4%) — \/ dy(A

beBL

(BL7 ] dy(A) — \/ [A]5

ceBL

Intuitivamente \/ dp{A) es verdadero si y sélo si el mdximo grado de credibilidad

beBL
de A es b. El axioma BLg dice que todos los hiperliterales tienen un grado médximo

de credibilidad.
Andlogamente v IA]¢ da la relacién entre el grado de credibilidad b y el grado

ceBL
de credibilidad ¢ y ~ c. Esta relacién depende de la particularidad del birreticulo

empleado.
En cuanto al axioma BLy dice que si A tiene un grado de credibilidad méximo b,
entonces A y —A se comportan con alguna credibilidad dada c.

7.4.2. Nueva regla de inferencia para COPy,
A
e todo be BL.

(R ] ) para todo b e

Observacion 7.2 Los sistemas COPgy también son correctos con respecto a la semdnti-
ca definida en la seccicn 4.

7.5. Semadantica matricial para COPg,

El objetivo fundamental de esta seccidn serd dar una semantica matricial para los
sistemas (C'OPg.. Las definiciones bésicas de matrices l4gicas estdn en la seccién 2.4.

7.5.1. Validez

Definimos una clase M de matrices y probaremos que las matrices de M son
matrices modelos para COPg;. Sean BL un blrretlculo F un bifiliro de BL y sean 0
y 1 objetos que no estén en BL. Se define BL = BLU {0,1} y F=FU {1}. Se

extienden los ordenes de BL a BL como sigue.
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0

1

—

Figura 5: los ovdenes de BL

——
Ademds se definen las siguientes operaciones sobre BL:

L avb:{ siae Fébe F
€n otro caso.
ab=

O o=

1 siaeF y beF
en otro caso.

o
o

3 a—h=d 1 s1a¢FQb€F
0 en otro caso.

4. Siae BL entonces na=~a,-1=0 y —-0=1.

- o= bha sia#0ya#l
ot = o sia=0d6a=1

6. a”= ~(gra A gr—a).
La clase M es el conjunto de las matrices M = <,§Z:, ﬁ)

0 siae BL

. s . = o __
Proposicién 7.17 Sia € BL entonces a” = { 1 siae {0,1}

Demostracién

Por definicién a® = ~(graAgr—a), asi &’ =0 siysdlosi (grangr—e)=1 s
vsblosi T@a, Td—ael siysblosi a & BL, puestoquesia € {0,1} entonces
(gra A gra) = 0.

En el otro sentido a® =1 siysélosi {grangroa)=0 siysdlosi gra=0 &
grma=0 siysdlosi a=0 6 —a=1 siysdlosi a€ {0,1} =u
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Proposicién 7.18 Sea M = (BL,F) e M y u: P —s BL tal que u(p) € BL
entonces para todo hiperliteral B con la letra proposicional p, w*(B%) = 0 si y solo
si u*(B) € BL. Ademds, siu(p) € {0,1} entonces u*(p°) = 1.

Teorema 7.10¢ Si una matriz M = (l?ﬁ, F ) € M entonces M es una matriz modelo
de COPB[,.

Demostracion

Los axiomas -—1, —a, Ay, A2, Ag, Vi, Va, Vs, 7, ¥ M P son triviales, puesto que por
definicién tienen un comportamiento cldsico, y las operaciones se definieron para que
cumplieran estos requerimientos.

[~1] A°AAA-A-B

Sio® € F entonces a € {0,1} asf a® Aa A ~a = 0. De donde el resultado se
obtiene inmediatamente.

[—2] A% = (AV~4)
Sia” € F entonces a € {0,1}. De donde el resultado se obtiene inmediatamente.
(=] (A% = (~gd < guimA)

Si ~ a® € F entonces a° € BL. Por lo tanto —gyd <~ (5@ a). Con lo cual
tenemos que gop—A —~ bB ~ a. Asi por la proposicidén 7.2 se concluye el
resultado. ' '

[0s] A% = (=gA — gp—A)
Caso 1: Si g = 0 entonces grpa = 0. Asf "qpa =1y gp—a = g1, asi gg—a = 1.
Caso 2: 31 a =1 entonces gya = 1. Asi—gpe = 0y ge—a = g0, asi gp—a = 0.
[-6] (AAB)PA(AVB)A(A— BY
Consecuencia de la definicidn de la operacién “bolita”.
IBL1] gA— g.A paratodo bce BLtalqueb<;cybd<;c
Consecuencia de las propiedades bésicas de los bifiltros.
[BL2] go(Ax* B) & g A+ gB, donde * representa A, 6 V 6 == .
Estos son inmediatos.

[BL3] gugeA — gopcd para todos b, ¢ € BL.

Consecuencia de la asociatividad de @ en la birreticulo.

133



[BLy] ~(AY) — {{A < B) — (g4 < ¢,B)), para todo b € BL.

Si —a” € F entonces ~a” = 1. Asi o = 0 o a € BL, y por tanto esta

propiedad se reduce a c@a € F siysolosi b@a € F, esto se tiene puesto
que £ es un bifiltro.

[BLs | (gpB A ge.B) — foveB para todos b, e € BL.

Esto se tlene, puesto que F es un bifiltro.

BLs] —(4") — \/ du(4)
bEBL
Sea el conjumto S={b:bc F y bt®ac F}. Entonces S # ¢ puesto que
T € 5. 5i hacemos by = infS, entonces {dy, (-1))\4 = bpDan /\ ~{cEarcBa),
CE[}U
y por tanto dy, (A)™ =1, y asi (~(4%) = \/ dp(A))M =1.
beBL

[BL7 ] d(A) = \/ [4]

cEBL .
Si dy(a) € F entonces a € BL v a @ F. Puesto que ¢po=0b@a entonces
b > by. En el otro sentido ¢ # b implica que ={g.a A g.a) = 1. Entonces
by = b asl b = by. Ademds puesto que ¢ & F' entonces
(4fs — = A A (AN A) si~a>b
S(AAAA (AN DA) st~ B by

by T

Por lo tanto {{[AJg )M =1 ¢ F. Asi se consigue que \/ [A]f € F, y por tanto
ceBL

(do(A) = \/ AN =1¢ F.
5L
Veamos que se cumple la regla By : Si a € F. Consideremos dos casos.

Casol:a = 1. Enestecaso goa =1 por definicidn, v asi trivialmente gya € F.
Luego iy es valida.

Caso 2: &« € F. Entonces gpa = 0@ a = a, asi ga € F puesto que I es un
bifiltro, v de nuevo FRp es vilida g

7.5.2. Semantica Matricial

Definiremos ahora una matriz My probamos que es una seméntica matricial
para COPgsz. Sea BL un birreticulo (fijo) tal que sus bifiltros son los conjuntos
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{F1, Fy, ., I} ysean 0 y 1 objetos que no estdn en BL.
Sedefine F = ( | ] {i} x F)u{l} v B=(|J {i} xBLHU{0,1}.

1<i<k 1<i<k

Se extiende el orden de BL a B como sigue;

T2 1

1

Figura 6: Los ordenes para la semdntica matricial.

Ademads se define las siguientes operaciones sobre B :

1. a\/b={

siaceFSbeF
en otro caso.

O

5 a/\bz{l siacF y beF
0 en otro caso.

3 a—>b={1 siagFobeF
0 en otro caso.

4. Sia={i,a)donde a € BL entonces —a=(i,~a), =1=0 y -0=1.

_J (,o®a) sia=(i,a)
5 gba_{ a sia=0da=1
6. a%= —-(g-ra A g-r—na),

Si la matriz M = (B, I}, se obtiene el siguiente resultado, cuya prueba es similar
a la del teorema 7.10.
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Teorema 7.11 La matriz M es una mairiz modelo de COPFgr.

Como es el caso usual todo conjunto no trivial de férmulas se puede extencler
a un conjunto maximal no trivial consistente de férmulas, asi nos restringiremos a
presentar la completitud para un conjunto maximal no trivial consistente de férmulas.

Teorema 7.12 Sea I’ un conjunto mazimal consistente no trivial de férmulas. En-
tonces existe una voluacidn v: P —— B tal que para toda férmula A, v*{4)e F
sty sdlo st A €T

Demostracién

Para cada p letra proposicional en P hay sélo dos posibilidades p" ¢ I' 6 p® e T
Cuando p? € T', hacemos las escogencias a; el menor elemento de {6 : g,(p) € T'},
F; el mas pequefio bifiltro de BL que contiene a;, y b; el menor elemento del conjunto

a;
{b: [pi" €T}
Ahora definimos la valuacién v por

1 sip’el y pel
v(p) = 0 siplel y —pel
(i,0;) sip®g

Por el principio de induccidn es suficiente probar el resultado para hiperliterales.
Pero por lema 7.8 basta ver log signientes cuatro casos:

Caso 1: A =p. entonces v *(p) = v (p). Cuando p” € T' entonces v *(4) € F
es equivalente a v (p} € F que equivale a v (p) =1, lo que es equivalente a p € T.
Ahora cuando p° € I', entonces v *{4) € F es equivalente a v (p) € F que
equivale a (i, b;) € F, que equivale a b; € F;. Por lo tanto a; 2 b;, v asi
a; _ pA—TD i~ a2 b
PhI = pa ~(mpA-p) siea 2 b
Entonces [p}f — p y COMO [p]i,’ € I', por MP se obtiene que p € I, y por lo tanto
v *(A4) € F implica que A € T.
Para el reciproco v *(A) ¢ F es equivalente a.b; ¢ F;, por tanto a; # b; y asi
[p]ai _ —pA=(pAp) si~a; 2 b
% lpAp)A-(mpA-p) st~ 2 b
Entonces [p]?j — =(pAp) y como {p];" e T, por MP se obtiene que ~(pAp) €', y
por lo tanto p € T". Asi p € T implica que v *(p) € F, es decir, concluimos el resultado
A €T implica que v *(p) € F.

Caso 2: A = —p. Andlogo al caso 1.
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Caso 3: A = g,p. Cuando p” € T' entonces v (p) =06 v (p) =1, y por lo
tanto g.v {p) = v (p). Luego, como v *(A) € F siysélosi v *(g.p) € F siy sélo
si g.v(p)€F siysdlosi v (p)=1, esto es equivalente a p € T, que por R, es
equivalente a que g, p € I'.

Cuando p” ¢ T' entonces v (p) = (i,b), y por tanto v *(g.p) = (i,c D b;).

Asi v *(gp)€F siysdlosi g.v(p)eF siysdlosi ¢c®d v (p) € F; siysélo
si cb;eF siysdlosi gp€eTl,esdecir, v*(A)eF siysdlosidel.

Caso 4: A = g.—p es analogo al caso 3 g

Ahora como consecuencia del teorema 7.12 v que todo conjumto no trivial de
formulas estd contenido en un conjunto maximal de férmulas, tenemos el siguiente
resultado.

Corolario 7.13 5i T’ es un conjunto no trivial de formulas de COPFgr entonces
Thy siysdlosi T =pge.

7.6. Algebrizaciéon de OFp,

Usaremos nuevamente la caracterizacién de Blok-Pigozzi [16] ya acostumbrada.

Teorema 7.14 Dado un birreticulo finito BL, §(A)=AANA = A— A=¢e(A) es
un conjunto de ecuaciones de definicidn para la l6gica OFge y

1. AL(A,BYy=A«~B
2. A{A, B)=-A<-B
3 Ab(A, B} = gbA — gbB

son un sistema de formulas de equivalencia pera la ldgice OFgp, ast los sistemas
O Pg; son algebrizables. :

Demostracion

Las pruebas de [1], [2] y [3] son inmediatas. Veamos [4];

Caso [a] AABF -AA-B

1. =4 < —B se deduce por A_.

2. =4 — - B, puesto que -—A « A, se sigue de A.,.

3. ¢p—A & g~ B, para férmulas complejas se deduce de tautologias cldsicas y
para hiperliterales por el axioma BL,.

Caso fb] AABF gAAg,B

1. gpA « g, B se sigue de A,.
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2. =gy A «» gy B, para férmula complejas se deduce de tautologias cldsicas y para
hiperliterales por axioma BL,, junto con A_.

3. gegpd > gogeB, para férmula complejas se deduce de tautologias cldsicas y el
axioma BL.. Para hiperliterales, puesto que por axioma BLzy ¢ugnd — geged. e
A se prueba que gezpd © gean B, y asi g A — g B.

Caso [c] se deduce de BL, vy tautologfas cldsicas.

Veamos el item [5]; §(A) = AAA y e(A) = 4 — A Enelotrosentido —; vy —»
implica que - 4 — A, yasi F{AANA}— (A — A), y trivialmente 4 - (AAA) —
(A -+ A). Asipor Az sededuce AF (AAA), entonces AR (A - A) - (AAA),
y entonces AF (AAA) o (A — A). Es decir, AF §(A) « €(A), puesto que §{A)
v e(4) son férmulas complejas ¥ por tautologias cldsicas se tiene A §{A)Ae(A).
En el otro sentido §(A)Ae(A} F (A -+ A) — (AN A), pero (AN A)E A por A,
yasi 6(4A)Ae(A)F A u

Teorema 7.15 Si BL es finito, entonces la ldgica anotada OPgp es algebrizable.

Observacidn 7.3 El teoremia 7. 15 es vdlido también para los sistemas OO Pgg, puesto
que es ung generalizacion de OFgg.

Las légicas OFpc vy COPsp son algebrizables cuando BL es finito, con lo cual
podemos afirmar que estas gozan de un buen comportamiento, al menos desde el
punto de vista algebraico.
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