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Introducciéon

En 1980, H. Keller construye el primer espacio de tipo Hilbert sobre un cuerpo K distinto de R. Es
infinito dimensional, completo en la topologia de la norma inducida por un producto interno, y en él
es valido el teorema de Proyeccién. Son las caracteristicas algebraicas de K: su orden no arquimediano
y la estructura del grupo cuociente K+\(K*)2, las que permitieron la construccién del espacio (ver
[4]). Pero la investigacién hasta la fecha se ha centrado en los espacios de tipo Hilbert, y no se ha
realizado un estudio de K desde el punto de vista del calculo y andlisis ultramétrico, que es el tema
de esta Tesis.

Por otra parte K admite una valuacién no arquimediana, cuyo grupo de valores I, linealmente ordenado
por <, es la unién de una sucesién estrictamente creciente de subgrupos cada uno de los cuales es un
subconjunto convexo del grupo. Esto es, la valuacién de K es de rango infinito. A partir de los estudios
en cuerpos p-adicos hay muchos y profundos estudios centrados en el andlisis en cuerpos valuados
con grupo de valores isomorfo a un subgrupo de (R¥,:) (valuaciones de rango 1). En particular se
estd desarrollando una teoria sobre uno de ellos, el cuerpo de Levi-Civita, que es ademas real cerrado.
Sobre cuerpos con valuaciones de rango infinito hay pocos trabajos, y en general se les pide que
sean algebraicamente cerrados (y por tanto no ordenables). Esta tesis estd en deuda con todos ellos,
en particular con el libro Ultrametric Calculus de W. Schikhof, en tanto que han presentado lineas
de estudio y desarrollado nuevos conceptos para abordar las dificultades que se presentan. Pero la
estructura de K hace que, o bien la teoria difiera sustancialmente de los resultados alli obtenidos, o
bien que ellos sean vélidos, pero con demostraciones diferentes. En particular, aqui el interjuego entre
el orden, la valuacién y la ultramétrica definida en K es central en la demostracién de los teoremas,
asi como en la existencia de los numerosos contraejemplos a las versiones clasicas de los teoremas del
calculo y anélisis.

Se adjuntan como Anexos a la Tesis los dos articulos publicados en la serie Contemporary Mathematics.
Los teoremas demostrados en ellos se citan aqui sin demostracién.

En los Preliminares se describe el cuerpo K. El capitulo 1 se centra en las funciones analiticas, cuyo
comportamiento difiere tanto del caso cldsico como del correspondiente a los cuerpos con valuaciones de
rango 1. Puesto que K es ordenado tienen sentido los enunciados de teoremas sobre extremos relativos.
Hay contraejemplos para ellos en el caso general de funciones continuas pero se puede demostrar su
validez, con la excepcién del teorema de valor intermedio, en el caso de funciones analiticas.

El segundo capitulo traslada a K la nocién de funciones C", desarrollada en [3], que es la versién mds
exigente de la propiedad de ser continuamente diferenciables. En este marco se establece un teorema
de funcién inversa, y en el caso n = 1 un teorema de funcién implicita. Se discute también la existencia
de antiderivadas.

El ultimo capitulo tiene una historia distinta. Puesto que en cuerpos ordenados se pueden definir
intervalos y su longitud, es natural pensar en medidas, hay una teoria bien desarrollada en el cuerpo
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INTRODUCCION 4

de Levi-Civita, que ha permitido establecer en forma natural un proceso de integracién (ver [6]). Al
estudiar este trabajo pensando en la valuacién no arquimediana de ese cuerpo surgié la pregunta por la
medida de la bola unitaria. Se pudo establecer que ella no es medible, y como consecuencia, que todo
intervalo (a, b) en Levi-Civita contiene infinitos subconjuntos convexos no medibles, en agudo contraste
con el caso clédsico. El trabajo fue publicado recientemente y constituye el Anexo 2 cuyo resumen es
este capitulo.



Capitulo 0

Preliminares: El cuerpo K

El cuerpo K que constituye un objeto central en esta investigacion, es ordenado, posee una valuacién de
rango infinito y es ultrametrizable. Resumimos aqui los resultados obtenidos en la seccién Preliminares
de [1], y damos la notacién que serd usada en la Tesis.

Se construye primero el cuerpo Fi, adjuntando a R el conjunto de variables {X;};en, es decir,

Fy = [j F,
n=0

donde Fy :=R,y F,, = F,,_1(X,,) sin > 1.

Ordenamos F,, en la forma siguiente. Consideramos Fy = R con el orden usual. Para n > 1, el cuerpo
F, = F,_1(X,) = Fo(X1,Xa,...,X,) se ordena segin potencias de X,,: un polinomio P(X,) =
ap + a1 Xy + ... + as X3 € F,_1[X,] es positivo en F), siy solo si ag > 0 en F,,_1, y un cuociente de
p(Xn)
q(Xn)
tiene el orden inducido. Este orden es no arquimediano ya que N es un conjunto acotado, por ejemplo
por X;. Ademds, induce el valor absoluto definido por |z| = max{z, —z}

polinomios A =

es positivo en F,, si y solo si el polinomio p(X,)q(X,) lo es. Por tanto, F

Este orden genera una topologia en F,, cuya base de vecindades del cero es la coleccién de conjuntos
U.={a € Fy : |a|] < €} para todo € € F.

Construiremos ahora una valuacién no arquimediana en F,,. Comenzamos definiendo su grupo de
valores. Para cada i = 1,2, 3,4, ... escogemos un numero real g; > 1 y consideramos el subgrupo ciclico
multiplicativo GG; generado por g; con el orden usual de R. Definimos I" como

o0
.= {7 € (97", 95%,95%, ..., ..) € HGi i ny €7y supp(y) es ﬁnito} ,
i=1

donde supp(y) := {i € N: n; # 0}. T es un grupo linealmente ordenado con la operacién componente
a componente y con el orden antilexicogrifico, cuyo elemento identidad es 1 = (1,1,1,1,1,...).

Para cada m > 1 ponemos
Hp, =G1 X Gy x oo X Gy, x {1} x {1} x ...

y tenemos que {1} = Hy C H; C Hs C ... son los subgrupos convexos de I'. Por ello el grupo (y por
extensién, la valuacién que se define a continuacién) se dice de rango infinito. Esto lleva a una teoria
con diferencias importantes respecto al caso de rango 1. Alli el grupo de valores tiene como tnico
subgrupo convexo propio a {1} y es por tanto isomorfo a un subgrupo de (R¥,-).

Adjuntamos a I' un menor elemento 0 que cumple 0-g = g -0 = 0. Definimos entonces la valuacién de
Krull v : Foo — T'U {0} como

ot



0. PRELIMINARES: EL CUERPO K 6

1. v|g es la valuacién trivial,
2. v(X,) =(1,...,1,g,,1,...).
Notacién: En lo que sigue, usaremos con frecuencia g, := v(X,,), y por tanto g, ! = v(Xi)

Para definir normas de funciones en K, necesitaremos la completacién por cortaduras de Dedekind de
I', denotada por I'#, sobre la cual actia I' por

g-s=sup{gr: reG,r<s},
r#

para g € 'y s € I'#.
F.. es ultrametrizable. En efecto, sea ¢ : Ff — R dada por ¢(0) =0, y
(b(l,) — 9= min{meN: X <z}

si z # 0. De forma directa se verifica que la funcién d : Fy, X Fso — RT definida por d(z,y) = ¢(|z—1y))
es ultramétrica en F.

Definicién 0.0.1. El cuerpo K es la completacién del espacio ultramétrico (Fi, d), su topologia
se denotara por T.

Las afirmaciones siguientes se demuestran en [1]:

s El orden <, la valuacién v y la ultramétrica d definen la misma topologia en F,,. Mas ain,
(Fooyd), (Foo; <) ¥ (Foo,v) definen las mismas sucesiones de Cauchy.

» La valuacién v de F, se extiende a K y (K, v) es un cuerpo valuado completo.

» El orden < de F se extiende a Ky (K, <) es un cuerpo ordenado completo.

Las topologias definidas en K por las extensiones de la valuacién y del orden coinciden con 7. En
particular, se tienen las inclusiones:

1 1 1
ek : day) <gmlclyeK: fp—yl <t ClyeK: dlz,y) <5}

asi como

1 o 1
yeK:lo—yl<giclyeKive—y) <golclyeK: lo—yl< 53—}
Indicaremos a continuacién otros hechos bésicos (ver [1], [4], o [5]):

= Puesto que es inducida por una valuacién no arquimediana, 7 es cero-dimensional y los con-
juntos
By(ry={x € K : v(x —a) <r}
Bi(r7)={z e K:v(x—a)<r}
son abiertos y cerrados (clopen) en (K, 7) paratodoa € K yr €T.
» (K, 7) no es localmente compacto, pues
{reK: v(r)<1}= U(a—l—{xEK: v(z) <1}) = U{mEK: v(zr—a) <1}
a€R acR

es un cubrimiento no numerable de By(1) que no tiene subcubrimiento finito. Esto implica que
la bola unitaria en K no es compacta.



0. PRELIMINARES: EL CUERPO K 7

= K no es separable ya que R es un conjunto no numerable y discreto en K.

= By(1) es un anillo local cuyo ideal maximal es la bola By(17). Por lo tanto k := By(1)/Bo(17)
es el cuerpo residual asociado al subgrupo convexo {1}, y es isomorfo a R.

= Por ser un cuerpo ordenado, K no es algebraicamente cerrado. Pero tampoco es real cerrado.

Observacién 0.0.2. La sucesion (%) es coinicial en K, por lo tanto converge a 0 en (K, 7).
"/ n

También la sucesién asociada g, = v(5) tiende a 0 en I' U {0}. Este hecho se usard con frecuencia
n
en las acotaciones.

Puesto que K es un espacio (ultra)métrico, las definiciones de los conceptos bésicos del célculo como
limites, continuidad, convergencias, etc, son las usuales. Equivalentemente, se expresardn en términos
de la valuacién o del orden.



Capitulo 1

Funciones en K y los teoremas clasicos del calculo

Puesto que K es un cuerpo ordenado, es interesante plantear la pregunta sobre la validez de los
teoremas del valor intermedio, valor medio, Rolle, entre otros. El problema es complejo ya que en este
caso tenemos un cuerpo que no es real cerrado y no es localmente compacto. Mostraremos primero,
mediante contraejemplos, que versiones generales de estos teoremas no son vélidos. A continuacién se
estudian las propiedades de las funciones analiticas en K. Los resultados centrales de este capitulo
muestran que en este caso las dificultades desaparecen.

Comenzamos con algunas definiciones previas.
Definicién 1.0.3. Sea X C K. Si f: X — K es una funcion acotada, definimos
1flloe = sup{v(f(x)) : = € X},
r

Definicién 1.0.4. Sea X C Ky f: X — K una funcién. Diremos que f es localmente constante
en X si para cada punto a € X existe una vencindad V, de a tal que f es constante en V, N X.

Teorema 1.0.5. Sea f: X — K una funcion continua, entonces, dado € € ', existe una funcion
localmente constante g : X — K tal que v(f(z) — g(2)) < € para todo z € X.

DEMOSTRACION. La demostracién propuesta en [3] es vdlida para este caso. Se basa en probar
que la relacién ~ en X definida por

wey sioo(f(z) - fy) <e

es una relacién de equivalencia, cuyas clases de equivalencia son conjuntos U; (i € I) abiertos y cerrados
ala vez (clopen). Luego, para cada i € I se fija a; € U; y se define la funcién g : X — K como g(x) = a;
si x € U;. Observamos que g es localmente constante en X y v(f(z) — g(x)) < € para todo z € X. O

Si f es localmente constante en X, entonces X admite una particién en conjuntos clopen U; y f es
constante en cada U;. Las funciones localmente constantes por tanto son continuas y con derivada 0
en todo punto.

Ejemplo 1.0.6 (No se satisface el teorema del valor intermedio). Sea f : [0,1] — K definida por
f(x) = 2. Observamos que f es continua en K y que f(0) < %1 < f(1). Pero X7 no es un cuadrado
en K, de lo contrario, si X; = a? para algiin a € K entonces (g1,1,1,...) = v(X;) = v(a)? lo que
contradice la definicién de los elementos que contiene I'.

Ejemplo 1.0.7 (Una funcién continua y acotada en un intervalo cerrado pero que no tiene maximo
ni minimo). Sea J = By(17), por tanto el cuerpo residual k asociado al subgrupo convexo {1} es igual
a

k={a+J:aecR}

8



1.1. FUNCIONES ANALITICAS 9
La funcién f : [—X7, X;] — K definida por

f(z){ a siz€a+J

0 sino.
cumple las condiciones pedidas.

Ejemplo 1.0.8 (Un funcién diferenciable, no inyectiva y con derivada constante distinta de 0).
Para cada n € N con n > 1 definimos los conjuntos

1 e
Bn:{zeK:v<z—Xn)<92nl}.

Claramente los conjuntos B, son clopen; ademds observamos que si z € B,, para algin n € N entonces
v(z) = g, 1, lo que implica que B, N B,, = 0 si m # n. Definimos la funcién f: K — K como

1 . ,
z— w— sizé€ B, paraalgin n € N.
f(Z) = { Xon n p g
z en otro caso.
Tenemos que f no es inyectiva en ninguna vecindad de 0, pues v(5— — ﬁ - 5) = v(ﬁ) lo que

implica que

1 1 1 1 1
f(&_)@L):&_m:f()@)'

La funcién g(z) = z — f(z) es localmente constante y por tanto diferenciable en K con derivada 0.
Luego f es diferenciable, no es inyectiva en ninguna vecindad de 0y f' = 1.

En la ultima seccién de este capitulo mostraremos que las dificultades desaparecen para el caso de
funciones analiticas.

1.1. Funciones Analiticas

La mayoria de los resultados que presentaremos en esta seccién fueron probados detalladamente en
[1], por lo tanto solo daremos sus enunciados.

(e ]
Definicién 1.1.1. Sea ag, a1, as, ... una sucesion en K. La serie de potencias E a;2’ es el limite
=0

n
de la sucesién sg(z), s1(z), ... de polinomios en la variable z dados por s,(z) = Z ;2.
=0

(oo}

Como es usual, llamamos region de convergencia de la serie de potencias E aj 27 al conjunto {z € K :
J=0

(sn(2))n converge}.

El teorema siguiente muestra la diferencia fundamental con el andlisis cldsico, asi como el del célculo
ultramétrico para cuerpos con valuacién de rango 1.
(oo}
Teorema 1.1.2 ([1], 3.2). Una serie de potencias de la forma Zajzj con a; € K converge si y
j=0

sélo si lim a,, = 0.
n— oo
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Corolario 1.1.3. 5i S es la region de convergencia de una serie de potencias
o0
Zaj(z—zo)j (z0 € 9)
j=0

entonces, o bien S = K, o bien S = {z}.

Senalamos una importante consecuencia del Teorema 1.1.2 que es la imposibilidad de definir las fun-
ciones exponencial, logaritmo o trigonométricas como series de potencias en el sentido clésico, pues

1
por la definicién de v se tiene que v <:|:'> =1 para todo n € N\ {0}.
n!

o0
Teorema 1.1.4 ([1], 3.3). Sea Zanz" una serie de potencias que converge en K. Luego, para

n=0
cada a € K la serie anterior converge uniformente en B, (r) para todo r € T'. La funcidn

o0
x> Z anz" (z € K)
n=0
es diferenciable y su derivada es
(o]
x> Zna,@’"il (z € K).
n=1

Definicién 1.1.5. Sea D C K abierto. Diremos que una funciéon f : D — K es analitica en D
si existen elementos u € D y ag,aq,... € K tales que

f(z):Zan(z—u)” (ZED)
n=0

Teorema 1.1.6 ([1], 3.6). Sea f una funcidn analitica en un abierto D. Luego para cada v € D

oo
existen bo, b1, ... € K tales que f(z) = Z bn(z — )" para todo z € D.

n=0
Observamos que la continuacién analitica es trivial en este caso. Por otro lado, si f es una funcién
analitica en un abierto D, podemos extender f(z) para todo z € K. Puesto que 0 € K, el teorema

oo
1.1.6 nos asegura que existen elementos ag, a1, ag, ... en K tales que f(z) = Z an, 2" para todo z € K,
n=0
en particular, para todo z € D. Concluimos que f(z) es una funcién analitica en D siy solo si existen
ap,aq,... € K tales que para cada z € D

f(z) = Z anz".
n=0

Al igual que en caso de funciones analiticas definidas sobre C, los ceros de una funcién analitica no
constante no se pueden acumular. Mdas aun, dada una bola B en K, una funcién analitica f en K solo
puede contener a lo més un ntmero finito de ceros contenidos en B. Esta situacién se debe al siguiente
teorema.

Teorema 1.1.7 ([1], 3.7). Sea f una funcidn analitica en un abierto D. Si existe una sucesion
{2k tnen de puntos distintos en D con f(z) =0, entonces f =0 en D.
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Del mismo modo que en los casos clasicos y rango 1, se podria pensar que si f es analitica en un

abierto U y f(z) # 0 para todo z € U entonces % es analitica en U. El siguiente ejemplo muestra que

la afirmacién anterior es falsa.

Ejemplo 1.1.8. Consideremos la funcion analitica f : By(1) — K dada por la siguiente serie

o0
Si existiese una funcién analitica g(z) = Z bnz" sobre By(1) tal que f(2)g(z) =1, entonces by =1 y

n=0
n—1
1
bn:_ZbiK (n>1).
i=0 g

Por induccién sobre n, se puede probar directamente que v(b,) = v(X1)™" para todo n € N. Por lo
tanto la funcién g no es analitica en By(r), pues la sucesién (by,),, no converge a 0 si n — 0.

Teorema 1.1.9 (Principio del Méaximo). Sea f una funcion analitica en Bo(r) conr € T' y

o0

sea Zanz” su desarrollo en series de potencias, entonces existe max{v(f(z)) : v(z) <r}, y en ese
=0

caso

méx{v(f(z)) : v(z) <r}=max{v(f(z)): v(z) =r}= riléil%({v(an)r”} < 00.

DEMOSTRACION. Supongamos que f es analitica en By(1) y consideramos k el cuerpo residual con
respecto al subgrupo convexo {1} de T'. Sin perder generalidad suponemos que maxv(a,) = 1. Como
n

lim a,2" = 0, proyectando en k se obtiene el polinomio
n—oo

Ft)y=> at" #0
n=0

para algin m € N. Como este tltimo es un polinomio con coeficientes en k, existe s € k tal que s # 0
y f(s) # 0 (pues |k| = 00). Considerando b € K con b = s, tenemos que

v (i a,,,b") =1
n=0

mix{u(/(2)): 0(2) < 1) = mix{o(f())  o2) = 1} = 1 (= mix{ola) ()" )

por lo tanto

Para el caso r € T" arbitrario, podemos aplicar lo anterior para la funcién g(z) = f(az) con a € K,
v(a) =ry z € By(l). O

Corolario 1.1.10 (Teorema de Liouville). Sea f una funcidn entera. Si existe r € T' tal que
v(f(2)) <7 para todo z € K, entonces f es constante.
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oo
DEMOSTRACION. Si f(z) = Z an2™ es acotada en todo K, por el Principio del Maximo tenemos
n=0
que v(a,)s"™ < r para todo s € T, lo que implica que v(a,) < (s")~*r. Considerando la sucesién
Sm = X, observamos en particular que

< n —
v(an) < lim v(X7)"'r =0
para todo n > 1. Luego, a,, = 0 para todo n > 1. O

Puesto que K no es localmente compacto, no hay un teorema de aproximacién polinomial para fun-
ciones continuas. De hecho el siguiente ejemplo muestra el caso de una funcién continua en By(g1) que
no es aproximable uniformemente por polinomios.

Ejemplo 1.1.11. Como en el ejemplo 1.0.6, sea J = By(17). Pero ahora definimos f : By(§1) = K

por
n sizen+J
1z) = { 0 sino ’
donde n € N. Observamos [ es localmente constante en By(gy) y por tanto es continua. Si € < Xi
y existe un polinomio p(z) tal que v(f(z) — p(z)) < € para todo z € By(g1), tenemos que f(z) =
p(z) + w(z) con v(w(z)) < e. Aplicando el Principio del Maximo a p(z), v(p(z)) alcanza el méximo en
{z € K : v(z) =71}, pero en este conjunto

v(p(2)) = v(f(2) + (p(2) — f(2)))
< méx{v(f(2)),v(p(z) — f(2))}
< méx{0,v(w(z))} <e< 1.
Sin embargo, v(p(n)) = v(f(n) — w(n)) = v(n — w(n)) = 1 para todo n € N pues v(w(n)) < e < 1.
Una consecuencia importante del Principio del Maximo explica la situacién anterior.
Teorema 1.1.12. Sean a € K yr € I'. Sip, : By(r) — K es una sucesion de polinomios en

K[X] que es de Cauchy con respecto a || ||oo en Ba(r), entonces p, converge uniformemente a una
funcidn analitica f : Bo(r) — K.

DEMOSTRACION. Sea r € T, sin perder generalidad suponemos que a = 0. Sea € > 0 con € < r°
para todo i € Ny (p,(2)),, una sucesién de polinomios(en K[z]) que es de Cauchy con respecto a || ||oo
en By(r). Consideremos los siguientes casos:

Si {deg(pn(z)) : n € N} es finito, entonces la sucesién de polinomios es de la forma

=> al™ 7 (al(n) € K)
i=0

para algiin m € N. Puesto que (p,) es de Cauchy, existe N € N tal que ||[p; — pullec < € para todo
t,u > N y para todo i € {0,..,m}. Aplicando el Principio del Méximo a (p; — p,), observamos que

v (az(-t) — agu)) r* < méx v (al(-t) — agu)) rt = Pt — Pulloo < €
1<i<m

Por lo tanto, por la eleccién de €, v(a; ) _ (u)) < € para todo t,u > N y para todo i € {0,..,m}, lo
(n)

que implica que la sucesién (a;"

i+ )n €s de Cauchy uniformemte en ¢ y por tanto es convergente en K.
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(n)

Sea a; = lim a; ’, entonces utilizando argumentos cldsicos se puede probar directamente que (py)»

n—oo
m
converge uniformemente a p(z) = E a;z" en By(r).
=0

Si {deg(pn(z)) : n € N} es infinito, escogemos una subsucesion (¢,(z))n de (pn(2))n con deg(qr) <
deg(qr+1), y claramente (g,(z)), es una sucesién de Cauchy. Supongamos que

Mn
an(2) = Z agn)z’
i=0

(n)

donde M,, = deg(qn(z)). Puesto que a; ' = 0 si i > M, escribimos

Por argumentos similares a los utilizados en el caso anterior, existe N € N tal que
O _a"y<e  (tu>N) (%)

para todo ¢ € N. Por lo tanto la sucesién (a(-n)

() '

i

) es de Cauchy uniformemente en 7 y por tanto es

(V)

convergente en K. Sea a; = lim a; . Fijando u y haciendo ¢ — oo en (%), tenemos que v(a; —a; ') < €
n—oo

(N)

para todo ¢ € N. Ademas, a;” ' = 0si ¢ > My, lo que implica que

v(a;) = v(a; — a(N)) <e (i > My).

K2

o0
Por lo tanto lim a; = 0, y por el Teorema 1.1.2 la funcién p(z) = Z a;z" esté bien definida en By(r).
71— 00
i=0
Con argumentos cldsicos se puede probar que la sucesién (g (z)), converge uniformemente a p(z) en
By(r). Por otra parte,

”pn _p”oo < méX{Hpn - QnHocHQn _pHoo}'

Puesto que (g,(#)), es una subsucesién de (p,(z)), y esta ultima es de Cauchy uniformemente en
By(r), entonces (pn(z) — gn(2))n — 0 si n — oo uniformemente en By(r). Por lo tanto, se concluye
que la sucesién de polinomios p,(z) converge uniformemente a una funcién analitica p(z). O

Corolario 1.1.13. Sea (f,)n una sucesion de funciones analitcas definidas en By(r) para algin
rel. Si lim f, = f uniformemente en By(r), entonces f es una funcién analitica en By(r).
n—oo

DEMOSTRACION. Sea € > 0. Existe una sucesién de polinomios (py, ), tal que || frn — pnlloo < € para
todo n € N. Por lo tanto

”f _pn”oo < méX{Hf - fn”ooa ||fn _anoo}-

Por la convergencia de f, se tiene que lim p, = f uniformemente en By(r), y el teorema anterior
n—oQ

afirma que f es analitica en By(r). O
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1.2. Los Teoremas clasicos del calculo en K

Sea f : K — K una funcién analitica no constante y o € K. Tenemos que f(z) tiene una expansién
en series de potencias en torno a xg de la forma

flz)= Z an(z — )"
n=0
ARIETY

Con argumentos clasicos, se prueba que a, = ——— bara todo n € N. Entonces para todo x € K
n

existe m, € N\ {0} tal que f(™=)(z) # 0, de lo cdntrario, f(z) serfa una funcién constante. Luego,
para todo x € K se tiene que

min{n € N\ {0} : ™ (x) # 0}

existe.

Proposicion 1.2.1. Sea f: K — K una funcién analitica no constante, y sea vo € K. Si
m =min{n € N\ {0} : f(™(x0) # 0},
entonces xg es un extremo relativo si y solo si m es par. En ese caso, xg es un mdaxrimo si f(m)(aco) <0,
y es un minimo si f(™ (zq) > 0.

DEMOSTRACION. Si f es analitica en K, entonces tiene una expansién en torno a xg de la forma

2 FM) (x)

Fe =3 ) (e K).
n=0

Sea h € K, reemplazando z por xg + h en la férmula anterior tenemos que

(m) m > £(n)
f($0+h)_f($0)zm+ Z fi(xo)hn.

m' n=m+1 ’fl'
: : £ (zo)™ :
Probaremos que existe una vecindad de h tal que f(zg + h) — f(xo) y " tienen el mismo
m!
signo en aquella vecindad.
) (o) F™ (o)

o0 (TL
Puesto que la serie Z fi(z —xo)" converge en K, se tiene que 1l{im = 0. Por lo tanto,

; <f(n)(xo)> <4
n!

n=0

existe g € G tal que para todo n > m

as{ como g1, g2 € G tales que

m!

Sy

g '<g ¥ 951<91v(

Sea 0 € K tal que v(8) < min{g; ', g5 ', 1}, entonces para todo h € (=6,0) U (0,8) y n > m se tiene

que

v(6) <min{g; ', 1}y
(n) (m)

v (f (IO)h"‘m> <gmin{g; ', 95", 1} <w (f (m°)> ;

n! m!
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(L (£

v( i f(n;(!xo)h”> §Inéx{v <f(n;('x0)h”> : n2m+1} <U<W>,

n=m-+1

es decir,

Luego,

lo que implica que
(m) hlm
) | - LG

m/!

n=m-+1
Por propiedades del valor absoluto, concluimos que en la expresién
m) (g (z
oo + 1) — flag) = LT s f o)
n=m-+1
Fr (o)
flzo+h)— f(zo) y — “———2h™ tienen el mismo signo.

Ahora bien, xy es extremo relativo de f si y sélo si el signo de f(zo + h) — f(xo) es el mismo para
todo h € (=6,0) U (0,0). Esto se cumple si y s6lo si m es par, de lo contrario h™ seria negativo si
h < 0y positivo si h > 0. Luego xo es maximo relativo (resp. minimo relativo) si y sélo si m es par y
Fm (o) <0 (vesp. f™)(x0) > 0).

O

Como consecuencia de lo anterior, tenemos el siguiente corolario.
Corolario 1.2.2. Si xg es extremo relativo de f entonces f'(xg) = 0.

Teorema 1.2.3 (Extremos absolutos). Sean a,b € K cona < b y fla,b] :— K una funcidn
analitica, entonces f(z) alcanza su mdximo y minimo absoluto en [a,b].

DEMOSTRACION. Supongamos que f(z) es una funcién analitica no constante. Si f(z) no tiene
extremos relativos en (a,b), entonces el maximo de f(z) en [a,b] es méx{f(a), f(b)} y su minimo en
[a,b] es min{f(a), f(b)}. Luego, el teorema es cierto en este caso.

Supongamos ahora que
A:={z € [a,b] : x es extremo relativo de f(z)} # 0.

Por el corolario anterior, si zy € A entonces xg es un cero de f'(z). Pero f'(z) es una funcién analitica,
y por el teorema 1.1.7, el conjunto de ceros de f’ en [a, b] es finito, luego |A| < co.

Sean x1,a, ..., T, los elementos de A, entonces el méximo de f(z) en [a,b] es

mé'x{f(a‘)7 f(b)7 f(xl)v T f(xn)}
y su minimo en [a, b] es

mfn{f(a)a f(b),f(l‘1>, RS f(l‘n)}
U

Corolario 1.2.4 (Teorema de Rolle). Sean a,b € K con a < b y fla,b] :— K una funcion
analitica no constante. Si f(a) = f(b) entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
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DEMOSTRACION. Puesto que f(z) no es constante, entonces por el Corolario anterior f(z) alcanza
su maximo y minimo absoluto en [a,b]. Pero f(a) = f(b), entonces existe ¢ € (a,b) que es extremo
relativo de f, es decir, f'(c) = 0. O

Corolario 1.2.5 (Teorema del valor medio). Sean a,b € K con a < by fla,b] :— K una
funcion analitica no constante. Luego, existe ¢ € (a,b) tal que

oy J(0) — fla)
f (C) - b —a .
DEMOSTRACION. Definimos la funcién g : K — K por

()= ()~ f@) - TO=T@D oy e

b—a
Observamos que g(z) es analitica y que g(a) = g(b), entonces por el Teorema de Rolle existe ¢ € (a,b)
tal que
f(b) — f(a)
! /
- = =0
7o)~ TUZIE gy =,
es decir,
f(0) = f(a)
! p—
f (C) - b —a .
O
Corolario 1.2.6. Sea f : [a,b] = K una funcién analitica.
1. Si f'(2) > 0 para todo z € (a,b) entonces f es estrictamente creciente en [a,b].
2. Si f'(2) <0 para todo z € (a,b) entonces f es estrictamente decreciente en [a,b].
DEMOSTRACION. Es directo usando el Teorema del valor medio. O

Observacién 1.2.7. Sin embargo, dado el ejemplo 1.0.6, observamos que el teorema del valor
intermedio no se cumple para el caso de funciones analiticas.



Capitulo 2

Funciones C"

En [3], Schikhof muestra que el concepto usual de funciones continuamente diferenciables no es sufi-
ciente para establecer el teorema de la funcién inversa o resultados sobre antiderivacion en el célculo
ultramétrico de rango 1. Pero si se puede construir esta teoria al definir funciones C™.

La pregunta quedd abierta en el caso de K, ya que su grupo de valores es de rango infinito. En este
capitulo mostraremos que la teoria se extiende a nuestro caso y permite responder afirmativamente a
las siguientes preguntas:

1. ;Es posible formular un teorema de la funcién implicita?.

2. (Es posible formular un teorema de la funcién inversa para funciones C™7.

3. Dada una funcién f € C(X — K), jexiste una funcién g € C1(X — K) tal que ¢’ = f?.

4. Dada una funcién f € C""1(X — K), jexiste una funcién g € C"(X — K) tal que ¢’ = f?.

El capitulo se divide en las siguientes partes:

A. Funciones C': nociones generales, Teorema de la funcién inversa e implicita y antiderivacién
C — C'(secciones 2.1 a 2.3).

B. Funciones C™ que incluyen: Formulaciéon de lemas basicos necesarios, Férmula de Taylor,
Antiderivacién C"~! — C™, Invertibilidad local de funciones C™(secciones 2.4 y 2.5).

2.1. Funciones continuamente diferenciables

En lo que sigue de este capitulo, X es un subconjunto no vacio de K sin puntos aislados. Recor-
demos que el grupo de valores de la valuacién lo denotamos por I', y que

gn = v(X,).

Ademss, el conjunto de las funciones f : X — K que son continuas en X lo denotamos por C(X — K).

Anteriormente probamos que la funcién

£(2) z—ﬁ si z € B, para algin n € N.
Z) = n
z en otro caso.

donde
1
Bn:{zeK:v(z—X><g2nl} (n>1),

es diferenciable con derivada continua no nula. Sin embargo, f no es inyectiva en ninguna vecindad
de 0, y por tanto no existe una inversa local en f(0). Por tanto, la definicién usual de funciones
continuamente diferenciables no asegura el teorema de la funcién inversa. Daremos a continuacion una
nueva definicién de ellas.

17
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Para una funcién f: X — K, definimos la funciéon @, f de dos variables como

f(@) = fy)
T —y

®1 f(x,y) = (r,y € X, z#y).
Definicién 2.1.1. Diremos que una funcién f es continuamente diferenciable en a € X o C!
en a si

1. Es diferenciable en a.
2. Si para todo € € T existe § € T" tal que si v(z —a) < 0, v(y —a) < J y x # y entonces

v(®1f(z,y) — f(a)) <e

f es continuamente diferenciable en X si lo es para cada a € X. Diremos que f es C! en X
6 feCHX — K).

En el caso del andlisis real, como consecuencia del teorema del valor medio, esta definicién es equivalente
a la definicién clasica.

Proposicion 2.1.2. Sea f: X — K. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. f es continuamente diferenciable en X . -
2. La funcion @1 f puede extenderse de manera unica a una funcion continua ®1f sobre X x X.
3. Eziste una funcion continua R : X x X — K tal que

f@)=fy) +(@—-yR(@,y)  (2,y€X).

DEMOSTRACION. 1 = 2. Podemos definir @ f(z,y) = ®1f(x,y) siz #yy ®1f(z,2) = f'(2).
Se puede verificar directamente que ®;f es continua sobre X x X. La continuidad de ®; f verifica la
unicidad de esta funcién, y por tanto es la tnica extensién continua.
2 = 3. Basta con considerar R(z,y) = ®,f(z,y) con z,y € X.

3 = 1. Es directo por la continuidad de R(z,y) en X x X. O

Podemos entonces establecer un teorema de funcién inversa en este marco, en forma similar al obtenido
en [3] para cuerpos con valuacién de rango 1. Sin embargo, nuestra demostracién difiere fundamental-
mente de esta, ya que el cuerpo K no es henseliano.

Teorema 2.1.3 (Invertibilidad local para funciones C'). Sea f : X — K una funcién
definida en alguna vecindad de a € X. Si f es C' en a y f'(a) # 0, entonces para algin r € T
suficientemente pequenio la restriccion f : Bo(r) — By (v(f(a))r) de f a Bq(r) es inyectiva y sobre.
La inversa local g de f

g: Bf(a) (U(f(a’))r) — Ba(T)
es C'en f(a) y g'(f(a)) = f'(a)~".

DEMOSTRACION. Como f es C! en a, para alguna bola B,(r) se tiene que
x) — _
sup { (W - f’(a)> 2y € Balr), x # y} < (X (@),

Claramente f es inyectiva en B,(r) y que ademés f(B,(r)) € Bjq)(v(f'(a))r). Por otro lado, sea
¢ € By(v(s)r) donde s = f'(a), entonces debemos probar que la funcién x +— f(x) — c tiene
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un cero en Bg(r). Definimos la funcién h por h(z) = z — s 1(f(z) — ¢) y claramente se tiene que
h(Bu(r)) C Bu(r). Sea x,y € By(r), entonces

o(h(a) — h(y)) = vle —y— s (F@) - )
(s Nz — ) o (T
—o(s o -y o (H2E10 )
<o(XT (@ 1)

Luego, |h(z) — h(y)| < |X;*(z — )| para todo x,y € B,(r), lo que implica que

o(Ih(z) = h(y)]) < 6(IXT " (z = y)l) < ¢(IX7 Nz —y])

y por tanto d(h(z),h(y)) < 3d(z,y). Puesto que las topologfas generadas por d, | | y v( ) son iguales,
aplicamos el teorema del punto fijo de Banach a h y obtenemos que esta tltima funcién tiene un tnico
punto fijo en B,(r). Se concluye que f : B,(r) — Bfq)(v(f(a))r) es sobre.

Utilizando la desigualdad triangular fuerte observamos que

o(f(x) = fy)) = v(f'(a))v(z - y).

Luego, la funcién g : By,)(v(f(a))r) — Ba(r) es un miiltiplo de una isometria y por tanto es continua.
Sea z,t € By(q)(v(f(a))r), entonces

D19(2,1) = (®1f(9(2),9() "

"(f(a)) = lim P1g(z,t) = lim ®, f(u,v))"! = f'(a)”! obteniendose la afirmacién.
yo ()=l @il =l (@) = £ ;

2.2. Antiderivacién C — C'.

Recordemos que X es un subconjunto no vacio de K sin puntos aislados. Probaremos que toda funcién
f € C(X — K) tiene una antiderivada F € C'(X — K). Comenzamos con algunas definiciones
previas.

Recordemos que para g € I'y s € T'#,

g-s=sup{gr: re G, r<s}.
r#

Una aproximacion de la identidad sobre X es una sucesién og, 01, 09,... de aplicaciones X — X
tales que og es constante, o,, 0 0, = 0y, 0 0y = 0, Si M >N, y tal que paratodon €N, z,y € X

vz —y) < [];1 implica o, (z) = o,(y),
v(op(z) — ) < §n.

Definicién 2.2.1. Sea g, 01,09, ... una aproximacién de la identidad sobre X. Para una funcién
continua f : X — K definimos

oo

(Pf)(x) = Z f(xn)(anrl —Tp)

n=0

donde z,, = op(z), v € X yn eN.
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Observacién 2.2.2. Pf estd bien definida. En efecto, de la condicién v(o,(z) — ) < §,,* con-
cluimos que la sucesién z,, converge a x. Puesto que f es continua, entonces lim f(z,) = f(z). Por
n—oo

lo tanto,
lim f(zp)(xpt1 —xn) =0
n—oo
o0
en la topologia de K, obteniendose la convergencia de la serie Z flzn)(@nt1 — xn).
n=0

Lema 2.2.3. La funcion P de la definicion 2.2.1 satisface las siguientes propiedades:

1. P es una aplicacion lineal C(X — K) — C1(X — K),
2. (Pf) = f para toda f € C(X — K),
3. Si f € C(X — K) es acotada, entonces ||P1(Pf)|loo < ||f]loo-

DEMOSTRACION. Sea a € X y € € I'. Como f es continua, existe m € N tal que v(f(z) — f(a)) < ¢
siv(z —a) < g,;,!. Sean z,y € X tales que max{v(z — a),v(y — a)} < g,}. Para probar 1y 2, es
suficiente establecer que

v(P1(Pf)(2,y) — fla)) <e.
Puesto que méx{v(z — a),v(y — a)} < §;,!, existe un tinico s € N tal que g, ), < v(z —y) < §;* con
s > m. Luego, de la definicién de aproximacién de la identidad tenemos que
r, =y 510<i1< sy,

Tsq1 7# Yst1-
Por otra parte, tomando la funcién constante h(z) := f(a)
(Ph)(x) = Y h(@)(@nt1 — ) = > f(@)(@ns1 — zn).
neN neN
Cada suma parcial Sy de la serie anterior es igual a f(a)(xg+1 — ), pero tenemos que se cumple la

condicién v(o,(x) — ) < g, %, lo que implica que (Ph)(z) = f(a)(x — x¢). Luego,

Pf(x) = Pf(y) = (x = y)f(a) = Y f@n)(@ns1 —@n) = Y fYn)Yn+1 —Yn) = (x =y + 20 — 20) ()

neN neN

= F@n) @1 = 20) = > FWn) Wnt1 — yn) — (@ — 20) f(a) + (y — 20) f(a)

= ng(zn)(xnﬂ —n) = gf(yn)(yn+l = yn) = (= x0)f(a) + (y — o) f(a)
= %f(x:)(wnﬂ —Tn) = %f(y:)(yn-i-l —Yn) = %f(a)(xnﬂ — o) + %f(a)(ynﬂ ~ Yn)
" = eI\I(f(acn)n— fla)(@n1 —xn) = %(f(yn) — f(@) (s 7: Yn)
= (f(xs)—f(a))(fcs+1n—ms)—(f(ys)—f(a))(ys+1—ys)+:z>:s(f($n)—f(a))(wn+1—wn)—g(f(yn)—f(a))(yn+1—yn)
= (f(ms)—f(a))(:vs+1—ms)—(f(xs)—f(a))(ysﬂ—xs)+;(f(xn)—f(a))(ﬂcn+1—wn)—;(f(yn)—f(a))(ynﬂ—yn)

= (f(zs) = F@)(@sr1 = yor1) + D (f(@n) = F@)(@nr1 = 2a) = Y (f(yn) = F(@)Ynr1 = yn)-

n>s n>s
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Observamos que,
v(x, —a) <méx{v(z, —z),v(z —a)} < g,
) <e

sin > s,y por la continuidad de f tenemos que v(f(x,) — f(a) sin > s, de la misma forma se

prueba que v(f(y,) — f(a)) <esin > s.
Por otra parte,
V(@s1 = Y1) < méx{o(zer1 — @), 0(x — ), 0(y — yor1)} < max{gly,v(z —y)} = v(w —y),
y para n > s tenemos que
V(@nt1 — 2n) < méx{v(@ng1 — @), 0(z, —2)} < g, < gl <ol —y).
Por lo tanto,
v((Pf)(x) = (Pf)(y) — (z —y)f(a)) < ev(z —y),
lo que implica que Pf € C'(X — K). Esto concluye la demostracién de las dos primeras afirmaciones
del lema.

Para demostrar la tercera, consideramos x,y € X con x # y, entonces

(PF) (@)= (PHW) =Y F@n)(@nir —xn) = FWn) Yni1 = yn)-

neN neN

De forma similar a la parte anterior, se prueba que v(Z,i11 — Zn) ¥ U(Ynt1 — Yn) estdn acotados
superiormente por v(x — y), lo que implica que

v((Pf)(x) = (Pf)(y) < v(@—y) - [|flle-

Destacamos que como corolario se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 2.2.4 (Antiderivacién C — C'). Toda funcion f € C(X — K) tiene una antiderivada
FeCY(X — K).

DEMOSTRACION. La demostracién es directa. O

2.3. El teorema de la funcién implicita
Comenzamos esta seccién con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.3.1. Recordemos que en el ejemplo 1.0.8, probamos que la funcién f : K — K definida
por
)

1 . p

z— w— silzé€ B, paraalgin n € N

1) = { X L
z en otro caso

1 o
Bn:{zeK:v(z—Xn><g%1},

es una funcién diferenciable, con derivada no nula pero que no es inyectiva en ninguna vecindad del
cero.

donde

Consideramos ahora F': K x K — K definida por F(z,y) = f(y) — . Es inmediato que se cumplen:
1. F(0,0) =0
2. Fy(z,y) =—1y Fy(x,y) =1 son continuas en K x K,
3. F,(0,0) =1#0.
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Supongamos que existen vecindades U, V de 0, y una aplicacién h : U — V tales que

{(z,y) eU xV : F(z,y) =0} = {(z,h(x)): z € U}.

Ahora al tomar, con n suficientemente grande, x = X%q - th eU,y = X%m e Yo = X%q — Xin eV,

se tiene que

1 1 1 1 1
o=t =1 () =1 (5 ) = )

Entonces F(z,y1) = F(x,y2) = 0 lo que implica que la aplicacién h no es funcién. De este modo, el
teorema de la funcién implicita no se cumple en K en su forma clasica.

Las dificultades desaparecen si exigimos condiciones adicionales. Necesitaremos dos resultados previos.

Lema 2.3.2. Sea X C K sin puntos aislados y sea (fn)n una sucesién de funciones C* en X.
Supongamos que f(z):= lim f,(x) existe puntualmente en X y que lim 4 f, existe uniformemente
n—oo n—oo

en X x X \ A. Entonces f € CY{X — K) y lim ®,f, = ®;f uniformemente en X x X.
n—oo

DEMOSTRACION. Sea a € X, primero probaremos que f es C' en a. Sea e € I' y sean z,y € X

tales que x # y. Observamos que

. fn x)— fn Yy fn z)— fn Yy

o) = fof) < mix o fia @) - T2 Lot (L) 2]
r—y r—y
v fnJrl(x) — fn+1(y) o fn(x) — fn(y)
T—y T —y '
Puesto que (@1 f,,), converge uniformemente en X x X \ A, existe ng € N tal que para todo n > ng
{v (fn+1(9€) — fot1(y)  falz) - fn(y)) ryEX. ot y} e
r—y r—y

Sea m € N con m > ng. Recordemos que f,, € C1(X — K) para todo n € N, en particular para todo
n > ng. Entonces existe una vecindad V,,, de a tal que para todo x,y € V;,,

ap o () ~ 2D = Ioa ) (3= 1))

I# r—=y r—=Yy

- 1@).

sup
#

Luego, si x,y € V,, con x # y entonces
0(frni1(a) = fiu(@) < miix { (f;m(oo - Loa(0) = ;m“(y)> v (fm(mj, - 5”’(‘”) - f:n(a)) :

" (ferl(x) —fm1(y)  fml) — fm(y)>}

rT—=y r—=y

< €.

Como n > ng es arbitrario, obtenemos que (f},(a)), es una sucesién de Cauchy en K. Pero la existencia
de ng es independiente de a € X, pues solo depende de la convergencia uniforme de (®1f,), en
X x X \ A. Por lo tanto, (f/), converge uniformemente en K.

Sea m, = lim f/(a), si z,y € V,, con x # y entonces
n—oo

; (f(x)—f(y) _ma) < méx{v (f(x) —fy) _ falo) —fn(y)> 0 (f(a) = ma) |

r—=y r—=y r—=y
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(B2 )],

T—y
Por argumentos similares a los utilizados en la parte anterior, se prueba que f es C' en ay f'(a) = m,.

Para la segunda afirmacién, solo basta verificar que la sucesién (f)), converge uniformemente en
X, pero esto tultimo estd dado en la primera parte de la demostraciéon. Por lo tanto, tenemos que
lim @, f,, = ®; f uniformemente en X x X. O
n—oo

El lema anterior nos permite construir un espacio métrico completo.

Sea f € CY(X — K) y supongamos que || f||oo v || @1 f]|oo existen. Definimos || f]|1 = max{|| f]lco, [|®1 |0 }

y
BCHX = K):={f € C*(X = K) : || f||1 existe}.

Este es un espacio normado sobre K (en el sentido de [5]) y || f]l1 es no arquimediana con valores en
I'#. La topologia dada por la norma se denotara por 7(B), y sus entornos basales tienen la forma

Ap(q7)={9 € BC(X = K): |lg— fl < g}
para cada f € BOY(X — K)y q€T'#.

Por otra parte definimos una (ultra)métrica d; en BC'(X — K) utilizando para ello la ultramétrica
d: K — RT (ver Preliminares). Recordamos que el conjunto de valores de d es discreto, por lo que
hablamos de méaximos en vez de supremos. En forma precisa, tenemos:

dy: BCY(X - K)x BC'(X - K) - R*"

1(7.9) = mix {miclal(2) () (@), Brg(e ) |
Es una verificacién directa que d; es una ultramétrica en BC(X — K); por tanto induce una topologia
en este conjunto.

Sea By(n) = {g € BC*(X — K) : méxzex d(f(2),9(z)) < 5=} v Ba,s(n) = {g € BCY(X - K) :
méx,ex d(®1f,P19) < 5=} y recordemos que para todo a € K y n € N\ {0}

, max
(z,y)EX X X\A

1 1
{z€e K: d(z,a) < 27}C{26K: v(z—a) < gyt c{ze€ K: d(z,a)< 2"7*1}
De aquf se derivan las siguientes inclusiones para todo n € N\ {0}
Bg(n) c {g € BCY(X = K): |f = glle < 35"} € By(n—1),

Bg,f(n) C{g€ BCY(X = K) : |®1f — ®19]loc < G5} C Ba, p(n—1).
Luego para todo f,g en BCYX — K), si di(f,g) < % entonces ||f — gll1 < g, lo que a su vez
implica que di(f, g) < 2,%1

Por lo tanto, las topologfas inducidas por || ||; y d; en BC'(X — K) son iguales.

La ultramétrica d; genera una uniformidad en BC'(X — K) de la siguiente manera: para cada s € R"
consideramos los conjuntos

Ve={(f.9): f.9€ BCY(X = K), d1(f,9) < s}.

Se puede probar directamente que el conjunto {V; : s € R*} es una base para una uniformidad Uy,
en BCY(X — K).
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Por otra parte, para cada r € I'# consideramos los conjuntos
S, ={(f.9): f,9€ BCY(X —= K), [If — gl <7}

Se satisface las siguientes propiedades:

L (S)™ ={(g,f): (f,9) € Sr} =S,
2. 5. NSy = Sk, donde k = min{s,t},
3. 8,08, ={(f,h): existe g € BC*(X — K) tal que (f,9),(g,h) € S} = S,.

Por lo tanto, {S, : 7 € ['#} es una base para una uniformidad Uj |- Dada la relacién que existe entre
las bolas abierta generadas por d; y || |1, se tiene que V%n C S,-1 C V_._. Entonces, los conjuntos
n =

{Vi: s € R"} y {S, : 7 € I'#} son bases para una misma uniformidad, es decir, Us, = U}j|,. Esta
uniformidad en comin la denotamos por Y.

El espacio uniforme (BC*(X — K),U) es ultrametrizable, entonces este es completo si y sélo si toda
sucesién de Cauchy converge en BC'(X — K). Por lo tanto, si B es una base de U, entonces una
sucesion f, es de Cauchy si y sélo si para todo miembro U de B existe ng € N tal que si m,n > ng
implica (am,a,) € U. Luego, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. (fn)nen es una sucesién de Cauchy en (BCY(X — K),U).
2. Para todo € > 0 existe ng € N tal que si m,n > ng entonces di (am, a,) < €.
3. Para todo € € I'# existe ny € N tal que si m,n > n; entonces ||am, — a,|/1 < €.

Lema 2.3.3. (BCY(X — K),d;) es un espacio métrico completo.

DEMOSTRACION. Sea (f,), una sucesién de Cauchy en (BCH(X — K),dy).

Dada la relacién entre ||||; v di establecida anteriormente, basta probar que (f,), converge en
(BCH(X = EK), | ]lh)-

Sea € € ', entonces existe m € N tal que para todo k,n > m,

max{[|P1 fr — P1fulloos Ifr — fullo} < e

Para cada x € K observamos que v(fx(x) — fn(z)) < ||fx — fnlloo < €, entonces cada sucesion (fy, (x))x
es de Cauchy y por lo tanto converge en K.

Definimos la funcién f : X — K como f(z) = lim f,(z). Probaremos que f,, converge uniformemente
n—oo
a f en X. Puesto que,
max{|[®1fx — P1fulloo, | fx — fullc} <€ (kyn>m),
entonces para todo x € K
v(fi(2) = fulx)) <e  (k,n=m).
Si k — oo en el lado izquierdo de la expresién anterior, para todo = € K se tiene que
o(f(z) = fu(@)) <€ (n=m).
Por lo tanto, ||f — fnlleo < € para todo n > m.
Ahora, si (z,y) € X x X\ A,

(I)lf(xay) =
Pero, para todo n,k > m
SU#P{’U ((Ijlfk(xay) - (I)lfn(wvy)) X,y € Xa x 7é y} < ka - an1 <e
r

f@) — fly) — lim fa(2) = faly) = lim @, f,(x,y).

T -y n—00 T—y n—00
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Entonces, procediendo de la misma forma que en el caso de f, si k — oo tenemos que ||®1 f—P1 fi||o < €
para todon > men X x X \ A.

Luego, f(z) = lim f,(x) uniformemente en X y lim @, f,(x,y) existe uniformemente en X x X \ A,
n—roo n—roo
por el Lema anterior se obtiene que f € C*(X — K) y lim ®,f, = ®, f uniformemente en X x X.
n— oo
Por lo tanto, f, converge a f en (BCY(X —,K), || []1)-

Por otro lado, considerando m € N de la parte anterior,

o(f(2)) = v(fm(x) + f(z) = fm(2))
< max{v(fm(2)),v(f(2) = fm(2)))}
< max{0(fm (2)), [|f = fmlloo}
< max{|[ fin[ oo, €}-

Puesto que f,,, € BOY(X — K), tenemos que || f|lco < co. En forma similar se prueba que [|®1 f||o <
0. Por lo tanto, f € BCY(X — K). O

Corolario 2.3.4. Si C es un subconjunto cerrado de K, entonces (BCY(X — C),d;) es un espacio
métrico completo.

DEMOSTRACION. Sea (f,,), una sucesién de Cauchy en BC!(X — C). Por la proposicién anterior,
BC*(X — K) es completo con la métrica di. Observamos que BCY(X — C) ¢ BCYX — K),
entonces existe una funcién f € BOY(X — K) tal que f, converge a f en (BCYX — K),d).
Debemos probar que f € BCY(X — O).

Puesto que f € BCY(X — K), tenemos que f es C* en X y || f||1 < oo, entonces solo debemos verificar

que f(X) C C. Pero, (fn(x))n es una sucesién en C para cada © € B,,(r), y como C es cerrado en K,

se tiene que f(z) = lim f,(x) € C. O
n—oo

Enunciamos ahora el teorema principal de esta seccion.

Teorema 2.3.5 (Teorema de la Funcién Implicita). Sea F : K? — K una funcién continua
y (w0,%0) € K?. Supongamos que
1. F(l‘o, y()) = 0,
2. la funcion G definida por

F(x’y) — F(l‘,y/)

G(z,y,y') = T

se extiende a una funcidn continua G : K3 = K,
3. la funcion H definida por

F(z,y) — F(a2',y)
x—x

H(z,2',y) =

se extiende a una funcién continua H : K3 — K,
4. Fy(l'o,y()) 75 0

Entonces existen vecindades U y 'V de xg e yo respectivamente, y una tnica funcién 1 € CH(U — V)
tal que F(x,v(z)) =0 para todo x € U.
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DEMOSTRACION. La prueba del teorema tiene tres partes. En la primera se escoge apropiadamente
valores de r y § para que By, (r) sea eventualmente el entorno U y By, (0) el entorno V. Luego en el
espacio métrico completo (BC!(By, (r) — By, (d)),d1) se elige una funcién h, se prueba que esté bien
definida, y que es una contracciéon. El teorema del punto fijo de Banach permite completar la prueba.

Sea s = F,(z0,y0). Observamos que el limite de G(z¢,y0,y) cuando y — yo es G(2o,Y0,Y0) =
Fy(z0,90)-

Puesto que G es continua en K2y F,(xo,y0) # 0, existe § € T tal que si € By, (8), v,y € By, (5)
con y # 1', entonces

; (F(fc,y) — F(z,y) 5) e

g1 v(s).
y—y !
Por la desigualdad triangular fuerte observamos que

v(F(z,y) — Fz,y) = v(s)v(y — ')

si Y,y € By, (8), ¥ € By, (d). Del mismo modo, usando la continuidad de H en K3, se puede probar
que existe 61 € I tal que si ,2’ € By, (01), y € By,(01) entonces

o(F(z,y) — F(a',y)) = v(s)v(z — ).

Por otro lado, F(z,y) es continua en (zo,y0) v F(xo,y0) = 0, entonces existe do € I' tal que
v(F(z,y0)) < s-0six € By, (d2).

Sea r = min{d, d;,d2} y consideramos el conjunto
BCH (B, (r) = By, (8)) = {f € C'(Buy (r) = By, (9)) » médx{[|flloo, |®1flloc} < 00}

Recordemos que By, (d) es un subconjunto cerrado de K, entonces por el corolario 2.3.4 se tiene que
(BCY(By,(r) = By, (6)),d1) es un espacio métrico completo.

Para f € BC(B,,(r) — By, (6)), definimos la funcién
h: BCH (B, (r) = By, (6)) = BOH(Byy(r) = By, (9))
como
(h())(x) = f(x) = s~ F(, f(x)).
Probaremos que h esté bien definida. Si z € By, (r), entonces
o((h(f)) (@) = yo) = v(f(x) = s F(x, f(x)) = s F(z,y0) + s~ F(x,90) — yo)
< méx{v(f(x) —yo),v(s v ( (z, f(2)) = F(z,90)),v(s™ F(z,90))}-
Puesto que v(F(z,y) — F(z,y)) = v(s)o(y — y/) si y,y' € By (6), © € By (r), tenemos que
v(s™Ho(F(z, f(x)) = F(z,y0)) = v(f(x) = y0)-

Por otra parte, v(F(x,yo)) < v(s)d si v(z — xz9) < r, lo que implica que v((h(f))(x) —yo) < . Luego,
(h(f))(x) € By, (9)-
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Sean z,y € By, (d) con = # y, entonces

Dy () (g — TEL =3 F @ S(@) = F) + 57 Py, Jw)

r—y
=& f(z,y) —s" (F(x, f(z)) — F(:mf(y)gz +5($, f) — F(th(?J)))
=, f(z,y) — s (F(x,f(:c)a): : 5(x7f(y)) n F(x,f(y)a)c : 5(y7f(y))> .

Como f € BCY(B,,(r) = By,(d)) y G, H son continuas en K3, tenemos que h(f) es C' en By, ().
o f

Recordemos que si z,y € By, (r) y f(x), f(y) € By, (6), entonces v(F(z, f(y))—F(y, f(y))) = v(s)v(z—
y) ¥ o(F(x, f(x))) - F(, f(5))) = v(s)o(f(x) — £(y)). Luego, de la expresion

Oy (h(f))(z,y) = 1 f(z,y) — 57" < (. f(z)) = F(z, /() | Flx. f(y) = (y,f(y))>

T—y T—y
podemos concluir que
v(@1(h(f))(x,y)) < méx {v(@1f(z,y)),v(s " )v(s @1 f(z,y)),v(s) " v(z —y) " u(s)v(z —y)}
< méx{v(® f(x,y)),1}.

Por lo tanto, [|®1(h(f))]lec < 00y h(f) € BCY (B4, (8) = By,(r)), lo que implica que h estd bien
definida.

Finalmente, probaremos que

h: (BCY(Byy(r) — By, (0)),d1) = (BCY(By, (1) — By, (), dy)
es una contraccién, y por tanto tiene un punto fijo.
Sean f,g € BC'(By,(r) = By, (d)), luego para todo = € By, (r) con f(z) # g(z)

SENE) (KO = o)~ R S0) = 66) =Pl te)
= (@) — 9(a)) 57 (P, £(2) — Pl g(a)
et oo (o Fl F@) ~ P, gla)
— (s () ~ o >>>( el

Puesto que para cada x € B, (1) se tiene que f(z), g(x) € By, (d), y de la condicién

. (F(w) —Flay) ) < 47 "o(s),

observamos que

F(CB, (Z’)*F(l’,g( ))75 A_l’US
7@~ g(a) ) <o,
Luego, si x € By, (r) tal que f(z) # g(z),
o((h(f)) (@) = (h(g))(2)) = v((f(z) = s ' F(z, f(2))) = (9(x) — s ' F(z,9(x))))

“w F(z, f(z)) — F(z,g(x)) _
= f(x) —g(x)
< g1 "w(f(x) — g()).
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Del mismo modo que en la demostracién del Teorema de la funcién inversa para funciones C?,

d((h(f))(), (h(g))(z)) < %d(f(ﬂi),g(w))) (z € By, (9), f(2) # 9(x)).

Si f(x) = g(x) para algin © € B, (r), entonces (h(f))(z) = (h(g))(z) vy se cumple la desigualdad
anterior. Por lo tanto, para todo x € By, (r) se tiene que

A(BN)@), (h(e) (@) < Sd(f(2),9(2))) < S, 0).

Siguiendo el mismo tipo de argumento se prueba que

d(@1(h(f))(@,y), P1(h(g))(z,y)) < %d(%f(m,y)@lg(x,y)) < %dl(ﬁ 9)  (z,y € Byy(r)).
Por lo tanto, h es una contraccion. Por el Teorema del punto fijo de Banach existe un tunica funcién
¥ € BCY(By,(r) = B,y (9))
tal que (h(y))(x) = ¥ (z). Pero (h(¥))(z) = ¥(x) — s LF(x,9(x)), es decir, F(z,%(z)) = 0 para todo

x € By, (r).
O

2.4. Funciones C"

Aligual que en el caso de las funciones continuamente diferenciales, introduciremos una nueva nocién de
funcién C™. Por tanto daremos nuevas definiciones siguiendo las lineas de [3], donde se construyé esta
teoria para cuerpos con valuaciones de rango 1.

Definicién 2.4.1. Para cada n € N, sea
V"X = {(z1,22,...,2,) € X" : sii# j entonces z; # x;}.
El n-ésimo cuociente de diferencias @, f : V"' X — K de una funcién f : X — K se define inducti-
vamente como ®of = fy

D, -,
O f(z1, 22,0, Tpy1) = — 1/ (o s 7%?3733: 1/ (w2 T3, ,xn+1)’

donde n € N\ {0} y (z1,72,...,Zny1) € VTIX.

Para cada n > 1 consideraremos X" con la topologia producto con respecto a la topologia relativa a
X. Diremos que f es una funcién C" en X si @, f puede extenderse a una funcién continua

P, f: X" S5 K.
El conjunto de las funciones C™ en X serd denotado por C"(X — K). Definimos ademads
C®(X = K):= () C"(X - K),
neN

y sus elementos se llamaran funciones C*°.

En el siguiente lema estableceremos propiedades de ®,, f.

Lema 24.2. Sean f,g : X — K y A\, u € K yn € N\ {0}. Luego, se tienen las siguientes
afirmaciones:

1. Si(z,y,2,%1,.-.,Zn_1) € V' 2X entonces

(x - y)q)nf(xvvalv e 7xn71) + (y - Z)q)nf(y,Z,xl, s 7xn71) = (IIJ - Z)q)nf(£r7zvx1a cee 7xn71)~
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2. @, f es una funcion simétrica de sus n+1 variables, es decir, es invariante bajo permutaciones
o c Sn+1'
3. Si (x1,...,Tn,a1,...,a,) € V"X, entonces

n

D1 f(x1,. . xn) — Ppo1flar,...,an) = Z(mj —a;)®nf(a1,...,a5,25,...,2n).
j=1

4. @ (A +pg) = ALy f + p®ryg.
5. 8i(21,...,Tns1) € VPTLX, entonces

(I)n(fg) = Z¢Jf(x17 cee ,xj+]_>q)n7jg<xj+1, o 7xn)~
§=0
6. Si f(x) # 0 para todo x € X, g = %, (r1,...,Tny1) € VTIX | entonces
Ppg=—fla1)" Z‘I)jf(xl, e 1) P g(Ta, - Tng).
j=1

DEMOSTRACION. 1. De la definicién de ®,, f, tenemos que
((E - y)cbnf(xa Yy Tiyenny (Enfl) + (il/ - Z)(I)nf(yv 2,1y - 7xn71)
= ((I)nflf(x,xla s 7xn71)_q)n71f(y,$1a cee axnfl))'*'(cbnflf(yvxlv cee ,xnfl)_q)nflf('z?xla ce 7mn71))
= (¢’n_1f(x,x1, e ’Jjn—l) - (I)n—lf(za Tlyew- ’xn—l)) = (l‘ - Z)(bnf(l', Zy L1y ’Jjn—l)-

2. Procederemos por induccion sobre n > 2. El caso n = 2 estd dado por la definiciéon de @1 f.
Por otra parte, por 1 se prueba directamente que

¢nf(x17x27x3; LY 7xn+1) = (I)nf(l‘37 T2, L1y 7:1;7’L+1)-
La hipdétesis de induccién nos dice que ®,,_1 f es simétrica, lo que implica que ®,, f invariante
bajo las permutaciones de z9, x3 y permutaciones de z,24,...,Z,4+1. Por lo tanto, podemos

deducir que es invariante bajo la permutacion x,;) = zi41 81 1 <@ <ny To(,41) = 71. Pero
la hipotesis de induccién también implica que @, f es invariante por permutaciones de x1, xs.
Por lo tanto, @, f es invariante bajo la transposicién (12) y el ciclo (12 --- n + 1) que son
generadores del grupo S,.

3. Por la definicién de @, f,
@nflf(l'l, B 7xn) - <I)nflf(alla ey an) = (q)nflf('rh v axn) - (I)nflf(ahx% R 7xn)>
+(®n71f(a17m27 LR xn)_anlf(alv a2,T3,... 71.77,))—"_ . '+(®n71f(a17 LR an717mn)—@n71f(a1, e 7an))
= ((I)n_lf(LEl, e ,l‘n) — @,L_lf(al,a:Q, ey I‘n))

n—1

+ Z((I)n—lf(ala ey Qi Ty ,In) - q)n—lf(alv ey A1, Tj42, .- 7xn))
j=1

= —(a1 —x1)®p far, z1,...,20) + (Tn —an)Zq)nf(al,...,aj,zj,...,xn).
j=2

4. Es directo usando la definicién de @, f.
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5. Sea (21,72,...,Tny1) € VP*TIX. El caso n = 1 es trivial. Supongamos que es cierto para n — 1
con n > 1. La definicién de ®,(fg) nos dice que
P, _ T1,23,...,Ln -, Lo, X3,...,Ln
‘I)n(fg)($1,.--,$n+1)=( 1(f9)(z1, 23 +1) 1(fg) (@2, 23 +1).

Tr1 — T2

Consideremos a1 = x1, by = z2 y a; = b; = x;41 para ¢ > 2. Por hipétesis de induccion

n—1

D o®if(an, s a0) P19z, an)
=0

Qn(fg) (@1, s Tng1) = :

ay — by

n—1
Z (I)jf(bl, ey bj-l—l)(I)n—l—jg(bj-&-ly ey bn)
7=0

a; — by
Haciendo céalculos elementales, obtenemos

By (F9) (1, msr) = Qo f(21)Pr_19(z1, 23, ..., nt1) — Pof(22)Pp_19(x2, ..., Znt1)

T1 — T2
+i D f(x1, 22, ..., Tj41)Prjg(Tjt1, ..., Tny1)
j=2
_ Qo f(x1)Pr-19(z1,23, - - -, Tng1) + (Rof(z1) = Pof(22))Pn19(z2, ..., Tni1)
xr1 — To Tl — T2
_q)Of(xl))q);_llg(jj’ o Tnt) + z": Q;f(xr,22,. ., 2j41)Pr—jg(Tjs1,- - s Tng1)
j=2

_ Qo f(21)(Pr_19(21, 23, ..., Tng1) — Pr_19(x2, ..
Xr1 — T2

n
L +1))
PR D f (@, @, @) P9 (@g1 - T
j=1

n

= o f(21)Png (@1, @2, Tng1) + Y Py f (21,02, 841) P g(j11, s Tng)
j=1

6. Si (fg) =1, entonces ®,(fg) = 0 para todo n € N\ {0}. Utilizando la parte anterior
0= Z (I)jf(l‘l, RN ,xj)(I)n_jg(xH_l, ce ,J,'n)
3=0

n

= f(x1)Ppg(z1, ..., Tny1) + Z Q;f(xr,..., ) Pn_jg(zjq1,...,2n),
j=0

obteniendo la afirmacion.

Corolario 2.4.3. C"(X — K) C C" Y(X — K) para todo n > 1.
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DEMOSTRACION. Sea f € C"(X — K).Si (21,...,Tpn,0a1,-..,a,) € V2" X, por 3 del lema anterior

n

D1 f(x1,. oy xn) — Pp_1flar,...,an) = Z(xj —a;)®,f(a1,...,a5,%j,...,Tp).

j=1
Fijamos a1, as, . . ., a, distintos entre si. Puesto que f € C"(X — K), podemos extender continuamente
el lado derecho de la expresién anterior para todo (x1,...,2,) € X y por definicién f € C" (X —
K). O

Lema 2.4.4. Sea f € C""Y(X — K) para algiinn > 1. Luego ®, f puede extenderse a una funcién
continua ®% f en X"\ A, donde la diagonal A es el conjunto

A= {(z,z,x,...,2): z € X}.
DEMOSTRACION. Para 1 <4,5 <n+1,i# j definimos los conjuntos

Uiaj = {(xla"'axn+1 LI 7é IL’])}

Sean z;,z; € X tales que x; # z;. Tenemos que la topologia en K es Haussdorf, por lo tanto la
diagonal en X es cerrada en X x X. Entonces existe J; ; € G tal que el conjunto

{(z,y) € X x X : max{v(r —z;),v(y —z;)} < ;}
estd contenido propiamente en X x X \ A.
Sea d = min{d; j : 1 <4i,j <n+ 1}, entonces
{(a1,...,ans1) € X" max{v(ar —a1): 1<k <n+1} <8} C Uy,
y por tanto U; ; es abierto en X" !, Ademés,
Ui, =x"\ A
i,J
Definimos h; ; : U; ; — K por
hiJ(Il, . ,.Z‘n+1) = (l‘i—$j)_1(6n_1f(I1, . ,.73_7‘_1, J}j+1, Ce ,xn+1)—6n_1f(m1, . ,.131'_173,‘“_17 e ,l‘n+1)).

Puesto que f € C""1(X — K), h; ; es una funcién continua sobre U; j y que extiende a ®,,_; f. Luego,
definimos

O f(x1,22,. .., Tny1) = hij(@1,22,. .., Tnt1)
si (z1,%2,...,Tnt1) €Uij, ¥

O f(ry,29,. ., Tnt1) = Ppfa1, 22, ..., Tyy1)
si (x1,22,...,Tn+1) V"X, La buena definicién y la continuidad estd dada porque los abiertos U
son disjuntos entre si y por la continuidad de h; ; sobre cada U, ;. d

Definicién 2.4.5. Sea n € N. Una funcién f : X — K se dice que es C™ en un punto a € X,
si el siguiente limite

lim D, f(u) (@=(a,...,a) € X"

u—a, ueVrtix

existe.

Teorema 2.4.6. Una funcion es C™ en X si y solo si f es C™ en cada a € X.
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DEMOSTRACION. Si f € C™"(X — K), claramente f lo es en cada a € X.
Por otro lado, supongamos que f es C™ en cada a € X. Probaremos por induccién sobre n > 1 que
feC*(X — K). El caso n = 1 estd dado por la Proposicién 2.1.2. Ahora supongamos que es cierto
paran—1sin > 1.

Sea a € X. Por la hipétesis de induccién se tiene que f es C"~! en X. Luego, por el lema 2.4.4, ®, f
se puede extender a una funcién continua ®7 f en X"\ A.
Definimos la funcién @, f : X"*t!' — K como sigue:
<I>:‘Lf(a1,...,an+1) si (al,...,an+1)€X”+1\A
6 f(al,...,a +1) =
" " lim b, f(u) sia=(ar,...,ant1) € A

u—a, ue V1 X

Para probar la continuidad de ®,, f en X", solo basta probar que es continua en A.

Sea € € G y supongamos que a = (a,a,...,a). Consideramos [ := lim P, f(u) € K, entonces
u—a, u€Vnrtix
existe § € G tal que si (u1,...,upt1) € V"X y méx{v(u; — a;)} < § implica

O(Ppf(u,. o unt) — 1) <e.

Probaremos que para todo (y1, . .., Yns1) € X" tal que méx{v(y;—a;)} < 6 se tiene que v(®p, f(Y1, -+, Ynt1)—
) <e.

Supongamos que existe (Y1, ..., Yns1) € X"t tal que méx{v(y; —a;)} <dy
U(Enf(yla s 7yn+1) - l) > €.
Puesto que | = lim ®,, f(u) existe, se tiene que (y1,...,Ynt+1) € X"\ (V"X UA), o bien,

u—a, ueVnt1x
Wiy s Ynt1) € ASI (Y1, v, Yng1) € X\ (VPHLX U A), entonces por la continuidad de @7 f en
XL\ A existe 61 € G tal que si (z1,...,2,41) € X"\ A y max{v(z; — y;)} < &1 implica

(D5 f (@1, s Tng1) = R f(yrs s Yns)) <e
Sin perder generalidad supongamos que §; < 0.
Luego, si max{v(x; —v;)} <01y (z1,...,Tpy1) € VX
v(z; — a;) < méx{o(z; — i), v(yi —ai)} <4,
lo que implica que -
(@ f(z1, s Tpy1) — 1) <e.
Por otra parte,

'U(@zf(ffl, sy Tpg1) —1) < méx{v(inf(fl, e Tpl) *Enf(yla ey Yni1)), v(Enf(yla o Yng1) — D}

Puesto que U(Enf(yla s 7yn+1) - l) > €y v(q)nf(xla v 7xn+1) - 6nf(yla s 7yn+1)) < 6, por la
desigualdad triangular fuerte

U(anf(xla cee 7xn+1) - l) =6
lo que contradice que v(®, f(x1, . .., Zn11)—1) < €. Porlo tanto, si (y1, . .., ynt1) € X"\ (V" XUA)
y méx{v(y; —a;)} < 6 entonces v(Pp f(Yy1,. .., Ynt1) — 1) <e.
Utilizando el mismo tipo de argumento se puede probar que si (y1,...,yn—1) € Ay max{v(y;—a;)} <90
entonces v(Pp, f(y1,...,ynt1) — 1) < e O

Para los siguientes resultados, introduciremos la siguiente definicién.
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Definicién 2.4.7. Sea f € C"(X — K), definimos la funcién D, f : X — K como
D, f(a) :=®,f(a,a,...,a) (a € X).
Teorema 2.4.8 (Férmula de Taylor). Sea f € C"(X — K). Entonces para todo x,y € X

n—1
fl@) = fy) + Z(:ﬂ — YYD, f(y) + (& — )" f (2, 9.9, Y)

=)+ _(@=9)DifW) + (x = v)"@uf(@,9,4,...,y) — Duf(y)).

DEMOSTRACION. Sea f € C"(X — K). Por la Proposicién 2.1.2; la férmula de Taylor es cierta
para el caso n = 1. Sea n > 2 y supongamos que la férmula es valida para n — 1. Por el corolario 2.4.3
se tiene que f € C" (X — K), ademés por la hipétesis de induccién

n—2
f(x) = fly) + Z(w — /(D) + (@ —y)" " Y,y y)  (zy € X).

Por otro lado, de la definicién de ®,, f, tenemos que para todo (z1,...,T,41) € VX
(bnflf(ml,xfiu e 7xn+1> = (I)nflf(x%x& ey (En+1) + (-751 - $2)q)nf(1'1,$27 e ,.’L’n+1).

Puesto que f es C™, y por tanto es C" !, la expresién anterior también se mantiene para ®,,f v ®,_1 f.
Luego, siz,y € X, z; =2 y x; = y para todo 2 <7 < n + 1 entonces

6'rL—1f(=’E7y7"'7y) :6n—1f(y;y77y)+(ziy)6nf(x7y77y)

Reemplazando lo anterior en la hipdtesis de induccién,

F@) = F0) + Y@ =0 Dy )+ = )" T af )
=T+ S 9D ) + (@ 0) (D f) + @~ 9@y 0)

= F6) + Y@ - 0D ) + = ) Taf )

O

2.4.1. Diferenciacién C" — C"~!. En esta parte probaremos que la imagen de una funcién
C™ bajo la aplicacién D; es una funcién C"7/, en particular, la derivada de una funcién C" es una
funcién C™1.

Lema 2.4.9. Sean>1y f € C" (X — K). Luego para todo (x1,...,Tps1) € V' TLX tenemos
que
(D f)(z1,. ) = Y Onflu)  (1<j<n)
u€S;,
donde S;, es el conjunto de todos 10s (T, .., Tm,) € X" para los cuales my < mg < ... < My
y{mi,ma, ... omupp1} ={1,2,...,5+1}. S;, tiene (?) elementos.
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DEMOSTRACION. Un elemento de S;,, estd determinado por la cantidad de veces que aparece cada z;.
Si k; es la cantidad de veces que aparece z; en un elemento = € S; , entonces calcular |S;, | equivale a
calcular la cantidad de soluciones enteras de la ecuacién

k1+k2—|—...—|—k;j+1:n—|—1

con k; > 1, que es ("7 ;171) = (,";) = (7). Para probar la férmula, procederemos por induccién

sobre n > 1. Supongamos que n = 1, entonces

f(z1) — f(x2)

Tl — T2

1 (Dof)(w1,72) = = O] f(21,22),

y la afirmacién es cierta en este caso.

Ahora supongamos que el lema es cierto para n—1 con n > 1. Debemos probar que la férmula es cierta
para 2 < j < n. Sea (71,...,7,11) € V" X. Por definicién de ®,,f y por la hipétesis de induccién,
tenemos que

Qi 1(Dpjf)(w1,23,...,2501) — i1 (Dnj f) (w2, ..., Tj41)

(I)j(anjf)(xh...,xjH) =

Tr1 — T2
= (z1 —22) 7" (Z )y f(u) =Y @Z-J(U))
u€A uEB
donde A y B son subconjuntos de {(Zm,,---sZm,) € X" : my < ... < my} determinado por

{my,...,mp} ={1,3,...,5+ 1} y {ma,...,m,} = {2,3,...,j + 1} respectivamente. Si intercam-
biamos 1 y 2 en A y B respectivamente, obtenemos una correspondencia v <+ u’ entre A y B.

Sea u = (uy,...,u,) € A. Luego existe k > 1 tal que u; = ug = ... = up = 21 y ugs1 = T3, entonces
U= (T1,. . T1, Ukt 1y, Up)
y su correspondiente imagen v’ en B es
[
u' = (T2, ..., T, Ukt1,y .., Un).

Puesto que f € C"~1(X — K), por continuidad podemos extender el Lema 2.4.2 a ®,,_; f y obtenemos
que

)y f(u) = O f(u) = (21— x2) Y D7, f(t)

teA,

donde A, es el conjunto de todos 10s (T, Tm,,- - . Tm,.,) € X" tales que

mp <mg < ... <My

{mi,ma, ..., mpa} = {1,2}
(Tmngzr s Tmpga) = (U1, -5 Un)
{Mmrt2, Mp43, ..., Mpy1} =1{3,...,n+ 1}
Tenemos que A, C S;,. Por otra parte, si v = (v1...,vp41) € Sj, existe k; > 1 tal que vy, = z2 y

Uk, +1 = T3, Observamos que v € A, con

u = (1’1,...,Il,vk1+1,...,’lin+1)-
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Ahora si u # u, entonces deben diferir en una coordenada y repitiendo la construccién anterior se
puede concluir que A, N Az = (. Luego, {A, : u € A} es una particién de S;,. Como S;, es un
conjunto finito,

O (Dpj f)(w1, . ymjn) = > Y Bhf(t)= > OLf(H).

uEALEA, tesS;,

Como corolario tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.4.10. Sean € Ny f € C"(X — K), entonces D,,_;f € CI(X — K). Ademds,
Dj(Dn—jf) = (5)Duf (0<j <n).

DEMOSTRACION. Por el Lema anterior, tenemos que

®j(Dn—j (@1, xj41) = Z nf(u)  (1<j<n).
u€eS;

In

Puesto que f € C"(X — K), el lado derecho de la expresién anterior se puede extender continuamente
a todo X™*1. Por lo tanto,

(D) (@1, mi1) = Y Buflu)  (1<j<n)

es una extensién continua de ®;(Dy,_; f).

Por otra parte, como D,,_;f € C/(X — K), en la expresién anterior hacemos z; — a para cada
1 <i < n, obteniendo

(D;(Duaf)@) = 3 (Duf)(a) = (’;) (Duf)(a).

u€S;,

Lema 2.4.11. Sean > 1. Para f € C" 1(X — K) y (z,y) € V2X, sean

plf(‘r7y) :(I):Lf(x’y7y7"'7y)
p2f(£7y) :(b;f('r7xayvay)
pnf(z7y) :¢Zf(z7x7~'~7$7y)'

Luego, cada funcion p;f(z,y) es continua en V2X y satisface la condicién

3Dy f(2,y) _ 0 (1) (1) e (n; ) pn—1f(z,y)
v D) | Lo o0 () ) | L ey

DEMOSTRACION. La continuidad de cada p;f(x,y) sobre V2X estd dada por la continuidad de
®* f sobre X" 1\ A. Por el lema 2.4.9

(D f)(z1,. i) = Y Onflu)  (1<j<n)

u€S;,
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donde S;, es el conjunto de todos los (Tmys-v sy Tm,) € X"t para los cuales m; < mg < ... < Mpt1 ¥
{my,ma,...,mpy1} ={1,2,...,j+1}. Puesto que @ f estd definida sobre X™\ A, en el lado izquiero
de la expresion anterior hacemos z1 — ¢y x; — y si 2 < ¢ < n. Luego,

lim  ®;(Dp—jf)(z1,. s 2j41) = P (Dni (2,9, ., Yy)-

T1—T, Ti—Y

En el lado derecho, por argumentos combinatorios, observamos que existen (j ) elementos de la forma
(u1,ua,...,u,) tales que
Uy =U2 = ... =Usg = T, Us4+1 = T2.

Como las variables deben aparecer al menos una vez, s € {1,...,n+1—j}. Siax; - xy z; = y si
2 < i <n en cada uno de estos elementos mencionados, observamos que

lim @ f(u) = psf(x,y).

T1 =T, Ti—Y

Por lo tanto,

5 (Do y )@, y) = +Z (T?_ f) psf(,y) = Z (j ! 1)pn_if<x,y>.

i=j—1

2.4.2. Antiderivacién C"1 — C™.

Definicién 2.4.12. Sean € N\ {0}, f € C" (X — K). Consideramos z,,, como en la definicién
2.2.1, es decir, x,, = 0,,(x) donde (0,)men €s una aproximacién de la identidad. Escribimos

f .
Z Z ] + 1 ‘T7n+1 - znl)jJrl (‘T € X)
meN j7=0

Probaremos que si f € C" (X — K) entonces la funcién P, f es una antiderivada C™ de f. Para ello,
estableceremos algunos resultados previos.

Teorema 2.4.13 (Férmula de Taylor para P, f). Sea n € \{0}, f € C""1(X — K). Luego

Paf(@) — Puf() = 3 Eo 0 500 4 (1 — )" Rl y) (2 € X)

|
=
donde R, (x,y) es una funcidn continua que se anula en la diagonal A.

DEMOSTRACION. Definimos R,, : X x X — K como

3

Ry(z,y) == (x—y)™" | Puf(x) F9 ()
j=1
Probaremos que efectivamente R(z,y) es una funcién continua sobre X x X y que lim R(z,y) =0

T, y—a
para cada a € X. Recordemos que

Z Z 0 (:cm (g1 — )71 (x € X).

meN j=0
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Por el Lema 2.4.9, fU) € C"7~1(X — K). Aplicando la férmula de Taylor a fU), para cada j € N
existen funciones continuas A; : X x X — K que se anulan en la diagonal tal que

n—j—1

FO ) = S T et () 1 (0,0 — )P TN ().

s!
s=0
Reemplazando esta ltima expresién en la férmula para P, f(z), tenemos que

Z Z G +1 ( Z Mf(s-&-j)(y) + (2 — y)"_j_lAj(xm,y)> (ﬂfm-s-l _ xm)j+1

s!
meN j=0
— n—1
1 1 , ‘
_ _ Y (k) il o VAL
kZ v (w0 —9)") Gyt f <y)+%;ml)l<xm D" @mr = 2N (@)

De la misma forma se tiene que
n—1

Pof(y) = ((y=)"~(0-9)")

k=0 ( ) meN j7=0

f(k) +Z Z ]—il) (ym y)n - l(ym+1_ym)]+ A (ym7y)

Recordemos que xg = yo, entonces

n

P, f(z)— = Z J-I—l )" @1 — ) A (2, y Z fj Hy)

meN j=0 j=1
n—1 1
_ i1y oy VAL ) *)
m%:NjZO J+1 — )" (Y1 — ) A](ym,y)+];)(x D W)

Z Z j + 1 Tm — y)nijil(-rm-i-l - mm)j+1AJ’ (xma y) - (ym - y)nijil(ym+1 - ym)JJrlAj (yma y)) :
meN j=0
Luego,
v(Pnf(z) = Pu(y))
< - mix  {o((@m—y)" 7 T @mer =2 A @ 1)), 0= 9)" T Yt —m) A () )
meN, 1<j<n—1
Sea € € G. Como A,(u,v) es continua en X x X, existe s € N tal que si méx{v(z —a),v(y —a)} < g5
implica v(Aj(z,y)) < e. Por otra parte, existe t > s tal que z; = y; si 0 < @ <ty Typ1 # Yeg1.-
Observamos que g;ﬁl <w(z —y) < g *. Luego, si m >t

v(am —y) = v(em — o+ o —y) <méx{v(en — )0 —y)} < max{g,' v —y)} = evlz —y)",
y

V(Tmt1 — ) < A{V(@mg1 — @), v(Tm — )} < g;zl <v(z —y).
Por lo tanto,
V(@m =) (@1 = ) T (20, 9)) < (0@ = 1) (A (2, y) < (v(x =) e
Si 0 <t < m, observamos que v((z; —y)" I (2441 —2¢)7 T A (24, 9)) = 0. De similar forma se prueba
que . .
O(Ym = 9)" 7 Y = Y ) T (Yo y)) <€ (Vm € N).

Luego, si max{v(z — a),v(y —a)} < g ! entonces v((z — y)" Ry (x,y)) < (v(z —y))" ¢, y eso concluye
la demostracién. O
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Lema 2.4.14. Sean € N\ {0}, f € C"" 1 (X — K) tal que f' € C" (X — K). Supongamos que

" f(]) .
W+> - s oy Raey) (e ),
j=1
donde R,, es una funcion continua y que se anula en la diagonal. Luego para cada a € X y todo j con
1<j<n
F(a)
1f =

o i f (. y) TR

donde cada p; estin definidos en el lema 2.4.11.

DEMOSTRACION. Sean z,y € X. Por la férmula de Taylor tenemos que

@)( _
+Z f ) +(x— )" NP f(z,y,...,y) — Du_1f(¥)).

Igualando con la expresién de la hipétesis, obtenemos

F™M(y)

nl +R7l(xvy):(zfy)n 1( n— 1f($ y,...,y)fDn_lf(y))

=0, f(z,y,...,y) = p1f(z,y).

Puesto que R,, es continua y se anula en la diagonal A,

S (a)
n!

lim py f(z,y) =
x,y—a

Consideremos la expresién obtenida en la demostracién del Teorema 2.4.11,

n—1

LI CYRSNIED Dl P L)

i=j—1
Sij=n-1,
n—1 .
D)= X (5 )enife)
2

(Z —~ 2) paf(,y) + (Z - ;) prf(z,y)
= po

f(x,y) +np1f(z,y).

Despejando ps f(z,y), obtenemos
pr(l',y) = (I)Zfl(le)(xvgﬁ s 7y) - nplf(xvy)
Si z,y — a, por el Teorema 2.4.10

f(a)

n!

i o fla) = (" )Dun@) -~ (0= )

) (g ) (g () (g
@) ) ),

n! n! n!
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M (q
De similar forma se prueba que si j = n — 2, entonces Il;ll)la psf(x,y) = ! n'( ) Repitiendo recursiva-
mente el proceso para j =n —2,n—3,...,1 se prueba que
f"(a)

im, presf ) = 5

O

Lema 2.4.15. Sean > 1y f € C" (X — K). Sean B y S bolas en K. Supongamos que para
cada j € {1,2,...,n}
pif(z,y) €8 (z,y € BN X,z #y).
Luego, ®F f(x1,...,2n41) € S para todo (x1,72,...,7n41) € X"\ A tal que z; € B para cada
ie{l,2...,n}

DEMOSTRACION. Sea A := {(z1,...,2n+1) € X"T\A: z; € B para cada i}. Paraj € {2,...,n+
1}, sea
Aj={(z1,...,xn41) € At {x1,29,..., 2541} tiene exactamente j elementos distintos entre si}.

Luego A = U A Puesto que cada p;(x,y) € S, observamos que @} f(Az) C S.

Supongamos que el Lema es cierto para j — 1 con 3 < j < n + 1. Probaremos que cada elemento de
% f(A;) es una combinacién convexa de elementos de @} f(A;_1). Sea u € A;. Por la simetria de @}, f,
podemos suponer sin perder generalidad que u es de la forma

u:(1‘1,...,.I‘l,xg,...,l‘g,...,.I‘g,...)

tal que 1,29, z3 son distintos entre si, y que v(x; — x3) > méx{v(z; — x3), v(x2 — z3)}. Supongamos
que 1 se repite k veces y que xo se repite [ veces, entonces por simplicidad denotamos u de la siguiente
forma:

u=(zV xb,x3,...).
Aplicando el Lema 2.4.2 parte 1 a &} f , observamos que

* l T * -1
O fah ah as,.. ) = N-%g sk, ol ,1:3,...)—|— T3 Rt ab e ),
Ty — T2 Ty — T2
y esta es una combinacién convexa. Si [l — 1 > 1, podemos continuar escribiendo ®* f(z%, 2571, z3,...)
como combinacién lineal convexa de ® f (¥, 2572 23,...) y ®F f(xk, 25!, 23,...). De la misma forma

podemos continuar si £k — 1 > 1. Por lo tanto, podemos escribir @7 f(u) como combinacién convexa
de elementos de la forma @} (v) donde v = (z3,...), lo que implica que v € A,;_;. Por la hipdtesis de
induccién, tenemos que @ (v) € S y por lo anterior podemos concluir que @} (u) € S. O

Lema 2.4.16. Sea n € N\ {0} y sea f diferenciable tal que f' € C" 1(X — K). Supongamos que
(J)
e +Z P ey o) e )

donde R, (x,y) es una funcidn continua que se anula sobre la diagonal A. Luego, f € C™"(X — K).

DEMOSTRACION. Procedemos por induccién sobre n > 1. El caso n = 1 viene de la definicién de
®; f. Supongamos que es cierto para n — 1 con n > 1, entonces tenemos que f € C" (X — K). Por
el Lema 2.4.14 tenemos que

F(a)
lim p;(z,y) =

z,y—a n!
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para cadaa € X y j € {1,...,n}. Del Lema 2.4.15, podemos deducir que
AR

zgﬂa Py f(21, 22, Tpy1) = !

donde (z1,Z2,...,Tny1) € X"\ A. Por lo tanto, f es C™ en a € X, y por el Teorema 2.4.6
feC"(X — K). O

Después de todo el trabajo previo, podemos demostrar el resultado principal de esta seccién para dar
una respuesta a una de las preguntas que planteamos al principio de esta seccién.

Teorema 2.4.17. Toda funcién f € C" 1 (X — K) tiene una antiderivada F € C"(X — K).

DEMOSTRACION. El caso n = 1 estd dado por el teorema 2.2.4. Sea n > 2. Consideramos F(z) =
(Pof)(x). Sean z,y € X con z #y y a € X, entonces

0@ (Pof)(,y) — fla) = v (<P”f )@) = (Pf)y) _ f<a>)

r—y

Y ((Pnf)(l’) — (Puf)(y) — fla)(z — y)>
r—y

Sea € € " con € < 1. Aplicando el Teorema 2.4.13,

0(@1(Pof) ) — (@) = ol — 1) Do [ S LD 50D ) 4 (0 = )Ry a,) — fla) @ — )

=
= olte =90 | 30 TSI 0D 0) + (10) - S@) e — )+ (o~ )" ()
-1 [ nil(x—y)jJrl (j—1) _ _ — )"
<o((z—y) )mix v > G 970 W) | o((f(y) = fla) (@ —y),v((z — y)" Ra(z,y))

. - r—y i1 j— n—
Smixqv (Y (j.>f<ﬂ D) | o(f ) = f(@),v((@ = )" Ral2,9))
i=2 :
Sea g € I' con g > 1 y tal que para cada i € {1,...,n}
v(®if(a,...,a)) <g.

Como f € C" (X — K), entonces por el corolario 2.4.3 se tiene que f € C*(X — K) para cada
i €{2,...,n —1}. Luego existe §; € " tal que si (z1,72,...,7;11) € XiTl y

méx{v(zy —a): 1 <k<i+1} <
entonces B B
(@i f(21, 22, ..., xig1) — Pif(a,...,a)) <g.

Por la desigualdad triangular fuerte tenemos

0(®if(x1, @2, ... 2i41)) < méx{v(Pif(a,...,a),v(Pif (1, 22,...,2i11) — Bif(a,...,a))}.
Por lo tanto, si 6 = min{d;: 1<d<n-1}y

A ={(z1, 72, .. 2i01) € X méx{v(zy —a): 1<k <i+1} <6},
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entonces tenemos que para todo 1 <i<n —1

sup{v(®; f(z1, 22, ..., Ti+1)) : (T1,22,...,@ix1) € A;} < g.
Sea y € X tal que v(y — a) < 4. Hacemos x — y, y obtenemos que para todo j € {2,...,n}

o(f9(y) = v((i = D)ID; 1 f(y) < g-

Dada la continuidad de f y R,(z,y) en X, existen ry,79 € T" tales que

(v(y —a) <r2) = (v(f(y) — fla)) <e),

(méx{v(z —a),v(y —a)} <r1) = (v(R(z,y)) < ).

Finalmente, si consideramos 7 = min{ry, 72,4, ¢, 1} tenemos que v((z —y)"~ 1) <1
v(®1 (P f) (2, y) — f(a)) < mix {v((ﬂf —y) T IO (), o(f(y) — fla),v((x —

< méx{ge, e, ge}.

y
Y Rale,y) )

Por lo tanto (P, f) = f.

Para la otra parte de la afirmacién, por el teorema 2.4.13
n

Pof(x) = Puf(y) = Mf‘j‘”(y) +(z = y)"Ru(z,y)

= 7

W«Pﬂf)')(“)(y) (@ — )" Rulay)

j=1
n z—y j ) .
=S T (B Oy + (& — )" Rua,y):
= 7
Por el lema 2.4.16 se tiene que P, f, que es una antiderivada de f, pertenece a C™"(X — K). g

2.5. El teorema de la funcién inversa para funciones C".

Lema 2.5.1. Sea f: X — K una funcidn inyectiva y sea g : f(X) — X su inversa. Sea n € N
conn > 2, y sea S, el conjunto formado por las siguientes funciones definidas sobre V"1 f(X)

(1,22, .., Tny1) — Prg(xi,, xi,) (11 < i2)
(1,22, ..., Tng1) = Pag(@iy, T4y, Tiy) (1 <ig <i3)
(:Cl,xg, Ce ,l’n+1) — @n_lg(xil,. .. ,Sﬂin) (Zl <t <. < Zn)

(1,22, ..., Zng1) = P f(g(i,), 9(24,)) (i1 < i2)
(x1,22, s Tnt1) = Pof(9(4,), 9(4r), 9(4)) (i1 <z <i3)

(161,.%‘2, c. 7$n+1) — @nflf(g(wil), S ,g({Bin)) (il << ... < Zn)
(-rlwx?v e 7$n+1) — (I)n—lf(g(xl)7g(x2)7 s ag(xn)ag(xn—i-l))
Sea R,, el anillo generado por S,,. Luego ®,g € R,,.
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DEMOSTRACION. Sin = 2, el teorema es trivial por definicién de ®;¢g. Supongamos que es cierto
paran — 1 conn > 3.

Sea (1,...,%nt1) € V'TLf(X), entonces por definicién
Ong(x1,. .. Tpi1) = (1 — 22) N (Pp_19(21, 23, ..., Tpy1) — Pr_19(T2, 23, .., Tpi1)).
La hipétesis de induccién nos dice que @, 19 € R,_1. Si h € R, _1 definimos
Ah(zy,. .. xn) = (21 — 20) " (h(x1, 23, ., Tn) — h(T2,y ... 20)).

Para probar que ®,9 € R,, basta probar que el conjunto B := {h € R,,_1 : Ah € R,} es un anillo
que contiene a S, _1, pues en ese caso se tendria que B = R,,_1.

La aplicacién A es lineal pues ®,, lo es, entonces (B, +) es un grupo. Sea (21,...,7,11) € V' f(X)
y h,t € B. Por el Lema 2.4.2, observamos que

A(ht) = t(xy, 23, ..y x0) AR(z1, . . 20) + Bz, 23, .o 20 AL (21, ..., Ty).
Puesto que h,t € R,_1, las funciones
(l‘l, ey .Z‘,L+1) — h(l‘g, - ,an)
y
(T1, .0  Tpy1) = @1, T3, -0 Trg1)
pertenecen a R,,, y por definicion Ah, At € R,,. Luego, B es un anillo.
Ahora sea h € S,,_1, entonces tenemos los siguientes casos
1. h es de la forma
h(zi,... 2n) = ®ig(Ti, Tiyy -, T4y, ) (1<j<n-2).
Silé¢ {i1,..., 4541}, entonces
h($1,$3, ‘e ,$n+1) = h($2,$3, [P ,xn+1),
es decir, Ah =0 € B. Si iy = 1, para (2,9, %2, ...2,) € V"1 f(X) se tiene que

h(z,22,...,00) = ®i9(z, iy, ..., 24, )

h(y,z2,. .. 2n) = Pig(y, Tiys -, Ty,
y por tanto
Ah(z,y,x2,...,Tn) = Pjp19(2, Y, Tiy, -+, Ty, ),
lo que implica que Ah € R, y h € B.
2. h es de la forma

h(z1, .. an) = @5 f(9(xi,), 9(xiy), -+ 9(xi,,))  1<j<n-—2)
Silé {i1,...,45541}, de la misma forma que en el caso anterior se tiene que
h(z1,z3,...,2n41) = h(x2, 23, ..., Tpt1),
lo que implica que Ah =0 € B. Si i; = 1, para (2,9, z2,...7,) € VT f(X) se tiene que
h(z,22,...,00) = ®i9(x, iy, ..., 24, )

h(y,ﬂ?g, cee 71"”) = (bjg(y71'1‘27 AN 71‘ij+1)
y por tanto

Ah(:ﬂ,y,l‘g, B ,:En) = fbj+1f(g($),g(y),g(xi2), s 7g(x1j+1))'
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Luego Ah es un producto de dos funciones en S,,. Por lo tanto Ah € R,, y h € B.

Tenemos el teorema central de esta seccidn,

Teorema 2.5.2 (Teorema de la funcién inversa para funciones C"). Sea f € C"(X — K)
y sea a € X tal que f'(a) # 0. Entonces existe una vecindad U de a tal que f :UNX — f(UNX) es
inyectiva y su inversa local g : f(UNX) = UNX es una funcion C™.

DEMOSTRACION. Procedemos por induccién sobre n. El caso n = 1 est4 dado por el Teorema
2.1.3. Supongamos que el Teorema es cierto para el caso n — 1 con n > 1.

Sea f € C"(X — K) y a € X tal que f'(a) # 0, entonces por la hipdtesis de induccién existe una
vecindad U de a tal que f es inyectiva en U N X y su inversa local g : f(UN X) — U N X es una
funcién C™1.

Para probar que g € C"(X — K), aplicamos el Lema anterior a f y g, y tenemos que ®,g9 € R,.
Como f,g € C" (X — K), las funciones que pertenecen a R,, pueden extenderse continuamente a
(f(UN X)) Eso termina la demostracién. O



Capitulo 3

Conjuntos no medibles en el cuerpo de Levi-Civita

En [6], K. Shamseddine y M. Berz establecieron una Teoria de la Medida en el cuerpo de Levi-Civita,
R, que les permite definir funciones medibles en subconjuntos medibles y con ello la integral de tales
funciones. Todas sus definiciones y teoremas se dan en el marco del orden de este cuerpo. Pero R
admite también una valuacién no arquimediana v, que es compatible con el orden en el sentido que
la| < |b] = v(a) < v(b) . Por tanto la pregunta que surge naturalmente es por la medida de la bola
unitaria Bo(1) = {z € R : v(x) < 1}.

En el articulo que se adjunta como Anexo 2 se establece que By(1) no es medible, y como corolario
obtenemos que todo intervalo (a,b) C R contiene una infinitud de subconjuntos convexos que no son
medibles. Presentamos aqui un resumen, primeramente se describira el cuerpo de Levi-Civita y luego
se citan los resultados principales.

3.1. Preliminares: El cuerpo de Levi-Civita.

Definicién 3.1.1. Un subconjunto S C Q se llama finito-izquierdo si para cada g € Q el conjunto
{s €S :s< g} es finito.
Consideramos el conjunto de las funciones F' = {z : Q — R} y sea supp(z) = {s € Q : z(s) # 0} el
soporte de x. Entonces definimos el cuerpo de Levi-Civita por

R :={x € F: supp(x) es finito izquierdo}

Notacién: Sea x € R, la imagen de un elemento ¢ € Q bajo z se denota por z[q] y serd A(x) :=
min supp(z) si x # 0, A(z) := 0o si x = 0.

Definimos la suma y multiplicaciéon en R por
(z +y)lq] = xlq] +yld],
@-pld= > =gyl

9z +tqy=9
La multiplicacion en R estd bien definida, pues para cada g € QQ existe una cantidad finita de sumandos

en Z x[gs]ylgy]. Se prueba directamente que (R, +, ) es efectivamente un cuerpo. Cada nimero

G +qy=q
real r se puede identificar en R con la funcién r : Q — R definida por

_J 0 ifg#0
r[q]—{ r ifg=0"

mas aun, esta asignacion es un isomorfismo de anillos . Por lo tanto R extiende al cuerpo R .

Definimos ahora un orden en R: Sean z # y en R, diremos que z < y si (z — y)[A(z — y)] < 0. Como
es usual, z > y si y < z. La relacién binaria < es un orden lineal y (R, <) es un cuerpo ordenado. El

44
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orden < induce un valor absoluto || en el sentido usual, es decir, |z| = méx{x, —z} para todo z € R.
Notamos ademads que este orden es no-arquimediano, ya que N es acotado por cualquier funcién x tal
que A(z) >0y xz[A(x)] > 0en R.

Por otra parte, definimos la funcién v : R — R por
e M®) iz £0
U(m)_{() siz=0"

Se verifica directamente que v es una valuacién no arquimediana en R que, como en [5] 1.4.1, define
una ultramétrica. La valuaciéon v es compatible con el orden definido anteriormente en el siguiente
sentido, para todo a,b € R con |a| < |b| entonces v(a) < v(b). Equivalentemente, si v(a) > v(b) implica
que |al > |b].

Definicién 3.1.2. El elemento d € R es la funcién definida por d[1] =1y d[g] = 0si ¢ # 1.

Observamos que para n > 1

d"[q]{ 0 sig#n

1 sig=n"

El orden y la valuacién v inducen una topologia en R respectivamente. Tenemos que estas topologias
son iguales, esta topologia en comun la denotamos por 7. (R, 7) es un espacio ultramétrico, completo
pues las sucesiones de Cauchy en R convergen. Observamos que la sucesién (d™),cn es estrictamente
decreciente y que nhﬁngo d" =0, por lo tanto es una sucesién coinicial en R* \ {0}.

3.2. Conjuntos no medibles en R

En lo que sigue, I, 5 es un intervalo en R con puntos finales a, b (a < b) de la forma (a, b), [a, b], (a,b] o
[a,b). El largo de un intervalo I = I, es I(I) := b — a. Las siguientes definiciones fueron introducidas
por K. Shamseddine y M. Berz, para més detalles ver [6].

Definicién 3.2.1. Diremos que A C R es medible si para todo n € N existen conjuntos {I}’ :
ke N}y {J} : k € N} de intervalos disjuntos dos a dos contenidos en R tales que

D Jp CAC [j I,
k=0 k=0

las series Y oo o I(I}Y) and Y ;2 (1(J}') convergen en R,y
(o) oo
DU =Y IR < dm
k=0 k=0

Observamos que en esta definicién si m > n el conjunto de intervalos {I}* : k € N} (respectivamente
{JJ" : k € N}) no tiene necesariamente relacién con {I}? : k € N} (respectivamente {J}' : k € N}).
Para obtener el resultado deseado fue necesario demostrar el siguiente lema, (mencionado en [6]).

Lema 3.2.2 ([2], 2.4). Sea A un conjunto medible, entonces para todo n € N existen colecciones
{I7 : ke N} y {J} : k € N} de intervalos contenidos en R disjuntos dos a dos tales que

o0 o0 o0 oo
Uamtcmcacnclyn,
k=0 k=0 k=0 k=0
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las series Y oo o UIY) y Dopeo U(J}) convergen en R, y

Sun =Y U < d.
k=0 k=0
Mds aun los limites
(oo} (oo}
dm Yy UIE) oy lim YUY
k=0 k=0
existen en R y son iguales.

Podemos ahora definir una medida pu.

Definicién 3.2.3. Sea A la clase de los conjuntos medibles en R. Definimos la funcién p : A — RT
por:

p(A) = nlggokzﬂl(fk) = nlir%okz,%“‘]“’

Utilizando el lema 3.2.2, en [2] se prueba que u es una funcién bien definida, en el sentido de que si A
es medible entonces p(A) es independiente de la eleccién de las colecciones de intervalos {I}! : k € N}
y {J¢ : k € N} que satisfacen las condiciones de la definicién 3.2.1.

Teorema 3.2.4 ([2]). p satisface las siguientes propiedades:
» u(I) =1U(I) para todo intervalo I =1I,4.

v Si {ER}2, es una sucesidn de intervalos de R disjuntos dos a dos tales que l(Ey) € RT y
o0

Zl(Ek) converge en R, entonces
k=0

% (G Ek) = il(Ek)-

k=0
n Si A es medible entonces A+ X también lo es, y p(A) = u(A+ X\) para todo X € R.

Con respecto a la monotonia de y citamos a [6], pg. 377: S B C A C R y si A, B asi como A\ B son
medibles, entonces u(B) < u(A).

El resultado principal, de este capitulo son los dos teoremas siguientes:

Teorema 3.2.5 ([2], 2.6). Para todo § € R se tiene que la bola
By(d) ={z e R : v(x) <4}
no es medible. En particular, la bola unitaria Bo(1) no es medible.

Ahora consideramos un intervalo I, en R. Dado que la valuaciéon v es compatible con el orden
definido en R, para todo xg € I, ; existe € € R tal que By, (€) C I, . Si By, (€) fuese medible entonces
By(€) = —x¢ + By, (€) también lo serfa, lo que contradice el teorema 3.2.5. Por tanto:

Teorema 3.2.6 ([2], 2.7). Todo intervalo I, en R contiene un subconjunto convexo no vacio C
que no es medible.
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Como R es ordenado y completo, cada intervalo contiene I, con a < b contiene infinitos puntos zg
que son distintos de a y b, lo que establece el siguiente corolario:

Corolario 3.2.7 ([2], 2.8). Todo intervalo I, contiene infinitos conjuntos convexos que no son
medibles.
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Toward an ultrametric calculus in a field K with an infinite
rank valuation.

Héctor M. Moreno

ABSTRACT. K is the scalar field of the first orthomodular (or Form Hilbert
) space, described by H. Keller in 1980. It has a non-archimedean order,
an infinite rank valuation as well as an explicitly defined ultrametric, all of
which induce the same topology. We will present results concerning analytic
functions, and show some examples that sharply contrast with the case of rank
one valuations. Finally we prove a theorem concerning local invertibility for
C' functions.

1. Introduction

Ultrametric Calculus over valued fields of rank one is a well developed theory (see
[1] ), and for the last years it has been studied in the case of the field of Levi Civita,
where the valuation has rank 1. In the case of fields with valuations of infinite rank,
R. Hobeika (Ph.D Thesis, University of Paris VI, 1976) studied power series an
Laurent series on Krull valued fields F', and showed that the domain of convergence
of a power series is either K or reduced to a point. Therefore the classical definition
of an analytic function on an open subset only gives entire functions on K. Y.
Perrin extended the notion of analytic functions on an open subset, following ideas
of Krasner ([3]) and studied properties of these functions (algebraic operations,
derivation, characterization of the set of their zeros, Weierstrass theorem, Mittag-
Leffler theorem). (See [4], [5], [6] and [7]). However the fields she considers are
always algebraically closed.

We approach the study of ultrametric calculus from another direction. We will
consider here the field K, described in [2]. Its importance comes from the fact
that it is the prototypical canonical example of a scalar field for orthomodular non-
classical spaces of Hilbert type. According to the theorem of M.P. Soler (see [8]),
these fields can never be algebraically closed. K has a non-archimedean order, which
extends the usual ordering of its subfield R. This order induces an ultrametrizable
topology, that is also generated by a valuation v of infinite rank. A crucial difference
with the Levi Civita field, that is also an ordered field, is the fact that there is no
distinguished element d > 0 such that

Ve >0 3k € N (d* < e),

2000 Mathematics Subject Classification. Primary 46S10; Secundary 46H35.
Key words and phrases. ultrametric calculus, valued fields, analytic functions.
Partially suported by Fondecyt Proyecto 1080194.
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but instead ”infinitely many degrees of infinity”. This has as a consequence that
K has properties that sharply contrast with these fields as well as with the clas-
sical fields of reals or complex numbers. We recall for instance that the region of
convergence of power series is either one point, or the whole K, and there exists
elements z € K such that 0 < z < 1 but the sequence {z"} does not converge
to zero. In this paper we aim to give an introduction to Ultrametric Calculus in
K. We describe in the Preliminaries the field K, its ordering and the valuation v.
Then we show results for analytic functions that are clearly different from the case
of rank one, or that coincide with them but with completely different proofs. We
also give counterexamples to some theorems for the real or complex case.

2. Preliminaries

2.1. The field K. Let us consider Fy = R with its usual ordering, and the
set of variables { X1, X5, X3,...}. For any n > 1 define F,, : = Fyp(X1,..., X,) and
let

o0
Fo:= UF,
n=0

We order F,, by powers of X,,, a polynomial P(X,,) = ap + a1 X, + ... + a5 X3 €
p(Xn)
a(Xn)
with p(X,,),q(X,) € F,—1]X,] and ¢(X,,) # 0, we shall say that X\ is a positive
element in F), if and only if p(X,)q(X,) > 0. Since the ordering of F,, extends the
ordering of F,,_1, F is an ordered field. In fact given \ € F, there exists n € Z
such that A € F},, hence A > 0 in F, if and only if the same is true in F;,. Notice
that this ordering is non-archimedean.

F,_1[X,] is positive in F,, if and only if as > 0 in F,,_1. For A € F,,, A =

As usual |A| will denote the absolute value of A € F,, that is to say,
A = A, fA>0
1 =), if that is not the case.
The order of Fi,, induces a topology in the field, which has as a base of zero
neighborhoods the collection of sets U, = {a € K : |a|] < €} for all € in Fi.

We consider now a non-archimedean valuation in Fl,. Firstly we define the value
group.

For every i = 1,2,3,4, ... we pick a real number g; > 1 and we consider the mul-
tiplicative cyclic subgroup G; generated by g;, ordered by the usual ordering of R.
We define T" by

o0
I:= {7 € (97", 95%,95%, .., 9", ...) € HGi : m; € Z such that supp(y) is ﬁnite} ,
i=1

with supp(vy) := {i € N : n; # 0}. T is a linearly ordered group with the
componentwise operation and the antilexicographical ordering. The identity is
1=(1,1,1,1,1,..).

For every m > 1 we put
H,, =G1 x Gy X oo X Gy, x {1} x {1} x ...

and then {1} = Hy C Hy C Hs C ... are the convex subgroups of I'. Therefore this
is a group of infinite rank.
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The valuation v : Foo — I' U {0} is the unique valuation defined on Fi, such that

(1) v|g is the trivial valuation
(2) v(Xp) =gn:=(1,...,1,gn,1,...).
where 0 is a minimal element adjoined to I" such that 0-g=g¢-0=0.

Let r € I' and a € F. The open ball with center a and radius r is the set
B,(r")={z € K: v(x—a)<r}

Now we define an ultrametric in F. Let ¢ : FX — R be given by

2n+l if X; <a<X], forall seZ and some r € Z*.

2 if s <a< X7 forall s € Z* and some r € Z7.

1 if%gagr,withr,seZ‘*‘.

P(ar) = % if%<a<sf0ralls€Z+andsomer€Z+.

1

2—(nt+1) jf Xrl <a< x} for all s € Z and some r € Z+.
n+1 n

0 if  =0.

where n € Z*\ {0}. A direct computation shows that the map d : Fy, X Foo — R
defined by

d(z,y) = ¢(|z —y|)
is indeed an ultrametric for F.
It can be proven directly that each of the following collections of subsets of Fi,
B, ={0.(t7): a,t € Fso}
Byg={C,(57): a€ Fy,s€R"}
B, ={By(r7):a€Fyx,rel}
where
O,t7)={z€Fx:|x—a|l<t}
Co(s7)={z € Fx: d(x —a) < s}
B,(r")={z € Fyx: v(zx—a) <r}.
is a subbasis for a topology in K. But since for every x € F, the following inclusions

hold.
1 - 1~ 1~
Cy | — O, | = C: | =
(7)o (s ) el )
0 (i_) C B.((3:)7) co < L _>
¢ Xn = \In ¢ Xn—l
for every n > 1, these topologies are identical. This common topology will be
denoted by 7.

(Fo,T) is an ultrametrizable topological space, therefore we can consider K the
completion of F,, by Cauchy sequences (nets). The topology in K is generated by
the extension of d to K,
d(z,y) = lim d(zn,yn)
n—oo

where 2,y € K and (2,)n, (Yn)n are sequences in F, such that lim, ,oc z, =2y
Let a,b € K and (an)n, (bn)n sequences in Fu such that lim, . a, = a and
lim, o0 b, = b. It can be proved directly that K is a field with the operations
a+b=1im, o (a, +by), ab=lim, ,o(anb,) and a~! = lim,, o, a; .
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On the other hand, we extend the order of Fi, to K by defining the binary relation
<in K as a < b if and only if a = b, or, a # b and there exist sequences in F,
such that lim,, o an = a, lim,, o0 b, = b and (a,, — b,) < 0 for all n > N for some
N eN.

PROPOSITION 2.1. (K, <) is an ordered field.

The order in K induces an absolute value, which will also be denoted by | |.

Let a € K with a # 0, there exists a sequence (ay), in Fy that converges to a.
Hence, for some N € N we have that

v(ap) =v(a, —an +an) =v(ay) (n>N).
Therefore we can extend the valuation v of F, to K as v(a) = v(ay), and it can
be proved directly that (K, v) is a valued field with a valuation of infinite rank.

As in the case of F,, each of the maps d, v and || induce the same topology 7 in
K, and (K, 7) is a topological field. We remark that K is not locally compact since

{reK: v(z)<1l}= U(a+{x€K: v(z) <1}) = U{:UEK: v(z —a) <1}
a€R a€R

is a countable covering by disjoint open sets and thus it cannot have a finite sub-

covering. This implies that the unit ball in K is not compact.

In addition K is not separable since R is an uncountable discrete set in K.

3. The Main Result.

An ultrametric calculus for the field K is currently being developed. New results
have been obtained that sharply contrast with the case of fields with a rank one
valuation.

3.1. Analytic functions.

DEFINITION 3.1. Let ag, a1, ... be a sequence in K. The power series Z;io a;z’
is the sequence of polynomial functions en the variable z given by sn(z) = E?:o a; 29,
The region of convergence of the power series Z(;io a;z is the set
{z € K : (sn(2))n converges in K}
o0
THEOREM 3.2. A power series Zajzj with a; € K converges, for z # 0, if
j=0
and only if lim,_,~ a, = 0.
PROOF. Assume that the sequence is convergent, then lim,, .., a,z" = 0. Let
z be an element in K, there exist a convex subgroup H,, # {Id} of I' such that
for all n € N, v(2") € H,,. Choose y € K such that v(y) € Hp41 \ Hy, and
v(y) < wv(z") for all n € N. It follows that
v(an)v(y) < v(an)v(z") =0
when n — oo. Therefore lim,,_, a, = 0.
On the other hand, let us suppose that lim, ., a, = 0. For any z € K and m € N
such that v(z) € H,,, choose y € K with v(y) € Hyp1 \ Hpm, v(2"™) < v(y) for every
n € N. Then
v(an)v(z") <vlan)v(y) =0
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when n — oo, and the power series Z;io a;jz’ converges in K. O

A direct consequence of Theorem 3.2 is the fact that the usual series expansion for
the exponential, logarithm, and trigonometric functions are not convergent in K.

THEOREM 3.3. Let ZZO:() anz™ be a convergent power series in K. Then for
every a € K this series converges uniformly in B,(r), for all r € I'. The function

[o ]
2 Z anz" (z € K)
n=0
1s differentiable and its derivative is the function
o0
z Znanz”_l (z € K).
n=1

PROOF. Let € > 0 . Choose y ¢ B, (r) such that v(y) > v(z) for every z €
B,(r). Since the series Y07 a,z" converges, we observe that lim,,_,+ a, = 0, this
implies that there exists ng € N such tha max,>n, v(a,)v(y) < €. Hence for any
z € Bg(r)

n>ng n>ng

v <Z anz”> < max v(a,)v(z") < max v(a,)v(y) < €.

n=no
We conclude that the power series Y > a,2"™ converges uniformly in B,(r).

Since standard classical arguments hold true in this case, for the proof of the second
statement it is enough to observe the following. For all n > 1, v(na,z""!) =
v(z7')v(a,2™), hence the power series > - na,z""! converges for all z € K. O

DEFINITION 3.4. Let D C K be a non-empty open set. A function f: D — K
is analytic in D if there are elements v € D, r € I' and ag, a1, ... € K such that for
every z € D

f2) = an(z—u)".
n=0

Let us now study the following situation. In the real or complex case, as well as
in rank one valued fields, if f is a analytic in an open ball U and f(z) # 0 for any
z € U then % is analytic in U.

The following example shows that this statement is false in K.

EXAMPLE 3.5. Let us consider the function f : Byg(l) — K defined by the
power series

=3 e
n=0 n

It is clearly an analytic function. By theorem 3.7 there exists » € I' such that
f(z) # 0 for all z € By(r). However if there were an analytic function g(z) =
> o bnz™ in By(r) such that f(z)g(z) = 1, then by = 1 and

n—1
1
bo=—Y b - (n>1).
=0
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By induction on n, it can be proved directly that v(b,) = v(X;)~" for every n € N.
Therefore g is not analytic in By(r), since the sequence (b,),, does not converge to
0 when n — oc.

THEOREM 3.6. Let f be an analytic function in a open subset D. Then for
every v € D there eists by, by,... € K such that f(z) = > o0 bu(z — v)" for all
ze€D.

PRrROOF. The proof given in [1] is valid for this case. O

Analytic continuation is trivial in this case. On the other hand, let f(z) = Y7, bn(2—
u)™ be an analytic function in an open set D. By theorem 3.2, we can extend this
function for all z € K, and the theorem 3.6 assures us that there are aq,as, ... € K
such that for every z € K we have that f(z) = >, a,2", in particular, for every

z € D. Therefore, we can conclude that a function is analytic in D if and only if
there exists ag, a1, ... € K such that for every z € D

f(z) = Z anz".
n=0

For the proof of the next theorem we need to introduce the residual fields l%n, n €N,
associated to K. Recall that for n € N the convex subgroup H, is defined by

H,=G1 xGy x..x Gy x {1} x {1} x ...
Let us consider now

R,={z€ K:v(z) <s forsomesecH,}

D,={ze€K:v(z)<s forall se H,}
Then R, is a local ring with maximal ideal D,. In fact, R, is the valuation
ring corresponding to the valuation v, : K — T'/H, U {0}. The residual field is
kn := R, /D,. It is isomorphic to R(X7, ..., X,,). Clearly, if m < n then R,, C R,,.
The canonical homomorphism from R,, to k, will be denoted by 6,,.

THEOREM 3.7. Let f be an analytic function on the ball B,(r) . If there is a
sequence {wg}r in By (r) such that w; # w; fori# j and f(wg) =0 for all k € N,
then f =0.

PROOF. Let f(z) = Z;io a;jz’ be analytic in B,(r), without loss of generality
we can assume that max; v(a;) = 1. Now B, (r) C By(s) for some s € I', therefore

there exists m € N such that v(wy) € R, for all k. Since max;v(a;) = 1, f(2)
induces a function 6,,(f(z)) in any residual field kn, m > m. But limyax = 0,
therefore 6,,(f(z)) is a polynomial with coefficients in k,. Let us first consider
the projection 6, from R, to k. For every wi we have that 0,,(wg) is a zero
of 0,,(f(2)). But a polynomial can only have a finite number of zeros in a field,
therefore for a cofinite subset of {wy }; we have that 6, (wg) = 0 in E,n. This means
that there is a subsequence {w,im)}k of {wy,}1, such that for r # s, v(w!™ —w{™) €
D,,.

Now consider the sequence {w,(cm)} k- We observe that w,(fm) € Rypy1 and f (w,gm)) =

0 for all k£ € N. By the argument used above, there exists a subsequence {w,(CmH)} k
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of {w,&m)}k such that v(w$m+1) — wgmﬂ)) € Dy,41. This procedure can be contin-
ued, and we obtain a sequence of sequences

wgm—i-l) wém—i—l) wz())m—i-l)
w§m+2) w(m—i—2) w(m—i—2)

2 3
w§m+3) wngrB) w§m+3)

such that each sequence is a subsequence of the predecesor and for each j € N,

v(w,(nmﬂ) - wgm+j)) € Dy j for all r,s € N. The sequence {w,im+k)}k21 is still

a subsequence of {wy}g, and satisfies v(wfumH) = wgm+3)) € Dyytq where d =

min{r, s}. Hence, {w,(ﬂm+k)}k21 is a Cauchy sequence of zeros of f(z) that converges

in K. By classical arguments we prove that this implies that a,, = 0 for every n € N
and f(z) = 0. O

DEFINITION 3.8. Let X C K. A function f : X — K is locally constant on
X if for every a € X there is a neighbourhood V, of a such that f is constant in
V.NnX.

If f is locally constant on X, then X admits a partition into relatively clopen sets
U;, and f is constant on each U;. The locally constant functions are continous. In
adition they are differentiable but not analytic.

REMARK 3.9 (No intermediate value theorem). K is an ordered field, therefore
one could ask if the intermediate value theorem holds true for continuous functions.
But is not the case, since locally constant functions that take a finite numbers of
values are, in particular, continuous. As an example consider the following locally

constant function.
1 ifu(z)<1
f(z) = { 0 otherwise.

In adition, let g(z) = 2% — X;. It is clearly an analityc function in [0, X3]. However
g(0) = —X; and g(X3) = X7 — X1, but g(z) = 2X; has no solution in K because
X is not a square in this field.

3.2. C' functions. Our purpose is to establish a theorem of invertibility for
continuously differentiable functions.
If we define them as continuous functions with continuous derivatives, we can find
examples that satisfy these conditions but do not have a local inverse. This is
shown in the following example, based in [1]. Define f : K — K by

f(z) =

z—% if z € B,, for some n € N.
z otherwise.

Witth:{zeK:v(z—XL><g2_n1}andn21.

The sets B,, are both open and closed, in addition we observe that if z € B,, for
some n € N then v(z) = g, !, which implies that B,, N B,, = 0 if m # n. Therefore
f is well defined.
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We have that f is not injective in any neighbourhood of 0, since v( <~ — 5 e <) =

v(XL%) which implies that

1 1 1 1 1
f(x—nxzn)‘f@—n)‘x—nx—%-

On the other hand the map

% if 2 € B,, for some n € N.
0 in any other case.

9(z) =z - f(2) =

is locally constant and therefore differentiable in K with derivative zero, From this
we can conclude that f is differentiable, it is not injective in any neighbourhood of
zero and f’ = 1, therefore there is no local inverse in f(0).

DEFINITION 3.10. Let X be a set with no isolated points. We say that a
function f is continuously differentiable in a € X if

(1) it is diferentiable in a.
(2) for every € > 0 there exists § > 0 such that if v(z —a) < J, v(y —a) < ¢
and x # y then

N0
T —y
f is continuously differentiable in X (f is C* in X) if it is so in every a € X.

— f’(a)) <e.

The following theorem is well known in the case of rank one valuations. But its
proof relies in the fact that those fields are henselian, since they are complete. This
is not true for K, since the field of formal power series R((X7, X, ...)) is a maximal
proper extension of K. A new proof is given, which relies on the ultrametrizability
of the topology of K.

THEOREM 3.11 (Local invertibility for C! functions). Let X be a set with no
isolated points and f : X — K be a function defines in some neighbourhood of

a€ X. If fisC! ina and f'(a) # 0 then for some small enough r € T the
restriction f : Ba(r) — By (v(f(a))r) of f to Bu(r) is inyective and surjective.
The local inverse g of f
g: Bf(a) (’U(f((l))’l") — Ba(r)
is O in f(a) and ¢'(f(a)) = '(a) .
PROOF. Since f is C! in a, there is a ball B,(r) such that
sup {v (f(x)f(y) - f’(a)> D 2,y € Bu(r), z # y} <v(X{tf(a)).
r# r—y
By the strong triangle inequality we can conclude that
v(f(x) = f(y)) = v(f'(a))v(x —y) (x,y € Ba(r)).
Therefore f is injective in Bo(r) and f(Ba(r)) € By (v(f'(a))r).

On the other hand, let ¢ € By(,)(v(s)r) where s = f’(a). In order to prove that the
restriction f : Bo(r) — By (v(f(a))r) of f to B,(r) is surjective, we must prove
that the function z — f(x) — ¢ has a zero in B,(r). For that we define the function
h by h(z) = z — s71(f(2) — ¢). Clearly h(By(r)) C Bq(r).
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Let z,y € B,(r), then
v(h(z) = h(y)) = v(z —y — s (f(x) = f(y)))
— ’U(S_l(:b‘—y)) v (f(l‘) — f(y) o S>

r—y
<o(X{ Mz —y)).
Hence, |h(z) — h(y)| < |X; ' (z — y)| for every z,y € Bq(r), which implies that
¢(|h(x) = h(y)]) < ¢(1X7 (& —y)l) < o1 X7 N (|2 —y))-
Therefore d(h(z),h(y)) < 2d(z,y), we obtain that h is a contraction in the metric
space (K,d). Since K is complete and d is an ultrametric whose topology coincides
with that induced by | | and v( ), we apply Banach’s fixed point theorem to h and

we obtain the fact that this map has a unique fixed point in B,(r). This means
that f: Bu(r) = Bya)(v(f(a))r) is surjective.

Let g be the algebraic inverse of f : By(r) = Byq)(v(f(a))r). The fact that
v(f(@) = f(y)) = v(f'(a)v(z —y) = v(f'(a)v(g(f(2)) = 9(f(y))) (x,y € Ba(r))
implies the continuity of g in By(q)(v(f(a))r). Let z,t € By (v(f(a))r), then

! . g(z)fg(t) . u—-v / —1
g (fla)) = lim _ -t = Iim —— = f(a
(F(a)) (=0)—=(f(a)f(@)  z—t (uv)=(aa) f(u) = f(v) (@)
where f(u) =z and f(v) = t, proving the second part of the theorem. d
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Non-measurable sets in the Levi-Civita field

Héctor M. Moreno

ABSTRACT. In Shamseddine and Berz (2003) a measure theory on Levi-Civita
field, R was developed. This work relies heavily on the fact that this field is
an extension of R that has a non-archimedean ordering, with respect to which
it is real closed, and complete in the order topology. However, using the fact
that it also is a valued field, with a valuation v compatible with the order, we
prove that it has infinitely many non-measurable convex subsets. In particular
the unit ball Bp(1) = {z € R: v(z) < 1} cannot be measured.

1. Preliminaries
DEFINITION 1.1. Let R be the set
R={f:Q—=R: {z€Q: f(x)#0} is left-finite in R},

that is, the elements of R are functions f : Q — R such that, below every rational
number ¢ there are only finitely many points where f does not vanish.

The value of the function z € R at ¢ € Q is denoted by z[g] and \(x) := min supp(z)
ifx#0,Nz)=o00if x=0.

Addition and multiplication are given by

(z + y)lal = zlg] + yldl,

@-yla= Y =gyl

9z+qy=4q
Multiplication is a well defined operation in R, since for every ¢ € Q there are only
a finite number of summands in Z x[qz]y[qy]- It can be proven in a direct way

Gz +qy=4q
that (R,+,-) is a field. The real numbers R are identified with the functions

[0 ifqg#0
T[Q]_{ r ifg=0"

Moreover the embedding above is compatible with addition and multiplication.
Therefore R is a field extension of R.
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Now we will introduce an order relation as well as a non-archimedean valuation on
R. The interplay between them will be crucial in the proof of our main theorem in
the last section.

The order in R is defined as follows. For x # y in R, we shall say that z < y if
(x —y)[AM(z —y)] < 0. As usual z > y means y < x. Now < is a linear order and
(R, <) is an ordered field. The order induces an ‘absolute value ’| |, in the classical
sense, |z| = max{z, —z} for all .

On the other hand we define a map v: R — R™ by

e @) if £ 0
“(x)_{o ifz=0"

Then v is a non-archimedean valuation on R, and it defines as usual an ul-
trametric. The valuation v is compatible with the order defined before in the
following sense.

LEMMA 1.2. For all a,b € R if |a| < |b] then v(a) < v(b). Equivalently,
v(a) > v(b) implies |a| > |b].
For the proof we remark that it is a direct consequence of the fact that A(a + b) >
min{A(a), A(b)}.

DEFINITION 1.3. The element d € R is the element defined by d[1] = 1 and
dlg] =0 for ¢ # 1.

Notice that for n > 1

w1 | 0 ifg#n
d[Q]_{l ifg=n"

REMARK 1.4. Clearly for all » € RT, d < r and d™ < rd™ whenever m > n.

We now study R as a topological field. It is a direct verification that each of the
following families of susets of R

B, ={0,t):a€R,teR"}
B,={B,(r" ):aeR,reR"}
where
O t7)={zeR: |z —a| <t}
By(r7)={zeR: vix—a) <r}.

is a subbase for a topology in R. But, since for all z € R and all n > 1 the following
inclusions hold,

B, ((e™)7) C O, ((d")") C B, ((e—<n—1>)—)

we conclude that the topologies are equal. This unique topology will be denoted
by 7. (R,7) is an ultrametric space, complete in the sense that every Cauchy
sequence in R converge. Notice that the sequence (d"),, is strictly decreasing and

lim d" = 0, hence it is a coinitial sequence in Rt \ {0}.
n— 00
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For our purposes we need to introduce general definitions of convergence of se-
quences and series in R; see [2]. For a detailed study of convergence of sequences
and series in R, we refer the reader to [4].

DEFINITION 1.5. Let T a countable set and n — a,, a mapping from 7" into R.
We shall say that
(1) lin% an, = a € R, if for every € > 0 in R there exists a finite subset 7/ C T
ne

such that v(a, —a) < € for every n € T\ T".
(2) Z a, = s € R, if for every € > 0 in R there exists a finite subset 7" C T

neT
such that for every finite subset 7", for which TV C T C T, the following

holds.
v (8 — Z an> < €.

neT’”

In the case T = N we obtain the usual definitions of lim a, = a and Z ayp = S

as stated in the following Lemma.

LEMMA 1.6. Let (an)n be a sequence in R, and a, s elements in R, then

(1) lim a, = a if and only if liHI\II a, = a, where a € R.
n— o0 ne

(2) Z a, = s if and only if Z an, = 8, where s € R.

neN n=0
ProOF. Choose ¢ > 0 in R.

(1) If nli_{r;o a, = a, there exists ng € N such that v(a, —a) < eif n > ng. Then

with 77 = {1,2,...,n0} we observe that 713&\1} an = a. On the other hand,

if }Ligﬁll a, = a there exists a finite subset 7" of N such that v(a — a,) < €

forn € T\T'. Since T" is finite, we consider ng = max7”, hence if n > ng

we have that v(a — a,) < €. Therefore lim a, = a.
n— 00

oo
(2) Suppose that Z a, = s, then there exists ng € N such that

n=0

n
v S—E CLj <€
=0

for all n > ng. With 7" = {0, 1,...,n0}, we obtain Z an = S.
neN
On the other hand, if Z a, = s there exists a finite subset T” of N such

neN
that for every finite subset 7" for which 77 C T"” C T, we have that

v <s — Z an> < €.
neT’
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Since T is finite, we observe that for m ¢ 1",

v(am) =v Z an_zan

neT'U{m} neT’
< max<{ v Z an — S ,v(s—Zan>
neT’U{m} neT’
< €.
We conclude that lir% an, = 0. From the first part of the Lemma we
ne

o0
observe lim a,, = 0. Hence the series E a, converges and it is equal to
n—oo

n=0
s, since if this were not so, we would have a contradiction with the first
part of the proof.

g

This lemma permits us to give formal proofs of some classical facts about series.

o0
PROPOSITION 1.7. Let (a;); be a sequence in R such that Zai converges in
i=0
the valuation topology of R, then for every bijection o of N we have that

Z a; = Z aa(i).
=0 =0

PROOF. Let o be a permutation of N. We consider T'= {o () : i € N} and we
have that 7" = N. Hence

oo 0
Zag(i) = Zan = Zan = Zan.
=0 n=0

neT neN
Il

LEMMA 1.8. Let T be a countable set and {a, : n € T} a subset of R. Hence
li =03 j jsts.
lim a,, 0 if and only if ;an exists

PROOF. Suppose that hnﬁ; an, = 0. Since T is a numerable set, there exists a
ne

surjective map o : N — T'. For each i € N, let b; := a4 (;). Then

lim a,, = lima,¢;y = limb; =0
neT ™ gen W T ien ’

and by Lemma 1.6 we conclude

Y an = oy =Y o@ = Y bi
neT 1€EN =0 =0

On the other hand, let us suppose that s = E ap exists in R. Let € > 0 in R,

neT
then there exists a finite subset 7" of T such that for every finite subset 7" of T
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that contains 7" we have that v (s — Z an> < e. If we consider m ¢ T,
neT"

v(am) = wv|s-— Z an—s—i-Zan

neT’U{am} neT’

< max< v | s— Z an, ,v(s—Zan)

neT'U{am }
<e.

Hence lim a,, = 0. Il
neT

PROPOSITION 1.9. Let {ay,y, : m,n € N} be a subset of R such that im ay,, =
n—oo

0 for every m € N and lim a,,, = 0 uniformly in n. Then,
— 00

m
o0 oo o0 o0
E amn - E E am’n - E E amn.
(m,n)eNxXN n=0m=0 m=0n=0

PROOF. Let € > 0 in R. Since lim a,,, = 0 uniformly in n, we have that
m—r o0

there exists N € N such that v(am,) < € if m > N and for all n € N. Therefore

by considering T' = {(m,n) : m,n < N}, we have that ( li)mN o dmn = 0. By the
m,n)eNX

previous lemma E A, €XiSts in R.
(m,n)eNxXN

We now prove the second part of the proposition. As Z amn = s for some
(m,n)eENxXN
s € R, there exists a finite subset 7" of N x N such that

v|s— E Amn | <€

(mn)eT”
for any finite subset T of N x N that contains 7”. Choose
mo = max{m : (m,n) € T'},
no = max{n: (m,n) € T'}.
We observe that

(_sz): Y o] <

m=0n=0 (m,n)GQ

if p, ¢ > max{mg, no}, since @ = {(m,n): 0 <m < p, 0 <n < g} is a finite subset
containing 7T".

On the other hand, from the fact that ( li)mN Namn = 0 we can conclude that
m,n)eENX

v(amn) < €if m > Ny for some Ny € N and for all n € N. Therefore, v ( Z amn> <

m=DNg

e for all n € N.
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Hence, if N = max{ng, mo, No} and p > N we have that

<_Z§;m> :v<s_§iam_i 5 m)

m=0n=0 m=0n=0 m=0n=N+1
p N P oo
gmax{v (s— Z Zamn> , U <Z Z amn>}
m=0n=0 m=0n=N+1
<€

Therefore,

(m,n)eNXN m=0n=0
A similar argument proves that

(m,n)eNxN n=0m=0

2. Non-measurable sets in R.

In what follows we denote by I, ; an interval in R with end points a, b (a < b) of
any of the forms (a,b), [a,b], (a,b] or [a,b). The length of I = I, is I(I) := b — a.
The following definitions were introduced by K. Shamseddine and M. Berz, for more
details see [1].

DEFINITION 2.1. We shall say that A C R is measurable if for every n € N
there exist sequences of pairwise disjoint intervals {I}' : k € N} and {J}' : k € N}
subsets of R such that

UmcaclJn,
k=0 k=0
the series Y po o [(I}) and >, [(J}') converge in R, and
U =D I < dr
k=0 k=0

PROPOSITION 2.2. If{I} : k € N} y {Jx : k € N} are sequences of pairwise
disjoint intervals in R such that

U Jr C U I,
k=0 k=0
and both series > oo l(I;) and Y oo o 1(Jx) converge in R, then

D UTR) £ UIE).
k=0 k=0

PRroOOF. Let m € N. Without loss of generality J;, Jo, J3,... are not empty.

Since . -
U Jk C U Ik,
k=0 k=0
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each Ji is properly contained in (J;- . Therefore for each k = 0,...,m there
exist a subsequence of intervals (Iy,); such that Jp NI, # 0 and Jp NI, = O if
n # kj. Therefore Ji = (J;cn(Ix; N Jk), and all the intervals (I, N Jy) are pairwise
disjoint for different values of j.

We assume now that each interval Iy, N Jy is of the form I(ag,,bx;), Jr = I(a,b),
ap, = a and by, = b. As Jj, = UjeN(ij N Ji), for each Iy, N Jy = I(ax,, bx,) there
exists an interval I, N Jx = I(ay,,by,) such that by, = ax,. We reorder the terms

1

of the series Z I(Ir, N Ji) (which is convergent) by defining the map o : N — N
j=0

in the following way: Iko(l) = Iy, Ika(Q) = I, Ika@,) NJg = Ikt NJ, = I(akt, bkt)

where ag, = by, I, ,, N Jk = Ix, N Jx = I(a,,by,) with by, = a2, and so on. By

Proposition 1.7, we have that

S UIy, 0Tk =D U, N k).
- =

On the other hand,

STy N ) =Y Wy, V) =Y Wk oy V) + D Uk 500y N )
§=0 §=0 §=0 §=0

But Zl Ika@ )ﬁJk) converges to —a and Zl I,
Jj=0 7=0

22541, (1Jk) converges to b. Hence

> Uk, 0 k) = (b—a) = 1(Jy).

The intervals .Jj, are pairwise disjoint, therefore {(Ix, N Jy): j € N, 0 <k < m} is
a family of intervals pairwise disjoint By the Proposition 1.7

izuk ZZlIk N Ji) <Zzzk
k=0

k=0 5=0

Since m is arbitrary, this ends the proof. O

The facts in the following lemma have been taken from the work of K. Shamseddine
and M. Berz; see [1]. I have included here the details of the proof since they will
be needed for the main theorem.

LEMMA 2.3. Let A be a measurable set, then for all n € N there exist sequences
{I}} : k € N} and {J}} : k € N} of intervals in R, pairwise disjoint, such that

(1) N N
Umcaclynw
k=0 k=0

(2) the series Y oo o L(I) and > po o U(J}) converge in R,
(3)

il([k il ) < d".
k=0 k=0
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(4) And ifn>1
o0 o0 o0 o
UntclUmcacmclUn
k=0 k=0 k=0 k=0
PROOF. By induction on n. Clearly the case n = 1 is true by the definition of

measurability.

Now suppose that for n = 1,..., N there exist sequences {I} : k € N} and {J} :
k € N} of intervals in R pairwise disjoint such that

oo oo oo o0
Usic..cUWcacUWc...cy,
k=0 k=0 k=0 k=0

the series > 2o o I(I}) and Y oo o I(J}*) converge in R, and

Sy =S I < d
k=0 k=0

By definition of measurability there are sequences {I; : k € N} and {J; : k € N}
of pairwise disjoint intervals in R such that

G J, CAC G Iy,
k=0 k=0

the series >~ (1) and >, I(Jx) converge in R, and

il([k) — il(Jk) < dN Tt
k=0 k=0

The sequences (I1,); and (I}Y);, will be used to construct (I *');. Notice that we
can assume, without loss of generality, that for every k € N

INNA#0 vy L,nA#0.

Now, we fix k£ € N and subdivide I} into pairwise disjoint intervals. Clearly there
exist a subsequence {k;}; such that I N Ié\; # 0 and I, N IN =0 if m # k;. For
k,j € N we define the intervals

I j =11 N Ig.

Notice that {I;; : k,j € N} is a countable family of intervals pairwise disjoint,
that I(Ir,;) < [(Ix;) — 0 when j — oo (since klim [(I) = 0), and that [(I} ;) <
—00
[(I;) — 0 when k — oo uniformly in j. Hence by Proposition 1.9, we have that the
series z [(Ik,;) exists and
(k,j)ENXN

S ) = 3 M) = 33 i),

(k,j)ENXN k=0 j=0 §=0 k=0
Let 0 : N — N x N be a bijective map, then this last series can be written as

oo

Yo W) =D Wow) Z Lo (k)

(k,j)ENXN keN k=0
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Define INJr := I (1), then we have
ACUINJrl UIkJCUIk
k=0 k,jeEN

which is the needed result. In addition,

ACUIN+1 UIkJCUIk

k.jeN

Now we construct the sequence (J' t1)y.
Let us define the following sets.

Ay = {Jy : TN C J, for some m € N},
Ay = {JN : J, € JY for some k € N},
Ag:={Jp: Jy € Ay, and for some m €N, J,NJY # 0 and J, ¢ JY },
Ay :={JN . JN & Ay, and for some k € N, J, N JN # 0 and JY ¢ J, 1,
As = {Jp: JeNJN =0 for all m € N},
Ag = {JN . TN JN =0 for all k € N}.
Suppose that I € Asz. Since (Ji)r and (J}), are sequences of intervals pairwise
disjoint, I cannot be a proper subset of any interval J,ﬁv or Ji; the same is true for

J € A4. In addition, any interval properly contained in A; U A3z can only intersect
at most two intervals in As U Ay, and reciprocally.

Therefore, defining for I € A; U As
Pr = {IHJ/Z J e AQUA4}

and for J € Ay U Ay
Qj:= {Jﬂ[ll I/€A1UA3}
we have that both sets of intervals have cardinality less than or equal to 2.

By definition of Py, Q5 and A;
(1)

( U (I\UPI))U< U UPI>U< U (J\UQJ)>U< U UQJ)UA5UA6

IcA{UA3 I€A1UA3 JEAQUA4 JGAQUA4
is a countable set of pairwise disjoint intervals.

We enumerate the sets in (1) as follows

< U (I\UPI)) = (Jk,1,1))k

IGAlUA3

U UPr = (Jk,1,2) )k
I€eAUAS

( (J\UQy) ) (T 1)k
IGAQUA4
(

U UQy = (J{f1.2))k

JEASUA,
A5 = {J(k’g) 1 ke N}

This is a free offprint provided to the author by the publisher. Copyright restrictions may apply.



172 HECTOR M. MORENO

Define the sequence (J,iV'H)k as follows: Jﬁk+ = J(hl,l), Jorv1 = Jk,2,1), Jokt2 =
.](/ﬁg), J6k:+3 = J(]Z,l,l)’ J6k:+4 = J(JZJ’Q) and Jekts = J(JXQ) where k € N. Clearly

UclYr ca
k=0 k=0
INJrl)

In order to study convergence of the sequence of lengths of the intervals (I},
we first enumerate the intervals in the sets A7 U A3 and A5 U Ay as follows

A1UA3={J(k1)2 kEN}

The lengths of the intervals contained in UPI and [ \ UP; are less than or equal to

I(I), the same applies with the intervals contained in UQ ; and I\ UQ ;. Remember

now that lim I(J;) = 0 and lim I(J{) = 0 for i = 1,2, then lim (Jiriy) =
k—oc0 k—o0 k—s00 ’

. N o
kli)n;ol(J(k’i)) =0 and

k>

1. — 1' —
Jim 1(Jga) = (g .2) =0,

. N T N —
klggol(J(kle)) = klggol('](k,lg)) = 0.

Therefore lim I(J) ') =0, and the series Z I(JNT) converges.

k—o0
k=0

On the other hand, U Ji C U JNT Zl(Jk) < Zl(J,ﬁVH) and
k=0 k=0 k=0 k=0

o0

iZ( iz TV <y (1) - izuk) < dN L,

k=0 k=0 k=0
Therefore,

0< izu,ﬁv“) — iZ(J,ﬁV“) = izu{jﬂ) =) I(I) + izuk = T
k=0 k=0 k=0
< izu,?“) — izuk) + dNt
k=0 k=0

But we had already concluded that U Nt c U I); and Zl(IéVH) < Zl(]k)

k=0 k=0 k=0 =0
Hence,

0 <> UINTY) =Y UL < U =D 1) AN < dV
k=0 k=0 k=0 k=0

<0

This completes the proof of the lemma. O

While Lemma 2.3 asserts the existence of particular sequences (I}'), and (J}')k
which satisfy (1), (2), (3) and (4), the next lemma deals with any pair of sequences
which satisfy only the definition of measurability of A.
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LEMMA 2.4. Let A be a measurable set and, for every n € N we consider
{17 + k € N}, {J : k € N} collections of intervals as in the definition of

measurability. Then (Zl([};)) and (ZZ(J,?)) are Cauchy sequences in R;
n k=0 n

k=0
therefore, they converge in R. Then both

Jggbgg%l(lk) and J{E;)gg%l(Jk).

exist, and they are equal.

PrROOF. We maintain the notation of the definition of a measurable set. Using
the proof of the previous lemma, we can build sequences {Z}} : k € N} and {J} :
k € N} of intervals in R, pairwise disjoint, such that

ong - gﬁﬂ cacUnrcUz.

k=0 k=0

the series E [(Z}}) and Z I(J) converge in R,
k=0 k=0

MU =D T < dn,
k=0 k=0
and
(2) UmclUamcacJpc U It
k=0 k=0 k=0 k=0

Let n,j € N and notice that

D UL =D UT| = DU = Y U+ Y UTET) = Y Uy

keN keN keN keN keN keN
<N U@ =S uTEI| + S ugr ) - S up) -
keN keN keN keN

But for every n € N
UmclagtcacYmpt c|J 1,
kEN keN keN kEN

therefore by Proposition 2.2,

SUT) =D U < D@ =D U+ Do UTE) = Iy
keN keN keN keN keN keN
=D UL = U =D UTT) D U
keN keN keN keN
<UL =D UTET) =D UT 4D U
keN keN keN keN

< d"I 4 < 2dn,
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whence (Z l(I,?)) is a Cauchy sequence in R. In a similar way we can prove
keN "

(Z l(];f)) is a Cauchy sequence in R.

keEN n
Now, let n,j € N, then

DU =Y oUR)

STy =S Ug 1y = Sy

keN keN keN keN keN keN
= DM = Y JUTT) A YU = D JUTE) + Y UTE) = Y II)
keN kEN keN keN kEN kEN
<IDULT) =D UTTD|+ D UTE) =D UTO| + D UTE) = DU
kEN kEN kEN kEN kEN kEN
But, for every n € N
UmmclUamcacmeyn
keN keN keN keN

and by Proposition 2.2 we can conclude

0< Y UL =Y UF) <D UL =D Uy <dmt

keN keN keN keN

0< Y UL =D UTH) <Y UL =D W) <d”
kEN kEN keEN kEN
Therefore,

DU = o u)

keN keN

Since (Z l(j,f)) is a Cauchy sequence, we obtain that (Z l(I,?)) is also a
keN n keN "
Cauchy sequence in R. As R is complete in the order topology, this sequence is

<d"t +d" +

DUTT) =D UT)

keN keN

convergent. In a similar way the convergence of <Z I(J}) ]| can be established.
keN n

On the other hand, we have that for every n € N
0< > UIP) =D UJTp) < dm,
k=0 k=0

therefore if n — oo we observe that lim Z I(I;)) — lim Z I(J;) =0. O
k=0 k=0

n—oo n— o0

With the notations introduced in the previous definition let us consider the map
p:A— RTU{0} defined by

p(A) == nlggol;)l(fk) = nlggo;l(‘]k%

where A is the class of measurable sets in R.
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Supose that for every n € N there exist other sequences of intervals {I}', : k € N}
and {J!; : k € N} that satisfy the conditions in the definition of a measurable set
but

lim kZ_Oluk) # lim ;luk,l).

o o0
Without loss of generality we can suppose that nh_}rréo kZ_OZ(Jk) < nh_}rrgo ];)Z(Jk,l),

then there exists N € N such that Z I(Jy) < Z [(Ji1) for all n > N. We observe
k=0 k=0

oo oo
that U Ji1 C U I, and by Proposition 2.2 we have that
k=0 k=0

0D IIF) =D IR <
k=0 k=0

I(I7) =) 1) < d™ for every n > N.
k=0 k=0
Hence nh_)rrgo Zl(]k) = nli_)H;oZ I(Ji 1), which contradicts nli_)n;()Z I(Jy) # nh_)ngo Z U 1)
k=0 k=0 k=0 k=0
Thus
p(A) = tim S IR = lim S U,
k=0 k=0
and pu(A) is well defined.

DEFINITION 2.5. For any measurable set A we shall call u(A) the measure of
A.

The map g satisfies the following properties.
(1) p(I)=1(1) for all I = I,.
(2) If {E,}32, is a sequence of intervals in R pairwise disjoint, [(Ey) € R
o

and Z [(Ey) converges in R, then
k=0

It <G Ek) = il(Ek)-
k=0 k=0

Thus the notion of measurability and the definition of x only depends on
the order of R.

(3) p is translation invariant on the family of intervals I, of R. Hence, if A
is measurable then the same holds for A + X\ and p(A) = pu(A + A) for all
AeER.
Now we can prove our main theorem.
THEOREM 2.6. For every § > 0 in R the ball
By(d) ={z e R : v(x) <}

is not measurable. In particular, the unit ball By(1) is not measurable.
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PROOF. Let 6 > 0 in R. Suppose that By(d) is measurable, then by definition of
measurability and Lemma 2.4, for every n € N there exist a sequence of intervals
pairwise disjoint {J}' : k£ € N} in R such that

U 71 € Bo(d),
k=0

o
the series E [(J}}) converges, and
k=0

p(Bo(8)) = > () < d".
k=0

Since the sequence (d"),, converges to 0, there exists Ny € N such that v(d™) < ¢
for all n > Ny. Let us fix n € N such that n > Ny, and we observe

Jpc | J i € Bo(o)
k=0
for every k € N, which implies that

v (Zzu,;u) < max{v({(JP)): k> 0} <é.
k=0

Therefore,

o((Bo())) < max { (M(Bo(5)) S zu,?)) o <Z zu,’:)) } < max{u(d"), 5}.
k=0 k=0

It follows that v(u(By(d))) < d, and hence u(By(d)) € B

a € By(6) and € > 0 in R with v(e) < 4,

I(CL, a+ ,u(Bo(é)) C I(CL, a—+ H(Bo((;)) + 6) C Bo(é)

0(6). Therefore for all

Hence
[(I(a, a+p(Bo(0))) = n(Bo(d)) < u(Bo(6))+e = U(I(a,a+u(Bo(d))+€)) < u(Bo(d)),

that is, p(Bo(0)) < u(Bo(0)). But that is not possible in (R, <).
Therefore the ball By(d) cannot be measured. O

THEOREM 2.7. Every interval I, in R contains a non-empty convex subset C'
that is not measurable.

PROOF. Let us consider xy € I, (arbitrary) and € € R such that 0 < € <
min{|z¢ — al, |b — z¢|}. The compatibility of v with the order of R assures that for
all g € R such that 0 < g < v(e) we have that B, (g) C I,. By the strong triangle
inequality By, (g) is a convex subset (see [3], Definition 1.4.2 and Proposition 1.4.3).
Now, if B, (d) were measurable, then so is —z¢+ By, (0) = By (0), which contradicts
the main theorem. d

As R is an ordered complete field, each interval I, ; contains infinitely many num-
bers xg different from a and b. This entails the following corollary.

COROLLARY 2.8. Fwvery interval I, contains an infinitude of convex subsets
that are not measurable in K.
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