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Resumen
Sean ϕ : X → P1 un 
ubrimiento de grado m y ψ : Y → X un 
ubrimiento de grado n,de las super�
ies de Riemann 
ompa
tas X e Y . El grupo de monodromía M(ϕ ◦ ψ)del 
ubrimiento fa
torizado ϕ ◦ ψ es el grupo aso
iado a la Clausura de Galois de laextensión de 
uerpos de fun
iones meromorfas M(Y) sobre M(P1).En este trabajo presentaremos resultados sobre el grupo de monodromía del 
ubrimientofa
torizado dado por ϕ : X → P1 un 
ubrimiento simple de grado m y ψ : Y → X un 
u-brimiento Galois no rami�
ado de grado n, 
on grupo de Galois abeliano. Determinaremosla estru
tura del grupo M(ϕ ◦ ψ) utilizando resultados sobre la existen
ia de fun
io-nes meromorfas en Y 
on monodromía lo
al dada por involu
iones que son produ
to de ntransposi
iones, estable
iendo un sistema natural de generadores para el grupo M(ϕ◦ψ).Además, mostraremos la existen
ia de super�
ies de Riemann 
on grupo de monodromía
M(ϕ ◦ ψ) ∼= (Zn1 × Zn2 × · · · × Znr)

m−1 ⋊ Sm, 
uando g(X ) ≥ r y (n1, n2, ..., nr) es eltipo del grupo abeliano del 
ubrimiento ψ : Y → X .Abordaremos este problema desde un punto de vista grupo-teóri
o y se usarán resultados
ono
idos a
er
a de grupos, monodromía y 
ubrimientos.

1





Introdu

ión
Sea X una super�
ie de Riemann 
ompa
ta de género g(X ) y ϕ : X → P1 un 
ubrimientode grado m. El grupo de monodromía M(ϕ) del 
ubrimiento es el grupo aso
iado a laClausura de Galois de la extensión de 
uerpos de fun
iones meromorfas M(X )/M(P1).Una propiedad elemental del grupo M(ϕ) es que tiene una representa
ión natural 
omosubgrupo transitivo del grupo simétri
o Sm y su determina
ión, en general, no es unproblema de fá
il solu
ión.Varios autores han estudiado el problema de determinar la estru
tura del grupoM(ϕ) 
on-siderando distintas propiedades del 
ubrimiento ϕ. Aspe
tos importantes y que dan ini
ioa un estudio sistemáti
o de este problema, fueron 
onsiderados por O. Zariski [Zar78℄.En [MV04℄ se estudian problemas rela
ionados, 
onsiderando ϕ un 
ubrimiento simple, esde
ir la �bra ϕ−1(p) sobre 
ada punto rama p ∈ P1 
onsiste exa
tamente de m−1 puntosdistintos. En este 
aso se prueba que el grupo M(ϕ) es isomorfo a Sm y es generado geo-métri
amente por transposi
iones. Re
ípro
amente, se puede probar que si m > g(X )+1,enton
es existe un 
ubrimiento simple f de grado m, 
on estoM(f) el grupo de monodro-mía de f es isomorfo a Sm. Algunos autores han estudiado problemas equivalentes paraotros grupos o familias de grupos, referen
ias para este problema y similares son [Izq95℄,[Zar78℄, [GN95℄, [GS07℄, [AP05℄, [AH10℄ , [MV04℄.Consideremos ahora Y una super�
ie de Riemann 
ompa
ta de género g(Y) y
ψ : Y → X un 
ubrimiento de grado n. Di�
ultad equivalente a la situa
ión des
ritaanteriormente tiene el problema de determinar M(ϕ ◦ ψ) : el grupo de monodromíadel 
ubrimiento fa
torizado ϕ ◦ ψ : Y → P1. De esta forma, es de interés determinar laestru
tura geométri
a del grupo M(ϕ ◦ ψ) a partir de propiedades de los 
ubrimientos
ϕ y ψ. Problemas de esta naturaleza han sido 
onsiderado por varios autores, algunasreferen
ias para este tipo de problemas son [Re
94℄, [DDH89℄, [Fri89℄, [Vet07℄, [Kan06℄,[ACR10℄ .Probablemente la situa
ión más estudiada para un 
ubrimiento 
ompuesto ϕ ◦ ψ es el
aso 
uando n = 2 y ψ : Y → X es no rami�
ado. Los resultados en esta dire

iónin
luyen estudios sistemáti
os de grupos de Weyl de tipo WBn y WDn, ver [Suz82℄.3



4 Introdu

iónEn [BF86℄ Biggers-Fried, 
omenzando 
on ϕ un 
ubrimiento simple de grado m, estudianel grupo de monodromía del 
ubrimiento fa
torizado ϕ ◦ ψ donde ψ : Y → X es un
ubrimiento Galois no rami�
ado. En este 
aso se tiene que
M(ϕ ◦ ψ) =

〈
g1, g2, · · · gr :

r∏

i=1

gi = 1, R

〉
,donde R representa las rela
iones apropiadas en el grupo, g2i = 1 y r = 2(g(X )+m−1).Bajo la hipótesis adi
ional ψ : Y → X 
on grupo de Galois 
í
li
o isomorfo a Zn, Biggers-Fried prueban que M(ϕ ◦ ψ) es isomorfo al produ
to semidire
to Zm−1

n ⋊ Sm.Nuestro interés es generalizar los resultados 
itados anteriormente, para este propósitoen este trabajo estudiaremos 
ubrimientos fa
torizados Y
ψ

−−→ X
ϕ

−−→ P1 donde
ϕ : X → P1 es un 
ubrimiento simple de gradom y ψ : Y → X es un 
ubrimiento Galoisno rami�
ado de grado n 
on grupo de Galois abeliano. Determinaremos la estru
turadel grupo de monodromía M(ϕ ◦ ψ) y un sistema natural de generadores geómetri
os,representando naturalmente el grupo M(ϕ ◦ ψ) 
omo subgrupo transitivo de Smn.Abordaremos este problema desde un punto de vista grupo-teóri
o.El trabajo está estru
turado de la siguiente forma: Los dos primeros 
apítulos están dedi-
ados a presentar de�ni
iones bási
as y resultados 
ono
idos que se usarán en el desarrollode este trabajo.Los 
apítulos restantes están dedi
ados a la presenta
ión de los resultados obtenidos en eltrans
urso de está investiga
ión. En el 
apítulo 3 presentamos los resultados de teoría degrupos que podemos obtener del 
ubrimiento estudiado, espe
ialmente se estudia el 
ubri-miento ψ : Y → X no rami�
ado y sus impli
a
iones en la naturaleza de los generadoresdel grupo de monodromía. En el 
apítulo 4 se presenta el resultado fundamental de lainvestiga
ión, esto es, presentamos el grupo de monodromía del 
ubrimiento fa
torizado
Y

ψ
−−→ X

ϕ
−−→ P1. Finalmente en el 
apítulo 5, se da una realiza
ión del grupo demonodromía 
omo subgrupo de Smn generado por elementos de orden 2 que son produ
tode n transposi
iones y se muestra la existen
ia de Super�
ies de Riemann 
on este grupode monodromía.Finalmente en los apéndi
es, se presentan ejemplos 
on
retos de la realiza
ión del grupo deGaloisM(ϕ◦ψ) para valores espe
í�
os de n ym. Además se in
luyen dos demostra
iones,la primera de que M(ϕ ◦ ψ) 
ontiene un subgrupo propio 
on sus mismas propiedadesgeométri
as y la segunda es la prueba del teorema 5.3.1.



Capı́tulo 1PreliminaresA 
ontinua
ión presentaremos de�ni
iones, propiedades y algunos resultados generalesusados en el desarrollo de los 
apítulos posteriores.1.1. Super�
ies de RiemannComenzaremos esta se

ión 
on una de�ni
ión ampliamente 
ono
ida:De�ni
ión 1.1.1. Una Super�
ie de Riemann Z es un espa
io topológi
o Hausdor�,
onexo tal que existe una 
ole

ión (Uα, φα)α∈A llamadas 
artas, que satisfa
e:(a) Uα es abierto en Z para todo α, ⋃
α∈A

Uα = Z(b) φα : Uα → V ⊆ C, V abierto, es un homeomor�smo(
) φβ ◦ φα−1 : φα(Uα
⋂
Uβ) → φβ(Uα

⋂
Uβ) es analíti
a siempre que Uα⋂Uβ 6= ∅.Es de
ir, una super�
ie de Riemann es una variedad analíti
a 
ompleja de dimensión 1.Los ejemplos más 
ono
idos de super�
ies de Riemann son:1. abiertos del plano 
omplejo son super�
ies de Riemann, parti
ularmente el plano
omplejo es una super�
ie de Riemann.2. La esfera de Riemann Ĉ = C ∪∞, 
on las 
artas:

φ1 : C → C

z 7→ z
,
φ2 : Ĉ \ 0 → C

z 7→ 1
z3. La 
urva suave afín:

Z = {(s, t) ∈ C2 : f(s, t) = 0},5



6 Capítulo 1. Preliminaresdonde f es un polinomio irredu
ible y no singular, es de
ir, no existe una solu
ión
omún para el sistema:
f(s, t) =

∂f

∂s
(s, t) =

∂f

∂t
(s, t) = 0,es una super�
ie de Riemann. De he
ho las 
arta aquí se de�nen usando el teoremade la fun
ión implí
ita así: Dado p = (s0, t0) ∈ Z , enton
es si ∂f(p)

∂t
6= 0, por elteorema de la fun
ión implí
ita, existe una fun
ión holomorfa h(s) tal que en unave
indad U de p, Z es el grá�
o de t = h(s), de esta forma πs : U → V ⊆ C de�nidapor πs((s, t)) = s, 
on inversa π−1

s : V → U , de�nida por π−1
s (z) = (z, h(z)) , nosda una 
arta 
ompleja en Z . Si es ∂f(p)

∂s
6= 0 pro
edemos de la misma forma 
onla otra proye

ión. Ahora, dado que el polinomio es no singular, al menos una delas derivadas es no nula en 
ada punto de Z , luego el dominio de las 
artas 
ubrea Z . No es difí
il ver que las 
artas son 
ompatibles puesto que si ambas 
artas seobtienen usando la proye

ión πs, o la proye

ión πt, la 
omposi
ión de la inversade una 
on la otra nos da la identidad, que es holomorfa. Enton
es asumamos queuna 
arta se obtuvo por la proye

ión πs y la otra por πt. Sea p = (s0, t0) un puntode su dominio 
omún U , si asumimos que 
er
a de p, Z es lo
almente de la forma

t = h(s) para alguna fun
ión holomorfa h. Enton
es en πs(U) 
er
a de s0, la inversade πs, envía a z en (z, h(z)). Así la 
omposi
ión πt ◦ π−1
s envía z a h(z), la 
ual esholomorfa. Así, las 
artas son 
ompatibles y dan estru
tura 
ompleja a Z. De otrolado Z es Hausdor�, 
omo subespa
io de C2, además por un resultado 
ono
ido,no fá
il de probar, dado que f es irredu
ible, se tiene que Z es 
onexo, es de
ir

Z es una super�
ie de Riemann.En este trabajo se men
ionarán resultados generales de super�
ies de Riemann, aunquenuestro interés está en las super�
ies de Riemann 
ompa
tas. Notemos que una super�-
ie 
ompa
ta puede 
ubrirse por un número �nito de abiertos homeomorfos a dis
os de
R2, luego tiene una base numerable de abiertos. Esto impli
a, entre otras 
osas, que esmetrizable.A 
ontinua
ión men
ionaremos algunos 
on
eptos importantes de las fun
iones de�nidasentre super�
ies de Riemann:En lo que sigue Z1 y Z2 son super�
ies de Riemann.De�ni
ión 1.1.2. Una fun
ión f : Z1 → Z2 es holomorfa en p ∈ Z1 si y sólo siexisten 
artas φ1 : U1 → V1 en Z1, 
on p ∈ U1 y φ2 : U2 → V2 en Z2, 
on f(p) ∈ U2 talque la 
omposi
ión φ2 ◦ f ◦ φ1

−1 es holomorfa en φ1(p). Diremos que f es holomorfa sies holomorfa en Z1.De�ni
ión 1.1.3. Un Isomor�smo (o Biholomor�smo) entre super�
ies de Riemann esuna fun
ión holomorfa f : Z1 → Z2 la 
ual es biye
tiva, 
on inversa f−1 : Z2 → Z1holomorfa. Un isomor�smo f : Z → Z es llamado un Automor�smo de Z.



1.1. Super�
ies de Riemann 7Las propiedades bási
as de las fun
iones entre super�
ies de Riemann se dedu
en fá
il-mente del siguiente teorema:Teorema 1.1.1. Sea f : Z1 → Z2 una fun
ión holomorfa no 
onstante entre super�
iesde Riemann y sea p ∈ Z1 Enton
es existen 
artas φ1 : U1 → V1 ⊆ C 
on p ∈ U1 y
φ2 : U2 → V2 ⊆ C 
on f(p) ∈ U2 de modo que f(U1) ⊂ U2, φ1(p) = φ2(f(p)) = 0 y paratodo z ∈ φ1(U1) se 
umple (φ2 ◦ f ◦ φ1

−1) = zk, para 
ierto natural k.Demostra
ión. Componiendo dos 
artas 
on trasla
iones apropiadas, se puede suponerque φ1(p) = φ2(f(p)) = 0. Restringiendo φ1 se puede ha
er que f(U1) ⊂ U2 . Sea
H = φ2 ◦ f ◦ φ1

−1, H es una fun
ión holomorfa no 
onstante en φ(U1) tal que H(0) = 0,luego existe un k tal que H(z) = zkg(z), donde g es una fun
ión holomorfa en 0 talque g(0) 6= 0. Restringiendo φ1 de nuevo se puede suponer que g no se anule en φ1(U1).Tomando una rama uniforme de la raíz k-ésima en un entorno de g(0) (y restringiendoaun más φ1 si es ne
esario) 
onstruimos una fun
ión holomorfa h : φ1(U1) → C tal que
h(z)k = g(z). Así pues, H(z) = (zh(z))k. La fun
ión zh(z) tiene derivada no nula en 0,por lo que es inye
tiva en un entorno de 0. Restringiendo φ1 una vez mas se puede suponerque es inye
tiva en φ1(U1). Componiendo φ1 
on esta fun
ión se obtiene una nueva 
artasobre U1, digamos φ0, de modo que si x ∈ U1 y w = φ1(x)h(φ2(x)) ∈ φ0(U1),

φ2 ◦ f ◦ φ1
−1(w) = φ2(f(x)) = f(φ2(x)) = (φ1(x)h(φ2(x)))

k = wk.Así pues, las 
artas φ0 y φ2 
umplen lo pedido. �La fun
ión zk (
omo toda fun
ión holomorfa no 
onstante) es abierta, luego f es abiertaen un entorno de 
ada punto, luego es abierta. El número k dado por el teorema anteriorpuede 
ara
terizarse 
on independen
ia de las 
artas 
onsideradas:Para todo entorno U de p su�
ientemente pequeño existe un entorno V de f(p) de modoque todo punto en V distinto de f(p) tiene exa
tamente k preimágenes por f en U .Esto se sigue 
laramente de que la fun
ión zk tiene esta propiedad en 0. Por lo tanto, kestá 
ompletamente determinado por f y p.De�ni
ión 1.1.4. Sea f : Z1 → Z2 una fun
ión holomorfa no 
onstante entresuper�
ies de Riemann y p ∈ Z1. El número natural k que 
umple la propiedad anteriorse llama índi
e de rami�
a
ión de f en p y lo representaremos por multp(f).La fun
ión zk se anula solamente en 0, luego todo punto p ∈ Z1 tiene un entorno en elque f(z) 6= f(p). Equivalentemente, para 
ada y ∈ Z2, la �bra f−1(p) es dis
reta y, siademás suponemos que Z1 es 
ompa
to, enton
es, es �nita. La fun
ión zk tiene derivadano nula en todo punto distinto de 0, luego es lo
almente inye
tiva salvo en z = 0. Estoha
e que la fun
ión f sea lo
almente inye
tiva en todo punto de U ex
epto posiblementeen p. Así, el 
onjunto de puntos donde f no es lo
almente inye
tiva es dis
reto en Z1.Por 
ompa
idad es �nito.
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ión 1.1.5. Sea f : Z1 → Z2 una fun
ión holomorfa no 
onstante entresuper�
ies de Riemann 
ompa
tas y sea A ⊂ Z1 el 
onjunto (�nito) de puntos de
Z1 donde f no es lo
almente inye
tiva. Los puntos de B = f(A) se llaman valores derami�
a
ión de f .Observe que f es lo
almente inye
tiva alrededor de un punto p ∈ Z1 si y solo si
multp(f) = 1. El teorema siguiente re
oge la dis
usión anterior y algunos otros resultados.Teorema 1.1.2. Sea f : Z1 → Z2 una fun
ión holomorfa no 
onstante entre super�
iesde Riemann. Enton
esi) f es abierta, 
errada y sobreye
tiva.ii) Para 
ada y ∈ Z2, el 
onjunto f−1(y) es �nito.iii) Para 
ada y ∈ Z2 y 
ada abierto V que 
ontenga a f−1(y), existe un entorno abierto

U de y tal que f−1(U) ⊂ Viv) Para 
ada punto de y ∈ ( Z2 \B) existe un entorno abierto U de y tal que
f−1(U) =

n⋃

i=1

Vi,donde los 
onjuntos Vi son abiertos disjuntos en Z1 y todas las apli
a
iones
f |Vi : Vi → U son transforma
iones 
onformes.Demostra
ión.(a) Ya se men
ionó que f es abierta y por 
ompa
idad es 
errada. Por 
onsiguiente,
f( Z1 ) es abierto y 
errado en Z2, luego por 
onexión f( Z1 ) = Z2.(b) Ya se probó.(
) El 
onjunto Z1 \ V es 
errado en Z1, luego T = f( Z1 \ V ) es 
errado en Z2 yno 
ontiene a y, luego U = Z2 \ T es un entorno abierto de y que 
umple lo pedido.(d) Sea f−1(y) = x1, ..., xn, donde xi 6= xj para i 6= j. Como y es un punto de Z2 \ B,
ada xi tiene un entorno abierto Wi tal que f |Wi

es inye
tiva. Podemos tomar los Widisjuntos dos a dos. Enton
es Z1 = W1 ∪W2 ∪ ... ∪Wn es un abierto que 
ontiene a
f−1(y), luego por el item anterior existe un entorno abierto U de y tal que f−1(U) ⊂
W . Se puede suponer que U ⊂ f(Wi) para todo i. Sea Vi = Wi ∩ f

−1(U). Es 
laroque los 
onjuntos Vi 
umplen lo pedido.
�Finalmente probaremos que el número de preimágenes de los puntos de Z2 \ B es
onstante:
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ies de Riemann 9Corolario 1.1.3. Sea f : Z1 → Z2 una fun
ión holomorfa no 
onstante entresuper�
ies de Riemann 
ompa
tas. Enton
es existe un número natural n tal que 
ada punto
b ∈ Z2 \ B, tiene exa
tamente n preimágenes por f . Además, si f−1(b) = {p1, ..., pn},existe un entorno abierto U de b en Z2 y entornos abiertos disjuntos Vi en Z1 de 
ada
pi de modo que f−1(U) = V1 ∪ ... ∪ Vn y las restri

iones f |Vi : Vi → U son 
onformes.Demostra
ión.El 
onjunto Z2 \ B es 
onexo (pues si a una super�
ie 
onexa le quitamos un 
onjunto�nito de puntos no perdemos la 
onexión). Sea P(y) el número de preimágenes de y, parte(d) del teorema anterior prueba que P es lo
almente 
onstante en Z2 \B, y por 
onexiónne
esariamente P es 
onstante en Z2 \ B. El resto del teorema es 
onse
uen
ia dire
tadel teorema anterior. �De�ni
ión 1.1.6. Se llama grado de una fun
ión holomorfa no 
onstante f : Z1 → Z2entre super�
ies de Riemann 
ompa
tas, al número de preimágenes de 
ualquiera de lospuntos de Z2 \B . Este número se representa por η(f).El siguiente teorema nos da más informa
ión sobre los puntos de rami�
a
ión.Teorema 1.1.4. Sea f : Z1 → Z2 una fun
ión holomorfa no 
onstante entre super�
iesde Riemann 
ompa
tas. Para 
ada punto y ∈ Z2 se 
umple

η(f) =
∑

x∈f−1(y)

multx(f).Demostra
ión.La demostra
ión de este resultado se puede ver en [Mir95, p.47℄ �Las super�
ies de Riemann que aquí se 
onsideran son super�
ies 
ompa
tas, 
onexas yorientables (toda variedad analíti
a es orientable 
omo variedad real). La estru
tura topo-lógi
a de estas super�
ies es 
ono
ida: toda super�
ie real 
ompa
ta 
onexa y orientablees homeomorfa a una esfera 
on g asas o, equivalentemente, 
on g agujeros, o a la suma
onexa de g toros. El número g se llama género de la super�
ie, para una super�
ie W,denotamos su género por g(W) o simplemente g si no hay lugar a 
onfusión, entendien-do que la esfera es la super�
ie de género g = 0. Dos super�
ies 
ompa
tas, 
onexas yorientables son homeomorfas si y solo si tienen el mismo género. Estos resultados apare
enen los libros de topología algebrai
a, ver por ejemplo [Mas91℄.Una 
ara
teriza
ión mas operativa del género de una super�
ie viene dada en términosde triangula
iones. Re
ordemos que un triángulo T en una super�
ie Z es un homeo-mor�smo en la imagen T : △ → Z, donde △ es un triángulo usual,por ejemplo
△ = {(x, y) ∈ R2|x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1}.Las aristas y los vérti
es de T son las imágenes por T de las aristas y vérti
es de △. Si

Z es 
ompa
ta, una triangula
ión de Z es un 
onjunto �nito de triángulos en Z 
uyas
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ubran Z y de modo que dos 
ualesquiera de ellas sean disjuntas o bien tenganuna arista o un vérti
e en 
omún. Las imágenes de los triángulos se llaman 
aras de latriangula
ión. Puede probarse que toda super�
ie 
ompa
ta Z admite una triangula
ión,así 
omo que χ Z = V −A+C, donde V , A y C son respe
tivamente el número de vérti
es,aristas y 
aras de una triangula
ión dada, no depende de la triangula
ión 
on la que se
al
ula, sino que es un invariante 
ono
ido 
omo 
ara
terísti
a de Euler de Z. Ademássi Z es 
onexa y orientable de género g, enton
es χ Z = 2 − 2g. Así, por ejemplo, la
ara
terísti
a de Euler de la esfera es 2, mientras que la del toro es 0. Todos estos he
hosse prueban 
on relativa fa
ilidad salvo la existen
ia de triangula
iones.El siguiente resultado es de gran importan
ia en el desarrollo de este trabajo:Teorema 1.1.5. (Formula de Riemann-Hurwitz) Sea f : Z1 → Z2 una fun
iónholomorfa no 
onstante entre super�
ies de Riemann 
ompa
tas. Enton
es
2g( Z1 )− 2 = 2η(f)(g( Z2 )− 1) +

∑

p∈ Z1

(multp(f)− 1)donde g( Z1 ) y g( Z2 ) denotan el género de Z1 y Z2 respe
tivamente.Terminaremos esta se

ión 
on algunas de�ni
iones sobre fun
iones espe
iales entre su-per�
ies de Riemann:De�ni
ión 1.1.7. Un 
ubrimiento (suave) de Z es una fun
ión 
ontinua, sobreye
tiva
f : U → Z tal que para 
ada v ∈ Z existe un abierto W , v ∈ W tal que f−1(W ) esunion disjunta de 
onjuntos abiertos Ui 
on f |Ui : Ui →W un homeomor�smo.De�ni
ión 1.1.8.(a) Un 
ubrimiento rami�
ado f : Z1 → Z2, es por de�ni
ión una fun
ión holomorfasobreye
tiva.(b) Un punto en Z1 es un punto de rami�
a
ión de f si f no es lo
almente inye
tivaen él.(
) La imagen de un punto de rami�
a
ión es un valor de rami�
a
ión de f . En este
aso, el 
onjunto de puntos de rami�
a
ión es un sub
onjunto dis
reto en Z1. Si

Z1 y Z2 son 
erradas, el 
onjunto de valores de rami�
a
ión es �nito. Observe que
f : Z1 → f−1(B) → V \ BP es un 
ubrimiento holomorfo, donde BP ⊂ V es el
onjunto de valores de rami�
a
ión de f , de grado �nito.El 
ubrimiento rami�
ado puede ser des
rito en 
ada punto de rami�
a
ión según lasiguiente de�ni
ión:De�ni
ión 1.1.9. Sea f : Z1 → Z2 un 
ubrimiento rami�
ado, B el 
onjunto devalores de rami�
a
ión, para b ∈ B 
onsideramos su �bra f−1(b) = {q1, q2, ..., qs} ⊂ Z1 ,la estru
tura 
í
li
a de f en b es una s-tupla (n1, n2, . . . , ns) donde ni es el índi
e derami�
a
ión de f en qi. Esto es, f es ni : 1 en qi.



1.2. A

iones de Grupo en Super�
ies de Riemann 11De�ni
ión 1.1.10.Una transforma
ión de 
ubrimiento de un 
ubrimiento (suave) : Z1 → Z2 es un automor-�smo de Z1, el 
ual inter
ambia los puntos que tienen la misma proye

ión en Z2.El 
onjunto de transforma
iones de 
ubrimiento forman un grupo, 
on la 
omposi
ión defun
iones, llamado Grupo de Galois del 
ubrimiento, notado por: Gal(f : Z1 → Z2 ).De�ni
ión 1.1.11. El grupo de Galois de un 
ubrimiento es llamado transitivo si existeuna transforma
ión del grupo que lleva 
ualquier punto p1 sobre p en 
ualquier otro punto
p2 sobre p. En esta situa
ión llamamos al 
ubrimiento f : Z1 → Z2 , 
ubrimiento Galoiso 
ubrimiento regular.Observa
ión 1.1.1. Si f es un 
ubrimiento rami�
ado Galois su estru
tura 
í
li
a en unpunto rama b es una tupla 
onstante (nb, . . . , nb), donde nb es el orden del estabilizadorde los puntos en f−1(b) y el tamaño de la tupla es el índi
e. El re
ípro
o no es 
ierto.Por esta razón un 
ubrimiento de Galois es des
rito por los números nb para 
ada puntorama, ésta es llamada la signatura de el grupo.De�ni
ión 1.1.12. Un 
ubrimiento de la linea proye
tiva, f : Z → P1 es llamado simple,si para 
ada punto de P1, existen por lo menos η(f)− 1 preimágenes.Observa
ión 1.1.2. Si f : Z → P1 es un 
ubrimiento simple de grado η(f) = m, elnúmero de puntos de rami�
a
ión de f es 2g(Z) + 2m− 2.Nos interesa 
onsiderar el 
ubrimiento rami�
ado produ
ido por la a

ión de un grupo�nito en una super�
ie de Riemann Compa
ta, por esto en la siguiente se

ión trataremos
on a

iones de grupos en super�
ies de Riemann.1.2. A

iones de Grupo en Super�
ies de RiemannUno de los 
on
eptos fundamentales en este trabajo es el de a

ión de grupo, 
on el 
ual
omenzaremos esta se

ión.De�ni
ión 1.2.1. Sea G un grupo y Z una Super�
ie de Riemann. Una a

ión de Gen Z es una fun
ión G× Z → Z , denotada por (g, p) 7→ g · p la 
ual satisfa
e(a) (gh) · p = g · (h · p) para g, h ∈ G y p ∈ Z(b) e · p = p para todo p ∈ Z, donde e ∈ G es la identidad.Té
ni
amente, llamada una a

ión izquierda en Z.



12 Capítulo 1. PreliminaresNotemos que si se �ja g ∈ G, la fun
ión g : Z → Z de�nida por g(p) = g � p es unabiye

ión.Dire
tamente rela
ionados 
on la de�ni
ión de a

ión están los siguientes 
on
eptos, queson válidos aún 
uando Z sea un 
onjunto 
ualquiera.De�ni
ión 1.2.2. La Órbita de un punto p ∈ Z es el 
onjunto,
OG
p = {y ∈ Z : y = g · p para algún g ∈ G}De�ni
ión 1.2.3. El Estabilizador de un punto p ∈ Z es el subgrupo de G,

Gp = {g ∈ G : g · p = p}Observa
ión 1.2.1.(a) Los puntos en la misma órbita tienen estabilizadores 
onjugados. Esto es, para
p ∈ Z, Gg�p = g Gp g

−1.(b) Si G es un grupo �nito, enton
es |G| = |OG
p ||Gp|Para 
ada p ∈ Z se tiene un subgrupo estabilizador, nos interesa la interse

ión de todosestos subgrupos, la 
ual se de�ne a 
ontinua
ión:De�ni
ión 1.2.4. El Nú
leo de una a

ión de G en Z es el subgrupo

K = {g ∈ G : g � p = p para todo p ∈ Z}.

K =
⋂

p∈ Z

Gp =
⋂

g∈G

Gg
pObserva
ión 1.2.2.(a) El Nú
leo es un subgrupo normal de G.(b) El grupo 
o
iente G/K a
túa en Z 
on Nú
leo trivial y 
on órbitas idénti
as a lasde la a

ión de G. Este tipo de a

ión se llama A

ión Efe
tiva.Siguiendo 
on la idea de a

iones en super�
ies de Riemann. Una a

ión también puedeser Holomorfa o Continua, si para todo g ∈ G, la biye

ión g : Z → Z de�nida por

g(p) = g � p es holomorfa o 
ontinua.Las a

iones de grupo sobre super�
ies de Riemann tienen 
iertas propiedades espe
ialesque des
ribiremos a 
ontinua
ión:Proposi
ión 1.2.1. Sea G un grupo a
tuando holomorfa y efe
tivamente en una super�-
ie de Riemann, y sea p un punto arbitrario (pero �jo)de Z. Supongamos que el subgrupoestabilizador Gp es �nito. Enton
es Gp es un grupo 
í
li
o.



1.2. A

iones de Grupo en Super�
ies de Riemann 13Demostra
ión. Ver [Mir95, p. 76℄. �En parti
ular, si Z es 
ompa
ta, Aut( Z ) es �nito y en 
onse
uen
ia Gp es un grupo
í
li
o, donde p es un punto arbitrario (pero �jo) de Z.Proposi
ión 1.2.2. Sea G un grupo �nito a
tuando holomorfa y efe
tivamente en unasuper�
ie de Riemann Z. Enton
es el 
onjunto de puntos de Z 
on estabilizador notrivial es dis
reto.Así para las super�
ies de Riemann 
ompa
tas que 
onsideraremos se tendrá sólo un
onjunto �nito de puntos 
on estabilizador no trivial.Más aún, si G es un grupo �nito, el 
onjunto de todas las orbitas es una Super�
ie deRiemann, que llamaremos Super�
ie Co
iente y se denotará por ZG.No es inmediato que ZG sea una super�
ie de Riemann, por esto en lo que sigueintentaremos darle estru
tura 
ompleja al espa
io 
o
iente ZG, en
ontraremos 
artas
omplejas usando la siguiente proposi
ión:Proposi
ión 1.2.3. Sea G un grupo �nito a
tuando holomorfa y efe
tivamente en unasuper�
ie de Riemann Z. Sea p ∈ Z (�jo). Enton
es existe una ve
indad (abierta) Ude p tal que:(a) U es invariante bajo la a

ión del subgrupo estabilizador Gp, esto es g � u ∈ U paratodo g ∈ Gp y todo u ∈ U .(b) U ⋂(g � U) = ∅ para todo g /∈ Gp.(
) La fun
ión α : U Gp → ZG indu
ida por la que envía un punto de U a su órbita, esun homeomor�smo sobre un 
onjunto abierto de ZG.(d) Ningún punto de U ex
epto p queda �jo por los elementos de Gp.Demostra
ión. Ver [Mir95, p. 77℄ �Sea G un grupo �nito a
tuando holomorfa y efe
tivamente en una super�
ie de Riemann
ompa
ta Z, 
on 
o
iente ZG. Supongamos que y ∈ ZG es un punto imagen de unpunto de rami�
a
ión de la fun
ión 
o
iente π : Z → ZG. Sean x1,x1,...,xs los puntosde Z tales que π(xi) = y para i = 1, 2, ..., s, ellos pertene
en a la misma órbita bajo laa

ión de G en ZG, de tal forma que tienen subgrupos estabilizadores 
onjugados, enparti
ular 
ada subgrupo estabilizador tiene el mismo orden, digamos |Gxi| = r para todo
i. Más aún, el número s de elementos en la órbita es el índi
e del subgrupo estabilizadoren G, esto es:

s =
|G|

r



14 Capítulo 1. PreliminaresLema 1.2.1. Sea G un grupo �nito a
tuando holomorfa y efe
tivamente en una super�
iede Riemann 
ompa
ta Z, 
on fun
ión 
o
iente π : Z → ZG, enton
es para todo puntoimagen de un punto de rami�
a
ión y ∈ ZG existe un entero r ≥ 2 tal que π−1(y)
onsiste exa
tamente de |G|/r elementos de ZG, y en 
ada uno de estos puntos π tienemultipli
idad r.En este 
ontexto, el teorema 1.1.5 di
e:Corolario 1.2.1. Fórmula de Riemann-HurwitzSea G un grupo �nito a
tuando holomorfa y efe
tivamente en una super�
ie de RiemannCompa
ta Z, 
on fun
ión 
o
iente π : Z → ZG. Suponga que existen k valoresde rami�
a
ión y1, y2,...,yk en ZG y supongamos que π tiene multipli
idad ri en los
Si = | G |/ri puntos arriba de yi, enton
es

2g( Z )− 2 = | G |

[
2g( ZG )− 2 +

k∑

i=1

(1−
1

ri
)

] (1.1)Si G es un grupo de automor�smos es de la super�
ie de Riemann Z, enton
es laproye

ión natural π : Z → ZG es un 
ubrimiento rami�
ado.Sea B es el 
onjunto de valores de rami�
a
ión de π : Z → ZG , para p ∈ B
onsideramos su �bra π−1(p) = {q1, q2, ..., qs} ⊂ Z , la estru
tura 
í
li
a de π en p es unatupla (np, np, ..., np) donde np es el índi
e de rami�
a
ión de π en qi. Esto es, π es np : 1en qi.En este 
aso el 
ubrimiento π : Z → ZG puede ser 
ara
terizado por un ve
tor dedatos, que de�nimos a 
ontinua
ión:De�ni
ión 1.2.5. Sea π : Z → ZG la proye

ión 
anóni
a. El ve
tor (γ;m1, m2, ..., mr),donde γ es el género de ZG, r ≤ 2γ+2, es el número de valores de rami�
a
ión y mi, esel orden del subgrupo estabilizador, no trivial, del punto de rami�
a
ión qi, se denominave
tor de datos de rami�
a
ión (bran
hing data) o signatura de G en Z .De�ni
ión 1.2.6. Un arreglo 2 g(ZG) + r , (a1, a2, ..., aγ , b1, b2, ..., bγ , c1, c2, ..., cr) deelementos de G es llamado un Ve
tor Generador de Tipo (γ;m1, m2, ..., mr) si se satisfa
e(a) G es generado por los elementos (a1, a2, ..., aγ, b1, b2, ..., bγ , c1, c2, ..., cr);(b) orden (ci) = mi y(
) r∏
i=1

[ai, bi]
r∏
j=1

cj = 1.Observa
ión 1.2.3.(a) El ve
tor de datos de rami�
a
ión es úni
o si los mj son listados en orden node
re
iente.
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iones de Grupo en Super�
ies de Riemann 15(b) Dado que γ = 0 se presenta 
on mu
ha fre
uen
ia, por 
onvenien
ia en la nota
ión,omitimos en el ve
tor de datos de rami�
a
ión la parte 
orrespondiente a γ.Notemos que en este 
aso en el ve
tor generador no apare
en los elementos ai nilos bi.(
) También, por 
onvenien
ia en la nota
ión, usaremos abreviaturas tales 
omo (24, 32)para (2, 2, 2, 2, 3, 3).El siguiente teorema nos garantiza, bajo 
iertas 
ondi
iones, la existen
ia de una super�
iede Riemann 
on a

ión de un grupo �nito G:Teorema 1.2.2. Teorema de Existen
ia de RiemannUn grupo �nito G a
túa en la super�
ie Z , de género g , 
on ve
tor de datos derami�
a
ión ( γ; m1, m2, ..., mr) si y solo si la e
ua
ión de Riemann-Hurwitz se satisfa
e,y G tiene ve
tor generador (a1, a2, ..., aγ , b1, b2, ..., bγ , c1, c2, ..., cr).Veamos un ejemplo del uso del teorema de existen
ia:Ejemplo 1.2.1. Consideremos G = S3 = 〈a, b : a3, b2, abab 〉, bus
aremos posibilidadespara el género de una super�
ie Z, en la que a
túe S3, holomorfa y efe
tivamente. Por lafórmula 1.1. tenemos:
g( Z ) = |G|

[
g(ZG) − 1 +

1

2

(
α

(
1−

1

3

)
+ β

(
1−

1

2

))]
+ 1Si suponemos que g(ZG) = 0, y reemplazamos |G| = |S3| = 6 obtenemos:

g( Z ) = −5 + 3

(
2α

3
+
β

2

)y ahora podemos pensar en que α = 0, es de
ir que sólo hay puntos de rami�
a
ión 
onsubgrupo estabilizador de orden 2 , enton
es, para β = 4, obtenemos g( Z ) = 1, para
β = 6 obtenemos g( Z ) = 4.Para α = 1 y β = 4 tenemos g( Z ) = 3.En efe
to, en el primer 
aso podemos tomar 
omo ve
tor generador: ( ab, b, a2b, b ), en elsegundo 
aso:( ab, b, a2b, b, b, b ) y �nalmente, podemos tomar el ve
tor:( a2b, b, b, b, a ),notemos que en estos 
asos, dado que g(ZG) = 0, solo tenemos en el ve
tor generadorelementos del tipo ci , según la de�ni
ión 1.2.6. En 
ada 
aso los elementos elegidos satis-fa
en las 
ondi
iones del teorema 1.2.2. De esta forma nos asegura que existen super�
iesde géneros 1 , 4 , 3 
on a

ión, holomorfa y efe
tiva, de S3.Terminaremos el 
apítulo 
on una se

ión dedi
ada a las super�
ies 
o
ientes intermedias.
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ie Co
iente IntermediaEn esta se

ión presentaremos un resultado que nos da informa
ión sobre las super�
ies
o
ientes intermedias, es de
ir las super�
ies 
o
ientes que se produ
en 
uando pensamosen la a

ión de un subgrupo H de un grupo G que sabemos que a
túa en una super�
iede Riemann Z. Para empezar in
luiremos el 
on
epto de 
lase doble y algunos he
hosbási
os sobre las 
lases dobles.De�ni
ión 1.3.1. Sean H y K dos subgrupos de un grupo G. El 
onjunto
HxK = {hxk : h ∈ H, k ∈ K},es llamado una Clase Doble de G 
on respe
to a H y K.Proposi
ión 1.3.1. Sea G un grupo y sean H y K subgrupos de G.i) Una Clase Doble es un 
onjunto HxK = {hxk : h ∈ H, k ∈ K}.ii) Existe una úni
a 
lase doble que 
ontiene a g ∈ G , esta es HgK.iii) Las 
lases dobles son disjuntas. G es union disjunta de 
lases dobles.iv) Una 
lase doble es unión de 
lases laterales dere
has de H y de 
lases laterales iz-quierdas de K. La 
lase doble HgK 
ontiene exa
tamente |H : Kg−1

∩ H| 
lasesizquierdas de K.v) La 
ardinalidad de una 
lase doble esta dada por:
|HgK| = |K||H : Kg−1

∩H|vi) Si n es el número de 
lases dobles 
on respe
to a H y K en G. Tenemos que:
|G| = |Hg1K|+ ...+ |HgnK| = |K|(|H : Kg1−1

∩H|+ ... + |H : Kgn−1

∩H|) (1.2)Enton
es,
|G : K| =

n∑
i=1

|H : Kg−1
i ∩H|Demostra
ión. ver [Suz82, p.23℄. �El siguiente resultado 
ono
ido 
omo Lema de Cau
hy Frobenius nos permite 
ono
er elnúmero de 
lases dobles:Lema 1.3.1. El número de órbitas, |G\\X|, de un grupo �nito G a
tuando en un 
onjunto�nito X es igual al numero promedio de puntos �jos

|G\\X| =
1

|G|

∑

g∈G

|Xg|,donde Xg denota el 
onjunto de puntos �jos por g.
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ie Co
iente Intermedia 17Demostra
ión. ver [DM96, p.24℄. �Usaremos este lema, para 
al
ular |H\G/K|:Sea U ≤ G×G 
onsideremos la a

ión
U ×G → G

((a, b), g) 7→ agb−1Para apli
ar el lemma de Cau
hy-Frobenius debemos 
ono
er el número de puntos �jospor 
ada (a, b) ∈ U , (|G(a,b)|)

G(a,b) = {g ∈ G : agb−1 = g}

= {g ∈ G : a = gbg−1}De modo que:
|G(a,b)| = |{g ∈ G : a = gbg−1}|

=

{
|CG(a)| = |CG(b)|, si a y b son conjugados

0, en otro caso.Así por el lema de Cau
hy-Frobenius se tiene:
|U\\G| =

1

|U |

∑

(a,b)

|G(a,b)|

=
1

|U |

∑

(a,b):a∼b

|CG(a)|

=
1

|U |

∑

(a,b)

|CG(a) ∩ CG(b)|

|CG(a)|
|CG(a)|

=
|G|

|U |

∑

(a,b)∈U

|CG(a) ∩ CG(b)|

|CG(a)|2Si C es una 
onjunto de representantes de las 
lases de 
onjuga
ión de elementos de G,se tiene:
|U\\G| =

|G|

|U |

∑

g∈C

|(CG(g)× CG(g)) ∩ U |

|CG(g)|
.En parti
ular

H\G/K = {HgK : g ∈ G} = (H ×K)\\G,
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|H\G/K| =

|G|

|H||K|

∑

g∈C

|(CG(g) ∩H||CG(g) ∩K|

|CG(g)|
. (1.3)De�ni
ión 1.3.2. Sea Z una super�
ie de Riemann 
ompa
ta y G su grupo de au-tomor�smos. Sean p1 , p2 , ..., pr la 
ole

ión maximal de puntos de rami�
a
ión noequivalentes, respe
to a G. Para 
ada j = 1, 2, ..., r, 
onsideramos su estabilizador Gj.De�nimos la Signatura Geométri
a de G en Z 
omo la tupla:

( g(ZG) ; [m1, C1] , ... [mr, Cr] )donde g(ZG) es el género de ZG , mi es el orden del subgrupo estabilizador Gi y Ci esla 
lase de 
onjuga
ión representada por GiLa siguiente proposi
ión estable
e una fórmula para el género de los 
o
ientes intermedios:Proposi
ión 1.3.2. Sea Z una super�
ie 
on a

ión de G , 
on signatura geométri
a
Γ = ( g(ZG) ; [m1, C1] , ... [mr, Cr] )para 
ada H ≤ G, sea ZH la super�
ie 
o
iente obtenida de Z por la a

ión de Henton
es, el género de ZH esta dado por:

g( ZH ) = | G : H|(g( ZG) − 1) + 1 +
1

2

∑

Gi∈Γ

(| G : H | − | H\G/Gi |) (1.4)donde |H\G/Gi| denota el 
ardinal de un 
onjunto de representantes de la 
lases dobles.Demostra
ión. ver [Roj07℄. �Miramos en el ejemplo 1.2.1. que el grupo S3 a
túa,holomorfa y efe
tivamente, en unasuper�
ie Z de género 3, produ
iendo una super�
ie 
o
iente ZS3
de género 
ero
on ve
tor generador era ( a2b , b , b , b , a ), según la �rma (3, 24). Consideremos elsubgrupo de S3 generado por b, es de
ir H = 〈 b 〉 = {0, b}, usaremos la fórmula dadaen la proposi
ión 1.3.2. para en
ontrar el género de la super�
ie 
o
iente ZH . 
omo

g( ZS3 ) = 0, reemplazando tenemos:
g( ZH ) = 3(−1) + 1 +

1

2

∑

Gi∈Γ

(| G : H | − | H\G/Gi |)En este 
aso, G1 = 〈a〉 = {1, a, a2}, G2 = 〈a2b〉 = {1, a2b}, G3 = G4 = G5 = 〈b〉 = {1, b},además | H\G/G1 | = 1, | H\G/G2 | = 2 y | H\G/G3 | = | H\G/G4 | = | H\G/G5 | = 2.Reemplazando tenemos:
g( ZH ) = 3(−1) + 1 +

1

2
(6)así, g( ZH ) = 1.



Capı́tulo 2Representa
ión de Monodromía yCubrimientos GaloisEn este 
apítulo presentaremos algunos resultados 
ono
idos sobre la representa
ión demonodromía de un 
ubrimiento, los 
uales serán utilizados para estudiar los 
ubrimientosGalois.2.1. Grupo Fundamental y Representa
ión de Mono-dromíaDe�ni
ión 2.1.1. Sea Z una super�
ie de Riemann, q ∈ Z un punto base �jo.(a) Un Lazo 
on base en q es una fun
ión α : [0, 1] → Z tal que α(0) = α(1) = q.(b) Dos lazos α1 y α2 se llaman homotópi
os si existe una fun
ión 
ontinua
F : [0, 1] × [0, 1] → Z tal que F (0, t) = α1(t) y F (1, t) = α2(t) para todo t , y
F (s, 0) = F (s, 1) = q para todo s.La homotopía de lazos es una rela
ión de equivalen
ia en el 
onjunto de todos los loops
on base en q, esto da lugar a la de�ni
ión de Grupo Fundamental.De�ni
ión 2.1.2. El grupo fundamental de Z, 
on base en q es el 
onjunto de todas las
lases de homotopía de loops basados en q y se denota por Π1(Z, q).De�ni
ión 2.1.3. Sea f : (Y , y0) → (X , x0) un 
ubrimiento tal que f(y0) = x0. Elhomomor�smo indu
ido por p, relativo al punto base x0 es:

f∗ : Π1(Y , y0) → Π1(Y , y0)

[α] 7→ [p ◦ α].En [Mun75, p.344℄ se puede ver que p∗ es un homomor�smo inye
tivo.19



20 Capítulo 2. Representa
ión de Monodromía y Cubrimientos GaloisProposi
ión 2.1.1. Sea f : Y → X un 
ubrimiento e y0, y1 ∈ f−1(x0). Los subgrupos
f∗(Π1(Y , y0)) y f∗(Π1(Y , y1)) son 
onjugados en Π1(X , x0).Demostra
ión. Los grupos Π1(Y , y0) y Π1(Y , y1) son isomorfos. Si γ es el 
amino de y0a y1 en y, el isomor�smo es dado por [c] 7→ [γ][c][γ−1], donde [c] ∈ Π1(Y , y1). Proye
tando γa X obtenemos un 
amino 
errado que da un elemento f∗[γ] ∈ Π1(X , x0). Como todos loselementos de Π1(Y , y0) son de la forma f∗[γ]f∗[c]f∗[γ−1] para [c] ∈ Π1(Y , y1), f∗(Π1(Y, y0))y f∗(Π1(Y , y1)) son 
onjugados. �De�ni
ión 2.1.4. Un 
ubrimiento f : Y → X se llama Galois o Normal si la imagen de
Π1(Y , y0) bajo p es un subgrupo normal de Π1(X , x0).Observa
ión 2.1.1. Un 
ubrimiento es normal si y solo si ningún 
amino en X es almismo tiempo la imagen de un 
amino 
errado y un 
amino no 
errado.Proposi
ión 2.1.2. Sea X una super�
ie de Riemann, q ∈ X un punto base, enton
esexiste una 
orresponden
ia 1-1 entre le 
onjunto de 
lases de isomor�smos de 
ubrimientos
onexos f : Y → X y el 
onjunto de 
lases de 
onjuga
ión de subgrupos H ≤ Π1(X , q).

{
f : Y → X , conexos,

módulo isomorfismo

}
↔

{
Subgrupos H ≤ Π1(X , q),

módulo conjugación

}Demostra
ión. Este es un resultado ampliamente 
ono
ido y su demostra
ión se puedever en [Mir95, p.85℄. �Observemos que para f ∗
1 ∈ f−1(q) el grupo fundamental 
on punto base en él, es tal que

f∗(Π1(Y , p
∗
1)) 
orresponde al subgrupo H de Π1(X , q), esto es Π1(Y , f

∗
1 ) es isomorfo a

H . Además , podemos ver 
ada punto de Y 
omo la 
lase de equivalen
ia 
onsistente deparejas (p, C), donde p ∈ V y C es una 
urva que une a q 
on p; dos pares (p1, C1) and
(p2, C2) podrán ser identi�
ados 
omo el mismo punto en Y si p1 = p2 y C1C

−1
2 ∈ H .Teorema 2.1.1. Sean f : Y → X un 
ubrimiento, K = f∗Π1(Y , p) y F = Π1(X , q), 
on

p ∈ f−1(q). Enton
es, f es regular o Galois (esto es su grupo de Galois es transitivo) siy solo si K es un subgrupo normal de F ; en este 
aso, el grupo de transforma
iones de
ubrimiento es isomorfo a F/K.Demostra
ión. Ver [Spr57, 92℄ �La siguiente de�ni
ión es muy importante en el desarrollo de este trabajo pues nos permiteestudiar los 
ubrimientos desde el punto de vista grupo-teóri
o.De�ni
ión 2.1.5. Sea f : Y → X un 
ubrimiento 
onexo de grado d entre super�
iesde Riemann, la representa
ión de monodromía de f es el homomor�smo de grupos
ρ : Π1(X , q) → Sd 
on imagen transitiva en Sd.
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ión de Monodromía 21Para α ∈ Π1(X , q), 
onsideramos la �bra de q, f−1(q) = {p1, · · · , pn}, tenemos
ρ(σ) =


 p1 p2 . . . pd

σ̃1(1) σ̃2(1) . . . σ̃d(1)


 ,donde σ̃i(1) es el punto �nal del levantamiento de σ empezando en pi.Lema 2.1.1. Sean f : Y → X un 
ubrimiento 
onexo y ρ : Π1(X , q) → Sd su represen-ta
ión de monodromía, enton
es,i) Y 
onexo impli
a Im(ρ) es un subgrupo transitivo de Sd.ii) f∗(Π1(Y , p)) = ρ−1(S1

d−1).Demostra
ión. Probaremos la segunda parte. Considere τ ∈ Π1(Y , p1), enton
es
f(τ) ∈ f∗(Π1(Y , p1)) ≤ Π1(X , q) y f(τ) es tal que su levantamiento empezando en p1 es
errado, enton
es

ρ(f(τ)) =


 p1 p2 . . . pd

p1 pi2 . . . pid


enton
es f∗(Π1(Y , p1)) ⊆ ρ−1(S1

d−1).Por otro lado, si σ ∈ ρ−1(S1
d−1) , su levantamiento empezando en p1 es 
errado, enton
es

σ ∈ f∗(Π1(Y , p1) �Proposi
ión 2.1.3. Sean X una super�
ie de Riemann y q ∈ X un punto base. Enton
esexiste una 
orresponden
ia 1-1 entre el 
onjunto de 
lases de isomor�smos de isomor�s-mos de 
ubrimientos 
onexos f : Y → X de grado d y el 
onjunto de homomor�smo
ρ : Π1(X , q) → Sd 
on imagen transitiva bajo 
onjuga
ión en Sd.





f : Y → X , cubrimiento conexo,

de grado d

módulo isomorfismo





↔





homomorfismos

ρ : Π1(X , q) → Sd,
con imagen transitiva

módulo conjugación en Sd


Demostra
ión. Primero, aso
iamos a 
ada 
ubrimiento 
onexo �nito f : Y → X degrado d su representa
ión de monodromía, ρ : Π1(X , q) → Sd. Re
ípro
amente, dado elhomomor�smo ρ : Π1(X , q) → Sd 
on imagen transitiva, 
onsideremos el subgrupo Sd−1que �ja el 1 y el 
onjunto

H = {γ ∈ Π1(X , q) : ρ(γ) ∈ Sd−1}

H es un subgrupo de Π1(X , q) 
on |Π1(X , q) : H| = d, y de a
uerdo al proposi
ión2.1.2, existe un 
ubrimiento fρ : Yρ → X de grado d aso
iado a H ; por 
onstru

ión surepresenta
ión de monodromía es ρ. �



22 Capítulo 2. Representa
ión de Monodromía y Cubrimientos GaloisProposi
ión 2.1.4. Sean X una super�
ie de Riemann 
ompa
ta, B un sub
onjunto�nito de Y y q ∈ X \B un punto base. Enton
es existe una 
orresponden
ia 1-1 entre el
onjunto de 
lases de isomor�smos de 
ubrimientos 
onexos f : Y → X de grado d 
onpuntos rama en B y el 
onjunto de homomor�smo ρ : Π1(X \ B, q) → Sd 
on imagentransitiva bajo 
onjuga
ión en Sd.




f : Y → X , funciones holomorfas,

de grado d

con puntos rama en B

módulo isomorfismo





↔





homomorfismos

ρ : Π1(X , q) → Sd,
con imagen transitiva

módulo conjugación en Sd


Además, para todo b ∈ B, si γ es un pequeño lazo al rededor de b ∈ X \B 
on punto baseen q y si ρ(γ) tien estru
tura 
í
li
a (m1, m2, . . . , mk). Enton
es tenemos k elementos ujen la �bra de b y la 
orrespondiente fun
ión fρ tiene multipli
idad mj en uj, para 
ada j.Demostra
ión. [Mir95, p.89℄ �Corolario 2.1.2. Sean X = P1 y un sub
onjunto B = {b1, b2, . . . , bn} ∈ Y. Enton
estenemos una 
orresponden
ia 1-1 entre





f : Y → P1, funcionesholomorfas,

de grado d

con puntos rama en B

módulo isomorfismo





↔





n− tuplas

{σ1, σ2, . . . , σn} ⊂ Sd,
tales que σ1 · σ2 · . . . · σn = 1

y 〈σ1, σ2, . . . , σn〉 es transitivo en Sd
módulo conjugación en Sd



Demostra
ión. Ver [Mir95, p.92℄ �Resumiendo,Teorema 2.1.3. Sean f : Y → X un 
ubrimiento rami�
ado de grado d, B el 
onjuntode puntos rama, ρ su representa
ión de monodromía y

Γ(i) := ρ−1(S(i)
d−1) = ρ−1(S(i)

d−1 ∩ Im(ρ)), i = 1, 2, . . . , denton
es,i) Γ(i) es 
onjugado de Γ(j) para todo i, jii) Π1(Y \ f−1(B), p1) ∼= f∗(Π1(Y \ f−1(B), p1)) = Γ(1) ≤ Π1(X \B, q)iii) |Π1(X \B, q) : Γ(i)| = div) ker ρ =
⋂d
i=1 Γ

(i)
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ubrimiento 23Teorema 2.1.4. Sean f : Y → X un 
ubrimiento rami�
ado de grado d, B el 
onjuntode puntos rama, ρ su representa
ión de monodromía y
Γ(i) := ρ−1(S(i)

d−1) = ρ−1(S(i)
d−1 ∩ Im(ρ)), i = 1, 2, . . . , dLas siguientes a�rma
iones son equivalentes,i) f es Galoisii) El grupo de Galois de f a
túa transitivamente en Yiii) f∗(Π1(Y \ f−1(B), p1))✂Π1(X \B, q)iv) Γ(i) = Γ(i) para todo i, jv) ker ρ = Γ(i)vi) ker ρ = f∗(Π1(Y \ f−1(B), p1))vii) Gal(f : Y → X ) ∼= Im(ρ)2.2. Cubrimiento de Galois de un 
ubrimientoEn esta se

ión desarrollamos algunos resultados sobre 
ubrimiento de Galois de un 
u-brimiento. Este es un 
on
epto interesante y fundamental en este trabajo.De�ni
ión 2.2.1. Sean X , Y super�
ies de Riemann y f : Y → X un 
ubrimiento. La
lausura de Galois de f es un 
ubrimiento Galois, g : Z → X de menor grado posible talque existe una se
uen
ia de 
ubrimientos

Z
f̂ ′

−−−→ Y
f

−−→ X ,tal que g = f ◦ f ′.Note que módulo equivalen
ia la 
lausura de Galois es úni
a.Proposi
ión 2.2.1. Sea f : Y → X un 
ubrimiento (rami�
ado) de grado d entre super-�
ies de Riemann 
ompa
tas X ,Y. Sea ρ su representa
ión de monodromía. Enton
es, el
ubrimiento de Galois de f es el 
ubrimiento aso
iado a ker ρ.Demostra
ión. De a
uerdo a lo presentado en la proposi
ión 2.1.1 tenemos que el
ubrimiento f : Y → X 
orresponde al subgrupo ρ−1(Sd−1). Siguiendo su de�ni
ión, el
ubrimiento de Galois 
orresponde al sub-grupo maximal del 
onjunto
C = {N ≤ Π1(X \B, q), N ≤ ρ−1(Sd−1 ∩ Im(ρ))}Es 
laro que el elemento maximal de C = ∩iΓ

(i) = ρ−1(Sd−1∩Im(ρ))Π1(X\B,q) = ker(ρ). �



24 Capítulo 2. Representa
ión de Monodromía y Cubrimientos GaloisDe la proposi
ión anterior, tenemos el siguiente diagrama:
Z ker(ρ) 1

Y ρ−1(Sd−1) Sd−1

X Π1(X \B, q) Sd❄

g

✟✟✟✟✟✟✟✙

f ′

❄

✟✟✟✟✙

❄

✟✟✟✟✟✟✙

❍❍❍❍❍❍❍❥
f

❍❍❍❍❥

❍❍❍❍❍❍❥
✲ρProposi
ión 2.2.2. De a
uerdo a la situa
ión anterior, al diagrama y �jando

G = Im(ρ) ≤ Sd, enton
es:i) f ′ : Z → Y y g : Z → X son Galois.ii) X = ZGiii) Y = Z(Sd−1∩G)Demostra
ión. Estos son resultados de la teoría de 
ubrimientos, para su demostra
iónusaremos prin
ipalmente el teorema 2.1.4. Antes de 
ontinuar, notemos que g = f ◦ f ′impli
a g∗ = (f ◦ f ′)∗ = f∗ ◦ f
′
∗, de modo que g∗ : Π1(Z \ g−1(B), q2) → Π1(X \ B, p1),

f ′
∗ : Π1(Z, g

−1(B), q2) → Π1(Y \ f−1(B), p1).i) Por la proposi
ión 2.1.1 tenemos que Π1(Z \ g−1(B), q2) ∼= ker(ρ), luego
f ′
∗(Π1(Z, g

−1(B), q2))✂Π1(Y \ f−1(B), p1) yg∗(Π1(Z, g
−1(B), q2))✂Π1(X \B, q),luego f ′ : Z → Y y g : Z → X son Galois.ii)

Gal(Z → X ) =
Π1(X \B, q)

g∗(Π1(Z, g−1(B), q2)

=
Π1(X \B, q)

ker(ρ)
∼= Im(ρ) = Giii)

Gal(Z → Y) =
Π1(Y \ f−1(B), p1)

f ′
∗(Π1(Z, g−1(B), q2)

=
ρ−1(Sd−1)

ρ−1(id)
∼= Sd−1 ∩G
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�El siguiente lema estable
e una rela
ión entre el 
ubrimiento f , su representa
ión demonodromía ρ y su 
ubrimiento de Galois.Lema 2.2.1. Considere f : Y → X un 
ubrimiento (rami�
ado) de grado d entre su-per�
ies de Riemann, sea B el 
onjunto de puntos rama, q ∈ X \ B un punto base, y

ρ : Π1(X \ B, q) → Sd su representa
ión de monodromía. Enton
es, el 
ubrimiento deGalois de f tiene grupo de Galois isomorfo a Im(ρ).La última parte de esta se

ión está dedi
ada a identi�
ar aspe
tos importantes del 
u-brimiento de Galois de un 
ubrimiento f : Y → X . Para ello re
ordemos la de�ni
ión derepresenta
ión permuta
ional.De�ni
ión 2.2.2. Sea G un grupo, N ≤ G. La representa
ión permuta
ional aso
iada a
N es dada por la a

ión de G en las 
lases dere
has de N y se 
onstruye 
omo sigue:Sea Ω = {Ng1, . . . , Ngs} el 
onjunto de 
lases dere
has deN , 
on s = |G : N |; tenemos que
G a
túa en Ω por multipli
a
ión dere
ha, esto produ
e una permuta
ión de los elementosen Ω, enton
es tenemos un homomor�smo φ : G→ Ss.Un he
ho bási
o a
er
a de este homomor�smo es que el nú
leo de esta representa
ión es:

ker(φ) = {k ∈ G : Ngik = Ngi ∀ Ngi ∈ Ω}

= {k ∈ G : g−1
i kgi ∈ N ∀gi ∈ G}

=
⋂

g∈G

Ng = NGAhora, veremos 
omo se ve el 
ubrimiento de Galois. Para esto 
onsideramos φ la repre-senta
ión permuta
ional de G = Im(ρ),
Π1(X \B, q) Im(ρ) = G

S|G|

◗
◗
◗
◗
◗
◗◗s

g1=φ◦ρ

✲ρ

❄

φ

Tenemos:i) ker(ρ) = ker(g1), en efe
to:
ker(φ) = {α ∈ Π1(X \B, q) : φ(ρ(α)) = idS|G|

}

= {α ∈ Π1(X \B, q) : ρ(α) · g = g∀g ∈ G}

= {α ∈ Π1(X \B, q) : ρ(α) = 1G}

= ker(ρ)
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ión de Monodromía y Cubrimientos Galoisii) g−1
1 (S|G|−1) = ρ−1({g ∈ G : g ∗ 1 = 1}) = ρ−1(1) = ker(ρ), en efe
to:

g−1
1 (S|G|−1) = {α ∈ Π1(X \B, q) : g1(α) ∈ S|G|−1}

= {α ∈ Π1(X \B, q) : φ(ρ(α)) ∈ S|G|−1}

= {α ∈ Π1(X \B, q) : ρ(α) ∈ φ−1(S|G|−1)}

= {α ∈ Π1(X \B, q) : ρ(α) ∈ {g ∈ G : φg(1G) = 1G}}

= ρ−1{g ∈ G : g · 1G = 1G}

= ρ−1(1G) = ker(ρ).Así, el 
ubrimiento aso
iado a g−1
1 (S|G|−1), de la proposi
ión 2.1.4, el 
ual se extiende auna fun
ión analíti
a en X , 
on puntos rama en B e índi
e de rami�
a
ión dado por laestru
tura de 
i
los de g1, 
orresponde al 
ubrimiento de Galois de f , porque el subgrupode Π1(X \ B, q) es
rito 
omo g1(S|G|−1) y el es
rito 
omo ker(ρ) son el mismo subgrupode Π1(X \ B, q), enton
es el 
ubrimiento de Galois de f , g : Z → Y tiene puntos ramaen B y la estru
tura 
í
li
a de este, en 
ada punto de B está dada por la estru
tura de
i
los de g1.Resta des
ribir, 
omo es la rami�
a
ión sobre los puntos de B, lo 
ual es equivalente ades
ribir la estru
tura de 
i
los de g1. Consideremos B = {b1, b2, . . . , br}, para todo biexiste δi ∈ Π1(X \B, q), que no rodea ningún punto de B diferente a bi, para tal δi sean

ci = ρ(δi) ∈ G, su imagen por ρ, mi = |ci| y ni = |G : 〈ci〉|. Enton
es la estru
tura de
i
los de g1(δi) es (mi, mi, . . . , mi)︸ ︷︷ ︸
ni

, i = 1..r, ya que la estru
tura se da por la a

ión de Gen las 
lases izquierdas de 1. Así tenemos,Proposi
ión 2.2.3. Dado un 
ubrimiento rami�
ado f : Y → X entre super�
ies deRiemann, 
on puntos rama en B = {b1, . . . , br} ⊂ X y representa
ión de monodromía
ρ; su 
ubriente de Galois, el 
ual es una fun
ión analíti
a rami�
ada g : Z → Y entresuper�
ies de Riemann, tiene sus puntos rama en B = {b1, . . . , br} y 
ada uno tiene
|G : 〈ρ(δi)〉| preimágenes y es 〈ρ(δi)〉 a 1 en 
ada una, donde δi es un pequeño lazo alrededor de bi.2.3. Cubrimientos Intermedios y Cubrimientos de Ga-loisLos resultados presentados en esta se

ión son de gran utilidad en el desarrollo de estetrabajo y están tomados de [Roj02℄.Proposi
ión 2.3.1. Sea Z una super�
ie de Riemann 
on G-a

ión 
on signatura geo-métri
a (γ; [m1, C1], . . . , [mr, Cr]), B = {b1, b2, . . . br} ⊂ ZG el 
onjunto de puntos ra-ma y q ∈ ZG \ B un punto base; enton
es para 
ada H ≤ G, la estru
tura 
í
li
a de
πH : ZH → ZG sobre 
ada punto bi ∈ B es la estru
tura 
í
li
a de un elemento gi tal
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ión permuta
ional de G en 
lases izquierdas de H,
φ
H
: G→ S|G:H|.Demostra
ión. El 
ubrimiento πH : ZH → ZG tiene sus puntos rama BH , 
ontenidosen B, supongamos que {bh, . . . , br} = B \BH enton
es

Π1(ZG \BH , q) ∼=
Π1(ZG \B, q)

〈δj : j = h, . . . , r〉donde δj es un pequeño lazo alrededor de bi, i = h, . . . , r; Sean
ζ : Π1(ZG \BH , q) →

Π1(ZG \B, q)

〈δj : j = h, . . . , r〉
,tal isomor�smo, y

pr : Π1(ZG \B, q) →
Π1(ZG \B, q)

〈δj : j = h, . . . , r〉la proye

ión natural. Enton
es, la representa
ión de monodromía para πH , notada por
ρH , está de�nida por:

ρH : Π1(ZG \BH , q) → S|G:H|

δ 7→ φH ◦ (δ̃),donde δ̃ ∈ pr−1(ζ(δ)), ρ : Π1(ZG \ B, q) → S|G| es la representa
ión de monodromía del
ubrimiento total πG : Z → ZG y φH es la representa
ión permuta
ional de G en 
lasesdere
has de H . Así, tenemos el siguiente diagrama:
Π1(ZG \B, q) G ≤ S|G|

S|G:H|

◗
◗
◗
◗
◗
◗◗s

φH◦ρ

✲ρ

❄

φH

Como la estru
tura 
í
li
a de un 
ubrimiento sobre un punto rama es la estru
tura 
í
li
ade la imagen, por la representa
ión de monodromía del 
ubrimiento, de un pequeño lazoalrededor de este, tenemos que esta dada por la representa
ión permuta
ional de G en las
lases dere
has de H . �Ahora, re
ordemos la 
orresponden
ia estable
ida en la proposi
ión 2.1.2, X , Y super�
iesde Riemann:
{

f : Y → X , conexos,

módulo isomorfismo

}
↔

{
Subgrupos H ≤ Π1(X , q),

módulo conjugación

}
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ión de Monodromía y Cubrimientos GaloisProposi
ión 2.3.2. Sea W una super�
ie de Riemann 
on a

ión de G ≤ SG,
πG : W → WG la proye

ión natural 
on puntos rama en B ⊂ WG, q ∈ WG \ B unpunto base y ρ : Π1(WG \ B, q) → S|G|, la representa
ión de monodromía para πG. Si
H ≤ G y πH : WH → WG, tenemos los siguientes diagramas:

W

Z

WH

WG

❄

πG

❅
❅
❅❅❘

❄
l

�
�

�✠ πH

ker(ρ) 1

ρ−1(HG) HG

ρ−1(H) H

Π1(WG \B, q) S|G|

❄

◗
◗
◗
◗◗s

❄

◗
◗
◗
◗
◗◗s

❄ ❄

✑
✑

✑
✑✑✰

✑
✑

✑
✑

✑✑✰
✲ρenton
es,i) El 
ubrimiento πH : WH → WG 
orresponde a ρ−1(H) ≤ Π1(WG \B, q).ii) El 
ubrimiento de Galois para πH , g : Z → WG, 
orresponde al subgrupo

ρ−1(HG) ≤ Π1(WG \ B, q) y Gal(g : Z → WG) ∼= G/HG, enton
es los grupos
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tuando en 
ada super�
ie son:
W

Z = WHG

WH = ZH/HG

WG = ZG/HG

❄

πG

✟✟✟✟✟✟✟✙

h

❄
l

❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅❅❘

g

❍❍❍❍❍❍❥πH

Corolario 2.3.1. Sea W una super�
ie de Riemann 
ompa
ta 
on a

ión de G, dado
H ≤ G, el 
ubrimiento de Galois de πH : WH → WG es πG : W → WG si y solo si
HG = 1.Corolario 2.3.2. Sea f : Y → X un 
ubrimiento rami�
ado de grado d entresuper�
ies de Riemann, B su 
onjunto de puntos rama, q ∈ X \ B un punto base,
ρf : Π1(X \ B, q) → G ≤ Sd y g : W → X su 
ubrimiento de Galois; enton
es para 
ada
N ≤ G tenemos:i) El 
ubrimiento de Galois de πN : WN → X es g si y solo si NG = 1.ii) El 
ubrimiento de Galois de πN es el 
orrespondiente a ρ−1

f (NG)iii) Sea t : Z → WN el 
ubrimiento de Galois de πN , tenemos:
Gal(t : Z → WN ) = N/NG

WN
∼= Z(N/NG)

Gal(W → Z) = NG

Z ∼= W(NG)

Gal(Z → X ) = G/NG

X ∼= Z(G/NG)





Capı́tulo 3Sobre la 
lasi�
a
ión de 
ubrimientosabelianosSean ϕ : X → P1 un 
ubrimiento simple de de grado m, esto es un 
ubrimiento tal quela �bra ϕ−1(p) sobre 
ada punto rama p ∈ P1 
onsiste exa
tamente de m − 1 puntosdistintos, y ψ : Y → X un 
ubrimiento Galois no rami�
ado de grado n, 
on grupo deGalois abeliano. Estamos interesados en determinar G, el grupo de monodromía o grupode Galois de la Clausura de Galois del 
ubrimiento 
ompuesto ϕ ◦ ψ : Y → P1.La 
lausura de Galois de ϕ ◦ ψ : Y → P1 es un 
ubrimiento de Galois ϕ̂ : Z → P1 degrado el menor posible tal que existe una se
uen
ia de 
ubrimientos
Z

ψ̂
−−→ Y

ϕ◦ψ
−−−−→ P1
on (ϕ ◦ ψ) ◦ ψ̂ = ϕ̂.En [BF86℄, Biggers y Fried, estudian el grupo de monodromía, G, de la 
lausura Galoisdel 
ubrimiento fa
torizado ϕ ◦ ψ : Y → P1, donde ϕ : X → P1 es un 
ubrimiento simplede de grado m y ψ : Y → X es un 
ubrimiento Galois no rami�
ado de grado n, 
on grupode Galois 
í
li
o, isomorfo a Zn. Ellos prueban que G ∼= Zm−1

n ⋊ Sm. La demostra
ión sebasa en el estudio de los 
uerpos de fun
iones meromorfas de los fa
tores de ϕ̂.Nuestro interés está en generalizar los resultados men
ionados abordando este problemadesde un punto de vista grupo-teóri
o. De este modo determinar la estru
tura algebrai
adel grupo de Galois, aso
iado al 
ubrimiento fa
trorizado, que será importante en elestudio de las super�
ies de Riemann 
ompa
tas aso
iadas a este 
ubrimiento.Comenzaremos este 
apítulo 
on algunos resultados que son 
onse
uen
ia de la 
orres-ponden
ia entre 
ubrientes de super�
ies de Riemann y grupos.31



32 Capítulo 3. Cubrimientos abelianos3.1. Corresponden
ia de GaloisLa siguiente proposi
ión 
ontiene propiedades 
ono
idas para el grupo de monodromía ogrupo de Galois de un 
ubrimiento fa
torizado.Proposi
ión 3.1.1. Sea G el grupo de Galois de la 
lausura de Galois, ϕ̃, del 
ubrimientofa
torizado ϕ ◦ ψ, donde ϕ : X → P1 es un 
ubrimiento simple de grado m y ψ : Y → Xes un 
ubrimiento Galois de grado n. Sea Z la 
orrespondiente super�
ie de Riemannaso
iada a ϕ̃.Enton
es por el teorema de 
orresponden
ia de Galois, existen subgrupos N y H de G quesatisfa
en las siguientes propiedades:i) ZN
∼= Y , ZH

∼= X y ZG
∼= P1ii) NG = {1}iii) H es subgrupo maximal de Giv) N ✂Hv) Para K = HG se tiene su grupo de Galois es G/K ∼= Sm, el grupo simétri
o degrado m.El siguiente diagrama, ilustra la rela
ión de 
ubrimientos y subgrupos:

Z ker(ρ) 1

Y = ZN ZK ρ−1(N) ρ−1(K) N = Smn−1 ∩ G K = HG

X = ZH ρ−1(H) H

P1 = ZG
Π1(X \B, q) G ≤ Smn

❙
❙
❙
❙
❙
❙✇

ψ̂

❄

ϕ̂

◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗s

❄

◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗◗s

❙
❙
❙
❙
❙
❙✇

❄

❙
❙
❙
❙
❙
❙✇

◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗◗s

❄
ψ

❄
n

✑
✑

✑✑✰ ❄
✑

✑
✑✑✰ ❄

n
✑

✑
✑✑✰ (m−1)!

✑
✑

✑✑✰ ϕ

✑
✑

✑✑✰
m ✑

✑
✑✑✰

✑
✑

✑✑✰ m

✲ρ

Aquí vemos que G ≤ Smn y que N = Smn−1 ∩ G, esto es N estabiliza un punto. Como
N ✂H ≤ G y H = NG(H), se tiene que:

|Fix(N)| = |NG(N) : N | = |H : N | = n,
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ia de Galois 33De este modo N estabiliza n puntos, en parti
ular,
N =

n⋂

i=1

S(im)
mn−1 ∩G,donde S(im)

mn−1 es el subgrupo de Smn isomorfo a Smn−1, formado por todos los elementosque dejan �jo al elemento im, 
omo se verá en la se

ión 3.2.Observa
ión 3.1.1. Sean G un grupo, N y H subgrupos de G, tales que N✂H , NG = 1.Si H/N es abeliano, enton
es para K = HG se tiene
K . (H/N)m, donde m = |G : NG(H)|.Parti
ularmente, K es abeliano.Demostra
ión.Sea K = HG y sean Hg1, Hg2, · · · , Hgm los m 
onjugados distintos de H en G, 
onside-remos:

θ : K → (H/N)g1× (H/N)g2× · · ·× (H/N)gm

k 7→ (kNg1 , kNg2 , · · · , kNgm)
,

θ está bien de�nido puesto que K es la interse

ión de todos los 
onjugados de H . Además
θ(k1k2) = (k1k2N

g1 , k1k2N
g2, · · · , k1k2N

gm−1)

= (k1N
g1k2N

g1 , k1N
g2k2N

g2 , · · · , k1N
gM−1k2N

gm−1) dado que Ngi ✂Hgi

= θ(k1)θ(k2),luego θ es un homomor�smo de grupos.
ker(θ) = {k ∈ K : kNgi = Ngi, ∀gi, i = 1, 2, · · · , m} = K ∩

m⋂

i=1

Ngi .Como Ngi ✂Hgi, para todo i, se tiene que m⋂

i=1

Ngi =
⋂

g∈G

Ngi = {1}, luego ker(θ) = {1} y
θ es inye
tivo.

�La siguiente proposi
ión nos permite determinar K = HG =
m⋂

i=1

Hgi, de una forma máspre
isa, 
onsiderando G 
omo grupo de Galois.



34 Capítulo 3. Cubrimientos abelianosProposi
ión 3.1.2.Sea f : Y → X un 
ubrimiento (rami�
ado) de grado d ≥ 2, sea g : Z → Y su 
ubrimientode Galois y G su grupo de Galois. Enton
es, se satisfa
en las siguientes a�rma
iones:i) Existe H ≤ G tal que f ∼= f : ZH → ZG, 
on ZH
∼= Y, ZG

∼= X .ii) K = HG =
d−1⋂

i=1

Hgi = 1, donde Hg1, Hg2, · · · , Hgd−1 denota 
ualquier sub
onjunto de
d− 1 
onjugados distintos de H.iii) d−2⋂

i=1

Hgi 6= K, para 
ualquier ele

ión de d− 2 
onjugados distintos de H.Demostra
ión.i) Es inmediato del teorema de 
orresponden
ia de Galois.ii) Dado que H = G∩Sd−1, se tiene que el 
onjunto de subgrupos 
onjugados de H en
G está dado por:

Ω = {Hg = G ∩ (Sd−1)
g : g ∈ G} y

|Ω| = d, luego si elegimos un sistema 
ompleto de 
onjugados de H , dado por
{Hgi : i = 1, · · · , d} se tiene que

HG =
d⋂

i=1

Hgi =
d⋂

i=1

(G ∩ Sgid−1) = G

⋂
(

d⋂

i=1

Sgid−1

)
,pero sabemos que los 
onjugados de Sd−1 �jan un punto de modo que si queremosla interse

ión de ellos, ésta �ja los d puntos, y

d⋂

i=1

Sgid−1 =
⋂

i∈J

Sgid−1 = 1, J ⊆ {1, 2, · · ·d}, |J | = d− 1,luego
HG = G

⋂
(

d⋂

i=1

Sgid−1

)
= G

⋂
(
⋂

i∈J

Sgid−1

)
= 1.iii) Es 
laro que si interse
tamos 
ualquier sub
onjunto de Ω, formado por d− 2 
onju-gados, este no va a �jar los d puntos, luego:

⋂

i∈J

Sgid−1 6= 1, J ⊆ {1, 2, · · ·d}, |J | = d− 2,en 
onse
uen
ia,
G

⋂
(
⋂

i∈J

Sgid−1

)
6= 1, J ⊆ {1, 2, · · ·d}, |J | = d− 2.
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ia de Galois 35
�Hasta este momento hemos estudiado el grupo de Galois de un 
ubrimiento fa
torizadosin 
onsiderar la rami�
a
ión del segundo fa
tor. En la siguiente proposi
ión estudiaremosestá situa
ión.Proposi
ión 3.1.3. Considere un 
ubrimiento fa
torizado Y

ψ
−−→ X

ϕ
−−→ P1 y Z lasuper�
ie de Riemann 
ompa
ta aso
iada a su 
ubrimiento de Galois, 
on grupo de Galois

G. Sean H y N subgrupos de G tales que ZN
∼= Y y ZH

∼= X . Enton
es,
ψ : Y → X es no rami�
ado si y solo si |H : N | |H\G/Gi| = |N\G/Gi|, para todo Gi
orrespondiente a la signatura geométri
a de G. (
omo en la de�ni
ión 1.3.2).Demostra
ión. Suponga que ψ es no rami�
ado. Por la fórmula 1.1, (
orolario 1.2.1),tenemos

g(Y) = |H : N |(g(X )− 1) + 1.Por otro lado, usando la fórmula 1.4 (proposi
ión 1.3.2), tenemos:
g(Y) = −|G : N |+ 1 +

1

2

r∑

i=1

(|G : N | − |N\G/Gi|), y
g(X ) = −|G : H|+ 1 +

1

2

r∑

i=1

(|G : H| − |H\G/Gi|),luego,
r∑

i=1

|N\G/Gi| = |H : N |
r∑

i=1

|H\G/Gi|pero, |N\G/Gi| ≤ |H : N ||H\G/Gi|, de modo que
|H : N ||H\G/Gi| − |N\G/Gi| ≥ 0 para todo i = 1, 2, · · · , ry en 
onse
uen
ia se tiene:
|H : N ||H\G/Gi| = |N\G/Gi| para todo i = 1, 2, · · · , r (3.1)Re
ípro
amente, usando la fórmula 1.4 (proposi
ión 1.3.2), tenemos
g(Y) = −|G : N |+ 1 +

1

2

r∑

i=1

(|G : N | − |N\G/Gi|),de donde, reemplazando |N\G/Gi| por |H : N ||H\G/Gi| se obtiene:
g(Y) = |H : N |(g(X )− 1) + 1,
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es, por la fórmula 1.1, (
orolario 1.2.1),
g(Y) = |H : N |(g(X )− 1) + 1 +

1

2

k∑

i=1

(
1−

1

ri

)
,donde ri es la multipli
idad de ZH → ZN en 
ada valor de rami�
a
ión yi, i = 1, · · · , k.luego

1

2

k∑

i=1

(
1−

1

ri

)
= 0,esto es ψ : Y → X es un 
ubrimiento no rami�
ado. �Proposi
ión 3.1.4. Considere las hipótesis de la proposi
ión anterior (proposi
ión 3.1.3).Para K = HG, se tiene que K ∩ Gi = 1, para 
ada Gi 
orrespondiente a la signaturageométri
a de G.Demostra
ión. Reemplazando en la fórmula 3.1 (proposi
ión 3.1.3), la 
ardinalidad delos 
onjuntos de 
lases dobles según la fórmula 1.3 se obtiene

|H|

|N |

|G|

|H||Gi|

∑

g∈C

|(CG(g)
⋂
H||CG(g) ∩Gi|

|CG(g)|
=

|G|

|N ||Gi|

∑

g∈C

|(CG(g)
⋂
N ||CG(g) ∩Gi|

|CG(g)|luego,
∑

g∈C

|CG(g) ∩Gi||(C
G(g)

⋂
H|

|CG(g)|
=
∑

g∈C

|CG(g) ∩Gi||C
G(g)

⋂
N |

|CG(g)|
,así,

∑

g∈C

(

≥0︷ ︸︸ ︷
|CG(g) ∩Gi|)(|C

G(g) ∩H| − |CG(g) ∩N |)

|CG(g)|︸ ︷︷ ︸
≥0

= 0,y dado que N ≤ H , CG(g)∩N ⊆ CG(g)∩H , luego |CG(g)∩H| − |CG(g)∩N | ≥ 0, paratodo g ∈ C de modo que:
(|CG(g) ∩Gi|)(|C

G(g) ∩H| − |CG(g) ∩N |)

|CG(g)|
≥ 0, para todo g,luego la e
ua
ión anterior se satisfa
e si y solo si:

(|CG(g) ∩Gi|)(|C
G(g) ∩H| − |CG(g) ∩N |) = 0,enton
es:

|CG(g) ∩Gi| = 0 o |CG(g) ∩H| = |CG(g) ∩N |.
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ia de Galois 37Notemos que si |CG(g) ∩ N | = |(CG(g) ∩ H|, debido a que CG(g) ∩ N ⊆ CG(g) ∩ H , setiene que:
CG(g) ∩N = CG(g) ∩H.Sea K = HG, si se 
onsidera k ∈ K, enton
es CG(k) = {g−1kg : g ∈ G} ⊆ K. Luego para
ada k ∈ K se tiene que:

CG(k) ∩H = CG(k) = CG(k) ∩N,luego CG(k) ⊆ N , lo que 
ontradi
e el he
ho de que NG = 1.En 
onse
uen
ia para k ∈ K, | CG(k) ∩ Gi| = 0, luego K ∩ Gi = {1}, para todo
i = 1, · · · , r. �En el 
aso parti
ular que estamos estudiando, se 
umple el re
ípro
o de la proposi
iónanterior. Así se tiene la siguiente proposi
ión.Proposi
ión 3.1.5. Considere un 
ubrimiento fa
torizado Y

ψ
−−→ X

ϕ
−−→ P1, 
on ϕ :

X → P1 un 
ubrimiento simple y Z la super�
ie de Riemann 
ompa
ta aso
iada a su
ubrimiento de Galois, 
on grupo de Galois G. Sean H y N subgrupos de G tales que
ZN

∼= Y y ZH
∼= X . Enton
es,

ψ : Y → X es no rami�
ado si y solo si K ∩ Gi = 1, para todo Gi 
orrespondiente a lasignatura geométri
a de G. (
omo en la de�ni
ión 1.3.2).Demostra
ión. La primera impli
a
ión se probó en la proposi
ión anterior(proposi
ión3.1.4). Probaremos el re
ípro
o. Sean H , N subgrupos de G tales que Y ∼= ZN y X ∼= ZH ,
K = HG. Enton
esSi K∩Gi = {1}, para todo i. Sea g ∈ G tal que CG(g)∩Gi 6= ∅, enton
es si t ∈ CG(g)∩Gi,
t = 1 o t = gi. En el 
aso t = gi, se tiene que g = sgis

−1, para algún s ∈ G. Además,
CG(g) ∩K = ∅.Es 
laro que CG(g)∩N ⊆ CG(g) ∩H , luego |CG(g)∩N | ≤ |CG(g) ∩H|. Ahora, si existe
y ∈ CG(g) ∩H , enton
es y = mgm−1 = (ms)gi(ms)

−1, para algún m ∈ G. De este modo
y ∈ Gms

i , luego y ∈ N l, esto es CG(g)∩H ⊆ CG(g)∩N l, pero |CG(g)∩N | = |CG(g)∩N l|,luego |CG(g) ∩N | = |CG(g) ∩H|. De este modo:
|CG(g) ∩Gi|(|C

G(g) ∩H| − |CG(g) ∩N |) = 0, para todo i, para todo g,de donde:
|CG(g) ∩Gi|(|C

G(g) ∩H| − |CG(g) ∩N |)

CG(g)
= 0, para todo i, para todo g,



38 Capítulo 3. Cubrimientos abelianosluego si C es un transversal de G, se tiene que:
∑

g∈C

|CG(g) ∩Gi|(|C
G(g) ∩H| − |CG(g) ∩N |)

CG(g)
= 0, para todo i,luego

∑

g∈C

|CG(g) ∩Gi||(C
G(g)

⋂
H|

|CG(g)|
=
∑

g∈C

|CG(g) ∩Gi||C
G(g)

⋂
N |

,
para todo i,esto es,

|H|

|N |

|G|

|H||Gi|

∑

g∈C

|(CG(g)
⋂
H||CG(g) ∩Gi|

|CG(g)|
=

|G|

|N ||Gi|

∑

g∈C

|(CG(g)
⋂
N ||CG(g) ∩Gi|

|CG(g)|
, para todo i,Por tanto:

|H : N ||H\G/Gi| = |N\G/Gi|, para todo i,y por la proposi
ión 3.1.3, ψ : Y → X no rami�
a. �La proposi
ión anterior nos garantiza que los elementos generadores del grupo de Galoisdel 
ubriente 
ompuesto ϕ ◦ ψ : Y → P1, no pertene
en a K = HG, la informa
ión sobresu orden la obtendremos de la siguiente observa
ión:Observa
ión 3.1.2. Dados ϕ : X → P1, ψ : Y → X , ϕ ◦ ψ : Y → P1. Para 
ada p ∈ X ,multp(ϕ ◦ ψ) = multp(ψ) ·multψ(p)(ϕ).En parti
ular si ϕ : Y → X es no rami�
ado, se tiene quemultp(ϕ ◦ ψ) = multp(ψ) ·multψ(p)(ϕ) = 1 ·multψ(p)(ϕ) = multψ(p)(ϕ),De modo que si b ∈ P1 es un punto rama de ϕ, 
on estru
tura 
í
li
a (m1, · · · , mr), existenpuntos ψ(pi) ∈ Y , i = 1, ..., mr tales que multψ(pi)(ϕ) = mi y dado que ψ no rami�
a,multψ(pi)(ϕ) = mult(pi)(ψ ◦ ϕ).Luego si b ∈ P1 es un punto rama de ϕ ◦ ψ, la estru
tura 
í
li
a es:
(mn

1 , m
n
2 · · · , m

n
r ),donde n es el grado del 
ubrimiento ψ.Proposi
ión 3.1.6. Sea ϕ : X → P1 un 
ubrimiento simple de grado m y ψ : Y → Xun 
ubrimiento Galois no rami�
ado de grado n. Enton
es,i) La estru
tura 
í
li
a del 
ubrimiento fa
torizado ϕ ◦ ψ, en 
ada punto rama b ∈ P1es dada por

(2n, 1n(m−2)).



3.1. Corresponden
ia de Galois 39ii) Para el 
ubrimiento de Galois, ϕ̂ : Z → P1, del 
ubrimiento de Galois de ϕ ◦ ψ, el
orrespondiente grupo de Galois, G tiene la siguiente presenta
ión
G =

〈
g1, g2, · · · , gr : g

2
i = 1,

r∏

i=1

gi = 1, R

〉
,donde R representa las rela
iones apropiadas entre los generadores de grupo.iii) Si H es el subgrupo de G tal que ZH

∼= X y K = HG, enton
es
G/K =

〈
g1K, g2K, · · · , grK : (giK)2 = 1,

r∏

i=1

giK = 1, R

〉
,donde R representa las rela
iones apropiadas entre los generadores de grupo.Demostra
ión. 1 y 2 se tienen 
omo 
onse
uen
ia de la observa
ión 3.1.2.Para la parte 3, re
ordemos que del lema 3.1.4, se tiene que K ∩ Gi = 1, para todo i,donde Gi = 〈gi〉 tiene orden 2, luego gi /∈ K, de modo que:

G/K =

〈
g1K, g2K, · · · , grK : (giK)2 = 1,

r∏

i=1

giK = 1, R

〉
,donde R representa las rela
iones apropiadas entre los generadores de grupo. �Usaremos la siguiente proposi
ión para mostrar que hemos obtenido un 
onjunto genera-dor geométri
o para el 
o
iente.Proposi
ión 3.1.7. Sea G = 〈g1, g2, · · · , gr,

∏r
i=1 gi = 1,R〉, el grupo de Galois del 
ubri-miento Galois f : Z → X enton
es para todo N✂G, se tiene que G/N = 〈g1N, g2N, · · · , grN〉es el grupo de Galois del 
ubrimiento Galois πN : ZN → X . Es de
ir (g1N, g2N, · · · , grN)es un ve
tor generador de G.Demostra
ión.En [Roj02℄, se probó que si Z es una 
urva 
on a

ión de G y signatura geométri
a

Γ := (γ; [m1, C1], · · · , [ms, Cs]). Sobre un punto rama bi ∈ ZG de tipo Ci (para el
ubrimiento total πG : Z → ZG, Ci ∈ Γ, la estru
tura 
í
li
a de πN : ZN → X está dadapor una tupla de tamaño
ri :=

νi∑

k=1

|Lik|

(
|NG(Gi) : Gi||G

l−1
k

i ∩N |

|N |

)y forma: 
 · · · ,

|Gi|

|G
l−1
k

i ∩N |
, · · · ,

|Gi|

|G
l−1
k

i ∩N |︸ ︷︷ ︸

|Li
k
|



 |NG(Gi):Gi||G
l
−1
k
i

∩N|

|N|



−ve
es, · · ·

 ,



40 Capítulo 3. Cubrimientos abelianosdonde ΩGi = { transversal izquierdo de NG(Gi) en G}, 
uyos elementos están distribui-dos en los 
onjuntos Lik = {lj ∈ ΩGi : |G
l−1
j

i ∩N | = |G
l−1
k

i ∩N |}, de modo que si hay νi deestos 
onjuntos, νi∑

k=1

|Lik| = |G : NG(Gi)|.Si N ✂G, enton
es para todo j ∈ ΩGi , se tiene que |Gl−1
j

i ∩N | = |Gi ∩N |, luego νi = 1 y
ri =

|G : Gi||Gi ∩N |

|N |
, además todos los elementos de la ri tupla son iguales a |Gi|

|Gi ∩N |
.Así, si 
onsideramos la signatura (γ;m1, m2, · · · , mr), de la a

ión de G en la super�-
ie Z, tenemos que G = 〈gi : g

mi
i = 1 Πr

i=1gi = 1,R〉, donde R representa las rela
ionesapropiadas entre los generadores del grupo.Coloquemos Gi = 〈gi〉. Si N ✂G, enton
es lasignatura del 
ubrimiento πN : ZN → ZG es
(

|G1|

|G1 ∩N |
,

|G2|

|G2 ∩N |
, · · · ,

|Gr|

|Gr ∩N |

)
.

�Observa
ión 3.1.3. En la signatura ( |G1|

|G1 ∩N |
,

|G2|

|G2 ∩N |
, · · · ,

|Gr|

|Gr ∩N |

) algunas delas entradas podrían ser 1, en 
uyo 
aso la signatura del 
o
iente será la 
orrespondientea haber eliminado di
has entradas, esto sólo o
urre 
uando Gi ≤ N .En nuestra situa
ión, se tiene que |giN | =
|Gi|

|Gi ∩N |
. Luego

(0; |g1N |, |g2N |, · · · , |grN |),
orresponde tambien a la signatura del 
ubrimiento πN : ZN → P1, bajo la a

ión de
G/N .Apli
ando lo anterior a 
ubrimientos fa
torizados 
omo los men
ionados en esta se

ióntenemos queObserva
ión 3.1.4. Sea G el grupo de Galois del 
ubrimiento fa
torizado ψ◦ϕ : Y → P1,donde ψ : X → P1 es simple y ϕ : Y → X Galois no rami�
ado. Sea Z la 
orrespon-diente super�
ie de Riemann para el grupo G. Enton
es G a
túa sobre Z 
on signatura
( 0; 2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸

r−ve
es ), esto es, existen elementos gi ∈ G, de orden 2 tales que
G =

〈
g1, g2, · · · , gr : g

2
i = 1,

r∏

i=1

gi = 1, R

〉
,donde R representa las rela
iones apropiadas entre los generadores de grupo. Ademáspor la proposi
ión 3.1.4 gi 6∈ K = HG para todo i = 1, 2, · · · , r. Luego |giK| = 2 para



3.1. Corresponden
ia de Galois 41todo i = 1, 2, · · · , r. De este modo la signatura del 
ubrimiento Galois πK : ZK → P1 es
( 0; 2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸

r−ve
es ), donde H ≤ G tal que Y ∼= ZHObserva
ión 3.1.5. Consideremos las representa
iones de monodromía ρψ◦ϕ y ρϕ delos 
ubrimientos ψ ◦ ϕ : Y → P1 y ϕ : X → P1, respe
tivamente. Sabemos que G ≤ Smny G/K ∼= Sm y los elementos generadores 
orresponden a la siguiente estru
tura 
í
li
a:
gi = (· ·) · · · (· ·)︸ ︷︷ ︸

n−ve
es y giK = (· ·)Observa
ión 3.1.6. Consideremos un 
ubrimiento simple f : Z → P1 de grado m y sea
g : Z → P1 su 
ubrimiento de Galois 
on G su grupo de Galois. Enton
es,

G =

〈
g1, g2, · · · , gr : g

2
i = 1,

r∏

i=1

gi = 1, R

〉
,donde R representa las rela
iones apropiadas entre los generadores del grupo y G ≤ Sm.Además por la proposi
ión 2.2.2, Z ∼= ZH , donde H = G∩Sm−1 y HG = {1}. Por otrolado, dado que f es un 
ubrimiento simple, gi es una transposi
ión, luego CG(gi) ∩H 6=

∅, ∀ i = 1, 2, · · · , r.Volviendo a la situa
ión geométri
a estudiada en esta se

ión tenemos el siguiente resul-tado auxiliar.Lema 3.1.1. Sean ϕ : X → P1 un 
ubrimiento simple y ψ : Y → X un 
ubrimiento norami�
ado y ϕ̂ : Z → P1 el 
ubrimiento de Galois del 
ubrimiento fa
torizado ϕ ◦ ψ.Si G =

〈
g1, g2, · · · , gr : g

2
i = 1,

r∏

i=1

gi = 1, R

〉 es el grupo de Galois del 
ubrimiento fa
-torizado ϕ◦ψ, H y N subgrupos de G tales que Y ∼= ZN , X ∼= ZH y N ≤ H ≤ G, enton
es
Hg ∩ CG(gi) 6= ∅, ∀g ∈ G.Demostra
ión. Es 
laro que |Hg ∩CG(gi)| = |H ∩CG(gi)|, ∀g ∈ G, luego es su�
ienteprobar que H ∩ CG(gi) 6= ∅.Sea K = HG, por la observa
ión 3.1.6, y dado que G/K es el grupo de Galois del 
u-brimiento de Galois de ϕ : X → P1, se tiene que H/K ∩ CG/K(giK) 6= ∅, luego existe

xiK ∈ G/K tal que:
(xiK)(giK)(xiK)−1 = (hK), hK ∈ H/K,luego xigix−1

i = hki, para algún ki ∈ K, y se tiene que xigix−1
i ∈ H ∩ CG(gi). �



42 Capítulo 3. Cubrimientos abelianosObserva
ión 3.1.7. Sea G el grupo de Galois del 
ubrimiento fa
torizado ϕ ◦ ψ, donde
ϕ : X → P1 es un 
ubrimiento simple y ψ : Y → X es un 
ubrimiento Galois norami�
ado. Por el lema 3.1.1 se tiene que CG(gi) ⊆

⋃

g∈G

Hg. Además por la proposi
ión de3.1.4 se tiene que:
K ∩ 〈gi〉 = {1} y H ∩ CG(gi) = N ∩ CG(gi),luego CG(gi) ⊆

⋃
g∈GN

g.3.2. Representa
ión del grupo de GaloisSabemos que G, el grupo de Galois del 
ubrimiento fa
torizado ϕ ◦ ψ : Y → P1, donde
ϕ : X → P1 es un 
ubrimiento simple de grado m y ψ : Y → X es un 
ubrimiento Galoisno rami�
ado de grado n, es un subgrupo transitivo de Smn. Sean N y H subgruposde G tales que ZN

∼= Y y ZH
∼= X . En esta se

ión realizaremos G 
omo subgrupo deSmn, mediante su a

ión en el 
onjunto de 
lases laterales de N . Re
ordemos que en estasitua
ión NG = {1}.Sean 1 = x1, x2, · · · , xm representantes de 
lases laterales dere
has de H en G, y sean

1=h1, h2, · · · , hn representantes de 
lases laterales de N en H , enton
es:
{hixj}, i = 1, ..., m, j = 1, ..., n,forman una 
lase 
ompleta de representantes de 
lases laterales de N en G.Sea Ω = ∆1 ∪∆2 ∪ · · · ∪∆m, donde:

N Nx2 · · · Nxm

Nh2 Nh2x2 · · · Nh2xm... ... · · · ...
Nhn︸︷︷︸ Nhnx2︸ ︷︷ ︸ · · · Nhnxm︸ ︷︷ ︸
∆1 ∆2 ∆mEnton
es G a
túa transitivamente en Ω, el 
onjunto de 
lases laterales de N en G,

G ∼= G/NG →֒ Snm.Denotaremos 
on las mismas letras aG,H y N y sus respe
tivas imágenes en Snm. Ademásse tiene que
N i = x−1

i Nxi estabiliza ∆i punto a punto.
H i = x−1

i Hxi estabiliza ∆i, 
omo 
onjunto.



3.2. Representa
ión del grupo de Galois 43
K = (H i)G =

m⋂

i=1

H i =

m−1⋂

i=1

H i estabiliza todas las 
olumnas.Observa
ión 3.2.1. De a
uerdo la observa
ión 3.1.5, los elementos gi que generan aG, 
o-mo grupo de Galois del 
ubrimiento fa
torizado ψ◦ϕ tienen estru
tura 
í
li
a (· ·) · · · (· ·)︸ ︷︷ ︸
n−ve
es .En esta representa
ión permuta
ional se observa que para todo i = 1, 2, · · · , r, el elemento

gi estabiliza mn− 2n puntos.Así, si m ≥ 3,
gi ∈ N1 ∩N2 ∩ · · · ∩Nm−2,donde Nj = xjNx

−1
j , j = 1, 2, · · · , m− 2, son m− 2 
onjugados distintos de N en G.Si m = 2, enton
es gi permuta todos los puntos de Ω. De este modo gi no pertene
e aningún 
onjugado de N en G.Proposi
ión 3.2.1. Sea G el grupo de Galois del 
ubrimiento de Galois del 
ubrimientofa
torizado ϕ◦ψ : Y → P1, donde ψ : X → P1 es simple de grado m. Enton
es G 
ontieneun subgrupo isomorfo a SmDemostra
ión. Consideremos la a

ión por la dere
ha de G en las 
lases laterales de

N ,
N Nx2 · · · Nxm

Nh2 Nh2x2 · · · Nh2xm... ... · · · ...
Nhn︸︷︷︸ Nhnx2︸ ︷︷ ︸ · · · Nhnxm︸ ︷︷ ︸
∆1 ∆2 ∆m

,

Sean N1, N2, · · · , Nm los m 
onjugados de N en G y K = (H i)G. Consideremos los ele-mentos:
g1 ∈ (N3 ∩N4 ∩ · · · ∩Nm) \K

g2 ∈ (N1 ∩N4 ∩ · · · ∩Nm) \K...
gm−1 ∈ (N1 ∩N2 ∩ · · · ∩Nm−3 ∩Nm−2) \K.Notemos que (∆i)gi = ∆i+1, luego reenumerando si fuese ne
esario los elementos gi sepueden es
ribir de la forma:

gi = (N Nxi)(Nhi Nh2xi) · · · (Nhn Nhnxi); i = 1, · · · , m− 1.



44 Capítulo 3. Cubrimientos abelianosHa
iendo la 
orresponden
ia entre Ω y el 
onjunto ordenado:
1 2 3 · · · m− 1 m

m+ 1 m+ 2 m+ 3 · · · 2m− 1 2m... ... ... ... ... ...
(n− 1)m+ 1 (n− 1)m+ 2 (n− 1)m+ 3 · · · nm− 1 nmtenemos que:

gi = (i i+1)(m+ i m+ i+1)(2m+ i 2m+ i+1) · · · ((n−1)m+ i (n−1)m+ i+1) ∈ Gpara 1 ≤ i ≤ m− 1Además,
g2i = 1, para todo i = 1, · · · , m− 1.
(gigi+1)

3 = 1, , para todo i = 1, · · · , m− 2.
gigj = gjgi, 
uando (i− j) ≥ 2, o (i− j) ≤ 2.De este modo

〈
g1, g2, · · · , gm−1 : g

2
i = (gigi+1)

3 = [gi, gj] = 1 |i− j| ≥ 2
〉
∼= Sm,debido a que esta es la presenta
ión de Coxeter para el grupo simétri
o Sm, ver [Cox36℄. �Observa
ión 3.2.2. Notemos que:

|g1g2 · · · gm−1| = m,y g1g2 · · · gm−1 no �ja puntos. De he
ho
g1g2 · · · gm−1 = (1, 2, · · · , m)(m+1, m+2, · · · , 2m) · · · ((n−1)m+1, (n−1)m+2, · · · , nm)Observa
ión 3.2.3.Notemos que en la proposi
ión 3.2.1 gi 6∈ (Hi ∪ Hi+1), para todo i = 1, 2, · · · , m y
g1 ∈ N3 ∩ N4 ∩ · · · ∩ Nm, g2 ∈ N1 ∩ N4 ∩ · · · ∩ Nm, · · · , gm−1 ∈ N1 ∩ N2 ∩ · · · ∩ Nm−2.De este modo si 
onjugamos por xi, i = 2, 3, · · · , m, el sistema de generadores para Smexhibidos en la proposi
ión 3.2.1, obtenemos un sistema de generadores para Sxim que noestá 
ontenido en ninguno de los 
onjugados de H . Así, 〈g1, g2, · · · , gm−1〉 tiene al menos
m 
onjugados en G.



Capı́tulo 4Grupo de Galois del CubrimientoEn este 
apítulo estudiamos aspe
tos importantes rela
ionados 
on nuestro interés endeterminar el grupo de monodromía o grupo de Galois G de la Clausura de Galois del
ubrimiento fa
torizado ϕ ◦ ψ : Y → P1, donde ϕ : X → P1 un 
ubrimiento simple degrado m y ψ : Y → X un 
ubrimiento Galois no rami�
ado de grado n, 
on grupo deGalois abeliano A ∼= Zn1 ×Zn2 × · · · × Znr .El objetivo de este 
apítulo es mostrar que para el grupo de Galois G se tiene
G ∼= Am−1 ⋊ Sm.4.1. Aspe
tos GeneralesEn esta se

ión presentaremos aspe
tos generales sobre la estru
tura del grupo de Galoisde G de la Clausura de Galois del 
ubrimiento fa
torizado ϕ◦ψ : Y → P1. Comenzaremos
on una proposi
ión grupo-teóri
a:Proposi
ión 4.1.1. Sea G un grupo �nito, H ≤ G 
on |G : H| = m y nú
leo K = HGabeliano. Supongamos que existe L ≤ G 
on L ∼= Sm y tal que Lg � H, para todo g ∈ G.Enton
es
G = K ⋊ L.Demostra
ión. Representando G sobre las 
lases laterales de H en G tenemos que

G/K . Sm. Si K ∩ L = {1}, enton
es KL/K ∼= Sm y así
m! = |KL/K| ≤ |G/K| ≤ |Sm| = m!.Así G/K ∼= KL/L ∼= Sm. De este modo G = KL, es de
ir G = K ⋊ L.Veamos enton
es que K ∩ L = {1}. Sea U = K ∩ L, enton
es U ≤ K impli
a que U esabeliano y además K ✂ G impli
a U ✂ L ∼= Sm, así es inmediato que U = {1}, a menosque 2 ≤ m ≤ 4, 
asos que 
onsideraremos a 
ontinua
ión.45



46 Capítulo 4. Grupo de Galois del CubrimientoSi m = 2 . Como S2
∼= L � H , se sigue que U = {1}.Sea m = 3 . Enton
es L ∼= S3 y |U | = 3, tenemos que |KL/K| = |L/U | = 2. Como

|G : H| = 3 y |KL/K| = 2, se sigue que G/K ∼= S3. Además H/K y KL/K son
2-subgrupos de Sylow de G/K. De esta forma H/K = (KL/K)g = KLg/K para algún
g ∈ G. Se sigue que H = KLg. Luego Lg ≤ H , lo 
ual es una 
ontradi

ión.Sea m = 4. Enton
es L ∼= S4 y |U | = 4, tenemos que |KL/K| = |L/U | = 6.Como |G : H| = 4 y |KL/K| = 6, se sigue que G/K ∼= S4. Además H/K, KL/K sonnormalizadores de 3-subgrupos de Sylow de G/K. De esta forma H/K = (KL/K)g =
KLg/K para algún g ∈ G. Luego, H = KLg. De modo que Lg ≤ H , lo 
ual es una
ontradi

ión.En 
on
lusión para todo m, K ∩ L = {1} y por tanto G = K ⋊ L. �La siguiente propiedad muestra que el grupo de Galois del 
ubrimiento fa
torizado queestamos 
onsiderando satisfa
e las 
ondi
iones de la proposi
ión anterior (4.1.1):Proposi
ión 4.1.2. Sea G el grupo de Galois del 
ubrimiento fa
torizado ϕ◦ψ : Y → P1,donde ψ : X → P1 es un 
ubrimiento simple de grado m y ϕ : Y → X es un 
ubrimientoGalois no rami�
ado de grado n, 
on N y H subgrupos de G tales que ZN

∼= Y y ZH
∼= X .Enton
es valen las siguientes a�rma
ionesi) G ∼= K ⋊ Sm, donde K = HG.ii) H = NKiii) N ∩K 6= 1.Demostra
ión.i) Sabemos que representando G permuta
ionalmente en las 
lases laterales de N ,
omo en la proposi
ión 3.2.1, se tiene que G 
ontiene un subgrupo isomorfo a Smgenerado por los elementos

gi = (i i+1)(m+i m+i+1)(2m+i 2m+i+1) · · · ((n−1)m+i (n−1)m+i+1),
on 1 ≤ i < m. Los 
uales satisfa
en
• g2i = 1, i = 1, · · · , m− 1.
• (gigi+1)

3 = 1, i = 1, · · · , m− 2.
• gigj = gjgi, |i− j| ≥ 2.Por otra parte, 
omo H estabiliza una 
olumna de Ω, se tiene que para todo g ∈ Gexiste un i tal que ggi /∈ H , luego Sgm � H , para todo para todo g ∈ G.Enton
es, por la proposi
ión 4.1.1, se tiene que G ∼= K ⋊ Sm.



4.1. Aspe
tos Generales 47ii) Tenemos que G/K ∼= Sm, luego, existe V ✂ G, tal que V/K ∼= Am. Ade-más H/K ∼= Sm−1, luego |H : NK| ≤ 2. Si |H : NK| = 2, enton
es NK ≤ V ,parti
ularmente Ng ∈ V para todo g ∈ G.Como G =

〈
g1, g2, · · · , gr : g

2
i = 1,

r∏

i=1

gi = 1, R

〉 
on gi ∈ N j , para algún 
onjuga-do deN , obtenemos la 
ontradi

ión gi ∈ V , para todo i = 1, · · · , r. En 
onse
uen
ia
H = NK.iii) Si N ∩K = {1}, puesto que N ✂H y K✂H , se tiene que nkn−1k−1 ∈ N ∩K, luego
nkn−1k−1 = 1, esto es N y K 
onmutan elemento a elemento, del mismo modo K
onmuta 
on todo 
onjugado de N . Por el item (i), G = KSm , 
on Sm generadopor elementos que pertene
en a N y a sus 
onjugados. Además dado que K 
onmuta
on N y sus 
onjugados, tenemos que Sm ✂G, en 
ontradi

ión 
on la observa
ión3.2.3.

�De la proposi
ión anterior (proposi
ión 4.1.2 i) ) y la observa
ión 3.1.1 podemos 
on
luirque G ∼= K ⋊ Sm, 
on K . H/N ×H/N × · · ·H/N︸ ︷︷ ︸
m−veces

. De este modo |G| ≤ nmm!.Nuestro interés es ahora determinar el orden de K. Comenzaremos 
on el 
aso en elque H/N ∼= Zn, el grupo 
í
li
o de orden n. Este 
aso fue estudiado previamente porBiggers y Fried en [BF86℄ usando los 
uerpos de fun
iones meromorfas de los fa
tores del
ubrimiento. Nosotros presentaremos un estudio desde el punto de vista grupo-teóri
o.Fijaremos, para todo este 
apítulo, Z la super�
ie de Riemann aso
iada al 
ubrimientode Galois del 
ubrimiento de Galois ϕ ◦ ψ, 
on G su grupo de Galois. N y H subgruposde G tales que ZN
∼= Y y ZH

∼= X y K = HG el nú
leo de H en G .El problema estudiado se puede representar en el siguiente diagrama, usando la proposi-
ión 2.2.2:
Z ker(ρ) 1

Y = ZN ZK ρ−1(N) ρ−1(K) N = Smn−1 ∩ G K = HG

X = ZH ρ−1(H) H

P1 = ZG
Π1(X \B, q) G ≤ Smn

❙
❙
❙
❙
❙
❙✇

ψ̂

❄

ϕ̂

◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗s

❄

◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗◗s

❙
❙
❙
❙
❙
❙✇

❄

❙
❙
❙
❙
❙
❙✇

◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗◗s

❄
ψ

❄
n

✑
✑

✑✑✰ ❄
✑

✑
✑✑✰ ❄

n
✑

✑
✑✑✰ (m−1)!

✑
✑

✑✑✰ ϕ

✑
✑

✑✑✰
m ✑

✑
✑✑✰

✑
✑

✑✑✰ m

✲ρ



48 Capítulo 4. Grupo de Galois del CubrimientoComenzaremos 
onsiderando el 
aso en el que m = 2.Proposi
ión 4.1.3. Sea G el grupo de Galois del 
ubrimiento fa
torizado ϕ ◦ ψ 
on
ϕ : X → P1 un 
ubrimiento simple de grado 2 y ψ : Y → X un 
ubrimiento Galois norami�
ado de grado n, 
on grupo de Galois abeliano. Enton
es

K ∼= H/N.Demostra
ión. Sabemos que
G =

〈
g1, g2, · · · , gr : g

2
i = 1,

r∏

i=1

gi = 1, R

〉
,
on gi 6∈ K para todo i = 1, 2, · · · , r y R representa las rela
iones apropiadas entre losgeneradores de grupo.Como m = 2, se sigue que K = H = HG y G = H〈gi〉.Sea g = g1. Como |G : H| = 2 y H = NG(N) tenemos que N ∩Ng = {1}.Además K ∼= K/(N ∩Ng) . H/N ×H/Ng (abeliano).Como G = H〈g〉 podemos es
ribir gj = hjg para j = 2, · · · , r. Con esto

G = 〈h2, h3, · · · , hr, g〉Como g2j = 1, se sigue 1 = hjghjg es de
ir ghjg = (hj)
−1 . De esta forma

〈h2, h3, · · · , hr〉✂ G y G = 〈h2, h3, · · · , hr〉〈g〉.Así H = H ∩G = H ∩ 〈h2, h3, · · · , hr〉〈g〉 = 〈h2, h3, · · · , hr〉(H ∩ 〈g〉) = 〈h2, h3, · · · , hr〉Como H es abeliano, tenemos que para todo u ∈ H

u = hl22 h
l3
3 · · ·hlrr y gug = ghl22 h

l3
3 · · ·hlrr g = h−l22 h−l33 · · ·h−lrr = u−1Luego, todo subgrupo R de H es normalizado por g y dado que H es abeliano R ✂ G.De esta forma N = {1}. Finalmente K = H ∼= H/N . �4.2. Caso Cí
li
oEn esta se

ión mostraremos que para el grupo de Galois G del 
ubrimiento fa
torizado

ϕ ◦ ψ : Y → P1, donde ϕ : X → P1 un 
ubrimiento simple de de grado m y ψ : Y → Xun 
ubrimiento Galois no rami�
ado de grado n, 
on grupo de Galois 
í
li
o isomorfo a
Zn, se tiene que G ∼= Zm−1

n ⋊ Sm.



4.2. Caso Cí
li
o 49Proposi
ión 4.2.1. Sea G el grupo de Galois del 
ubrimiento fa
torizado ϕ ◦ ψ 
on
ϕ : X → P1 un 
ubrimiento simple de grado m > 2 y ψ : Y → X un 
ubrimiento Galoisno rami�
ado de grado n, 
on grupo de Galois isomorfo al grupo 
í
li
o Zn. Enton
es

K ∼= (Zn)
m−1.Demostra
ión. Por la proposi
ión 4.1.1, tenemos que G = KSm. De esta forma G =

HSm y |G : H| = |Sm : H ∩ Sm| = m. Es de
ir L = H ∩ Sm
∼= Sm−1. Además todoelemento g ∈ G se es
ribe g = hy 
on h ∈ H y y ∈ Sm, de esta forma

Hg = Hhy = Hy y Ng = Nhy = Ny.También H = K(H ∩ Sm) = KL y N = N ∩ H = N ∩ LK = (N ∩K)L. Además
Ny = (Ny ∩K)Ly note que Ly ≤ Sm.Tenemos que K/(N ∩ K) ✂ H/(N ∩ K) y 
omo H = NK por la proposi
ión 4.1.2,
H/N ∼= K/(N ∩K) es 
í
li
o y luego todo subgrupo de K/(N ∩K) es 
ara
terísti
o,parti
ularmente normal en H/(N ∩K).Sean R1 = N ∩ K y R2 = Ny ∩ K. Tenemos que R1R2/R1 ✂ H/R1 es de
ir
R1R2 ✂H, del mismo modo R1R2 ✂Hy. Luego R1R2 ✂G. De esta forma, para todo
g ∈ G, (N ∩K)g ≤ R1R2.Consideremos V = (R1R2)Sm. Tenemos que N = R1L ≤ V, N2 = R2L

y ≤ V, engeneral N z = (N z ∩K)Lz ≤ V para todo z ∈ Sm, es de
ir
〈Ng / g ∈ G〉 ≤ Vparti
ularmente

〈(N1 ∩N2 ∩ ... ∩Nm−2)
g/ g ∈ G〉 ≤ V,donde N1, N2, · · · , Nm−2 son m− 2 
onjugados distintos de N .Luego V = G. Con esto

K = G ∩K = (R1R2)Sm ∩K = R1R2(Sm ∩K) = R1R2. (4.1)Ahora
H/N ∼= K/R1 = R1R2/R1es 
í
li
o de orden n, luego K = R1 < x > 
on x ∈ R2 de orden n. Además

H = NK = NR1 < x >= N < x > . Como H a
túa transitivamente en las 
laseslaterales de N el elemento x se es
ribe permuta
ionalmente (reenumerando si esne
esario)
x = (1, m+ 1, 2m+ 1, 3m+ 1, ...(n− 1)m+ 1)C3....Cm



50 Capítulo 4. Grupo de Galois del Cubrimientodonde Cj es una permuta
ión de la 
olumna j. Sea
Pk = (k,m+ k, 2m+ k, 3m+ 1, ..., (n− 1)m+ k).Para el elemento g1 = (1, 2)(m+ 1, m+ 2)....((n− 1)m+ 1, (n− 1)m+ 2) se tiene que

(g1xg1)
−1 = (2, (n−1)m+2, (n−2)m+2, ..., m+2)(C3)

−1...(Cm)
−1 = P−1

2 (C3)
−1...(Cm)

−1.De esta forma
a = x(g1xg1)

−1

= (1, m+ 1, 2m+ 1, 3m+ 1, ...(n− 1)m+ 1)(2, (n− 1)m+ 2, (n− 2)m+ 2, ..., m+ 2)

= P1P
−1
2es un elemento de K.Ahora 
onsideremos la permuta
ión

T = (g1g2g3g4g5...gm−1)
−1 = (1, 2, 3, 4..m)(m+ 1, m+ 2...,2m)....((n− 1)m+ 1, ....., nm)y los elementos

b1 = T−1aT

= (2, m+ 2, 2m+ 2.....(n− 1)m+ 2)(3, (n− 1)m+ 3, (n− 2)m+ 3, ...., m+ 3)

= P2P
−1
3

b2 = T−2aT 2

= (3, m+ 3, 2m+ 3.....(n− 1)(m+ 3))(4, (n− 1)m+ 4, (n− 2)m+ 4, ...., m+ 4)

= P3P
−1
4hasta

bm−1 = T−(m−1)aT (m−1)

= (m, 2m, 3m....nm)(1, (n− 1)m, (n− 2)m, ...., m+ 1) = PmP
−1
1Tenemos que a(b1)(b2)(b3)....(bm−1) = 1.De esta forma P = 〈a, b1, b2, b3, ...bm−1〉 tiene orden n(m−1). Además P ≤ K y P ✂G.Considere el homomor�smo

φ : K → K/R1 ×K/R2 × ...×K/Rm dado por φ(k) = (kR1, kR2, ..., kRm)



4.2. Caso Cí
li
o 51Sabemos que
ker(φ) = R1∩R2∩...∩Rm = (K∩N1)∩(K∩N2)∩....∩(K∩Nm) = N1∩N2∩....∩Nm = {1}.Luego K ∼= Im(φ).Supongamos que

(aR1, R2, R3, ..., Rm) = φ(k) = (kR1, kR2, kR3, ..., kRm).Enton
es k ∈ R2 ∩ R3 ∩ ... ∩ Rm. Es de
ir k = C1 una permuta
ión de la primera
olumna. Además aR1 = P1P
−1
2 R1 = C1R1, luego C1 = P1 y P2 ∈ R1.De esta forma K = 〈P1, P2, ..., Pm〉. Además N2 ∩N3 ∩ .... ∩Nm = 〈P1〉.También U = N3 ∩N4 ∩ .... ∩Nm = 〈P1, P2〉⋊ 〈g1〉 
on |U | = 2n2, Z(U) = 〈P1P2〉y K ∩ U = 〈P1, P2〉.Tenemos que

g1P1P
−1
2 g1 = P−1

1 P2Es de
ir
〈P1P

−1
2 , g1〉 ∼= Dnademás P−r

1 g1P
r
1 = P−r

1 P r
2 g1 ∈ 〈P1P

−1
2 , g1〉 luego 〈P1P

−1
2 , g1〉✂ U.Así los elementos de orden 2 de U que no están en K son los n elementos

{P−v
1 g1P

v
1 / v = 1, ..., n} ⊆ P〈g1〉.debido a que NU(〈g1〉) = 〈P1P2〉 × 〈g1〉 y 〈P1P

−1
2 , g1〉✂ U.Para g ∈ G es
riba xg = kz 
on k ∈ K y z ∈ Sm. Como K = P〈P1〉, tenemosque k = P r

1 s 
on s ∈ P de esta forma
{P−v

1 g1P
v
1 / v = 1, ..., n}P

r
1 sz = {P−v

1 g1P
v
1 / v = 1, ..., n}sz

= {(P1P
−1
2 )−ug1(P1P

−1
2 )u / u = 1, ..., n}sz ⊆ PSmFinalmente

〈{P−v
1 g1P

v
1 / v = 1, ..., n}G〉 ≤ PSm,un absurdo. Luego ( aR1, R2, R3, ..., Rm) no pertene
e a Im(φ) es de
ir

|K| = | Im(φ)| = nm−1 = |P|. Además P = K y |K| = nm−1. �En 
onse
uen
ia tenemos el siguiente teorema,Teorema 4.2.1. Sea G el grupo de Galois del 
ubrimiento fa
torizado ϕ ◦ ψ 
on
ϕ : X → P1 un 
ubrimiento simple de grado m y ψ : Y → X un 
ubrimiento Galois norami�
ado de grado n, 
on grupo de Galois isomorfo al grupo 
í
li
o Zn. Enton
es

G = (Zn)
m−1 ⋊ Sm.



52 Capítulo 4. Grupo de Galois del CubrimientoCorolario 4.2.2. Sea G el grupo de Galois del 
ubrimiento fa
torizado ϕ ◦ ψ 
on
ϕ : X → P1 un 
ubrimiento simple de grado m y ψ : Y → X un 
ubrimiento Galoisno rami�
ado de grado n, 
on grupo de Galois isomorfo al grupo 
í
li
o Zn. Enton
es larepresenta
ión permuta
ional de G tiene los siguientes generadores
gi =(i i+ 1)(m+ i m+ i+ 1)(2m+ i 2m+ i+ 1) · · · ((n− 1)m+ i (n− 1)m+ i+ 1),
on 1 ≤ i ≤ m− 1

gm =x−1g1x, donde
x =(1, m+ 1, 2m+ 1, · · · , (n− 1)m+ 1)(3, (n− 1)m+ 3, (n− 2)m+ 3, · · · , 2m+ 3, m+ 3).Demostra
ión. Sabemos que gi permuta las 
olumnas i e i+1 y deja �jas las 
olumnasrestantes. Consideramos J = N1 ∩N4 ∩ · · · ∩Nm, donde Nj representa el 
onjugado de
N que a ∆j en la representa
ión permuta
ional dada en 3.2. Notemos que g2 ∈ J y quedado que J ∩ K ∼= Zn, existe x ∈ J ∩ K tal que J = 〈g2〉〈x〉. Además, reordenando sifuese ne
esario,
x = (1, m+1, 2m+1, · · · , (n−1)m+1)(3, (n−1)m+3, (n−2)m+3, · · · , 2m+3, m+3),si tomamos

Pk = (k,m+ k, 2m+ k, 3m+ 1, ..., (n− 1)m+ k),enton
es x = P1P
−1
3 También,

gm = x−1g1x = (1, 2m+2)(m+1, 3m+2) · · · ((n−2)m+1, (n−1)m+2, )((n−1)m+1, 2).Consideremos ahora
a = gmg1 = (1, (n−1)m+1, · · · , 2m+1, m+1)(2, m+2, 2m+2, · · · , (n−1)m+2) = P−1

1 P2,

a ∈ K y
T = (g1g2g3g4g5...gm−1)

−1 = (1, 2, 3, 4..m)(m+ 1, m+ 2...,2m)....((n− 1)m+ 1, ....., nm).Enton
es
b1 = TaT−1 = P−1

2 P3,

b2 = T 2aT−2 = P−1
3 P4,...

bm−1 = T (m−1)aT−(m−1) = P−1
m−1P1,son elementos deK y además dado que ab1b2 · · · bm−1 = 1, se tiene queK = 〈b1, b2, · · · , bm−1〉y en 
onse
uen
ia

G = 〈gi : i = 1, 2, · · · , m〉. �



4.3. Caso Abeliano 53Observa
ión 4.2.1. De la e
ua
ión de Riemann-Hurwitz se obtiene que el género de lasuper�
ie de Riemann Z 
on a

ión del grupo de Galois G, del 
ubrimiento fa
torizado
ϕ ◦ ψ es g(Z) =

nm−1m!

2
(g(X ) +m− 3) + 1.Observa
ión 4.2.2. Sea G el grupo de Galois del 
ubrimiento fa
torizado ϕ◦ψ. Enton
esa partir del 
onjunto generador para G, presentado en el 
orolario 4.2.2, formamos unsistema de generadores geométri
o que satisfa
e la e
ua
ión de Riemman-Hurwitz.Demostra
ión. En efe
to, si g(X ) > 0, el ve
tor

(g1, g
−1
1 , g2, g

−1
2 , · · · , gm, g

−1
m , gj, g

−1
j , · · · , gj, g

−1
j︸ ︷︷ ︸

2g(X )−2

),es un ve
tor generador geométri
o para G. �Observa
ión 4.2.3. Sea N = G ∩ S(m)
mn−1. Dado que N = (N ∩ K)L, 
on

L = H ∩ Sm ∼= Sm−1 y 
onsiderando los elementos generadores dados en la observa
ión5.3.2, se tiene que N = 〈g2, · · · , gm−2, gm−1, gm〉.Además, no es difí
il probar que N satisfa
e las mismas propiedades que G. Esto es,existen una super�
ie de Riemann 
ompa
ta W, 
on a

ión de N y N ∩H ′ y N ∩N ′subgrupos de N, 
on N ′ ≤ H ′ y H ′ un 
onjugado de H , tales que el 
ubrimiento
WN∩H′

f
−−→ WN = P1 es un 
ubrimiento simple de grado m − 1 y el 
ubrimiento

WN∩N ′
g

−−→ WN∩H′ es no rami�
ado de grado n, 
on grupo de Galois abeliano y dadoque (N ∩N ′)N = 1, se tiene que N el grupo de Galois del 
ubrimiento fa
torizado g ◦ f .4.3. Caso AbelianoEn esta se

ión extenderemos el resultado de la se

ión anterior, al 
aso en el que el grupode Galois del 
ubrimiento no rami�
ado ψ : Y → X es un grupo abeliano, digamos detipo (n1, n2, · · · , nr), 
on ni
∣∣ni+1, según el teorema de 
lasi�
a
ión de grupos abelianos�nitamente generados.Teorema 4.3.1.Sea G el grupo de Galois del 
ubrimiento fa
torizado ϕ◦ψ 
on ϕ : X → P1 un 
ubrimientosimple de grado m y ψ : Y → X un 
ubrimiento Galois no rami�
ado de grado n, 
ongrupo de Galois abeliano, de tipo (n1, n2, · · · , nr), 
on ni∣∣ni+1. Enton
es

G = (Zn1 × Zn1 × · · · ×Znr)
m−1 ⋊ Sm.



54 Capítulo 4. Grupo de Galois del CubrimientoDemostra
ión. Con la misma nota
ión anterior, sea Z la super�
ie de Riemann 
ona

ión de G, denotamos por N y H los respe
tivos subgrupos de G tales que ZN
∼= Y y

ZH
∼= X .Sea el grupo de Galois del 
ubrimiento ψ : Y → X abeliano de tipo (n1, n2, · · · , nr), estoes

H/N ∼= Zn1 × Zn2 × · · · ×Znr ,donde ni divide a ni+1.Para r = 1, tenemos H/N ∼= Zn1, que 
orresponde al 
aso 
í
li
o.Ilustraremos la demostra
ión 
on r = 2, pues el 
aso general es una reitera
ión del mismoargumento. Coloquemos H/N ∼= Zn1 × Zn2 . Sean U y V subgrupos de H tales que
H/N ∼= U/N × V/N, 
on U/N ∼= Zn1 y V/N ∼= Zn2 .La situa
ión que tenemos es la del diagrama:

G

m

⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦

H
n2

⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦

⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦

n1 ❆❆
❆❆

❆❆
❆❆

❆❆
❆❆

❆❆
❆❆

PPP
PPP

PPP
PPP

PPP

PPP
PPP

PPP
PPP

PPP

U

n1 ❅❅
❅❅

❅❅
❅❅

❅❅
❅❅

❅❅
❅❅

V

n2⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦

⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦

K

Ndonde K = HG y ‖ indi
a normalidad. Tenemos que U = H ∩U = NK ∩U = N(K ∩U),de igual forma V = N(V ∩ K). Además U(V ∩ K) = UN(V ∩ K) = UV = H y
V (U ∩K) = H. También

K = H ∩K = V (U ∩K) ∩K = (U ∩K)(V ∩K).Como K/(V ∩ K) ∼= H/V ∼= H/N/V/N ∼= U/N ∼= Zn1 , es un grupo 
í
li
o deorden n1, se tiene K = (V ∩ K) < x > 
on x ∈ U ∩ K de orden n1. Además
H = V K = V (V ∩K) < x >= V < x >. En forma análoga H = UK = U(U ∩K) <
y >= U < y > 
on y ∈ V ∩K de orden n2.El siguiente argumento es una simple modi�
a
ión al utilizado en el 
aso 
í
li
o y 
omotal lo ilustraremos solamente para el fa
tor U ∩K.Comenzaremos por es
ribir x ∈ U ∩K permuta
ionalmente, para esto realizaremos a G
omo subgrupo de Smn1n2 , mediante su a

ión en el 
onjunto de 
lases laterales de N .Re
ordemos que NG = 1.



4.3. Caso Abeliano 55Sean 1= x1, x2, · · · , xm representantes de 
lases laterales de H en G, 1= h1, h2, · · · , hn2representantes de 
lases laterales de U en H y 1=u1, u2, · · · , un1 representantes de 
laseslaterales de N en U . Enton
es
{uihjxk}, i = 1, ..., n2, j = 1, ..., n1, k = 1, 2, · · · , m,es un sistema 
ompleto de representantes de 
lases laterales de N en G.Con la misma nota
ión del 
aso 
í
li
o, sea Ω = ∆1∪∆2∪· · ·∪∆m, es
rito de la siguienteforma ordenada

N Nx2 · · · Nxm

Nh2 Nh2x2 · · · Nh2xm... ... · · ·
...

Nhn1 Nhn1x2 · · · Nhn1xm
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

Nu1 Nu1x2 · · · Nu1xm

Nu1h2 Nu1h2x2 · · · Nu1h2xm... ... · · ·
...

Nu1hn1 Nu1hn1x2 · · · Nu1hn1xm
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴... ... · · ·
...

❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

Nun2 Nun2x2 · · · Nun2xm

Nun2h2 Nun2h2x2 · · · Nun2h2xm... ... · · ·
...

Nun2hn1︸ ︷︷ ︸ Nun2hn1x2︸ ︷︷ ︸ · · · Nun2hn1xm︸ ︷︷ ︸
∆1 ∆2 ∆3Denotaremos 
on las mismas letras a G, H y N y sus respe
tivas imágenes en Snm.Como H a
túa transitivamente en las 
lases laterales de N el elemento x se es
ribepermuta
ionalmente (reenumerando si es ne
esario)

x =(1, m+ 1, 2m+ 1, ..., (n1 − 1)m+ 1)(n1m+ 1, (n1 + 1)m+ 1, ..., (2n1 − 1)m+ 1) · · ·

((n2 − n1 + 1)n1m+ 1, ((n2 − n1 + 2)n1 + 1)m+ 1, ..., ((n2 − 1)n1 − 1)m+ 1)C3....Cm,donde Cj es una permuta
ión de la 
olumna j de orden dividiendo n1, j = 3, 4, · · · , my para algún j la permuta
ión Cj tiene orden n1. Notemos que x ∈ UG.
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Pk =(k,m+ k, 2m+ k, ..., (n1 − 1)m+ k)(n1m+ k, (n1 + 1)m+ k, ..., (2n1 − 1)m+ k) · · ·

((n2 − 1)n1)m+ k, (n2 − 1)n1 + 1)m+ k, ..., (n2n1 − 1)m+ k).Para el elemento g1 = (1, 2)(m+ 1, m+ 2)....((n− 1)m+ 1, (n− 1)m+ 2) se tiene que
(g1xg1)

−1 =(2, (n1 − 1)m+ 2, (n1 − 2)m+ 2, ..., 2m+ 2, m+ 2)

(n1m+ 2, (2n1 − 1)m+ 2, (2n1 − 2)m+ 2, ..., (n1 + 1)m+ 2) · · ·

((n2 − 1)n1m+ 2, (n2n1 − 1)m+ 2, (n2n1 − 2)m+ 2, ..., ((n2 − 1)n1 + 1)m+ 2)

(C3)
−1...(Cm)

−1 = P−1
2 (C3)

−1...(Cm)
−1.De esta forma

a = x(g1xg1)
−1

= (1, m+ 1, 2m+ 1, 3m+ 1, ...(n1 − 1)m+ 1) · · ·

((n2 − 1)n1 − 1) + 1, ((n2 − n1 + 2)n1 + 1)m+ 1, ..., ((n2 − 1)n1 − 1)m+ 1)

(2, (n1 − 1)m+ 2, (n1 − 2)m+ 2, ..., m+ 2) · · ·

((n2 − 1)n1m+ 2, (n2n1 − 1)m+ 2, (n2n1 − 2)m+ 2, ..., ((n2 − 1)n1 + 1)m+ 2)

= P1P
−1
2 ,es un elemento de UG.Ahora 
onsideremos la permuta
ión

T = (g1g2g3g4...gm−1)
−1 = (1, 2, 3, 4, ..., m)(m+ 1, m+ 2...,2m)....((n− 1)m+ 1, ....., nm)y los elementos

b1 = TaT−1

= (2, m+ 2, 2m+ 2.....(n1 − 1)m+ 2) · · ·

((n2 − 1)n1 − 1)m+ 2, ((n2 − n1 + 2)n1 + 1)m+ 2, ..., ((n2 − 1)n1 − 1)m+ 2)

(3, (n1 − 1)m+ 3, (n− 2)m+ 3, ...., m+ 3) · · ·

((n2 − 1)n1m+ 3, (n2n1 − 1)m+ 3, (n2n1 − 2)m+ 3, ..., ((n2 − 1)n1 + 1)m+ 3)

= P2P
−1
3

b2 = TaT−2

= (3, m+ 3, 2m+ 3.....(n1 − 1)m+ 3) · · ·

((n2 − 1)n1 − 1)m+ 3, ((n2 − n1 + 2)n1 + 1)m+ 3, ..., ((n2 − 1)n1 − 1)m+ 3)

(4, (n1 − 1)m+ 4, (n− 2)m+ 4, ...., m+ 4) · · ·

((n2 − 1)n1m+ 4, (n2n1 − 1)m+ 4, (n2n1 − 2)m+ 4, ..., ((n2 − 1)n1 + 1)m+ 4)

= P3P
−1
4



4.3. Caso Abeliano 57hasta
bm−1 = T (m−1)aT−(m−1)

= PmP
−1
1Luego a(b1)(b2)(b3)....(bm−1) = 1.De esta forma P = 〈a, b1, b2, b3, ...bm−1〉 tiene orden n

(m−1)
1 . Además P ≤ UG y P ✂G.Análogamente, si 
onsideramos

y =(1, n1m+ 1, 2n1m+ 1, · · · , (n2 − 1)n1m+ 1)

(m+ 1, (n1 + 1)m+ 1, (2n1 + 1)m+ 1, · · · , ((n2 − 1)n1 + 1)m+ 1) · · ·

((n1 − 1)m+ 1, (2n1 − 1)m+ 1, · · · , (n2n1 − 1)m+ 1)L3L4 · · ·Lm,donde Lj es una permuta
ión de la 
olumna j de orden dividiendo n2, j = 3, 4, · · · , my para algún j la permuta
ión Lj tiene orden n2. Notamos que y ∈ VG.Sea
Qk =(k, n1m+ k, 2n1m+ k, · · · , (n2 − 1)n1m+ k)

(m+ k, (n1 + 1)m+ k, (2n1 + 1)m+ k, · · · , ((n2 − 1)n1 + 1)m+ k) · · ·

((n1 − 1)m+ k, (2n1 − 1)m+ k, · · · , (n2n1 − 1)m+ k),Para el elemento g1 = (1, 2)(m+ 1, m+ 2)....((n− 1)m+ 1, (n− 1)m+ 2) se tiene que
(g1yg1)

−1 = Q−1
2 (L3)

−1...(Lm)
−1.De esta forma el elemento

c = y(g1yg1)
−1 = Q1Q

−1
2 ,es un elemento de VG.Hagamos

d1 = TcT−1 = Q2Q
−1
3 ,

d2 = TcT−2 = Q3Q
−1
4hasta

dm−1 = T (m−1)cT−(m−1) = QmQ
−1
1Luego c(d1)(d2)(d3)....(dm−1) = 1.



58 Capítulo 4. Grupo de Galois del CubrimientoDe esta forma Q = 〈c, d1, d2, d3, ...dm−1〉 tiene orden n
(m−1)
2 . Además Q ≤ VG y Q✂G.En forma análoga al 
aso 
í
li
o podemos probar que P = UG y Q = VG. Además

K = UGVG. Como UG ∩ VG = {1} sigue que |K| = (n1n2)
m−1. �



Capı́tulo 5Grupos Tipo WeylEn este 
apítulo probaremos que los 
ubrimientos fa
torizados estudiados en este trabajotienen grupo de Galois 
on presenta
ión geométri
a similar a la del grupo de Weyl WDn.Exhibiremos generadores geométri
os naturales, que en el 
aso n = 2 
oin
iden 
on losgeneradores estándar del grupo de Weyl en su representa
ión permuta
ional de grado 2m[Suz82, p.369℄.5.1. Geometría del grupo Gm := Zm−1
n ⋊ SmRe
ordemos que 
uando n = 2, los elementos:

si =(i, i+ 1)(m+ i, m+ i+ 1); 1 ≤ i < m

sm =(m− 1, 2m)(2m− 1, m)forman un 
onjunto generador para el grupo de Weyl de tipo WDn
∼= Zm−1

2 ⋊ Sm, ver[Suz82, p.369℄. Estas permuta
iones son obtenidas 
onsiderando un subgrupo del grupo depermuta
iones del 
onjunto {−m,−m+1, · · · ,−1, 1, 2, · · · , m}, formado por los elementos
α tales que α(−i) = −α(i) para todo i y además tienen un número par de 
ambiosde signo. En esta se

ión extenderemos esa idea para n un entero positivo arbitrario yprobaremos que las permuta
iones aso
iadas naturalmente, generan un grupo que en elsentido geométri
o es equivalente al grupo de Weyl WDn.Para enun
iar la siguiente proposi
ión que nos da un a
er
amiento a nuestro objetivo,requerimos pre
isar algunas no
iones:Sean ω = e2iπ/n una raíz n-ésima primitiva de la unidad y Zn el grupo multipli
ativogenerado por ω.De�ni
ión 5.1.1. Una matriz de permuta
ión 
on signo, es una matriz 
uadrada tal queen 
ada �la y en 
ada 
olumna hay un úni
o 
oe�
iente no nulo que toma valores en Zn.59



60 Capítulo 5. Grupos Tipo WeylDenotaremos por MP (m,Zn) al 
onjunto de matri
es de permuta
ión 
on signo, detamaño m×m 
on 
oe�
ientes en Zn.Es 
laro que MP (m,Zn) es un grupo 
on la multipli
a
ión usual de matri
es.Un elemento típi
o de MP (m,Zn) es:



0 ωr · · · 0

ωs 0
... 0... ... . . . ...

0 0 · · · ωt



, 
on r, s, t ∈ {0, 1, · · · , n− 1}Además, dado que existen m! matri
es de permuta
ión de tamañom×m y n posibilidadespara es
oger un 
oe�
iente en Zn, se tiene que |MP (m,Zn) | = nmm!.Proposi
ión 5.1.1. MP (m,Zn) es isomorfo a Gm = Zm

n ⋊ Sm.Demostra
ión. Sabemos que Sm a
túa de manera natural en Zm
n permutando las 
oor-denadas, es de
ir dados τ ∈ Sm, v = (x1, x2, · · · , xm) ∈ Zm

n , de�nimos:
τ((x1, x2, · · · , xm)) = (xτ(1), xτ(2), · · · , xτ(m)).De�namos los homomor�smos:

ϕ : Sm → GLm(Q(ω))

τ 7→ Mτ

,donde ω es una raíz primitiva n-ésima de la unidad y Mτ = (mi,j), es la representa
iónmatri
ial de τ , esto es la matriz tal que en la 
olumna i, la entrada que vale 1, es la
orrespondiente a la �la τ(i) y las entradas restantes son 
ero.Sean
φ : Zn → Q(ω)

[i] 7→ ωi
, y ψ : Zm

n → GLm(Q(ω))

v 7→ Mv

,donde
Mv =




φ(x1) 0 · · · 0

0 φ(x2) · · · 0

0 0
. . . ...

0 0 · · · φ(xm)


Estos homomor�smos son inye
tivos y se puede ver que ϕ y ψ respetan la a

ión de Smen Zm

n , esto es que dados τ ∈ Sm y v = (x1, x2, · · · , xm) ∈ Zm
n , enton
es:

ϕ−1(τ)ψ(v)ϕ(τ) = ψ(τ(v)),
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n ⋊ Sm 61en efe
to: (M−1

τ Mv)(Mτ ) = (Mτ−1Mv)Mτ =




1 2 · · · τ(i) · · · m

1 0
2 0... ...
i 0 0 · · · φ(xτ(i)) · · · 0... ...
m 0







1 2 · · · i · · · m

1 0
2 0... ...
τ(i) 0 0 · · · 1 · · · 0... ...
m 0




=




1 2 · · · i · · · m

1 0
2 0... ...
i 0 0 · · · φ(xτ(i)) · · · 0... ...
m 0




=




φ(xτ(1)) 0 · · · 0
0 φ(xτ(2)) · · · 0
0 0... . . . ...
0 0 · · · φ(xτ(m))




=

M(xτ(1),xτ(2),··· ,xτ(m)) = ψ(τ((x1, x2, · · · , xm))).Así, por la propiedad universal del produ
to semidire
to, tenemos:
Zm
n
� � i′ //

ψ

��❃
❃❃

❃❃
❃❃

❃❃
❃❃

❃❃
❃❃

Zm
n ⋊ Sm

ρ

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤

oo i ? _Sm
ϕ

��✁✁
✁✁
✁✁
✁✁
✁✁
✁✁
✁✁
✁✁

GLm(Q(ω))esto es, existe un úni
o homomor�smo:
ρ : Zm

n ⋊ Sm → GLm(Q(ω)),además, la imagen de ρ 
ontiene al subgrupo de G generado por :
{Mτ : τ ∈ Sm} ∪ {Mv : v ∈ Zm

n },
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ual 
ontiene a MP (m,Zn) , puesto que si multipli
amos por una matriz Mv a laizquierda, MvMτ , el resultado es una matriz de permuta
ión 
on 
oe�
ientes en Zn, de-terminados por Mv. Además, |Zm
n ⋊ Sm| = nmm!, luego ρ es inye
tiva y su imagen es

MP (m,Zn) . Esto es MP (m,Zn) ∼= Zm
n ⋊ Sm. �Ahora introdu
iremos el grupo de permuta
iones Wn m. Este grupo es el que queremosinterpretar 
omo los grupos de Weyl, para ello 
onsideremos:

Ω = {ξk : ξ ∈ Zn, k = 1, 2, · · · , m};en el 
aso n = 2, Ω = {−m,−m + 1, · · · ,−1, 1, 2, · · · , m}.En el grupo de permuta
iones en Ω, 
onsideramos el sub
onjunto:Wnm = {σ ∈ SΩ : σ(ξx) = ξσ(x), x ∈ Ω, ξ ∈ Zn},no es difí
il probar que Wnm es un grupo de orden nmm!.Notemos que en el 
aso n = 2, este es el sub
onjuntoW2m = {σ ∈ SΩ : σ(−k) = −σ(k), k = 1, 2, · · · , m},el 
ual es isomorfo al grupo de Weyl WBn, ver [Suz82, p.337℄.Observa
ión 5.1.1.Por la de�ni
ión de Wnm, para 
ada σ ∈ Wn m se tiene σ(ξx) = ξσ(x). De esta forma
σ es determinado 
ompletamente a partir de la a

ión de σ en {1, 2, · · · , m}. Denotemospor σ∗ la permuta
ión 
orrespondiente a σ|{1,2,··· ,m}, enton
es:

σ∗ =


 1 2 · · · m

η1a1 η2a2 · · · ηmam


 ,
on ηi ∈ Zn y ai ∈ {1, 2, · · · , m}.La observa
ión anterior nos permite introdu
ir la de�ni
ión de signo de una permuta
iónen Wnm 
omo sigue:De�ni
ión 5.1.2. Sea σ ∈Wn m y σ∗ la permuta
ión aso
iada de a
uerdo a la observa
ión5.1.1. De�nimos

sgn(σ) = η1η2 · · · ηm.
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n ⋊ Sm 63Ejemplo 5.1.1. Sean ω = e

2πi
3 , Z3 = 〈ω〉, Ω = {ξk : ξ ∈ Z3, k = 1, 2, 3}. Enton
es,W3 3 = {σ ∈ SΩ : σ(ξx) = ξσ(x), x ∈ Ω, ξ ∈ Z3}, y

σ =


 1 2 3 ω 2ω 3ω ω2 2ω2 3ω2

2ω 3 ω2 2ω2 3ω 1 2 3ω2 ω


 ∈W3 3.Además, σ∗ =


 1 2 3

2ω 3 ω2


 , luego sgn(σ) = ω · 1 · ω2 = 1.Observa
ión 5.1.2. La fun
ión sgn de�ne un epimor�smo de grupos, entre Wnm y Zn.De esta forma | ker(sgn)| = nm−1m!.Demostra
ión. En efe
to, 
onsideremos

sgn : Wnm → Zn

σ 7→ sgn(σ)
. Enton
es,si σ, τ ∈Wn m, donde σ∗ es 
omo en la observa
ión 5.1.1 y

τ ∗ =


 1 2 · · · m

µ1b1 µ2b2 · · · µmbm


 ,
on µi ∈ Zn y bi ∈ {1, 2, · · · , m}, enton
es,

στ(i) = σ(τ(i))

= σ(µibi), µi ∈ Zn, bi ∈ {1, 2, · · · , m}

= µiσ(bi)

= µiηbiabiasí,
sgn(στ) = µ1ηb1µ2ηb2 · · ·µmηbm

= (η1η2 · · · ηm)(µ1µ2 · · ·µm)

= sgn(σ) sgn(τ)de modo que sgn es un homomor�smo. Además dado ξ ∈ Zn existe σ ∈Wn m tal que:
σ∗ =


 1 2 · · · m

ξ 2 · · · m


 ,y sgn(σ) = ξ. Luego sgn es un homomor�smo sobreye
tivo.y Wn m/ ker(sgn) ∼= Zn, esto es

| ker(sgn)| = nm−1m!.

�
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ker(sgn) = {σ ∈Wnm : sgn(σ) = 1},luego Wnm tiene un subgrupo normal, ker(sgn), formado por todas las permuta
iones deWnm, tales que sgn(σ) = 1. El siguiente lema junto 
on la proposi
ión 5.1.1 estable
enque ker(sgn) es isomorfo a un subgrupo de Zm

n ⋊ Sm.Lema 5.1.1. Wn m
∼= MP (m,Zn) .Demostra
ión.Consideremos,

Φ : Wn m → MP (m,Zn)

σ 7→ Mσ

,donde Mσ, es la matriz de tamaño m × m tal que si σ(i) = ξiki, en la posi
ión (ki, i),la entrada vale ξi y 0 en las demás entradas. Mostraremos que Φ es un isomor�smo degrupos. En efe
to,Sean σ, τ ∈ Wn m tales que:
σ∗ =


 1 2 · · · m

η1a1 η2a2 · · · ηmam


 ,
on ηi ∈ Zn y ai ∈ {1, 2, · · · , m} y

τ ∗ =


 1 2 · · · m

µ1b1 µ2b2 · · · µmbm


 ,
on µi ∈ Zn y bi ∈ {1, 2, · · · , m}, enton
es

(στ)∗ =


 1 2 · · · m

µ1ηb1ab1 µ1ηb2ab2 · · · µ1ηbmabm


 ,Luego, la entrada (abi , i) de la matriz de la permuta
ión es µiηbi . Así,

Mστ =




1 2 · · · i · · · m

1 0
2 0... ...
abi 0 0 · · · µiηbi · · · 0... ...
m 0




, y
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Mσ ·Mτ =




1 2 · · · bi · · · m

1 0
2 0... ...
abi 0 0 · · · ηbi · · · 0... ...
m 0




·




1 2 · · · i · · · m

1 0
2 0... ...
bi 0 0 · · · µi · · · 0... ...
m 0




=Mστ ,enton
es Φ es un homomor�smo de grupos. Además,
ker(Φ) = {σ ∈ Wn m : Φ(σ) = Im×m} = 1Wnm

,luego Φ es un monomor�smo.Finalmente, dada P ∈ MP (m,Zn) ,
P =




1 · · · i · · · m

1 0... ...
ai 0 · · · ηi · · · 0... ...
m 0



, ηi ∈ Zn, ai ∈ {1, 2, · · · , k}.Luego existe σ ∈Wnm, tal que

σ∗ =


 1 2 · · · m

η1a1 η2a2 · · · ηmam


 ,Es 
laro que

Φ(σ) = P,luego Φ es sobreye
tiva y en 
onse
uen
ia un isomor�smo de grupos. �De a
uerdo a la proposi
ión 5.1.1 y al lema 5.1.1, Wnm
∼= Zm

n ⋊ Sm, y en 
onse
uen
ia
ker(sgn) . Zm

n ⋊ Sm.En lo que sigue, determinaremos a qué subgrupo de Zm
n ⋊ Sm es isomorfo ker(sgn).Observa
ión 5.1.3.

Ĝ = {P ∈ MP (m,Zn) : η1η2 · · · ηm = 1, donde ηi es la entrada no nula de la �la i}es un subgrupo de MP (m,Zn) .



66 Capítulo 5. Grupos Tipo WeylDemostra
ión. Es 
laro que Im×m ∈ Ĝ, además, si P ∈ Ĝ, P−1 ∈ Ĝ y dadas P1, P2 ∈ Ĝ,
P1P2 es tal que el produ
to de sus entradas no nulas 
orresponde al produ
to de lasentradas no nulas de P1 por las entradas no nulas de P2. Luego Ĝ es un subgrupo de
MP (m,Zn) . �Lema 5.1.2. ker(sgn) ∼= Ĝ.Demostra
ión.

Φ(ker(sgn)) = {P ∈ MP (m,Zn) : P =Mσ para algún σ ∈ ker(sgn)} = Ĝ.

�Luego nos resta ver a qué subgrupo de Zm
n ⋊ Sm 
orresponde Ĝ. Notemos que

Mσ = PMv,donde P es una matriz de permuta
ión y Mv es la matriz:



φ(x1) 0 · · · 0

0 φ(x2) · · · 0

0 0
. . . ...

0 0 · · · φ(xm)



on φ(x1) = ωt1, φ(x2) = ωt2, ..., φ(xm) = ωtm , tales que ωt1ωt2 · · ·ωtm = 1. Re
ordemosque

φ : Zn → Q(ωn)

[i] 7→ ωi
,luego t1 + t2 + · · ·+ tm = 0 ∈ Zn, esto es v = (t1, t2, · · · , tm) : t1 + t2 + · · ·+ tm = 0.Sea

G = {(x1, x2, · · · , xm, σ) : xi ∈ Zn, i = 1, · · ·m, σ ∈ Sm y x1 + x2 + · · ·+ xm = 0}.Enton
es G ✂ Zm
n ⋊ Sm y G ∼= Zm−1

n ⋊ Sm.Por el lema 5.1.2 ker(sgn) está 
ontenido, salvo isomor�smo, en G. Además, dado que
G ∼= Zm−1

n ⋊ Sm, se tiene que | ker(sgn)| = |G|, 
ompare 
on [BF86℄. En 
onse
uen
ia seha mostrado que:Corolario 5.1.1. ker(sgn) ∼= Gm = Zm−1
n ⋊ Sm.
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�Consideremos ahora el subgrupo T de Wn m, generado por los elementos:
ti =(i, i+ 1)(ωi, ω(i+ 1))(ω2i, ω2(i+ 1)) · · · (ω(n−1)i, ω(n−1)(i+ 1));

1 ≤ i < m

tm =(m− 1, mω)((m− 1)ω, mω2) · · · ((m− 1)ω(n−2), mω(n−1))((m− 1)ω(n−1), m)Como sgn(ti) = 1, para todo i, se tiene que T ≤ ker(sgn).Por otra parte, para todo índi
e i y todo l, 0 ≤ l ≤ n− 1, la apli
a
ión
lm+ i↔ i ωl,estable
e una biye

ión entre el 
onjunto generador de T y el 
onjunto:

si =(i, i+ 1)(m+ i, m+ i+ 1)(2m+ i, 2m+ i+ 1) · · · ((n− 1)m+ i, (n− 1)m+ i+ 1);

1 ≤ i < m

sm =(m− 1, 2m)(2m− 1, 3m)(3m− 1, 4m) · · · ((n− 1)(m− 1), nm)(nm− 1, m)En 
onse
uen
ia T y Gm = 〈si : i = 1, · · · , m〉 son subgrupos isomorfos y de esta forma
Gm . Gm = Zm−1

n ⋊ Sm.Finalmente, Gm−1 es el grupo generado por:
s
(m−1)
i =(i, i+ 1)(m− 1 + i, m+ i) · · · ((n − 1)(m− 1) + i, (n− 1)(m− 1) + i+ 1);

1 ≤ i < m− 1

s
(m−1)
m−1 =(m− 2, 2m− 2)(2m − 3, 3m− 3) · · · ((n− 1)(m− 2), n(m− 1))(n(m− 1)− 1, (m− 1))Aquí usamos la nota
ión s(m−1)

i , para diferen
iar los generadores de Gm de los de Gm−1.Enton
es tenemos:Proposi
ión 5.1.2. Smn−1 ∩Gm
∼= Gm−1.Demostra
ión. Consideremos a S(1)

mn−1 el grupo simétri
o de grado mn − 1, donde�jamos el 1. Enton
es, los elementos s2, s3, · · · , sm−1, sm ∈ Gm, están en S(1)
mn−1 ∩ Gm yestos elementos generan un subgrupo de Gm isomorfo a Gm−1, puesto que del 
onjuntogenerador de S(1)

mn−1 ∩Gm, se puede pasar al 
onjunto generador de Gm−1 sustituyendo ipor i− 1 y m por m− 1. �
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ión 5.1.4.
|Smn : Smn−1| = |Smn ∩Gm : Smn−1 ∩Gm| = |Gm : Smn−1 ∩Gm| = mn,luego |Gm : Gm−1| = mn y |Gm−1 : Gm−2| = (m−1)n, re
ursivamente podemos 
ontinuarhasta obtener que |Gm−(m−3) : Gm−(m−2)| = |G3 : G2| = 3n y dado que:

Gm−(m−2) = G2 = 〈s1, s2 : s
2
1 = s22 = (s1s2)

n = 1〉 ∼= Dn,enton
es |G2| = 2n y |Gm| = nm−1m!.De donde 
on
luimos que:
Gm

∼= Gm = Zm−1
n ⋊ Sm, en el sentido de la proposi
ión 5.1.1,
on un sistema de generadores:

si =(i, i+ 1)(m+ i, m+ i+ 1)(2m+ i, 2m+ i+ 1) · · · ((n− 1)m+ i, (n− 1)m+ i+ 1);

1 ≤ i < m

sm =(m− 1, 2m)(2m− 1, 3m)(3m− 1, 4m) · · · ((n− 1)(m− 1), nm)(nm− 1, m),que 
oin
ide 
on el sistema de generadores exhibido en el 
orolario 4.2.2.En las dos se

iones siguientes, extenderemos la idea de la se

ión anterior, para el 
asoabeliano no 
í
li
o.5.2. Geometría del grupo Gm := (Zn1 × Zn2)
m−1 ⋊ SmEn esta se

ión ilustraremos que el método des
rito en la se

ión anterior se puede apli
aral 
aso del produ
to semidire
to de (Zn1 × Zn2)

m−1 ⋊ Sm, 
on este �n se extenderán lasde�ni
iones de MP (m,Zn) y la proposi
ión 5.1.1.Sea ωni = e2iπ/ni una raíz ni-ésima primitiva de la unidad y Zni = 〈ωni〉.Denotaremos por MP (2m,Zn1 ,Zn2) al 
onjunto de matri
es de tamaño 2m × 2m,diagonales por bloques, donde 
ada bloque es una matriz de permuta
ión 
on signo detamañom×m 
on 
oe�
ientes en Zn1 para el primer bloque y Zn2 para el segundo bloque.Un elemento típi
o de MP (2m,Zn1,Zn2) es:

 Mv1Mτ 0

0 Mv2Mτ


 ,donde Mτ es la matriz de la permuta
ión τ ∈ Sm y Mvi es una matriz diagonal 
onentradas en Zni .Además, dado que existen m! matri
es de permuta
ión de tamaño m × m y nm1 , nm2posibilidades para es
oger los elementos de la diagonal de Mv1 y Mv2 respe
tivamente, setiene que |MP (2m,Zn1 ,Zn2) | = nm1 n

m
2 m!.
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ión 5.2.1. MP (2m,Zn1,Zn2) es isomorfo a Gm = (Zn1 × Zn2)

m ⋊ Sm.Demostra
ión. La demostra
ión de esta proposi
ión es similar a la de la proposi
ión5.1.1 y es el 
aso parti
ular r = 2 de la prueba que se presenta en el apéndi
e C. �Ahora, 
onsideremos:
Ωi = {ξk : ξ ∈ Zni , k = 1, 2, · · · , m},Wni m = {σ ∈ SΩi : σ(ξx) = ξσ(x), x ∈ Ωi, ξ ∈ Zni}.sabemos que Wni m es un grupo y que |Wni m| = nmi m!. Sea

Ω = {(ξk, ηk) : ξ ∈ Zn1 , η ∈ Zn2 , k = 1, · · · , m}enton
es |Ω| = mn1n2 y SΩ
∼= Smn1n2 .SeaWn1n2 m = {σ ∈ SΩ : σ((ξk, ηk)) = (σ1(ξk), σ2(ηk)), σi ∈Wni m, i = 1, 2 y Mσ∗1

=Mσ∗2
},donde σ∗

i es 
omo en la observa
ión 5.1.1 y Mσ∗i
es la matriz de tamaño m×m tal que si

σ∗
i (j) = ξjkj, en la posi
ión (kj , j) la entrada vale ξj , y 0 en las demás entradas.Enton
es Wn1n2 m es un subgrupo de SΩ y además |Wn1n2 m| = nm1 n

m
2 m!.Observa
ión 5.2.1.Dado que para σ ∈ Wn1n2 m, se tiene que σ((ξk, ηk)) = (σ1(ξk), σ2(ηk)), 
on σ1 ∈Wn1 m, σ2 ∈ Wn2 m, se puede 
ono
er a σ 
ompletamente, a partir de su de�ni
ión para

{(1, 1), (2, 2), · · · , (m,m)}. Sea σ∗ la permuta
ión 
orrespondiente a σ∣∣
{(1,1),(2,2),··· ,(m,m)}

,enton
es:
σ∗ =


 (1, 1) (2, 2) · · · (m,m)

(ξ1a1, η1a1) (ξ2a2, η2a2) · · · (ξmam, ηmam)


 ,
on ξi ∈ Zn1 , ηi ∈ Zn2 y ai ∈ {1, 2, · · · , m}. 
on ξji ∈ Znj , i := 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · , ry ai ∈ {1, 2, · · · , m}.La observa
ión anterior nos permite de�nir el signo de una permuta
ión σ ∈Wn1n2 m así:De�ni
ión 5.2.1. Sea σ ∈Wn1n2 m y σ∗ la permuta
ión aso
iada de a
uerdo a la obser-va
ión 5.2.1 de�nimos

sgn : Wn1n2 m → Zn1 × Zn2

σ 7→ (ξ1ξ2 · · · ξm, η1η2 · · ·ηm)
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ión 5.2.2.La fun
ión sgn es un epimor�smo de grupos. De este modo | ker(sgn)| = nm−1
1 nm−1

2 m.Demostra
ión. Si σ, τ ∈Wn1n2 m, donde σm es 
omo arriba y
τ ∗ =


 (1, 1) (2, 2) · · · (m,m)

(µ1b1, ν1b1) (µ2b2, ν2b2) · · · (µmbm, νmbm)


 ,
on µi ∈ Zn1 , νi ∈ Zn2 y bi ∈ {1, 2, · · · , m}, enton
es,

στ((i, i)) = σ(τ((i, i)))

= σ((µibi, νibi)), µi ∈ Zn1 , νi ∈ Zn2, bi ∈ {1, 2, · · · , m}

= (σ1(µi(bi)), σ2(νi(bi)))

= (µiσ1(bi), νiσ2(bi))

= (µiξbiabi , νiηbiabi), ξbi ∈ Zn1 , ηbi ∈ Zn2 , abi ∈ {1, 2, · · · , m}así,
sgn(στ) = (µ1ξb1µ2ξb2 · · ·µmξbm , ν1ηb1ν2ηb2 · · · νmηbm)

= (µ1µ2 · · ·µmξ1ξ2 · · · ξm, η1η2 · · ·ηmν1ν2 · · · νm)

= (µ1µ2 · · ·µm, η1η2 · · · ηm)(ξ1ξ2 · · · ξm, ν1ν2 · · · νm)

= sgn(σ) sgn(τ)de modo que sgn es un homomor�smo.Además dado (η, ξ) ∈ Zn1 ×Zn2 , existe σ ∈Wn1n2 m, tal que:
σm =


 (1, 1) (2, 2) · · · (m,m)

(η, ξ) (2, 2) · · · (m,m)


 ,y sgn(σ) = (η, ξ). Luego sgn es un homomor�smo sobreye
tivo. �Además,

ker(sgn) = {σ ∈Wn1n2 m : sgn(σ) = (1, 1)},por lo que Wn1n2 m/ ker(sgn)
∼= Zn1 × Zn2, y

| ker(sgn)| = nm−1
1 nm−1

2 m!.El siguiente lema y la proposi
ión 5.2.1 nos permiten estable
er el nú
leo del homomor-�smo sgn 
omo subgrupo de Gm = (Zn1 × Zn2)
m ⋊ Sm.Lema 5.2.1. Wn1n2 m

∼= MP (2m,Zn1,Zn2).
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ión. En efe
to,

Φ : Wn1n2 m → MP (2m,Zn1,Zn2)

σ 7→ Mσ =


 Mσ1 0

0 Mσ2


 ,donde Mσi , i = 1, 2 es la matriz de tamaño m×m tal que si σ∗
i (j) = ξjkj, en la posi
ión

(kj , j), la entrada vale ξj y 0 en las demás entradas. Es un epimor�smo de grupos.
�Luego, se tiene que

ker(sgn) . (Zn1 × Zn2)
m ⋊ Sm.En lo que sigue, determinaremos a qué subgrupo de (Zn1 × Zn2)

m ⋊ Sm es isomorfo
ker(sgn).Observa
ión 5.2.3.
Ĝ ={P ∈ MP (2m,Zn1,Zn2) : s1s2 · · · smt1t2 · · · tm = 1, donde si, ti, son las entradas no nulasde las �las i, y m+ i, respe
tivamente}es un subgrupo de MP (2m,Zn1,Zn2).Lema 5.2.2.

ker(sgn) ∼= Ĝ.Demostra
ión.
Φ(ker(sgn)) = {P ∈MP n1,n2−sgn

2m : P = Mσ para algún σ ∈ ker(sgn)} = Ĝ

�Luego debemos determinar a qué subgrupo de (Zn1×Zn2)
m⋊Sm 
orresponde Ĝ. Notemosque

Mσ = PMv, 
on
P =


 P 0

0 P


 ,donde P es una matriz de permuta
ión y Mv es la matriz:
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Mv =




φ1(x1) · · · 0 0 · · · 0

0
. . . ... 0

. . . 0

0 · · · φ1(xm) 0 · · · 0

0 · · · 0 φ2(y1) · · · 0

0
. . . 0 0

. . . ...
0 · · · 0 0 · · · φ2(ym)





on φ1(x1) = ωl1n1
, φ1(x2) = ωl2n1

, ..., φ1(xm) = ωlmn1
, tales que ωl1n1

ωl2n1
· · ·ωlmn1

= 1 y
φ2(y1) = ωh1n2

, φ2(y2) = ωh2n2
, ..., φ2ym) = ωhmn2

, tales que ωh1n2
ωh2n2

· · ·ωhmn2
= 1. Re
orde-mos que:

φj : Znj → Q(ωnj)

[i] 7→ ωinj

,luego l1 + l2 + · · · + lm = 0 ∈ Zn1 y h1 + h2 + · · · + hm = 0 ∈ Zn2 , de donde se tiene,
v = ((l1, h1), (l2, h2), · · · , (lm), hm), 
on l1 + l2 + · · ·+ lm = 0, h1 + h2 + · · ·+ hm = 0.Sea

G ={((x1, y1), (x2, y2), · · · , (xm, ym), σ) : xi ∈ Zn1 , yi ∈ Zn2i = 1, · · ·m,

σ ∈ Sm y x1 + x2 + · · ·+ xm = 0, y1 + y2 + · · ·+ ym = 0}

G ✂ (Zn1 × Zn2)
m ⋊ Sm y por lo anterior ker(sgn) está 
ontenido, salvo isomor�smo, en

G. Además, dado que G ∼= (Zn1 ⋊ Zn2)
m−1 ⋊ Sm, se tiene que | ker(sgn)| = |G| y en
onse
uen
ia se ha mostrado que:Corolario 5.2.1. ker(sgn) ∼= Gm = (Zn1 ×Zn2)

m−1 ⋊ Sm.
�Este isomor�smo es muy importante pues nos permite exhibir un 
onjunto de generadoresdel grupo (Zn1 × Zn2)

m−1 ⋊ Sm, visto 
omo subgrupo del grupo simétri
o Smn1n2, 
omolo muestra la siguiente proposi
ión:Proposi
ión 5.2.2. Sea Smn1n2, el grupo simétri
o de grado n1n2m. En Smn1n2, el grupo
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(Zn1 × Zn2)
m−1 ⋊ Sm , n1|n2, está generado por los elementos:

si =
((((
i, i+ 1

)))) ((((
m+ i, m+ i+ 1

)))) ((((
2m+ i, 2m+ i+ 1

)))) ((((
3m+ i, 3m+ i+ 1

))))
· · ·((((

(n1n2 − 2)m+ i, (n1n2 − 2)m+ i+ 1
)))) ((((

(n1n2 − 1)m+ i, (n1n2 − 1)m+ i+ 1
))))
;

1 ≤ i < m

sm =γ1 γ2 · · · γn2

sm+1 =δ1 δ2 · · · δn1 ,donde
γj =

((((
((j − 1)n1 + 1)m− 1, ((j − 1)n1 + 2)m

)))) ((((
((j − 1)n1 + 2)m− 1, ((j − 1)n1 + 3)m

))))
· · ·((((

((j − 1)n1 + n1 − 1)m− 1, ((j − 1)n1 + n1)m
)))) ((((

((j − 1)n1 + n1)m− 1, ((j − 1)n1 + 1)m
))))

1 ≤ j ≤ n2, y

δj =
((((
jm− 1, (n1 + j)m

)))) ((((
(n1 + j)m− 1, (2n1 + j)m

)))) ((((
(2n1 + j)m− 1, (3n1 + j)m

))))
· · ·((((

((n2 − 2)n1 + j)m− 1, ((n2 − 1)n1 + j)m
)))) ((((

((n2 − 1)n1 + j)m− 1, jm
))))

1 ≤ j ≤ n1Demostra
ión. Re
ordemos que:Wn1n2 m = {σ ∈ SΩ : σ((ξk, ηk)) = (σ1(ξk), σ2(ηk)), σi ∈Wni m, i = 1, 2 y Mσ∗1
=Mσ∗2

},donde σ∗
i es 
omo en la observa
ión 5.1.1 y Mσ∗i

es la matriz de tamaño m×m tal que si
σ∗
i (j) = ξjkj, en la posi
ión (kj , j), la entrada vale ξj y 0 en las demás entradas, 
on:

Ω = {(ξk, ηk) : ξ ∈ Zn1 , η ∈ Zn2 , k = 1, · · · , m}, y
Zni = {ωjni : j = 0, 1, · · · , ni − 1}, i = 1, 2,

Ωi = {ξik : ξ ∈ Zni, k = 1, 2, · · · , m},Wni m = {σ ∈ SΩi : σ(ξx) = ξσ(x), x ∈ Ωi, ξ ∈ Zni}.Consideremos el subgrupo T , de Wn1n2 m, generado por los elementos:
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ti =

(((((
ω0
n1
i, ω0

n2
i
)
,
(
ω0
n1
(i+ 1), ω0

n2
(i+ 1)

))))) (((((
ω1
n1
i, ω0

n2
i
)
,
(
ω1
n1
(i+ 1), ω0

n2
(i+ 1)

)))))
(((((
ω2
n1
i, ω0

n2
i
)
,
(
ω2
n1
(i+ 1), ω0

n2
(i+ 1)

)))))(((((
ω3
n1
i, ω0

n2
i
)
,
(
ω3
n1
(i+ 1), ω0

n2
(i+ 1)

)))))...(((((
ωn1−2
n1

i, ωn2−1
n2

i
)
,
(
ωn1−2
n1

(i+ 1), ωn2−1
n2

(i+ 1)
)))))

(((((
ωn1−1
n1

i, ωn2−1
n2

i
)
,
(
ωn1−1
n1

(i+ 1), ωn2−1
n2

(i+ 1)
)))))

1 ≤ i < m

tm =γ̃1 γ̃2 · · · γ̃n2

tm+1 =δ̃1 δ̃2 · · · δ̃n1,donde
γ̃j =

(((((
ω0
n1
(m− 1), ωn1(j−1)

n2
(m− 1)

)
,

(
ω1
n1
m, ωn1(j−1)

n2
m
)))))

(((((
ω1
n1
(m− 1), ωn1(j−1)

n2
(m− 1)

)
,
(
ω2
n1
m, ωn1(j−1)

n2
m
)))))

· · ·
(((((
ωn1−2
n1

(m− 1), ωn1(j−1)
n2

(m− 1)
)
,
(
ωn1−1
n1

m, ωn1(j−1)
n2

m
)))))

(((((
ωn1−1
n1

(m− 1), ωn1(j−1)
n2

(m− 1)
)
,
(
ω0
n1
m, ωn1(j−1)

n2
m
)))))

1 ≤ j ≤ n2, y

δ̃j =
(((((
ω(j−1)
n1

(m− 1), ω0
n2
(m− 1)

)
,
(
ω(j−1)
n1

m, ω1
n2
m
)))))

(((((
ω(j−1)
n1

(m− 1), ω1
n2
(m− 1)

) (
ω(j−1)
n1

m, ω2
n2
m
)))))

· · ·
(((((
ω(j−1)
n1

(m− 1), ωn2−2
n2

(m− 1)
)
,
(
ω(j−1)
n1

m, ωn2−1
n2

m
)))))

(((((
ω(j−1)
n1

(m− 1), ωn2−1
n2

(m− 1)
)
,
(
ω(j−1)
n1

m, ω0
n2
m
)))))

1 ≤ j ≤ n1

ti ∈Wn1n2 m, para i = 1, 2, · · · , m+1, luego T ≤Wn1n2 m, de he
ho sgn(ti) = (1Zn1 , 1Zn2 ),para i = 1, 2, · · · , m+ 1, luego T ≤ ker(sgn).La apli
a
ión:
f : C1 → C2

(ωsn1
i, ωtn2

i) 7→ (s+ n1t)m+ i
,transforma de forma ordenada el 
onjunto C1, dado por:
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)3 · · · (w0

n1
, wn2−1

n2
)(m − 1) (w0

n1
, wn2−1

n2
)m... ... ... ... ... ...

(wn1−1
n1

, wn2−1
n2

)1 (wn1−1
n1

, wn2−1
n2

)2 (wn1−1
n1

, wn2−1
n2

)3 · · · (wn1−1
n1

, wn2−1
n2

)(m − 1) (wn1−1
n1

, wn2−1
n2

)m

,

en el 
onjunto C2, dado por:
1 2 3 · · · m− 1 m

m+ 1 m+ 2 m+ 3 · · · 2m− 1 2m... ... ... ... ... ...
(n1 − 1)m+ 1 (n1 − 1)m + 2 (n1 − 1)m + 3 · · · n1m− 1 n1m

n1m+ 1 n1m+ 2 n1m+ 3 · · · (n1 + 1)m − 1 (n1 + 1)m... ... ... ... ... ...
(2n1 − 1)m+ 1 (2n1 − 1)m + 2 (2n1 − 1)m + 3 · · · 2n1m− 1 2n1m... ... ... ... ... ...
n1(n2 − 1)m+ 1 n1(n2 − 1)m + 2 n1(n2 − 1)m + 3 · · · (n1n2 − n1 + 1)m − 1 (n1n2 − n1 + 1)m... ... ... ... ... ...

(n− 1)m+ 1 (n− 1)m + 2 (n− 1)m + 3 · · · nm− 1 nmLuego estable
e una biye

ión entre los 
onjuntos T̃ = {t1, t2, · · · , tm+1} y S̃ = {s1, s2, · · · , sm+1}.Así T ∼= 〈si : i = 1, 2, · · · , m + 1〉. Sea Gm = 〈si : i = 1, 2, · · · , m + 1〉, enton
es
Gm . (Zn1 × Zn2)

m−1 ⋊ Sm.Ahora, Gm−1 es el grupo generado por:
si =

((((
i, i+ 1

)))) ((((
(m− 1) + i, (m− 1) + i+ 1

)))) ((((
2(m− 1)m+ i, 2(m− 1) + i+ 1

))))
· · ·((((

(n1n2 − 2)(m− 1) + i, (n1n2 − 2)(m− 1) + i+ 1
))))

((((
(n1n2 − 1)(m− 1) + i, (n1n2 − 1)(m− 1) + i+ 1

))))

1 ≤ i < (m− 1)

sm−1 =γ1 γ2 · · · γn2

s(m−1)+1 =δ1 δ2 · · · δn1 ,
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γj =

((((
((j − 1)n1 + 1)(m− 1)− 1, ((j − 1)n1 + 2)(m− 1)

))))
((((
((j − 1)n1 + 2)(m− 1)− 1, ((j − 1)n1 + 3)(m− 1)

))))
· · ·((((

((j − 1)n1 + n1 − 1)(m− 1)− 1, ((j − 1)n1 + n1)(m− 1)
))))

((((
((j − 1)n1 + n1)(m− 1)− 1, ((j − 1)n1 + 1)(m− 1)

))))

1 ≤ j ≤ n2, y

δj =
((((
j(m− 1)− 1, (n1 + j)(m− 1)

)))) ((((
(n1 + j)(m− 1)− 1, (2n1 + j)(m− 1)

))))
((((
(2n1 + j)(m− 1)− 1, (3n1 + j)(m− 1)

))))
· · ·((((

((n2 − 2)n1 + j)(m− 1)− 1, ((n2 − 1)n1 + j)(m− 1)
))))

((((
((n2 − 1)n1 + j)(m− 1)− 1, j(m− 1)

))))

1 ≤ j ≤ n1Por argumentos similares a los men
ionados en la demostra
ión de la proposi
ión 5.1.2,tenemosProposi
ión 5.2.3. Smn−1 ∩Gm
∼= Gm−1

�Por tanto,
|Smn1n2 : Smn1n2−1| = |Smn1n2 ∩Gm : Smn1n2−1 ∩Gm| = |Gm : Smn1n2−1 ∩Gm| = mn1n2,luego |Gm : Gm−1| = mn1n2 y |Gm−1 : Gm−2| = (m − 1)n1n2, re
ursivamente podemos
ontinuar hasta obtener que |Gm−(m−3) : Gm−(m−2)| = 3n1n2, luego

|Gm| = mn1n2(m− 1)n1n2 · · · (m− (m− 3))n1n2|Gn 2| =
m!

2
(n1n2)

m−2|Gn 2|,y dado que:
Gm−(m−2) = G2 = 〈s1, s2, s3〉,donde
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s1 =(1, 2)(3, 4)(5, 6) · · · (2(n1 − 1) + 1, 2(n1 − 1) + 2)(2n1 + 1, 2n1 + 2)

(2(n1 + 1) + 1, 2(n1 + 1) + 2) · · · (2(2n1 − 1) + 1, 2(2n1 − 1) + 2)...
(2n1(n2 − 1) + 1, 2n1(n2 − 1) + 2) · · · (2(n1n2 − 1) + 1, 2(n1n2 − 1) + 2)

s2 =(1, 4)(3, 6) · · · (2(n1 − 1)− 1, 2n1)(2n1 − 1, 2)(2(n1 + 1)− 1, 2(n1 + 2))

(2(n1 + 2)− 1, 2(n1 + 3)) · · · (2(2n1 − 1)− 1, 4n1)(4n1 − 1, 2(n1 + 1))...
(2((n2 − 1)n1 + 1)− 1, 2((n2 − 1) + 2))(2((n2 − 1)n1 + 2)− 1, 2((n2 − 1) + 3)) · · ·

(2((n2 − 1)n1 + n1 − 1)− 1, 2n1n2)(2n1n2 − 1, 2((n2 − 1)n1 + 1))

s3 =(1, 2(n1 + 1))(2(n1 + 1) − 1, 2(2n1 + 1)) · · · (2((n2 − 2)n1 + 1) − 1, 2((n2 − 1)n1) + 1)

(2((n2 − 1)n1 + 1)− 1, 2)(3, 2(n1 + 2))(2(n1 + 2) − 1, 2(2n1 + 2)) · · ·

(2((n2 − 2)n1 + 2)− 1, 2((n2 − 1)n1 + 2))(2((n2 − 1)n1 + 2) − 1, 4) · · ·

(2n1 − 1, 4n1)(4n1 − 1, 6n1) · · · (2n1(n2 − 1) − 1, 2n1n2)(2n1n2 − 1, 2n1)enton
es:
s1s2 =(1, 3, 5, · · · , 2n1 − 1)(2, 2n1, 2n1 − 2, 2n1 − 4, · · · , 6, 4)

(2n1 + 1, 2n1 + 3, 2n1 + 5, · · · , 4n1 − 1)(2n1 + 2, 4n1, 4n1 − 2, · · · , 2n1 + 6, 2n1 + 4)...
(2n1(n2 − 2) + 1, 2n1(n2 − 2) + 3, · · · , 2n1(n2 − 1)− 1)

(2n1(n2 − 2) + 2, 2n1(n2 − 1), 2n1(n2 − 1) − 2, · · · , 2n1(n2 − 2) + 6, 2n1(n2 − 2) + 4)

(2n1(n2 − 1) + 1, 2n1(n2 − 1) + 3, · · · , 2n1n2 − 1)

(2n1(n2 − 1) + 2 2n1n2 2n1n2 − 2, · · · , 2n1(n2 − 1) + 6 2n1(n2 − 1) + 4)luego |s1s2| = n1,
s1s3 =(1, 2n1 + 1, 4n1 + 1, · · · , 2n1(n2 − 1) + 1)(2, 2n1(n2 − 1) + 2, 2n1(n2 − 2) + 2, · · · , 2n1 + 2)

(3, 2n1 + 3, 4n1 + 3, · · · , 2n1(n2 − 1) + 3)(4, 2n1(n2 − 1) + 4, 2n1(n2 − 2) + 4, · · · , 2n1 + 4)...
(2n1 − 1, 2n1 + 2n1 − 1, · · · , 2n1(n2 − 1) + 2n1 − 1)(2n1, 2n1n2, 2n1(n2 − 1), · · · , 4n1)luego |s1s3| = n2. Así mismo |s2s3| = n2 y (s1s2)(s2s3) = (s2s3)(s1s2). Así tenemos:

H = 〈s1s2, s2s3〉 = 〈s1s2〉〈s2s3〉✂G,y |H| = n1n2. Además, g1 6∈ H . De modo que
G 2 = 〈s1, s2, s3〉 = 〈s1, s1s2, s2s3〉 = 〈s1〉H,luego |G2| = 2n1n2 y en 
onse
uen
ia |Gm| = nm−1m!.Por tanto:

Gm
∼= Gm = (Zn1 × Zn2)

m−1 ⋊ Sm.
�
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m−1⋊SmEn esta se

ión mostraremos que el método des
rito en la se

ión 5.1, que se extendióal 
aso del produ
to semidire
to de (Zn1 × Zn2)

m−1 ⋊ Sm en 5.2, se puede generalizar alprodu
to semidire
to (Zn1 × Zn2 × · · · × Znr)
m−1 ⋊ Sm. Con este �n se extenderán lasde�ni
iones de MP (m,Zn) y la proposi
ión 5.1.1.Sea ωni = e2iπ/n una raíz ni-ésima primitiva de la unidad y Zni = 〈ωni〉.Denotaremos porMP (rm,Zn1,Zn2 , · · · ,Znr) al 
onjunto de matri
es de tamaño rm×rm,diagonales por bloques, donde 
ada bloque es una matriz de permuta
ión 
on signo detamaño m×m, tal que el bloque i tiene sus 
oe�
ientes en Zni.Un elemento típi
o de MP (rm,Zn1,Zn2 , · · · ,Znr) es:




Mv1Mτ 0 · · · 00 Mv2Mτ · · · 0... ... . . . ...0 0 · · · MvrMτ



,donde Mτ es la matriz de la permuta
ión τ ∈ Sm y Mvi es una matriz diagonal 
onentradas en Zni , y 0 representa la matriz nula de tamaño m×m.Además, dado que existenm! matri
es de permuta
ión de tamañom×m y nm1 , nm2 , · · · , nmrposibilidades para es
oger los elementos de la diagonal de Mv1 , Mv2 , · · · , Mvr respe
tiva-mente, se tiene que |MP (rm,Zn1,Zn2 , · · · ,Znr)| = nm1 n

m
2 · · ·nmr m!.Proposi
ión 5.3.1.

MP (rm,Zn1 ,Zn2, · · · ,Znr) es isomorfo a Gm = (Zn1 ×Zn2 × · · · × Znr)
m ⋊ Sm .Demostra
ión.La demostra
ión de esta proposi
ión es similar a la de la proposi
ión 5.1.1 y se puede veren el apéndi
e C. �En lo que sigue extenderemos de manera natural las ideas presentadas en las se

ionesanteriores. Consideremos

Ωi = {ξk : ξ ∈ Zni, k = 1, 2, · · · , m},Wni m = {σ ∈ SΩi : σ(ξx) = ξσ(x), x ∈ Ωi, ξ ∈ Zni}.Se sabe que Wni m es un grupo y que |Wni m| = nmi m!. Sea
Ω = {(ξ1k, ξ2k, · · · , ξrk) : ξi ∈ Zni , i = 1, 2, · · · , r, k = 1, · · · , m}
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es |Ω| = mn1n2 · · ·nr y SΩ

∼= Smn1n2···nr .SeaWn1···nr m = {σ ∈ SΩ : σ ((ξ1k, ξ2k, · · · , ξrk)) = (σ1(ξ1k), σ2(ξ2k), · · · , σr(ξrk)) , σi ∈ Wni m,

i = 1, 2, · · · , r, y Mσ∗1
=Mσ∗2

= · · ·Mσ∗r

}donde σ∗
i es 
omo en la observa
ión 5.1.1 y Mσ∗i

es la matriz de tamaño m ×m tal quesi σ∗
i (j) = ξjkj, en la posi
ión (kj , j), la entrada vale ξj y 0 en las demás entradas.Enton
es Wn1···nr m es un subgrupo de SΩ y además, |Wn1···nr m| = nm1 n

m
2 · · ·nmr m!.Observa
ión 5.3.1.Dado que para σ ∈Wn1···nr m, se tiene que σ ((ξ1k, ξ2k, · · · , ξrk)) = (σ1(ξ1k), σ2(ξ2k), · · · , σr(ξrk)),
on σi ∈ Wni m, para i := 1, 2, · · · , r, se puede 
ono
er a σ 
ompletamente a partir desu de�ni
ión para {(1, 1, · · · , 1), (2, 2, · · · , 2), · · · , (m,m, · · · , m)}. Sea σm la permuta
ión
orrespondiente a σ∣∣

{(1,1,··· ,1),(2,2,··· ,2),··· ,(m,m,··· ,m)}
, enton
es:

σm =


 ( 1, 1, · · · , 1) ( 2, 2, · · · , 2) · · · (m, m, · · · , m)

(ξ
(1)
1 a1, ξ

(2)
1 a1, · · · , ξ

(r)
r a1) (ξ

(1)
2 a2, ξ

(2)
2 a2, · · · , ξ

(r)
2 am) · · · (ξ

(1)
m am, ξ

(2)
m am, · · · , ξ

(r)
m am)


 ,
on ξ(j)i ∈ Znj , i := 1, 2, · · · , m, j = 1, 2, · · · , r y ai ∈ {1, 2, · · · , m}.La observa
ión anterior y la de�ni
ión 5.1.2 nos permite estable
er el siguiente epimor�smode grupos:

sgn : Wn1···nr m → Zn1 × Zn2 × · · · × Znr

σ 7→ (ξ
(1)
1 ξ

(1)
2 · · · ξ

(1)
m , ξ

(2)
1 ξ

(2)
2 · · · ξ

(2)
m , · · · , ξ

(r)
1 ξ

(r)
2 · · · ξ

(r)
m )Veamos que sgn es un epimor�smo. Si σ, τ ∈Wn1···nr m, donde σm es 
omo arriba y

τm =


 ( 1, 1, · · · , 1) ( 2, 2, · · · , 2) · · · (m, m, · · · , m)

(µ
(1)
1 b1, µ

(2)
1 b1, · · · , µ

(r)
r b1) (µ

(1)
2 b2, µ

(2)
2 b2, · · · , µ

(r)
2 bm) · · · (µ

(1)
m bm, µ

(2)
m bm, · · · , µ

(r)
m bm)


 ,
on µ(j)

i ∈ Znj , i = 1, 2, · · · , m, j = 1, 2, · · · , r y bi ∈ {1, 2, · · · , m}, enton
es,
στ((i, i, · · · , i)) = σ(τ((i, i, · · · , i)))

= σ((µ
(1)
i bi, µ

(2)
i bi, · · · , µ

(r)
i bi)), µ

(j)
i ∈ Znj

, i = 1, · · · , m, j = 1, · · · , r, bi ∈ {1, 2, · · · ,m}

= (σ1(µ
(1)
i

(bi)), σ2(µ
(2)
i

(bi)), · · · , σr(µ
(r)
i

(bi)))

= (µ
(1)
i σ1(bi), µ

(2)
i σ2(bi), · · · , µ

(r)
i σr(bi))

=
(
µ
(1)
i ξ

(1)
bi
abi , µ

(2)
i ξ

(2)
bi
bi, · · · , µ

(r)
i ξ

(r)
bi
bi
)
, ξ

(j)
bi

∈ Znj
, j = 1, · · · , r, abi ∈ {1, 2, · · · ,m}
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sgn(στ) =

(
µ
(1)
1 ξ

(1)
b1
µ
(1)
2 ξ

(1)
b2

· · ·µ
(1)
m ξ

(1)
bm
, µ

(2)
1 ξ

(2)
b1
µ
(2)
2 ξ

(2)
b2

· · · µ
(r)
m ξ

(r)
bm
, · · · , µ

(r)
1 ξ

(r)
b1
µ
(r)
2 ξ

(r)
b2

· · ·µ
(r)
m ξ

(r)
bm

)

= (µ
(1)
1 µ

(1)
2 · · ·µ

(1)
m ξ

(1)
1 ξ

(1)
2 · · · ξ

(1)
m , µ

(2)
1 µ

(2)
2 · · ·µ

(2)
m ξ

(2)
1 ξ

(2)
2 · · · ξ

(2)
m , · · · , µ

(r)
1 µ

(r)
2 · · ·µ

(r)
m ξ

(r)
1 ξ

(r)
2 · · · ξ

(r)
m )

= (µ
(1)
1 µ

(1)
2 · · ·µ

(1)
m , µ

(2)
1 µ

(2)
2 · · ·µ

(2)
m , · · · , µ

(r)
1 µ

(r)
2 · · ·µ

(r)
m )(ξ

(1)
1 ξ

(1)
2 · · · ξ

(1)
m , ξ

(2)
1 ξ

(2)
2 · · · ξ

(2)
m , · · · , ξ

(r)
1 ξ

(r)
2 · · · ξ

(r)
m )

= sgn(σ) sgn(τ)de modo que sgn es un homomor�smo.Además dado (ξ(1), ξ(2), · · · , ξ(r)) ∈ Zn1 × Zn2 × · · · × Znr , existe σ ∈ Wn1···nr m, tal que:
σm =


 (1, 1, · · · , 1) (2, 2, · · · , 2) · · · (m,m, · · · , m)

(ξ(1), ξ(2), · · · , ξ(r)) (2, 2, · · · , 2) · · · (m,m, · · · , m)


 ,y sgn(σ) = (ξ(1), ξ(2), · · · , ξ(r)). Luego sgn es un homomor�smo sobreye
tivo. Ahora,

ker(sgn) = {σ ∈Wn1···nr m : sgn(σ) = (1, 1, · · · , 1)},por lo que Wn1···nr m/ ker(sgn)
∼= Zn1 ×Zn2 × · · · × Znr , y

| ker(sgn)| = nm−1
1 nm−1

2 · · ·nm−1
r m!.Lema 5.3.1. Wn1···nr m

∼= MP (rm,Zn1,Zn2 , · · · ,Znr).Demostra
ión. En efe
to,
Φ : Wn1···nr m → MP n1,n2,··· ,nr−sgn

rm

σ 7→ Mσ−1 =




Mσ1 0 · · · 00 Mσ2 · · · 0... ... . . . ...0 0 · · · Mσr




,

donde Mσi , i = 1, 2, · · · , r es la matriz de tamaño m × m tal que si σ∗
i (j) = ξjkj , enla posi
ión (kj, j), la entrada vale ξj y 0 en las demás entradas. Es un epimor�smo degrupos.

�de donde:
ker(sgn) . (Zn1 ×Zn2 × · · · × Znr)

m ⋊ Sm.En lo que sigue veremos a qué subgrupo de (Zn1 × Zn2 × · · · × Znr)
m ⋊ Sm es isomorfo

ker(sgn).
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ión 5.3.2.

Ĝ =

{
P ∈ MP (rm,Zn1,Zn2 , · · · ,Znr) :

r∏

j=1

s
(j)
1 s

(j)
2 · · · s(j)m = 1, donde s(j)i , es la entrada no nulade la �la (j − 1)m+ i



es un subgrupo de MP (rm,Zn1 ,Zn2, · · · ,Znr) y,

ker(sgn) ∼= Ĝ.Ahora veremos a qué subgrupo de (Zn1 ×Zn2 ×· · ·×Znr)
m⋊Sm 
orresponde Ĝ. Notemosque

M−1
σ = PMv, 
on

P =




P 0 · · · 00 P · · · 0... ... . . . ...0 0 · · · P



,donde P es una matriz de permuta
ión de tamaño m×m y Mv es la matriz:

Mv =




Φ1 0 · · · 00 Φ2 · · · 0... ... . . . ...0 0 · · · Φr



,

donde,
Φj =




φj(x
(j)
1 ) 0 · · · 0

0 φj(x
(j)
2 ) · · · 0... ... . . . 0

0 0 · · · φj(x
(j)
m )



,

j = 1, 2, · · · , r.Re
ordemos que:
φj : Znj → Q(ωnj)

[i] 7→ ωinj

,
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lij
nj , i = 1, 2, · · · , r, j = 1, 2, · · · , r 
on ωl1jnj ωl2jnj · · · ω

lmj
nj = 1, para todo j.En 
onse
uen
ia v = ((l11, l12, · · · , l1r), (l21, l22, · · · , l2r), · · · , (lm1), lm2, · · · , lmr), 
on l1j +

l2j + · · ·+ lmj = 0 ∈ Znj , para todo j,.Sea
G =

{
(
(
(x

(1)
1 , x

(2)
1 , · · · , x(r)1 ), (x

(1)
2 , x

(2)
2 , · · ·x(r)2 ), · · · , (x(1)m , x(2)m , · · · , x(r)m )

)
, σ) : x

(j)
i ∈ Znj ,

i = 1, · · ·m, j = 1, 2, · · · , rσ ∈ Sm y x(j)1 + x
(j)
2 + · · ·+ x(j)m = 0, ∀j

}

G ✂ (Zn1 ⋊ Zn2 × · · · × Znr)
m ⋊ Sm y por lo anterior ker(sgn) está 
ontenido, salvoisomor�smo, en G. Además, dado que G ∼= (Zn1 ×Zn2 × · · ·×Znr)

m−1⋊Sm, se tiene que
| ker(sgn)| = |G| y en 
onse
uen
ia se ha mostrado que:Corolario 5.3.1. ker(sgn) ∼= Gm = (Zn1 × Zn2 × · · · × Znr)

m−1 ⋊ Sm.De la misma forma que en las se

iones anteriores, este isomor�smo nos permite exhibirun 
onjunto de generadores del grupo Gm
∼= (Zn1 × Zn2 × · · · × Znr)

m−1 ⋊ Sm, visto
omo subgrupo del grupo simétri
o Smn1n2···nr , 
omo lo muestra la siguiente proposi
ión:Proposi
ión 5.3.2. Sea Smn1n2 · · ·nr, el grupo simétri
o de gradomn1n2 · · ·nr. En Smn1n2···nr ,el grupo (Zn1 × Zn2 × · · · × Znr)
m−1 ⋊ Sm , n1|n2| · · · |nr, r ≥ 3 está generado por loselementos:

si =
((((
i, i+ 1

)))) ((((
m+ i, m+ i+ 1

)))) ((((
2m+ i, 2m+ i+ 1

)))) ((((
3m+ i, 3m+ i+ 1

))))
· · ·((((

(n1n2 · · ·nr − 2)m+ i, (n1n2 · · ·nr − 2)m+ i+ 1
))))

((((
(n1n2 · · ·nr − 1)m+ i, (n1n2 · · ·nr − 1)m+ i+ 1

))))
;

1 ≤ i < m

sm =γ1 γ2 · · · γn2n3···nr

sm+k =η
(k)
1 η

(k)
2 · · · η(k)nk+2···nr

, k = 1, · · · , r − 2

sm+r−1 =ϑ1ϑ2 · · ·ϑn1n2···nr−1donde
γj =

((((
((j − 1)n1 + 1)m− 1, ((j − 1)n1 + 2)m

)))) ((((
((j − 1)n1 + 2)m− 1, ((j − 1)n1 + 3)m

))))
· · ·((((

((j − 1)n1 + n1 − 1)m− 1, ((j − 1)n1 + n1)m
)))) ((((

((j − 1)n1 + n1)m− 1, ((j − 1)n1 + 1)m
))))

1 ≤ j ≤ n2n3 · · ·nr,
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η
(k)
l =δ1 δ2 · · · δn1n2···nk , l = 1, 2, · · · , nk+2 · · ·nr

δ(j) =
((((
(l − 1)(n1n2 · · · nk+1)m+ jm− 1, (l − 1)(n1n2 · · ·nk+1)m+ (n1n2 · · ·nk + j)m

))))
((((
(l − 1)(n1n2 · · · nk+1)m+ (n1n2 · · ·nk + j)m− 1, (l − 1)(n1n2 · · ·nk+1)m+ (2n1n2 · · ·nk + j)m

))))
((((
(l − 1)(n1n2 · · · nk+1)m+ (2n1n2 · · ·nk + j)m− 1, (l − 1)(n1n2 · · ·nk+1)m+ (3n1n2 · · · nk + j)m

))))...((((
((l − 1)(n1n2 · · ·nk+1)m+ ((nk+1 − 2)n1n2 · · ·nk + j)m− 1,

(l − 1)(n1n2 · · ·nk+1)m+ ((nk+1 − 1)n1n1n2 · · ·nk + j)m
))))

((((
(l − 1)(n1n2 · · · nk+1)m+ ((nk+1 − 1)n1n1n2 · · · nk + j)m− 1, (l − 1)(n1n2 . . . nk+1)m+ jm

))))

1 ≤ j ≤ n1n2 · · ·nk

ϑj =
((((
jm− 1, (n1n2 · · ·nr−1 + j)m

)))) ((((
(n1n2 · · ·nr−1 + j)m− 1, (2n1n2 · · ·nr−1 + j)m

))))
((((
(2n1n2 · · ·nr−1 + j)m− 1, (3n1n2 · · ·nr−1 + j)m

))))
· · ·((((

((nr − 2)n1n2 · · ·nr−1 + j)m− 1, ((nr − 1)n1n2 · · ·nr−1 + j)m
))))

((((
((nr − 1)n1n2 · · ·nr−1 + j)m− 1, jm

))))

1 ≤ j ≤ n1n2 · · ·nr−1Demostra
ión.La prueba de la proposi
ión es similar a la realizada en la se

ión anterior y se basaen que este 
onjunto generador lo podemos llevar a un 
onjunto generador del ker(sgn),realizando para todo i, 1 ≤ i ≤ (m+ r − 1), para todo sj , 1 ≤ j ≤ r,
(ωs1n1

i, ωs2n2
i, · · · , ωnr

sri) ↔ (s1 + n1s2 + · · ·+ n1n2 · · ·nr−1sr)m+ i.

�Los generadores para el grupo Gm que presentados en este 
apítulo fueron motivados porel estudio de un problema geométri
o, por lo que en la se

ión siguiente miraremos la
orresponden
ia de estos generadores 
on la signatura geométri
a.5.4. Corresponden
ia Geométri
a de los generadoresDedi
amos el 
apítulo 3 a determinar el grupo de Galois de la Clausura de Galois del
ubrimiento fa
torizado, ϕ ◦ ψ : Y → P1, donde ϕ : X → P1 es un 
ubrimiento simple dede grado m, y ψ : Y → X un 
ubrimiento Galois no rami�
ado de grado n, 
on grupo deGalois abeliano de orden n y tipo (n1, n2, · · · , nr).Probamos que el grupo de Galois, G, del 
ubrimiento fa
torizado ϕ ◦ ψ es isomorfo a
Gm = (Zn1 × Zn2 × · · · ×Znr)

m−1 ⋊ Sm.Ahora probaremos que los generadores en
ontrados en las se

iones anteriores de este
apítulo satisfa
en la signatura del 
ubrimiento 
orrespondiente a la 
lausura de Galois
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omo men
ionamos en 3.1.4, es (0; 2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
t−veces

), donde t = 2g(X ) + 2m− 2.Como aquí hemos exhibido un 
onjunto de m + r − 1 generadores, queremos ver si lospodemos usar para satisfa
er la signatura.En el 
aso 
í
li
o, esto es 
uando r = 1, si g(X ) ≥ 1, tenemos t = 2(m + g(X ) − 1) ydado que tenemos m generadores, s1, · · · , sm, podemos tomar 
omo ve
tor generador, elve
tor:
(s1, s

−1
1 , s2, s

−1
2 , · · · , sm, s

−1
m , s1, s

−1
1 , · · · , s1, s

−1
1︸ ︷︷ ︸

2g(X )−2

),En el 
aso en el que r > 1, 
omo en el 
aso 
í
li
o, si g(X ) ≥ r podemos exhibir un ve
torgenerador 
on los elementos que tenemos:
(s1, s

−1
1 , s2, s

−1
2 , · · · , sm+r−1, s

−1
m+r−1, s1, s

−1
1 , · · · , s1, s

−1
1︸ ︷︷ ︸

2g(X )−2

),Enton
es tenemos la siguiente proposi
ión:Proposi
ión 5.4.1. Para 
ada m ≥ 2, n, r ∈ N, n = n1n2 · · ·nr, ni|ni+1, existe unasuper�
ie de Riemann Z, admitiendo la a

ión de Gm = (Zn1 ×Zn2 ×· · ·×Znr)
m−1⋊Sm,
on signatura

(0; 2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
2(m+r−1)

),y ve
tor generador
(s1, s

−1
1 , s2, s

−1
2 , · · · , sm+r−1, s

−1
m+r−1),donde si son los elementos dados en 5.3.2.Demostra
ión. Este es un 
orolario de la proposi
ión 5.3.2 y del teorema de existen
iade Riemann. �Observa
ión 5.4.1. El género de Z, la super�
ie en la que a
túa Gm, 
on signatura

(0; 2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
2(m+r−1)

), está dado por la e
ua
ión de Riemann Hurwitz:
g(Z) =

nm−1m!

2
(m+ r − 3) + 1Observa
ión 5.4.2. Sea Gm = Zm−1

n ⋊ Sm, el grupo de Galois del 
ubrimiento fa
to-rizado ϕ ◦ ψ 
on ϕ : X → P1 un 
ubrimiento simple de grado m y ψ : Y → X
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a de los generadores 85un 
ubrimiento Galois no rami�
ado de grado n, 
on grupo de Galois isomorfo a Zn.Enton
es Gm = 〈s1, s2, · · · , sm−1, sm〉 y por la proposi
ión 5.1.2, tenemos:
N = Gm−1 = Gm ∩ S(1)

mn−1 = 〈s2, s3, · · · , sm−2, sm−1, sm〉,donde S(1)
mn−1 es el subgrupo de Smn que �ja el 1.Consideremos el elemento

g = (1, m+ 2)(m+ 1, 2m+ 2), · · · , ((n− 2)m+ 1, (n− 1)m+ 2)((n− 1)m+ 1, 2),

g ∈ Gm, puesto que Gm
∼= ker(sgn). Enton
es,

gs1 = (1, m+1, · · · , (n−2)m+1, (n−1)m+1)(2, (n−1)m+2, · · · , 2m+2, m+2), y |gs1| = n.Sea H = 〈s2, s3, · · · , sm−2, sm−1, sm, gs1〉, H ≤ Gm y N ≤ H . Notemos que sjgs1 = gs1sj ,para todo j = 3, 4, · · · , m. Además, gs1s2s1g−1 ∈ N , luego N ✂H .Y |H : N | = n, luego |Gm : H| = m.Observa
ión 5.4.3. Sea Gm = (Zn1 × Zn2 × · · · × Znr)
m−1 ⋊ Sm, el grupo de Ga-lois del 
ubrimiento fa
torizado ϕ ◦ ψ 
on ϕ : X → P1 un 
ubrimiento sim-ple de grado m y ψ : Y → X un 
ubrimiento Galois no rami�
ado de gra-do n, 
on grupo de Galois abeliano, de tipo (n1, n2, · · · , nr), 
on ni

∣∣ni+1. Enton
es
Gm = 〈s1, s2, · · · , sm−1, sm, sm+1, · · · , sm+r−1〉 y por la proposi
ión 5.2.3, tenemos:

N = Gm−1 = Gm ∩ S(1)
mn−1 = 〈s2, s3, · · · , sm−2, sm−1, sm, sm+1, · · · , sm+r−1〉,donde S(1)

mn−1 es el subgrupo de Smn que �ja el 1.Consideremos los elementos:
gm =γ1 γ2 · · · γn2n3···nr

gm+k =η
(k)
1 η

(k)
2 · · · η(k)nk+2···nr

, k = 1, · · · , r − 2

gm+r−1 =ϑ1ϑ2 · · ·ϑn1n2···nr−1donde
γj =

((((
((j − 1)n1)m+ 1, ((j − 1)n1 + 1)m+ 2

))))
((((
((j − 1)n1 + 1)m+ 1, ((j − 1)n1 + 2)m+ 2

))))
· · ·((((

((j − 1)n1 + n1 − 2)m+ 1, ((j − 1)n1 + n1 − 1)m+ 2
))))

((((
((j − 1)n1 + n1 − 1)m+ 1, ((j − 1)n1)m+ 2

))))

1 ≤ j ≤ n2n3 · · ·nr.
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η
(k)
l =δ1 δ2 · · · δn1n2···nk , l = 1, 2, · · · , nk+2 · · ·nr

δ(j) =
((((
(l − 1)(n1n2 · · ·nk+1)m+ (j − 1)m+ 1,

(l − 1)(n1n2 · · ·nk+1)m+ (n1n2 · · ·nk + j − 1)m+ 2
))))

((((
(l − 1)(n1n2 · · ·nk+1)m+ (n1n2 · · ·nk + j − 1)m+ 1,

(l − 1)(n1n2 · · ·nk+1)m+ (2n1n2 · · · nk + j − 1)m+ 2
))))

((((
(l − 1)(n1n2 · · ·nk+1)m+ (2n1n2 · · · nk + j − 1)m+ 1,

(l − 1)(n1n2 · · ·nk+1)m+ (3n1n2 · · · nk + j − 1)m+ 2
))))...((((

((l − 1)(n1n2 · · ·nk+1)m+ ((nk+1 − 2)n1n2 · · ·nk + j − 1)m+ 1,

(l − 1)(n1n2 · · ·nk+1)m+ ((nk+1 − 1)n1n1n2 · · ·nk + j − 1)m+ 2
))))

((((
(l − 1)(n1n2 · · ·nk+1)m+ ((nk+1 − 1)n1n1n2 · · · nk + j − 1)m+ 1,

(l − 1)(n1n2 . . . nk+1)m+ (j − 1)m+ 2
))))

1 ≤ j ≤ n1n2 · · ·nk

ϑj =
((((
(j − 1)m+ 1, (n1n2 · · ·nr−1 + j − 1)m+ 2

))))
((((
(n1n2 · · ·nr−1 + j − 1)m+ 1, (2n1n2 · · ·nr−1 + j − 1)m+ 2

))))
((((
(2n1n2 · · ·nr−1 + j − 1)m+ 1, (3n1n2 · · ·nr−1 + j − 1)m+ 2

))))
· · ·((((

((nr − 2)n1n2 · · ·nr−1 + j − 1)m+ 1, ((nr − 1)n1n2 · · ·nr−1 + j − 1)m+ 2
))))

((((
((nr − 1)n1n2 · · ·nr−1 + j − 1)m+ 1, (j − 1)m

))))

1 ≤ j ≤ n1n2 · · ·nr−1Enton
es gm, gm+1, · · · , gm+r−1 ∈ Gm y además,
|gms1| = n1, |gm+1s1| = n2, · · · |gm+r−1s1| = nr.Sea H = 〈s2, s3, · · · , sm−2, sm−1, sm, sm+1, · · · , sm+r−1, gms1, gm+1s1, · · · , gm+rs1〉. Enton-
es H ≤ Gm y N ≤ H . Notemos que sjgls1 = gs1sj , para todo j = 3, 4, · · · , m, para todo

l = m,m+1, · · · , m+r−1. Además, gls1s2s1g−1
l ∈ N , para todo l = m,m+1, · · · , m+r−1luego N ✂H .Y |H : N | = n, luego |Gm : H| = m.Enton
es, por las observa
iones 5.4.2 y 5.4.3, existen subgrupos N y H , de Gm, 
on N✂Hy H subgrupo maximal de Gm tales que:

Y ∼= Z/N, X ∼= Z/H, P1 ∼= Z/Gm
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a de los generadores 87El siguiente diagrama des
ribe la situa
ión:
Z

Y = ZN

X = ZH

P1 = ZGm

❄

ϕ̂

❄

nm−1(m)!

❅
❅
❅
❅
❅❅❘

ψ̂

❅
❅
❅
❅
❅❅❘

nm−2(m−1)!

❄

ψ

❄

n

�
�

�
�

��✠

ϕ

�
�

�
�

��✠

m

donde
Gm = (Zn1 × Zn2 × · · · ×Znr)

m−1 ⋊ Sm
H = (Zn1 × Zn2 × · · · ×Znr)

m−1 ⋊ Sm−1

N = Smn−1 ∩G = (Zn1 ×Zn2 × · · · × Znr)
m−2 ⋊ Sm−1Observa
ión 5.4.4. Es 
laro que g(X ) = r, puesto que el número de puntos mar
adosdel 
ubrimiento ϕ es 2m+2(g(X )− 2) y dado que g(Y) = |H : N |(g(X )− 1)+1, se tieneque g(Y) = nr − n+ 1.Sin embargo estamos interesados en determinar el género de las super�
ies 
o
ientes

ZH y ZN , usando 1.3.2, 
onsiderando que la signatura del 
ubrimiento de Galois es
(0; 2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸

2(m+r−1)

).
g(ZH) =|Gm : H|(g(ZGm)− 1) + 1 +

1

2

∑

Gi∈Γ

(|Gm : H| − |H\Gm/Gi|)

=−m+ 1 +
1

2

∑

Gi∈Γ

(m− |H\Gm/Gi|),
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ularemos |H\Gm/Gi|, usando 1.3. Así, si C denota una transversal de las 
lases de
onjuga
ión de elementos de Gm, tenemos que:
|H\Gm/Gi| =

|Gm|

|H||Gi|

∑

g∈C

|CGm(g) ∩H||CGm(g) ∩Gi|

CGm(g)

=
m

2


1 +

∑

g∈Γ
g 6=1

|CGm(g) ∩H||CGm(g) ∩Gi|

CGm(g)




=
m

2

(
1 +

|CGm(gi) ∩H||CGm(gi) ∩Gi|

CGm(gi)

)
, puesto que Gi = {1, gi}

=
m

2

(
1 +

|CGm(gi) ∩H|

CGm(gi)

)

=
m

2

(
1 +

|CGm(gi) ∩N |

CGm(gi)

)Ahora, si m = 2 sabemos que |CGm(gi)∩N | = 0 luego |H\Gm/Gi| = 1 = 2−1. Si m ≥ 3,tenemos:
CGm(gi) ∩G2 = {ggig

−1 ∈ G2 : g ∈ Gm},y 
omo gi ∈ N1 ∩ N2 ∩ · · · ∩ Nm−2
∼= G2, donde Nj es 
onjugado de N en Gm. Y

G2 = 〈gi〉K, se tiene que gig−1 = gik, k ∈ K, luego |CGm(gi) ∩ G2| = n, puesto que
|G2| = 2n y |G2 : K| = 2.Por otro lado, N apare
e en (m− 1

m− 3

) sub
onjuntos de la forma N1 ∩ N2 ∩ · · · ∩ Nm−2,luego
|CGm(gi) ∩N | =

n(m− 2)(m− 1)

2
,Además hay ( m

m− 2

) sub
onjuntos de la forma N1 ∩N2 ∩ · · · ∩Nm−2, de modo que:
|CGm(gi)| =

n(m− 1)m

2
,luego

|H\Gm/Gi| =
m

2

(
1 +

m− 2

m

)
= m− 1,Así:

g(ZH) = −m+ 1 +
1

2
(2m+ 2r − 2)(m−m+ 1) = −m+ 1 +m+ r − 1 = r.
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aso de la super�
ie 
o
iente ZN , se tiene que
g(ZN) =|Gm : N |(g(ZGm)− 1) + 1 +

1

2

∑

Gi∈Γ

(|Gm : N | − |N\Gm/Gi|)

=−mn + 1 +
1

2

∑

Gi∈Γ

(mn− |N\Gm/Gi|),y
|N\Gm/Gi| =

|Gm|

|N ||Gi|

∑

g∈C

|CGm(g) ∩N ||CGm(g) ∩Gi|

CG(g)

=
mn

2


1 +

∑

g∈Γ
g 6=1

|CGm(g) ∩N ||CGm(g) ∩Gi|

CGm(g)




=
mn

2

(
1 +

|CGGm(gi) ∩N ||CGm(gi) ∩Gi|

CGm(gi)

)
, puesto que Gi = {1, gi}

=
mn

2

(
1 +

|CGm(gi) ∩N |

CGm(gi)

)luego si m = 2, |N\Gm/Gi| = n = n(2− 1) y si m ≥ 3,
|N\Gm/Gi| =

mn

2

(
1 +

m− 2

m

)
= n(m− 1),Así:

g(ZN) = −mn+1+
1

2
(2m+2r−2)(mn−mn+n) = −mn+1+(m+r−1)n = nr−n+1.

Observa
ión 5.4.5. Re
ordemos que HGm = K ∼= (Zn1×Zn2×· · ·×Znr)
m−1 es subgruponormal de Gm y es el grupo de Galois del 
ubrimiento ZH → ZGm , enton
es podemosdeterminar también el género de la super�
ie 
o
iente ZK , 
omo lo hi
imos antes:

g(ZK) =|Gm : K|(g(ZGm)− 1) + 1 +
1

2

∑

Gi∈Γ

(|Gm : K| − |K\Gm/Gi|)

=−m! + 1 +
1

2

∑

Gi∈Γ

(m!− |K\Gm/Gi|),
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on
|K\Gm/Gi| =

|Gm|

|H||Gi|

∑

g∈C

|CGm(g) ∩K||CGm(g) ∩Gi|

CGm(g)

=
m!

2


1 +

∑

g∈Γ
g 6=1

|CGm(g) ∩K||CGm(g) ∩Gi|

CG(g)




=
m!

2

(
1 +

|CGm(gi) ∩K||CGm(gi) ∩Gi|

CGm(gi)

)
, puesto que Gi = {1, gi}

=
m!

2

(
1 +

|CGm(gi) ∩K|

CGm(gi)

)

=
m!

2
, puesto que |CGm(gi) ∩K| = 0Así,

g(ZK) = −m! + 1 +
1

2
+ (m+ r − 1)(m!−

m!

2
) =

m!

2
(m+ r − 3) + 1.Además, el 
ubrimiento Z → ZK es Galois y no rami�
ado, pues si 
onsideramos lafórmula de Riemann Hurwitz, 1.1, tenemos:

2g(Z)− 2 = |K|(2g(ZK)− 2 +

k∑

i=1

(1−
1

ri
)),luego,

nm−1m!(m+ r − 3) + 2− 2 = n
m−1(m!(m+ r − 3) + 2− 2+)

k∑

i=1

(1−
1

ri
)),por tanto,

k∑

i=1

(1−
1

ri
) = 0Terminaremos esta se

ión 
on un ejemplo que ilustra la informa
ión que tenemos sobrela a

ión del grupo (Zn1 × Zn2 × · · · × Znr)
m−1 ⋊ Sm en una super�
ie Z de género

nm−1m!
2

(m+ r − 3) + 1.Ejemplo 5.4.1. Tomemos n = 4, m = 3 y 
onsideremos el grupo (Z2×Z2)
2⋊S3. Porla proposi
ión 5.4.1 y la observa
ión 5.4.1, existe una super�
ie de Riemann 
ompa
ta degénero g(Z) = 423!

2
(3 + 2 − 3) + 1 = 97, 
on a

ión de (Z2 × Z2)

2 ⋊ S3, 
on signatura
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(0; 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2) y ve
tor generador (s1, s1, s2, s2, s3, s3, s4, s4), donde:

s1 =(1, 2)(4, 5)(7, 8)(10, 11),

s2 =(2, 3)(5, 6)(8, 9)(11, 12),

s3 =(1, 5)(2, 4)(7, 11)(8, 10),

s4 =(1, 8)(7, 2)(4, 11)(10, 5),y Gm
∼= (Z2 ×Z2)

2 ⋊ S3 tiene subgrupos H ∼= (Z2 ×Z2)
2 ⋊ S2, N ∼= (Z2 ×Z2)⋊ S2,que a
túan en la super�
ie Z, produ
iendo super�
ies 
o
ientes ZN y ZH , de géneros

g(ZN) = 5 y g(ZH) = 2. Además, por la fórmula de Riemann-Hurwitz, 1.1 las signaturasde los 
ubrimientos Z → ZN y Z → ZH 
on (5; 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2) y (2; 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)respe
tivamente.Por otro lado K ∼= (Z2×Z2)
2 a
túa también en Z y el género de la super�
ie 
o
iente ZKes g(ZK) = 7 y 
omo vimos en la observa
ión 5.4.5, el 
ubrimiento Z → ZK no rami�
a.Y ZK → ZH tiene signatura (2; 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2).
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Apéndice AEjemplosEn el 
apítulo anterior mostramos que el grupo transitivo (Zn1×Zn2×· · ·×Znr)
m−1⋊Sm,se puede realizar 
omo subgrupo de Smn, donde n = n1n2 · · ·nr, 
onsiderando la a

iónde G en las 
lases laterales de sus subgrupo N de índi
e nm. Para esto hemos 
onsideradola a

ión de G en Ω = ∆1 ∪∆2 ∪ · · · ∪∆m, donde:

N Nx2 · · · Nxm

Nh2 Nh2x2 · · · Nh2xm... ... · · · ...
Nhn︸︷︷︸ Nhnx2︸ ︷︷ ︸ · · · Nhnxm︸ ︷︷ ︸
∆1 ∆2 ∆mEnton
es G a
túa transitivamente en Ω, el 
onjunto de 
lases laterales de N en G y sepuede representar 
omo subgrupo del grupo simétri
o de nm puntos:

G ∼= G/NG →֒ Snm.y se tiene que:
N = Stab(x, ∀x ∈ ∆1)

H = Stab(∆1)

K = HG = Stab(∆i, ∀i)Mostraremos algunos ejemplos para exhibir los generadores de los grupos en 
ada 
aso, yun me
anismo sen
illo para re
ordar 
ómo se obtienen di
hos generadores.Comenzaremos 
onsiderando un ejemplo del 
aso abeliano más sen
illo:95



96 Apéndi
eA. EjemplosA.1. (Z3 ×Z6)
4 ⋊ S5En este 
aso m = 5 y n = 18, n1 = 3 y n2 = 6, luego |Ω| = 90 y queremos exhibir6 generadores de G 
omo subgrupo del grupo simétri
o S90. Para ello, haremos la 
o-rresponden
ia de Ω, 
on el 
onjunto {1, 2, · · · , 90}, dispuesto en forma ordenada 
omo semuestra a 
ontinua
ión:

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

16 17 18 19 20

21 22 23 24 25

26 27 28 29 30
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

31 32 33 34 35

36 37 38 39 40

41 42 43 44 45
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

46 47 48 49 50

51 52 53 54 55

56 57 58 59 60
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

61 62 63 64 65

66 67 68 69 70

71 72 73 74 75
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

76 77 78 79 80

81 82 83 84 85

86 87 88 89 90
77❱ ❴ ❤ 77❱ ❴ ❤ 77❱ ❴ ❤ 77❱ ❴ ❤�gura 1.Como se men
ionó en el 
apítulo 
in
o, los primeros 4 generadores generan un subgrupoisomorfo a S5. estos elementos se obtienen 
omo resultado de enviar 
ada entrada de la
olumna i en la 
orrespondiente entrada en la 
olumna i + 1, 
omo se ve en la �gura1, y 
onforman un 
onjunto generador de Coxeter para S5, además de pertene
er a lainterse

ión de 3 
onjugados de N en G. Estos elementos elementos son:

g1 = (1 2)(6 7)(11 12)(16 17)(21 22)(26 27)(31 32)(36 37)(41 42)(46 47)(51 52)(56 57)(61 62)(66 67)(71 72)(76 77)(81 82)(86 87)

g2 = (2 3)(7 8)(12 13)(17 18)(22 23)(27 28)(32 33)(37 38)(42 43)(47 48)(52 53)(57 58)(62 63)(67 68)(72 73)(77 78)(82 83)(87 88)

g3 = (3 4)(8 9)(13 14)(18 19)(23 24)(28 29)(33 34)(38 39)(43 44)(48 49)(53 54)(58 59)(63 64)(68 69)(73 74)(78 79)(83 84)(88 89)

g4 = (4 5)(9 10)(14 15)(19 20)(24 25)(29 30)(34 35)(39 40)(44 45)(49 50)(54 55)(59 60)(64 65)(69 70)(74 75)(79 80)(84 85)(89 90);



A.1. (Z3 × Z6)
4 ⋊ S5 97Nos resta en
ontrar dos generadores.

1 2 3 4
❘❘❘ 5

①
①
①
①

6 7 8 9
❘❘❘ 10

11 12 13 14 15
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16 17 18 19
❘❘❘ 20

①
①
①
①

21 22 23 24
❘❘❘ 25

26 27 28 29 30
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

31 32 33 34
❘❘❘ 35

①
①
①
①

36 37 38 39
❘❘❘ 40

41 42 43 44 45
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

46 47 48 49
❘❘❘ 50

①
①
①
①

51 52 53 54
❘❘❘ 55

56 57 58 59 60
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

61 62 63 64
❘❘❘ 65

①
①
①
①

66 67 68 69
❘❘❘ 70

71 72 73 74 75
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

76 77 78 79
❘❘❘ 80

①
①
①
①

81 82 83 84
❘❘❘ 85

86 87 88 89 90�gura 2.
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✚
✚
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✚

3 4 5
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✻
✻

✻
✻ 17 18 19 20

21 22 23 24 25

26 27 28 29 30
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✻
✻

✻
✻

✻
✻ 32 33 34 35

36 37 38 39 40
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✻

✻
✻

✻
✻ 47 48 49 50

51 52 53 54 55

56 57 58 59 60
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴
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✻
✻

✻
✻

✻
✻ 62 63 64 65

66 67 68 69 70

71 72 73 74 75
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

76 77 78 79 80

81 82 83 84 85

86 87 88 89 90�gura 3.Para elegir el siguiente generador, pro
edemos 
omo en el 
aso 
í
li
o, des
rito en 5.1.Consideramos el primer fa
tor en (Z3 × Z6)
3, 
omo su 
ardinalidad es 3, dividimos el
onjunto 
onsiderado en sub
onjuntos de 3 �las, 
omo se ve en la �gura 2 y en 
adasub
onjunto 
onsideramos el generador 
orrespondiente al 
aso 
í
li
o Zm−1

3 ⋊ Sm. Esegenerador en el primer sub
onjunto 
orresponde a:
(4 10)(9 15)(14 5),y repetimos el pro
eso en 
ada uno de los sub
onjuntos restantes, para obtener:

(4 10)(9 15)(14 5)(19 25)(24 30)(29 20)(34 40)(39 45)(44 35)(49 55)(54 60)(59 50)(64 70)(69 75)(74 65)(79 85)(84 90)(89 80),
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eA. EjemplosEste es el generador 
orrespondiente de a
uerdo a lo probado en 5.3, sin embargo paraefe
tos de 
ál
ulos en GAP, usaremos el generador:
g5 = (1 7)(6 12)(11 2)(16 22)(21 27)(26 17)(31 37)(36 42)(41 32)(46 52)(51 57)(56 47)(61 67)(66 72)(71 62)(76 82)(81 87)(86 77),que se obtiene siguiendo el pro
edimiento des
rito anteriormente, pero 
onsiderando lasdos primeras 
olumnas en lugar de las dos últimas. Este es nuevamente un elemento queestá en la interse

ión de 3 de los 
onjugados de N .El último generador 
orresponde al segundo fa
tor Z6 y lo elegimos también 
omo enel 
aso 
í
li
o, pero esta vez hay que 
onsiderar que existe un fa
tor previo. Para estopro
edemos a mez
lar los elementos de 
ada sub
onjunto 
omo se indi
a en la �gura 3.Así obtenemos:
g6 = (1 17)(16 32)(31 47)(46 62)(61 77)(76 2)(6 22)(21 37)(36 52)(51 67)(66 82)(81 7)(11 27)(26 42)(41 57)(56 72)(71 87)(86 12);De este modo hemos obtenido los 6 generadores de orden 2 del grupo transitivo G, talesque 
ada uno de ellos pertene
e a S90 y a la interse

ión de 3 subgrupos 
onjugados de
N y ninguno de ellos pertene
e a K. |G| = 12597120 y G ∼= (Z3 ×Z6)

4 ⋊ S5.Sea N = G ∩ S63, enton
es N = 〈g1, g2, g3, g5, g6〉, dado que g1, g2, g3, g5, g6 ∈ N , y este
onjunto de generadores genera un grupo isomorfo a (Z3 ×Z6)
3⋊S4, luego |G : N | = 90.Además NG = 1Sea H = NG(N), enton
es |G : H| = 5, H = 〈g1, g2, g3, g5, g6, h1, h2〉, donde:

h1 =(3 13 8)(5 10 15)(18 28 23)(20 25 30)(33 43 38)(35 40 45)(48 58 53)(50 55 60)(63 73 68)(65 70 75)(78 88 83)(80 85 90)

h2 =(3 78 63 48 33 18)(5 20 35 50 65 80)(8 83 68 53 38 23)(10 25 40 55 70 85)(13 88 73 58 43 28)(15 30 45 60 75 90)de he
ho, H ∼= (Z3 × Z6)
4 ⋊ S4 Y H/N ∼= Z3 × Z6. Sea K = CoreGH , K ∼= (Z3 × Z6)

4y ninguno de los generadores del grupo está en K. Además H = NK.Por otro lado, dado que H/N ∼= Z3 × Z6, existen N1 = 〈g1, g2, g3, g5, g6, h1〉 y N2 =
〈g1, g2, g3, g5, g6, h2〉 subgrupos de H tales que:

H/N1
∼= Z6, H/N2

∼= Z3,Así tenemos el siguiente diagrama:
G

5

♠♠♠
♠♠♠

♠♠♠
♠♠♠

♠♠♠
♠

H

6⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤

⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤

3 ❇❇
❇❇

❇❇
❇❇

❇❇
❇❇

❇❇
❇❇

24

PPP
PPP

PPP
PPP

PPP
P

PPP
PPP

PPP
PPP

PPP
PN1

3

❇❇
❇❇

❇❇
❇❇

❇❇
❇❇

❇❇
❇❇

N2

6

⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤

⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤

K

N



A.2. (Z2 ×Z2 × Z4)
3 ⋊ S4 99Y tenemos que:

(N1)G ∼= (Z3)
4, (N2)G ∼= (Z6)

4,Además,
G/(N1)G ∼= Z4

6 ⋊ S5, G/(N2)G ∼= Z4
3 ⋊ S5,lo 
ual 
on�rma lo que podiamos ver en el diagrama, pues los 
ubrimientos 
orrespon-dientes a estos nuevos grupos 
orresponden al 
aso 
í
li
o 
onsiderado en el 
apítulo 4.A.2. (Z2 × Z2 ×Z4)

3 ⋊ S4En este 
aso m = 4 y n = 16, n1 = n2 = 2 y n3 = 4, luego |Ω| = 64 y para exhibir losgeneradores de G 
omo subgrupo del grupo simétri
o S64, ha
emos la 
orresponden
ia de
Ω, 
on el 
onjunto {1, 2, · · · , 64}, 
omo se hizo en el ejemplo anterior:

1 2 3 4

5 6 7 8
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

9 10 11 12

13 14 15 16
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

17 18 19 20

21 22 23 24
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

25 26 27 28

29 30 31 32
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

33 34 35 36

37 38 39 40
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

41 42 43 44

45 46 47 48
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

49 50 51 52

53 54 55 56
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

57 58 59 60

61 62 63 64
77❱ ❴ ❤ 77❱ ❴ ❤ 77❱ ❴ ❤�gura 1.

1
❘❘❘❘ 2

❧ ❧ ❧ ❧ 3 4

5 6 7 8
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

9
❘❘❘ 10

❧ ❧ ❧ 11 12

13 14 15 16
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

17
❘❘❘ 18

❧ ❧ ❧ 19 20

21 22 23 24
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

25
❘❘❘ 26

❧ ❧ ❧ 27 28

29 30 31 32
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

33
❘❘❘ 34

❧ ❧ ❧ 35 36

37 38 39 40
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

41
❘❘❘ 42

❧ ❧ ❧ 43 44

45 46 47 48
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

49
❘❘❘ 50

❧ ❧ ❧ 51 52

53 54 55 56
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴

57
❘❘❘ 58

❧ ❧ ❧ 59 60

61 62 63 64�gura 2.Como se men
ionó antes, este grupo 
ontiene un subgrupo isomorfo a S4 generado porlos elementos:



100 Apéndi
eA. Ejemplos
g1 = (1 2)(5 6)(9 10)(13 14)(17 18)(21 22)(25 26)(29 30)(33 34)(37 38)(41 42)(45 46)(49 50)(53 54)(57 58)(61 62)

g2 = (2 3)(6 7)(10 11)(14 15)(18 19)(22 23)(26 27)(30 31)(34 35)(38 39)(42 43)(46 47)(50 51)(54 55)(58 59)(62 63)

g3 = (3 4)(7 8)(11 12)(15 16)(19 20)(23 24)(27 28)(31 32)(35 36)(39 40)(43 44)(47 48)(51 52)(55 56)(59 60)(63 64)estos elementos están en la interse

ión de 2 
onjugados de N en G.Nos resta en
ontrar tres generadores. Para elegir el siguiente generador, pro
edemos 
omoen el 
aso 
í
li
o. Consideramos el primer fa
tor en (Z2×Z2×Z4)
3; 
omo su 
ardinalidades 2, dividimos el 
onjunto 
onsiderado en sub
onjuntos de 2 �las, 
omo se ve en la�gura 2 y en 
ada sub
onjunto 
onsideramos el generador 
orrespondiente al 
aso 
í
li
o

Zm−1
2 ⋊ Sm. De este modo obtenemos:

g4 = (1 6)(5 2)(9 14)(13 10)(17 22)(21 18)(25 30)(29 26)(33 38)(37 34)(41 46)(45 42)(49 54)(53 50)(57 62)(61 58),este generador pertene
e también a la interse

ión de 2 de los 
onjugados de N .
1
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❄
❄
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⑧
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⑧
⑧
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⑧

7 8
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴
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23 24
❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴
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⑧
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⑧
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❄
❄
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⑧
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61 62 63 64�gura 3.
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A.2. (Z2 × Z2 × Z4)
3 ⋊ S4 101el siguiente generador 
orresponde al segundo fa
tor Z2 y lo elegimos también 
omo enel 
aso 
í
li
o, pero esta vez hay que 
onsiderar que existe un fa
tor previo. Para estopro
edemos 
omo se hizo en el ejemplo A.1, 
omo si quisiéramos generar (Z2×Z2)

3⋊S4,esto es 
omo si ahora agrupáramos de a 4 �las y en 
ada grupo repitiéramos el mismopro
eso, tomando en 
uenta que para el 
aso de dos fa
tores se deben mez
lar los elementosen 
ada subgrupo 
omo se indi
a la �gura 3. Así:
g5 = (1 10)(9 2)(5 14)(13 6)(17 26)(25 18)(21 30)(29 22)(33 42)(41 34)(37 46)(45 38)(49 58)(57 50)(53 62)(61 54);el último generador, 
orresponde al último fa
tor Z4, 
omo antes pro
edemos 
omo enel 
aso 
í
li
o, pero sin olvidar que ya se han 
onsiderado previamente los dos primerosfa
tores, de modo que este elemento debe rela
ionar los nuevos grupos de 4 �las, 
omo semuestra en la �gura 4. Así obtenemos:
g6 = (1 18)(17 34)(33 50)(49 2)(5 22)(21 38)(37 54)(53 6)(9 26)(25 42)(41 58)(57 10)(13 30)(29 46)(45 62)(61 14)De este modo tenemos a los 6 generadores de orden 2 del grupo transitivo G, tales que
ada uno de ellos pertene
e a S64 y a la interse

ión de 2 subgrupos 
onjugados de N yninguno de ellos pertene
e a K. |G| = 98304 y G ∼= (Z2 ×Z2 × Z4)

3 ⋊ S4.Sea N = G ∩ S63, enton
es N = 〈g1, g2, g4, g5, g6〉, dado que g1, g2, g4, g5, g6 ∈ N , yeste 
onjunto de generadores genera un grupo isomorfo a (Z2 × Z2 × Z4)
2 ⋊ S3, luego

|G : N | = 64. Además NG = 1Sea H = NG(N), enton
es |G : H| = 4, H = 〈g1, g2, g4, g5, g6, h1, h2, h3〉, donde:
h1 =(2 6)(4 8)(10 14)(12 16)(18 22)(20 24)(26 30)(28 32)(34 38)(36 40)(42 46)(44 48)(50 54)(52 56)(58 62)(60 64)

h2 =(2 10)(4 12)(6 14)(8 16)(18 26)(20 28)(22 30)(24 32)(34 42)(36 44)(38 46)(40 48)(50 58)(52 60)(54 62)(56 64)

h3 =(2 18 34 50)(4 52 36 20)(6 22 38 54)(8 56 40 24)(10 26 42 58)(12 60 44 28)(14 30 46 62)(16 64 48 32)de he
ho, H ∼= (Z2 × Z2 × Z4)
3 ⋊ S3 Y H/N ∼= Z2 × Z2 × Z4. Sea K = HG, K ∼=

(Z2 × Z2 × Z4)
3 y ninguno de los generadores del grupo está en K. Además H = NK.Por otro lado, dado que H/N ∼= Z2 × Z2 × Z4, existen N1 = 〈g1, g2, g4, g5, g6, h2, h3〉,N2 = 〈g1, g2, g4, g5, g6, h1, h3〉 y N3 = 〈g1, g2, g4, g5, h1, h2〉 subgrupos de H tales que:

H/N1
∼= Z2, H/N2

∼= Z2, , H/N3
∼= Z4,
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eA. EjemplosAsí tenemos el siguiente diagrama:
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❇❇
❇❇

❇❇
❇❇

❇❇
❇❇

6

PPP
PPP

PPP
PPP

PPP
P

PPP
PPP

PPP
PPP

PPP
PN1

8

◗◗◗
◗◗◗

◗◗◗
◗◗◗

◗◗◗
◗

◗◗◗
◗◗◗

◗◗◗
◗◗◗

◗◗◗
◗ N2

8

❇❇
❇❇

❇❇
❇❇

❇❇
❇❇

❇❇
❇❇

N3

4

⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤

⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤

K

NY tenemos que:
(N1)G ∼= (Z2 × Z4)

3, (N2)G ∼= (Z2 ×Z4)
3, (N3)G ∼= (Z2 × Z2)

3,Además,
G/(N1)G ∼= Z3

2 ⋊ S4, G/(N2)G ∼= Z3
2 ⋊ S4, G/(N1)G ∼= Z3

4 ⋊ S4,lo 
ual 
on�rma lo que podíamos ver en el diagrama, pues los 
ubrimientos 
orrespon-dientes a estos nuevos grupos 
orresponden al 
aso 
í
li
o 
onsiderado en el 
apítulo 4.



Apéndice BN es 
omo GA 
ontinua
ión vamos a probar que el grupo de Galois G del 
ubrimiento fa
torizado ϕ◦ψ
ontiene un subgrupo propio 
on propiedades equivalentes a las suyas. Re
ordemos quesi G es el grupo de Galois del 
ubrimiento fa
torizado ϕ ◦ ψ, enton
es G ≤ Smn, 
ontienesubgrupos N y H tales que N ✂H , |G : H| = m, |H : N | = n. Además el nú
leo de Nen G, NG, es trivial, el 
o
iente de H por N , H/N , es abeliano. También H = NK, el
o
iente G/K ∼= Sm y el 
o
iente H/K ∼= Sm−1 donde K = HG. Además
G =

〈
g1, g2, · · · , gr : g

2
i = 1,

r∏

i=1

gi = 1,R

〉
,donde R representa las rela
iones apropiadas entre los generadores del grupo.Proposi
ión B.0.1.Sea G el grupo de Galois del 
ubrimiento fa
torizado ϕ◦ψ 
on ϕ : X → P1 un 
ubrimientosimple y ψ : Y → X un 
ubrimiento Galois no rami�
ado 
on grupo de Galois 
í
li
oisomorfo a Zn. Sea Z la super�
ie 
orrespondiente a G y N , H subgrupos de G tales que

ZN
∼= Y y a ZH

∼= X . Enton
esi) N es un subgrupo transitivo de S(m−1)n.ii) Existe una super�
ie W 
on a

ión de N , tal que WN
∼= P1.iii) Si H ′ un 
onjugado de H en G, enton
es ϕ̂ : WN∩H′ → WN

∼= P1 es un 
ubrimientosimple.iv) Si H ′ y N ′ son 
onjugado de H y N en G, respe
tivamente, enton
es
ψ̂ : WN∩N ′ → WN∩H′ es Galois no rami�
ado 
on grupo de Galois abeliano, isomorfoa H/N .v) N es el grupo de Galois del 
ubrimiento fa
torizado ϕ̂ ◦ ψ̂.Demostra
ión. 103



104 Apéndi
eB. N es 
omo Gi) Sea H ′ un 
onjugado de H en G. Por la e
ua
ión 4.1 en la proposi
ión 4.2.1, se tieneque K = (N ∩K)(N ′ ∩K), luego
N ∩H ′ = N ∩N ′K = N ∩N ′(N ∩K) = (N ∩K)(N ∩N ′),así

(N ∩H ′)/(N ∩N ′) = (N ∩K)(N ∩N ′)/(N ∩N ′) ∼= (N ∩K)/(N ∩K ∩N ′)
∼= (N ∩K)/(N ∩K) ∩ (N ′ ∩K) ∼= (N ∩K)(N ′ ∩K)/(N ′ ∩K)
∼= K/(N ′ ∩K) ∼= H ′/N.luego |N ∩H ′ : N ∩N ′| = n.Se ve fá
ilmente que N ∩H ′ ✂H ∩H ′, además dado que K ≤ H ∩H ′ y NK = H ,se tiene que N(H ∩H ′) = H , luego

H/N ∼= N(H ∩H ′)/N ∼= (H ∩H ′)/N ∩ (H ∩H ′) = (H ∩H ′)/(N ∩H ′),luego |H ∩H ′ : N ∩H ′| = n. De igual forma |H ∩H ′ : N ′ ∩H| = n.De este modo tenemos el siguiente diagrama de grupos:
H

▼▼▼
▼▼▼

▼▼▼
▼▼

n

✈✈
✈✈
✈✈
✈✈
✈✈

✈✈
✈✈
✈✈
✈✈
✈✈

H ′

n

■■
■■■

■■■
■■

■■
■■

■■■
■■■

qqq
qqq

qqq
q

N

❍❍
❍❍

❍❍
❍❍

❍ H ∩H ′

n

▼▼▼
▼▼▼

▼▼▼
▼

▼▼▼
▼▼▼

▼▼▼
▼

n

qqq
qqq

qqq
q

qqq
qqq

qqq
q N ′

✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉

N ∩H ′

n ▼▼▼
▼▼▼

▼▼▼
▼

▼▼▼
▼▼▼

▼▼▼
▼ N ′ ∩H

nqqq
qqq

qqq
q

qqq
qqq

qqq
q

N ∩N ′Por otra parte, (H ∩ H ′)/K ∼= Sm−2, ya que G/K ∼= Sm y los 
onjugados de H/Kson 
onjugados de S(1)
m−1 luego |H : H ∩ H ′| = m − 1, y |H ′ : H ∩ H ′| = m − 1.Además,

|H : N ∩H ′| = |H : H ∩H ′||H ∩H ′ : N ∩H ′| = (m− 1)n,por otro lado
|H : N ∩H ′| = |H : N ||N : N ∩H ′| = n|N : N ∩H ′|,luego |N : N ∩H ′| = m− 1, y de igual manera |N ′ : N ′ ∩H| = m− 1.



105Ahora si 
onsideremos la a

ión por la dere
ha de G en las 
lases laterales de N ,
N Nx2 · · · Nxm

Nh2 Nh2x2 · · · Nh2xm... ... · · · ...
Nhn︸︷︷︸ Nhnx2︸ ︷︷ ︸ · · · Nhnxm︸ ︷︷ ︸
∆1 ∆2 ∆m

,

enton
es G es transitivo en Ω = ∆1∪∆2∪· · ·∪∆m, ademásN estabiliza punto a puntoa ∆1 y n = |NG(N) : N | = |Fix(N)|. Así que N a
túa en Ω1 = ∆2 ∪∆3 ∪ · · · ∪∆msin puntos �jos, de he
ho la a

ión es transitiva, puesto que dado β ∈ ∆2, β ∈ Ω1 y
|βN | = |N : NN (β)| = |N : N ∩H2||N ∩H2 : N ∩N2| = (m− 1)n.Por lo tanto N es un subgrupo transitivo de S(m−1)n.ii) Por la observa
ión 4.2.3, se tiene que

N = 〈g2, g3, · · · , gm−1, gm, gm+1, · · · , gm+r−1〉,Luego si 
onsideramos el ve
tor
(g2, g

−1
2 , g3, g

−1
3 · · · , gm−1, g

−1
m−1, gm, g

−1
m , gm+1, g

−1
m+1, · · · , gm+r−1, g

−1
m+r−1),
omo ve
tor generador para N , el teorema de existen
ia de Riemann, ver 1.2.2, ga-rantiza la existen
ia de una super�
ie de Riemman W 
on a

ión de N y tal que

WN
∼= P1.iii) De N/(N ∩ K) ∼= NK/K ∼= H/K ∼= Sm−1 y |N/(N ∩ K) : (N ∩ H ′)/(N ∩ K)| =

m − 1 se tiene que (N ∩ H ′)/(N ∩ K) es un subgrupo maximal de N/(N ∩ K) ydado que N/(N ∩ K) 
ontiene una transposi
ión, se tiene que el 
ubrimiento f :
W(N∩H′)/(N∩K) → WN/(N∩K) es simple de grado m− 1 y por lo tanto el 
ubrimiento
πN∩H′

: WN∩H′ → WN es también simple de grado m− 1.iv) ψ̂ : WN∩N ′ → WN∩H′ es un 
ubrimiento Galois, 
on grupo de Galois isomorfo a
H/N , puesto que (N ∩N ′)✂ (N ∩H ′) y
(N ∩H ′)/(N ∩N ′) ∼= (N ∩N ′K)/(N ∩N ′) ∼= N ∩N ′(N ∩K)/(N ∩N ′)

∼= (N ∩K)(N ∩N ′)/(N ∩N ′) ∼= (N ∩K)/(N ∩K)(N ′ ∩K)
∼= (N ∩K)(N ′ ∩K)/(N ′ ∩K) ∼= K/(N ′ ∩K) ∼= H ′/N ′ ∼= H/NAdemás dado que G = 〈gi〉, y gi 6∈ K, se tiene que gi 6∈ N∩K, luego por la proposi
ión3.1.5, se tiene que el 
ubrimiento es no rami�
ado.
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eB. N es 
omo Gv) Ahora, N ∩H ′ tiene m−1 
onjugados en N y además, (N ∩H ′)n = N ∩H ′, luego los
m− 1 
onjugados 
orresponden a m− 1 
onjugados de H ′, así (N ∩H ′)N = N ∩Kabeliano por ser subgrupo de K.Con las 
onsidera
iones anteriores, Ñ = N ∩ N ′, y |G̃ : Ñ | = (m − 1)n queremosprobar que ÑG̃ = 1.Como NN (Ñ) = N ∩ H ′ y |N : N ∩ H ′| = m − 1, enton
es Ñ tiene m − 1 
onju-gados en N , sean: (N ∩ N ′)yi , i = 1, ..., m − 1 di
hos 
onjugados, y1 = 1, enton
es
(N ∩ N ′)yi = N ∩ (N ′)yi , además (N ′)yi = N ′ impli
a que yi ∈ NG(N

′) = H ′, luego
yi ∈ (N ∩H ′) = NN(Ñ).Por otra parte, si (N ′)yi = (N ′)yj , se tiene que yi(yj)−1 ∈ N ∩ H ′, de modo que
(N ∩H ′)yi = (N ∩H ′)yj . De aquí se dedu
e que los 
onjugados de N ′ por yi son todosdiferentes y por tanto:

ÑG̃ =
m−1⋂

i=1

(N ∩ (N ′)yi) = 1.En 
onse
uen
ia, N es el grupo de Galois del 
ubrimiento fa
torizado ϕ̂ ◦ ψ̂, ver
orolario 2.3.1.
�



Apéndice CExtensión de la proposi
ión 5.1.1En 5.1.1 se probó que el produ
to semidire
to (Zn)
m−1⋊Sm es isomorfo aMP (m,Zn), elgrupo de matri
es de permuta
ión de tamaño m×m, 
on 
oe�
ientes en Zn, el 
onjuntode raí
es n-ésimas de la unidad. Esta proposi
ión puede ser extendida al 
aso de r fa
tores,

(Zn1 ×Zn2 ×· · ·×Znr)
m−1⋊Sm, 
onsiderandoMP (rm,Zn1 ,Zn2, · · · ,Znr) el 
onjunto dematri
es de tamaño rm× rm, diagonales por bloques, donde 
ada bloque es una matrizde permuta
ión 
on signo de tamaño m×m, tal que el bloque i tiene sus 
oe�
ientes en

Zni .Un elemento típi
o de MP (rm,Zn1 ,Zn2, · · · ,Znr) es:



Mv1Mτ 0 · · · 00 Mv2Mτ · · · 0... ... . . . ...0 0 · · · MvrMτ



,donde Mτ es la matriz de la permuta
ión τ ∈ Sm y Mvi es una matriz diagonal 
onentradas en Zni, y 0 representa la matriz nula de tamaño m×m.Además, dado que existen m! matri
es de permuta
ión de tamaño m ×m y nm1 ,

nm2 , · · · , nmr posibilidades para es
oger los elementos de la diagonal de Mv1 , Mv2 , · · · ,
Mvr respe
tivamente, se tiene que |MP (rm,Zn1,Zn2 , · · · ,Znr)| = nm1 n

m
2 · · ·nmr m!.Proposi
ión C.0.2. El produ
to semidire
to (Zn1×Zn2×· · ·×Znr)

m−1⋊Sm es isomorfoa MP (rm,Zn1 ,Zn2, · · · ,Znr).Demostra
ión.Sm a
túa de manera natural en (Zn1×Zn2×· · ·×Znr)
m permutando las 
oordenadas; es de-
ir dados τ ∈ Sm y v =

(
(x

(1)
1 , x

(2)
1 , · · · , x

(r)
1 ), (x

(1)
2 , x

(2)
2 , · · ·x

(r)
2 ), · · · , (x

(1)
m , x

(2)
m , · · · , x

(r)
m )
)107
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eC. Extensión de la proposi
ión 5.1.1en (Zn1 ×Zn2 × · · · × Znr)
m, de�nimos:

τ(v) =
(
(x

(1)
τ(1), x

(2)
τ(1), · · · , x

(r)
τ(1)), (x

(1)
τ(2), x

(2)
τ(2), · · · , x

(r)
τ(2)), · · · , (x

(1)
τ(m), x

(2)
τ(m), · · · , x

(r)
τ(m))

)
.Consideremos los homomor�smos:

ϕ : Sm → GLrm(Q(ωn1, ωn2, · · · , ωnr))

τ 7→ Mτ

,donde
Mτ =




Mτ 0 · · · 00 Mτ · · · 0... ... . . . ...0 0 · · · Mτ



,

ωnj es una raíz primitiva nj-ésima de la unidad yMτ = (mi,j)m×m, es tal que en la 
olumna
i, la entrada que vale 1, es la 
orrespondiente a la �la τ(i), y las entradas restantes sonnulas.Sea

φj : Znj → Q(ωnj)

[i] 7→ ωinj

,y sea
ψ : (Zn1 × Zn2 × · · · ×Znr)

m → GL2m(Q(ωn1, ωn2, · · · , ωnr))

v 7→ Mv

,donde
Mv =




Φ1 0 · · · 00 Φ2 · · · 0... ... . . . ...0 0 · · · Φr



,

donde
Φj =




φj(x
(j)
1 ) 0 · · · 0

0 φj(x
(j)
2 ) · · · 0... ... . . . 0

0 0 · · · φj(x
(j)
m )



,

j = 1, 2, · · · , r.



109Los homomor�smos de�nidos anteriormente son inye
tivos.Además, ϕ y ψ respetan la a

ión de Sm en (Zn1×· · ·×Znr)
m, esto es, dados τ ∈ Sm y

v ∈ (Zn1×· · ·×Znr)
m, v =

(
(x

(1)
1 , · · · , x

(r)
1 ), (x

(1)
2 , x

(2)
2 , · · ·x

(r)
2 ), · · · , (x

(1)
m , x

(2)
m , · · · , x

(r)
m )
)
,enton
es:

ϕ−1(τ)ψ(v)ϕ(τ) = ψ(τ(v)),en efe
to:
(M−1

τ Mv)(Mτ) = (Mτ−1Mv)Mτ

=M(
(x

(1)
τ(1)

,x
(2)
τ(1)

,··· ,x
(r)
τ(1)

),(x
(1)
τ(2)

,x
(2)
τ(2)

,··· ,x
(r)
τ(2)

),··· ,(x
(1)
τ(m)

,x
(2)
τ(m)

,··· ,x
(r)
τ(m)

)
)

= ψ
(
τ(
(
(x

(1)
1 , x

(2)
1 , · · · , x

(r)
1 ), (x

(1)
2 , x

(2)
2 , · · ·x

(r)
2 ), · · · , (x(1)m , x(2)m , · · · , x(r)m )

))
.Así, por la propiedad universal del produ
to semidire
to, tenemos:

(Zn1 × Zn2 × · · · ×Znr)
m � � i′ //

ψ

((❘❘
❘❘❘

❘❘❘
❘❘❘

❘❘❘
❘❘❘

❘❘❘
❘❘❘

❘❘❘
❘❘❘

(Zn1 × Zn2 × · · · ×Znr)
m ⋊ Sm

ρ

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤

oo i ? _Sm
ϕ

yyrr
rrr

rrr
rrr

rr
rr
rrr

rr
rr

GL2m(Q(ωn1, ωn2, · · · , ωnr))esto es, existe un úni
o homomor�smo:
ρ : (Zn1 ×Zn2 × · · · × Znr)

m ⋊ Sm → GL2m(Q(ωn1, ωn2, · · · , ωnr)),además, la imagen de ρ 
ontiene al subgrupo de G generado por :
{Mτ : τ ∈ Sm} ∪ {Mv : v ∈ (Zn1 × Zn2 × · · · ×Znr)

m},el 
ual 
ontiene a las matri
es de permuta
ión 
on signo, puesto que si multipli
amos poruna matriz Mv a la izquierda, MvMτ da 
omo resultado una matriz de permuta
ión 
onsignos según sea Mv. Además, |(Zn1 ×Zn2 × · · · × Znr)
m ⋊ Sm| = nm1 n

m
2 · · ·nmr m!.Luego ρ es inye
tiva y su imagen es MP (rm,Zn1,Zn2 , · · · ,Znr). Por lo tanto,

(Zn1 × Zn2 × · · · ×Znr)
m ⋊ Sm ∼=MP (rm,Zn1 ,Zn2, · · · ,Znr).

�
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