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Lista de Simbolos

G |g]

H<G

NG

G/N

G H]

Hx K

HxK

{9)

Ce(H) ; Ng(H)
Z(G)

: orden del grupo Gj; orden del elemento g € G.

: H es subgrupo de G.

: N es subgrupo normal de G.

: grupo cociente de G por el subgrupo normal N.

: indice de H en G.

: producto directo de los grupos H y K.

: producto semidirecto de los grupos H y K.

: subgrupo generado por g.

: centralizador de H en G; normalizador de H en G.
: centro de G.

: subgrupo conmutador de H y K.

: subgrupo conjugado de H por el elemento g.

: nucleo del subgrupo H en G.

: H es isomorfo como grupo a N.

: orbita de p por G.

: subgrupo estabilizador de p en G.

: se usan para denotar superficies de Riemann.

: superficie cociente de Z por la accion del grupo G.

: cubrimiento intermedio (Galois) por la accion de H < G en Z,

esto es, Ty 1 Z — Zy.

: cubrimiento intermedio (posiblemente no Galois) producido por

la accion de H < G, esto es, 7/ 1 Zy — Zq.
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viii Lista de Simbolos

L, : grupo ciclico de n elementos.

7 : producto directo de m copias de Z,,.
S : grupo simétrico de grado m.

P! : plano proyectivo complejo.

H<G : H es isomorfo a un subgrupo de G.

C%g) : clase de conjugacion de g € G.



Resumen

Sean ¢ : X — P! un cubrimiento de grado m y 1 : ) — X un cubrimiento de grado n,
de las superficies de Riemann compactas X e ). El grupo de monodromia M (¢ o 1))
del cubrimiento factorizado ¢ o es el grupo asociado a la Clausura de Galois de la
extension de cuerpos de funciones meromorfas M()) sobre M (P1).

En este trabajo presentaremos resultados sobre el grupo de monodromia del cubrimiento
factorizado dado por ¢ : X — P! un cubrimiento simple de gradom y 1 : Y — X un cu-
brimiento Galois no ramificado de grado n, con grupo de Galois abeliano. Determinaremos
la estructura del grupo M(p o 1)) utilizando resultados sobre la existencia de funcio-
nes meromorfas en ) con monodromia local dada por involuciones que son producto de n
transposiciones, estableciendo un sistema natural de generadores para el grupo M (po)).
Ademas, mostraremos la existencia de superficies de Riemann con grupo de monodromia
M(p o)) 2 (Zy, X Ly X -+ X L, )™ 1 xS, cuando g(X) >r y (ng,ns,...,n,) esel
tipo del grupo abeliano del cubrimiento ¢ :Y — X.

Abordaremos este problema desde un punto de vista grupo-teorico y se usaran resultados
conocidos acerca de grupos, monodromia y cubrimientos.






Introducciéon

Sea X' una superficie de Riemann compacta de género g(X') y ¢ : X — P! un cubrimiento
de grado m. El grupo de monodromia M (y) del cubrimiento es el grupo asociado a la
Clausura de Galois de la extension de cuerpos de funciones meromorfas M(X')/ M (P?).
Una propiedad elemental del grupo M(p) es que tiene una representacion natural como
subgrupo transitivo del grupo simétrico S,, y su determinacién, en general, no es un
problema de facil solucion.

Varios autores han estudiado el problema de determinar la estructura del grupo M (¢) con-
siderando distintas propiedades del cubrimiento . Aspectos importantes y que dan inicio
a un estudio sistematico de este problema, fueron considerados por O. Zariski | |-
En | | se estudian problemas relacionados, considerando ¢ un cubrimiento simple, es
decir la fibra ¢ ~!(p) sobre cada punto rama p € P! consiste exactamente de m — 1 puntos
distintos. En este caso se prueba que el grupo M(p) es isomorfo a S,, y es generado geo-
métricamente por transposiciones. Reciprocamente, se puede probar que si m > g(X)+1,
entonces existe un cubrimiento simple f de grado m, con esto M (f) el grupo de monodro-
mia de f es isomorfo a S,,. Algunos autores han estudiado problemas equivalentes para
otros grupos o familias de grupos, referencias para este problema y similares son | ],

|[Zar 8], [GNOS], [GS07], [APOS], [AHTO], [MVOA].

Consideremos ahora ) una superficie de Riemann compacta de género g()) vy
¥ : Y — X un cubrimiento de grado n. Dificultad equivalente a la situacion descrita
anteriormente tiene el problema de determinar M (p o) : el grupo de monodromia
del cubrimiento factorizado ¢ o1 : Y — P! De esta forma, es de interés determinar la
estructura geométrica del grupo M (p o 1) a partir de propiedades de los cubrimientos
¢ y 1. Problemas de esta naturaleza han sido considerado por varios autores, algunas
referencias para este tipo de problemas son | |, | |, | |, | |, | ],

[ |-

Probablemente la situacion més estudiada para un cubrimiento compuesto @ o1 es el
caso cuando n =2 y ¢ : )Y — X es no ramificado. Los resultados en esta direccion
incluyen estudios sistematicos de grupos de Weyl de tipo W B, y WD,, ver | |-

3



4 Introduccién

En | | Biggers-Fried, comenzando con ¢ un cubrimiento simple de grado m, estudian
el grupo de monodromia del cubrimiento factorizado ¢ o1y donde ¢ : Y — X es un
cubrimiento Galois no ramificado. En este caso se tiene que

M(QOOQ/}) = <g17g27'”gr : ng: 17 R>7
=1

donde R representa las relaciones apropiadas en el grupo, g> =1 y r = 2(g(X)+m—1).
Bajo la hipotesis adicional ¥ : Y — X con grupo de Galois ciclico isomorfo a Z,,, Biggers-

Fried prueban que My o)) es isomorfo al producto semidirecto Z™~! x S,,,.

Nuestro interés es generalizar los resultados citados anteriormente, para este propoésito

en este trabajo estudiaremos cubrimientos factorizados Y —w> X —5 P! donde
@ : X — P! esun cubrimiento simple de gradom y 1 : Y — X es un cubrimiento Galois
no ramificado de grado n con grupo de Galois abeliano. Determinaremos la estructura
del grupo de monodromia M (¢ o1)) y un sistema natural de generadores gedmetricos,
representando naturalmente el grupo M (p o) como subgrupo transitivo de S,,,.
Abordaremos este problema desde un punto de vista grupo-teorico.

El trabajo esta estructurado de la siguiente forma: Los dos primeros capitulos estan dedi-
cados a presentar definiciones bésicas y resultados conocidos que se usaran en el desarrollo
de este trabajo.

Los capitulos restantes estan dedicados a la presentacion de los resultados obtenidos en el
transcurso de esta investigacion. En el capitulo 3 presentamos los resultados de teoria de
grupos que podemos obtener del cubrimiento estudiado, especialmente se estudia el cubri-
miento ¢ : Y — X no ramificado y sus implicaciones en la naturaleza de los generadores
del grupo de monodromia. En el capitulo 4 se presenta el resultado fundamental de la
investigacion, esto es, presentamos el grupo de monodromia del cubrimiento factorizado

Y — % x —% P'. Finalmente en el capitulo 5, se da una realizacion del grupo de
monodromia como subgrupo de S,,,,, generado por elementos de orden 2 que son producto
de n transposiciones y se muestra la existencia de Superficies de Riemann con este grupo
de monodromia.

Finalmente en los apéndices, se presentan ejemplos concretos de la realizacion del grupo de
Galois M (po1)) para valores especificos de n 'y m. Ademas se incluyen dos demostraciones,
la primera de que M(y o) contiene un subgrupo propio con sus mismas propiedades
geométricas y la segunda es la prueba del teorema 5.3.1.



Capitulo

Preliminares

A continuacion presentaremos definiciones, propiedades y algunos resultados generales
usados en el desarrollo de los capitulos posteriores.

1.1. Superficies de Riemann

Comenzaremos esta seccion con una definicion ampliamente conocida:

Definicién 1.1.1. Una Superficie de Riemann Z es un espacio topolégico Hausdorff,
conexo tal que existe una coleccion (Uy, @a), e 4 llamadas cartas, que satisface:

(a) U, es abiertoen Z paratodoa, | Uy, = Z
acA

(b) ¢o : Uy, — V C C, V abierto, es un homeomorfismo

(€) ¢p0da " da(UsNUs) = ¢5(Us (N Us) es analitica siempre que U, (U # 0.
Es decir, una superficie de Riemann es una variedad analitica compleja de dimension 1.
Los ejemplos mas conocidos de superficies de Riemann son:

1. abiertos del plano complejo son superficies de Riemann, particularmente el plano
complejo es una superficie de Riemann.

2. La esfera de Riemann C = C U 00, con las cartas:

o C = C ¢: C\O = C

zZ = Z z —

N =

3. La curva suave afin:

Z={(s,t) € C* : f(s,t) =0},

5



6 Capitulo 1. Preliminares

donde f es un polinomio irreducible y no singular, es decir, no existe una solucion
comun para el sistema:

fs.t= sty = s =o

es una superficie de Riemann. De hecho las carta aqui se definen usando el teorema
de la funcion implicita asi: Dado p = (so,tg) € Z , entonces si %(tm % 0, por el
teorema de la funcion implicita, existe una funcion holomorfa h(s) tal que en una
vecindad U de p, Z esel grafico det = h(s), de esta forma 7, : U — V C C definida
por ms((s,t)) = s, con inversa ;' : V — U, definida por 7;'(2) = (z, h(2)) , nos
da una carta complejaen Z . Sies %(Sm # 0 procedemos de la misma forma con
la otra proyeccion. Ahora, dado que el polinomio es no singular, al menos una de
las derivadas es no nula en cada punto de Z |, luego el dominio de las cartas cubre
a Z . No es dificil ver que las cartas son compatibles puesto que si ambas cartas se
obtienen usando la proyeccion 7, o la proyeccion 7, la composicion de la inversa
de una con la otra nos da la identidad, que es holomorfa. Entonces asumamos que
una carta se obtuvo por la proyeccion my y la otra por m. Sea p = (s, tp) un punto
de su dominio comin U, si asumimos que cerca de p, Z es localmente de la forma
t = h(s) para alguna funcioén holomorfa h. Entonces en 75(U) cerca de sg, la inversa
de 7, envia a z en (2, h(z)). Asi la composicion m; o 7, ! envia z a h(z), la cual es
holomorfa. Asi, las cartas son compatibles y dan estructura compleja a Z. De otro
lado Z es Hausdorff, como subespacio de C?, ademéas por un resultado conocido,
no facil de probar, dado que f es irreducible, se tiene que Z es conexo, es decir
Z es una superficie de Riemann.

En este trabajo se mencionaran resultados generales de superficies de Riemann, aunque
nuestro interés esta en las superficies de Riemann compactas. Notemos que una superfi-
cie compacta puede cubrirse por un numero finito de abiertos homeomorfos a discos de
R?, luego tiene una base numerable de abiertos. Esto implica, entre otras cosas, que es
metrizable.

A continuacion mencionaremos algunos conceptos importantes de las funciones definidas
entre superficies de Riemann:

En lo que sigue Z; y Z; son superficies de Riemann.

Definicién 1.1.2. Una funcion f : 2, — 25 es holomorfa en p € 2Z; siy soélo si
existen cartas ¢1 : Uy = Vien 2, conp €Uy y ¢po: Uy — Vo en 25, con f(p) € U, tal
que la composicion ¢y o f o ¢; ™' es holomorfa en ¢ (p). Diremos que f es holomorfa si
es holomorfa en Z;.

Definicion 1.1.3. Un Isomorfismo (o Biholomorfismo) entre superficies de Riemann es
una funcion holomorfa f : Z; — 2, la cual es biyectiva, con inversa f~': Z, — 2
holomorfa. Un isomorfismo f: Z — Z es llamado un Automorfismo de Z.
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Las propiedades bésicas de las funciones entre superficies de Riemann se deducen fécil-
mente del siguiente teorema:

Teorema 1.1.1. Sea f : 21 — Z5 una funcion holomorfa no constante entre superficies
de Riemann y sea p € Z; Entonces existen cartas ¢1 : Uy — V3 C C conp € Uy y

¢o 1 Uy = Vo C C con f(p) € Uy de modo que f(Uy) C U, ¢1(p) = ¢2(f(p)) =0 y para
todo z € ¢y (Uy) se cumple (g0 fod1™") = 2F, para cierto natural k.

DEMOSTRACION. Componiendo dos cartas con traslaciones apropiadas, se puede suponer
que ¢1(p) = ¢2(f(p)) = 0. Restringiendo ¢; se puede hacer que f(U;) C Uy . Sea
H=¢y0 fop; ', Hes una funcion holomorfa no constante en ¢(U;) tal que H(0) = 0,
luego existe un k tal que H(z) = 2%g(z), donde g es una funcién holomorfa en 0 tal
que g(0) # 0. Restringiendo ¢; de nuevo se puede suponer que g no se anule en ¢;(U;).
Tomando una rama uniforme de la raiz k-ésima en un entorno de ¢(0) (y restringiendo
aun mas ¢ si es necesario) construimos una funcioén holomorfa h : ¢,(U;) — C tal que
h(z)* = g(z). Asi pues, H(z) = (zh(z))*. La funcién zh(z) tiene derivada no nula en 0,
por lo que es inyectiva en un entorno de 0. Restringiendo ¢, una vez mas se puede suponer
que es inyectiva en ¢1(U;). Componiendo ¢; con esta funcion se obtiene una nueva carta
sobre Uy, digamos ¢y, de modo que si x € Uy y w = ¢1(x)h(pa(x)) € ¢po(Ur),

$a 0 fopi T (w) = da(f(x)) = f(¢a(x)) = (d1(2)h(¢2(2)))* = w".
Asi pues, las cartas ¢g y ¢2 cumplen lo pedido. =

La funcién 2* (como toda funcion holomorfa no constante) es abierta, luego f es abierta
en un entorno de cada punto, luego es abierta. El ntimero £ dado por el teorema anterior

puede caracterizarse con independencia de las cartas consideradas:

Para todo entorno U de p suficientemente pequeno existe un entorno V- de f(p) de modo
que todo punto en V distinto de f(p) tiene exactamente k preimdgenes por f en U.

Esto se sigue claramente de que la funcién z* tiene esta propiedad en 0. Por lo tanto, k
estd completamente determinado por f y p.

Definicion 1.1.4. Sea f : Z; — 25 una funciéon holomorfa no constante entre
superficies de Riemann y p € Z;. El nimero natural & que cumple la propiedad anterior
se llama indice de ramificacion de f en p y lo representaremos por mult,(f).

La funciéon 2z* se anula solamente en 0, luego todo punto p € Z; tiene un entorno en el

que f(2) # f(p). Equivalentemente, para cada y € Z,, la fibra f~'(p) es discreta y, si
ademds suponemos que Z; es compacto, entonces, es finita. La funcion z* tiene derivada
no nula en todo punto distinto de 0, luego es localmente inyectiva salvo en z = 0. Esto
hace que la funcion f sea localmente inyectiva en todo punto de U excepto posiblemente
en p. Asi, el conjunto de puntos donde f no es localmente inyectiva es discreto en Z;.
Por compacidad es finito.
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Definicién 1.1.5. Sea f : 2Z; — 2, una funciéon holomorfa no constante entre
superficies de Riemann compactas y sea A C Z; el conjunto (finito) de puntos de
Z; donde f no es localmente inyectiva. Los puntos de B = f(A) se llaman valores de
ramificacion de f.

Observe que f es localmente inyectiva alrededor de un punto p € 2Z; si y solo si
mult,(f) = 1. El teorema siguiente recoge la discusion anterior y algunos otros resultados.

Teorema 1.1.2. Sea f: Z1 — Z5 una funcion holomorfa no constante entre superficies
de Riemann. Entonces

i) f es abierta, cerrada y sobreyectiva.
i) Para cada y € 2, el conjunto f~1(y) es finito.

i) Para caday € Zy y cada abierto V que contenga a f~'(y), existe un entorno abierto
U dey tal que f~1(U) CV

i) Para cada punto dey € ( 2y \ B) existe un entorno abierto U de y tal que

donde los conjuntos V; son abiertos disjuntos en 2, y todas las aplicaciones
flv, : Vi = U son transformaciones conformes.

DEMOSTRACION.

(a) Ya se mencion6 que f es abierta y por compacidad es cerrada. Por consiguiente,
f( Z1) es abierto y cerrado en 25, luego por conexion f( 21 ) = Zs.

(b) Ya se probo.

(c¢) El conjunto Z; \ V es cerrado en 2y, luego T = f( Z; \ V) es cerrado en 25 y
no contiene a y, luego U = Z, \ T es un entorno abierto de y que cumple lo pedido.

(d) Sea f~*(y) = x1, ..., ,, donde x; # z; para i # j. Como y es un punto de 2, \ B,
cada z; tiene un entorno abierto W; tal que f|y, es inyectiva. Podemos tomar los W;
disjuntos dos a dos. Entonces Z;, = W, U W, U ... UW,, es un abierto que contiene a
f~Y(y), luego por el item anterior existe un entorno abierto U de y tal que f~1(U) C
W. Se puede suponer que U C f(W7i) para todo i. Sea V; = W; N f~1(U). Es claro
que los conjuntos V; cumplen lo pedido.

Finalmente probaremos que el nimero de preimégenes de los puntos de 25 \ B es
constante:
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Corolario 1.1.3. Sea f : 2 — 25 wuna funcion holomorfa no constante entre
superficies de Riemann compactas. Entonces existe un nimero natural n tal que cada punto
be Z, \ B, tiene exactamente n preimdgenes por f. Ademds, si f~1(b) = {p1, ..., Pu},
existe un entorno abierto U de b en Z5 1y entornos abiertos disjuntos V; en 2y de cada
pi de modo que f~1(U) =V, U ..UV, y las restricciones f|v;, : V; — U son conformes.

DEMOSTRACION.

El conjunto 2, \ B es conexo (pues si a una superficie conexa le quitamos un conjunto
finito de puntos no perdemos la conexion). Sea P(y) el namero de preimagenes de y, parte
(d) del teorema anterior prueba que P es localmente constante en Z, \ B,y por conexion
necesariamente P es constante en Z, \ B. El resto del teorema es consecuencia directa
del teorema anterior. -

Definicién 1.1.6. Se llama grado de una funciéon holomorfa no constante f: Z2; — 2,
entre superficies de Riemann compactas, al nimero de preimagenes de cualquiera de los
puntos de Z \ B . Este nimero se representa por 7n(f).

El siguiente teorema nos da mas informaciéon sobre los puntos de ramificacion.

Teorema 1.1.4. Sea f : 21 — Z5 una funcion holomorfa no constante entre superficies
de Riemann compactas. Para cada punto y € Z5 se cumple

nh) = 3 mult(f).

zef~H(y)

DEMOSTRACION.
La demostracion de este resultado se puede ver en | , p-47| n

Las superficies de Riemann que aqui se consideran son superficies compactas, conexas y
orientables (toda variedad analitica es orientable como variedad real). La estructura topo-
logica de estas superficies es conocida: toda superficie real compacta conexa y orientable
es homeomorfa a una esfera con g asas o, equivalentemente, con g agujeros, o a la suma
conexa de g toros. El nimero g se llama género de la superficie, para una superficie W,
denotamos su género por g(W) o simplemente g si no hay lugar a confusion, entendien-
do que la esfera es la superficie de género g = 0. Dos superficies compactas, conexas y
orientables son homeomorfas si y solo si tienen el mismo género. Estos resultados aparecen
en los libros de topologia algebraica, ver por ejemplo | -

Una caracterizacion mas operativa del género de una superficie viene dada en términos
de triangulaciones. Recordemos que un tridangulo 7" en una superficie Z es un homeo-
morfismo en la imagen T : A — Z, donde A es un tridngulo usual,por ejemplo

A={(z,y) ER’|x >0,y >0,z +y < 1}

Las aristas y los vértices de 7" son las imagenes por T de las aristas y vértices de A. Si
Z es compacta, una triangulacion de Z es un conjunto finito de tridngulos en Z cuyas
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imagenes cubran Z y de modo que dos cualesquiera de ellas sean disjuntas o bien tengan
una arista o un vértice en comun. Las imégenes de los tridngulos se llaman caras de la
triangulacion. Puede probarse que toda superficie compacta Z admite una triangulacion,
asi como que y z =V —A+C, donde V, Ay C son respectivamente el nimero de vértices,
aristas y caras de una triangulaciéon dada, no depende de la triangulaciéon con la que se
calcula, sino que es un invariante conocido como caracteristica de Euler de Z. Ademés
si Z es conexa y orientable de género g, entonces y z = 2 — 2g. Asi, por ejemplo, la
caracteristica de Euler de la esfera es 2, mientras que la del toro es 0. Todos estos hechos
se prueban con relativa facilidad salvo la existencia de triangulaciones.

El siguiente resultado es de gran importancia en el desarrollo de este trabajo:

Teorema 1.1.5. (Formula de Riemann-Hurwitz) Sea f: 2, — 25 wuna funcion
holomorfa no constante entre superficies de Riemann compactas. Entonces

2g( 21 ) —2=2n(f)(g( Z2) = 1)+ Y (mult,(f) 1)

pE 21
donde g( 21 ) y g( 25 ) denotan el género de 2 y 2, respectivamente.

Terminaremos esta secciéon con algunas definiciones sobre funciones especiales entre su-
perficies de Riemann:

Definicion 1.1.7. Un cubrimiento (suave) de Z es una funcion continua, sobreyectiva
f:U — Z tal que para cada v € Z existe un abierto W, v € W tal que f~*(W) es
union disjunta de conjuntos abiertos U; con f|y, : U; — W un homeomorfismo.

Definicién 1.1.8.

(a) Un cubrimiento ramificado f: 2, — 2, es por definicion una funcion holomorfa
sobreyectiva.

(b) Un punto en Z; es un punto de ramificacion de f si f no es localmente inyectiva
en él.

(c) La imagen de un punto de ramificacion es un valor de ramificacion de f. En este
caso, el conjunto de puntos de ramificacién es un subconjunto discreto en Z;. Si
Z1 y Z9 son cerradas, el conjunto de valores de ramificacion es finito. Observe que
f: 2 — f7YB) — V\ Bp es un cubrimiento holomorfo, donde Bp C V es el
conjunto de valores de ramificacion de f, de grado finito.

El cubrimiento ramificado puede ser descrito en cada punto de ramificacion segin la
siguiente definicion:

Definicién 1.1.9. Sea f : Z; — 25 un cubrimiento ramificado, B el conjunto de
valores de ramificacion, para b € B consideramos su fibra f~1(b) = {q1, ¢, ...,qs} C 21,
la estructura ciclica de f en b es una s-tupla (ny,ng,...,ns) donde n; es el indice de
ramificacion de f en ¢;. Esto es, f esn; : 1 en ;.
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Definicién 1.1.10.
Una transformacion de cubrimiento de un cubrimiento (suave) : Z; — 25 es un automor-
fismo de Zi, el cual intercambia los puntos que tienen la misma proyeccion en 2.

El conjunto de transformaciones de cubrimiento forman un grupo, con la composicion de
funciones, llamado Grupo de Galois del cubrimiento, notado por: Gal(f : Z; — Z5).

Definicién 1.1.11. El grupo de Galois de un cubrimiento es llamado transitivo si existe
una transformacion del grupo que lleva cualquier punto p; sobre p en cualquier otro punto
p2 sobre p. En esta situacion llamamos al cubrimiento f : Z; — 25, cubrimiento Galois
o cubrimiento regular.

Observacién 1.1.1. Si f es un cubrimiento ramificado Galois su estructura ciclica en un
punto rama b es una tupla constante (n,,...,n,), donde n, es el orden del estabilizador
de los puntos en f~1(b) y el tamano de la tupla es el indice. El reciproco no es cierto.
Por esta razon un cubrimiento de Galois es descrito por los nimeros n;, para cada punto
rama, ésta es llamada la signatura de el grupo.

Definicién 1.1.12. Un cubrimiento de la linea proyectiva, f : Z — P! es llamado simple,
si para cada punto de P!, existen por lo menos n(f) — 1 preimagenes.

Observacién 1.1.2. Si f : Z — P! es un cubrimiento simple de grado n(f) = m, el
ntmero de puntos de ramificacion de f es 2g(Z) + 2m — 2.

Nos interesa considerar el cubrimiento ramificado producido por la acciéon de un grupo
finito en una superficie de Riemann Compacta, por esto en la siguiente seccion trataremos
con acciones de grupos en superficies de Riemann.

1.2. Acciones de Grupo en Superficies de Riemann

Uno de los conceptos fundamentales en este trabajo es el de accion de grupo, con el cual
comenzaremos esta seccion.

Definicién 1.2.1. Sea G un grupo y Z una Superficie de Riemann. Una accion de G
en Z es una funcion G x Z — Z | denotada por (g,p) — ¢ - p la cual satisface

(a) (gh)-p=g-(h-p)parag,he Gype Z

(b) e-p=p paratodop e Z, donde e € G es la identidad.

Técnicamente, llamada una accion izquierda en Z.
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Notemos que si se fija g € G, la funcion g : Z — Z definida por g(p) = g . p es una
biyeccion.

Directamente relacionados con la definicion de accidon estan los siguientes conceptos, que
son validos atin cuando Z sea un conjunto cualquiera.

Definiciéon 1.2.2. La Orbita de un punto p € Z es el conjunto,
G _ C o — -
0,y ={ye 2 :y =g p paraalgin g € G}
Definicion 1.2.3. El Estabilizador de un punto p € Z es el subgrupo de G,
Gy,={9€G:g9-p=p}
Observacién 1.2.1.

(a) Los puntos en la misma oOrbita tienen estabilizadores conjugados. Esto es, para
peEZ, Gup=9gG,g "

(b) Si G es un grupo finito, entonces |G| = |OF||G,|

Para cada p € Z se tiene un subgrupo estabilizador, nos interesa la interseccion de todos
estos subgrupos, la cual se define a continuacion:

Definiciéon 1.2.4. El Nicleo de una accidon de G en Z es el subgrupo

K={9€G:g.p=pparatodope Z}.
K= {()G=()¢
pE Z geG

Observacion 1.2.2.
(a) El Nucleo es un subgrupo normal de G.

(b) El grupo cociente G/K actia en Z con Niucleo trivial y con orbitas idénticas a las
de la accion de G. Este tipo de accion se llama Accion Efectiva.

Siguiendo con la idea de acciones en superficies de Riemann. Una accién también puede
ser Holomorfa o Continua, si para todo ¢g € G, la biyeccion ¢g: Z — Z definida por
g(p) = g« p es holomorfa o continua.

Las acciones de grupo sobre superficies de Riemann tienen ciertas propiedades especiales
que describiremos a continuacion:

Proposicion 1.2.1. Sea G un grupo actuando holomorfa y efectivamente en una superfi-
cie de Riemann, y sea p un punto arbitrario (pero fijo)de Z. Supongamos que el subgrupo
estabilizador G, es finito. Entonces G, es un grupo ciclico.
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DEMOSTRACION. Ver | , b 76]. n

En particular, si Z es compacta, Aut( Z ) es finito y en consecuencia G, es un grupo
ciclico, donde p es un punto arbitrario (pero fijo) de Z.

Proposiciéon 1.2.2. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en una
superficie de Riemann Z. FEntonces el conjunto de puntos de Z con estabilizador no
trivial es discreto.

Asi para las superficies de Riemann compactas que consideraremos se tendra sélo un
conjunto finito de puntos con estabilizador no trivial.

Mas atn, si G es un grupo finito, el conjunto de todas las orbitas es una Superficie de
Riemann, que llamaremos Superficie Cociente y se denotard por Zg.

No es inmediato que Zg sea una superficie de Riemann, por esto en lo que sigue
intentaremos darle estructura compleja al espacio cociente Zg, encontraremos cartas
complejas usando la siguiente proposicion:

Proposicion 1.2.3. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en una
superficie de Riemann Z. Sea p € Z (fijo). Entonces existe una vecindad (abierta) U
de p tal que:

(a) U es invariante bajo la accion del subgrupo estabilizador G,, esto es g.u € U para
todo g € G, y todo v € U.

(b) UN\(g.U) =0 para todo g ¢ G,.

(¢) La funcion o : U g, — Z¢ inducida por la que envia un punto de U a su orbita, es
un homeomorfismo sobre un conjunto abierto de Zg.

(d) Ningin punto de U excepto p queda fijo por los elementos de G,.
DEMOSTRACION. Ver | , p- 77 n

Sea GG un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en una superficie de Riemann
compacta Z, con cociente Zg. Supongamos que y € Zg es un punto imagen de un
punto de ramificacion de la funcion cociente 7 : Z2 — Z5. Sean xy,rq1,...,Ts los puntos
de Z tales que m(z;) =y parai = 1,2,...;s, ellos pertenecen a la misma orbita bajo la
accion de G en Zg, de tal forma que tienen subgrupos estabilizadores conjugados, en
particular cada subgrupo estabilizador tiene el mismo orden, digamos |G,,| = r para todo
1. Mas atn, el nimero s de elementos en la orbita es el indice del subgrupo estabilizador
en G, esto es:
,_lal

r
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Lema 1.2.1. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en una superficie
de Riemann compacta Z, con funcion cociente m: Z2 — Zq, entonces para todo punto
imagen de un punto de ramificacion y € Zg existe un entero v > 2 tal que ™ '(y)
consiste exactamente de |G|/r elementos de Zqg, y en cada uno de estos puntos T tiene
multiplicidad .

En este contexto, el teorema 1.1.5 dice:

Corolario 1.2.1. Formula de Riemann-Hurwitz

Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en una superficie de Riemann
Compacta Z, con funcion cociente m : Z — Zqg. Suponga que existen k valores
de ramificacion yi, Ya,...,yx en Zq Yy supongamos que 7 tiene multiplicidad r; en los
S; = | G |/r; puntos arriba de y;, entonces

%6(2)~2=1G||2%8( Za)~2+ 3 (1~ 1) (1)

i=1 v

Si G es un grupo de automorfismos es de la superficie de Riemann Z, entonces la
proyeccion natural 7 : Z — Zg es un cubrimiento ramificado.

Sea B es el conjunto de valores de ramificacion de @ : Z — 25 , para p € B
consideramos su fibra 7=1(p) = {q1, ¢z, ..., ¢s} C Z, la estructura ciclica de 7 en p es una
tupla (np,ny, ...,n,) donde n, es el indice de ramificacion de 7 en ¢;. Esto es, m es n,, : 1
en q;.

En este caso el cubrimiento 7 : Z — Z; puede ser caracterizado por un vector de
datos, que definimos a continuacion:

Definiciéon 1.2.5. Sea 7 : Z — Z4 la proyeccion canodnica. El vector (y;my, ma, ..., m,.),
donde 7 es el género de Zg, r < 27+ 2, es el nimero de valores de ramificacion y m;, es
el orden del subgrupo estabilizador, no trivial, del punto de ramificacion ¢;, se denomina
vector de datos de ramificacion (branching data) o signatura de G en Z .

Definicién 1.2.6. Un arreglo 2 g(Z¢) + 7, (a1, a9, ...,ay, bi,bo,...,by, c1,¢o, ..., ) de
elementos de G es llamado un Vector Generador de Tipo (y; my, ma, ..., m,.) si se satisface

(a) G es generado por los elementos (ay, ag, ..., ay, by, ba, ..., by, c1,Ca, ..., Cr);

(b) orden (¢;) =m; y
(C) H[az,bz] H Cj = 1
=1 7j=1
Observacion 1.2.3.

(a) El vector de datos de ramificacion es tnico si los m; son listados en orden no
decreciente.
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(b) Dado que v = 0 se presenta con mucha frecuencia, por conveniencia en la notacion,
omitimos en el vector de datos de ramificacion la parte correspondiente a .
Notemos que en este caso en el vector generador no aparecen los elementos a; ni

los b;.

(¢) También, por conveniencia en la notacion, usaremos abreviaturas tales como (24, 3%)
para (2,2,2,2,3,3).

El siguiente teorema nos garantiza, bajo ciertas condiciones, la existencia de una superficie
de Riemann con acciéon de un grupo finito G:

Teorema 1.2.2. Teorema de Ezxistencia de Riemann

Un grupo finito G actia en la superficte Z , de género g, con vector de datos de
ramificacion ( y; my, ma,...,m,) si y solo si la ecuacion de Riemann-Hurwitz se satisface,
y G tiene vector generador (ay,az, ..., ay, by, ba, ..., by, c1,Ca, ..., Cr).

Veamos un ejemplo del uso del teorema de existencia:

Ejemplo 1.2.1. Consideremos G = Sz = (a,b: a®, b* abab ), buscaremos posibilidades
para el género de una superficie Z, en la que actie Sz, holomorfa y efectivamente. Por la
formula 1.1. tenemos:

g( Z2)= |G| {g(ZG) —1+%<a(1—%)+5<1—%))]+1

Si suponemos que g(Zg) = 0, y reemplazamos |G| = |S3| = 6 obtenemos:
20
Z)=-H+3|—=—+=
o2)=-5+3(5+5)

y ahora podemos pensar en que a = 0, es decir que s6lo hay puntos de ramificacion con
subgrupo estabilizador de orden 2 , entonces, para 5 = 4, obtenemos g( Z ) = 1, para
f = 6 obtenemos g( Z ) = 4.

Para o« =1y =4 tenemos g( Z ) = 3.

En efecto, en el primer caso podemos tomar como vector generador: ( ab, b, a®b, b),enel
segundo caso:( ab, b, a®b, b, b, b)y finalmente, podemos tomar el vector:( a®b, b, b, b, a),
notemos que en estos casos, dado que g(Zg) = 0, solo tenemos en el vector generador
elementos del tipo c¢; , segtn la definicion 1.2.6. En cada caso los elementos elegidos satis-
facen las condiciones del teorema 1.2.2. De esta forma nos asegura que existen superficies
de géneros 1, 4, 3 con accidon, holomorfa y efectiva, de Ss.

Terminaremos el capitulo con una seccion dedicada a las superficies cocientes intermedias.
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1.3. Geénero de una Superficie Cociente Intermedia

En esta seccion presentaremos un resultado que nos da informacion sobre las superficies
cocientes intermedias, es decir las superficies cocientes que se producen cuando pensamos
en la accion de un subgrupo H de un grupo G que sabemos que actia en una superficie
de Riemann Z. Para empezar incluiremos el concepto de clase doble y algunos hechos
bésicos sobre las clases dobles.

Definicién 1.3.1. Sean H y K dos subgrupos de un grupo G. El conjunto
HxK ={hzk :h € H k € K},
es llamado una Clase Doble de G con respecto a H y K.
Proposicion 1.3.1. Sea G un grupo y sean H y K subgrupos de G.
i) Una Clase Doble es un conjunto HxK = {hak :he H, k € K}.

ii) Fziste una unica clase doble que contiene a g € G , esta es HgK.
iii) Las clases dobles son disjuntas. G es union disjunta de clases dobles.

iv) Una clase doble es union de clases laterales derechas de H y de clases laterales iz-
1

quierdas de K. La clase doble HgK contiene exactamente |H : K9 N H| clases
1zquierdas de K.

v) La cardinalidad de una clase doble esta dada por:
1

|HgK| = |K||H : K9 NH|
vi) Sin es el numero de clases dobles con respecto a H y K en G. Tenemos que:
|G| =|Hy K|+ ...+ |Hg, K| = |K|(|H : Kot NH|+ ..+ |H: Kot NH|) (1.2)
Entonces,
IG:K|=Y|H: K% nH|
i=1
DEMOSTRACION. ver | , p-23]. n

El siguiente resultado conocido como Lema de Cauchy Frobenius nos permite conocer el
numero de clases dobles:

Lema 1.3.1. El numero de drbitas, |G\\X|, de un grupo finito G actuando en un conjunto
finito X es igual al numero promedio de puntos fijos

G\\X| = ﬁzw,

geqG

donde X, denota el conjunto de puntos fijos por g.
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DEMOSTRACION. ver | , p-24]. n

Usaremos este lema, para calcular |[H\G/K]:

Sea U < (G x (G consideremos la accion

UxG - G
((a,b),9) — agb™*

Para aplicar el lemma de Cauchy-Frobenius debemos conocer el nimero de puntos fijos
por cada (a,b) € U, (|Gp))

Glapy ={9 € G :agb™" = g}
={9€G:a=gbg "}

De modo que:

Glanl ={g € G:a=gbg™'}|
B {|Cg(a)| = |Cq(b)], siaybsonconjugados

0, en otro caso.

Asi por el lema de Cauchy-Frobenius se tiene:

1
[U\\G| = WZ\GMI
(a)
1
:W > [Cala)

(a,b):a~b

G G
Z e ca(a)

_ @ [C%(a) N CE (D)
U] 2 [C¢(a)?

(a,b)eU

Si C' es una conjunto de representantes de las clases de conjugacion de elementos de G,
se tiene:

[UN\G| =

G| 5~ 1(C%(g) x C%(9)) N U]
|U|Z [C<(9)| '

En particular

H\G/K = {HgK : g € G} = (H x K)\\G,
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luego

|H\G/K| =

G| ‘Z (C%(g) N H[IC(g) N K] (1.3)

[H|IK] - C%(9)]

Definicion 1.3.2. Sea Z una superficie de Riemann compacta y G su grupo de au-
tomorfismos. Sean p; , ps ,..., p, la coleccion maximal de puntos de ramificaciéon no
equivalentes, respecto a G. Para cada j = 1,2,...,r, consideramos su estabilizador G;.
Definimos la Signatura Geométrica de G en Z como la tupla:

(&(2c) ;[m, C1] , ... Imy, ] )

donde g(Zg) es el género de Z5 , m; es el orden del subgrupo estabilizador G; y C; es
la clase de conjugacion representada por G;

La siguiente proposicion establece una formula para el género de los cocientes intermedios:

Proposicién 1.3.2. Sea Z una superficie con accion de G , con signatura geométrica
I'= ( g(ZG) ; [mla Cl] P [mracr] )

para cada H < G, sea Zgy la superficie cociente obtenida de Z por la accion de H
entonces, el género de Zy esta dado por:

8(Zi) =G Hlg( Za) ~1)+1+5 S (G H || I\G/Gil)  (14)

G;eTl
donde |H\G/G;| denota el cardinal de un conjunto de representantes de la clases dobles.
DEMOSTRACION. ver | |- n

Miramos en el ejemplo 1.2.1. que el grupo S; actiia,holomorfa y efectivamente, en una
superficie Z de género 3, produciendo una superficie cociente Zg, de género cero
con vector generador era (a?b, b, b, b, a ), segin la firma (3,2%). Consideremos el
subgrupo de S3 generado por b, es decir H = ( b ) = {0, b}, usaremos la féormula dada
en la proposicion 1.3.2. para encontrar el género de la superficie cociente Zy. como
g( Zs, ) = 0, reemplazando tenemos:

1
g(Zn)=3(-D)+1+5> (IG: H|-|H\G/G;)
G;el’
En este caso, G = (a) = {1,a,a®}, Gy = (a®b) = {1,ad%b}, G3 = G4 = G5 = (b) = {1,b},
ademas | H\G/G, | =1,| H\G/Gy | =2y | H\G/Gs | = | H\G/G, | = | H\G/G5 | = 2.

Reemplazando tenemos:

&(Zi ) = 3(-1) + 1+ 5(6)

asi, g( Zy ) =1.



Capitulo

Representacion de Monodromia y
Cubrimientos Galois

En este capitulo presentaremos algunos resultados conocidos sobre la representacion de
monodromia de un cubrimiento, los cuales seran utilizados para estudiar los cubrimientos
Galois.

2.1. Grupo Fundamental y Representaciéon de Mono-
dromia
Definicién 2.1.1. Sea Z una superficie de Riemann, ¢ € Z un punto base fijo.
(a) Un Lazo con base en ¢ es una funcion « : [0, 1] — Z tal que a(0) = o(1) = g.

(b) Dos lazos «; y a2 se llaman homotdpicos si existe una funcion continua
F:[0,1] x [0,1] = Z tal que F(0,t) = ay(t) y F(1,t) = ay(t) para todo t,y
F(s,0) = F(s,1) = q para todo s.

La homotopia de lazos es una relaciéon de equivalencia en el conjunto de todos los loops
con base en ¢, esto da lugar a la definicion de Grupo Fundamental.

Definicién 2.1.2. El grupo fundamental de Z, con base en ¢ es el conjunto de todas las
clases de homotopia de loops basados en ¢ y se denota por I1;(Z, q).

Definiciéon 2.1.3. Sea f : (V,y0) — (X,x9) un cubrimiento tal que f(yy) = xo. El
homomorfismo inducido por p, relativo al punto base xg es:

f*: Hl(yvyO) — Hl(yvyO)
o] = [poal

En | , p-344] se puede ver que p, es un homomorfismo inyectivo.

19
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Proposicion 2.1.1. Sea f : Y — X un cubrimiento e yo,y1 € f~(x). Los subgrupos
S (LY, 90)) y fu(IL (Y, 1)) son conjugados en 11 (X, o).

DEMOSTRACION. Los grupos 111 (Y, yo) y 111 (), y1) son isomorfos. Si «y es el camino de yq
a y; en y, el isomorfismo es dado por [c] — [][c][y™!], donde [c] € I1;(), y1). Proyectando
a X obtenemos un camino cerrado que da un elemento f,[y] € II; (X, zg). Como todos los
elementos de IT; (), yo) son de la forma f.[v]f.[c]f.[y '] para [c] € TI (Y, 11), f«(T11(Y, 50))
v f«(II3 (¥, y1)) son conjugados. n

Definicién 2.1.4. Un cubrimiento f : )Y — & se llama Galois o Normal si la imagen de
I1; (¥, yo) bajo p es un subgrupo normal de I1; (X, zg).

Observacién 2.1.1. Un cubrimiento es normal si y solo si ningin camino en X" es al
mismo tiempo la imagen de un camino cerrado y un camino no cerrado.

Proposicién 2.1.2. Sea X una superficie de Riemann, ¢ € X un punto base, entonces
existe una correspondencia 1-1 entre le conjunto de clases de isomorfismos de cubrimientos
conexos f 1Y — X y el conjunto de clases de conjugacion de subgrupos H < I1;(X, q).

{ f:Y = X, conexos, } { Subgrupos H < I1;(X, q), }
o

modulo isomor fismo modulo conjugacion
DEMOSTRACION. Este es un resultado ampliamente conocido y su demostracion se puede
ver en | , p-85]. n

Observemos que para f; € f~1(q) el grupo fundamental con punto base en él, es tal que
f«(II1 (Y, py)) corresponde al subgrupo H de II;1 (X, q), esto es II;(Y, f7) es isomorfo a
H. Ademas , podemos ver cada punto de ) como la clase de equivalencia consistente de
parejas (p,C), donde p € V' 'y C es una curva que une a ¢ con p; dos pares (p;,Cy) and
(pa, Cy) podrén ser identificados como el mismo punto en Y si p; = py y C1C5" € H.

Teorema 2.1.1. Sean f:Y — X un cubrimiento, K = f1I;(Y,p) y F =11;(X,q), con
p € f71(q). Entonces, f es reqular o Galois (esto es su grupo de Galois es transitivo) si
y solo st K es un subgrupo normal de F'; en este caso, el grupo de transformaciones de
cubrimiento es isomorfo a F/K.

DEMOSTRACION. Ver | , 92] n

La siguiente definicion es muy importante en el desarrollo de este trabajo pues nos permite
estudiar los cubrimientos desde el punto de vista grupo-teorico.

Definicién 2.1.5. Sea f:) — X un cubrimiento conexo de grado d entre superficies
de Riemann, la representacion de monodromia de f es el homomorfismo de grupos
p:14(X,q) — Sy con imagen transitiva en S,.
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Para a € T1,(X, q), consideramos la fibra de ¢, f~*(q) = {p1, -+, pn}, tenemos

p(a): y4! b2 Pa
A1) &) ... 7))

donde 7;(1) es el punto final del levantamiento de o empezando en p;.

Lema 2.1.1. Sean f : Y — X un cubrimiento conexo y p : II1(X,q) — Sy su represen-
tacion de monodromia, entonces,

i) Y conexo implica Im(p) es un subgrupo transitivo de S,.

i) fo(IL(V,p)) = p~H(S_y)-

DEMOSTRACION. Probaremos la segunda parte. Considere 7 € II1(),p1), entonces
f(r) € fu(Iy(Y,p1)) < I (X,q) vy f(7) es tal que su levantamiento empezando en p; es
cerrado, entonces

b1 P2 ... DPd
P1 Pi2 ... Did

p(f(7)) =

entonces f,(II; (Y, p1)) € p~*(S]_)).

Por otro lado, si 0 € p‘l(S}i_l) , su levantamiento empezando en p; es cerrado, entonces
o € f(IIi(Y,p1) [

Proposicién 2.1.3. Sean X una superficie de Riemann y q € X un punto base. Entonces
existe una correspondencia 1-1 entre el conjunto de clases de isomorfismos de isomorfis-
mos de cubrimientos conexos f 1Y — X de grado d y el conjunto de homomorfismo
p: (X, q) — Sy con imagen transitiva bajo conjugacion en Sy.

( . )
homomor fismos

P Hl(Xaq) — Sd7

con imagen transitiva

f:Y — X, cubrimiento conexo,
de grado d <«

modulo isomor fismo

| modulo conjugacion en Sy |

DEMOSTRACION. Primero, asociamos a cada cubrimiento conexo finito f : Y — X de
grado d su representacion de monodromia, p : II;(X,q) — S4. Reciprocamente, dado el
homomorfismo p : I1; (X, g) — Sy con imagen transitiva, consideremos el subgrupo Sy ;
que fija el 1 y el conjunto

H={yell(X,q):p(7) € Sa1}

H es un subgrupo de II;(X,q) con |II;(X,q) : H| = d, y de acuerdo al proposicion
2.1.2, existe un cubrimiento f, : Y, — X de grado d asociado a H; por construcciéon su
representacion de monodromia es p. n
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Proposiciéon 2.1.4. Sean X una superficie de Riemann compacta, B un subconjunto
finito de’ Y y q € X \ B un punto base. Entonces existe una correspondencia 1-1 entre el
conjunto de clases de isomorfismos de cubrimientos conexos f : Y — X de grado d con
puntos rama en B y el conjunto de homomorfismo p : 1I1(X \ B,q) — Sq con imagen
transitiva bajo conjugacion en Sy.

( f: Y —= A&, funciones holomor fas, ( homomor fismos
de grado d - p:IL(X,q) — Sa,
con puntos rama en B con imagen transitiva
\ modulo isomor fismo ) | mddulo conjugacion en Sq |

Ademds, para todo b € B, siy es un pequeno lazo al rededor de b € X \ B con punto base
en q y si p(7y) tien estructura ciclica (mq, ma, ..., my). Entonces tenemos k elementos u,;
en la fibra de b y la correspondiente funcion f, tiene multiplicidad m; en u;, para cada j.

DEMOSTRACION. | , -89 n

Corolario 2.1.2. Sean X = P' y un subconjunto B = {by,bs,...,b,} € ). Entonces
tenemos una correspondencia 1-1 entre

’ n — tuplas
f:Y — P! funcionesholomor fas,

{o1,09,...,0,} C 8y,

de grado d

« tales que oy - 09 - ... 0, =1

con puntos rama en B o

Y <01, 09,y an> es transitivo en Sy

maodulo isomor fismo

/ modulo conjugacion en Sy

DEMOSTRACION. Ver | , p-92] n
Resumiendo,

Teorema 2.1.3. Sean f : Y — X un cubrimiento ramificado de grado d, B el conjunto
de puntos rama, p su representacion de monodromia y

r@ = p (89 ) = p7 (S, NTm(p)), i=1,2,....d
entonces,
i) I'® es conjugado de T'Y) para todo i, j
i) Y\ f71(B),p1) = [(IL Y\ f71(B),p1)) =T < IL (X \ B, q)
i) [y (X \ B,q):T®| =d
iv) ker p =, I®
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Teorema 2.1.4. Sean f : Y — X un cubrimiento ramificado de grado d, B el conjunto
de puntos rama, p su representacion de monodromia y

PO = p7 (830 = p (8 N Im(p)), i =1,2,..d

Las siquientes afirmaciones son equivalentes,

i) f es Galois

i) El grupo de Galois de f actia transitivamente en )
iii) f(IL(Y\ f71(B),p1)) LIL(X\ B, q)

i) TW =T para todo i, j

v) kerp =T

vi) kerp = f(IL(Y\ f71(B), 1))
vit) Gal(f : Y — X) = Im(p)

2.2. Cubrimiento de Galois de un cubrimiento

En esta seccion desarrollamos algunos resultados sobre cubrimiento de Galois de un cu-
brimiento. Este es un concepto interesante y fundamental en este trabajo.

Definicion 2.2.1. Sean X, ) superficies de Riemann y f : )Y — X un cubrimiento. La
clausura de Galois de f es un cubrimiento Galois, g : Z — X de menor grado posible tal
que existe una secuencia de cubrimientos

z- Iy JLx
tal que g = fo f'.
Note que modulo equivalencia la clausura de Galois es tnica.

Proposicion 2.2.1. Sea f: Y — X un cubrimiento (ramificado) de grado d entre super-
ficies de Riemann compactas X,)Y. Sea p su representacion de monodromia. Entonces, el
cubrimiento de Galois de f es el cubrimiento asociado a ker p.

DEMOSTRACION. De acuerdo a lo presentado en la proposicion 2.1.1 tenemos que el
cubrimiento f : ) — X corresponde al subgrupo p~'(S4_1). Siguiendo su definicion, el
cubrimiento de Galois corresponde al sub-grupo maximal del conjunto

C={N<I(X\B,q),N<p*(Ss1NIm(p))}

Es claro que el elemento maximal de C = M;I'D = p=1(S,_1NIm(p))m, (v\5,9) = ker(p). m
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De la proposiciéon anterior, tenemos el siguiente diagrama:

Z ker(p) 1
Y 9 P (Sa1) Sa—1
I, (X \ B, q) 4 Sy

situacion anterior, al diagrama y fijando

Proposiciéon 2.2.2. De acuerdo a la

G =Im(p) < Sy, entonces:
i) [ Z2=Yyg:Z— X son Galois.

i) X = Zg

Z“) y:Z(SdﬂﬂG)

DEMOSTRACION. Estos son resultados de la teoria de cubrimientos, para su demostracion
usaremos principalmente el teorema 2.1.4. Antes de continuar, notemos que g = f o f’
implica g, = (f o f'). = f. o fi, de modo que g. : ILi(Z\ g7'(B),q2) — L (X \ B,p1),
fL(Z2,971(B), q2) = LY\ f1(B), pr)-

i) Por la proposicion 2.1.1 tenemos que I1;(Z \ g7 *(B), ¢2) = ker(p), luego
fllli(Z2,971(B),¢2)) SILY\ FH(B),p1) y9.(IL(Z,97(B),¢)) SIL (X \ B, q),

luego [/ : Z — Yy g:Z — X son Galois.

ii)
Hl(X\BaQ)
Gal(z -~ X) B g*(Hl(Z>g_l(B)aQ2)
_ Hl(X\BaQ)
ker(p)
=1Im(p) =G

i)
M\ F(B).pr)
CallZ = V)= Tz, 9 (B). )
_ P~ (Sa-1)
p~'(id)
=S, 1 NG
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El siguiente lema establece una relacion entre el cubrimiento f, su representacion de
monodromia p y su cubrimiento de Galois.

Lema 2.2.1. Considere f : Y — X un cubrimiento (ramificado) de grado d entre su-
perficies de Riemann, sea B el conjunto de puntos rama, ¢ € X \ B un punto base, y
p I (X \ B,q) — Sy su representacion de monodromia. Entonces, el cubrimiento de
Galois de f tiene grupo de Galois isomorfo a Im(p).

La ultima parte de esta seccion esta dedicada a identificar aspectos importantes del cu-
brimiento de Galois de un cubrimiento f : Y — X. Para ello recordemos la definicion de
representacion permutacional.

Definicion 2.2.2. Sea GG un grupo, N < G. La representacion permutacional asociada a
N es dada por la accion de G en las clases derechas de N y se construye como sigue:

Sea Q2 = {Ngi,..., Ngs} el conjunto de clases derechas de N, con s = |G : N|; tenemos que
G actua en ) por multiplicacion derecha, esto produce una permutacion de los elementos
en €2, entonces tenemos un homomorfismo ¢ : G — S;.

Un hecho basico acerca de este homomorfismo es que el niicleo de esta representacion es:

ker(p) ={k € G: Ng;k = Ng; V Ng; € Q}
:{]{JEGgl_lk‘gZEN\V/gZEG}

= [V = Ng

Ahora, veremos como se ve el cubrimiento de Galois. Para esto consideramos ¢ la repre-
sentacion permutacional de G = Im(p),

(X \ B,q) —— Im(p) =G

g1=¢op

S|

Tenemos:

i) ker(p) = ker(g1), en efecto:

ker(¢) = {a € IL(X'\ B,q) : ¢(p(a)) = ids , }
={aelli(X\ B,q): pla) - g = g¥g € G}
={a e IL(X\ B,q): p(a) = 1}
= ker(p)
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ii) g7 (Sig-1) = p {g € G:gx1=1}) = p~1(1) = ker(p), en efecto:

gfl(s‘q_l) = {a € Hl(X \ B,q) :gl(a) € S|G‘_1}
={a e IlL(X\ B,q) : ¢(p()) € Sig|-1}
={aell{(X\ B,q) : pla) € ¢_1(S|G‘_1)}
={a ell}(X\ B,q) : p(a) € {9 € G: ¢y(1c) = 1}}
—p HgeG:g-1a=1¢}
= p~(1g) = ker(p).

Asi, el cubrimiento asociado a gl_l(S‘G|_1), de la proposicion 2.1.4, el cual se extiende a
una funcién analitica en X', con puntos rama en B e indice de ramificacion dado por la
estructura de ciclos de g;, corresponde al cubrimiento de Galois de f, porque el subgrupo
de II; (X \ B, q) escrito como g1(S|g—1) y el escrito como ker(p) son el mismo subgrupo
de II; (X \ B,q), entonces el cubrimiento de Galois de f, g : Z — ) tiene puntos rama
en B y la estructura ciclica de este, en cada punto de B estd dada por la estructura de
ciclos de g;.

Resta describir, como es la ramificacién sobre los puntos de B, lo cual es equivalente a
describir la estructura de ciclos de g;. Consideremos B = {by,bs,...,b,.}, para todo b;
existe 9; € II1(X \ B, q), que no rodea ningtin punto de B diferente a b;, para tal ¢; sean
¢ = p(d;) € G, su imagen por p, m; = |¢;| y n; = |G : {¢;)|. Entonces la estructura de
ciclos de g1(9;) es (my, m;,...,m;), i = 1l..r, ya que la estructura se da por la accion de G

J

~\~
ng

en las clases izquierdas de 1. Asi tenemos,

Proposicion 2.2.3. Dado un cubrimiento ramificado f 1Y — X entre superficies de
Riemann, con puntos rama en B = {by,...,b.} C X y representacion de monodromia
p; su cubriente de Galois, el cual es una funcion analitica ramificada g : Z — ) entre
superficies de Riemann, tiene sus puntos rama en B = {by,...,b.} y cada uno tiene
|G : {p(6;))| preimdgenes y es (p(d;)) a 1 en cada una, donde §; es un pequeno lazo al
rededor de b;.

2.3. Cubrimientos Intermedios y Cubrimientos de Ga-
lois

Los resultados presentados en esta seccion son de gran utilidad en el desarrollo de este
trabajo y estan tomados de | -

Proposicion 2.3.1. Sea Z una superficie de Riemann con G-accion con signatura geo-
métrica (7v; [m1,Ch], ..., [m., C.]), B = {b1,bs,...b,} C Zg el conjunto de puntos ra-
ma y q € Zg \ B un punto base; entonces para cada H < G, la estructura ciclica de
7 . Zy — Zq sobre cada punto b; € B es la estructura ciclica de un elemento g; tal
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que (g;) € C; dado por la representacion permutacional de G en clases izquierdas de H,

¢H G = S\GH\

DEMOSTRACION. El cubrimiento 7 : Zy — Z4 tiene sus puntos rama Bp, contenidos
en B, supongamos que {by,...,b.} = B\ By entonces

Hl(ZG \ B>q)

]._J:l(ZIyG\Bqu)g <5]_h ’f’>
] =N,

donde §; es un pequeno lazo alrededor de b;, 7 = h,...,r; Sean

HI(ZG \ Bvq>

¢:1L(Z2¢\ Bu,q) — (6;:j=h,....r)

tal isomorfismo, y
1_-[1 (ZG \ Ba Q)
<(Sj :j:h,...,r>

la proyeccion natural. Entonces, la representacion de monodromia para 7w
pr, estd definida por:

pr: 1 (26 \ B,q) —

H notada por

pr: IL(Z2¢\ Bu,q) —  Sian

d = ¢HO(5)7

donde & € pr='(¢(8)), p : 1(Z¢ \ B,q) — S|c| es la representaciéon de monodromia del
cubrimiento total 7o : 2 — Z5 v ¢y es la representacion permutacional de G en clases
derechas de H. Asi, tenemos el siguiente diagrama:

I,(2¢ \ B,q) —— G < S

¢
pHOp 8

SiG:m|

Como la estructura ciclica de un cubrimiento sobre un punto rama es la estructura ciclica
de la imagen, por la representacion de monodromia del cubrimiento, de un pequeno lazo
alrededor de este, tenemos que esta dada por la representacion permutacional de G en las
clases derechas de H. -

Ahora, recordemos la correspondencia establecida en la proposicion 2.1.2, X', Y superficies
de Riemann:

{ f:Y— X, conexos, }<—>{ Subgrupos H < 11,(X, q), }

maodulo isomor fismo modulo conjugacion
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Proposiciéon 2.3.2. Sea W wuna superficie de Riemann con accion de G < Sg,
e : W — Weg  la proyeccion natural con puntos rama en B C Wg, q € W\ B un
punto base y p: Ii(We \ B,q) = Siq|, la representacion de monodromia para m¢. Si
H <G yr?: Wy — Wg, tenemos los siguientes diagramas:

TG \l

Wea
ker(p) 1 \
p~'(He) He
p~'(H) / H
I (We \ B, q) ’ Si|

entonces,

i) El cubrimiento 7 : Wy — We corresponde a p~'(H) < IIi(Wg \ B, q).

i) El cubrimiento de Galois para 7%, g : Z — Wg, corresponde al subgrupo
p M (Hg) < IiWe \ B,q) y Gal(lg : Z — Wa) = G/Hg, entonces los grupos
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actuando en cada superficie son:

4%

/

Z=Wa,

l\ G

Wy = Zumg N\

RN

Wae = Za/n,

Corolario 2.3.1. Sea W wuna superficie de Riemann compacta con accion de G, dado
H < G, el cubrimiento de Galois de 7™ : Wy — Wg es ©¢ W — Weg si y solo si
Hg = 1.

Corolario 2.3.2. Sea f : Y — X un cubrimiento ramificado de grado d entre
superficies de Riemann, B su conjunto de puntos rama, ¢ € X \ B un punto base,
prIL(X\B,q) =G < 8S;yg9: W — X su cubrimiento de Galois; entonces para cada
N < G tenemos:

i) El cubrimiento de Galois de 7 : Wy — X es g si y solo si Ng = 1.
i) El cubrimiento de Galois de ™ es el correspondiente a p}l(Ng)

i) Seat: Z — Wy el cubrimiento de Galois de ™, tenemos:

Gal(t : Z — Wy) = N/Ng
Wi = Z(N/Ng)

Gal(W — Z) = Ng
Z = Wing)

Gal(Z = X) = G/Ng
X = Zig/ng)






Capitulo

Sobre la clasificacion de cubrimientos
abelianos

Sean ¢ : X — P! un cubrimiento simple de de grado m, esto es un cubrimiento tal que
la fibra o ~!(p) sobre cada punto rama p € P! consiste exactamente de m — 1 puntos
distintos, y ¥ : JJ — X un cubrimiento Galois no ramificado de grado n, con grupo de
Galois abeliano. Estamos interesados en determinar &, el grupo de monodromia o grupo
de Galois de la Clausura de Galois del cubrimiento compuesto ¢ o : ) — P

La clausura de Galois de ¢ o1 : ) — P! es un cubrimiento de Galois @ : Z — P! de
grado el menor posible tal que existe una secuencia de cubrimientos

z Yy Y pl

~
~

con (po)orh = .

En | |, Biggers y Fried, estudian el grupo de monodromia, &, de la clausura Galois
del cubrimiento factorizado ¢ o1 : Y — P!, donde ¢ : X — P! es un cubrimiento simple
de de gradom y ¢ : Y — X es un cubrimiento Galois no ramificado de grado n, con grupo
de Galois ciclico, isomorfo a Z,. Ellos prueban que & = Z™~! x S,,,. La demostracion se
basa en el estudio de los cuerpos de funciones meromorfas de los factores de @.

Nuestro interés esta en generalizar los resultados mencionados abordando este problema
desde un punto de vista grupo-tedrico. De este modo determinar la estructura algebraica
del grupo de Galois, asociado al cubrimiento factrorizado, que serd importante en el
estudio de las superficies de Riemann compactas asociadas a este cubrimiento.

Comenzaremos este capitulo con algunos resultados que son consecuencia de la corres-
pondencia entre cubrientes de superficies de Riemann y grupos.

31
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3.1. Correspondencia de Galois

La siguiente proposicion contiene propiedades conocidas para el grupo de monodromia o
grupo de Galois de un cubrimiento factorizado.

Proposicion 3.1.1. Sea & el grupo de Galois de la clausura de Galois, p, del cubrimiento
factorizado ¢ o, donde ¢ : X — P! es un cubrimiento simple de grado m y : Y — X
es un cubrimiento Galois de grado n. Sea Z la correspondiente superficie de Riemann
asociada a .

Entonces por el teorema de correspondencia de Galots, existen subgrupos N y H de & que
satisfacen las siquientes propiedades:

i) ZN2Y, Zg 2 X y Ze 2 P!

it) N = {1}
iii) H es subgrupo mazimal de &

w) N<H

v) Para K = Hg se tiene su grupo de Galois es /K = S, el grupo simétrico de

grado m.

El siguiente diagrama, ilustra la relacion de cubrimientos y subgrupos:

Z ker(p) 1
n
@ Y =2Z2N Zi pfl(N) pfl(K) N=S,n_1N& K:H@
n |y n
l / l / l %1)!
X=2Zpy p~(H) H
m
» / m
p
]Pﬂ:Z@ Hl(X\B7Q) ﬁgsmn

Aqui vemos que & < S,,, vy que N = S,,,,,_1 N &, esto es N estabiliza un punto. Como
N<H <&y H = Ng(H), se tiene que:

|Fiz(N)| = |Ng(N): N|=|H : N| =n,
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De este modo N estabiliza n puntos, en particular,
N = ﬂ Sna N

donde Sﬁ,m , es el subgrupo de S,,,,, isomorfo a S,,,,,—1, formado por todos los elementos
que dejan fijo al elemento im, como se vera en la seccion 3.2.

Observacioén 3.1.1. Sean G un grupo, N y H subgrupos de G, tales que N<H, Ng = 1.
Si H/N es abeliano, entonces para K = Hg se tiene

K < (H/N)™, donde m = |G : Ng(H)].

Particularmente, K es abeliano.

DEMOSTRACION.
Sea K = Hg y sean H9, H9 ... H9" los m conjugados distintos de H en G, conside-
remos:

0: K — (H/Nyx (H/NY2x ---x (H/N)n
ko (kN%,  kN%, ... N9

0 esta bien definido puesto que K es la interseccion de todos los conjugados de H. Ademés

(k‘lk‘g) (k‘lk‘gNgl, kflkigNgz, ce k‘lk‘gNgmfl)
= (k‘lNglk’QNgl, k’lNng‘gNW, e, k’lNnglk‘gNgmfl) dado que N9 ﬂ HY
= 0(k1)0(k2),

luego @ es un homomorfismo de grupos.

ker(0) = {k € K : kN% = N¥ Vg, ;i =1,2,--- ,m}=Kn(|N*

i=1

Como N9 < HY%, para todo i, se tiene que ﬂNgi = ﬂ N9 = {1}, luego ker(f) = {1} y
=1 geG
0 es inyectivo.

m

La siguiente proposicion nos permite determinar K = Hg = ﬂ HY% de una forma maés
i=1

precisa, considerando G como grupo de Galois.
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Proposicién 3.1.2.
Sea f Y — X un cubrimiento (ramificado) de grado d > 2, sea g : Z — Y su cubrimiento
de Galois y & su grupo de Galois. Entonces, se satisfacen las siguientes afirmaciones:

i) Eriste H < & tal que f = f: Zy — Zg, con Zg =), Ze = X.
d—1
i) K = Hg = ﬂ H% =1, donde H9, H%?,--- | H99-1 denota cualquier subconjunto de
i=1
d — 1 conjugados distintos de H.

d—2
iii) ﬂ H% #£ K, para cualquier eleccion de d — 2 conjugados distintos de H.
i=1

DEMOSTRACION.
i) Es inmediato del teorema de correspondencia de Galois.

ii) Dado que H = 8N S,_1, se tiene que el conjunto de subgrupos conjugados de H en
& esta dado por:
Q:{Hg:(ﬁﬂ(sd_l)g:geﬁ}y

|| = d, luego si elegimos un sistema completo de conjugados de H, dado por
{H% :i=1,---,d} se tiene que

d d d
Hy=()H" =(\(®&nSy,)=6[) <ﬂsgi_1),
i=1

i=1 1=1

pero sabemos que los conjugados de S;_; fijan un punto de modo que si queremos
la interseccion de ellos, ésta fija los d puntos, y

d
(St =8 =1 JC{L,2,-d}, |[J|=d—1,
i=1

ieJ
luego
d
Hy = &() (ﬂsgg) =6() <ﬂsgg‘_1) = 1.
i=1 i€J

iii) Es claro que si intersectamos cualquier subconjunto de €2, formado por d — 2 conju-
gados, este no va a fijar los d puntos, luego:

(8%, #1, JC{L,2,---d}, [J|=d-2,
ied

en consecuencia,

@ﬂ(ﬂsgi_1> 41, JC{1,2,---d}, |J|=d—2.

e
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Hasta este momento hemos estudiado el grupo de Galois de un cubrimiento factorizado
sin considerar la ramificacion del segundo factor. En la siguiente proposicion estudiaremos
esta situacion.

Proposiciéon 3.1.3. Considere un cubrimiento factorizado Y Yy A p! y Z la
superficie de Riemann compacta asociada a su cubrimiento de Galois, con grupo de Galois
&. Sean H y N subgrupos de & tales que Zy =Y y Zy = X. Entonces,

Y Y — X es no ramificado si y solo si |H : N| |[H\&/G;| = |[N\®/G,|, para todo G,
correspondiente a la signatura geométrica de &. (como en la definicion 1.3.2).

DEMOSTRACION. Suponga que % es no ramificado. Por la formula 1.1, (corolario 1.2.1),
tenemos

gV) = |H : N|(g(¥) —1) + 1.

Por otro lado, usando la formula 1.4 (proposicion 1.3.2), tenemos:

BV) = —18 N|+1+5 576 N = [N\8/Gi), ¥

8(X) = —|6 5 H| + 143316 : H| ~ |H1\&/Gi),

luego,

D IN\&/Gi| = |H : N| Y |H\& /G|
i=1 i=1
pero, |IN\&/G;| < |H : N||H\&/G;|, de modo que
|H : N||H\®/G;| — [IN\&/G;| > 0 para todoi=1,2,---,r

y en consecuencia se tiene:

|H : N||H\®/G;| = |[N\®&/G;| paratodoi=1,2,--- r (3.1)
Reciprocamente, usando la formula 1.4 (proposicion 1.3.2), tenemos
1 T
g(V)=—l6:N[+1+7 > (8 N| - [N\&/Gy),
i=1

de donde, reemplazando |[N\®/G;| por |H : N||H\®/G;| se obtiene:

g(V) = [H : N|(g(X) = 1) +1,
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entonces, por la formula 1.1, (corolario 1.2.1),

6) = 1H s M) - D+ 1453 (1- 1)),

donde r; es la multiplicidad de Zy; — Zy en cada valor de ramificacion y;, 1 = 1,--- | k.
luego
k
1 1
= 1—— ) =0
2 (1-5) -0
esto es ¥ : Y — X es un cubrimiento no ramificado. -

Proposicion 3.1.4. Considere las hipdtesis de la proposicion anterior (proposicion 3.1.3).
Para K = Hg, se tiene que K N G; = 1, para cada G; correspondiente a la signatura
geométrica de &.

DEMOSTRACION. Reemplazando en la formula 3.1 (proposicion 3.1.3), la cardinalidad de
los conjuntos de clases dobles segin la formula 1.3 se obtiene

|H| |98 ZI(Cﬁ(g)ﬂHllcﬁ(g)ﬁGilz 8] ZI(Cﬁ(g)ﬂNllcﬁ(g)ﬁGil
INIH|Gi| 2= |C%(g)] INIIGal 2= |C%(g)]
luego,
IC(g) NGII(C®(@PNH| = 1C%(9) NGil|C®(g) NN
926; |C®(9)] _; 1C®(g)| ’
>0
3 (1C®%(9) NGi)(IC®(g) N H| ~ |C®(g)N N|) _ 0
2 C%(9) |
>0

y dado que N < H, C®(g)N N C C®(g) N H, luego |C®(g) N H|—|C®(g)N N| > 0, para
todo g € C' de modo que:

(1C%(g) N G:P(IC®(g) N H| — |C®(g) N N])
[C(9)l

luego la ecuacion anterior se satisface si y solo si:

>0, para todo g,

(IC®(g) N Gi)(IC®(g) N H| — |C®(g) N N|) =0,

entonces:

[C(g)NGil =0 o |C®(g)N H|=[C%(g) N NI.
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Notemos que si |[C®(g) N N| = |(C®(g) N H|, debido a que C®(g) NN C C®(g) N H, se
tiene que:
C®(g)NN =C®%g)NnH.

Sea K = Hg, si se considera k € K, entonces C®(k) = {g7'kg: g € 8} C K. Luego para
cada k € K se tiene que:

C®(k)NH = C%(k) =C®k)NN,
luego C®(k) C N, lo que contradice el hecho de que Ng = 1.

En consecuencia para k € K, | C®(k)NG;| = 0, luego K NG; = {1}, para todo
i=1,-- .1 =

En el caso particular que estamos estudiando, se cumple el reciproco de la proposicion
anterior. Asi se tiene la siguiente proposicion.

Proposiciéon 3.1.5. Considere un cubrimiento factorizado Y Yy 5 P, con ¢ :
X — P! un cubrimiento simple y Z la superficie de Riemann compacta asociada a su
cubrimiento de Galois, con grupo de Galois &. Sean H y N subgrupos de & tales que
Zyv =Y y Zy = X. Entonces,

VY — X es no ramificado st y solo st K NG; = 1, para todo G; correspondiente a la
signatura geométrica de &. (como en la definicion 1.3.2).

DEMOSTRACION. La primera implicacion se probo en la proposicion anterior(proposicion
3.1.4). Probaremos el reciproco. Sean H, N subgrupos de & tales que Y = Zy y X = Zy,
K = Hg. Entonces

Si KNG; = {1}, para todo i. Sea g € & tal que C®(g)NG; # 0, entonces si t € C®(9)NG;,
t=10t=g. Enel caso t = g;, se tiene que g = sg;s ', para algin s € &. Ademaés,
C®(g)NK = 0.

Es claro que C®(g)NN C C®(g) N H, luego |C®(g) N N| < |C®(g) N H|. Ahora, si existe
y € C%(g) N H, entonces y = mgm ™" = (ms)g;(ms) ™!, para algin m € &. De este modo
y € G luego y € N, esto es C®(g)NH C C®(g)NN!, pero |C®(g)NN| = |C®(g)N N,
luego |C®(g) N N| =|C®(g) N H|. De este modo:

|IC®(9) N Gi|(|IC®(g) N H| — |C®(g) N N|) = 0, para todo i, para todo g,

de donde:

C®(9) N Gil(IC®(g) N H| — |C®(g) N N|)

= 0, para todo ¢, para todo g,
C%(g)
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luego si C' es un transversal de &, se tiene que:

C®()NG(|C®(g)NH| —|C®(g) NN
ZI (9) [(IC®(g) N H| —[C®(g) N NJ)

= 0, para todo 1,

&
= c(g)
luego
& ) & (G} ) o}
S ICWNGICWNH] _ 5~ [CX@NGICWON oo
C%(g)] 2 ,
esto es,
2] |G 3 (C®(g) NH|IC®(9) N G| & 3 (C®(g) NNIC®(9) N G :
— ' e = . 5 , para todo 1,
NI THTG 2+ C% ()] VI 2 C%(9)]
Por tanto:
|H : N||H\®/G;| = |[N\&/G,|, para todo i,
y por la proposicion 3.1.3, ¥ : YV — X no ramifica. =

La proposiciéon anterior nos garantiza que los elementos generadores del grupo de Galois
del cubriente compuesto ¢ 01 : Y — P!, no pertenecen a K = Hg, la informacion sobre
su orden la obtendremos de la siguiente observacion:

Observacion 3.1.2. Dados ¢ : X - P, ¢ : Y — X, pot): Y — PL Para cada p € X,

multy(i2 0 ) = mult, (1) - multy g (0):

En particular si ¢ : Y — & es no ramificado, se tiene que

mult, (¢ o 9) = mult,(¢)) - multy (@) = 1 - multy) (@) = multy) (@),

De modo que si b € P! es un punto rama de ¢, con estructura ciclica (mq, - -+ ,m,), existen
puntos ¥(p;) € YV, i = 1,...,m, tales que multy,)(¢) = m; y dado que ¢ no ramifica,
multyp,) (@) = multg,) (¢ o ).

Luego si b € P! es un punto rama de ¢ o 1), la estructura ciclica es:

(m?vmg T 7m7T*L>7

donde n es el grado del cubrimiento ).

Proposicion 3.1.6. Sea ¢ : X — P! un cubrimiento simple de grado m y 1 : Y — X
un cubrimiento Galois no ramificado de grado n. Entonces,

i) La estructura ciclica del cubrimiento factorizado ¢ o1, en cada punto rama b € P*

es dada por
(271’ 1n(m—2))
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i) Para el cubrimiento de Galois, § : Z — P, del cubrimiento de Galois de p o), el
correspondiente grupo de Galois, & tiene la siguiente presentacion

6 = <glag2>"' 797’:92‘2:17 ng:1> R>a
i=1

donde R representa las relaciones apropiadas entre los generadores de grupo.

iii) Si H es el subgrupo de & tal que Zy = X y K = Hg, entonces

®/K: <glKa92Ka'” 7.gT’K: (gzK)2 = 1’ HgZK: 1’ 7?/>’
=1

donde R representa las relaciones apropiadas entre los generadores de grupo.

DEMOSTRACION. 1y 2 se tienen como consecuencia de la observacion 3.1.2.

Para la parte 3, recordemos que del lema 3.1.4, se tiene que K N G; = 1, para todo 1,
donde G; = (g;) tiene orden 2, luego ¢g; ¢ K, de modo que:

G/K: <91K792K7"' 9K (giK)2 =1, HgiK: . R>’
i=1

donde R representa las relaciones apropiadas entre los generadores de grupo. n

Usaremos la siguiente proposicion para mostrar que hemos obtenido un conjunto genera-
dor geométrico para el cociente.

Proposicion 3.1.7. Sea G = (91,92, -+ , grs [ L=, 9i = 1, R), el grupo de Galois del cubri-
miento Galois f : Z — X entonces para todo N<G, se tiene que G/N = (1N, goN, -+, g.N)
es el grupo de Galois del cubrimiento Galois ™ : Zy — X. Es decir (91N, g2N, -+ -, g-N)

es un vector generador de G.

DEMOSTRACION.
En | |, se prob6 que si Z es una curva con accion de G 'y signatura geométrica
L= (y;[ma, Ch], -+, [ms, Cs]). Sobre un punto rama b; € Z5 de tipo C; (para el

cubrimiento total 7 : 2 — Zg, C; € I, la estructura ciclica de 7V : Zy — X esta dada
por una tupla de tamano

v ING(G) s GHIGY AN
Ti::Z‘Lk‘<| G( ) |N||| |>
k=1

R (<1 R (< I
bl l;l ) ) l]:l bl
& nNl EE N

y forma:

-~

l71
) Ng(G;):G4|GF AN
Lkl( G(Gi) ‘}V‘“ i 0 >—Veces
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donde Qg, = { transversal izquierdo de Ng(G;) en G}, cuyos elementos estan distribui-
-1

. I —-1
dos en los conjuntos Lj ={l; € Qg, : |G/ NN|= |Gi’“ N N|}, de modo que si hay v; de
estos conjuntos, Z |Li| = |G : Ng(G))|.

k=1

it
Si N <@, entonces para todo j € Qg,, se tiene que |G/ NN| = |G, N N|, luegov; =1y

T, = ademas todos los elementos de la r; tupla son iguales a ————.
Asi, si consideramos la signatura (v;my, mg,- -+ ,m,), de la accion de G en la superfi-

T

cie Z, tenemos que G = (g;: g;" =1 II'_,9; = 1,R), donde R representa las relaciones
apropiadas entre los generadores del grupo.Coloquemos G; = (g;). Si N < G, entonces la
signatura del cubrimiento 7V : Zy — Z¢ es

|G| Go| 1G]
|Gy N|"|GaNN|”  T|G.NN|)’
[
Observacion 3.1.3. En la signatura <|G|1Gﬂl|N|’ |GL(22‘N|’ ’%) algunas de

las entradas podrian ser 1, en cuyo caso la signatura del cociente sera la correspondiente
a haber eliminado dichas entradas, esto so6lo ocurre cuando G; < N.

|Gl

En nuestra situacion, se tiene que |g;N| = m
i

Luego

(07 |g1N‘7 ‘92N|, ) |gTN|)7

corresponde tambien a la signatura del cubrimiento 7V : Zy — P!, bajo la accion de
G/N.

Aplicando lo anterior a cubrimientos factorizados como los mencionados en esta seccion
tenemos que

Observaciéon 3.1.4. Sea & el grupo de Galois del cubrimiento factorizado ¥op : Y — P?,
donde ¥ : X — P! es simple y ¢ : Y — X Galois no ramificado. Sea Z la correspon-
diente superficie de Riemann para el grupo &. Entonces & actiia sobre Z con signatura
(0;2,2,---,2), esto es, existen elementos ¢g; € &, de orden 2 tales que

—_————

r—veces

i=1

®:<917927"'79r192‘2:17 ng:lv R>7

donde R representa las relaciones apropiadas entre los generadores de grupo. Ademés
por la proposicion 3.1.4 g; ¢ K = Hg para todo ¢ = 1,2,--- ,r. Luego |g; K| = 2 para
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todo i = 1,2,---,r. De este modo la signatura del cubrimiento Galois 7% : Zx — P! es
(0;2,2,---,2), donde H < G tal que Y = Zy
N—_———
r—veces

Observacion 3.1.5. Consideremos las representaciones de monodromia py., y p, de
los cubrimientos ¥ o : Y — P!y v : X — P!, respectivamente. Sabemos que & < S,,,,
y /K =S, v los elementos generadores corresponden a la siguiente estructura ciclica:

g=0) () v gK=(")
~——

n—VeCces

Observacion 3.1.6. Consideremos un cubrimiento simple f : Z — P! de grado m y sea
g : Z — P! su cubrimiento de Galois con G su grupo de Galois. Entonces,

G:<917927"'79r192‘2:17 ng:lv R>7

i=1

donde R representa las relaciones apropiadas entre los generadores del grupoy G < S,,.
Ademas por la proposicion 2.2.2, Z = Zy, donde H =GNS,,-1 y Hg = {1}. Por otro
lado, dado que f es un cubrimiento simple, g; es una transposicion, luego C%(g;) N H #
0, Vi=1,2,---,r.

Volviendo a la situacién geométrica estudiada en esta seccion tenemos el siguiente resul-
tado auxiliar.

Lema 3.1.1. Sean ¢ : X — P! un cubrimiento simple y ¢ : Y — X un cubrimiento no
ramificado y @ : Z — Pt el cubrimiento de Galois del cubrimiento factorizado ¢ o).
Si®=1{g1,g2, .9 :9° =1, Hgi =1, R> es el grupo de Galois del cubrimiento fac-
i=1
torizado wotp, H y N subgrupos de & tales que Y = Zn, X = Zy y N < H < G, entonces
HINC®(g;) # 0, Vg€ &.

DEMOSTRACION. Es claro que |[HINC®(g;)| = |[HNC®(g;)|, Vg € &, luego es suficiente
probar que H N C®(g;) # 0.

Sea K = Hg, por la observacion 3.1.6, y dado que &/K es el grupo de Galois del cu-
brimiento de Galois de ¢ : X — P!, se tiene que H/K N C®K(g;K) # (), luego existe
;K € 8/K tal que:

(2:5)(g:K) (2 K) " = (hEK), hE € H/K,

luego z;g;x; " = hk;, para algin k; € K, y se tiene que z;g;z; ' € H N C®(gy). -
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Observaciéon 3.1.7. Sea & el grupo de Galois del cubrimiento factorizado ¢ o ¥, donde
¢ : X — P! es un cubrimiento simple y 1 : Y — X es un cubrimiento Galois no
ramificado. Por el lema 3.1.1 se tiene que C®(g;) C U HY. Ademés por la proposicion de

ged
3.1.4 se tiene que:

Kn{g)={1} y HNC®(g:) = NN C®(gs),

luego C°(g;) € U, ce N°.

3.2. Representacion del grupo de Galois

Sabemos que &, el grupo de Galois del cubrimiento factorizado ¢ o4 : ) — P!, donde
¢ : X — P! es un cubrimiento simple de grado m y ¢ : Y — X es un cubrimiento Galois
no ramificado de grado n, es un subgrupo transitivo de S,,,. Sean N y H subgrupos
de & tales que Zy = Yy Zy = X. En esta seccion realizaremos & como subgrupo de
S,.n, mediante su accidon en el conjunto de clases laterales de N. Recordemos que en esta
situacion Ng = {1}.

Sean 1 = xq,x, - ,T,, representantes de clases laterales derechas de H en &, y sean
1=~hq, hs,-- -, h, representantes de clases laterales de N en H, entonces:

{hixj}, 1= 1, ., m, j = 1, ., n,

forman una clase completa de representantes de clases laterales de N en &.
Sea Q =A;UAU---UA,,, donde:

N  Nuxy <o Ny,
Nhg NhQ.fL’g ce Nhgl‘m
Nh,, Nh,zoa ... Nh,z,,
M~ SN—— ~——
Ay As A,

Entonces & actta transitivamente en €2, el conjunto de clases laterales de N en &,

Denotaremos con las mismas letras a &, H y N y sus respectivas imagenes en S,,,,,. Ademas
se tiene que

= N’ = 2; ' Nz, estabiliza A; punto a punto.

» H' = ;' Hux, estabiliza A;, como conjunto.
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m m—1
» K =(H")g = ﬂ H' = ﬂ H' estabiliza todas las columnas.
1=1 1=1

Observacioén 3.2.1. De acuerdo la observacion 3.1.5, los elementos g; que generan a &, co-

mo grupo de Galois del cubrimiento factorizado 1o tienen estructura ciclica (- -) -+ (- ).
n—veces
En esta representacion permutacional se observa que para todo: = 1,2,--- ,r, el elemento

g; estabiliza mn — 2n puntos.

Asi, sim > 3,
i € Nt Na M- - M Ny o,
donde N; = :EjNa:j_l, j=12--- m—2,son m— 2 conjugados distintos de N en &.

Si m = 2, entonces g; permuta todos los puntos de 2. De este modo g; no pertenece a
ninguin conjugado de N en &.

Proposicién 3.2.1. Sea & el grupo de Galois del cubrimiento de Galois del cubrimiento
factorizado potp : Y — P, donde ) : X — P es simple de grado m. Entonces & contiene
un subgrupo isomorfo a S,,

DEMOSTRACION. Consideremos la accion por la derecha de & en las clases laterales de

N,
N N,TQ e Nxm
Nhg Nhgl’g to Nhgl’m
Nhy, Nhpxo ... Nhyap,
N~ N—— ——
Al AQ Am

Sean Ny, Ny, ---, N, los m conjugados de N en & y K = (H")g. Consideremos los ele-

mentos:

gle(NgﬂN4ﬂ---r‘|Nm)\K
92€(N1QN4Q"'ﬂNm)\K

gm-1 € (N1 N NyN N Nps N Npyo) \ K.

Notemos que (4;)g; = A;11, luego reenumerando si fuese necesario los elementos g; se
pueden escribir de la forma:
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Haciendo la correspondencia entre 2 y el conjunto ordenado:

1 2 3 -+ m-—1 m
m+ 1 m + 2 m+3 --- 2m-—1 2m
m=—1m+1 m—-—1)m+2 (nm—-1)m+3 --- nm—1 nm

tenemos que:

gi=(i i+1)(m+i m+i+1)2m+i 2m+i+1)---(n—1)m+i (n—1)m+i+1) € &
paral <:<m—1

Ademaés,
. giz:l,paratodoizl,-~- ,m— 1.
. (gz’gi+1)3 =1,,paratodoi=1,--- ,m— 2.
= 9igj = 9i9i> cuando (i —j) > 2,0 (i —j) < 2.

De este modo

<glug27 s Om—1t gz2 = (gigi+1)3 = [glvgj] =1 |Z - j‘ > 2> = Sm7
debido a que esta es la presentacion de Coxeter para el grupo simétrico S,,,, ver | | m

Observaciéon 3.2.2. Notemos que:

|9192"'9m—1| =1m,
Y G192+ * - gm—1 no fija puntos. De hecho
9192 Gm—-1 = (17 2a e >m)(m+1a m+2a e a2m) e ((n_l)m_l—L (n—l)m—l—?, Tt anm)

Observaciéon 3.2.3.

Notemos que en la proposicion 3.2.1 g; ¢ (H; U H;y1), para todo i = 1,2,--+ ,m y
g1 € NgﬂN4ﬂ~-~ﬂNm, gs € N10N4ﬂ-~-ﬂNm, sty Om—1 € NiNNaN---N Npp_a.
De este modo si conjugamos por x;, ¢ = 2,3,--- ,m, el sistema de generadores para S,,
exhibidos en la proposiciéon 3.2.1, obtenemos un sistema de generadores para S, que no
esta contenido en ninguno de los conjugados de H. Asi, (g1, o, , gm—1) tiene al menos
m conjugados en &.



Capitulo

Grupo de Galois del Cubrimiento

En este capitulo estudiamos aspectos importantes relacionados con nuestro interés en
determinar el grupo de monodromia o grupo de Galois & de la Clausura de Galois del
cubrimiento factorizado p o4 : Y — P!, donde ¢ : X — P! un cubrimiento simple de
grado m y ¥ : Y — X un cubrimiento Galois no ramificado de grado n, con grupo de
Galois abeliano A = Z,,, X Zip, X -+ X Zip,..

El objetivo de este capitulo es mostrar que para el grupo de Galois & se tiene

B2 A" xS,

4.1. Aspectos Generales

En esta seccidon presentaremos aspectos generales sobre la estructura del grupo de Galois
de & de la Clausura de Galois del cubrimiento factorizado po1) : Y — P!. Comenzaremos
con una proposicion grupo-teorica:

Proposicion 4.1.1. Sea G un grupo finito, H < G con |G : H| = m y nicleo K = Hg
abeliano. Supongamos que existe L < G con L = S, y tal que LI f H, para todo g € G.
Entonces

G=KxL.

DEMOSTRACION. Representando G sobre las clases laterales de H en G tenemos que
G/K <8S,,. 51 KNL={1}, entonces KL/K = 8S,, y asi

m! = |KL/K| <|G/K| < |S,,| =ml.
Asi G/K 2 KL/L = S,,. De este modo G = KL, es decir G = K x L.

Veamos entonces que K N L = {1}. Sea U = K N L, entonces U < K implica que U es
abeliano y ademéas K < G implica U < L = S,,, asi es inmediato que U = {1}, a menos
que 2 < m < 4, casos que consideraremos a continuacion.

45
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Si m=2.Como Sy = L £ H, se sigue que U = {1}.

Sea m = 3 . Entonces L = S; y |U| = 3, tenemos que |KL/K| = |L/U| = 2. Como
|G : H =3y |KL/K| = 2, se sigue que G/K = S3. Ademas H/K y KL/K son
2-subgrupos de Sylow de G/K. De esta forma H/K = (KL/K)% = KL9/K para algin
g € G. Se sigue que H = K LY. Luego LY < H, lo cual es una contradiccion.

Sea m = 4. Entonces L = S, y |U|] = 4, tenemos que |KL/K| = |L/U| = 6.
Como |G : H| =4 y |KL/K| =6, se sigue que G/K = S;. Ademas H/K, KL/K son
normalizadores de 3-subgrupos de Sylow de G/K. De esta forma H/K = (KL/K)9 =
KL9/K para algin g € G. Luego, H = KLY De modo que LY < H, lo cual es una
contradiccion.

En conclusion para todo m, K N L = {1} y por tanto G = K x L. m

La siguiente propiedad muestra que el grupo de Galois del cubrimiento factorizado que
estamos considerando satisface las condiciones de la proposicion anterior (4.1.1):

Proposicién 4.1.2. Sea & el grupo de Galois del cubrimiento factorizado pot) : Y — P1,
donde ¢ : X — Pt es un cubrimiento simple de grado m y ¢ : Y — X es un cubrimiento
Galois no ramificado de grado n, con N y H subgrupos de & tales que Zny =Y y Zy = X.
Entonces valen las siguientes afirmaciones

i) =K x S, donde K = Hg.
ii) H=NK
iii)) NNK # 1.
DEMOSTRACION.

i) Sabemos que representando & permutacionalmente en las clases laterales de N,
como en la proposicion 3.2.1, se tiene que & contiene un subgrupo isomorfo a S,,
generado por los elementos

gi=( i+1)(m+i m+i+1)2m+i 2m+i+1l)---((n—1)m+i (n—1)m+i+1),
con 1 < i < m. Los cuales satisfacen

° gf:ljizl’...jm_l_
o (gigis1) =1,i=1,--- ,m—2.
® 4i9; = 99, i — j| > 2.

Por otra parte, como H estabiliza una columna de €2, se tiene que para todo g € &
existe un ¢ tal que g/ ¢ H, luego SY, « H, para todo para todo g € &.

Entonces, por la proposiciéon 4.1.1, se tiene que & = K x S,,.



4.1. Aspectos Generales 47

ii) Tenemos que &/K = S,,, luego, existe V I &, tal que V/K = A,,. Ade-
mas H/K = S,,_1, luego |H : NK| < 2.Si |[H : NK| = 2, entonces NK < V|
particularmente N9 € V para todo g € &.

Como & = { g1,92,- ,gr: g7 = 1, Hgi =1, R> con g; € N7, para algtin conjuga-
i=1
do de N, obtenemos la contradiccion g; € V', paratodo? = 1,--- ,r. En consecuencia

H=NK.

iii) Si NNK = {1}, puesto que N<H y K <H, se tiene que nkn~'k~' € NN K, luego
nkn='k~' =1, esto es N y K conmutan elemento a elemento, del mismo modo K
conmuta con todo conjugado de N. Por el item (i), G = KS,, , con S,, generado
por elementos que pertenecen a N y a sus conjugados. Ademas dado que K conmuta

con N y sus conjugados, tenemos que S,, < G, en contradiccion con la observacion
3.2.3.

De la proposicion anterior (proposicion 4.1.2 i) ) y la observacion 3.1.1 podemos concluir
que & = K x8S,,,con K < H/N x H/N x ---H/N. De este modo |&| < n™ml.

m—uveces

Nuestro interés es ahora determinar el orden de K. Comenzaremos con el caso en el
que H/N = Z,, el grupo ciclico de orden n. Este caso fue estudiado previamente por
Biggers y Fried en | | usando los cuerpos de funciones meromorfas de los factores del
cubrimiento. Nosotros presentaremos un estudio desde el punto de vista grupo-teorico.

Fijaremos, para todo este capitulo, Z la superficie de Riemann asociada al cubrimiento
de Galois del cubrimiento de Galois p o, con & su grupo de Galois. N y H subgrupos
de & talesque Zy =Y y Zp =2 X y K=Hg elniacleode H en G.

El problema estudiado se puede representar en el siguiente diagrama, usando la proposi-
cion 2.2.2:

z ker(p) 1
P
@ y=2y Zx p~ (V) pHK) N=Smn_1N® K =Hg
(m—1)!
X =Zy p~L(H) H

Pt = Zg (X \ B,q) ® < Simn
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Comenzaremos considerando el caso en el que m = 2.

Proposiciéon 4.1.3. Sea & el grupo de Galois del cubrimiento factorizado ¢ o 1) con
0 : X — P! un cubrimiento simple de grado 2 y ¢ :Y — X un cubrimiento Galois no
ramificado de grado n, con grupo de Galois abeliano. Entonces

K =~ H/N.
DEMOSTRACION. Sabemos que
6= <917927"' y Gr - g7,2 = 17Hgl = 17 R>7
=1

con g; ¢ K para todo ¢ = 1,2,--- ,r y R representa las relaciones apropiadas entre los
generadores de grupo.

Como m = 2, se sigue que K = H=Hg y & = H{(g;).

Sea g = ¢g;. Como |6 : H| =2y H = Ng(N) tenemos que N N N9 = {1}.

Ademas K = K/(NNNY9) < H/N x H/NY (abeliano).

Como & = H(g) podemos escribir g; = h;jg para j =2,--- ,r. Con esto
& = (ha, h3, -+, hr, )

Como gjz- = 1, se sigue 1 = hjghjg es deciv gh;g = (h;)~" . De esta forma
<h27h37"' 7h'7“> < () y 6 = <h27h37"' 7h'7“><g>

AsinHﬂ@ =HnN <h2,h3,"' ,hr><g> = <h2,h3,"' ,h,)(Hﬂ(g)) = <h2,h3,"' ,hr>
Como H es abeliano, tenemos que para todo u € H

u = hézh? hir y gug :ghl;h?"'hffg _ h;lzthB ~-~h;lr — !

Luego, todo subgrupo R de H es normalizado por g y dado que H es abeliano R J .
De esta forma N = {1}. Finalmente K = H = H/N. n

4.2. (Caso Ciclico

En esta seccion mostraremos que para el grupo de Galois & del cubrimiento factorizado
po1:Y — P! donde ¢ : X — P! un cubrimiento simple de de grado my ¢ : Y — X
un cubrimiento Galois no ramificado de grado n, con grupo de Galois ciclico isomorfo a
Z,, se tiene que & X Z" 1 x S,,.
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Proposiciéon 4.2.1. Sea & el grupo de Galois del cubrimiento factorizado ¢ o 1 con
0 : X = P! un cubrimiento simple de grado m > 2 y 1 : Y — X un cubrimiento Galois
no ramificado de grado n, con grupo de Galois isomorfo al grupo ciclico Z,,. Entonces

K = (Z,)™ .

DEMOSTRACION. Por la proposicion 4.1.1, tenemos que & = KS,,,. De esta forma & =
HS,, v | :H|=|S,,: HNS,,| =m. Esdecir L =HNS,, = 8S,,_1. Ademas todo
elemento g € ® se escribe g=hy con he H y y€S,,, deesta forma

HY=H" =HY y NY=N" =NV

También H = K(HNS,) =KL y N=NnH=NNLK = (NNK)L Ademas
NY = (NYNK)LY note que LY <8S,,.

Tenemos que K/(NNK)<H/(NNK) ycomo H = NK por la proposicion 4.1.2,
H/N = K/(NNK) es ciclico y luego todo subgrupo de K/(N N K) es caracteristico,
particularmente normal en H/(N N K).

Sean R = NNK 'y Ry = NYNK. Tenemos que RiRy/R; < H/R; es decir
R{Ry < H, del mismo modo R;R; < HY. Luego RiR; <®. De esta forma, para todo
9605, (NﬂK)gSRlRQ.

Consideremos V' = (R1R5)S,,. Tenemos que N = RiL <V, Ny = R LY <V, en
general N* = (N*NK)L* <V paratodo z € S,,, es decir

(N? ) ge®) <V
particularmente

<(N1 N N2 n...N Nm_2)g/ g c @) S ‘/,

donde Ny, No, .-+, N,,_o son m — 2 conjugados distintos de N.
Luego V = &. Con esto
K=6NK=(RR:)S,,NK =R1Ry(S,, N K) = R Rs. (4.1)

Ahora
H/N 2 K/Ry = RiRy/ Ry

es ciclico de orden n, luego K = R; < x > con = € Ry de orden n. Ademés
H=NK=NRy <x>=N<ax>. Como H actia transitivamente en las clases
laterales de N el elemento x se escribe permutacionalmente (reenumerando si es
necesario)

r=(1,m+1,2m+1,3m+1,..(n—1)m+1)C5...Cp,
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donde C; es una permutacion de la columna j. Sea

P.=(km+k2m+k3m+1,.. (n—1)m+k).

Para el elemento ¢; = (1,2)(m+1,m+2)...((n —1)m+ 1, (n — 1)m + 2) se tiene que

(1) = (2, (n—1)m+2, (n—2)m+2,....m+2)(Cs)'..(Cp) " = Py (Cs) 7L (Cp) L

De esta forma

a=a(girg)”"
=(I,m+12m+1,3m+1,.(n—1)m+1)2,(n—1)m+2,(n—2)m+2,....,m+2)
= PPyt

es un elemento de K.

Ahora consideremos la permutacion
T = (9192939495--Gm-1) "+ = (1,2,3,4.m)(m + 1,m +2...2m)...(n — )m +1,.....,nm)

y los elementos

by =T "aT
=2,m+22m+2..(n—1)m+2)3,(n—1)m+3,(n—2)m+3,....,m+3)
== P2P3_1
b2 :T_2aT2
=B,m+32m+3....,n—1)(m+3) (4 (n—1)m+4,(n—2)m+4,...,m+4)
= PPt
hasta

by = T~ Vg (m=1)
= (m,2m,3m...nm)(1, (n — D)m, (n —2)m, ....,m + 1) = P, P!

Tenemos que a(by)(b2)(b3)....(by—1) = 1.
)

De esta forma P = (a, b1, by, b3, ...bp,—1) tiene orden n™ Y. Ademas P < Ky P <6.

Considere el homomorfismo

¢: K — K/Ry x K/Ry x ... x K/R,, dado por ¢(k) = (kRy, kR, ..., kRy,)
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Sabemos que
ker(¢) = RiNRyN...NR,, = (KNN)N(KNN2)N....n(KNN,,) = NiNNoN...NN,, = {1}.
Luego K = Im(9).
Supongamos que
(aRy, Ry, R3, ..., Ry) = ¢(k) = (kRy,kRy, kRs, ..., kR,,).

Entonces k£ € RoN R33N ..NR,,. Esdecir k= C; una permutacion de la primera
columna. Ademéas aR; = P1P2_1R1 =C1Ry, luego C1 =P, y P, € R;.
De esta forma K = (P, Py, ..., P,). Ademas NoN N3N ...N N, = (P).

También U = N3N NyN ...\ N, = (P, P2) x (g1) con |U|=2n? Z({U) = (P D)
y KﬂU:<P1,P2>
Tenemos que

g PPy g = PP

Es decir
<P1P2_1>gl> = Dn

ademds P[ g\ P} = P["Pyg1 € (PP, g1) luego (PiPy", 1) <U.

Asi los elementos de orden 2 de U que no estan en K son los n elementos

{PrigiPY [ v=1,..,n} CPlg).

debido a que Ny ((g1)) = (PiP2) x {g1) v (PiPy ', 1) SU.

Para g € & escriba g =kz con k€ K y z¢€8,. Como K =P(P), tenemos
que k= P[s con s &P de esta forma

{Pl_vglplv / v = 17 ”"n}P{SZ — {Pl—vglplv / V= 17 ”"n}sz
={(PP ") "q (PP Y)Y ) u=1,..,n}* CPS,,

Finalmente

UPr'g P! | v=1,..,n}% <PS,,
un absurdo.  Luego (aR;, Ry, Rs,..., R,) mno pertenece a Im(¢) es decir
|K| =|Im(¢)| =n™ ! =|P|. Ademés P =K y |K|=n"""1. -

En consecuencia tenemos el siguiente teorema,

Teorema 4.2.1. Sea & el grupo de Galois del cubrimiento factorizado ¢ o1 con
0 : X — PY un cubrimiento simple de grado m y 1 : Y — X un cubrimiento Galois no
ramificado de grado n, con grupo de Galois isomorfo al grupo ciclico Z.,. Entonces

S = (Z,)" ' %8,
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Corolario 4.2.2. Sea & el grupo de Galois del cubrimiento factorizado ¢ o) con
0 : X = PY un cubrimiento simple de grado m y v : Y — X un cubrimiento Galois
no ramificado de grado n, con grupo de Galois isomorfo al grupo ciclico Z.,,. Entonces la
representacion permutacional de & tiene los siguientes generadores

gi=0 i+1)(m+i m+i+1)2m+i 2m+i+1)---(n—1)m+i (n—1)m+i+1),
conl<i<m-—1

Gm =2 *q1z, donde

r=1,m+12m+1,--- ,(n—1)m+1)3,(n—1)m+3,(n —2)m+3,--- ,2m+ 3, m + 3).

DEMOSTRACION. Sabemos que g; permuta las columnas ¢ e 7+1 y deja fijas las columnas
restantes. Consideramos J = N; N NyN---NN,,, donde N; representa el conjugado de
N que a Aj en la representacion permutacional dada en 3.2. Notemos que g, € J y que
dado que J N K = Z,, existe x € JN K tal que J = (¢g2)(x). Ademas, reordenando si
fuese necesario,

r=1,m+12m+1,---,(n—=1)m+1)3,(n—1)m+3,(n—2)m+3,---,2m+3,m+3),

sl tomamos
P.=(km+Ek2m+Ek3m+1,... (n—1)m+k),

entonces ¥ = P, P; ' También,

Im =2 'q1r = (1,2m+2)(m+1,3m+2) - - (n—2)m+1,(n—1)m+2,)((n—1)m+1,2).
Consideremos ahora

a=gmg1 = (1, (n=D)m+1,---  2m+1,m+1)(2,m+2,2m+2,--- , (n—1)m+2) = P, ' P,,

ac Ky

T = (9192939495 --Gm-1) " = (1,2,3,4.m)(m + 1,m +2...2m)...((n — )m + 1,.....,nm).

Entonces
by =TalT™ ' = Py 'P,
bg = T2CLT_2 = P3_1P4,
by = T Var=—(m=1) = p~1 p
son elementos de K y ademas dado que abyby - - - b, 1 = 1, se tiene que K = (by, by, -+ ,by_1)

y en consecuencia
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Observacion 4.2.1. De la ecuaciéon de Riemann-Hurwitz se obtiene que el género de la
superficie de Riemann Z con accion del grupo de Galois &, del cubrimiento factorizado

po es
g(2)= ——(g(X)+m—3)+ 1.

Observacioén 4.2.2. Sea & el grupo de Galois del cubrimiento factorizado ¢ o). Entonces
a partir del conjunto generador para &, presentado en el corolario 4.2.2, formamos un
sistema de generadores geométrico que satisface la ecuacion de Riemman-Hurwitz.

DEMOSTRACION. En efecto, si g(X) > 0, el vector

(91791_1792792_17 T 7gmag;Ll=gjvgj_17 e 7gjagj_1)7

S

~~

2g(X)—2
es un vector generador geométrico para . -

Observacién 4.2.3. Sea N = 6N1S!" . Dado que N = (NNK)L, con
L=HNS,, =8S,,-1 Yy considerando los elementos generadores dados en la observacion

5.3.2, se tiene que N = (g2, , Gm—2, Gm—1, Gm)-

Ademés, no es dificil probar que N satisface las mismas propiedades que &. Esto es,
existen una superficie de Riemann compacta W, con accibonde N y NNH' y NNN’
subgrupos de N, con N’ < H' y H’ un conjugado de H, tales que el cubrimiento

Whnam BER Wy = P! es un cubrimiento simple de grado m — 1 y el cubrimiento
Wiy —2 Whanme es no ramificado de grado n, con grupo de Galois abeliano y dado
que (NN N')y =1, se tiene que N el grupo de Galois del cubrimiento factorizado g o f.

4.3. Caso Abeliano

En esta seccion extenderemos el resultado de la seccion anterior, al caso en el que el grupo
de Galois del cubrimiento no ramificado ¢ : Y — X es un grupo abeliano, digamos de
tipo (ny,mg,---,n,), con ni‘n,url, segin el teorema de clasificacion de grupos abelianos
finitamente generados.

Teorema 4.3.1.

Sea & el grupo de Galois del cubrimiento factorizado potp con ¢ : X — P! un cubrimiento
simple de grado m y ¢ ' Y — X un cubrimiento Galots no ramificado de grado n, con
grupo de Galois abeliano, de tipo (ny,ng, -+ ,n,.), con ni‘n,qu. Entonces

B = (L, X L, X -+ X Ly, )™ xSy
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DEMOSTRACION. Con la misma notacién anterior, sea Z la superficie de Riemann con
accion de &, denotamos por N y H los respectivos subgrupos de & tales que Zy =)'y
Zy = X.

Sea el grupo de Galois del cubrimiento ¢ : J) — X abeliano de tipo (ny,ng, - ,n,), esto

es
H/N 27y, X Lip, X -+ X Ly,

donde n; divide a n;,1.

Para r = 1, tenemos H/N = Z,,,, que corresponde al caso ciclico.

[lustraremos la demostraciéon con r = 2, pues el caso general es una reiteraciéon del mismo
argumento. Coloquemos H/N = Z,, X Z,,. Sean U y V subgrupos de H tales que
H/N =2U/N xV/N, con U/N =2%Z,, vy V/N=Z,, .

La situacién que tenemos es la del diagrama:

/
\

donde K = Hg y || indica normalidad. Tenemos que U = HNU = NKNU = N(KNU),
de igual forma V = N(V N K). Ademas UV NK) = UNVNK) =UV =H vy
V(UNK) = H. También

\%\

K=HNK=V({UNK)NK =(UnK)VNK).

Como K/(VNK) = H/V = H/N/V/N = U/N = Z,, esun grupo ciclico de
orden ny, se tiene K = (VNK) <z > con € UNK de orden n;. Ademads
H=VK=V(VNK)<z>=V <x> Enformaanidlogan H=UK =U{UNK) <
y>=U<y> con y e VNK deorden n,.

El siguiente argumento es una simple modificaciéon al utilizado en el caso ciclico y como
tal lo ilustraremos solamente para el factor U N K.

Comenzaremos por escribir z € U N K permutacionalmente, para esto realizaremos a &
como subgrupo de S,,,,n,, mediante su acciéon en el conjunto de clases laterales de N.
Recordemos que Ng = 1.
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Sean 1=, 29, - ,x,, representantes de clases laterales de H en &, 1 ="hy, ho, -+, hy,
representantes de clases laterales de U en H y 1=wuy,uq, - , u,, representantes de clases
laterales de NV en U. Entonces

{uihjxk}, 1= ]., ...y N, ] = ]_, Ny, k= ]_,2, s, I,
es un sistema completo de representantes de clases laterales de N en &.

Con la misma notacion del caso ciclico, sea 2 = AjUAsU---UA,,, escrito de la siguiente
forma ordenada

N NLUQ Nxm
Nhg Nhgl’g Nhgl’m
Nh,, Nhy, s Nhy, 2
Nuq Nuizs Nuix,,
Nu1h2 Nu1h2x2 NuthIm
Nulhnl Nulhnl.l’g Nulhmxm
Nu,, Nuy,zo Ny, zp,
Nuy,,ho Ny, hoo Ny, hoxy,
Ny, by, Ny, by, o . Ny, by,
—— —— —_——
Al AQ A3

Denotaremos con las mismas letras a &, H y N y sus respectivas iméagenes en S,,,.
Como H actua transitivamente en las clases laterales de N el elemento x se escribe
permutacionalmente (reenumerando si es necesario)

r=(I,m+12m+1,..,(ni—1)m+1)nm+1,(nn+1)m+1,...,2ny —1)m+1)---
((ne—n1+1)nim+1,((ne —n1 +2)ng + )m+ 1, ..., ((ne — 1)ny — 1)m 4+ 1)Cs....Cyp,,

donde C} es una permutacion de la columna j de orden dividiendo ny, j = 3,4,---,m
y para algin j la permutacion Cj tiene orden n;. Notemos que = € Us.
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Sea

P.=km+k2m+k, ...(ng—1)m+k)(nim+k, (ni+1)m+4k ....2ny —1)m+k)---
((ng — 1)n1)m + ]f, (HQ — 1)711 + 1)m + ]f, ey (ngnl — 1)m + ]{7)

Para el elemento ¢; = (1,2)(m+1,m+2)...((n —1)m+ 1, (n — 1)m + 2) se tiene que

(nlm +2,(2ny — 1)m +2,2n —2)m+2,...,(m+1)m+2)---
((ng — Dnym + 2, (nony — 1)m + 2, (nang — 2)m + 2, ..., ((ng — L)ny + 1)m + 2)
(

C3)~1(Cr) ™ = Py (Cs)(Cn)

De esta forma

a = z(grzg)”
=(I,m+12m+1,3m+1,.(ny—1)m+1)---
(ng—=1)ny —=1)+1,((ng —mi+2)ny +1)m+1,...,((ng — 1)ny — I)m + 1)
(2,(ng —1)m+2,(ng —2)m+2,...m=+2)---
((ne — D)nym + 2, (ngny — 1)m + 2, (nong —2)m + 2, ..., ((ng — L)ny + 1)m + 2)
= P1P2_17

es un elemento de Usg.

Ahora consideremos la permutacion
T = (g1929394---Gm-1) " = (1,2,3,4,....,m)(m + 1,m +2...2m)...((n — D)m + 1, .....,nm)
y los elementos

by =Tal'
=12,m+22m+2...,ny —1)m+2)---
(no—Dny —1)m+2,((ng —ny +2)ny + L)m + 2, ..., ((ne — 1)ny — 1)m + 2)
3, (m—1)m+3,(n—2)m+3,...m+3)---
((ng — D)nym + 3, (nany — 1)m + 3, (nany —2)m + 3, ..., ((n2 — 1)ny + 1)m + 3)
= PPt

by = TaT >
=3,m+32m+3.. ng—1)m+3)---
((ng —Dny —1)m+3,((ne —n1 +2)ny + 1)m+ 3, ..., ((na — 1)ny — 1)m + 3)
4, (ng —1)m+4,(n—2)m+4,....m+4)---
((ng — Dnym +4, (ngny — 1)m + 4, (nany —2)m +4, ..., ((ng — 1)ny + 1)m + 4)
= PPt
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hasta

b1 = T DT~
=P, Pt

Luego a(bl)(b2)(b3)(bm_1) =1.
De esta forma P = (a, by, bo, b3, ...b,,_1) tiene orden ngm_l). Ademas P < Ug y P 1 &.

Anéalogamente, si consideramos

Yy :(1,71,1771—'— 1,2711771"‘ 1, cee ,(n2 - 1)n1m+ 1)
(m+1,(m+1)m+1,2m+1)m+1,--- (ne—1)ng +1)m+1)---
(np—1)m+1,2ny —1)m+1,--- ,(nony — 1)m + 1)L3Ly -+ - Ly,

donde L; es una permutacion de la columna j de orden dividiendo ng, 7 = 3,4,---,m
y para algin j la permutacion L; tiene orden ny. Notamos que y € V.
Sea,

Qr =(k,nom +k,2nym + k, .-+, (ng — L)nym + k)
(m+k (i +1)m+k 2u+1)m+k -, (neo—ny +1)m+k)---
((m - 1)m+/€, (271,1 - 1)m+/€, te ,(n2n1 - 1)m+k),

Para el elemento ¢; = (1,2)(m+1,m+2)...((n —1)m+1,(n — 1)m + 2) se tiene que

(1y91) " = Q3 (L) oc(L) ™.

De esta forma el elemento

¢=ylgyg) ™" = Q5"
es un elemento de V.

Hagamos
dy =TT ™ = Q037
d2 = TCT_2 = Q3QZI

hasta
dppy =T Ve~ = Q,, Q1"

Luego C(dl)(d2>(d3)(dm_1> =1.
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De esta forma Q = (¢, dy, ds, d3, ...d,_1) tiene orden ngm_l). Ademéis Q < Ve y Q1 6.

En forma analoga al caso ciclico podemos probar que P = Ug vy Q = V. Ademas
K = UgVis. Como Ug N Ve = {1} sigue que |K|= (nyng)™ . "



Capitulo

Grupos Tipo Weyl

En este capitulo probaremos que los cubrimientos factorizados estudiados en este trabajo
tienen grupo de Galois con presentacion geométrica similar a la del grupo de Weyl WD,,.
Exhibiremos generadores geométricos naturales, que en el caso n = 2 coinciden con los
generadores estandar del grupo de Weyl en su representacion permutacional de grado 2m
| , p-369].

5.1. Geometria del grupo 6,, =7Z""!' xS,

n

Recordemos que cuando n = 2, los elementos:

si =(i, i+1)(m+i, m+i+1l); 1<i<m

Sm=(m—1, 2m)(2m —1, m)

forman un conjunto generador para el grupo de Weyl de tipo WD, = Z5! x S,,, ver
[ , p-369]. Estas permutaciones son obtenidas considerando un subgrupo del grupo de
permutaciones del conjunto {—m, —m+1,--- ,—=1,1,2,---  m}, formado por los elementos
a tales que a(—i) = —a(i) para todo i y ademés tienen un nimero par de cambios
de signo. En esta seccidén extenderemos esa idea para n un entero positivo arbitrario y
probaremos que las permutaciones asociadas naturalmente, generan un grupo que en el
sentido geométrico es equivalente al grupo de Weyl WD,,.

Para enunciar la siguiente proposicion que nos da un acercamiento a nuestro objetivo,
requerimos precisar algunas nociones:

Sean w = e2m/n
generado por w.

una raiz n-ésima primitiva de la unidad y Z, el grupo multiplicativo

Definicién 5.1.1. Una matriz de permutacion con signo, es una matriz cuadrada tal que
en cada fila y en cada columna hay un tnico coeficiente no nulo que toma valores en Z,.

59
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Denotaremos por M P(m, Z,) al conjunto de matrices de permutaciéon con signo, de
tamano m X m con coeficientes en Z,.

Es claro que M P(m, Z,) es un grupo con la multiplicacion usual de matrices.

Un elemento tipico de MP(m, Z,) es:

0 w --- 0
ws 0 0

,conr s te{0,1,--- ,n—1}
o 0 .- wt

Ademas, dado que existen m! matrices de permutacion de tamano m x m y n posibilidades
para escoger un coeficiente en Z,, se tiene que | M P(m, Z,,) | = n™m/.

Proposicion 5.1.1. MP(m, Z,) es isomorfo a &, =7 x S,,.

DEMOSTRACION. Sabemos que S,,, actia de manera natural en Z" permutando las coor-
denadas, es decir dados 7 € S,,,, v = (21,22, -+, Ty) € Z7, definimos:

T((T1, 22, @) = (Tr(1)s Tr(2)s " 5 Tr(m))-

Definamos los homomorfismos:

v: S, — GL,(Qw))

Y

T = M,

donde w es una raiz primitiva n-ésima de la unidad y M, = (m,;), es la representacion
matricial de 7, esto es la matriz tal que en la columna i, la entrada que vale 1, es la
correspondiente a la fila 7(¢) y las entradas restantes son cero.

Sean
¢ Zn — Qw) v Vv Zy — GLp(QW))
[ = v M, ’
donde
o(z1) 0 0
M, = 0 ¢(72) 0
0 0
0 0 . Cb(l'm)
Estos homomorfismos son inyectivos y se puede ver que ¢ y v respetan la accion de S,
en Z", esto es que dados 7 € S, y v = (21,22, -+, Xy) € ZI", entonces:

P () (v)e(T) = (7 (v)),
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en efecto: (M 'M,)(M,) = (M, M,)M, =

1 2 7(7) m 1 2 i m
1 0 1 0
2 0 2 0
1 0 0 gb(xT(,)) 0 T(Z) 0 0 1 0
m 0 m 0
1 2 7 m
1 0
2 0
? 0 0 ¢(x'r(z)) 0 B
m 0
(b(xT(l)) O O
0 gb({ET(g)) 0
0 0 =
0 0 o (@)

M(x7(1)7x7(2)7"' 7xr(m)) = w(T((zlﬁ x27 Tt ?xm)))
Asi, por la propiedad universal del producto semidirecto, tenemos:

Zrne— o 7m xS, <8,

!

!

'p
¥ !

!

y

GLn(Q(w))

esto es, existe un tnico homomorfismo:
P2y xSy — GLn(Qw)),
ademas, la imagen de p contiene al subgrupo de G generado por :

{M,:7€8S,}U{M,:veZ"},
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el cual contiene a MP(m, Z,) , puesto que si multiplicamos por una matriz M, a la
izquierda, M, M., el resultado es una matriz de permutacioén con coeficientes en Z,, de-
terminados por M,. Ademas, |Z™ x S,,| = n"™m!, luego p es inyectiva y su imagen es
MP(m, Z,) . Estoes MP(m,Z2,) 27" xS,,. n

Ahora introduciremos el grupo de permutaciones W,, ,,. Este grupo es el que queremos
interpretar como los grupos de Weyl, para ello consideremos:

Q={¢k:£€Z,,k=1,2,--- ,;m};

enelcason =2, Q={-m,—m+1,---,—1,1,2,--- ;m}.
En el grupo de permutaciones en {2, consideramos el subconjunto:
W,m={0€8Sq:0(x)=¢o(x),zr € Q€ Z,},

no es dificil probar que W, ,,, es un grupo de orden n™m/.

Notemos que en el caso n = 2, este es el subconjunto
Wy, ={0€8Sq:0(—k)=—0c(k),k=1,2,---,m},
el cual es isomorfo al grupo de Weyl W B,,, ver | , p-337|.

Observacioén 5.1.1.

Por la definicion de W, ,,,, para cada 0 € W,,,, se tiene o(éx) = £o(x). De esta forma
o es determinado completamente a partir de la accion de o en {1,2,--- ,m}. Denotemos
por 0* la permutacion correspondiente a o 2.... m}, entonces:

1 2  om
may 1202 - NmGm
conn € Z,ya; €{1,2,--- ;m}.

La observacion anterior nos permite introducir la definicion de signo de una permutacion
en W, ,,, como sigue:

Definicién 5.1.2. Sea o € W,,,,, y 0* la permutacion asociada de acuerdo a la observacion
5.1.1. Definimos

sgn(o) = mna -« M.
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27

Ejemplo 5.1.1. Sean w =e3 , Z3 = (w), Q ={&k: £ € Z3,k = 1,2,3}. Entonces,
W3 ={0€ Sq:0(lx)=CEo(r),r € QEE 23}, y

1 2 3 w 2w 3w w? 2w 3w?
g = € W3 3.
2w 3 w? 2w? 3w 1 2 3w w

1 2 3
Ademas, o* = , luego sgn(o) =w-1-w* =
2w 3 Ww?

Observaciéon 5.1.2. La funcion sgn define un epimorfismo de grupos, entre W,,,,, vy Z,,.
De esta forma | ker(sgn)| = n™ tml.

DEMOSTRACION. En efecto, consideremos

sen: W,,, — Z,
. Entonces,
o — sgn(o)

sio, 7€ W, donde o* es como en la observacion 5.1.1 y

. 1 9 e m
T = ,
piby  pioby - p by
con p; € Z,y b €{1,2,--- ,m}, entonces,

o7 (i) = o(7(2))

= o(pbi), i € Zn, by € {1,2,---,m}

= pio(b;)

= MiTlp; A,

asi,
SEN(0T) = [117, H2Tby * * * Kol

= (mnz - nm) (a2 - -« fi)
= sgn(o) sgn(7)

de modo que sgn es un homomorfismo. Ademéas dado £ € Z, existe 0 € W,,,,, tal que:

€2 - m

y sgn(o) = £. Luego sgn es un homomorfismo sobreyectivo.

y W, ./ ker(sgn) = Z,,, esto es

m—1

| ker(sgn)| = n™ "ml.
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Ademés,
ker(sgn) = {0 € W,,,,, : sgn(o) = 1},

luego W, ,,, tiene un subgrupo normal, ker(sgn), formado por todas las permutaciones de
W, m, tales que sgn(o) = 1. El siguiente lema junto con la proposicion 5.1.1 establecen
que ker(sgn) es isomorfo a un subgrupo de Z" x S,,.

Lema 5.1.1. W,,,, = MP(m,Z,) .

DEMOSTRACION.
Consideremos,

o —> M,

donde M,, es la matriz de tamano m X m tal que si o(i) = &k;, en la posicion (k;, 1),
la entrada vale & y 0 en las demés entradas. Mostraremos que ¢ es un isomorfismo de
grupos. En efecto,

Sean 0,7 € W, ,,, tales que:

hay Meaz -+ Nmlny

Connieznyaie{lvza'”um}y

. 1 9 e m
T = ,
pabr paba e by,
con p; € Z,y b €{1,2,---,m}, entonces
1 2 . m
(o1)" = ;
:ulnbl abl /Llnbz ab2 U lulnbm abm

Luego, la entrada (ap,,?) de la matriz de la permutacion es p;m,. Asi,

1 2 1 m
1 0
2 0
Mo’r - a’bz 0 0 ,Uz77bz O ) y
m 0
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1 2 b; m 1 2 7 m
1 0 1 0
2 0 2 0

Mo M=, 10 0 s 0 bi| 0 0 i 0 | = Mo
m 0 m 0

entonces ¢ es un homomorfismo de grupos. Ademas,

ker(®) ={oc € W, ,: ®(0) = Luxm} = 1w, .,

luego ® es un monomorfismo.

Finalmente, dada P € MP(m, Z,) ,

1 0
P = a; 0o --- i 0 7ni€Zn7ai€{1727'”7k}'
m 0

Luego existe o € W,,,,,, tal que

. 1 2 e om
g = )
may 1az2 - NmGm
Es claro que
®(0) = P,

luego ® es sobreyectiva y en consecuencia un isomorfismo de grupos. n

De acuerdo a la proposicion 5.1.1 y al lema 5.1.1, W,,,,, = Z" X S,,,, y en consecuencia
ker(sgn) < Zo' % S,,.
En lo que sigue, determinaremos a qué subgrupo de Z" x S,,, es isomorfo ker(sgn).

Observaciéon 5.1.3.
G = {P€ MP(m,Z2,) :mns- 0y =1, donde n; es la entrada no nula de la fila i}

es un subgrupo de M P(m, Z,) .
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DEMOSTRACION. Es claro que Ixm € G, ademas, si P € G, P~* € Gy dadas P, P, € G,
PPy es tal que el producto de sus entradas no nulas corresponde al producto de las

entradas no nulas de P, por las entradas no nulas de P,. Luego G es un subgrupo de
MP(m, Z,) . =

Lema 5.1.2. ker(sgn) = G.
DEMOSTRACION.

®(ker(sgn)) = {P € MP(m,Z2,) : P= M, para algin o € ker(sgn)} = G.

[
Luego nos resta ver a qué subgrupo de Z' x S,, corresponde G. Notemos que
M, = PMva
donde P es una matriz de permutacion y M, es la matriz:
¢(ZL’1) 0 e 0
0 ¢(xz) --- 0
0 0
0 0 . ¢($m)
con ¢(x1) = W', ¢(x3) = W2, ..., ¢(x,,) = W™, tales que ww'---wh = 1. Recordemos
que
¢ Zn — Qwn)
i = W

luego t1 +to+ -+t =0 € Zy,, esto es v = (t1,to, -+ ,tp) :t1+ta+ -+ 1, =0.

Sea
G={(r1,29, T, 0) : 0 €ELipyi=1,---m,0 €S,y y o1 + T3+ + 2, =0}
Entonces G 4 ZM xS, y G2 Z" 1 xS,

Por el lema 5.1.2 ker(sgn) esta contenido, salvo isomorfismo, en G. Ademas, dado que
G 27" x8S,,, se tiene que | ker(sgn)| = |G|, compare con | |. En consecuencia se
ha mostrado que:

Corolario 5.1.1. ker(sgn) & &,, = Z™" ' x §,,.
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[
Consideremos ahora el subgrupo 7' de 'W,,,,,, generado por los elementos:
t; =(i, i+ D(wi, w(+1)(wk, wi+1)) - (™ Vi, wCVGE+1));
1<i<m
tm =(m —1, mw)((m—Dw, mw?)---((m—1)w"?, mw® ) ((m -1, m)

Como sgn(t;) = 1, para todo i, se tiene que 7" < ker(sgn).
Por otra parte, para todo indice 7 y todo [, 0 < <n — 1, la aplicacion
Im+i+iuw,

establece una biyeccion entre el conjunto generador de T y el conjunto:

si =(, i+1)(m+i, m+i+1)2m+i, 2m+i+1)---(n—1)m+i, (n—1)m+i+1);
1<i<m
Sm=m—1, 2m)2m—1, 3m)3m —1, 4m)---((n—1)(m—1), nm)(nm—1, m)

En consecuencia Ty G,,, = (s; : i =1,--- ,m) son subgrupos isomorfos y de esta forma

G <&, =Z" " % S,

n

Finalmente, G,,_1 es el grupo generado por:

sV (i it D) (m =1+, mAiD) - ((n—1)(m—1) 44, (n—1)(m—1)+i+1)
1<i<m-—1

(m-1) _

Spq =(m—=2, 2m—-2)2m -3, 3m—3)---((n—1)(m—2), n(m—1))(n(m—-1)—1, (m-—1))

(m—1)

Aqui usamos la notacion s; , para diferenciar los generadores de G, de los de G,,_1.

Entonces tenemos:
Proposicién 5.1.2. §,,,_.1 NG, = G,,_1.

) : 1
DEMOSTRACION. Consideremos a Sin)

1 €l grupo simétrico de grado mn — 1, donde
fijamos el 1. Entonces, los elementos ss, S3,** , S;_1, Sm € Gm, estan en S,%ZL_l NG,y
estos elementos generan un subgrupo de G, isomorfo a G,,_1, puesto que del conjunto
generador de S;Bz—l N G, se puede pasar al conjunto generador de G,,_; sustituyendo ¢

por ¢ — 1y m por m— 1. =
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Observacién 5.1.4.
‘Smn : Smn—l‘ = ‘Smn N Gm . Smn—l N Gm‘ = |Gm . Smn—l N Gm| = 1mn,

luego |G : Gro1| = mn y |Gy : Gra| = (m — 1)n, recursivamente podemos continuar
hasta obtener que |Gy—m-3) : Grm—(m-2)| = |Gs : G2| = 3n y dado que:
Gm_(m_g) = G2 = <81, S9 . S% = S% = (8182)" = 1> = Dn,

m—1

entonces |Gs| =2n y |G| = n™ 'ml.

De donde concluimos que:
G &6, =7"" %S, en el sentido de la proposicion 5.1.1,
con un sistema de generadores:
si =, i+1)(m+i, m+i+1)2m+i, 2m+i+1)---(n—1)m+4i, (n—1m+i+1);
1<i<m
Sm=(m—1, 2m)2m—1, 3m)3m —1, 4m)---((n—1)(m—1), nm)(nm—1, m),

que coincide con el sistema de generadores exhibido en el corolario 4.2.2.

En las dos secciones siguientes, extenderemos la idea de la seccion anterior, para el caso
abeliano no ciclico.

5.2. Geometria del grupo &,, = (Z,, X Z,,)" ' xS,

En esta seccion ilustraremos que el método descrito en la seccidén anterior se puede aplicar
al caso del producto semidirecto de (Z,, x Z,,)™ ' x S,,, con este fin se extenderan las
definiciones de M P(m, Z,,) y la proposicion 5.1.1.

Sea w,, = 2"™/™ una raiz n;-ésima primitiva de la unidad y Z,, = (w,,).

Denotaremos por MP(2m, Z,,,Z,,) al conjunto de matrices de tamano 2m x 2m,
diagonales por bloques, donde cada bloque es una matriz de permutacion con signo de
tamano m x m con coeficientes en Z,,, para el primer bloque y Z,,, para el segundo bloque.

Un elemento tipico de M P(2m, 2,,,, Z,,) es:

MM, | 0
0 | MM,

donde M, es la matriz de la permutacion 7 € S,, y M,, es una matriz diagonal con
entradas en Z,,.

Ademas, dado que existen m! matrices de permutacion de tamano m x m y nf*, ny’
posibilidades para escoger los elementos de la diagonal de M,, y M,, respectivamente, se
tiene que | MP(2m, Z,,, Z,,) | = nP'ny'ml!.
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Proposicién 5.2.1. MP(2m, Z,,, Z,,) esisomorfo a &,, = (Zp, X Zn,)™ X Sp,.

DEMOSTRACION. La demostracion de esta proposicion es similar a la de la proposicion
5.1.1 y es el caso particular » = 2 de la prueba que se presenta en el apéndice C. n

Ahora, consideremos:
O, ={&k:£€ 2, k=1,2,--- m},
W.,m ={0 € 8Sq, : 0(éx) =&o(z),x € U, £ € Z,.}.
sabemos que W, ,,, es un grupo y que |W,, ,,| = ni"m!. Sea
Q={(k,nk): €€ Z,,,ne 2, k=1,---,m}
entonces [ = mnins v Sq = Sinins-
Sea
Woinym = {0 € Sq : a((§k,nk)) = (01(8k), 02(nk)), 06 € Wiy, i = 1,2y Myx = M3 },

donde o7 es como en la observacion 5.1.1 y M+ es la matriz de tamano m x m tal que si

*

of(j) = &;k;, en la posicion (k;, j) la entrada vale &;, y 0 en las demas entradas.

Entonces W,,,,, m €s un subgrupo de Sq y ademas |W, ,, m| = ni'ni'ml.

Observacién 5.2.1.

Dado que para ¢ € W, ,,,m, se tiene que o(({k,nk)) = (01(&k), 02(nk)), con oy €
W, m, 02 € W, ., se puede conocer a 0 completamente, a partir de su definicién para
{(1,1),(2,2), -+, (m,m)}. Sea ¢* la permutacion correspondiente a J‘{(l,l),(2,2),---,(m,m)}’
entonces:

. (1,1) (2,2) <o (m,m)
g = )
(flah 771@1) (fzaz, 772@2) T (ﬁmam, Umam)

cong € Z,,m € Z,,ya; €{1,2,---,m}. con 5?62,1],,1':: 1,2, n, j=1,2,---,r
ya; €{1,2,--- ,m}.

La observacion anterior nos permite definir el signo de una permutacion o € W, ,,, »,, asi:

Definicién 5.2.1. Sea 0 € W,,,,,, m v 0" la permutacion asociada de acuerdo a la obser-
vacion 5.2.1 definimos

sgn: Wyinem — Zny X Znp,y
o — (5152 oy MM '77m)
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Observacion 5.2.2.
La funcion sgn es un epimorfismo de grupos. De este modo | ker(sgn)| = n*'ny"~'m.

DEMOSTRACION. Si o, 7 € Wy, 1, m, donde o, es como arriba y

. (1,1) (2,2) <o+ (m,m)
T = ,
(p1br,v1by)  (pgba, 2b2) -+ (b, Vinbi)
con p; € Z,,,v; € Z,, y by € {1,2,--+ ,m}, entonces,

or((i,4)) = o(7((i, 1))

o(r

o((uibi,viby)), i € Zn,,vi € Z,,, by €4{1,2,--- ,;m}
= (o1(pi (b)), o2(vi(b:)))

= (1io1(b:), vioa(b;))
= (p

o,y Vil O, )y &b € Zny sy, € Zyy an, € {1,2,---,m}

asi,

sgn(o7) = (U1&p 128+ HnSbms V1761 V2 N0y * * * Vinl, )
= (pap2 - pm€i&a - Emy MM+ Ml1V2+* Vi)
= (W2 -+ fns MmN~ M) (§1€2 7~ Emy V1V2* V)
= sgn(o )Sgn(T)

de modo que sgn es un homomorfismo.

Ademas dado (1,€) € Z,, X Z,,, existe 0 € W, ,, m, tal que:

(L,1) (2,2) -+ (m,m)
Om = :
(n,6) (2,2) (m,m)
y sgn(o) = (n,€). Luego sgn es un homomorfismo sobreyectivo. n

Ademés,
ker(sgn) = {0 € W n,m = sgn(o) = (1,1)},

por lo que
Woin,m/ ker(sgn) & 2, X Z,,, y

| ker(sgn)| = n" " tnd " tml.

El siguiente lema y la proposicion 5.2.1 nos permiten establecer el nticleo del homomor-
fismo sgn como subgrupo de &,, = (Z,, X Zy,,)™ X S,,.

Lema 5.2.1. W, ,,,.,, = MP(2m, Znq, Zny).
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DEMOSTRACION. En efecto,

®: Wonm —  MP(2m,2Zny, Zny)
M, | 0O )
0 | M,

o — M, =

donde M,,, i = 1,2 es la matriz de tamafio m x m tal que si o] (j) = £;k;, en la posicion
(kj, j), la entrada vale &; y 0 en las demas entradas. Es un epimorfismo de grupos.
[

Luego, se tiene que
ker(sgn) < (Zp, X Zin,)™ X S

En lo que sigue, determinaremos a qué subgrupo de (Z,, X Z,,)™ % S,, es isomorfo
ker(sgn).

Observacion 5.2.3.

G ={P € MP(2m,Zny,2ny): 5189 - Sptita - -t,, = 1, donde s;,t;, son las entradas no nulas

de las filas ¢, y m + 4, respectivamente}

es un subgrupo de M P(2m, Zny, Zny).

Lema 5.2.2.
ker(sgn) = G.

DEMOSTRACION.

®(ker(sgn)) = {P € MPy™ " . P = M, para algin o € ker(sgn)} = G

Luego debemos determinar a qué subgrupo de (Z,, X Zin, )™ X Sy, corresponde G. Notemos
que
M, =PM,, con

PlO
P= ,
0P

donde P es una matriz de permutacion y M, es la matriz:
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¢1(.§L’1) 0 0 0
0 0 0
M, — 0 d1(xm) 0 0
0 0 | ¢(w) 0
0 0 0
0 0 0 - P2(ym)
con ¢1(z1) = wll, di(z2) = w2, .., d1(zy) = whr, tales que Wi w2 - Wl = 1y
Ga(y1) = Wil G2(y2) = W2, ...y Gaym) = wir, tales que wiiw?---whm = 1. Recorde-

mos que:

¢j: an — Q(wnj)

Y

[i] — W

nj

luego lh +lo+---+1lp,=0€Zy, y by +ho+---+ hy, =0 € Z,, , de donde se tiene,
U:((ll,hl),(lg,hg),"',(lm),hm),COH l1+l2++lm:0, h1+h2++hm:0

Sea

@Z{((Zlfl,yl),(l’g,yg),"‘ >($m>ym)>a) 1T € anayi € anlz 1>"'m>
cESL YT+ Tt A+ Ty =0,y1+Y2+ -+ Ym =0}

G A (Zn, X Zn,)™ 3 Sy y por lo anterior ker(sgn) est contenido, salvo isomorfismo, en
G. Ademas, dado que G = (Zy,, X Zyp,)™ ' % S,,, se tiene que |ker(sgn)| = |G| y en
consecuencia se ha mostrado que:

Corolario 5.2.1. ker(sgn) & &,, = (Zn, X Zip,)™ " X Sy

Este isomorfismo es muy importante pues nos permite exhibir un conjunto de generadores
del grupo (Zy,, X Zin,)™ ' % S,,, visto como subgrupo del grupo simétrico S,,,,n,, COMoO
lo muestra la siguiente proposicion:

Proposicion 5.2.2. Sea Sy, n,, €l grupo simétrico de grado ninom. En Synin,, €l grupo
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(Zi, X Zipy)" "1 X Sy, , ny|na, estd generado por los elementos:

si=(, i+1)(m+i, m+i+1)(2m+i, 2m+i+1) Bm+i, 3m+i+1)---
((mna —2)m+14, (mne —2)m—+i+1) ((nino — 1)m +4, (ning — 1)m + i+ 1);
1< <m

Sm =71 72 " Vne
Sm+1 =01 09 - - 6n17
donde

Vi :(((j —Dm+1)m—1, (j—Dm+ 2)7”) (((J — D +2)m—1, ((j—Dn + 3)7”) e
(G—VDm+m—m—=1, (G- +n)m) (((j—Dni+n)m—1, ((j — L)ny + 1)m)
1<j<ng y

6;=(m—1, (ni+j)m) ((ni+7)m—1, 2ny+j)m) (2ni+j)m—1, (3ni+j)m) -
((no =2)n +j)m =1, ((n2 — )ng + j)m) (((na — Dy +j)m — 1, jm)
1<j<m

DEMOSTRACION. Recordemos que:
anzm = {U € SQ : U((€k>77k)) = (Ul(gk)aoé(nk))agi S Wmmai = 172 y Mai‘ = Mag},

donde o7 es como en la observacion 5.1.1 y M+ es la matriz de tamano m x m tal que si

o7 (j) = &;k;, en la posicion (k;, j), la entrada vale & y 0 en las demds entradas, con:

(2

Q:{(gkank):geznpneznwk:]w”' >m}a y

Zyo={wl 1 j=0,1,--- ,m;—1},i=1,2,
le{glkﬁean,k:LZ ,m},
W.m ={0 € Sq, : 0({x) = Eo(x),x € O, £ € Z,,}.

Consideremos el subgrupo 7', de W,,,,,, m, generado por los elementos:
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ti :((wgli’ wgzi)’ (w?u (Z + 1)’ wg,g (Z + 1))) ((wrlzli> wggi)7 (wrlzl (Z + 1)7 wgg (Z + 1)
((wzli’ wgzi)’ (w7211 (Z + 1)’ wgg(i + 1)))((“212} wggi)a (wle (Z + 1)7 wgg (Z + 1))

((wr=2, wezmh), (Wi 2(i+1), w2 '(i+1)))

ni ng N
(wr =, w2 ), (o i+1), w27 (i+1)))
1<i<m

tm :il §2 &an

b1 =01 02 =+ Opy,

donde

Y= ((wp,(m=1), WV (m—-1)), (wp,m, wiV"m))
(wp,(m=1), witD(m-1)), (w2m, wpiim)) ...
(wn2m=1), w¥ D (m—=1)), (o 'm, wpV=m))
(o -1, @B m-1), (@m, woIm)
1 S ] S nag, Yy

gj = ((w,(fl_l)(m - 1), w22(m — 1)), (wg_l)m, w}wm))
((w,(fl_l)(m - 1), w}n (m — 1)) (w,(fl_l)m, w?wm)) e
(W9 Pm=1), wpe?(m-1), (W m, wpz'm))
(W& P(m=1), wetm=1), (W Ym,  wy,m))
1<j<n

ti € Wongm, parai = 1,2, m+1,luego T < W, ., 1, de hecho sgn(t;) = (1Zn1, 1Zn2),

parai=1,2,--- ,m+ 1, luego T" < ker(sgn).
La aplicacion:

f : Cl — Cg

(Wi i, whd) — (s+nt)m+i

Y n9

transforma de forma ordenada el conjunto C, dado por:

)
)

)
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(wh, s wp,)1 (wp,,w),)2 (wp,,wy,)3 (wp, ,wp,)(m — 1) (wp, , wp, )m
(w’!1l17w9LQ)1 (w}n 7w22)2 (w71L17w9LQ)3 (w}n 7w22)(m - 1) (w'rlL17w(7)Lg)m
ny—1 w() )1 ( ny—1 0 )2 ny—1 0 )3 (wnlfl wo )(m—l) ny—1 0 )m
ni » ¥ng ni » Png ni » ¥ng ni » Png ni » Png
(W, s why)1 (wp,wh,)2 (wp,, wh,)3 (wp, , wp,)(m — 1) (wp, , w, )m
. . . . s
i wl )l (wit ™ wl )2 mihwl )3 wil ™t wh,)(m — 1) niThwl ym
ni » ¥ng ni » Png ni » ¥ng ni » Png ni » Png
-1 — -1 — -1
(wQLl’wzg )1 (wglvwzg 1)2 (wQLl’wzg )3 (wQLl’w:{g 1)(m_ 1) (wQLl? Zg )m
(wiit ™ wnz ™1 mThwniTh2 (T wn3Th3 (it LT Dm =1 (i T wpg T m

en el conjunto Cy, dado por:

1 2 3 m—1 m

m+1 m+ 2 m+3 2m —1 2m
(n1—1)m+1 (n1—1)ym+2 (n1—1)m+3 nim—1 nim
nim+1 nim 4+ 2 nim-+3 (n1+1)ym-—1 (n1+1)m

(2n1 —1)m+1 2n1 —1)m+2 2n1 —1)m+3 2nim — 1 2nim

ni(ng —1)ym+1

(n—1)m+1

ni(n2 — 1)m+2

(n—1)ym+2

ni(nz —1)m+3

(n—1)m+3

(nim2 —m1 +1)m—1

nm — 1

(nin2 —n1 + 1)m

7tm+1} Ygz {517827 tUe 7Sm+1}'
i = 1,2,--- ,m + 1), entonces

Luego establece una biyeccion entre los conjuntos T = {t1,t9, -+
AsiT = (s; 4 = 1,2,--- .m+1). Sea G, = (s; :
G < (o, X Zi,))™ 1 4 S,,,.

Ahora, G ,,,_1 es el grupo generado por:

si=(i, i+1)((m—1)+4
((nana — 2)(m — 1) +14,
((nany — 1)(m — 1) +14,
1<i<(m—1)

(m—1)+i+1)@2m—Dm+i, 2(m—1)+i+1)---
(ning —2)(m — 1) + i+ 1)

(ning — 1)(m — 1) + i+ 1)

Sm—1 =7172 """ Tny

S(m—l)—i-l :51 52 t 51117
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donde
% =((G =D +1)m-1)=1, ((G—1)n+2)(m—1))
(G=Dm+2)(m=1)=1, (- m+3)(m—=1)---
(((j —Dng+n—D(m—=1)—1, ((j—1)ny+n1)(m— 1))
(G=Dn+n)(m=1)=1, (G- 1) +1)(m—1))
I1<j<ng y
5j:(j (n1+9) —1)(n1+9( -1)-1, (2n1+j)(m—1))

-1)-
((2m+])( —1) =1, Gui+j)(m—1) -
(((n2 —2)n1 +5)(m —1) 1, ((nz — ng + j)(m — 1))
((ny — Dy + ) (m —1) =1, j(m —1))

I1<j<m

Por argumentos similares a los mencionados en la demostraciéon de la proposicion 5.1.2,

tenemos

Proposicion 5.2.3. S,,,-1 NG, = Gt

n
Por tanto,

|Smn1n2 . Smn1n2—1| - |Smn1n2 N Gm . Smnlng—l N Gm| - |Gm . Smnlng—l N Gm| = mnina,
luego |G,y 0 G 1| = mning y |G o1 @ Gia| = (m — 1)nyng, recursivamente podemos

continuar hasta obtener que |G —(m—3) : G m—(m—2)| = 3n1nz, luego

m)!
—(nin2)™ 2| G,

|G | = mnina(m — Dngng - - - (m — (m — 3))nins|Gro| = 5

y dado que:
Gm—(m—2) =Gy = <$1, 52, $3>,

donde
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s1=(1, 2)3, 45, 6)---2(n1 —1)+1, 21 —1)+2)(2n1 +1, 2n1+2)
(21 +1)+1, 2(ni+1)+2)---(22n1 —1)+1, 2(2n1 —1)+2)

(2n1(n2 —1)+1, 2n1(n2—1)+2)-~(2(n1n2 —1)—{-17 2(1’L11’L2 — 1)+2)

s2=(1, 43, 6)---(2n—1)—1, 2n1)2n1 -1, 2)2n1+1)—1, 2(n +2))
(2(1’L1 + 2) -1, 2(7’L1 + 3)) oo (2(21’L1 — 1) -1, 41’L1)(47’L1 -1, 2(7’L1 + 1))

(2((n2 =Dn1 +1) =1, 2((n2 —1)+2))2((n2 — n1 +2) — 1, 2((n2 —1)+3))---
(2((n2 — 1)1’L1 +n; — 1) -1, 2n1n2)(2n1n2 -1, 2((n2 — 1)n1 + 1))

s3=(1, 2(mn1+1)2Mm1+1)—-1, 22n1+1))---2((n2—2)n1 +1) =1, 2((n2 —1)ni)+1)
2((n2 —Dmn1+1)—1, 2)3, 2(n1+2)(2n1+2)—1, 2(2n1+2))---
2((n2 —=2)n1+2)—1, 2((n2 —1n1 +2))(2(n2 —1)n1 +2)—1, 4)---
2n1 —1, 4n1)(dni —1, 6n1)---(2ni(n2 —1)—1, 2nin2)(2nin2 —1, 2n1)

entonces:
s1s2=(1, 3, 5,---,2n1 —1)(2, 2n1, 2n1—2, 2n1—4,---,6, 4)
(27’L1—i-17 2n1 + 3, 21’1,1—‘,—5,'~',47’L1—1)(27’L1—‘r27 4ny, 4n1 —2, -+, 2n1 + 6, 27’L1+4)
2ni(n2 —2)+1, 2ni(n2—2)+3, -+, 2n1(n2 —1) — 1)
(2n1(n2 — 2) +2, 2n; (n2 — 1)7 2n1(n2 — 1) —2, -, 2n1(n2 — 2) + 6, 2n1(n2 — 2) + 4)
2n1(n2 —1)+1, 2ni(n2—1)+3, -+, 2ning — 1)
(2n1(n2 — 1) +2 2nin2 2ning —2, -+ -, 27’L1(1’L2 — 1) +6 21’L1(1’L2 — 1) + 4)

luego |s1s2| = ny,

s1s3=(1, 2n1+1, 4ni+1,---,2n1(n2 —1)+1)(2, 2ni(n2 —1)+2, 2ni(n2 —2)+2,---,2n1 +2)
(3, 2n1+3, 4n1+3,---,2n1(n2 —1)+3)(4, 2ni(n2 —1)+4, 2ni(n2—2)+4,---,2n1 +4)

2n1—1, 2n1+4+2n1—1,-- ,2n1(n2 — 1) + 2n1 — 1)(2n1, 2nin2, 2ni(n2 —1),---,4n1)

luego |s183] = no. Asi mismo |ses3| = ng v (S152)(5253) = (8253)(8182). Asi tenemos:
H = <8182, 5283> = <8182><5283> S] G,
v |H| = niny. Ademas, g1 € H. De modo que
G o = (51,52, 83) = (51, 5152, S2583) = (s1)H,
luego |Go| = 2n1ny y en consecuencia |G ,,| = n™ 'ml.

Por tanto:
G & 6, = (L, X Lpy))™ ' xS,
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5.3. Geometria del grupo &, := (Z,, X Z,, X+ - X Zy, )"}

S

En esta secciéon mostraremos que el método descrito en la seccion 5.1, que se extendio
al caso del producto semidirecto de (Z,, X Z,,)™ " x S,, en 5.2, se puede generalizar al
producto semidirecto (Z,, X Zn, X -++ X Z, )™ ' x S,,. Con este fin se extenderan las
definiciones de M P(m, Z,,) y la proposicion 5.1.1.

X

Sea w,, = 2"™/™ una raiz n;-ésima primitiva de la unidad y Z,, = (w,,).

Denotaremos por M P(rm, Z,,, Z,,, -+ , Z,,) al conjunto de matrices de tamano rm xrm,
diagonales por bloques, donde cada bloque es una matriz de permutacion con signo de
tamano m x m, tal que el bloque ¢ tiene sus coeficientes en Z,,.

Un elemento tipico de M P(rm, Z,,, Zny, 5 Zn,) €S:

MM, 0 - 0
0 M,M, - 0
0 0 - M, M,

donde M, es la matriz de la permutacion 7 € S,, y M,, es una matriz diagonal con
entradas en Z,,, y O representa la matriz nula de tamano m x m.

Ademas, dado que existen m! matrices de permutacién de tamano mxmy nf*,ng', .-, n"
posibilidades para escoger los elementos de la diagonal de M, , M,,, ---, M, respectiva-
mente, se tiene que |MP(rm, Z,,, Z.,, -+, Zn,)| = nP'ny" -+ -n"ml.

Proposicién 5.3.1.

MP(rm, Z,,, 20y, s Zn,) €s isomorfo a B, = (Ziny X Liny X -+ X Zip, )™ X Sy,
DEMOSTRACION.

La demostracion de esta proposicion es similar a la de la proposicion 5.1.1 y se puede ver
en el apéndice C. -

En lo que sigue extenderemos de manera natural las ideas presentadas en las secciones
anteriores. Consideremos

Q={&k: €2, k=1,2,--- ,m},
Wnim = {U € SQI : O'(g.ﬁ(]) = gO'(LU),SL’ S Qﬂg S an}

Se sabe que W, ,,, es un grupo y que |W,,.,,| = n"m!. Sea

Q:{(£1k7£2k7"' 757“]{;) :giEZnivi:1727"' 7T7k:17"' 7m}
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entonces [Q)] = mning -+ n. y Sa = Simning- -
Sea

Wnl---nrm :{U € SQ L0 ((glk,§2k, e agrk‘l)) = (0’1(51]{3),0'2(52]{7), e ,O'r(grkf)) , 03 € Wmma
L= 1a2>"' T YMU;‘ :MO'E :"'Mai}

donde o es como en la observacion 5.1.1 y M+ es la matriz de tamano m x m tal que
si o7 (j) = &;k;j, en la posicion (k;, j), la entrada vale &; y 0 en las deméas entradas.

m

Entonces W, .., m €s un subgrupo de Sq y ademés, |W, .. | = n'n - - -nml.

Observacion 5.3.1.
Dado que para o € Wi, m, 56 tiene que o (€15, Exk, -+, &k)) = (01(E1K), 0a(Eak), -+, 02 (6:8)),

con 0, € Wy, ., para ¢ := 1,2,--- 7, se puede conocer a ¢ completamente a partir de
su definicion para {(1,1,---,1),(2,2,---,2),---,(m,m,--- ,m)}. Sea o, la permutacion
correspondiente a 0‘ entonces:

{(1,1,-+-,1),(2,2,++,2) -+ ,(m,m,--- ;m)}’

(1,1,--,1) (2,2, -, 2) (m, m, -+, m)

(r) )

Om = r r
(51 at, (2)CL1, e 7£7€ )a1> ( (1)a27£2 ag, 7£2 )am> U ( %)am7£m2«)am7 T m’ Gm

Y

con € € 2, i =1,2,--,m, j=1,2,-- ,ryae{l,2-- m}

La observacion anterior y la definicion 5.1.2 nos permite establecer el siguiente epimorfismo
de grupos:

sgn: Woimem — Zoy X Zpy X oo X 2y
1 1 1 2 2 2 r r r
e (30 R S U S ol S S RRRT S ANIRERIN L LRI S

Veamos que sgn es un epimorfismo. Si o, 7 € W,,, ..., m, donde o, es como arriba y

(1a1a71) (272a72) (mmam)
Tm ’
1 2 1 2 r 2 r
(Mg )blwu“g )bl>' o ,,Ur bl) (,Ué )b2>,u§ )b2>' oo a,u; )bm) e (IU“Sn)bma,UT(n)bma o a,ugﬂ)bm)
con ,uz EZnJ, i=1,2,--- m,j=1,2--- ryb €{1,2,---,m}, entonces,
O—T((iviv"' 72)) = ( ((7'77'7 77')))
U((ull)b27 (2)b ,ugr)b-)), ul(-j) €Zny,i=1,,myj=1,---,r, by €{l,2,--- ,m}
LY 0), o2 b)), -+ s o (6:))

=(o
= (Va1 (bi), P oa(b:), -, mor(b:)
( (1)£(1) 17:u£2)§1(72)bi7"' ) lr)gl():)bl)7 ﬁlgz) S an7j = 17 Ty Ay, € {1727 7m}
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asi,
sgn(o7) ( l)ééi)uél)f(l)~-~u(1)£(1)7 M52)§<2> <2>£(2) D ,u{)ﬁ,ﬂf)ué” () u%)éf,g)
= (U DD D, D DD D ) DD )

= (a0 D u Pl ) DD D 6P DD D)

= sgn() sgn(7)

de modo que sgn es un homomorfismo.
Ademas dado (€M,€@) ... ) € Z, x Z,, x---x Z, , existe 0 € W,,..n. m, tal que:

(1,1,---,1) (2,2,---,2) (m,m, -+ ,m)
Om = )
(€W @ oo ety (22.-..2) oo (m,m,---,m)
y sgn(o) = (€M, 6@ ... €0)). Luego sgn es un homomorfismo sobreyectivo. Ahora,

ker(sgn) = {0 € W,,,.n.m : sgn(o) = (1,1,--- 1)},

por lo que
W, m/ ker(sgn) 2 2, X Z,, X -+ X Z, |y
| ker(sgn)| = n" " tnp =t nmiml,
Lema 5.3.1. W,,.n. 1 = MP(rm,2Z,,, Z,,, -, 2Zn,.).

DEMOSTRACION. En efecto,

P : Wn1~~~n7-m — MP;lTh,n27...7nr—sgn
M,, O --- 0
0 ]\402 Ce 0 ,
g )_) M0—71 = . . .
0 0 - M,
donde M,,, i = 1,2,---,r es la matriz de tamafio m x m tal que si o}(j) = &;k;, en

la posicion (k;,7), la entrada vale & y 0 en las demas entradas. Es un epimorfismo de
grupos.
[

de donde:
ker(sgn) < (Zny X Zipy X -+ X Zip, )™ X Sy

En lo que sigue veremos a qué subgrupo de (Z,, X Z,, X -+ X Z,, )™ X S,, es isomorfo
ker(sgn).
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Observacion 5.3.2.
G = {P € MP(rm, 2., Zny -, 2n,) sgj)sgj) .--sY) =1, donde sgj), es la entrada no nula

j=1
delafila (j — 1)m+1
es un subgrupo de MP(rm,Z,,, Z,,, * ,2Zn.) Y,
ker(sgn) = G.

Ahora veremos a qué subgrupo de (Z,, X Zip, X -+ + X Zi,, )™ X S, corresponde G. Notemos

que
Mt =PM,, con
P o ---0
OoP --- 0
00 --- P

donde P es una matriz de permutacion de tamano m X m y M, es la matriz:

d;, 0 0
0 &, 0
M, = . )
0 O P,
donde,
¢;(21) 0 0
o_| O &G 0
J . 0 )
0 0 ;(x9))
F=1,2,- 7.

Recordemos que:
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j lij . . Iy o Imj .
luego qﬁj(:cgj)) =wny,i=1,2---,r, j=1,2,---,r conwy wn - wn,’ =1, para todo j.

En consecuencia v = ((l11, li2, -+, l1y), (o1, lag, -+ S lar)s -+, (Imt)s b2y = =+ L), CORL by +
lyj + -+ lmj = 0 € Z,,, para todo j,.

Sea

G={((@D.a, 2l @0 al)), @0, al)) o) €z,

m m

z’:l,---m,j=1,2,---,mesmyx?)+x§”+---+x;{>:0,\%;}

G QA (Zipy X Zipy X -+ X Zip,)™ X Sy y por lo anterior ker(sgn) esta contenido, salvo
isomorfismo, en G. Ademas, dado que G = (Zy,, X Zip, X -+ X Zi, )™ 1 xS,,, se tiene que
| ker(sgn)| = |G| y en consecuencia se ha mostrado que:

Corolario 5.3.1. ker(sgn) & &,, = (Z,, X Zip, X -+ X Zip, )" X Sy,

De la misma forma que en las secciones anteriores, este isomorfismo nos permite exhibir
un conjunto de generadores del grupo &,, = (Z,, X Zp, X -+ X Zp, )™t X S,,, visto
como subgrupo del grupo simétrico S,,,,,n,--n,., cOmo lo muestra la siguiente proposicion:

Proposicion 5.3.2. Sea S0, - - - 1y, €l grupo simétrico de grado mning -+ Ny En Spnyng.n
el grupo (Zy, X Ziny X -+ X Zin, )™ % 8y, ma|ng| -+ |n., v > 3 estd generado por los
elementos:

7

si=(, i+1)(m+i, m+i+1)(2m+i, 2m+i+1) Bm+i, 3m+i+1)---
((mng - n, —2)m+i, (nang---n, —2)m+1i+1)
((n1n2~-~nr—1)m+i, (n1n2-~-nr—1)m+i+1);

1<i1<m
Sm =172 Vnonsg--n,
k k
Sm+k :77§ )775 b nf(zilgmnﬂ k= 17 7T_2

Sm+r—1 :’191’192 e ﬁn1n2~~~n771
donde
% =G =Dm+1)m—=1, ((G—Dn+2)m) (G —Dni+2)m—1, ((j—Lni+3)m)---

(=D +n=Dm—1, (G- Dm+n)m) (G —Dm+n)m—1, ((j —1)n +1)m)
1<j5<ngng---n,,
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k
771( ) =01 02 -+ Opyngeomps 0 =1,2,--+ ,Nppa---ny

() = =D (mng-- ngp1)m+jm—1, (I =1)(nmng - ngp1)m + (ning---ng + j)m)
((l — 1)(71177,2 tee nk+1)m + (n1n2 ceng j)m - 1, (l - 1)(71177,2 tee nk+1)m + (2711712 Nk —|-j)m)
)

((l —1)(ning - g1

(= 1) (ning -+ ngs1)m + (g1 — 2)nang - - -ng + jim — 1,

(I = 1) (ning - npg1)m + (ngg1 — Dnining - - - nyg + j)m)
(= 1) (ning - np)m + (ngg1 — Dnanang -+ j)m — 1, (1= 1)(ning ... ngp1)m + jm)
I1<j<nng - ng

V; =(jm—1, (ning---n,_y +j)m) ((nlnz e+ im =1, (2ning - -ne +j)m)
(2ning - n._1+7)m—1, (Bning---n,_1 + j)m)

((n, —2)nng -~ n,—1+7)m—1, ((n, — Dning---n._y +j)m)

((ny — Dning -+ -neg +)m —1,  jm)

<jg<mng---ny_q

DEMOSTRACION.

La prueba de la proposicion es similar a la realizada en la seccidén anterior y se basa
en que este conjunto generador lo podemos llevar a un conjunto generador del ker(sgn),
realizando para todo ¢, 1 <i < (m+1r —1), para todo s;, 1 < j <,

(wptd,wp2i, -+ wpr™ i) <> (51 +nysy + - F NNy -+ Np_15,)M A+ 4.

Los generadores para el grupo &,, que presentados en este capitulo fueron motivados por
el estudio de un problema geométrico, por lo que en la seccion siguiente miraremos la
correspondencia de estos generadores con la signatura geométrica.

5.4. Correspondencia Geométrica de los generadores

Dedicamos el capitulo 3 a determinar el grupo de Galois de la Clausura de Galois del
cubrimiento factorizado, @ o) : Y — P!, donde ¢ : X — P! es un cubrimiento simple de
de grado m, y ¥ : Y — X un cubrimiento Galois no ramificado de grado n, con grupo de
Galois abeliano de orden n y tipo (ny,ng, -, n,).

Probamos que el grupo de Galois, &, del cubrimiento factorizado ¢ o 1) es isomorfo a
Gy = (Ziny X Ly X +++ X Lip, )™ xSy

Ahora probaremos que los generadores encontrados en las secciones anteriores de este
capitulo satisfacen la signatura del cubrimiento correspondiente a la clausura de Galois

m+ (2ning---ng+j)m—1, (I —1)(ning - ngr1)m + (3ning - - ng +j)m)
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de ¢ 01, que como mencionamos en 3.1.4, es (0;2,2,---,2), donde t = 2g(X) + 2m — 2.
——_———

t—veces
Como aqui hemos exhibido un conjunto de m + r — 1 generadores, queremos ver si los

podemos usar para satisfacer la signatura.

En el caso ciclico, esto es cuando 7 = 1, si g(X) > 1, tenemos t = 2(m + g(X) — 1) y

dado que tenemos m generadores, S, - - - , S;,, podemos tomar como vector generador, el
vector:
-1 —1 ~1 -1 -1
(51,51 y82,89 5, 3 8my Sy, 551,81 5 5 81,5, )a
N ~ -
2g(X)—2

En el caso en el que r > 1, como en el caso ciclico, si g(X') > r podemos exhibir un vector
generador con los elementos que tenemos:

-1 -1 -1 -1 -1
(81751 752a82 g T 7Sm+7’—178m+r—17§1751 y T 3817511)7

29(;;)—2

Entonces tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 5.4.1. Para cada m > 2, n,r € N, n = nyng -+ -n,, nyn;11, existe una
superficie de Riemann Z, admitiendo la accion de &,, = (Zip, X Lipy X+ + X Lo, )™ % Sy,

con signatura
(072727 72>7

2(m+r—1)
y vector generador
(517 51_17 52, 82_1a Ty Smdr—1, S;ﬁl—r—l)7
donde s; son los elementos dados en 5.3.2.

DEMOSTRACION. Este es un corolario de la proposiciéon 5.3.2 y del teorema de existencia
de Riemann. -

Observacion 5.4.1. El género de Z, la superficie en la que actia &,,, con signatura

(0;2,2,---,2), esta dado por la ecuacion de Riemann Hurwitz:
———
2(m+r—1)
m—1 |
g(2) = 5 (m+r—3)+1

Observacién 5.4.2. Sea &,, = Z™ ! x S,,, el grupo de Galois del cubrimiento facto-
rizado o1 con ¢ : X — P! un cubrimiento simple de grado m y ¢ :Y — X
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un cubrimiento Galois no ramificado de grado n, con grupo de Galois isomorfo a Z,.
Entonces &,, = (S1,52, ", Sm_1,Sm) ¥ por la proposicion 5.1.2, tenemos:

1
N = Qjm—l = Qjm N Sgn,ZL_1 = <52>53a 5 S5m—2, Sm—1, 5m>>

donde S es el subgrupo de S,,,, que fija el 1.

mn—1
Consideremos el elemento

g=(1, m+2)(m+1, 2m+2),---,(n—=2)m+1, (n—1)m+2)((n—1)m+1, 2),
g € B, puesto que &, = ker(sgn). Entonces,

gs1 = (Lm+1,--- , (n—=2)m+1, (n—=1)m+1)(2, (n—1)m~+2,- -+ . 2m+2, m+2), y |gs1| = n.

Sea H = (59,53, ", Sm—2, Sm—1, Sm, 951), H < &,, y N < H. Notemos que s;gs1 = ¢s15;,
para todo j = 3,4,--- ,m. Ademés, gs;525:g" ' € N, luego N < H.
Y |H : N| =n, luego |8, : H| = m.

Observacién 5.4.3. Sea &,, = (Z,, X Zip, X -+ X Z,, )™ ' % S,,, el grupo de Ga-
lois del cubrimiento factorizado ¢ o1 con ¢ : X — P! un cubrimiento sim-
ple de gradko m y ¢ : )Y — X un cubrimiento Galois no ramificado de gra-

do mn, con grupo de Galois abeliano, de tipo (nj,ng, -+ ,n,), con ni}niﬂ. Entonces
B = (51,52, Sm—1sSm» Smal, " * 5 Smar—1) Y Por la proposicion 5.2.3, tenemos:
_ _ n
N = ®m—1 - ®m N Smn_l - <827 83, 3 Sm—2ySm—1;Smy Sm+1, " " * 78m+r—1>7

donde ngl_l es el subgrupo de S,,,, que fija el 1.

Counsideremos los elementos:

9m =71 72 *°* Vnaong--n,
k k
Gk =m0 s B k=1 =2

Im+r—1 :191192 T 29711712"'717‘71
donde

Jn)m+1, ((j —1)ny 4+ 1)m +2)
Jni+D)m+1, ((j—Dni+2)m+2)---
ni4+n —2ym+1, (Gj—Dni+n—1)m+ 2)
ni+n—Um+1, ((j—Dny)m+ 2)
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k
771( ) =01 02 *** Opyngeomps = 1,2, ,Nppa---np

o) =((1 = D(naing - npgp)m + (j — 1)m + 1,
(I = 1)(mng - ngyr)m + (nang -~ ng +j — )m +2)
(0 = D(mana - ngp)m + (mang -+ ng + j — m + 1,
(I = D(nang - npp)m + 2ning - ng +j — 1)m + 2)
(0 = D(ninz - npp)m + (2nang - ng + j — Hm + 1,
(I = 1)(mina - ngpr)m + (Bning -y, + j — 1)m + 2)

(=D (nung - ngs1)m + (kg1 — 2)nang -+ g +j — L)m + 1,
(I =1)(nmng - ngs1)m + ((nkg1 — L)manang -+ -ng + j — 1)m + 2)
(=D (ning - ngr)m + (g1 — Dnanang -+ ng 4+ j — Dm + 1,
(I =1 (mng...ngp1)m+ (j — )m + 2)
1< <ning---ng

ﬁj :((] - l)m + 1a (7’L17’L2 N1 +] - 1)m + 2)

((ming--neor+j—)m—+1, (2mng---n,_y +j— 1)m+2)

((27117’1,2"'717»_1 +7—1m+1, @Bnng---n,_1+j— 1)m+2)

(((ny = 2ming -+ ey +j—)m+1,  ((n, — Dning -+ -np_y + j — )m + 2)

(((nr —Dnng-npy+j—1m+1, (j— 1)m)

I1<j<nmng---n,_
Entonces g, gma1, -+ Gmar—1 € By v ademas,

\gmsl\ =Ny, |gm+181| = Ng, - \9m+r—181\ = Ny.

Sea H = (82,583, ; Sm—2, Sm—1, Sms> Smt15" " * s Smar—1, ImS1, Ym4151,* ** , GmtrS1)- Enton-
ces H < &, y N < H. Notemos que s;9;51 = gs15;, para todo j = 3,4, --- ,m, para todo
l=m,m=+1,--- ,m+r—1. Ademas, glslsgslgl_l € N,paratodol =m,m+1,--- m+r—1
luego N < H.

Y |H : N| = n, luego |&,, : H| =m.

Entonces, por las observaciones 5.4.2 y 5.4.3, existen subgrupos N y H, de &,,,, con N JH
y H subgrupo maximal de &,, tales que:

YV~ Z/N, X~ Z/H, P ~Z/6,
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El siguiente diagrama describe la situacion:

©)
3
3
L
2
3
<

donde

B = (L, X Lipyy X -+ X Ly, )™+ % S,y
H = (Zip, X Lipy X -+ X Ly, )™ " xSy

N = Smn—l NG = (an X an X oo X an)m_2 X Sm—l

Observacion 5.4.4. Es claro que g(X') = r, puesto que el nimero de puntos marcados
del cubrimiento ¢ es 2m +2(g(X') —2) y dado que ¢g(Y) = |H : N|(g(X)—1)+1, se tiene
que g(¥) =nr —n+ 1.

Sin embargo estamos interesados en determinar el género de las superficies cocientes
Zy 'y Zn, usando 1.3.2, considerando que la signatura del cubrimiento de Galois es
(0;2,2,---,2).

————

2(m4r—1)

9(Z0) =16 - Hl(9(Z0,) ~ 1)+ 14 5 3 (18, H] - |H\8,./C)

= w1 3 [H\,/C),

G;eTl
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Calcularemos |H\®,,/G;|, usando 1.3. Asi, si C' denota una transversal de las clases de
conjugacion de elementos de &,,, tenemos que:

\(’5m\ Z|C®"‘ 9) N H||C®"(g) NGl

S T Con(y)

SIE

B G .

1+Z |C®(g) ﬂ;uC (9) NGy
pomr (9)

g#1

(1 n |C®m(g:) N H||C®(g;) N G
Cﬁ’” (9i)

(%)

) , puesto que G; = {1, g;}

MIS SIE MIS

Ahora, si m = 2 sabemos que |C®"(g;) " N| = 0 luego |H\&,,,/G;| =1=2—1.Sim > 3,
tenemos:

C®(gi) NGy ={ggig ' € By: g€ B,,},

y como gg € Ny NNy M-+ N Npg = Gy, donde N; es conjugado de N en &,,. Y
By = (g;)K, se tiene que g;g~' = gk, k € K, luego |C®"(g;) N &y| = n, puesto que
By = 20y |Gy : K| = 2.

Por otro lado, N aparece en (m 3) subconjuntos de la forma Ny N No N -+ N Npp,_o,
m —_—
luego
n(m—2)(m—1

Ademés hay ( " 2) subconjuntos de la forma Ny N NoN---N N,,_s, de modo que:

n(m —1)m

Gm ()] —
Con (g9)] = HE

luego

9
|H\&,,/Gi| = % (1 + mT) —m 1,
Asi:

1
g(ZH):—m+1+§(2m+2r—2)(m—m+1):—m+1+m+7‘—1:r.
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Para el caso de la superficie cociente Zy, se tiene que

9(2x) =16+ N(9(Zo,) = 1)+ 1+ 5 3 (180 N| = [N\S,, /G

1
=—mn+ 1+ C;Zer(mn — |N\&,,/Gi)),

L2 3 [C®(g) N NJIC®(g) N Gl

IN\®/ Gl = v e (9)

geC

mn |C®m(g) N N||C®(g) N Gy
2 C%(g)
g#1
_mn <1 . 1€ (g) N N|IC®(9) N G
Com (gz)
mn |C® (g;) N N|
R S VR
2 ( e

) , puesto que G; = {1, g;}

luego si m = 2, [IN\&,,/G;| =n=n(2—-1) y si m > 3,

mn m — 2

IN\&./Gi| = <1 + T) = n(m —1),

Asi:

1
9(Zn) = —mn+1+5(2m+2r—2)(mn—mn+n) =-—mn+1l+(m+r—1)n=nr—n+1.

Observacion 5.4.5. Recordemos que Hg, = K = (Ziy, X Zip, X -+ - X Zip, )™ €8 subgrupo
normal de &,, y es el grupo de Galois del cubrimiento Zy — Zg, , entonces podemos
determinar también el género de la superficie cociente Zx, como lo hicimos antes:

9(2K) =l + KI(9(Z0,) ~ 1) + 14 5 3 (16 K| - [K\& /G

1
=—ml+1+5 > (ml = |K\&,/Gil),

G;eTl
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con
|G [C®(g) N K[|C®(g) N Gl
K\&,,/G;| =
K\®n/Gil = T 2 Con(g)
! C® ()N K||C®(¢g) N G,
Y P YO GO
g€l 9
g#1
' ‘57” ‘57” . .
= m? (1 + L. )mCI;U?gZ-) (9:) 0 Gl‘) , puesto que G; = {1, ¢;}
| Bm
2 Cﬁm( 0
m! &
=5 puesto que |C"™(g;) N K| =0
Asi,
1 ! !
g(ZK)Z—m!—|—1+§—|—(m—l—7’—1)(m!—m7):ﬂ;(m+7’—3)+1.

Ademas, el cubrimiento Z — Zk es Galois y no ramificado, pues si consideramos la
formula de Riemann Hurwitz, 1.1, tenemos:

k
20(2) 2= K| 20(20) =2+ 3301 - Ly,

T

luego,

k
n"mlm+r—-3)+2—-2=n""'(m(m+r—3) 2—2—|—Zl——
1=1

por tanto,

Z(1-%):0

i=1

Terminaremos esta seccion con un ejemplo que ilustra la informacion que tenemos sobre
la accion del grupo (Zy, X Z, X -+ X Z, )™ ! x S,, en una superficie Z de género

nml

PRI (o — 3) + 1

Ejemplo 5.4.1. Tomemos n =4, m =3 y consideremos el grupo (Zs X Z)? x S3. Por
la proposicion 5.4.1 y la observacion 5.4.1, existe una superficie de Riemann compacta de
género g(2) = %(3 +2—3)+ 1 = 97, con accion de (Zy x Zs)* x S3, con signatura
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(0;2,2,2,2,2,2,2,2) y vector generador (s1, $1, S2, Sa, S3, S3, S4, S4), donde:

s1=(1,2)(4,5)(7,8)(10, 11),
s2 =(2,3)(5,6)(8,9)(11,12),
s3 =(1,5)(2,4)(7,11)(8,10),
sy =(1,8)(7,2)(4,11)(10, 5),

y &, = (Zy X Ziy)? x S3 tiene subgrupos H = (Zy X Zin)* xSy, N =2 (Zy x Zy) X So,
que actian en la superficie Z, produciendo superficies cocientes Zy v Zp, de géneros
9(Zn) =5y g(Zy) = 2. Ademas, por la formula de Riemann-Hurwitz, 1.1 las signaturas
de los cubrimientos Z2 — Zy vy Z — Zy con (5;2,2,2,2,2,2,2,2)y (2;2,2,2,2,2,2,2,2)
respectivamente.

Por otro lado K = (Zy x Z,)? acttia también en Z y el género de la superficie cociente Zx
es g(Zx) = 7y como vimos en la observacion 5.4.5, el cubrimiento Z — Zj no ramifica.
Y Zx — Zy tiene signatura (2;2,2,2,2,2,2,2,2).
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Apéndice

FEjemplos

En el capitulo anterior mostramos que el grupo transitivo (Z,, X Zn, X - -+ X Zi, )™ ' X S,,,
se puede realizar como subgrupo de S,,,, donde n = nins - --n,, considerando la acciéon
de & en las clases laterales de sus subgrupo N de indice nm. Para esto hemos considerado
la accibon de & en Q = A UA U---UA,,, donde:

N N.:CQ e Nxm
Nhg NhQ.fL’g te Nhgl‘m
Nh, Nhy,zo ... Nhyzp,
S~ SN N——
A A A,

Entonces & actia transitivamente en €2, el conjunto de clases laterales de N en & y se

puede representar como subgrupo del grupo simétrico de nm puntos:
S =B/Ng — Sum.
y se tiene que:
» N = Stab(z,Vz € Ay)
» H = Stab(A;)
» K = Hg = Stab(4,;, Vi)

Mostraremos algunos ejemplos para exhibir los generadores de los grupos en cada caso, y
un mecanismo sencillo para recordar como se obtienen dichos generadores.

Comenzaremos considerando un ejemplo del caso abeliano més sencillo:

95
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A.l. (Zg X Z6)4 X S5

En este caso m = 5y n = 18, ny = 3y ny = 6, luego |2 = 90 y queremos exhibir
6 generadores de & como subgrupo del grupo simétrico Sgy. Para ello, haremos la co-
rrespondencia de €, con el conjunto {1,2,---,90}, dispuesto en forma ordenada como se
muestra a continuacion:

— =7 — =7 o~ —7 ~ =7

figura 1.

Como se menciondé en el capitulo cinco, los primeros 4 generadores generan un subgrupo
isomorfo a Ss. estos elementos se obtienen como resultado de enviar cada entrada de la
columna 7 en la correspondiente entrada en la columna 7 4+ 1, como se ve en la figura
1, y conforman un conjunto generador de Coxeter para Ss, ademés de pertenecer a la
interseccion de 3 conjugados de N en &. Estos elementos elementos son:

g1 = (12)(6 7)(11 12)(16 17)(21 22)(26 27)(31 32)(36 37) (41 42)(46 47)(51 52)(56 57)(61 62)(66 67)(71 72)(76 77)(81 82)(86 87)
g2 = (2 3)(7 8)(12 13)(17 18)(22 23)(27 28)(32 33)(37 38) (42 43) (47 48)(52 53)(57 58)(62 63)(67 68)(72 73)(77 78)(82 83)(87 88)
g3 = (34)(89)(13 14)(18 19)(23 24)(28 29)(33 34)(38 39) (43 44)(48 49)(53 54)(58 59)(63 64)(68 69)(73 74)(78 79)(83 84)(88 89)
g4 = (45)(9 10)(14 15)(19 20)(24 25)(29 30)(34 35)(39 40)(44 45)(49 50)(54 55)(59 60)(64 65)(69 70)(74 75)(79 80)(84 85)(89 90);
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Nos resta encontrar dos generadores.

1 2 3 4_ 5 1 2 3 4 5
~ 7 \ |
7 8 9_.7710 G0 8 9 10
11 12 13 14 ~15 1 12 13 14 15
_________________ B
16 17 18 19 20 16 17 18 19 20
~ \

21 22 23 24 725 21\ 22 23 24 25
26 27 28 29 T30 26 \( 27 28 29 30
_________________ e
31 32 33 34 35 31 1 32 33 34 35
36 37 38 39 7740 36 |, 37 38 39 40
41 42 43 44 745 41 N 42 43 44 45
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e
46 47 48 49 50 46 1 47 48 49 50
51 52 53 54__° 55 51\L 52 53 54 55
56 57 58 59 T60 56,’\\ 57 58 59 60
,,,,,,,,,,,,,,,,,, N
61 62 63 64 65 61J 62 63 64 65
66 67 68 69 .7~ 70 66\ 67 68 69 70
71 72 73 74 75 71 N T2 73 74 75
,,,,,,,,,,,,,,,,, e
76 77 78 79 80 76 77 78 79 80
81 82 83 84 7785 81 82 83 84 85
86 87 88 89 90 86 87 88 89 90
figura 2. figura 3.

Para elegir el siguiente generador, procedemos como en el caso ciclico, descrito en 5.1.
Consideramos el primer factor en (Zjz x Zg)3, como su cardinalidad es 3, dividimos el
conjunto considerado en subconjuntos de 3 filas, como se ve en la figura 2 y en cada
subconjunto consideramos el generador correspondiente al caso ciclico Z§~! x S,,. Ese
generador en el primer subconjunto corresponde a:

(410)(915)(14 5),

y repetimos el proceso en cada uno de los subconjuntos restantes, para obtener:

(410)(9 15)(14 5)(19 25)(24 30)(29 20)(34 40)(39 45)(44 35)(49 55)(54 60)(59 50)(64 70)(69 75)(74 65)(79 85)(84 90)(89 80),
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Este es el generador correspondiente de acuerdo a lo probado en 5.3, sin embargo para
efectos de calculos en GAP, usaremos el generador:

g5 = (17)(612)(112)(16 22)(21 27)(26 17)(31 37)(36 42) (41 32)(46 52) (51 57) (56 47) (61 67) (66 72) (71 62)(76 82)(81 87)(86 77),

que se obtiene siguiendo el procedimiento descrito anteriormente, pero considerando las
dos primeras columnas en lugar de las dos ultimas. Este es nuevamente un elemento que
esta en la interseccion de 3 de los conjugados de N.

El dltimo generador corresponde al segundo factor Zg y lo elegimos también como en
el caso ciclico, pero esta vez hay que considerar que existe un factor previo. Para esto
procedemos a mezclar los elementos de cada subconjunto como se indica en la figura 3.
Asi obtenemos:

g6 = (117)(16 32)(31 47)(46 62) (61 77)(76 2)(6 22)(21 37)(36 52) (51 67) (66 82)(81 7) (11 27)(26 42) (41 57)(56 72)(71 87)(86 12);

De este modo hemos obtenido los 6 generadores de orden 2 del grupo transitivo &, tales
que cada uno de ellos pertenece a Sgy y a la interseccion de 3 subgrupos conjugados de
N y ninguno de ellos pertenece a K. || = 12597120 y & = (Z3 X Zg)* x Ss.

Sea N = & N Sg3, entonces N = (g1, g2, 93, g5, gs), dado que g1, g2, g3, 95,96 € N, y este
conjunto de generadores genera un grupo isomorfo a (Zs x Zg)3? x Sy, luego |& : N| = 90.
Ademéas Ng = 1

Sea H = Ng(N), entonces |& : H| =5, H = (g1, g2, 93, g5, g, I, h2), donde:

h1 =(3138)(5 10 15)(18 28 23)(20 25 30)(33 43 38)(35 40 45)(48 58 53)(50 55 60)(63 73 68)(65 70 75)(78 88 83)(80 85 90)
ha =(3 78 63 48 33 18)(5 20 35 50 65 80)(8 83 68 53 38 23)(10 25 40 55 70 85)(13 88 73 58 43 28)(15 30 45 60 75 90)

de hecho, H= (Zg X Z6)4 X S4 Y H/N = Zg X ZG- Sea K = CO’I"€(§H, K= (Zg X Z6)4
y ninguno de los generadores del grupo estd en K. Ademéas H = NK.

Por otro lado, dado que H/N = Zj x Zg, existen Ny = (g1, g2, 93, g5, g6, h1) ¥ No =
(91, 92, g3, g5, g6, ha) subgrupos de H tales que:

H/Ny = Zs, H/Ny=Zs,

Asi tenemos el siguiente diagrama:
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Y tenemos que:
(N1)s = (Z3)*, (N2)o = (Zg)*,

Ademaés,
@/(Nl)g = Zé X S5, @/(NQ)@ = Zg X S5,

lo cual confirma lo que podiamos ver en el diagrama, pues los cubrimientos correspon-
dientes a estos nuevos grupos corresponden al caso ciclico considerado en el capitulo 4.

A.2. (ZQ X ZQ X Z4)3 X S4

En este caso m =4y n =16, ny = ny = 2y ng = 4, luego |2| = 64 y para exhibir los
generadores de & como subgrupo del grupo simétrico Sgy, hacemos la correspondencia de

2, con el conjunto {1,2,---,64}, como se hizo en el ejemplo anterior:
1 2 3 4 1. 2 3 4
5 6 7 8 5776 7 8
9 10 11 12 9. _10 11 12
13 14 15 16 137 " 14 15 16
17 18 19 20 17 18 19 20
21 22 23 24 217 T22 23 24
%5 26 2T 928 2% 26 27 28
29 30 31 32 297 ~30 31 32
33 34 35 36 33 34 35 36
37 38 39 40 377 38 39 40
41 42 43 44 41 42 43 44
45 46 47 48 457 746 47 48
49 50 51 52 49 50 51 52
53 54 55 56 537 ThH4 55 56
Y4 58 59 60 57 58 59 60
61 62 63 64 61° 62 63 64

figura 1. figura 2.

Como se mencion6 antes, este grupo contiene un subgrupo isomorfo a S, generado por
los elementos:
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(12)(5 6)(9 10)(13 14)(17 18)(21 22)(25 26)(29 30)(33 34)(37 38)(41 42)(45 46)(49 50)(53 54)(57 58)(61 62)
(23)(6 7)(10 11)(14 15)(18 19)(22 23)(26 27)(30 31)(34 35)(38 39)(42 43)(46 47)(50 51)(54 55)(58 59)(62 63)
(3 4)(7 8)(11 12)(15 16)(19 20)(23 24)(27 28)(31 32)(35 36)(39 40)(43 44)(47 48)(51 52)(55 56)(59 60)(63 64)

g1
g2
g3

estos elementos estan en la interseccion de 2 conjugados de N en &.

Nos resta encontrar tres generadores. Para elegir el siguiente generador, procedemos como
en el caso ciclico. Consideramos el primer factor en (Zy X Zs X Z4)3; como su cardinalidad
es 2, dividimos el conjunto considerado en subconjuntos de 2 filas, como se ve en la
figura 2 y en cada subconjunto consideramos el generador correspondiente al caso ciclico
75 % S,,. De este modo obtenemos:

ga = (16)(52)(9 14)(13 10)(17 22)(21 18)(25 30)(29 26)(33 38)(37 34)(41 46)(45 42)(49 54)(53 50)(57 62)(61 58),

este generador pertenece también a la interseccion de 2 de los conjugados de N.

1 2 3 4 1 2 3
N s \ |
5,7 6 7 8 500 6 7 8
Sl S
9” "\ 10 11 12 9 ' 10 11 12
13 14 15 16 13 14 15 16
____________ __ ol _C
17 18 19 20 17 | 18 19 20
21 N~ 22 23 24 21, | 22 23 24
RS N
25 7~ 26 27 28 25 (26 27 28
29 30 31 32 29 ,’\\30 31 32
____________ — 4 — o
33 34 35 36 331 34 35 36
\
37 N - 38 39 40 37V 38 39 40
NN N __ __
41 /N 42 43 44 41, 42 43 44
45 46 A7 48 45 46 A7 48
,,,,,,,,,,,, -
49 50 51 52 49 50 51 52
53~ - 54 55 56 53 54 55 56
57 < 58 59 60 57 58 59 60
61 62 63 64 61 62 63 64

figura 3. figura 4.
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el siguiente generador corresponde al segundo factor Zs y lo elegimos también como en
el caso ciclico, pero esta vez hay que considerar que existe un factor previo. Para esto
procedemos como se hizo en el ejemplo A.1, como si quisiéramos generar (Zsy X Zi)3 X Sy,
esto es como si ahora agruparamos de a 4 filas y en cada grupo repitiéramos el mismo
proceso, tomando en cuenta que para el caso de dos factores se deben mezclar los elementos
en cada subgrupo como se indica la figura 3. Asi:

g5 = (110)(9 2)(5 14)(13 6)(17 26)(25 18)(21 30)(29 22)(33 42)(41 34)(37 46)(45 38)(49 58)(57 50)(53 62)(61 54);

el dltimo generador, corresponde al dltimo factor Z,, como antes procedemos como en
el caso ciclico, pero sin olvidar que ya se han considerado previamente los dos primeros
factores, de modo que este elemento debe relacionar los nuevos grupos de 4 filas, como se
muestra en la figura 4. Asi obtenemos:

g6 = (118)(17 34)(33 50)(49 2)(5 22)(21 38)(37 54)(53 6)(9 26)(25 42)(41 58)(57 10)(13 30)(29 46)(45 62)(61 14)

De este modo tenemos a los 6 generadores de orden 2 del grupo transitivo &, tales que
cada uno de ellos pertenece a Sgq v a la interseccion de 2 subgrupos conjugados de N y
ninguno de ellos pertenece a K. |&| = 98304 y & = (Zy X Ziy X Z4)3 X Sy.

Sea N = & N Sg3, entonces N = (g1, 92, g1, g5, gs), dado que g1, 92,94,95,96 € N, y
este conjunto de generadores genera un grupo isomorfo a (Zy X Zy x Z4)* x S3, luego
|& : N| = 64. Ademas Ng =1

Sea H = N®(N), entonces |q5 : H‘ =4, H = (91792794795796,}11,}127h3>; donde:

h1 =(26)(4 8)(10 14)(12 16)(18 22)(20 24)(26 30)(28 32)(34 38)(36 40)(42 46)(44 48)(50 54)(52 56)(58 62)(60 64)
ha =(210)(4 12)(6 14)(8 16)(18 26)(20 28)(22 30)(24 32)(34 42)(36 44)(38 46)(40 48)(50 58)(52 60)(54 62)(56 64)
ha =(2 18 34 50)(4 52 36 20)(6 22 38 54)(8 56 40 24)(10 26 42 58)(12 60 44 28)(14 30 46 62)(16 64 48 32)

dehecho,H% (ZQXZQXZ4)3><|83YH/NgZQXZQXZ4. SeaK:H@,K’E
(Ziy X 7y x 7.4)* y ninguno de los generadores del grupo esta en K. Ademéas H = NK.

Por otro lado, dado que H/N = Zy X Zo X Zy4, existen Ny = (g1, 92, 94, 95, g6, h2, h3),
Ny = (91, 92, 94, G5, g6, P1, h3) ¥ N3 = (g1, 92, g4, g5, h1, ha) subgrupos de H tales que:

H/Ny =27y, H/Ny=7,, ,H/N3=Zy,,
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Asi tenemos el siguiente diagrama:

. N// \N\K
N S

Y tenemos que:

(N1)e & (Zy X Z4)%, (No)e = (Zo X Z4)®, (N3)e = (Zy x Z)°,
Ademaés,

&/(Ni)e = Z5 xSy, 6/(Ny)e =73 xS, &/(Ni)e=Zj xSy,

lo cual confirma lo que podiamos ver en el diagrama, pues los cubrimientos correspon-
dientes a estos nuevos grupos corresponden al caso ciclico considerado en el capitulo 4.
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N es como G

A continuaciéon vamos a probar que el grupo de Galois & del cubrimiento factorizado @ o)
contiene un subgrupo propio con propiedades equivalentes a las suyas. Recordemos que
si & es el grupo de Galois del cubrimiento factorizado ¢ o v, entonces & < S,,,,, contiene
subgrupos N y H tales que N < H , |6 : H| =m, |H : N| = n. Ademas el nucleo de N
en &, Ng, es trivial, el cociente de H por N, H/N | es abeliano. También H = NK, el
cociente & /K = S, y el cociente H/K = S,,,_; donde K = Hg. Ademés

S = <gl>.g?>"' ,g,n:g? = ]->ng: 1aR>a
=1

donde R representa las relaciones apropiadas entre los generadores del grupo.

Proposiciéon B.0.1.

Sea & el grupo de Galois del cubrimiento factorizado pot) con ¢ : X — P un cubrimiento
simple y ¢ : Y — X un cubrimiento Galois no ramificado con grupo de Galois ciclico
isomorfo a Z,. Sea Z la superficie correspondiente a & y N, H subgrupos de & tales que
ZN=Y yaZy=X. Entonces

i) N es un subgrupo transitivo de Sim—1)n-
i) Eziste una superficie W con accion de N, tal que Wy = P1.

i) Si H' un conjugado de H en &, entonces ¢ : Wyngr — Wx = P es un cubrimiento
simple.

w) Si H y N son conjugado de H y N en &, respectivamente, entonces

Y Wnan' = Whanme es Galois no ramificado con grupo de Galois abeliano, isomorfo
a H/N.

v) N es el grupo de Galois del cubrimiento factorizado @ o @E

DEMOSTRACION.
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i)

Sea H' un conjugado de H en &. Por la ecuacion 4.1 en la proposicion 4.2.1, se tiene
que K = (NN K)(N'N K), luego

NNH =NNNK=NNN(NNK)=(NNK)(NNN'),
asi

(NNH)/(NNN)=(NNK)NNN)/(NNN)=2 (NNK)/(NNKNN)
“(NNK)/(INNK)N(N'NK)=(NNK)(N'NK)/(NNK)
~ K/(N'NK)= H'/N.

luego INNH': NN N'| =n.

Se ve facilmente que N N H' < H N H', ademas dado que K < HNH' y NK = H,
se tiene que N(H N H') = H, luego

H/N2NHNH)N2HNH)NN(HNH)=(HNH)/(NNH,

luego |H N H': NN H'| = n. De igual forma |[HNH': NN H| =n.

De este modo tenemos el siguiente diagrama de grupos:

H H'

Por otra parte, (H N H')/K = S,,_», ya que G/K = S,, y los conjugados de H/K
son conjugados de Sg)_l luego |H: HNH'|=m—-1,y |H : HNH'| = m — 1.
Ademés,

H:NNH|=|H:HONH|HNH : NN H| = (m— n,
por otro lado

|H:NNH|=|H:N|N:NAH|=n|N:NnH|,

luego [N : NN H'| =m — 1, y de igual manera |[N': NN H| =m — 1.
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Ahora si consideremos la accion por la derecha de & en las clases laterales de N,

Nhg Nhgl‘g te Nhg.l’m

Nh, Nhyzo ... Nhyz,,

N~ N—— ——
Al AQ Am

entonces G es transitivo en Q = AjUAU- - -UA,,, ademas N estabiliza punto a punto
a Ay yn=|Ng(N): N|=|Fiz(N)|. Asi que N acttia en Q) = AyUA3U---UA,,
sin puntos fijos, de hecho la acciéon es transitiva, puesto que dado 5 € Ay, 5 € Qy v

BN = |N: Ny(B)| = |N: NN Hy|[NNHy: NN Ny| = (m— 1)n.
Por lo tanto IV es un subgrupo transitivo de S,,_1),.

ii) Por la observacion 4.2.3, se tiene que

N = <92ag3a 5 9m—1,9ms Gm+1, agm+7’—l>a

Luego si consideramos el vector

—1 -1 -1 -1 —1 -1
(92,92 » 393,93 5 Gm—159m—1>9m> 9 s 9m+15 415" " agm+r—lagm+r_1)a

como vector generador para N, el teorema de existencia de Riemann, ver 1.2.2, ga-
rantiza la existencia de una superficie de Riemman W con accion de N y tal que

Wi = P

iii) De N/(NNK) =~ NK/K = H/K ~S,_, y IN(NNK): (NNH)/(NOK)| =
m — 1 se tiene que (N N H')/(N N K) es un subgrupo maximal de N/(N N K) y
dado que N/(N N K) contiene una transposicion, se tiene que el cubrimiento f :

Winnmy/(vak) — Whiyvnk) es simple de grado m — 1 y por lo tanto el cubrimiento
aNOH W nm — Wi es también simple de grado m — 1.

iv) ?Z : Wnnn' — Whyanmr  es un cubrimiento Galois, con grupo de Galois isomorfo a
H/N, puesto que (NNN')<JI(NNH)y

(NNH)/(NONN)2(NNN'K)/(NNN)ZNNN'(NNK)/(NNN')
Y (NNK)NNN)/(NNN)Z(NNK)/(NNK)(N'NK)
~(NNK)N'NK)/(NNK)=2K/(NNK) =~ H/N' = H/N

Ademas dado que G = (g;),y g; € K, se tiene que g; ¢ NNK, luego por la proposicion
3.1.5, se tiene que el cubrimiento es no ramificado.
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v)

Ahora, NN H’ tiene m — 1 conjugados en N y ademas, (NN H")" = NN H’, luego los
m — 1 conjugados corresponden a m — 1 conjugados de H', asi (NN H')y = NNK
abeliano por ser subgrupo de K.

Con las consideraciones anteriores, N = N NN, y |G : N| = (m — 1)n queremos
probar que Ng = 1.

Como Ny(N) = NN H'y [N : NN H'| =m—1, entonces N tiene m — 1 conju-
gados en N, sean: (N N N')¥ i = 1,...,m — 1 dichos conjugados, y; = 1, entonces
(NN N')¥ = NN (N, ademas (N')¥ = N' implica que y; € Ng(N') = H', luego

y; € (NN H') = Ny(N).

Por otra parte, si (N')¥ = (N')¥%, se tiene que y;(y;)~' € N N H', de modo que
(NNH")Y = (NNH")Y. De aqui se deduce que los conjugados de N’ por y; son todos
diferentes y por tanto:

Nz = ﬁ(z\m (N")¥) = 1.

En consecuencia, N es el grupo de Galois del cubrimiento factorizado @ o @E, ver
corolario 2.3.1.
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Extension de la proposicion 5.1.1

En 5.1.1 se probo que el producto semidirecto (Z,)™ ! x'S,, es isomorfo a M P(m, Z,), el
grupo de matrices de permutacion de tamano m X m, con coeficientes en Z,, el conjunto
de raices n-ésimas de la unidad. Esta proposicion puede ser extendida al caso de r factores,
(Ziyy X Liny X -+ - X Ly, )™ xS, considerando M P(rm, Z,,,, Zn,, -+ 5 Zn,) €l conjunto de
matrices de tamano rm X rm, diagonales por bloques, donde cada bloque es una matriz

de permutacion con signo de tamano m X m, tal que el bloque ¢ tiene sus coeficientes en
Z,,.

Un elemento tipico de M P(rm, Z,,, Z,,, -+ , Z,,) es:

MyM, 0 - 0
0 M,M, 0
0 0 - M, M,

donde M, es la matriz de la permutacion 7 € S,, y M,, es una matriz diagonal con
entradas en Z,,, y O representa la matriz nula de tamano m x m.

Ademas, dado que existen m! matrices de permutacion de tamano m xm y np,
ny', ---, n.' posibilidades para escoger los elementos de la diagonal de M,,, M,,, ---,

M, respectivamente, se tiene que |MP(rm, Z,,, Z,,, -+, Zp.)| = n"nl" - - -nml.

Proposicion C.0.2. El producto semidirecto (Zip, X Zip, X -+ - X Zip, ™1 % S, es isomorfo
a MP(rm,Z,,, 2., , Zn,)-

DEMOSTRACION.
S, actiia de manera natural en (Z,, XZ,, X+ - - X7y, )™ permutando las coordenadas; es de-
cir dados 7 € S,, yv= <(.§L’§1),LE§2), U 7xgr))7 (xgl)vxgz)v o 'I'g)), Ty (I%), 1’7(7%), T 7x£72)>)
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en (Zn, X L, X -+ X Ly, )", definimos:

_ (RN C)) (r) 1 .2 (r) 1) (2 (r)
T(U) - (<x7'(1)’ xr(l)’ e ’xr(1)>7 (xr(2)7 x'r(2)7 e 7x7—(2))7 Ty (xT(m)v xT(m)u e 7x7—(m)>) .

Consideremos los homomorfismos:

(V2R Sm — Ger(Q(Wnpwnzf"awnr))

Y

T M.
donde
-0
0 M,
M, = _ ,
0 0 --- M.

Wn, €s una raiz primitiva n;-ésima de la unidad y M- = (12 j)mxm, s tal que en la columna
i, la entrada que vale 1, es la correspondiente a la fila 7(i), y las entradas restantes son
nulas.

Sea
¢] : an _) Q(wnj)
[,
y sea
w : (an X an X X an)m — GLQM(Q(wnanm e ?wn'r))
v — M, ’
donde
b, 0 0
0 o, 0
0O O D,
donde
;(x) 0 0
(7)
0 (x 0
5 o(at) |
0
0 0 i ()
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Los homomorfismos definidos anteriormente son inyectivos.

Ademas, ¢ y 1 respetan laaccionde S,, en (Z,, X---xZy,, )", estoes,dados 7 €S, y
v € Ly xZy, )", v = (@), @0 al) @0 al)),
entonces:

en efecto:

(M;IM”U)(MT) = (MT*1 M’U)MT

ZM( W L@ 0 M) @) W L@ )

(mfu)’ 7(1)7 T 7(1)) (5”7(2)7 r(2)"" T(z)) (wf(m)v r(m)" % T(m)))
2 r 1 r

Asi, por la propiedad universal del producto semidirecto, tenemos:

esto es, existe un tnico homomorfismo:
P (Zpy X Lipy X -+ X Zip, )™ X Spy = G Lo (Q(Whyy Wiy -+ + Wiy )),s
ademaés, la imagen de p contiene al subgrupo de G generado por :
M7 €S,U{M, v € (Zp, X Ly X -+ X Ly, )™},

el cual contiene a las matrices de permutacién con signo, puesto que si multiplicamos por
una matriz M, a la izquierda, M, M, da como resultado una matriz de permutacién con
signos segun sea M,. Ademas, |(Zy, X Zin, X -+ X Z, )™ X Spp| = ny'nbt - - - nml.

Luego p es inyectiva y su imagen es M P(rm, Z,,, Z,,,- - , Z,,.). Por lo tanto,

(Zipy X Zipy X -+ X Liy )™ XSy E MP(rm, 2., 2y s Zny)-
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