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Notaciones

Las siguientes notaciones son utilizadas a lo largo de este trabajo:

H Espacio de Hilbert complejo separable

L({H) Espacio de los operadores lineales acotados en H

L(H;,H,) Espacio de los operadores lineales acotados entre Hy y Hz
() Subespacio puramente puntual asociado al operador unitario U
«(U)  Subespacio absolutamente continuo asociado al operador unitario U

«(U)  Subespacio singular continuo asociado al operador unitario U

H

H

H

N Conjunto de los nimeros naturales
Z Conjunto de los niimeros enteros

R Conjunto de los niimeros reales

C Conjunto de los nimeros complejos
S Circulo unitario {z € C: |z] = 1}
B(R) Algebra de los borelianos de R

B(S) Algebra de los horelianocs de S



Resumen

Esta tesis tiene por objetivo estudiar la existencia del fendmeno de resonancia cudntica
para los siguientes dos modelos: una barrera de potencial en dimension tres y una
versién similar al modelo de Friedrich. _

El primer modelo tiene relacién con un Hamiltoniano de la forma H = =A+V
en ¢l espacio R®, donde V es un potencial de clase C* acotado, no negativo y de
soporte compacto, La cantidad P,(t) dada por Fu(t} = (i, e )P ¥ T{p) su
integral en toda la recta, son analizadas aqui. Se logra probar que P,(t) tiene un
comportamiento de tipo casi-exponencial, como consecuencia de estimar la diferencia
(0. ™tz — e~Pote=<M| para todo t € R, con un error que depende de ¢, donde el
vector ¢ estd relacionado con una solucién saliente 1, esto es, ¢ es una solucién de la
ecuacion —AY + V()¢ = (ho — i€}y donde Ag,e > 0. La existencia de un vector
para el cual P,(t) tiene el comportamiento antes sefialado es una de las maneras de
caracterizar la presencia del fenémeno de resonancia.

También se obtienen estimaciones para 7((), mostrandose que se comporta en la forma,
¢~ cuando ¢ es pequeiio. De esto se sigue que 7(¢p) es finito pero grande si el ndmero
Mg — i€ esta cerca del eje real.

El segundo modelo es una perturbacién continua de un operador con un autovalor
simple. Concretamente U(w) = Upe= TP 4y € R, w > —1, donde Uy es el ope-
rador unitario en L*(R") definido como la multiplicacién por la funcion e con
v € R, |jo]| = 1, P es la proyeccién ortogonal sobre ¢ y T' > 0, T # 2mm,m € N.
Se aswme que el operador U(0) tiene un tnico autovalor 2p = e*Bo con tfp su corres-
pondiente autovector y U(w) no posee autovalores si w es pequefio. Se considera la
expresién andloga a T{y) para el caso antoadjunto:

Tw(to) = Z l(lbo,U(’w)k%)P

k=—00

la que es estudiada como funcién del pardmetro w. Bajo la hipétesis adicional que el
vector ¢ es analftico, se muestra que 7w(¥p) es del orden de w2 cuando w tiende a
cero. Al igunal que para el modelo anterior, la estimacién lograda implica la existencia
del fenémeno ya mencionado en este caso.



Introduccion

En general, segiin el formalismo matematico de la mecénica cudntica es posible asociar a
un sistema cuéntico, una familia de operadores autoadjuntos dependientes del tiempo
(H(1))er definida en un espacio de Hithert 7, conocida como el Hamiltoniano del
sistema. La dindmica generada por tal sistema puede ser descrita por una familia U (¢, 0)
de operadores unitarios en H, con la propiedad U (0,0) = I, donde I es el operador
identidad en M. Para un estado v, esto es, un vector de norma uno perteneciente a H,

la cantidad:
(1) Ptp(t) = '(‘10! U(ta 0)‘10)!2

representa la probabilidad de que la particula inicialmente en el estado ¢ permanezca
en dicho estado en el tiempo ¢, o sea, que no abandone el subespacio generado por ¢,
el cual es denotado por {({g}). En el caso auténomo, esto es H(i) = H, la cantidad (1)
se escribe como:

(2) P,(t) = i, e o)

El comportamiento de P,(t) en {2) depende de las propiedades espectrales del opera-
dor H. Por ejemplo, cuando el operador H posee un autovalor A con @ un respectivo
vector propio, se tiene P,(t) = 1 para todo t. Esto significa, desde €l punto de vista
fisico, la existencia de un estado representado por el autovector ¢ en la cual la energia
es precisamente A, y el sistema permanece en el subespacio {({¢}) para siempre. Tales
estados son denominados ligados o estacionarios.

Se produce una conducta totalmente distinta si el operador H es absolutamente con-
tinuo, va que por el lema de Riemann-Lebesgue, P,(t) tiende a cero cuando [f] crece
al infinito, lo cual quiere decir que el sistema no permanece en el subespacio ({v}),
sino que lo abandona a medida que {t| crece. En ese caso resulta interesante saber la
manera en la cual la probabilidad P,(t) tiende a cero.

Una cantidad importante vinculada directamente con B,(t} en (2) es lo que se co-
noce como el tiempo de vida del sistema en el estado o, el cual es definido por la

integral:

3) rio)= [ R

—c



En mecénica cudntica este niimero es interpretado como el tiempo que permanece el
sisterna en su estado inicial . Es inmediato que al haber un autovalor, su correspon-
diente estado estacionario posee un tiempo de vida infinito. Sin embargo, en varios
modelos donde no hay presencia de estados estacionarios, modelos cuyo Hamiltoniano
corresponde a un operador absolutamente continuo, se ha detectado un fenémeno bas-
tante peculiar: el de la existencia de estados en los cuales el tiempo de permanencia
es muy grande que puede ser confundido con un tipo de estado estacionario y por lo
tanto tener asociado una especie de autovalor. Este fendmeno en la literatura fisica es
denominado resenancia del sistema cudntico.

Para los sistenmas antonomos varios interitos de caracterizar esta nocién han sido desa~
rrollados a lo largo de los afios. Se menciona a continuacion algunas puntos de vista:

A) Para un sistema con Hamiltoniano H hay presencia del fenémeno de resonancia

sf existe un estado @ (denominado estado resonante) y un nimero I' >0 (ancho
de energia) tal que P,(l) = ¢ T* para todo t > 0. Notar que de esto se deduce
P,(t) = e~TlHl para{ € Ry en tal situacién el respectivo tiempo de vida 7() en
(3) es igual a I'™!, por lo tanto es grande cuando I' es pequeno.
Sin embargo, como es sefialado en [37], esta definicion resulta ser contradictoria
en el caso que el operador H sea semiacotado inferiormente (consecuencia del
teorema de Paley-Wiener). Entonces comiinmente se reformula la condicién an-
terior en el sentido de requerir que esta igualdad se cumpla en forma aproximada
v, en algunos casos, s6lo para tiempos ¢ ni muy grandes ni muy pequenos. En
este sentido, el sistema presenta estados resonantes si P,(t) tiene un decaimiento
exponencial, salvo un error pequefio.

B} Una resonancia (también llamada frecuencia dispersiva) es un polo con parte
imaginaria negativa y pequefia {0 sea cercano al eje real) obtenido de una conti-
nuacién analitica al semiplano inferior de (¢, (H — z)"1p), definida inicialmente
en ol semiplano superior para una cierta coleccién de vectores ¢ € H. En mu-
chos casos este polo resulta ser antovalor de un cierto operador no autoadjunto.
Tal operador surge de asociar 2 H una familia de operadores H(f) con 8 un
pardmetro complejo perteneciente a alguna franja |Im8} < a. El espectro de este
operador no intersecta en general al eje real para Imf # 0, y en algin sentido
es una deformacion del espectro de H. La forma de construir H(#) es parte de
un procedimiento conocido como dilatacidn analitica (complex scaling) (para los
detalles de este método y varias aplicaciones véase 19, 32, 36, 37)).

C) Pertubacién de sistemas con presencia de estados estacionarios: Se considera un
Hamiltoniano H que posee un autovalor aislado Ao v H,, un Hamiltoniano absolu-
tamente continuo que converge en alguna forma a H, cuando n tiende al infinito
{en este sentido M, es una perturbacién de Hp). Se dice que el sistema perturba-

do se encuentra en resonancia si existe una sucesién de términos positivos {Cn}
con T',, tendiendo a cero, tal que la probabilidad P(t) = |{ip, e HHnm 20l 0} 12 ge



comporta como e, donde y es un vector propio asociado a Ag.

En ese caso, para ¢ en compactos, P (t) decae casi-exponencialmente si n es
suficientemente grande. Es posible concluir en algunas ocasiones, que el tiempo
de vida 7,(i) es grande para n tendiendo al infinito.

Es importante hacer notar que para una amplia clase de operadores H, se puede esta-
blecer una relacién entre las definiciones A) y B) en el sentido que la existencia de una
resonancia z, implique la existencia de un estado resonante ¢ tal que F,(t) decrece
como o™t Por otro lado, en 1as condiciones sefinladas en C) se produce el fendmeno
conocido como concentracién espectral (22, 32]: el soporte de la medida espectral del
operador H, en el vector propio ¢ de Hp tiende a “ concentrarse ¥ en una vecindad
arbitrariamente pequefia de Ay cuando 7 tiende al infinito {en [12, 20] se discuten al-
gunos perspectivas entre concentracién espectral y el fenémeno de resonancia).

En el presente trabajo vamos a examinar el fenémeno de resonancia en dos mode-
los bien especificos.

El primero pertenence a la clase de las perturbaciones del Laplaciano en el espacio
R3 de la forma H = —A + V donde V' es un potencial acotado, no negativo y de
soporte compacto. Tal modelo es un caso particular de los comiinmente denominados
harreras de potencial, los cuales son de la forma H == —A V., donde V es un ope-
rador de multiplicacién por una funcién V(z) no negativa que se aproxima a cero en
el infinito. Para este tipo de modelos se espera que P,(1) tenga un decaimiento en
el tiempo de la manera expresada en A). La estrategia empleada para conseguir este
comportamiento es sugerida por el hecho de observar que si se considera un vector ¢
como una solucién de la ecuacion de autovalores:

(4) D+ V(z)p= (o —ic)y

con € > 0 se obtiene formalmente P,(t) = e~?*. Naturalmente tal solucién no puede
estar en L2(R®) {en otras palabras Ay — ic no es un antovalor de ). A pesar de esto,
la idea de considerar soluciones de la ecuacién (4), de alguna manera permitird encon-
trar estados ¢ para los cuales P,(t) manifiesta un decrecimiento casi-exponencial. Al
respecto, se conoce que una estimacién de la forma

(5) (g, €7t ) — e Pofem M| < ef(log )

para todo f € R, donde f es una funci6n lineal, fue obtenida en el caso unidimensional
en [23], donde se considera un operador de la forma H = ——d%zz- + V(r} en L3R
con condicién de Dirvichlet en r = 0 v 1 es la funcién truncada y normalizada de ¢,
con > una solucién no trivial de (4). Tal resultado se generaliza en [24] eliminando la
condicién de soporte compacto v asumiendo que V € C*([0,00)) es convexa fuera de
un intervalo {0, B].

Logramos establecer la estimacién (5) aquf para el caso del operador H = —A + Viz)
en LE{R?), con V de soporte compacto ya mencionado, de clase C' y ademas radial.



Cou el fin de probar esto, se modifican de mnanera copveniente las técnicas empleadas
en [23, 4]. La idea fundamental estd basada en el uso de la identidad:

+-co

(6, e~ ) = %f e MImig, (H—A— i0) ™" ¢) dA

-0

valida para un operador autoadjunto H en un espacio de Hilbert H, donde
ImeH—A—mYW»=ygim@AH-A—MY%)

El decrecimiento casi-exponencial obtenido es una consecuencia de estimar el lado
izquierdo de (5) para Ay —ic una resonancia y 1 un vector asociado a la correspondiente
solucion saliente. Como

400 €

i o0 ) . 1 )
e—Muf.e«fltl — _]; f e~ M Im (,\ — o — T:(:') d) = = f e—z)\i . d\
TJ_so T Jx ()\ i A{)) + €2

es la transformada de Fourier de la Lorenziana, se sigue que,
(6)
: ) 1 [T
l(w}e—zh’t,w) _ e—z)\ote—f[ﬂl < __/

™ J o0

dA

ey —1 3

Py, (H = A=i0)70) =
v el problema se reduce a estimar la norma L! de 1z diferencia entre la parte imaginaria
de la resolvente en el eje real, también conocida como resolvente generalizada, y la
funcién Lorentziana para un valor de ¢ adecuado. Este mismo razonamiento es usado,
via el teorema de Plancherel, para conseguir una estimacién en el caso L2 (similar a
la obtenida en [4]), lo cual permite encontrar una cota inferior para el tiempo de vida
7(¢) en términos de la parte imaginaria de ]a resonancia. Mas precisamente, también
conseglimos para € pequeno

@ ()2 211 - (CEU()

donde C' = C{yp), lim,_y U (e} = 0 concluyéndose que (1) es muy grande si la reso-
nancia esta cerca del eje real.

En esto consiste el primer capitulo de la tesis. La estimacion (5) es obtenida como
consecuencia de encontrar una expresion para {H —A— #0)~! la resolvente generalizada
de H. La hipétesis que el potencial V' es radial, permite representar £ mediante una
coleccitn numerable de operadores autoadjuntos de la forma H; = —% +V({r)+ 5-(%11
en L*(R*) y por lo tanto expresar la resolvente generalizada de H en términos de la
correspondiente resolvente generalizada de H;. Para este operador se obtiene una de-
signaldad similar a (5) (teorema 1.2) por una aplicacion de las ideas descritas en [23).
Ademds se logra estimar el tiempo de vida del respectivo estado resonante (corolario
1.1). Debe notarse, sin embargo, que los calenlos empleados se dificultan considera-
blemente pues el potencial V(1) + %";1—) no tiene soporte compacto y es singular en
r = 0. Por @ltimo, la relacién entre H y H; proporciona los resultados de decaimiento
casi-exponencial y tiempo de vida grande (7) {teorema 1.4y corolario 1.2).
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en términos de z;{w)* para todo L € N y utilizar algunos clementos de teorfa de
perturbacién analitica para operadores.

De ésto es o que trata el segundo capitulo. Se comienza caracterizando los autovalores
para el operador U = Uy + CUpP, donde Up es un operador unitario arbitrario en
un espacio de Hilbert H, P es la proyeccion ortogonal sobre ¢ € Hy¢eC Tal
caracterizacion esté determinada en términos del vector ¢. Cuando U = Upe P con
U, el operador de multiplicacién por la funcién e~T¥%, este operador €8 unitario se
escribe en la forma anterior, donde ¢ =e T ~1. Se verifica que U tiene un autovalor
2 = B si y s6lo si la funcién ¢ se anula en el conjunto R = UpezRm donde
Rm=1ycRtiv-y= Pm} COR P = ~T-Y(Ey + 2m7), la funcién definida como

e~ T ()
(12) V@) = e
pertenece a L*(R") ¥ satisface {p,¢) = —%., En ese caso zg es simple y 1o = ¥,

¢ € C, es un correspondiente antovector. Para la familia de operadores unitarios Ulw)
en (8) se sigue también que U(w) = Uy + C(w)UpP, con ({w) = e~Tw+) — 1, La ca-
racterizacién anterior muestra que U(w) no tiene autovalores si w # 0. La suposicién
planteada de asumir que  €s U vector analitico implica, entre otras cosas, que U(w)
no tiene parte singular continua (teorema 2.2). En conclusion, U(w) es absolutamente
continuo si w # 0. El método de traslacién analitica transforma U(w) en el operador
U(w) = Up(w) dado por U(w) = Up+B(w)Us Py con & fijo, Im 6 > 0y B(w) = e~ —1.
De acuerdo con la teorfa de perturbacion, la familia U(w) depende analiticamente del
pardmetro w, luego las funciones (z;(w)), que son los autovalores de (w) tienen tam-
bhién esta propiedad para w en un pequeio disco centrado en z = 0 del plano complejo.
Ademas e-TIm8 < |z;(w)] < 1y 24(0) son los autovalores de U(0). En particular una de
estas funciones, denotada por A(w), satisface A(0) = zo. Se establece una relacion entre
(v, U (w)n) ¥ 2 (w)* la cual lleva a estimar el tiempo de vida T.{1p) en términos
de I\(w}l* (igualdad (2.63)). Esto hace necesario determinar algunos coeficientes en
el desarrollo en serie de A(w) para asi establecer el resultado buscado (11) (teorema 2.4).

Ademés de los dos capitulos ya mencionados, esta tesis consta de cinco apéndices.
Los cuatro primeros apéndices proporcionan todos los argumentos técnicos que hacen
posible justificar los resultados obtenidos en el primer capitulo . El quinto apéndice
cumple el mismo rol para el segundo capitulo.

Tanto los resultados citados en 4, 23, 24] como los ohtenidos en el capitulo 1 se apoyan
en el hecho de agumir que hay resonancias. Este es un asunlo bastante no trivial ¥
que lha llevado a considerar resonancias en un contexto m4s amplio. Se mencionan
aqui por ejemplo el estudio de resonancias para la ecuacién de ondas, ondas elasticas
v operadores diferenciales mas generales. Algunos resultados obtenidos en este campo
dan una respuesta al problema reciproco: la existencia de regiones del plano complejo
libres de resonancias (véase [5, 9, 15. 26, 11], aunque en €l apéndice de este ultimo
se muestra gue hay un conjunto numerable de resonancias). Otros resultados tienen
relacion con estimaciones de ta funcién n{r) que cuenta el ntimero de resonacias en el
disco de radio r para el operador de Schrodinger (ver (18] v las referencias contenidas
alli).

12



En ¢f segundo modelo ilustramos el fendmeno de resonancia en ¢l sentido de C), con-
siderando una perturbacién continua a partir de un operador con un autovalor simple.
Fl modelo a estudiar es un anslogo del modelo de Friedrich en [2]. Més precisamente

(8) Ulw) = Upe TP e R w > —1

con Uy el operador unitario en L?(R™) que actia como (UpfYz) = e~= f(x), donde
veER v =1sin>1,yveR v#0sin=1 Pes la proyeccidn ortogenal sobre ¢
yT >0, T # 2mm, m € N. El operador U (w) puede ser considerado como Ia evolucidn
en el tiempo T asociada formalmente al Hamiltoniano definido por:

(9) H(t) = Hy+ (w+1)P i §(t — mT)

M=—00

donde & es 1a distribucién de Dirac. Notar que H(t +T) = H(t), o sea (H ())ier €8
periédica de perfodo T. En nuestro caso el operador U(w) = U(0, T, w) es el operador
de Floquet asociado a la familia H(t) en (9). Los sistemas que tienen un Hamiltoniano
de la forma (9) se conocen como sistemas golpeados (kicked system) y han sido bastante
estudiados desde el punto de vista del espectro de su respectivo operador de Floquet
(véase [6, 14] y las referencias contenidas allf). -

Las hiptesis sobre el operador U(w) son las sigulentes: para w = 0, el operador
U(0) tiene un autovalor zp = €% con ty su correspondiente autovector y U(w} no
posee autovalores si w es pequefio. El objetivo es estudiar 1a evolucién en ¢l tiempo de
vida Tw(30g) del vector 1 bajo la perturbacion U (w), donde 7,,(%) es definido ahora

como,

(10) (o) = Y (%o, Uw) o)

k=—00

2

El resultado obtenido muestra que (%) es finito y del orden de w™ cuando w es

pequeno. Mas precisamente
(11} Twlthy) = Cw™? + Ow™)

cuando w — 0, donde la constante C' depende de la dimension considerada.

Para lograr esto se asume como hipotesis adicional que ¢ es un vector analitico, en
un sentido a precisar mas adelante. De esta manera es posible aplicar el método de
traslacién analitica (el cual se asemeja al de dilatacién analitica mencionado antes). La
condicién sobre ¢ permite considerar un operador no unitario Uy (w) con # perteneciente
al disco S, = {z € C,]z| < a}, para algin a > 0. Se verifica que el espectro esencial
Teas(Up(w)) es el conjunto {e=TImiy 1 2 € C,|z| = 1} y para [ m@ > 0 el espectro
disereto ogia(Us(w)) estd incluido en {z : e~TIm8 |21 < 1}. Ademas, se muestra
que los autovalores z;(w) de Uy{w), contenidos en la regién anterior son también polos
asociados a una extensién meromorfa de la resolvente de U{w). Por lo tanto pueden ser
considerados también como las resonancias asociadas al operador U (w) en el sentido
de B). El procedimiento que permite estimar (i) sigue de expresar {1, U (w) 1)
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Capitulo 1

Decaimiento exponencial para
barreras de potencial en el espacio
RS

En este capitulo se establece para el operador de Schrédinger H=-A+V(x)en
L2(RY) que la cantidad Pu(f) definida en la ntroduccién posee wn comportamiento
casi-expouencial en el tiempo ¢ cuando el vector 4 es un estado resonante, o sea ¥ esta
relacionado con una solucién saliente ¢ asociada a una resonancia para este operador.
Esto proporciona una estimacion del tiempo de vida 7(i) (ver introduccién). El resul-
tado es obtenido suponiendo que el potencial V es de soporte compacto, de clase Cly
radial. Esta @ltima hipétesis lleva a estudiar la cantidad P,{t) para caso del operador
H; = —d%% i—“{l—} + V(r) en L*(R*) el cual resulta de H via el empleo de la descom-
_posicién en esféricos armonicos. Se logra mostrar el comportamiento casi-exponencial
de Pu(f) para H; (teorema 1.2) y de ahf se obtiene como consecuencia el resultado ya
sefialado para H (teorema 1.3). A partir de estos resultados el tiempo de vida 7(2) se
caleula como del orden de {—Imky)™" donde ko es una resonancia para H {corolario
1.2). La condicién de suavidad asumida para la funcion V es discutida al final del

capitulo.

1.1 Estudio de la resolvente generalizada

Sea V una funcién real y medible definida en R” satisfaciendo la propiedad
(1.1) Viz)| <CA+iz))™”  p>2
Dendtese {r) = (1 + |z|2)/2. El siguiente resultado establece algunas propiedades

relacionadas con el espectro del operador I = —A+ V definido en L(R™):

Teorema 1.1 Para el operador H = =O +V, con V verificando la condicién (1.1},
las siguientes propiedades son vdlidas:

13



a) No tiene espectro singular continuo.
b) Su espectro positivo es absolulamente continuo,

¢) Tiene a lo mds una sucesion de autovalores negativos, cada uno de multiplicidad
finita que solo pueden acumularse en x = 0. También posee a lo mds una sucesion
de autovalores positivos satisfaciendo lo anterior.

Ademds, lo funcion R(z) = (z)~'R(z){x)"" con | > 1, donde R(z) = (H — z)7},
es continuae en lo norme de L(L*(R™)) en el plano complejo cerrado C \ [0,00) con
excepcion del punto z = 0 y de los autovalores negativos de H.

La prueba de este resultado es dada en {40]. La parte final del teorema 1.1 se conoce
como ¢l Principio de Absorcién Limite para el operador de Schrodinger H. Lo que se
estd afirmando es que la aplicacién G : 2 — R(z) es continua del plano complejo cerrado
C\ [0, 00) en el espacio £{L?(R")) de los operadores lineales y acotados, salvo el valor
z = 0 v los antovalores negativos de H. Lo del plano complejo cerrado C \ [0, o0} se
traduce como:

Para todo A > 0 existe R{A % i0) los valores de frontera de la aplicacién G que son
dados por R(X £ i0) = limg_yR(A £ #d). donde la convergencia es en L(LAR™), v
eventualmente R{X + 10) # R(X — i0). De esto se sigue que R(A £ i0) € L(L*(R™)) v

(1.2) R(A £ i0)p = lim R(A % if)p

uniformernente en ¢ € L?(R™). Es importante notar que el caso en que la funcién V
es radial, 1a condicién (1.1) muestra que H = —A + V' no posee autovalores positivos.
Esto es una consecuencia de {[32] pag. 225),

Proposicién 1.1 Sea V funcidn redial en R™ satisfaciendo
o0
/ WV(r)ldr <o
a

para algin a > 0. Supdngase que V € L2(R™\ {0}) y sea H una extension autondjunia

de —A +V en CP(R™\ {0}) que conmula con rotaciones. Enlonces H no tiene
aulovalores positivos.

De la proposicién 1.1 se tiene:

i V' es un funcidn radial, no negativa que verifica la igualdad (1.1), entonces el opera-
dor H no tiene antovalores, esto es o,,(H) = 6.

Consecuencia de los resultados anteriores es que el operador H es absolutamente con-
tinno.

Sea = € L2(R"), se cumple que ()~ R(A£i0){z) "¢ € L*(R"), luego R{A+£i0){x) o e
LR, dy), con dp = {z)~2dz. Por otro lado, para dv = (z)¥dz se tiene (z)~'p €
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LA(R", dr). Entonces Ran{{x)™") = L*R".dv) y LA(R*) C LAR™, dp) donde la inchi-
sion os estricta. conclnyéndose que RAL) L*R", dv) — LA(R", du) es un operador
acotado conocido como la Resolvente Generalizada y,

(1.3) R() 0) = lim R(A = i)

es valido en la norma de £(L*(R", dv), L*(R™,dp)). En particular,

(1.4) R(A £ i0)p = lim RO\ =i, pe LR dv)

donde la convergencia es en L*(R™, dyt). Ademés obsérvese que,
(1.5) L2(R", dy) C LE, (R") y LYK, dv) = LA(K) = L*(K, du)

loe:

para ¥ € R™ un compacto arbitrario.
Sea V € L*(R%) un potencial con soporte compacto contenido en la bola abierta
Bp = B(0,R). Sea ¢y € L*(R®) y us = u() +14, ) solucién en el sentido de las distribu-
ciones de la ecuacion —Aug+V (z)us = Kus+1, € R?, con k2 = A+i8, para A, 6 > 0.
Esto es ug = R(A + 1)1 = (—A + V(z) — k*) 7. Luego u; € H2 = D(H) = D(-4),
y por el lema de Sobolev us € C(R?).

En el caso que 1P tiene soporte compacto contenido en una bola Bg, con By > R
se sigue que en el conjunto R3\ Bp la funcién us satisface,

(1.6) — Ay = kug + 9

en el sentido distribucional, por lo que los teoremas de regularidad eliptica {17] impli-
can que us € C°(R3\ Bg), luego us € H>N C(R?\ Bg).

Denétese u(X,-) = B{X +i0)y. Se tiene:
Proposicién 1.2 La funcidn u(},-) satisface la ecuacion
(L.7) —Au(\, )+ V(@A) = A, ) + Y

en el sentido de las distribuciones. En particular u(A,-) € € (RY).

Demostracién: Como ¥ € L2(R?, dv) se cumple que u(}, ) € L2(R®, dy). Ahora, para
he C°(R3) se tiene,
(= AR+ V(@)h = (A i0)hyus) = (b, —Aug + V (z)us — A+ i8)us) = (b, ¥)

Sea g5 = ~Ah+ V{x)h — (A —i6)h. De (1.5) se sigue,

[{gs-us — u(A )} < fm|96(3-’)H'Uf5(3«‘)*U(A,I)|d#=/ { )Iga(m)llw(m)—u()\,m)ldﬂ
3 soplgs

[Fa

Cllgsllra@eyllus — 2 )l 2@s.an)
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Entonces haciendo gp = —Ah + V(2)h — Mk se tiene,

({96, us) = {go. w(X, N £ Ngs,us —u(X, )]+ [{gs ~ go, u(X, )]
< lgsllemsyfin 6‘u(}‘a')lle(R3,dﬂ)+JHhHLZ(R“’}”U(A:')l!LQ(R:*,d#)

pero J|gslirzmsy < || — Ah+ V()| 12msy + C||hl| 12y, 51 8 es pequefio. Luego
(~Ah+ V{z)h — Ah,u(A, )) = (gﬁsu()\v 0= }si_lz%(géa us) = (h,¥)

lo que muestra la igualdad (1.7). En particular u{},-) satisface la ecnacién (1.6) con
d = 0. por lo tanto u(A,-) € C°(R3\ Bg). Ademds del hecho que ¥ € L*(Bg,,dv)
se tiene de {1.4) que u()\ ) € LM_(]R ). Esto ultimo v la regularidad eliptica permiten
concluir que u(A,-) € H2(Bg) y por lo tanto u(A, -} € C(Bg). [

Este resultado muestra que Ran{R{X +i0)) C C(R?).

1.2 Solucién Saliente y esféricos armoénicos

En esta parte se escoge una funcién v especifica, mas precisamente 1/ = XBg, ¢ €OL
Ry > Ry ¢e L} (R®) solucién no trivial del problema:

(1.8) Do+ V(p=2p, zeR®

donde 2 = ki = Ag—ie con Ag > 0 v ¢ > 0 satisfaciendo una cierta condicién saliente en
el infinito, que sera precisada pronto. El niimero complejo kg se conoce como resonancia
asociada al] potencial V' y ¢ es denominada solucién resonante. De la regularidad de los
operadores elipticos y el lema de Sobolev, se puede ver que ¢ € C(R¥) N C=(R3\ By).
Sin embargo esta funcién no pertenece a L>(R?), pues asumiendo lo contrario se tiene
Ay = (V{r) — z}¢ € L*(R?), luego ¢ € H? = D(H) lo que no es posible.

La condicién saliente es establecida mediante una definicién equivalente del concepto
de resonancia: Un ntimero complejo by es una resonancia para el operador H si es un
valor de k tal que la ecuacién integral

iklr—y!
(1.9) plr) = — /B ———V(y)o(y)dy

A7z — Y]

tiene una solucidn no trivial. En el Apéndice D se muestra que las identidades (1.8) y
(1.9) son equivalentes, también se comprueba que tal numero ky cumple Imky < 0y
que la igualdad (1.9} puede ser reescrita como:

ikjz|

wle) = T @), |z] grande

donde Q(z) es acotada. Entonces para k = ko,

(1.10) olz) = O (BI:IJ) 1a] = oo
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La expresion f(k,x) en el lado derecho de la icualdad (1.9) tiene sentido para todo
k € C. De la desiguldad |¢#7~3| < e~fmklai=tl) gi Imk > 0y |z| > |y|, se sigue que el
lado derecho de (1.9) es acotado por

e—lmk!zz}

(1.11) pr

fB 1 (3) o ()l

luego f(k,z) decrece exponencialmente si |z| — oo para Imk > (0. Notar que flk,-) e
L2(R?) y de acuerdo con la observacién C.2 del Apéndice C se puede realizar la descom-
posicién de f(k,) en esféricos armdnicos ( fim{k, ), v obtener de la expresién (1.11) el
mismo comportamiento exponencial para fym{k,7).

Ademas f(k.7) satisface la ecuacién Af + k2f = 0si |z| > R. Entonces las funciones
fim(k,2) cumplen la ecuacién

o1+ 1)
TQ

— I (k,m) + fimlleot) = B fim{k,7) , 7> R

v la igualdad (B.8) del apéndice B permite concluir:

(1.12) Fim (k) o €7 7 — 00

(se cumple: fim(k,7) = Cp{r)e’*", con p(r) acotado para r grande). Siendo fi(k,z)
una fumcién en la variable k analitica en todo C, (pues f{k,z) tiene esta propiedad)
se deduce que (1.12) es también valido para k = ko. O sea, el comportamiento en

el infinito (1.10) mostrado por ¢ se preserva para (¢opm) sus componentes en esféricos
ATMOnICOSs.

Por la seccién anterior se tiene que us = R(A + @)y, Sean Us = XBp,Us ¥y ¥ =
XBr, ¥(A. +) con Ry > R,. Considérese v (X, ), Tm(A+id,} ¥ U (A + 16, -) las compo-
nentes en arménicas esféricas de v, s y us. Notese que LA + 8, ) = X[0,By) Uim (A +
i8,) ¥ Yim Koy ) = X[0,Ra)Pim (Ko, -} Se tiene

(L13) (%, (F — A—i0)79) = (p,u(), ) = (¥,0) = Y D (Wm: v (X Dz

=0 mi<!
Entonces de la inclusién (1.5) se sigue,

ST ST (4 18 = O Misgey = 120 D B3 +860) = tim{, VYo ()|

I=0 |m|<] i=0 |mi<!

= |ius - U”iﬂ(Bng.d;L) < {lis ~ 1’”%2(3[&3,@) -0
si 6 — 0. Luego ||l (A +8,-) — vim{X, i@y — 0 cuando & — 0. O sea,
(1.14} Ui (A + 18, ) = vum{ A, -)

en L2(0. R2). v la convergencia es uniforme en v m.
Ahora, astimase que la funcién V' es radial. Entonces por 1a seccién 3 del Apéndice C,
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se sabe que la descomposicion en esféricos armdnicos indnce una representacion para
el operador H en términos de una familia de operadores (H;) en L*(R*) dados por,

d* +1)
{1.15) H = —53 +Vi(iry+ 5

con dominio

(1.16) D(H)) = {f € L(R*) : f, /' € ACioe(R*), f(0) = 0, H,f € L*(R")}

por lo tanto st & = k2 = A+ 98 w{k, ) = (H; — k) b, € D(H;) El lema A.2 del
Apéndice A implica en este caso: :

(1.17) U (8, 7) — Um{A, 7}, § = 0

para todo r > 0, donde

(1.18) um(A,7) = (Hy = A = 0) " im

es la resolvente gemeralizade de H;. Del hecho que la convergencia (1.14) muestra
la existencia de una subsucesion de {4, (A + 46, 7)) convergente para casi todo punto
A€ R* a1, (A7) en (0, Rs), se deduce de (1.17} que tym{A, r) = wm(A,7) en (0, Ry).
O sea v (A, ) = Xjo.Ro)Uim(A, -). Luego (1.14) se reescribe,

(1.19) s (H =X =07 9) = 5 5 (i, i, Y o
1=0 |m|<!

esta igualdad cambia el problema de estimar (), (H — A —i0)"'4) a realizar un estudio
de (Ym, (Hy — A —i0)"fy,) lo que justamente es el objetivo de la proxima seccidn.

1.3 Caso unidimensional

Sea H; el operador definido en (1.15) donde V € L®(R™) es no negativo y de soporte
compacto contenide en {0, R], cuyo dominio es dado por (1.16). EI operador H, es
positivo y luego su espectro est4 contenido en [0,2¢). Nétese que ﬂfr-*;—l—) + V(r) es un
potencial singular en r = 0 ¥ no tiene soporte compacto, por lo gue no estd incluido en
aquellos que son objeto de estudio en [4, 23]. Sin embargo los métodos utilizados en los
articulos citados se modifican de tal forma que el caso singular puede ser analizado aqui.

Sea R; > R y considérese una funcién f € L*(R*) dada por
(1.20) ! = Xom¥
donde ¥ € L} ([0, 00)) es una solucién de la ecuacién

loc
—y" + Sy V(r)p =iy ,r >0
(1.21)
P(r) v e — oo
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donde k2 = Ap — ie con Mg, e > 0. Aca se estd considerando a V8 con ~m < argd < .
Por lo tanto ¢ € H3,.([0,00)) pero 9 ¢ L*(R).

De acuerdo con la identidad (A.22)} en la seccién 3 del Apéndice A se tiene:

Ry ' o .
./u f w{A,y)dy = :\-—Uﬂ——||f|[2 /(f=“2(A»X?I)/\(fi):’1 (_.f,)\1|21(/\= 1 Ri)

donde u; (X, ), us(}, -) son soluciones linealmente independientes de la ecuacién

(1+1)
,r-2

(1.22) - + V{rju+ u=Xu, r>0

satisfaciendo propiedades bien especificas, T = —Wp, con Iy el wronskiano de uy (A, -), uz(A, )
yw(X,-) = (H — X —i0)7!f. La ignaldad anterior se escribe,

1) (o= Ll PO g e N

Sea la funcién F(A\) = Im{f,w(}, }). Equivalentemente,

el f1Zs (W(f, up(X, ) (R)W (f (X, '))(31))
(A= D)2 +¢€ T|Ag — i€ — AP
Sea T(A) = TIW ([, ua(A, IBR)W(F,ua(u, ) (R1) v definase,

(1.25) B = mirmfm

(124)  F()) = +Im

El objetivo es estudiar la funcién (). Concretamente analizar si h € LP{R™) para
algin p > 1.

Como fue mencionado con anterioridad u1(),-) v ug{},-) son soluciones linealmente
independientes de la ecunacién (1.22). Del hecho que el soporte de V esta contenido en
(0, R], de la igualdad (B.9) del Apéndice B se tiene que ur(A, ) ¥ u(A, ) pueden ser
escogidas para r > R de la forma:

‘ S TR G A Un )L
(1.26) w (A7) JZAJ (Vir) A; CESIE)

1

(1.27) wm(Ar) =3 B(VAr) e | By = (I+4)...0—-j+1)

. — eC
= JH{—2i)

Se verifica que Wy = ! (véase el Apéndice B). Ademds de acuerdo al comportamiento
asintatico (1.21) de 4 en el infinito, se tiene que la funcién f (r) satisface,

i
(1.28) J(r) = Cxprytizlbio,r) = Y _ Bj(kr)e™™  R<r <R
i=0
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donde C' & C es una constante y Ry es suficientemente grande. Se verifica que u; (A, -) v
ua( A, -) no poseen ceros comunes {su wronskiano es no nulo). Esto puede ser expresado
de la siguiente manera;

Sea r > R fijo, los conjuntos
{/\>0 UI(A T) } ) U2${1\>0IU2(A,T‘)=O}

son disjuntos. Por su parte, se verifica que si A € U} entonces u(A,7) # 0, de igual
manera A € U implica u (A, 7) # 0. Entonces para A §é U=U VU, donde r > Res
elegido de tal forma que f(r) s 0, es vélido:

_ ! f“r
W(fiu)W(fim) = [f{uy - 71&2)(””1 ful)

lf|2U1u2(§§ - _ﬁ)(:‘f’l - f:‘)

il

Fruw
Luego
i LR AYEC Y A
—,;—W(f,uz)(r)ﬂf'(f,m)("") = If(”')lz(uz E{)_t_;z L

Por lo tanto,

21BN ) = BI][Be(N 1) — B(r)]
f(r)' ﬁl()\,r)",@2(A,T) 4

{1.29) T(A)
donde
_ w0 A _ 1)
W30 B0 ARy PO T Ry
Nétese que, ‘
{ |f(r)Puz(X r)ui (3 r)[Be(Ar) — B(r)]  Aelh
T(A) = L
Fr)Pua (K ryua(A ) [Bud r) = Br)] 5 A€ Ua

Ademds de (1.29) se tiene,

1 - B
. . . 31('\97'}
Aa)\lﬂieug o = ,\ﬁ.,\lllil\llem OB r) = 5(r) (1 - ?ij\w;)
1 AT

= |f(r)P[B2(0,7) = B(r)]

pues limy _y, B1(A, r) = co. Andlogamente limy_», spern T(A) = |F(r)EB(r)—B1(Aa, 7)),
con lo cual se deduce que esta funcién posee discontinuidades de primera especie en
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el conjunto U y por lo tanto es acotada en compactos de R*. Més precisamente dado
K C R* compacto existe M = M(r,K) > 0 tal que

(1.31) IT(\)] < |f(r)*M, paratodoh € K

Ahora, por las igualdades (B.12)-(B.14) del Apéndice B, se tiene
1/2
VA
'U.l(/\,T') = ("—2‘E Jz+1/2(\/XT‘)

donde Ji1/2(2) es la funcién de Bessel de orden I+ 1/2, la cual posee una sucesion de
ceros estrictamente creciente hacia el infinito. De esto se obtiene que U; es numerable
y discreto. Por su parte,

' l
(1.32) we{A,r) = P((Vr) ™)™ | donde P(z) = B’

J=0

es un polinomio de grado I, luego Uy es un conjunto finito con a lo més | elementos
(pudiendo ser vacfo). Se concluye de esto que la igualdad (1.29) es vdlida c.t.p. en R*.

Para r > R y X como antes,

I8 O —FOB A =8tr)]  _  [BOn BB ()= Br)]|B2 (Ar)—Bir)]
B1{Ar)—Ba2(Ar) - Br{Ar)~B2(Ar)
. [B:Or=F DBy (W) —B(r)] + Ba(Ar)—B(r)?
- Bi{Ar)=B2(Ar) Br{dr)—F2{Ar}

ademds de la identidad (A.21) del Apéndice A,

[ ro7e = st - o (7 0 - 1070)
1) f'm) _UOE 1 iy

esto es,
€
(1.33) O = Ty M 1B

de donde la funcién T'(A) en (1.29) queda:

(1.34) T(\) =

1712 {161(A.r)—szq—x,r)}wz(A,r)—ﬁ(ru n ;ﬁg(r\,r)—ﬂ(fﬁ}.

€
Imﬁ(tr) ﬁl(Asr)_ﬁZ{’\lf) ﬁl{)‘7r}_ﬁ2(’\;’")

Por lo tanto,
(1.35)

el /13 By hr) TG ] B2 (Ar)—B(7)] B2 (Ar)=8()2
mT() = 75k {Im ( RESTILLS ) +Im 52()\,r)—-———!ﬁl;,\m)_ﬁg{wz},
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pues 3 (A, 1) es real. Obsérvese de {1.34) que,

L1
m3(r)

para casi todo A € R*. Como |81(A, ) — B(A7)| = |Im Ba2( A, 7)|, la desigualdad {1.36)
implica, :

(L36) ITO)] < B im0 r) — A(r)| + s,

1

oA =i HmT(A)]| < Li(A)

(137) ] =
donde Ly()) estd definida en casi todo A € R por

: _ el 1BfAn =80 s (Ar)—Alr)1?
{1.38) Li(N) = mats {l |2,\,J-,x—z'f;2j + oo A— i [Im B2l r)[}

De acuerdo con la igualdad (1.27) definase,

20 : laraiz de P(z)con|zimas pequesio
& : la menor raiz positiva de P(x)
& : la mayor rafz positiva de P{x)
B* : max{|B;}, : B; son los coeficientes de P(x)}

n<i<l
a; : el primer cero de la funcién Jiu0(z)

donde P(z) es dado por (1.32). Necesariamente z # 0 pues P(0) = By # 0. Ademis
notar que para z € C vale Rez? < (Rez)?. De esto se sigue que si Rez > 0 entonces
VvV Rez < Re/z v en este caso queda,

(1.39) Imiky = Reky = Rev/ Ao — i€ > v X0

luego {kol > v/Ag. Se establecerd una estimacién para la funcién Li()). Para esto es
necesario el signiente resultado:

Lema 1.1 Sea r* > R satisfaciendo la condicion.:

1 1
A 7 > max , - }
( 1) {\/)\g!Zg' AV AgOﬁ

Entonces 32(\,r*) es continua en [Ap, 00). Ademas para todo A € [Ag,00), se cumple

(1.40) 1Ba( 0,7 — VA < f/ii

Demostracién: De la condicién (A;) se sigue que ua(A, r*) # 0 para todo A > A (pues
£1 ese caso ﬁ% < ﬁ < @). De donde B:2(), ) es continua en [Ag, 00).

Ahora, realizando el cambio de variables @ = vAr* se tiene que si ¢ es solucién de
(1.22) entonces w(x) = ¢(J5) es solucién de

w+w=0, paraa:>\/_R

o — [{1+1)
z2
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Ademis w(r) = ¢v(z) con v una solucion de

lu-_zl)v =0, paraz > VAR,

(1.41) o 4+ 240" —

De las identidades (|*) = 2Re(w@), (l¢']*)' = 2Re("7"), multiplicande la ecuacién
(1.41) por T y tomando parte real se tiene que,

(1.42) oy - L oy =
como (&) = -2, se sigue que 7
(l(l;l)i 1) 25(5;1)(11,}2),+;2_M9_§;_1_)_1U[2’

v por lo tanto
{ (l + 1)

()

De este modo, de la 1gua,1da.d (1.42) queda,
l(:’ + 1)| 2y

(+1 "oall+1
(_(_;2_)“_42) +—(—;,;§“—)|'UI2

of? =0,

(WY~ BELn)

huego

I(1+1 "ol +1
(1= 25200) = 2552

integrando entre VAr* e oo y observando que v tiende a cero cuando z crece (1.32),
para A > Ay queda, '

B ORI, W et ) NNy VNt A (@)
(I (Var)| (\/Xr*)Ql (VA )1) zz(z+1)fr iz 2 0,

Entonces M+ 1)
+
'U' \/XT'* 2 < Ty \/X,r* 2,
VAR S £V
obteniéndose
HVEP Y
(V)2 = AP
y como
v'(VArT)
b (A, ) —z\/_ -!-
o(VAr)
se llega a la desigualdad buscada. |

Sea r = r*. Notar que de la desigualdad (A1) se deduce que A(r*} estd bien defi-

nida.
Como consecuencia del lemma anterior, se tiene

Imas (A1) I i+1 l +1

VA S TV o
23
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Por otro lado,

B(r) = alko,T) = iky +

con v{kgr) = P({kor)™!) verificando,
P'((kor)™) = ko 3_(=1)B;(kor) U+

Del hecho que lim,_ v{kgr) = By, se tiene lim, . v(%;’:)) = (.
Entonces, para 0 < 5 < %}Bg| dado y

§ ( 1B* )”-‘" ( 22 B )”"“*”
T >y = Iax — N Y
1<% | \ VAo \|Baol(vAa)en

es valido,
(1.43) |B(r) — kol <
y de {1.39) se deduce, - ; .
T =< 7
.Lueg_,o considerando 1 < min{3, 1{Bol, ”/2_“} y
1 1 [+1

se obtiene del lema 1.1 y (1.43),

(144) 1600 1) =B(r)] < 20+ 1VA~kol , IImﬁg()\,r)[>%\/X, [Imﬂ(r)|>%\/’)g

De esta forma se prueba:

Proposicién 1.3 Sea p > (Reky)*. Entonces la funcién Li(A) en (1.38) puede ser
estimada en el intervalo [p,00) en la forma Li()) < Cie||f|i3g(}), donde

Cy = Ci(e) = ——1+d1\/—g para d = d(e) = }‘I;fl\/)_\—kgi
>p

;

|f kol VA= VRol?

(1.45) g(A) = Po— X — el | VAo — A~ ie]
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Demostracién: De (1.44) se tiene en el intervalo {Ag, 00),
L) < elfl i {20+ VA - | + 22kl |
< el B2E o {0+ B) + L+ VA — kol + gL
< el B i {0 + SIVE = kol + 270 }

Como |VX — kof? = (VA — Rekq)? + (Imko)? > (Imkp)? para todo A > 0 se tiene
que infysp [VX — ko| = |[Imkol. Sin embargo, considerando p > (Reko)? se tiene por
definicién d = | /p — Reko| > 0, por lo tanto 1 < d~*[v/A — ko}, obteniéndose

2730 [ho—A—ic?
2401+ V3Ag) [ v~k [VA-kal?
< E”f“2 o {i,\ﬂq)\—:dz + \/Xg,\o—,\o—id?}
= el fIFEEEE 6()
= Cielfl39(N)

L) < Bt {1+ 4R VA - | + 227}

De esta manera (1.37) muestra que [h(A)| < g(A) si A € {p, 00}, con p > (Rekq)?.
Ahora debe analizarse lo que sucede con la funcién h{)) en €l intervalo ]0, g[.

Para esto se debe estudiar las funciones 3;(A,7) con r = r* cumpliendo la condicién
(Az). Astimase también que r > -&=. Sea 6 > 0 tal que,

§<min{ g (27

entonces Bi(X, r) ¥ B2, r) estdn bien definidas y son continuas en ]0, 6 f con § < X
Como,

!
up(h,ry = Bpe™vM {1 + ZBEIBJ‘(\/XT)_J}
i=1
! !
w(\r) = iVABee {1 +> B Bi(VAy i Z(_j)B(;lgj(\/XT)—(ﬂl)}
J=l1 J=1

definiendo !

ZBolBa:J Qz) = > (—i)By' Bz

=1

se tiene para todo A €]0, 5 [,

(A1) = =iVA {1 + i‘lc?h((\/ir)—l)}

1+ P((vxr)1)
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luego

(VA
Bo(M 1) — ivVA= \/‘ Py e

observando que,
QUVANTY (VN T (=) B Bi(VA) U
1+ P((VAr)™1) (V) + (VA E _, Be1 B (V)
e (VA + e VA2 4 a_1(VA) + ¢
(VO + & (VAT + d (VA2 4+ A (V) + dy

donde los coeficientes ¢;, d; son: ¢; = (~§)By ' Byr U y d;j = By'Byr7 j=1,...,L
Se cumple,

(VI L (VAT aa(VA) +a a |

}\Eléﬁz(A,r) = )l\l_r_l}, (\/X)l + dl(\/j)z—l + d2(\/X)l—2 4.+ dz—1(\/x) + dy = d; R

lo cual implica
. l .
(1.46) }\13% Re Ba( A7) = - /1\1_% ImpBa(rr}=0

Por su parte, reescribiendo ui(A,r) en la forma w1 (A, 7} = (VAr)Ht P (vAr), donde
F(z)=32 =0 AjZ 2% es analitica en todo C y notando que F(0) = Ay # 0, por continui-
ddd emste 7 >0, con T < ay, tal que F(z) 3 0si z € D(0,7). Luego

w(h ) = (1 + DV RE ) + (VA E (VA
Entonces se tiene para todo A €]0, 4],

(L+ DWW | (VRN VA

AT = AR Y R R
_ k1l g PV
o VA F{vV/Ar)
esto es,
_ Ll PO
Blhr) = ——+ V) /)
stendoF"(z) = 24,2 + 4422° + ..., queda F'(0) = 0. Asi,
(147) lim Ay () =

Luego dado 7 > 0, existe 0 < d < 6, con & = &(r,7), tal que si A €]0,4],
BT = A S BT+ 1 180) = ol + o+
< ﬁ+ﬂ+|f€o|+£
< G+ (1+ Vo) + fo]
< 71+ 80+ /%) + ko
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[ImBa(A, )] -
BeBalnr) — AR

De esto es posible mostrar:

Proposicién 1.4 ‘Para la funcidn Ly()) definida en 0, 8] por,

_ eliflid |ImBa (A ll8e{Ar)—B(r
(148)  Lo(Y) = tmati femse? {!ﬂZ(’\”") — B0 + TR A A Imﬁz{f\r))@}
se verifica, .
Ly(N) < Coel| £113 o= i
donde
Co = Cale) = \/A_(ﬁ iz—- 1+ Vo) + |Eol) {1 + (7] +£(1+\/ + i.kgl)}

Demostracién: Empleando las desigualdades anteriores se tiene,

L) < elflikmmomr {lﬁz()\, r) - B(r)] + Lol ;fl,.ﬁ(r—m}
< el o {7+ B VAG) kol + 7+ 2L+ V) + [l
lo que prueba la afirmacion. =

Como de la igualdad (1.35),

1

[h(A)] = Do A—iP

[ImT(A)] < La(A)

se obtiene una estimacién de h(\) en el intervalo |0, 4[.

Falta ver el comportamiento de 2()) en el intervalo [4, p], donde § < Ap < (Reky)? < p.
Para esto es suficiente analizar esta funcién en una pequefia vecindad W de Ag, pues
es conocido que la funcién T'()) estd acotada en el intervalo cerrado W =00 \W
(¢l intervalo [8, p] contiene al conjunto de los ceros de u;(A, ), 7= 1,2y T(A) tiene
discontinuidades de primera especie en ese conjunto). Luego existe M = M(r, W) >0

(véase (1.31)) tal que para todo A € W,

con Oy =

Mf(r)? el flE M < Coell /I3
A= Ao —ie]2  ImB(r) [A— =il T [A-Ao— ie|?

M) =

20
Wik Recordar que,

6‘121_1 _!_(,233*2.{“_,_ + o1z — _é(_..
A+dizt T4+ dod 2+ . diiz+ 4 B(

/32(2, T') = iz +
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luego,

Ahora,
AV Re)  Alko) _ [AV)(B(ko) — B(v2g)) + B(v20)(A(v D) — Alko))]
B(vX) Blko) B(v20)B(ko)

De la identidad 2" ~ 4" = (z — y) vy 2" 5y*" ! = (z = y)Tu(z,y), se concluye que

Lo ) i-1
AV o) = Alk) = D ai=s((vdof — i) = (Vo = ko) D asTy(v Do ko)

j=1 j=t

—

! ' I
B(vX) = Blko) = Y dis(v/ 2o — K) = (V30 = k) 3 iy Ti(+/ Do, Ko)
=t =1
las cuales se pueden reescribir,
AV Ro) = Ako) = (Vho— ko) Fi(v/ 20, ko), B(v o)~ Blko) = (v/da—Fo) Fa(v/ Ao, ko)
de donde,
A(V) A(A’u; < Voo -kl IAGV ) F2(v 0, ko)| + [B(V o)l Fi(v A, ko)

B(vo) Blk |B(v/A0)B(ko)}
Entonces,
(1.49) 182000, 7) — Balko, )| < 1V 0 — kolS(v No, Kio)
con

N |B(v )| Fa(v/ 0, ko)l
S(v 2o, ko) = 1+ [AV M)l Fa(v/ A0, Ko)| + FONEDS]

Por otro lado, del hecho que ua(Ag,7) # 0, se sigue por continuidad que existe W una
vecindad de Ay tal que us(A, 7} # 0. Notar que W est4 contenida en el intervalo Juy, vo]
donde 1 = (?11)2 v Ao < 112, ¥ que el lema 1.1 se puede extender hasta esta vecindad.
Recordar que la funeion T()) satisface la desigualdad (1.36) en todo punto A € W
salvo en aquellos en que uy (A, 7) = 0. Sin pérdida de generalidad puede suponerse que
1y{Ao.7) # 0, y por lo tanto ajustar la vecindad W de tal manera que w (A, ) # 0.
Entonces la funcién T()) se puede estimar en W en términos de la funcién Li(A) dada

por (1.38).

Observacién 1.1 Denétese por {a,} la sucesién de ceros positivos de la funcién de
Bessel Jyy10(x). Para r verificando (Az) yr > % existe m € N,m > 1 tal que
r< g Sir= j—jTg para un (tnico} 7, 1 < j < m, entonces (Ao, r) = 00 y la
designaldad |F(A.7) — Bi(A v} = [ImBa(A, )| es clertamente vdlida para A cerca de

Mo, de donde T'()) se puede acotar por Li{A). En caso que r # ;—;-—D para todo j, debe
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existir 1 <k < m tal que = <r < av“,*—‘, luego Ag €] (%:"-)2 ) (9%)2[}7 uy (Mo, ) # 0
en este intervalo.

Ahora, de las consideraciones anteriores Ja(A,r) es diferenciable con respecto a Ay
se tiene:

95 1y = o AABND - A/ B (/)
O VA B(Vr)?

mas atn, —d—‘i(/\, r) es continua en el cerrado W. Entonces se sigue por el teorema. del
valor medio,

|ﬁ2()\,7‘) 62 )‘07 )l = i%ﬁ?\z Ca

§|x/?\'—\/>\‘o|

Siendo |32(A, ) — Balko, 1) ! < 1BelAr) = Baldas7)| + [B2(Do,7) — Balko, 7)i, de (1.49)
queda para A € W,

1Ba(A,7) = Balko, 7)) < %lﬁ — /a4 1V = kol S(v e o)

Notando que vAg — kg = —}L% implica [v/Ag — kol = T <3 <=, obteniéndose

de esto

- N M=o e ”
(1.50) [B2(07) = Balhou ] £ ==+ 5 \/A—GS(\/E,%), rew

Consecuencia de esta desigualdad es lo siguiente:

Proposicién 1.5 La funcidn Li()) esta acotada en el intervalo W en la forma
Li(N) < €l fIZE(N), donde

(1.51)
E(\) = L{ M If\—’\ultz + eS(vAg ko) A2 S(VAsko)? |, MS(VAgkole 12—l }

24/ [Ag—A—ie IAD—Auée|2+z,\\/"“+ 220 + iR [ho—A—ie?

Demostracién: De la desigualdad (1.50) se tiene,

I;BQ(A%T) _ﬁ2(k01 ?.)12 —_ 4)\,\ |)\ Aﬂlz OS(\/A_Uw kﬂ)z + g\j}%‘i\op\ - )\Dls('\/)\_ﬂa kﬂ)
v por lo tanto

Ba(Ar) = Balkour)] M A=l eS(v/ g, ko)
Do — A=~ 2v/Ayg Po— A —ieP T 2v/Rgho — A —del?

|2(A 1) = Bolko. T} A N S(v/ Ao, ko)? N MS(v/Xo. ko)e A=l
|)\[}"‘/\"—i6|2 = 4dXg 4N QﬁAO |)\9—-,\""’£."€|2
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Entonces para la funcién L;(A) queda:

N M2 o
Li(y) < €!|f||2\/—{ M Dl <SGoko) o B2 S %u)}

e Pa—A—2el2 T Tfhg o= A—icE | ZAkg
M5\ Iokade  |A—Ag|
+€i|f“2m{ g,,moo |,\.,—,\—Die}2}
Esto termina la prueba. B

Las proposiciones anteriores se pueden resuinir en la sighiente manera:

Para r = R, satisfaciendo,

(1.52} r>max{ . L Hl a }
' Vol Ved' Vaan' Vae'!
se tiene
Cig( ) A €lp, oo
(1.53) IR < ellfl13S (Co+ Ca) sz A €10,8[U16, A1\ W
E(A) AelW

Ahora, de acuerdo a lo realizado en [23] la funcién g(3) € LR} y,

(1.54) ]w|mnuAsé

3X0/2

Considérese ¥ < ¢ < \/%- Para € < g)y, se tiene (Reky)? < thy|? = (W + )2 <

(1+¢*)12)g. Porlo tanto p > (1+¢%)Y2Xg > £q implica que (1.54) vale en el intervalo
[p,00). Por su parte, sea

(1.55) W= {(M—0,+0) con o <min{l -9, —)-\29}

De los célculos anteriores o < p — Ag, luego W esta contenido en [§, . Del hecho que

Aoto i)\ _ ’\0| 0.2 Aoto € o
W I R 1+—=1 ., —-----—-—=2actan(—),
-/)\n—a ()‘ - )‘0)2 + €2 8 ( N 62) -/z\o—cr (/\ - )‘0)2 + €2 g €

se obtiene que la funcién E{)) es integrable en W. Entonces siendo o < %2 queda

Ao+a ﬁ l.MrQ
(1.56) i (,\)d)\<\@\$/210g 1+—- + 1 S\/ Mo, ko) + e

0—c
k)% 2Af k )\2
\/_0 o) T S(\/_f; 0}5 g(l—l——%)
2\//7\3 )\0 4e

+
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Luego h()) es integrable en todo R*y
oo %) o
[T hoen < g (o1 [ttt + [ poviar)
0 P 1}

o (= Ap—0 dX P ) Aodo
Qu@N13 (c+ = / e [ |E<A)di)

ualilg(¢+2+ | CETNE

I~

(AN

donde Qy(e) = (C1 +Ca+Cs+1). De (1.56) se sigue Que,
@sm)  Je) =2 (e + 250 ko)) + 58 (e + 45, ko)) + 5
y Q(e) = Qi(e)(C + % + J(¢)) implican la estimacién
o0 . [, /\%
/ IOV < QISR 3+ +olog (1455}
0

Notando que la funcién F()) dada en (1.24) satisface F(X) = 0si A <0 (pues (H—
X —i0)~! = (H ~ )~ por lo tanto (f, (H — A)"1f) es real), se sigue de lo anterior,

(1.58) /w i

(f\ - /\0)2 + €2
Como ya fue sefialado en la introduccidn, las identidades

< QUL |3+ 1+ log (1+ 2]

F(A) -

. +00 . 1 400 .
(fe iy = % j e M Im {f, (H — A —i0) " fydh = p / e MEF(XN)dA
p—ihot et — _1. [+°O e M € 5 d)
T o (A - Ao) + €2

permiten concluir el siguiente resultado:

Teorema 1.2 Sea V € L®(RY) un potencial no-negativo de soporte compacto con-
tenido en 0, B] y H el operador autoadjunto en L3(R*) dado por la igualdad {1.15).
Astimase que eziste % € L3,,([0,00)} como en (1.21), donde k2 =X —i€ conro >0y

0 < € < ghg para ‘/75 <g< »\/g . Sea f = exo.r Y, con Ry satisfaciendo la desigualdad

(1.52), tal que ||flle =1
Entonces

(1.59) (f, et f) — e Pote™ M| < eQe) [3 + (1 +¢€)log (1 + i\g)]

para todo t € R, donde Q(¢) es acotada para € pequerio.
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Es posible mostrar [4] que g{)) € L¥R*) con ||g|l3 < C. Por otro lado, notar que
para cada € > 0 fijo la funcién E{)\) dada en (1.51) es continua en A = Ao, luego
E()\) < 2E(Xg) si A € W = W(e) una vecindad de )q, donde

B} = {Aos(ﬁ,ko)‘f‘g =t S(\/_E,fvo)}

Con el objetivo de precisar esta vecindad considérese o(e) = (A2 + )'/2 — Xy, donde
0 < p<§ydefinase W = (do —olc) da+ o(e)). Para e pequefio se cumple que
ol€) < Ap — 4. Ademas si Ap > 1 se tiene
o(e) + do < (A2+F gPAR)Y2 < (14 %)% < p. Por lo tanto W esté contenido en {8, p].

Se verifica también que Ay — o{e) > (2 — \/;))\g, de donde o(c) < (\/; - 1Ae < Ao

Entonces,
RO < EIFIREN? < 26| fllzB(20)E(X)

si A € W. De esto se concluye que h(\) € L2H(RY) y

=~ 2 2 2 4 2 2 2
fo NP < CCREflld+ /Mmmn i+ fw_p]\wih()\)l dr+ fW (AP

62Iifllé(D {1 / —5\%- A p\wfﬁ\“i\%)—"] / E(A)zd)\)

con D = CC2+ (Cy + C3)?. Denotando D{e) = D+ 2E(Xo) queda
o9 - dA dA
P{N)PdA D(e)é 4(1+/ —--——+/ —_ fEAdA)
| ol O (14 [ T S T ST

5 4 2 Agte(e) D
€ 14—+ / E{A
)E “f”? 30’(6)3 Saole) ( )

Entonces si Q(¢) = eD(e) se llega a

"IN < Gel fI ’ 0 By
< —
[ o < Geli (1+35(6)3+ f B )

Como en (1.56),

1A

IA

A

IN

Ao+ote) ~ ) - =
Ap—o(€} \/(g_[)AO € 0 ffu)\
S(v0, ko)® | VIMS( ok, (1. %
/2 0g{ 1+ —
A £oAo ¢
donde & = 2 — /3, y para
(1.60) U(e) = J(0)[4+ g + (1 + ) log (14 )
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T VN
la estimacion

con J(c) = i (ﬁ + @%—’;—-"-@) + S(v/ Ao, ko) (ALQ + S(‘Q/’-\\/gg”ﬂ) + EDJ“:;,Q, se obtiene

/ " IOV < O ()11

0
Ahora. para J(t) = t¥/2, se tiene por teorema del valor medio que J(z) — J(¥) >
1p=42(x — y) six > y. De esto se deduce,

1
o(6) = (B + &)1 = D> T3 +) /2

luego ﬁ < B+ 3213y esto implica limc_,.g;i—)g, = 0, obteniendose que
lim,_qeU(¢) = 0. Entonces al igual que en (1.58),

(1.61) f:

Como |le~14iZ = 1, si || fllz = 1 queda

F(A) - dA < QeU(e)[|f113

el

1/2 y 1/2 .
.l 2 () - c@@) = (7)  1-Ciaeve

€

De esta forma se llega a,
Corolario 1.1 Seq f € L*(R™") tal que {|flz=1, y
wf)= [ K P
Con las hipdtesis del teorema anterior, mas la suposicion Ay > 1, se liene
(1.62) 7(f) 2 111 - CQAV ()P

&1 ¢ r8 pequeRo.

1.4 Resultado Central

Astimase la condicién V € CHR?). Entonces la observacién C.3 en el Apéndice C
implica que las funciones ), son soluciones de la ecuacién (1.21), y por lo tanto la
igualdad (1.23) es vélida para [ = tm ¥ w{X, 2} = tum(, ). Luego la identidad (1.19)
queda,

(1.63)
PN S L 17
(. (H — A —10) w)_,\o—ie—)\
2 W (W, u () (RO (i, i (A ) (Bi)
2.2, Yo ho — i€ — A2

1=0 |m|<i
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Observacién 1.2 De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que,
(Wt tim (A )y 2wy < i|¢am||iz(m+) + ““lm”iz(mﬂa por lo tanto

z Z WYim, WA, }) L2 ()

I=0 |m|<!

converge absolutamente en C. De donde la serie en el lado derecho de (1.63) también
converge absolutamente en C.

Sean

Gim(X Z 3 W (i, ufm (A T ))(Ri)W(if)zm,;le()\ ))(R1)
arfane im| Ao — i€ = Al
y definase la funcién Fjp{)\) = Im Gim(A). Como no hay dependencia de ! en la de-
sigualdad {1.58) no es posible hacer uso en forma directa de ésta para acotar la serie
en el lado derecho de (1.63). En este contexto ¢ = X, ( Do seria el vector adecuado
que asegure el comportamiento exponencial buscaco. Sin embargo es posible realizar
el siguiente procedimiento con fin de utilizar €l resultado unidimensional:

Sea R>Ry J = XBp¥» 1 se expresa por

= Z donde ¢ = Z P {r)Yim(w)
=0

|m|<l

Siendo v no nulo se puede considerar Iy > 0 tal que 17)?0 # 0. Escojase Ry >
verificando la condicién (1.52) con | = Iy entonces (observacién C.2 Apéndice C) ¥

XBp, i satisface ¥y, # 0.

([ = =T

(qjloa (H —A- 1‘0)_1‘l’tu) = (‘I!lm Z Z T"l'm('\a )YEWJ

1=0 ml<l
= ( Z ‘If;n,inU,m,Z Z Uim(Aa )Yl-m)
|m|<lg =0 |mi<!
= (Z \I’ln,mYln,ma Z "'Jlo,m()\:')yigm)
bmi<la im|<lo
= > (igum Uom(s ) o)

|m|<lg

Asi, haciendo [y, |13 zsy = 1 la identidad (1.63) queda en este caso:

(1.64) (g, (H = X —0)710,,) = + Gigm(A)

)\0—?:6—)\

De esto es posible concluir:
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Teorema 1.3 Sea V & CY(R?) un potencial radial no-negativo con soporte compacto
contenido en Bg = B(0,R), y H = —~ A+V (r) actuando en L*(R?) con una resonancia

ko donde k2 = Ng — i€, A > 0 y 0 < € < gho pare % <g< \/g Sea ¢ € L2 (R?%) no
nulo, la respectiva solucidn saliente. Escogiendo [, Ry > R y ¥ como antes, €3 vdlido:

. ) p¥:
(1.65) (¥, e~y —~ gitoteme 1t < Const(2l + 1)%@ [3 +(1+¢€)log (1 + 4_;*)]

Se concluye al igual que en el corolario 1.1 de la seccién anterior (con Ag > 1)

Corolario 1.2 Sea U, definida como cn el teorema anterior, y

’T(‘I’;) = /oo l(‘lfz,e_th‘II;g)th

—o0

Entonces si € es pequenio, se cumple

(1.66) (0) > %[1 — (O + 1)EU ()Y

En conseciencia si la resonancia estd cerca del eje real (o sea su parte imaginaria es
pequeiia) entonces el respectivo tiempo de vida 7(,) es finito pero grande y del orden
de ¢/ec.

1.5 Comentario Final

Como fue mencionado en el Apéndice C (observacion C. 3), la condicién V' € CHR?)
permitio garantizar que las componentes {21m) de la solucién resonante satisfacen la
ecuacién (1.21), pues tal hipétesis implica que € H?(Br) (regularidad de operadores
elipticos), de donde p(r, -} pertenece a H2(S") para todo r > 0 fijo el cual es el dominio
de la tinica extensién autoadjunta del operador de Laplace-Beltrami (27, 30]. El méto-
do empleado en la prueba del resultado, el cual es una adaptacién del visto en [23], se
apova en esta afirmacién. Sin embargo, como quedo de manifiesto, las estimaciones son
ciertas asumiendo solamente que V € L®(R?). Esto hace pensar en buscar la manera
que la ecuacién (1.21) se cumpla sin hacer uso de los argumentos vistos antes.
Por ejemplo bajo esta hipdtesis sobre V' y suponiendo que la dificultad descrita anterior-
mente es resuelta se puede notar que en el caso ¥y #0y ¥; = 0 para todo [ > 1, esto
es la solucién de (1.8) es radial, se tiene que (¥, (H — A — i0)1 WY = (g0, tp 0} L2(RH)s
luego

nollls W (on, 8500 ))(RW (oo oalA. 1) ()
Ag — i€ — A Timl Ao — i€ — A}2
donde R, > R (la funcién ugq es no nula pues es dada por (1.18) con ¥gg), que es

justamentte la igualdad a la cual se llega en [23] para el problema unidimensional. Esto
significa que el resultado obtenido es una generalizacién del visto en [23].

(0. (H — A —1i0)"'0)
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Capitulo 2

Tiempo de vida para un operador
unitario perturbado

Este capitulo estd dedicado a estudiar la familia de operadores unitarios ({7 (1)) ws—1
definida por Ufw) = Upe™T#+D? en L2(R™) donde Uy es el operador de multiplicacion
por la funeion e~ 77 con o € R tal que {jv]] = 1 v P es nna proyeccién ortogonal sobre
un vector @ € L2(R™). Se analizan algunas propicdades espectrales de tal operador
{seccion 1). Para esto se asume que con w = 0 el operador U = Uye™™F posee un tinico
autovalor zp = e € S. Este autovalor es simple (lema 2.2) y todo autovector 3y es
caracterizado en términos del vector . Se establece una estimacién del tiempo de vida
Tw(Vp) en funcién del pardmetro w. Con este proposito se supone como hipétesis que ¢
es un vector analitico, v se hace uso del método de traslacién analitica el cual permite
asociar al operador U(w) un operador no unitario Up{w) (Imf # 0) que, entre otras
cosas. preserva el espectro de U(w) y posee a lo més un numero finito de autovalores en
una regién del tipo {z : e"TE-HIm8 < |2| < 1} para Imé > 0y algin 0 < ! <1 (seccidn
3). Estos autovalores, por analogia con el caso antoadjunto {definicién B) en la intro-
duccién), pueden considerarse como las resonancias para el operador U{w). Denotando
Aw) al respectivo autovalor de este operador tal que A(0) = zg, se tiene (por algunos
resultados de perturbacién analitica de operadores} que Mw) es una funcién analitica
en un pequeiio disco centrado en w = 0. Es posible relacionar ,(tg) con una expresién
que involucra a la funcién A(w), la que al desarrollar en serie de potencias, hace posible
obtener como resultado un caleulo para 7, (¢h) de la forma 7,(t) = Cuw™? + O(w™1)
cuando 1w tiende a cero, donde la constante C' depende de la dimensién considerada

(teorema 2.4).

El problema que se estudia en este capitulo es tratado para el caso autoadjunto en
[2]. Algunos de los resultados obtenidos son adaptaciones de los correspondientes re-
sultados que aparecen en la referencia anteriormente citada. Sin embargo en la mayorfa
de los resultados expuestos acd, las modificaciones efectuadas presentan una dificultad
apreciable, como consecuencia directa del tipo de operador considerado.



2.1 Perturbacién de rango uno de operadores uni-
tarios

En todo este capitulo E! circulo unitario {z € C: |z] = 1} es denotado por S. Para
a € Ry (1) = ¢ definida en cl intervalo [a, a + 27), se identifican funciones f
definidas en S con funciones f definidas en {a, a + 27) mediante la relacion f = f o .
Del mismo modo una medida p en § esta asociada con una medida 2 en (o, o + 27) de
la forma i(E} = p{v(E)) con E C [o, ¢ + 2m). Entonces la identificacién entre 7 y ;2
permite escribir (véase 34} pag. 253)

a2
/ Ft)du(t) en lugar de ffdu
o 8

Sea Uy un operador unitario en un espacio de Hilbert H. Sea ¢ € H y considérese u,
la medida espectral para Uy asociada a ¢.

Lema 2.1 Sea ¢ € S. Entonces (Up ~ €®)(Uy — re™)™! converge fuertemente al
operador identidad I cuando r — 1%,

Demostracion: Dado ¢ € H, se tiene
1(Uo = ) (Us = re?) 91> = (8 (T~ 7‘6"‘”)'1”(0’0 — &) (Up — €)(Up ~ 1) 7 ¢)

= {p. (Ug1 — re™ )N UG — e ) (U — €7)(Up — 1) 19)
Por el teorema espectral,

(e—ii _ e—z‘p)(eit _ eip)

[(Us — ) (Us — re’?)'¢|* = /s (e — pe=ir)(eit — Teip)dﬂd;( ) = /h (t)duqit)

Ahora, sir #1

eTit — otip _ 1 -7 1—-7]  {1—r7]
v S e ] 1]

=1

okt — petip

Entonces, escribiendo

gt o pmip it — oin
ity = |——————1 1 — 1 1
- (-] ) (251

se sigite que [A,-(1)] < 4 para todo r # 1. Como h,(t) converge 1 cuando r — 1% para
c.t.p. t € R se sigue por el teorema de la convergencia dominada,

(617 = [ duott) = Jimy [ b t)duott

luego |lg)| = lim,Hli [(Ty—c?)(Up—re)~ |l Andlogamente se prueba que lim, = (¢, (Up~
e?)(Up —~ re?)1¢) = |lg|°>. De lo anterior se deduce que lim, i+ ||[(Us — ) (T —
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re) = g — ¢|| = 0, lo que muestra el lema. |

Consictérese el operador U
(2.1) U= U+ CUpP

donde { e Cy P = (p, Y, con |lpll = 1. El operador P es la proyeccién ertogonal
sobre cf vector p € H. El siguiente resultado proporciona una caracterizacién de los
autovalores del operador U,

Lema 2.2 Asimase que 2 no es un autovalor de Up. Para ¢ # 0 el nimero e es
un autovalor del operador U dado en (2.1) si y sdlo si ¢ = limyq(Us — retfo) =10y
eriste, ¥ es un elemento de H y verifica (@, ¢} = —%.

Demostracién: Sea g € H tal que Uiy = e*£04y. Se tiene (Up—etB0)hg = —C (i, 10) Upp-
Notar que {i,1,) # 0 pues e£0 no es un autovalor de U, luego

(Up — e F0) Uy —re' ) apy = (Up —re ) "1 {Ug — B )y = —{{p, YoM Uy —re B Wy
por el lema 2.1,

Y = lilg(Un — e 0)(Up — re) iy = —( (5o, %0} lifili(UD — re'B®) nep

de donde ¢ = lim,_+(Uy — re*®) 10y existe y pertenece a M. Entonces queda
v = —C{p. ¥%)®, v tomando producto interno en la igualdad anterior con respecto a

¢ se llega a
1

(*) (997 ?,b) = _E

Reciprocamente. astinase que ¢ = lim, 1= (Up — retfo Y"1y existe, pertenece a H y
verifica (). Haciendo v(r) = (Uy —re'f)~1ayp se tiene que lim, .+ (U ~ eFyeh(r) =
Upe, de donde (U — €50 )b = Upp. Luego Ugyp ~ Upyp = €594, v de (*) se deduce que
Unth + ({0, ) Uop = eBoep. O sea Uy = e£99), lo que prueba la afirmacion. =

Observacién 2.1 De la prueba del lema anterior se desprende que el autovalor et eg
simple, esto es Ker(U —e"0) es de dimensién uno, pues si ¢ es un autovector asociado
a '™ entonces ¥y = —({p, Po)1.

Dendtese por Hee(Uy) el subespacio absolutamente continuo asociado al operador Up.
Se cumple la siguiente propiedad:

Proposicién 2.1 Supdngase que ¢ € HaolUy). Enfonces para ¢ dado en (2.1} se
cumple,
2

—“WRGC =1

(2.2)
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Demostracion: Sea %‘1 la respectiva derivada de Radon-Nikodym de la medida espec-
tral p,. Como
dp(t)

iEgy~1 - ik
(‘Pa (UU —re G) Uﬂtp) s f5 1 — Tei(Eﬂ_t)
se sigue de la seccién 3 del Apéndice E y del Lema 2.2,

dit,,

*(};(En) = lim %((% (Up — re’®) Vo) — (i, (Up — 77 €0) " Unp))
= - ({pd) =~ (pB) =0

Por otro lado, de este mismo Apéndice E,

dpt, . 1 dpi (1) 1
—(}-;(Eu) = rl_lﬂﬂ_ ;T. [QRC (/s 1—;{;—5;'("570—_7)) - 1:| = %(QRB«(Pa d’)) - 1)
1 1

luego 2Rr'(—%) —1 =0, v de esto se obtiene que el nimero ¢ debe cumplir la condicidn
(2.2). ]

2.2 Un modelo particular

Sea v = (11, ve,..., 1) un vector de norma une en R"sin > 1,y v € R no nulo, si
. N s . n
n = 1. Sea X el operador de multiplicacién por la funcién v-z = } ., 0%

(2.3) (Xp)(z) =v - xp(z)

con su dominio natural P(X). Sea ¢ € L*(R"), |l¢ll = 1 tal que ¢ es una funcién
continua v P = {2, )¢ la proyeccién ortogonal sobre tal vector. Considérese el operador
unitario Uy en L2(R™) definido por Uy = 7%, el cual actiia como

(2.4) (Uf) (@) = e7 7 f(z). | € L*(R")
donde T > 0, T 5 2mm,m € Z. Sea U el operador unitario,
(2.5) U = Upe P

Nétese que este operador puede ser escrito en la forma (2.1), con { = T — 1. Ahora,
mediante el uso de la transformada de Fourier, se pueden adaptar los resultados obteni-
dos en [3]. para obtener e} siguiente resultado que describe las propiedades espectrales
del operador U:

Teorema 2.1 Asimase que el vector  pertenece a H*(R™). Entonces el espectro de U
no tiene parte singular continua y su espectro puntual es finito. Ademds su componente
absolulamente continua llena todo el circulo unitario.
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O sea, si Hao{U) denota el subespacio singular continuo asociado al operador U, en-

tonces H,.(U) = {0}.
A continuacién se introduce una perturbacién continua del operador U. Més precisa-
mente se define la familia de operadores unitarios U{w) como en (2.5):

(2.6) U(w) = Ue 0P = (e T wHDP

donde w € R cuxﬁple w > —1. Se tiene,

(2.7) Uw) = e 4 ((w)e™TXP,  ((w) = T -1

Para T fijo se impone la condicién T(w + 1) 5 2mm, m € N. Notar que
Re((w) = cos(T(w+ 1)) = 1, [¢(w)[ = 2(1 ~ cos(T(w+ 1))

luego ¢(w) cumple (2. 2)

Sea w fijo ¥ n(w) = ¢F#) € S. Es posible egtablecer con precisién las condiciones del
Jema 2.2 de tal manera que n(w) es un autovalor de U(w). Para ver esto, considerar
pm(w) = ~T7Y(2mmr + E(w)), conm €Ly Ry = ., Ru,m, donde

T
(2.8) R = {4 = (U1, 85, ¥n) ER™ 1 > _ 055 = pm(w)}

i=1

Proposicién 2.2 El numero n(w) = £ es un autovelor de U(w) si y solo si ¢ se
anula en Ry, y vy dado por

—iTv-x -
_eTTo(a)
(29) 'wa (ﬂ?) - e—ilvrs — giBw)

pertenece a LA(R™), con v, satisfaciendo (@, thw) = —g—{iu—). Esta dlttma igualdad queda
en la forma:

“Toslo(e) 1
(210) [R" e—iTvz eiE(w) dz = _C(,w)

Demostracidn: Por definicidn,

e—szzﬂz

((Us ~ r(w)) Vo) (@) = ez #(2)

Entonces, del lema 2.2 se tiene que n{w) es un autovalor de U {w) si y sblo si

-ﬂTU -E (.L')

— % 2
(2.11) Yu(2) = Tl_dn}li g ey o) e LAR")
v (o ) = q T Haciendo ¢y (%) = %m, lo anterior implica que ¥,(z) es

el Hmite c.t.p. de la sucesién ¢, (r) (mnds precisamente de una subsucesién de ésta),
Juego

e-iTv-x(p(l?)
(2.12) (%) = S i)
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Como el denominador de la expresién en el lado derecho de (2.9) se anula si z € Ry,
para algiin m € Z, se tiene por la continuidad de ¢ que ¥y, € L2(R™) implica p(z) =0
siz € Ry = U, Rum. Por otro lado, de la condicién ¢(z) = 0 para x € Ry y
1Py € LHR™) se tiene |1y (T) — Yuwr{z)] < |¥w(z)|, obteniéndose (2.11). La ignaldad
(2.10) es inmediata. B

Sean wn,ws > —1. La proposicién 2.2 permite concluir que los operadores U{w;)
v U(w,) poseen los mismos autovalores siempre que exista m € Z tal que T'(w) —wa) =
2mx. En particular los autovalores de U{w) y I/ = U(0) coinciden si Tw = 2mm, para
algtin m € Z. De esta condicién y el teorema 2.1, se verifica:

Corolario 2.1 Seap € H*(R"). Seane'®, k= 1,...,s los autovalores correspondien-
tes para U = U(0). Supdngase que ¢ se anula solamente en los respectivos conjuntos
R con Rj =, Rim donde Ry, es dado por la igualded (2.9) para w: = 0. Entonces
i Tw # 2s7, para todo s € Z, el operador U(w) no tiene aulovalores para todo w # 0.

Demostracion: Si n(u) = €’F™) es un tal antovalor entonces ¢ se anula en cada con-
junto del tipo Rym. Siy € Rum entonces existe m € Z tal que y € R,,5 para algin
v, de donde 3, (w) = ps, por lo que E{w) = E; + 2(h — m)r. Luego n(w) = €5 es
un autovalor de U lo cual lleva a una contradiccion. B

Este resultado y el teorema 2.1 muestran que el operador U{w) es absolutamente
contimo si w # 0.

Observacion 2.2 Astinase que U = U/(0) posee un tintico autovalor zp = 'Fo.
es posible elegir T de forma que la identidad (2.10} se cumple.

Para ver esto escdjase una funcién continua ¢ € L*(R") satisfaciendo ¢(z) = 0 para

T E 'fé, donde R = Umﬁm conz€ERpsiv -z = Th, v tal que
- —ivr
L ela)

1!)( ) - e—z’v-a: — eiEg

Siempre

e L*(R™)

Entonces ¢ definida por p(z) := ¢(Tx) cumple p(z} =0, siz € Ry ¥(z) := {E(Tm) es
justamente la funcién dada en (2.12) la cual pertenece a L*(R"™). Se tiene:

1 N 1 ~ 1 Ik
ol = 1617 , (0 = 26,9) = 7 [ egydo

De la identidad

1 1 i senf

2.1 _ = z
(2.13) 1—¢if 2+21-cosﬁ

se sigue que

1 5 i 1 sen(v -y + Eq)|d(y)?
Re((@* be)) - ﬁ”ffﬁ” ! Iﬂ?'(((f”w” - ﬁ Bn i -—COS(?_? . y-l-En)
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Entonces por la definicién de ¢ en {2.7) se tiene que la identidad (2.10) es vilida si y

sold si
1/ sen(vy+ Bolo(y)i® , __senT

LT
—_ :1 7 — -
T“fﬂ’” vy T Jan 1—cos(v-y+Ey) 1—cosT

Luego denctando

sen(v -y + En)lﬁb(yﬂgd

B =
gn 1 —cos(v-y+ Ey)

se llega a que T = ||¢||* debe cumplir:

senT

PR, e} -1
(*) cosT — 1 B

Abora. la funcién f{1) = 2L es continua en el intervalo (0, 27) verificando lim,_o+ f (1) =
00 v liny_ag- f{1} = +00. Deestose sigue que existe Ag € (0,27) tal que f(Jo|@fi*) =
i4]=2B. Entonces haciendo Ty = A[[¢]|? v definiendo ®(z) = v/ Aod(z) se tiene que

To = || @l v v(z) := ®(Thz) satisface

1 sen{v -y + Ep)ié(y)]?

_ o
T Il Sre 1= cos{v-y -+ Ey) dy = |¢|7"B = f(To)

lel? =1, 2Im({e, %))

de donde la ignaldad () es cierta v por lo tanto, Re({ip, %)) = Re( —%), Im({p, ) =

I m(—%), con lo que se llega a la expresién (2.11).

2.3 Método de traslacién analitica

En esta seccién se presenta un método que permite asociar al operador U(w) un ope-
rador Us(w) que depende analiticamente del pardmetro £ en una regién del plano com-
plejo. Este operador preserva el espectro puntual de U {w) v, cuando Imé # 0, posee a
1o mas una cantidad finita de autovalores en una regién anular del plano complejo que
tiene al conjunto S como parte de su frontera. Estos autovalores son lag resonanciasg
para el operador U (w), y pueden ser caracterizados en términos del operador resolvente
de U(w).

En todo lo que viene se considera a w fijo.

Para 6 € R se define la familia de operadores unitarios,

(2.14) (Vi) (x) = wlx — bv) , ¢ € LA(R")

Se fione que 15: 0 € R es un grupo unitario fuertemente continno a un pdrametro. Sea,
{2.15) Up(w) i= Vol (V! = Ung + C(w)UosPo

donde P, es la proveccion sobre el espacio generado por el vector g 1= Ve ¥

(Uopf)(w) = e T flz)
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En lo que resta del capitulo se asimen las siguiente hipdtesis:

(H1) Existe algin a > 0 tal que la aplicacién a valores vectoriales, § € R — g €
L*(R") tiene una extensién analitica en el disco Sp == {z € C, {2{ < a}.

(H2) El operador U(w) posee finitos autovalores n,(w) = &™), v =1,...,s.

(H3) Para w = 0 ¢l operador U = U{0) posee un tinico autovalor z = e,

El conjunto de los vectores satisfaciendo la condicién (H1) es denotado por D, ¥y
se llama el conjunto de los vectores analiticos en L?(R").

Observacion 2.3 La condicién anterior se verifica si este conjunto tiene la propie-
dad de que cada elemento ¢ es la restriccién a R” de una funcién analitica en una
pequefia vecindad compleja de R® y ademds (v - (z - 0v)) € L2(R™) como funcién de
x. Esto es posible [19] considerando la clase de todas las funciones analiticas (z) en
C™ tales que en el conjunto C. = C? = C; x Ce X --- x C¢ con C; dado por la regién

(2.16) C.={zeC: |Imz| <{1—e)|Rezi}, 0<e<1
se cumple para todo v € N

(2.17) lim  fz}"le(z)] = 0

lizlj—oo, 2€Ce
donde ||2]]2 = |z1|2 + |2a|2 + - -+ + |z|>. Es sencillo comprobar de la condicién (2.18)
que la funcién ¢ esta en LP(R™) para todo 1 < p < oo. Més adn es posible mostrar
que 2 € H2(R™) (véase la seccién 1 de Apéndice E).
Un ejemplo de este tipo de funciones es dado paran = 1 por la funcién p(z) = e~ p(z)
con & > 0y p(z) un polinomio. Ademds se puede mencionar que el conjunto D, es
denso en L*(R") [19].

Ahora, el operador P para 8 € S, v ¢ € D, se extiende como Fy := (vg, Yws. Se
tiene que (F) es una familia de operadores analiticos de rango uno. De esto se deduce
que Uy es de la forma: :

—iTe-(x—6v)

(2.18) (Uo(w)f)(z) = e E) f(z) + {{pg, Fle tpo(z)

v es una famflia analitica de tipo A [22]. Ademds, siendo U P una proyeccién de rango
uno {no ortogonal) se tiene por el teorema de Weyl 122, 32] que Foe(U{w)) = ess(Un) =
S, donde 0.5 es el espectro esencial, y en general

Ooss{Un(w)) = Ouss(Unp(w)) = o(Ung) = {e-Telm8; . 2 € S}

donde p=1sin>1yp=1'sin=1 Por otra parte, algunas propiedades relativas
al espectro discreto ag(Us(w)} del operador Up(w) son presentadas a continuacién.
Para la demostracién véase la seccién 2 del Apéndice E.
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Lema 2.3 Seaw € R, w > ~1. El espectro discreto de Ug(w) se localiza de la siguien-
le mancra!

a) Si Im > 0, enfonces

(2.19) - oas(Us(w)) C {z: e~ Telmb <12t <1}

by §i Imf <0, entonces

(2.20) Oais(Ua(w)) € {1 1< |2 <™ <1}

Ademas, para todo 8 € 8,

(2.21) Fais(Us(w)) NS = oy (U(w))

Los autovalores de Up(w) en la regién anular dada por el lema 2.3 pueden ser descritos

como polos de alguna extensién meromorfa del operador resolvente de U (w). Para
lograr esto es necesario estudiar el operador resolvente de Up(w).

Se tiene de la fdrmula de Krein,
(2.22)
(Upfu) — )™ =(Uys — =)

C(ar) 9 .
N ip U -z - U —Z
1+ C(u") (995: (Vs — Z}_IU(],g(pg) (999 ( 60 ) >( 0.6 ) Uoowa

Esta identidad permite concluir que las singularidades de (Us(w) — z)7ten C\ o{Upy)
se producen justamente en los ceros de la funcién p&f)(-) definida por,

(2.23) pO(z) = 1+ (. (Uog — =)™ Vo)
Lema 2.4 Los ceros de la funcidn p&f }() en C\o(Uy.g) son los elementos de Oagisc(Up(w)).

Demostracién: Sea vy tal que p&fj (rg) = 0. Es facil ver que h = (Ung =~ vo) Unpe
satisface Up(w)h = wph. Reciprocamente, si esta igualdad es clerta, entonces (g, h) #£0

v
(2.24) h = —{(u)g, fYUop — )™ Vopa

de doude pf,”.)(un) = .

De este lemna se desprende que el orden de cada polo de (Uyp(w) — z)7! estd deter-

. . ¢ . . .
minado por el arden del correspondiente cero de pﬁu)(:). En particular, se tiene (véase
la seccién 2 del Apéndice E):
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: 8
Lema 2.5 Si z es un cero de po'(z) con 2] = 1 entonces es de orden uno.

Sean ¢, 1 € D,. Se define
(2.25) Fugu(2) = (¢, (U(w) — 2)7'U (w)e)

El siguiente resultado proporciona la caracterizacion de los autovalores de Us(w) men-
cionada con anterioridad:

Proposicién 2.3 Sea 6 € S, con I'mf > 0. Entonces la funcion Ff;ﬁ() definida por

(2.26) Fihal2) = (85, (Ualw) — )" Uslw)iin) , 0 € S,

es una cxtension de Fygu(-) desde la region |20 > 1 a todo C\ o(Upg). Tal extension
es meromorfa con polos ubicados en {z : e7TeI™ < |2 < 1}, lo cuales son justamente

los elementos de ag,(Up(w)). Del mismo modo para Imf < 0, la funcién FJ,; o() es
una eriension meromorfa de Fy4u(-) desde la region |z| < 1 a todo C\ o(Upg) con
polos en {z:1<|z] < (,—Tg]mﬂ}.

Demostracién: Sea |z| > 1. De las igualdades (2.22} y (2.23) se sigue que,

Fifi,.v-.(:) = (g, (Un.e—z)FIUe(w)d’fﬂ)—;—g()%(Sﬁéa (Upa=2) " Up(w)te) (g, (Uo.a—2)" Up,p00)

Ndtese,
(3. (Uns—2)""Us(w)tis) = (5. (Uog—2) " Ungtbe)+ pg((.)’)( 500} (08, (Uog—2)"" Uowe)

§ (w)
pm (~
De los arguimentos empleados en la seccion 2 del Apéndice E (concretamente lo realizado
en la subseccidénes 1y 2 {casos n =1y n > 1 con zp = rge™® para ry > 1)} se tiene
(ue,

(09 (Uno—2)"Vosge) = (6, (Ua—2)"Vow) . (dg (Uopo—2)"Voets) = (¢, (Uo=2)" Vo)

(5. (Ung—2)""Ua{w)tio) = (05 (Uop=2) " Ungtpo)+ )(995 Vo) {05, (Uno—2) " Un,oea)

(oo (Una—2)"Wagthe) = (e, (Uo=2)" U0}, {eg, (Usa—z) " Wopwe) = (o, (Up—2)" o)

De esta manera se deduce,
{3 (Ups — 2) " Us(w)tin) = (o, U — 2) 7 U(w))
($5. (Uog — 2) " Up(w)rpe) = (¢, (Up — )7 U())

Entonces la identidad (2.22) y las igualdades anteriores implican que Fu M,( ) =
Fys.0(z). Esto junto con la inclusién (2.19) muestran que F wb 1,( ) extiende a Fi, 4.4(")
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desde la regién |z| > 1 a todo C\o(Upg). Ellema 2.4 implica que esta funcién FY 35 no
es meromorfa con polos ubicados en {z : 779" < |z| < 1}, los cuales coinciden con
los elementos de ag;,{Us(w)). El caso Im# < 0 es andlogo. =

Ahora, sea R(U(w), re?) = (U{w) — re*) U (w). Considérese

L (R ), ré?) - RUw), 7))

(2.27) (U (w),r,p) = o

y definase la funcién,

(2.28) Quowlp) = lim (@, 6(U(w).7. p)¥)

Lema 2.6 Para todo p € R salvo un conjunio de medida de Lebesgue nula, se verifica:

(229) Qw,d).'d)(p) = }_1.1}1__ éw,di.ip(rcip)
donde Qu p(-) €8 la funcién dada por:

(2.30) éw,cﬁ,w(z):‘;;[ﬂﬁ.zp(z)_ (2

Demostracién: Para todo # € S, se tiene que hay un nimero finito de polos de an q)ﬁ w( z)
en S. Luego

Fo

i . [] i
ww,( ) = 11m F’ M,(re ) = Tl_lqrﬁ Fé’?{,’,#(re‘”)

es valido salvo un subconjunto numerable en R. Para c.t.p. p € R se tiene,

A i 1 - i
rllﬁl- Quaon(re?) = o [7111}1_ Ffé o(re?) — 11111 F swlre?)]
1 i
= QTT{TEI{%‘F ¢,w(re 7y — hm quw re'?)]
Como lm,_;+ Fw ‘)p 1J[,{7“@“”) = lim,_;- F ) (t“ 7Y, se sigue que

it Qugolre®) = 5 i (P () = ')}

it r—1-

Entonces, del hecho que F, 0 = waw cuando (z| > 1,y F, ® = e 8112 < 1, se
q D B w1 b

w.
concluye la afirmacién. |

Sea H,,(U(w)) el subespacio puramente puntual asociado al operador U{w). Del re-
sultado anterior se deduce:

Corolario 2.2 Sea ¢ € D, tal que ¢ LM, (U{w)). Entonces lo funcidn Fﬂw{z) es
analitica en todo elemento de o,y (U(w)), esto es Fyque(-) no tiene polos en S.
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Demostracion: En la prueba del lema 2.3 (Apéndice E) se obtiene la relacién U{w)f =
vof siy solo si Up(w)fy = vofs, donde f cumple la igualdad (2.9) y fi la (2.24).
Ademds, el mismo razonamiento empleado en la prueba de la inclusién o, (U (w)) C
0as(Us(w)) NS, aplicado a la funcién ¢(z)f(z) permite probar, (B, foy = {¢, f). De
esto se sigue que ¢_LH,, (U(w)) si y sélo si ¢5.L fp, para todo f verificando (2.9). En-
tonces para vy autovalor de U(w) se tiene pu(va) = 0 = (@5, (Uop — 20) Vb pws), v
como v, es un cero de orden uno de p,{z), se concluye la analiticidad de F,ff;,v,(z) en
.,

Este corolario muestra que la funcidn Q4 es continua en todo S, y Quewlp) =
Qu.p.0(€'”) para todo p. Notar que la demostracién anterior prueba que si,

Auwg = A(Us(w)) = ({g € H : Usw)g = wg, v € opp(U(w))})

cutonces para todo i vector analitico se verifica que h L H,, (U(w)) siy sélo st hgLAyg.
En particular Hy,(U(w))* = AL,

El objetivo a continnacién es determinar si hay alguna relacién entre (¢, U (w)eh} y los
autovalores de Up(uw). Para esto los resultados va obtenidos seran fundamentales.

Sea € 8, con Imf > 0. Para 0 < 1 < 1 la fmcion 57 . solo tiene finitos polos

b th
(3331

(2.31) Dy = {z:e"00T0im8 o 13 < 1}

pues Up(w) tiene finitos autovalores en esa regién. Sea Iy = {z: |2} = ¢~ (1~h)TeImé}
Es posible mostrar:

Lema 2.7 Eziste 0 < ly < 1 tal que ningin polo de Ftﬁﬂﬁ pertenece a la curve Ty .

Demostracién: Asumiendo lo contrario, si 0 < [ < 1 existe n; € N tal que |2, | =
e~1=0Telmé Qo tiene que g, #* zn 1, S l1 # 5. Luego existe una funcién [ — n; defini-
da en [0, 1] que es inyectiva, lo que es una contradiccién con la definicién de espectro
discreto. B

De acuerdo con la hipdtesis (H2), comsiderar & (w),....&(w) los respectivos auto-
vectores normalizados dados por (2.9). Por le comentado en la observacién 2.4 (ver
mas adelante), la proyeccién ortogonal P, = (£, (w), )&, (w) se extiende a todo 0 € S,
en la forma B, .0 := {€, p(w}, -¥,.8(w), lo cual define una familia analitica de tipo A.
Sean (z;(u'}) los autovalores complejos de Up{w) . Si I denota el operador identidad
en L*(R") entonces I = Py + Py ae. donde Popp =3 Pus ¥ Puge=I— Py p,s0n las
proyvecciones ortogonales asociadas a Hpyp(Uw)) v Hee(U(w)) respectivamente. Para
h € L*(R") un vector analitico, se tiene

h=Pogph+hy = Puyh+hy=> (& (w), k), (w) + hy
=1

r=1
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con hy, = P, ach h—P, pph
Sea & > 1. Lo mencionado arriba permite expresar (¢, U(w)*%) en la forma,

(6, U(w Zm ), Puath) + (S, Uw)Feby,)

De esto se obtiene la siguiente estimacién:

Lema 2.8 Para todo k > 1 se cumple:

(232)  (6.U()) =Y o (w)* {9, Puptt) +

q
+ D %) (g, Pug (O)Ua(w)hu g} + Ofe =17 elk-1))

J=1

cuando w tiende a cero, donde O = Oy pug ¥ 8, q, | dependen de w.

Demostracién: Por el teorema espectral,

(G Uw) ) = f e (£) = /S €4 Qy 0 0 (DL

donde Qu 4,4, (t) s la derivada de Radon-Nikodym de la medida ty asociada a los
vectores ¢y, . De lo realizado en la seccién 3 del Apéndice E (E.74), y de la obser-
vacion 2.4 se tiene que esta funcién coincide justamente con la funcién dada en (2.30)

(para. ¢’ =y ¥y Y= ¢w)= Y ademds

/ Qg (Bt = Tim [ €T g ()
8

r~1= fg

donde la convergenma es uniforme en & € N. Para [ verificando el lema 2.7y o > 0 de
tal forma que Fi, G L) TAMPpoCo tenga polos en la regién Dy, = {z 11y < l2| < 1},

la funcién @w,¢‘”!¢1‘_,( ) s6lo posee finitos polos z;(w), . .., z,(w) en Dy (lema 2.4),

Como
f e Qo g (ret)dt = i1 F / Qb (2)d2
8

¥r
donde 7, es el circunferencia de radio ry < r < 1 centrada en el origen, recorrida en
sentido positivo, y F,L(u; 4., (-} es analitica para |z| < 1, se sigue por el teorema de
Cauchy

ki

U T —_1 = [}

i~ f P Qugy ()2 = —r7F Y z(w)RRes(FY) o (2))]emsyuy +
J=1

Fr

-I—?:_l'?"_k/ zk_léwuﬁw.wm(z)d‘z

Ty
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=Ry

Notar que Res(Ftﬂw,ww(z))[-_-.(w) = (¢, 5, Res[(Us(w) — z)“lUg(w)gbw,g]h:zj(w)), con
1

Res[(UG(w)—z)—l]'z=zj(w) = 'é??: S .(Ug('w)—z)_ldz
= —Fy;(0)
donde
1 -1
(2.33) Puj(0) = —5— lz-—zj(w)|=fsj(U9(w)—Z) dz

El operador P, ;(8) es una proyeccién (no ortogonal) en H = L2(R™}. Se verifica que
Ran(P, ;(#)) es finito dimensional (véase la seccién siguiente) y eventualmente contiene
estrictamente al subespacio propio asociado al autovalor z;(w). Se sigue

I

q
f €™ Qo (et = 783" 2 (w) (@, 5, P (B)Up(w)hu o)+~ r " f 7 Quigup (2)d2
A |

j=1

y tomando limite cuando 7 tiende a 1~ en la igualdad anterior se llega a,

q ~
/S Qi (1)t = > 2 (WP, Par (8) U (W) ) + i f 27 Qu g0 (2)d2

Jj=1 £
Siendo,
f T Q pu i (2)dz| < O, w) ™I -DTelk-1)
r
donde ’
(2.34) Ot = [ 1Gueum Nl
se concluye finalmente la igualdad. |

Considerar 0 < ly < 1 verificando el lema 2.7 para Up = Up(0) y dendtese z1,...,2,
los respectivos autovalores de este operador en la regién {z : e~U=0ITelmd < || < 1},
En la proxima seccién se muestra que el operador Up(w) depende analiticamente de
w en un pequeito disco centrado en w = ( del plano complejo. Del mismo modo, sus
autovalores z;{w) son funciones en general multivaluadas, analiticas para |w| pequefio
v 2;(w) — z; si w — 0 con w > 0. De esto se sigue que tales funciones son una can-
tidad finita § > ¢ independiente de w cuando |w| es pequefio. Entonces considerando
|z*] = min{|z;] : j = 1,...,q}, es posible escoger Iy > Iy tal que e~(1-0)Telmd  fouf
De donde I satisface el lema 2.7 independiente de w si |w{ es pequenio. Por lo tanto se
puede asumir que la identidad (2.32) se cumple para g y ! independientes de w {pero
podrian depender de s).

Alora, la hipétesis (H3) implica que del corolario 2.1 el operador U(w) no posee
autovalores si w # 0 es pequefio, por lo tanto el primer sumando en (2.32) desaparece

49



¥ @ = ¢, ¥ = ¢, La analiticidad de U(w) ya comentada permite mostrar que la
funcién éw‘_d,ﬁ;,(z) converge a @U,M,(z) cuando w tiende a cero y z pertenece a la curva
Iy, donde @n,a&,w(i’) es la correspondiente para Up. Ademas la convergencia es uniforme
en esta curva, Por lo tanto de (2.35) se obtiene que C'(I, w) tiende C({,0) si w converge
a Cero.

De esta manera se ha probado el resultado principal de esta seccién:

Teorema 2.2 Asimase las hipdtesis (H1) y (H3). Sea 8 € S, con Im8 > 0 y
¢, € D,. Entonces eriste 0 < [ < 1 tal que para todo k > 1,

)
(2.35) (6, Uw)F ) = 3 zi(w)*{¢g, Puy(6)Uslw)o) + O™ 0~ ITelh=1)y

j=1

cuando w tiende a cero, donde O = Oy 9, y Py ;(9) es la proyeccion dada por (2.33).
Si Uy no posee aulovalores entonces el sumando en el lado derecho de (2.35) es cero.

Esta igualdad es la herramienta fundamental del esquema que se plantea en la préxima
seccion. Para finalizar una comentario muy importante.

Observacién 2.4 Sea £, = &, (w) dado por {2.9), el respectivo autovector corres-
pondiente al autovalor 5, (w) = ), Se tiene que £, es una funcién analitica en
todo C". Considerar ||z||* = min{|z|,...,{z,|} con z = {z1,..., 2.) € C". Se verifica

i _m _
(230) ol e =0, me N
Sin embargo el limite anterior no necesariamente se cumple si |[/mz;| = 0 o |[Tmz,]
tiende a cero para algin j. cuando ||z tiende al infinito, » € C,. Lo cual significa
que cn general (2.17) no siempre vale, de donde £, no es necesariamente un vector
analitico. A pesar de esto tiene sentido considerar & ,(r} = &,(z — fv) y por lo tanto
Fi,‘fgm&"(:) ;Imf # 0 estd bien definida (por (2.36)). Es posible mostrar (véase el anexo
de la seccidén 2 en el Apéndice E) que la proposicién 2.3 se satisface para ¢ = ¢ = §,,.
Lo mismo acontece para dos autovectores distintos ¢ = £ y ¥ = &,. Por lo tanto,
todos los resultados obtenidos a partir de tal proposicién son validos en este caso.

2.4 Un poco de teoria de perturbacion analitica de
operadores

En esta parte se pone éufasis a la dependencia de Up(w) en el pardmetro w (recordar
que en la seccidén anterior, salvo en el teorema 2.2, se consideraba a w fijo). Se mos-
trara que tal dependencia es analitica. Esto permite estudiar los autovalores de Up(w),
empleando algunos resultades de teorfa de perturbacién.
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Por lo realizado en la seccién anterior, zp = €5 es un autovalor aislado de Us y
es simple. Sea @ el operador
1

(2.37 Q=—— Up — 2)'dz

) s G-
donde & > 0 es tal que {z : |z~ 2| < &} N0y (Us) = {2}. Se sabe que Q es una
proyeccion y por lo tanto vale la descomposicién M = Ran{Q) ® Ran(I — Q). Ademés
Ker(Us — 20) C Ran(Q). Se puede ver que Ker(Us — 2) = ({¥}), donde {{T}) es el
subespacio generado por el vector U, y

(2.38) U = (Upg — 20)" Voo 00
Por definicidn @ = {(~1)Res[(Uy — 2)™]|omze = (=) lim, (2 — 2)(Up —2) 1 y de la

igualdad (2.22), que se puede reescribir como -

1 _
2 (va, (Uog — 2) 7Y (Upo — 2) Vo0

(2.39) (Uo—2)"'=(UVop—2)" ~ (z - z0)q(z)

(ver prueba del lema 2.5), valida en una vecindad de z = 2, donde 9(z0) = (g, (Upg—
z0) " *Upepe) # 0, se obtiene:

1
(2:40) Q= a(z0) (e (Uno — 20) ™) (Une = 20) " U o0
Equivalentemente
i
2.41 = —— {5, (Upp — 20) 1) T
(2.41) @ () {03, (Upp — 20) ™)

En consecuencia Ran((Q)) = Ker{U, — zy} es de dimensién uno y por lo tanto z, es un
autovalor no degenerado de Uj.

Recordar que el operador Us(w) es dado por Up{w) = Uy + ¢ (w) Uy Fs, donde ¢ (w) =
e ) — 1 y Py = (g, )os. Ahora, de las técnicas empleadas en la seccidn 2 del
Apéndice E se deduce que {2,99) = {p, ¢} = 1 y por lo tanto P? = F;, o sea Py es
una proyeccién. Esto permite expresar Up(w) en términos de Uy de la siguiente manera:
Sea

(2.42) | Blw) =T~

con ¢ = ((0). Se tiene B(w)( = (™% — 1)(e™ — 1) = ((w) — B(w) — ¢. Luego
Us(w) = Uno+CUpoPo+B(w)[Use+C(UppPs) Ps. O sea, Us(w) puede considerarse como
una perturbacién del operador Uy de la forma:

(2.43) Ug(w) = Upe™ % = Uy + B(w)Us Py

En el contexto del método de traslacién analitica, la igualdad anterior se expresa como
(U(w))e = Us(w). Denétese U(w) = Up(w) con 8 fijo. Siendo B(w) una funcién
analitica en todo C se tiene que U/ (w) es una familia analitica de operadores acotados
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en H y en particular es de tipo A. Del desarrollo en serie de potencias de S{w) se
obtiene la representacién para U(w)

(2.44) U(w) = Uy +wUD + 02U + 3u® + ..

donde U%) = —1T) UsPy. Del hecho que zy es un autovalor no degenerado para

U0} = Uy se mgue ‘por la teorfa de perturbacién {22, 32] en este caso que existe un tini-

co A(w) autovalor aislado y no degenerado de L{(w) que es una funcién analitica para

w pequefio con A(0) = z. Ademsds existe una funcién analitica a valores vectoriales
Y(w) tal que ¥(0) = ¥ y U(uw)W{w) = Alu) ¥ {w).

Para £ > 0 como en la expresion (2.36), el signiente operador esté bien definido si
W e§ peqleno:

(2.45) Qlw) = ———1: -(U(w) —2)7ldz

2mi |z—zpl=K

Se tiene Q(0) = Q y Q(w) es una proveccidn con dim Ran(Q(w)} = dim Ren(Q) = 1.
Ademas se cumple que Q(w) es analitica en una vecindad de cero [22]. Mas afdn,

(2.46) Qw)=0Q+ Zw Q© + 0wy w0

donde

(2.47) Q" = L B®(2)dz, k>1
2m |z—zpl=x

con R%)(z) el coeficiente obtenido del desarrollo en serie de R(z,w) = (U{w) — =)L,

Observacién 2.3 En general para todo conjunto compacto K contenido en C\ o(Uy)
}Y

1
g = min

zek d(1 + | R(z,0)|[|Us Ps|])

con d < 1, se verifica que R(z,w) es analitica en el disco |w| < ry para todo z € K.
Adends si I* es una curva cerrada simple coutenida en K, entonces

G(w)z_gi Uw) — z)"dz

es una familia analitica.

Siguiendo [32] capitulo X1I, es posible mostrar que:

(2.48) U{w) = Quw)T
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Por su parte, es posible deducir también un desarrollo en serie para A(w),

N
(2.49) Mw) =20+ Y wA™ + O(Jw|¥*1), cuando w — 0
n=1
Obsérvese que de la expresién (2.48) se tiene (¥, U(w)Q(w)¥) = Mw){¥Q(w)¥), de
donde
(0, U(w)Q(w)¥)
(¥, Q(w)¥)

Las igualdades (2.44), {2.45) y (2.50) permiten determinar los coeficientes A™ en (2.50).
Esto es consecuencia de,

U(w)Q(w) = Ug@ + w(lUpQW + UM Q) + w(UpQ® + UVQW + UDQ) +- . ..

(250) )\(’UJ) =

luego,

(T, U(w)QHw)T) = (T, U,Q¥) +w (T, (U,QW + UVQYP) +
4w (U, (UyQ@ + UDQM 4 ve@Q)w) 4+ ...

Por su parte (¥, Q(w)¥) = (¥, Q¥) +w (\]},Q(l)\p) + w? (T, QAT +....
Como (¥, UpQU¥) = (¥, ¥) queda,

2(¥, V) + (0, (UpQ) + UNQ)T) + w{ ¥, (U,Q@ + UDQW + UG + ...

AMw) =
) (0, 9) + w (¥, QUT) +w? (T, 00y +-.-
Por motivos que seran justificados mas adelante, es necesario deteminar solo los prime-
ros dos coeficientes en el desarrollo A(w) = 25+ A w+ ABw? £ . ... La divisién de las
series de potencias que define a A(w) muestra que estos coeficientes son de la forma,

(T, (UpQD +UYQT) (2,07

(1) _— _
A @) 7, 0

(T, (UpQ® + UWQW 1 UPQ)E)  (¥,QP1)
= (T, ) TRy
(T, (UQ0 + UDQ)T)  (T,QWH)) (¥,QMw)
'{ (T, 1) TR } (0, 7)

A2

donde los operadores @ v Q) son definidos como:

Q(l) — —QU(I)S _ SU(I)Q
QP = —QUYS - SUNQ +USUMS 4+ SUNQUWS +
+'SU(1}SU(1)Q - QU(l}QU(l)Sz - QU(”SQU(DQ _ S2U(1)QU(1)Q

con § = lim,_.., R(z)(J — Q). Este operador es conocido como la resolvente reducida
v satisface las propiedades:

(251) SQ = QS = , (Ug hnd ZO)S = S(Ug - Zg) =
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Para los detalles, vease [22] capitulo 2. De (2.41) se observa que f € Ran(l —
Q) siy s6lo si {pg, (Upe ~ 20}~ f) = 0. Entonces

{©s, (U — Z}—E” = (z — 20){pg, (Uo,e - Z)_I(Uo,e - Zn)wlﬂ

Por lo tanto st f € Ran(I — @) queda,
1

R(z)f = (Upp~2)"'f rz)(w, (Uos — 2)7 (Ups — 20) ™" )0
Asi,
1 = Woo = 20) ™ = ==l (Uha = 20)*(Wng = 20 11T = (T = QTlg ~ )7
ypara [ = Qf + (I — Q)f € H se llega a,
(252) S = (I = Q)Uno — )T = Q)

En particular S¥ = 0. Esta dltima ignaldad y {2.52) permite simplificar las expresiones
obtenidas de AL y A3,

Lema 2.9 Los coeficienies XY y A2 son dados por,

(2:53) = AU
Q(ZG)
0 . 1+4¢

(2.5) A = [da = 1+ Ol SUhov)] S 07
donde d; = (_;.T)j, para j =1,2.
Demostracion: Se tiene,

QWY = —syNQu = -SuWy

QY = —SUPQU+ suMSTRQY — QULSHMQT - SUVQUL QW

= —SUPT 4 syWsyy — Quil sty — g2yQuite
= —SUPY 4 [QUNS - SUWQWY — S2pQuiy

Como UY) = d;U, Py, se sigue que

(L. (U@ + UWQ)T) — 2w, QW) = (T, U) + (T, (U ~ 20)QV W) {
= (L. (U — 2)QW¥ + UMY |
= (¥, [T — (Uy ~ 2)S]Us Ps¥) f

La igualdad {2.52} implica I ~ {Us — 2,)S = @. Luego:
(U AU,QW + UWQYTY — 2{0, QW) = dy (¥, QUy Py T) = (¥, QUIT)
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Asi

(¥, QUVY)

(2.55) AL = )

Ahora, notar que UpPy = (1 + {)UppPs. Entonces, U = d;(1 + ) {wa, Yo 00,

obteniéndose,

d;(1+¢)
q(o)

y reemplazando en la igualdad (2.55) se llega a (2.53)..

(2.56) QUYL = (g, T)*T

Por otro lado, con el fin de determinar A® es necesario realizar los siguientes calculos:

(T, (UpQ® + UDQW 4 UPIQY0) — 2(¥, QB = (T, (Uj ~ 20)QPT) + (¥, UNQMT)
+ (T, UDw)

Como, ‘
(Up—20)QPV = —(I-Q)UPV+(Up—2)QUIY SQM U —(I-QUN QW ~(1-Q)SUM QU My
se tiene,

(Us — 2)QPT + UVQWE L UBY = QUPT 4 (Uy — 20)QUMSQVT +
+QUWQWY — (1 — QSUMQUV g

= QU 4 (Uy — 2)QUISQWW +
e QU(I)Q(I)\I’ _ SU(I}QU{U\I’
y observando que QUIVSQWY ¢ Ran(Q) = Ker(Us — z), se llega a

(Up — 2)Q@0 + UWQWE + 7Py = QUAT +QUIQMY ~ sUVQUMY
= QU - QUuWSyWY — syWQUuy
de donde
(T, (U5QP + UVQW 1 UAQT) — 20(L, QPY) = (U, QUATY - QUISUDT)
—_ (‘I’,SU(I)QU(”\}J)

Entonces,

(257 A® = {LQUPY - QUUISUDY — SUWQUIY) _ (¥, QUIY) (¥,Q0Y)
A (¥, ) 0,0 (1)

Para las expresiones que aparecen en la igualdad (2.57) se tiene
Q(j)@ =-—SUWYE = —dy(1+ C)(f,ﬂg, ‘IJ)SUo‘g(,Og. Ademas
UNSTOT = d&3(1 + ) (25, U){g, SUs p0s)Un o0s, de donde
2 2
QUISTWY = di{l +¢)°
q(z0)
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Por su parte
di(1+¢)?

SUMQUOY =
a(zo)

(105, UY2SUs gya

muestra gue,

d3(1+¢)?

(2, QUOTNT, QWYY = — (108, ¥ (0, SUp gepe) (T, T)

g{z0)
Entences de lo anterior y la igualdad (2.56) se tiene,
(.U = Hotig, e v,
2o
2 2
(1.Qusue) = U o w2, sty a0
20
2 1 2
(. sutiQuite) = %(’zi)"g)‘w, (T, ST t00) (T, T)
0
Asi ) "
A@ = 2010 s V)? — M(%, U)% (g, SU ep6)
4(z0) q{0) '
concluyéndose (2.54). ' B

Como un resumen de lo realizado hasta el momento (seccidn 3), se tiene de la hipdtesis
(H3) que si ¢y es el respectivo autovector asociado a z; = eifo para el operador U,
entonces vy = (Up — 2) "' Uyy. Se cumple que v = (Uyy — 20) " Wop40 s el respec-
tivo autovector asociado al mismo autovalor z para Uy, Este operador posee a Io més
finitos autovalores z;, zo, - - - , 2 en la regidn e~Tv(-Delmd - lzZl<l,eonO<l<1 (le-
ma 2.3) donde cada uno de ellos es simple y (eventualmente) degenerado. También es
valido que ¢, = ¢, (Up g — 2) Wopps, 0, eC,v= 1,-+-, s es el respectivo autovector
asociado al autovalor z,. De la teorfa de perturbacién analitica de operadores se tiene
lo siguiente:

Para U(w) = Up(w) existe una funcién analitica A{w) en una vecindad de w = 0 con
A(0) = zg tal que A(w) es un autovalor de Us(w). Ademds existen funciones z;,(w) que
son todas ramas de una o varias funciones analfticas multivaluadas cerca de w = 0,
Tales funciones son autovalores de Uy(w) con las propiedades de ser continuas en w = 0,
z;(0) = z; para j = 1,--- |5, v poseen a lo mds singularidades algebraicas en dicho
punto (para la existencia de estas funciones véase [22], capitulo 2 pag. 65). Dendtese
zj(w) una de estas funciones para cada j. De la observacién 2.3 se deduce que la pro-
veccion Q;(w) correspondiente v definida como en {2.45) es una familia analitica tal
que @;(0) = Q; es dado por (2.37).

Ahora, sean g y h un par de vectores analiticos en L*R"). La continnidad de las
funciones z; (1) permitirdn lograr una identidad para [{g, U(w)*h}|? a partir del teore-
ma 2.2. Con este propdsito se reescribe la igualdad (2.35) en la forma,

(9. U(w)*h) = Mw)* (g5, Q(w)Upha) + Y ;(w)*{gy, Qs(w)Uphg) + O (e~ tmea=0Telk=1))

=1



para w tendiendo a 0, donde 0 < { < 1 esta fijado y w > 0. El resultado obtenido es:

Lema 2.10 Friste 0 < 3 < 1 tal que,
(2.58) (g, Ulw)*h)? = [A(w)|* {95, Q(w)Usha) |*+

> Lz (w)*|{gg, Qs (w)Usha)|* + O(e?*~ + 5¥)

=1

cuando w tiende a 0, donde O = Oy 4.

Demostracién: En la prueba se utiliza lo siguiente:
St f(z) = u(z) + Ov(z)) , z — 0, para £ — 0 se sigue que

(@) = fu(z}?] < (@) — w(@)i(f ()] + Ju(z)])
Clu(z)| (Clu(z)] + 2lu(z)])
Clo(z)] (v(2)] + lufz)])

IAC A TA

luego si u(z) y v(z) son acotadas en una vecindad de z = 0 se obtiene la propiedad
(2.59) [f(@)]? = u(z)]* + O(v(z)) , 2 — 0

Para simiplificar, dendtese,

(260)  L=L{w) = Mw)*{gs,Qw)Ushs)

(261) E=B(w) = 3B donde By = Fy(w) = 2;(w)* (g5, Qs (w)Tvho)

=1
De la estimacién Q;(w) =Q; + O(w) , w— 0y
{98, @3 (w)Usho)— {9, Q;Ushs)| < llgall |Q(w)~Qjll [Usheli < [|Usll lgall lholl 1Qs{w)— Qs

se tiene 9o, Qs()Ush)] < Vsl sl Drol(m331 <5 Q51 + 1) = F, para w pecueio
Por otro lado, si @ = max;<;<s|2;|, entonces para 0 < o* < 1 — o existe 6 > 0 tal que

mw) <a'+a<l,|w<é

Ademés, para =1 — (a* + a) se sigue de (2.49) que 1 — n < |A{w)| st jw} < ¢
Por lo tanto,

(2.62} lz;(w)] < [A(w)], cuando fw| < §

luego |E;| < Fizj(w)|* < Fla* + a)*. A su vez, de (2.46) se deduce al igual que antes
{9, Q(w)Usho)| < |Usil Yaall 1Rell(IQI +1) = F'. De donde |LE;| < FF'(a” + a)*.
Ahora, de las igualdades (2.60) y {2.61) se tiene

L+ E? =L+ |E® +2Re(LE)
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donde,
|E]? = ZlE |2+Z Z 2Re(E;Ey)
i=1 ji+l
Entonces las estimaciones antenores implican,

s~1 5 s—1 s
> RRe(E:E)| <272 3 (0 +a)® = 2F¥ (0" +a )2'“‘9( > —1) = Fl5(s—1)(C+a)
I=1 j>i+l 1=1 241

v |[Re(LE)| < FF's(a*-a)*. Por o tanto, haciendo p = Imé(1 —1)¢T, se tiene cuando
w tiende a 0

Hig, Uw) ) = L+ EFf| < C'eE7D (e7D 4L+ B))
Cle= P2 (gmr*=1 4 Ps 4. FY)
Cle= =11 4 Fs+ F")
Esto es | [{g, U(w)*h}|2 — |L + E[*! < C"e~P&~1) para w pequedio, con C" = (1 + ¢ +
Fs+ F'}2. Entonces,

IA A IA

s s—1 ]

g UG m)P = ILP =T IBP| < C"e?® D423 N |Re(E;E})| + 2|Re(LE))|

§=1 I=1 j>i+1
Ce™ P . Fs(s — 1)(a* + o)™ + 2F F's(0* + a)F
Ce P 1 Fs(a® + a)f {F(s — 1)(a" + a)* + 2F"}
e PR L F25(5 + 1) (0 + o)*

Cle™™®1 4 (0" + a)*)

donde F' = max(F, F') y € = max(C”, F2s(s + 1)). O sea:

IA

IA N

| g, Ulw)*m)? — |LJ? ~ Z E?) < Cle™ ™V 4 (a” +a)f) , w0

=1

lo que termina la prueba. a

2.5 Comportamiento asintético del tiempo de vida

Sea g.h € L*(R"). Se define el tiempo total de vida (sojourn time) asociado a g, A,

como la cantidad;
po.]

(2.63) (g, )= > Hg Ulw)*h)l?

k=—00
El objetivo de esta seceidn es obtener una estimacién de 7, (g, ) en funcién del pardme-
tro v cuando g y & son vectores analiticos. Para lograr esto se consideran 7.5 (g, h) el
tiempo de vida en el futuro, respectivamente 7~ (g, k) en el pasado, por:

Ry = Hg, Ulw)™n)?
k=1
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De la prueba del lema 2.10, se deduce

g ) = Y IMw)*|ga, Qu)Ush)?| < (sF2+ )Y BE+C Y e

k=1 k=1 k=1
fsr?+8)
1-4 l—er

por lo tanto,

@8)  730.0) = i) 05, Qw)ehe) + Opna) , w0

Ahora, notando que {g,U(w)~lh) = (U(w)g, Ry = {g,U(w)h), se tiene 7 (g,h) =
74 (9, h). Entonces de la igualdad 7,(g, k) = |{g, h)| + 77 (g, h), se deduce

2\ (w)[?

1— |)\(w)|2 I(géa Q(w)UGhG)|2 - Og,h,g(l) , W — 0

(2.65) Tw(g, h) =

Del desarrollo en serie de potencias para A{w) en una vecindad de w = 0 se sigue de
(2.49) v la igualdad (2.59) que en el caso de w real:

(2.66) IMw)|? =14 byw + byw® + .. by + Q@) w— 0
con by,...,bxy € R. Ademas cuando w tiende a cero,
Hga, Q(w)Ushg) |* = |{g5, QUohao)* + Oy p6(w)

Por lo tanto debe tenerse para algin p € N,

2195, QUsho)|*

T -
(2.67) ilil’%]’w Tw(g, h) = c,

donde C, € R. Equivalentemente:

{98, QUoh4)[*

"> Cp + Og‘h,e(w_p) , w—0

(2.68) Tw(g, h) =
El propésito de los dos resultados que vienen a continnacién es justamente encontrar
los valor de p, Cp, ¥ |{g5, QUshs)|®. Para esto se introduce algunas notaciones usadas

en la subseccion E.2.2 del Apéndice E:

Si v € R es no nulo, o bien v = (v1,...,9,) € R es un vector unitario y j* =
max{j : v; # 0}, se define la sucesién (pn,) por:

) pm = —(vT) Y (Ey + 2mn),sin=1
) pp=—(vpT) Y (Eg+2mn),sin>1
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Denétese e = Ry (Y1, ... ¥n) = Sopey Wtk ¥ g5+ (+) la funcién
(2.69)

gi-(w) =

—iT 0w =
e VYO, Y @, Yt Ly - Un RS, - Ui, W Uit - - Yn)
(e—iThjv e—iTchw - eiEU)S

Ademas, astimase que el vector analitico ¢ satisface:

{A) Sin =1, p tiene a la sucesi6n {p,,) como iinicos ceros y todos son de orden uno.

(B) Sin > 1, pse anula solamente en el conjuntoe dado por la proposicién 2.3, y para
cada ¥1, ... Y1y Yjosts .o - Yn fijados, pn, — vj",,l hj+ es un cero de orden uno de

la funcidén g;+ en (2.70), para todo m € Z.
El primer resultado permite determinar el valor de p para el cual {2.67) se cumple:

Lema 2.11 Sea ¢ € LHR™) un vector analitico satisfaciendo las condiciones (A) o
(B). Entonces la@ mualdadeq (2.67} v {2.68) son vdlidas con p = 2. La constante Cy es
dada por Co = W’ donde 1y € LE(R™) es un autovector del operador U asociado

ol autovalor 50y ol numero D depende de la dimensidn considerada,

sin=1:
(2.70) D = s ¢l
sin>1:

T =< hje 2
(271) D= Wm;w]l;m Ty P Whoe o=ty om = vj*':yj’+1,----;yn) dy
donde dy denota las variables de integracidn dyy, ..., dy;—1, Y41, .. dyn.

Demostracién: Es posible mostrar para N = 2 que (2.66) queda en la forma,
Aw)? = 1+ 2Re(AD3)w + [JAVE + 2Re(AP ) w?® + O(w®), w— 0

donde A, A2 son dados por (2.53) v (2.54) respectivamente.
Como Re(l — eXT¥) = 1 — cos(Ty) = 3|e*T¥ — 1], se tiene

A1+¢ e 2esT-1) 0 -1 -1
2 (e - 1)2 - |le=iT — 1}4 - le=iT — 12 - IC]?
y entonces AP queda, _
A = i
q(z0)[CI?
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con ¢(z0) = (g, (Usp ~ 20) 2Vngg) no nulo. Ahora, de la identidad (E.48) de la
seccién 2 del Apéndice E se sigue que g(z) = (—1)%¢, para £ = ||||?, donde

—zT'ux (.’L‘)
(272 h(z) = e
pertenece a L*(R™) y es el autovector asociado a z. Entonces,
—iT
Ao 2
fZDK 2

lo cual implica que Re(AMPz) = 0. Esto muestra que p = 1 no puede ser el valor
buscado (como se aprecia al tomar N = 1 en (2.65)). Por otro lado, siendo dy =

L:;iﬁ = —T A(z) queda

-T2
(2.73) A“’)—[ s+ T 1+<)<soa,svwcpa>] A

Recordar que § = (I — Q){(Upe — 20) I — @). Como:

1 -
(I-Qloppe = Usews — —— (w3, (Une — 20) U gipa) T
Q(Zo)
1
- — (i, U) T
Uo,aiﬂe q(zg) (‘Pe, )

se tiene (Upg — 20) (I — Q)Uoeps = T ~ @(‘Pé, ) (Ugg — 2)~"¥. Entonces,

o BT m 0 — {0 (o D)0 — )
SUops = ¥ q( )(‘Pea‘l’)(Uo,e 0) ¥ {‘I’ G )(Sﬂaa‘I’)Q(Uo,e ) ‘1’}

= )(tpe,‘l’)(an )7+ ——

qlz ——5{a, U) (e, (Uog =~ 20)72L) ¥

( 0)

¥,
(w5, SUppwa) = — (105, ¥) + (1) (05, ) (05, (Voo — 20)*T)

por lo tanto,

1 .
C C2 252‘4
con A = {¢3(Upe —20)"2%) = (g, (Ung — 20)*Upea). De acuerdo con las identidades
(E.33_) v (E.52) obtenidas en la seccién 2 del Apéndice E, se verifica que A posee las
siguientes representaciones:

(2-?4) (‘Pe: SUy 5909)

n=1: A = Jm 3 VP/ A= eMely + pmly, ilcp’(p ik
S i T ThIP 2%
—iTH ;x T
] _a 1|v. (1= 7 Melyns W - 10T P — ,,uJ et )
n>1: A—zoi/ﬁ;nllirgoZVP/ T dxdy
[mf<N T;u,,j
hy- 2
yh oy Yr1, P — _‘a‘yj +1s- ,yn) dy

TP Z_ Lo la
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Observando que

/’r'“ﬁ“i (1 — e V(x4 Pm)lzdm} _ _1_/‘??;1 Mdz

e |€—iTva: _ 1|4 2 4 [e——z'T'uz _ 1|2
Tv]

se concluye en cualquier caso,
(2.75) | A= 72K + D)

donde K € C cumple Re K = 1£ y D > 0 es la identidad (2.70) o bien (2.71). Esto

implica,
K+D

g2

1
(g, SUbepe) = ¢t
y reemplazando en {2.73),
. —T2 1 K+D 20
A8 = [——+T2 1+ (—w&——ﬂ e
7 PRI e )| TP
_Ta -
[ T* _o+D),

_ (1+ C)} 2
2 i)2e® ¢ £|¢®

Enionces

A8z

[—TQ ;2K +D) 2_(_] 1

- T —
2 R 112 ] €I¢t?

siendo Re(—() = £|¢|?, se obtiene:

-T2 £ D T 1
Re(A?%) = [ - T? —~T° + ——] =
W) 2 2CPe? 7 e T 2 | el
.~ _TD
2{Clter it
y como |AN? = %@: se llega a
27%D
ADP2Z L 2Re (NP 7)) = ~ =
X O5) = 1
Luego, \
27D
M)t =1- Zogu? + O(u) , w =0
ic1te
lo que termina la prueba. n

El segundo resultado permite determinar completamente las igualdades (2.67) y (2.68).

Lema 2.12 La expresion |{gs. QUsgs)| es dada por:

(2.76) (g5 QUaha)| = [t i {o, A)I| (g, o)
En el caso particular que g = h = ¥y queda |{g5, QUags)| = ||tho]*.
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Demostracién: Se tiene de (2.40), QUphg = I;TEH)"“OG’ (Usp — 20) " Ushe)®. Como

(Uop—20)"Ushe = (Uoa—20) Vo gha+C {05, hey¥ = ho+20(Ups—20) P+ {95, he) T

se sigue que (g, (Uop — 20) " Usha) = 2z0{ws, (Un — %)~ he). Entonces
& -

(95 QUahg) = — {03, (Uo,g — 20) " ha} (g5, T)

a{z0)

Un razonamiento similar al utilizado para obtener (E.50)-(E.52) en la seccién 2 del

Apéndice E implica que (gs, ¥) = {g,%q), donde t)g es la funcién dada por (2.72).
Obsérvese que

7o(o) = =28 — 0(a) Ty z)

- egilvz _ 2
donde
E—iTv-:n -z . . 9
O(x) = -y satisface mgrgm O(x) = —2; , paratodom € Z

por lo tanto & € L>*(R"). En consecuencia 1% € L?(R") para todo m > 1, y se cumple:

(oo Uhs —20)he) = [ ZHEan— Gy

Bn e—iTvzr Zo

con lo que se llega a (2.76). Por su parte, si g = h = vy, se tiene

oo = [ i =

P (e—ﬂ'.T'u-a: — 20)2

lo que termina la prueba. ]

De esta manera se ha probado:

Teorema 2.3 Sean g y h vectores ancliticos en L?*(R™). Entonces bajo las hipdtesis
del lema 2.11, se tiene

121, Do)l {g, o) 2
T2l D

con D dado por las expresiones (2.70) o bien (2.71) dependiendo de la dimensidn con-
siderada.

(2.77) ii_rf}] w? T,(g, h) =

Es inmediato de este teorema que se cumple la estimacién (2.68) con p = 2. Sin
embargo es posible mejorar esta igualdad de la signiente forma:

Corolario 2.3 El orden de convergencia para la funcién 7,{g, h) es dado por:

(2.78) Tw(g, B) = TCP (o) 219, )2 + Ogng(w™) , w— 0
donde
(2.79) T = wT? {4 || D
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Demostracidn: Basta considerar €l caso n = 1. Sea

9T2D |, B2
Cy= o, M =100l
7 ICPlgol? 1ol

y J = C; M el valor del limite en (2.68). Se tiene

—er g, )

(ur) - C7Y + 47*C5 ha(w) — M|

lw?Ty(g,h) = J| < Cw?+ |ha(w )|

lhs
tha{w)]

donde b (w) = [Mw)?, ha(w) = (1 = hy(w)w™? v hy(w) = |{g5, Q{w)}Uphg)|*.
Comao hi{w) = 1+ O@w?)haf{w) = Ca + Ogpluw} y hd(u!) = M + Oy ppo(w) cuando w
tiende a cero, se sigue que es posible acotar [hs(w)|/|he(w)| para w pequefio.
Luego [w? (g, k) — J| < Cw?® + Cw < Constw si w es pequefio. De esto se obtiene
(2.78). [ ]

IA

Cw?+Cy?! [ {C|h w) — 1 + |ho(w) + Cal} + |ha{w) — M|

En el caso particular que g = h = 4y ( véase la observacién 2.4}, se deduce el si-
guiente resultado:

Teorema 2.4 Sea U el operador wnitario definido en L*(R™) por la expresion (2.5)
con ¢ € D,. Asimase que este operador posce un inico autovalor zy = e con
¥y € LHR™) un vector propio asociado a zy. Sea la perturbacion unitaria U(w) de U
dada en (2.7). Entonces si v verifica las hipdtesis del lema 2.11, el respectivo tiempo
de vida 7, (100) posee el comportamiento

1€l

(2.80) 1111% wh (1) = STip

con D igual a (2.70) o bien (2.71) dependiendo de la dimensién considerada. Equive-
lentemente

,hrg('w—l) , W — 0

2 8
(2.81) (i) = KL%l }rf)”” +0,

para [ en {2.79).
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Apéndice A

Resolvente generalizada de un
operador en L*(R™) con potencial
singular

En este apéndice se estudia el operador resolvente Rj(z) asociado al operador Hj =
—% +V(r)+ ”%U en L*{R*). El objetivo principal es conseguir una expresién mas o
menos explicita para Ry{\) = (H;—A—40)"! la resolvente generalizada de H, (seccidn 3).
Para esto se comienza por investigar las soluciones de la ecuacién —h" +V(1")h—|—w;—1)h =
kR, con r > 0y k € C desde el punto de vista de su comportamiento asintdtico en
vecindades de r = 0 y 7 = oo (seccién 2). Concretamente se muestra la existencia
de un par de soluciones h; (k,7), ho(k, 7) linealmente independientes tales que hy(k,r)
es aproximadamente igual a '+ sir — 0y ho(k,7) es aproximadamente igual a e’*"
para r — oc, esto en el caso que el potencial V' es de soporte compacto (teoremas A.2,
A.4). El vector Ry(\)f se logra expresar en términos de las funciones ha(k, ) y ha(k, 1)
cnando f € LY{R*) tiene soporte compacto. En particular se considera f = X%
con By > 0 tal que sop(V) C [0, Ry] v ¢ € L%,[0, 00) es una solucién saliente asociada
a la resonancia ky, para Imk? < 0 con un comportamiento en el infinito similar al de
la funcién ha(ky,r). De esta manera se llega a una identidad para (f, Ri(}) 5 que es

fundamental en el estudio realizado en el capftulo 1.

A.1 Existencia de soluciones — soluciones débiles

En esta parte se comentan algunas propiedades de las soluciones de la ecuacién:
(A1) —o" +V(@)p=zp+f 20, 2€C

donde V v f pertenecen a L}.(]0,00)). Por solucién cldsica de (A.1} se entiende una
funcién « con la propiedad que p, ¢ son localmente absolutamente continuas en i0, 00)
v " satisface la igualdad (A.1) c.t.p. en [0,00). Notar que en tal caso ¢ € C'([0,0))
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y ¢ € L] (10, 00)), de donde ¢ € Hi([0, 00)).

loc
Una solucién débil de la ecuacién (A.1) es una funcién ¢ € L2 ([0, 00)) satisfaciendo:

(A.2) —f e,o@"+/ V<,09=zf ¢9+/ I
0 0 1] 0

para todo 6 € C§°(0,00). La relacion entre estos dos tipos de solucién es dada por:

Teorema A.1 Sea V € L2 (10,00)) y f € LE,(I0,00)).

o

Entonces @ es solucidn cldsica de (A1) si y solo si @ es solucion débil de (A.1).

Observacion A.1 Es imuediato que para V ¢ L (RYY toda solucidn ¢ de (A1)

pertencee a H] (RT).

A.2 Comportamiento asintético de las soluciones

Sea la ecuacion,

11+ 1)

(A.3) -+ V() o+ e=zp, >0

donde = € Cy 1 € NU{0}. Los resultados siguientes dan estimaciones para el
comportamiento asintdtico de las soluciones de esta ecuacién. Para la demostracién
véase [28].

Teorema A.2 Suponer que V € L} (R*) es no singular en el sentido que

(A.4) fo V() < oo

Entances son vdlidas:

(I} Para ! = 0 la ecuacidn (A.3) tiene dos soluciones linealmente independientes
fi(z.2) y fo(z,) tales que fi(z,r) ~ 1y fo{z,7) ~ 1 cuando r — 0. Ademds
estas funciones dependen analiticamente de z en todo C.

(1I) Pura l > 0 la ecuacién (A.3) tiene dos soluciones lincalmente independientcs
Ti(z) y folz) tales que [y(zor) ~ 2"y folzr) ~ 78 cuando r — 0, y estas
Junciones dependen analiticamente de z en todo C.

Observacion A.2 Es posible mostrar que para f(z.-) = f;(z,-), 7 = 1,2, se cumple
f(z.r) = lim,,.; f(w,r) uniformemente en compactos de R*. Por ejemplo

(A.5) fOur) = lim f( +i6,7)
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uniformemente en A € [a,b]. Notar también que en el caso z = A € R, f(}, r) €s una
solucién real de (A.3). Ademas, se verifica

(A.6) filzir)~ (4, 1 =0
(A7) Mz =1 0M), r—=0

Teorema A.3 Supdngase que para algin c > 0 se tiene V(r) = Vi{r) + Va(r) donde
Vi es absolutamente continua en (¢c,0¢) y Vp € LY(c,00). Sean Vmin, Vinez constantes
tales que Vinin < 0, Vinaz = 0 4 Vinin < Vi(r) € Vinaw para v € (c,00). Entonces es

posible encontrar soluciones f(z,7) de (A.3) con las siguientes propiedades:

1. f(z,7) es definida para cada z € R donde R = C\ [Viin,00). Mas atn, para
r >0 fijo f(z,7) es una funcidn analitica de z con z € K.
Cuando v — oo, f(z,r) tiene el comportamiento asinidtico

(A.8) ﬂm%wmﬁft—mmw%}

Aca, para w € C la raiz w'? es definida por (re?®)H/? = rH/2e®/% con 0 < 6 < 27,
2. Seaz=MA+1id con X > Vipaz y 8 > 0. Para todo r > 0 se tiene que el limite
(49) FOur) = lim £(,7)

existe y es solucidn de (A.3) con z = A. Ademds se tiene el comportamiento
asintotico para r — 00

(A.10) f 7} ~ expli fr()\ — Vi{t))/2dt}

A.3 Solucién saliente y resolvente generalizada

En relacién a la ecuacién (A.3) el caso que interesa es cuando la funcién V' pertenece
a L=([0,00)) v es de soporte compacto. En tal caso se escribe V(r) = Vi(r) + Va(r)
con Vi{r) =0y Va(r) = V(r) ¥ ¢ = Vipaz = Vimin = 0 en el teorema A.3, de donde la
expresién (A.8) queda

(A.11) flz,7) ~ exp(\/zir), T — o0

Entonces de acuerdo a los resultados de la seccién anterior existen 6i(x,-),02(x,-)
soluciones linealmente independientes de la ecuacidén

11+ 1)
T2

(A.12) —8" + V(r)o+ f=rf, r>0
donde sk €C,s=k*=A+id,conA>0,0>0yleN, satisfaciendo las propiedades:
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(A) 6i(x,-),02{k,-) son analiticas en la regién /mx > 0 y continuas en la region
Img 2 0 en el sentido que

Gj()\,‘i") = }}‘_I%HJ(}"FZJ: T)a J=12

para todo 7 > 0, con 8;(),-) real y 82(}, ) compleja.

(B) 0i(k,-) ~ rt1 7 — 0y ba(,-) ~ exp(Vkir), r — oo donde Imy/k > 0 para
Imk > 0.

Sea f € L*(R™") de soporte compacto v sea la ecuacién no homogénea en [:

1" r ll+1
{A.13) —~" "+ V(e (?‘2 )Lp=R(p+f

Por medio de variacion de parametros se tiene para 1 > 0 fijo, que

(i) = ( 2 o, y)f(y)dy) Oy(5,) + ( - [ '" el(m,y)f(y)dy) B, 7)

Wo Jy

es una solucidn de (A.13) en el intervalo [, 00), donde Wy = Wrons(0{k, -}, falx, ) }(n)
es constante y d;,ds € C. Sea p > 0 tal que sop(f) C [0, p]. Entonces escogiendo
1™ '

‘= "y \ Gr(k,y)fly)dy, ca=0

se obtiene,

(A19)  Olsr) = —-6:(7) f " 8y, ) (w)dy ~ "1;7092(“*": ) f 61, ) F(u)dy

Para r > p queda,

(A.15) d ) = —-tali ) [  00(s,9) 1 (9)du

lo cual implica que &{(x,-} € L3[n, oc). Por otro lado |6;(x, 7)) < Crt*! con r € (0, 7)
si np es pequefio. Luego 8;(k,-)f € L{0,n), de donde puede tomarse n = 0 en (A.14)
y conchiir que #{x, ) es solucién de (A.13) en todo R*. Ademas,

Lema A.1 La funcidn 0(k,-) pertenece a L(0, np)

Demostracion: Sea da(x, -) nna solucion de (A4.3) dada en el Teorema A 2 satisfaciendo
(k. -} ~ r~! para r — 0. Entouces existen 4;, 4y € € tal que en el intervalo (0,7}
vale fa{. ) = A,0, (K, )} + Ao¥2(k, ), de donde |Ba(r, )| < C (! +77!). Se tiene,

16a(5,7) / Doy < O / a1 W)l
C (P4 4 )72 ]

I
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Por su parte, despues de algunos céleulos,

10105, 7)] [ 102, )1 f ()ldy < Cr+imbtt + -0 f]l2 + O+ L

= Cr{l+rpm”|Iflie + Cr¥1 L
= Clr(L+r' 5 fllze + rH1 L]

para r € (0,m), lo que termina la prueba. ]

De lo anterior y (A.15) se deduce que 8(k,-) € L*(R*). Por otro lade
La ecuacién (A.13) posee una tnica solucién 8(x, ) = (H, — x)~'f € L2(R™*) donde

@2 i{i+1)
H = -E + V(T’),-l— —""7"‘*2“—

Luego por unicidad debe tenerse que
1 o2 1 T
(A16) Ok, r) = ——0b)(k, 7‘)/ Oa(rs, y) F(y)dy ~ —92(5,?")[ (%, y)f (y)dy
W - Wo 0

Notar que una consecuencia inmediata de la propiedad (B) es #(x,0) = 0. En par-
ticular para § = 0 se cumple que (), -) es acotada en una vecindad de cero, Ademas

claramente 8(}, -} € L*®[n, o). Asf 4(},-) € L®(R*) es dada por,

1 e 1 T
(A17) 8\ r) = 5 0100 ) / B2( A, v) f (v)dy + 7 02(A7) /0 01 (A y) f(y)dy
con T = —W,.

Lema A.2 Para todo r > 0 es vilido,

{A.18) B\ r) = %in% G(A+id,r)

Demostracion: Sean & > 0y 1o > 0 pequefio, se tiene |63 (A+i6, )]| f ()] < Cy™| f(v)|
s1 0 <y < no, uniformemente en |§] < d;. Entonces de los teorcmas A.2, A4 y el

teorema de la convergencia dominada se sigue

/r 01(X + 46, ) f(y)dy — f Br{A v} f(y)dy
i} 0

cuando § - 0 para 0 < 7 < 7. En el caso que r € [ny, o] se sigue por {A.5),

M = SuPyges, WPy <yey 161 (X +8,9)] < o0, de donde B1(A+ 1, )| F(v)| < M]f(y)
si # < § < dg. Nuevamente el teorema de la convergencia dominada v los teoremas A.2
¥y A4 implican que:

/ ' () +i8,y) [ (y)dy — f r B (h ) S (y)dy
0

o
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si § — (. Finalmente {A.9) sigue de los teoremas A.2, A4y la igualdad (A.16) para
B{A +ié.") (pues notar que si r > p vale

B0\ +i6,r) = %eg()\ +1i6,7) /P 817+ 136, 1) f(y)dy )
[\

Consecuencia del Lema A.3 es que la resolvente generalizada del operador H:
(A.19) (Hi=A—i0)"'f = 511%1(&! - A—dd)7lf
existe v es dada por (A.18).

A contituacion se considera una funcién f en particular. Concretamente f = xg r,)%,
donde ¢ € L}, ({0,0¢)) es solucién de

(z+1)

{A.20) ! Y+ V(r)p = (Mg — i)y ,r >0

¥ es denominada solucion salmente, con Ry > R donde R cumple sop{V} C [0, Rl
Siendo f € L2(R*) se sigue por el teorema A.2 que f(r) «~ r!*? para r cerca de cero.
La siguiente identidad es atil [4, 23]:

B .
(A.21) f w(y)ua(y)dy = - izlﬂ'(’nz,u;)li’,.. si —ui+ V(g =zu; ,j=1,2
se tiene entonces
R
: W(f,8(A W(f,6:(A )
/ b\ ) ly)dy = — =5 f B Wy = = 5y

La obscrvacién A.2 implica que W{f,61(},))(0) = Hm,_o W(f,6:1(A, - }})(r) = 0. En-
tonces (A.17) queda,
1 1

O(A 1) = Fioo —de =) 2 ()\J‘)””(f, (A, '))(T)+m (AW (F, 05N, )i
Cowmo Bal X, )W (f 81 (A Mr) — 81 (A r)W ([, 8a( A, )} (r) = f(r) T, se tiene que
o) = ;;:%;—:—;[f(r)+Tea(/\,rﬂfv(f,eg(/\.-))(Rl)]
Entonces
. LR (L8R
A f)bhy)dy = m]ﬂ |f{y) Py + T(,\u—ze— / F)er (A, v)dy
Siendo R,

Tl — 1 iy
JA J A y)dy = - Dot V(ei(A ), Dl
v W 800 D(0) = lim,_o W{f,81(A.))(r) = 0, se obtiene finalmente,

o 112, V(£ 800, WRIW(F, 0100, )R
wm [Ty = U USRI 60 )G
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Apéndice B

Soluciones linealmente

independientes para la ecuacién de

autovalores

Este apéndice tiene como finalidad un analisis de las soluciones de la ecuacién —A” +
5“;'21—)!7. = k?h , r > 0, donde k € C. Se obtiene aqui, de forma explicita, un par de solu-
ciones hy(k,r), ho{k,r) linealmente independientes de esta ecuacién por una aplicacién
del método de serie de potencias. Ademds se verifica que estas soluciones dependen
analiticamente de & para todo r > 0 fijo (sin embargo esta dependencia desaparece
al calcular el respectivo wronskiano). Las soluciones asi obtenidas estdn bastante re-
lacionadas con las funciones de Bessel de orden I + 1/2, por lo que ademds en este
apéndice se mencionan las propiedades mds relevantes para este trabajo que poseen

tales funciones.

En esta parte se realiza un estudio de la ecuacidn:

(l+1)

(B.1) =9+ =Y = k%Y

donde k € C, 1 € NU {0}, y r > 0. El cambio de variables z = kr y w(z) = 9($)

transforma esta ecuacion en,

(B.2) w' +w — 5(5; 1)w =(

Obsérvese que para la funcién v(z) dada por
(B.3) v(z) = e~ (z)

se tiene

Hl41 - .
w' +w— -(—-I;—a—)w = e (v” + 20 —
z
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Entonces w(z) solucién de (B.2) es equivalente a »(z) solucién de

I{! 4; l)v -0
z

(B.4) v+ 2 —

La ecuacién (B.2) como la ecuacién (B.4) se pueden resolver usando el método de serie
de potencias. Para la ecuacion (B.4) el punto z = 0 es un punto singular regular y de
acuerdo con el método de Frobenius su ecuacién indicial es

)\2"'(}90—)\)‘5‘%:0

donde py = lim._p2(2i) = 0,qy = lim,_y gg__z_)_(.'+_1 —I(I + 1), luego se obtiene el
polinomio A2 — A —I(1+1) = 0, que tiene 1)()1‘ raices A1 =141, Ay = —1. Se busca una

solneion del tipo
x
v{z) = 21 E 2"
n=0

Se tiene,

o =7 Z(n +1+Deg2™ , v =2 Z(n A+ L+ D(n A+ Depz" 8
n=0

n=0

multiplicando (B.4) por 2% y reemplazando »(z) queda,

ﬁ(§:mk+ﬂ+dkﬁ“4+E:mw+UQ4J“)=0

k=0 k=1

Se sigue que ¢y es arbitrario y cumple la relacién epk(k + 20+ 1) + ¢c—12i(k + 1) = 0,
k> 1, de donde
(=20 +2). (1R
TR T TR S G

Asi

e MI+D+2)... I+ k)
(B.5) = "Mzmzzw )2l +3). (2l+k+1)

De acuerdo con el método de Frobenius, las raices A; v Ay verifican A\ —dy = 2l+1 € N.
Esto implicaria que la funcién v, de la forma

vo(2) = 271 Z 2"

=

no necesariamente es una solucién de (B.4) linealmente independiente con v;. Sin
embargo reemnplazando vo en la ecuacién (B.4) se tiene,

o0

'zz_lz (n— e v’ —ZIZ(R-_Z)(H-HZ-I)C,,Z“—2

n=0 n=0
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de donde nuevamente ¢y es arbitrario y vale:

3 (el — 20 = Doy + 2i(k — 1~ L)ep_r)2F = 0

k=0
de esto queda la relacidn k(k — 21 — 1)ep + 2i(k — ! — 1)e—y = 0, & > 1. Lo anterior
muestra que ¢y = 0 para k =1+ 1...2], Ademas esta igualdad se anula si k=20 + 1
con cy4y arbitrario. En tal caso vs es una segunda solucién linealmente independiente
de (B.43) (véase [8]) dada por,

{ o
va(z) = 27 Z ere® + 27 Z 2
0

2141

donde ¢ es ahora:

_(2MO-1)(-2). (—k+1)

@)=kt

(B.6)

cond=rcpparak=1,...,ly d=couy para k > 2l + 1. En particular, si cg43 = 0

_ !
(B.7) vg(z) = chzk_l

k=0

es una solucion de (B.4) en todo C\ {0} y es analitica en este conjunto.

Haciendo ¢y = ¢ = Mﬁi—?}zﬂﬂ se sigue de (B.6),

o = WD 0G0 ot (k4 0+ 20+ )

y se puede mostrar que ¢x = 45, con

(+HA+7i-1) .. +2)0+ D=1 (I~ (-1}
41 (—2i)7

djﬁ

Asi la otra solucién linealmente independiente de {B.4} se escribe como:

! ) _ '
Uz(z)=z(l+3)(£+3—1)...(z_j+1)

(B8 =202y

i=0

De la igualdad (B.3) se establece que un par de soluciones linealmente independientes
de la ecuacién (B.2) son dadas por

(B.9) wy(z) = ePuy(2) , wyz) = y(2)

Sin embargo conviene resolver directamente (B.2) empleando el método anterior. Esto
es, se buscan soluciones del tipo,

a)  wy(z)=2" chz“ by  wy(z)==z"" Zdnz"

n=0 n=0
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Reemplazando wy(z) de a) en la ecuacién (B.2) queda,

o0
n{n+ 20+ 1)e, 2" + Z e,z =

n=0

WK

3
I
=}

Para j =n+ 2 se tiene j — 1 = n + 1, luego

o0
Z (+ 20+ 1)cjz'~ 1—|—ch 227l =0
j=2
de donde ¢y es arbitrario, ¢; = 0y vale la relacién j(j+21+1)¢;+c;e =0, §=2,3, ...
Luego ¢; = 0 con j impar y se sigue
(-1} (20 +1)

| =Gy, j=0,1,2, ...
() oy= PR+ )R +3) (2 +5).. (@240 GO TE LS

con &y = 1. Entonces
20

wi(z) =cp ¥ &
=0

. _ I - =D
Escogiendo ¢q = eS¢ tiene coj FEE I Por lo tanto

20

I+ 7) 2
(B.10) wy (2 Z 2l-§—2; jl)FzH-H-l

Recordando que la funcién Gamma I satisface ['(p + 1) = pI'{p) para todo p € R, p >
-1, se tiene

1
(l+1/2+3+1)_ P+ 1/24+D20+3)(2+5)...(2+25+1)

de donde 27T(1+1/2+ 5+ I) =T({+1/2+1)(20+3)(21 +5)... {20+ 2§ +1). Entonces
la expresién (*) puede escribirse como

(-1¥T{+1/2+1) .
JRHET(I+1/2+5+1) "

Tomando ¢y = {271+ 1/2+ 1))~! como segundo valor se Hega a una solucién 1 (z)

(B.11) coj =

i (2) ”12 vrl+1/2+;+1)( 2/2)% = ()5 )Hmz lrz+1/2+3+1)

que puede ser escrita como
(B.12) (2 ( AN ()
donde /2 ge elige tal que Imz? > 0si Imz > 0, mas precisamente 7 < argz < m, y

1/2 - ( 1). i
Jre12(2) )r+/ Z 'P(l+1/2+]+1)(z/2)2
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se conoce como la funcidn de Bessel de primera close de orden 1 +1/2. Jiiy/0(z) es
una solucién de la ecuacidn de Bessel de orden I+ 1/2:

2
(B.13) B+ %h’ +(1- ﬁ-%-@-)h —0

El radio de convergencia de la serie de potencias que define a la funcién de Bessel
es infinito. Luego Ji1/2(2) es una funcién analitica en todo C. Una segunda solu-
cién de (B.13) es dada por J_ y11/99(2), que no es analitica en z = 0, més si lo es en
z = 00, lo cual muestra que Jii1/2(2) y J-(141/2)(2) son linealmente independientes [41].

Es inmediato que por las elecciones hechas de ¢ se tiene

2 DI+ 124+ 1)
wy(z) = ( (2 +2)] ) W (2)

(B.14)

Por otro lado, wy(z) en b) es solucién de (B.2) si despﬁes de un célculo se verifica

Z n(n — 2l — 1}d,z" + Z d,z"? =10
n=0 n=0

luego dy es arbitrario, d; = 0 y vale la relacién k{(k — 21 — D)dp + dr—2 =0, k> 2. De

esto se deduce que dpgy; = 0 para k=0,1,...,] — 1 mas dy; es arbitrario. Entonces,

(=1)*
do = d k=12...
® T 946 @B 2. 2j-2A-1) "
d ~ (-1)* dpst, k=12
AT 046 (2@ F3) (2l +5).. 2+ 2k + 1) S

Repitiendo el mismo andlisis que llevé a (B.10) se obtiene dox = kf;,i?gi T /sz:ﬂ)dg,

—_1* . —
dopropty = ﬁgﬁg_ﬁ%@“b Haciendo nuevamente, dy = (2/T(~1 — 1/2 + 1)),
dyer = (27101 + 1/2 + 1))718, y observando que 350 dopz® y 300 dopsopss 2226+

convergen en todo C se llega a
wefz) = (%)1/2J~(t+1/2)(3’) + By (z)

Notar que w1 {z), wa(z) son linealmente independientes. En particular para 3 = 0.
Asf we(z) es dada por '

(B.15) wof2) = (“;“)WJ—(HI/z)(Z)

Denétese w,(z) = e®v1(z), ww(z) = e®va(z), con v1(z), va(z) dados por (B.5) y
{B.7). Existen Ci,Cy € C tal que wn(z) = Crwy(2) + Cawafz). Siendo w.(z) y
wi(z) analiticas en z = 0 se tiene (% = 0. También existen D, D, € C tales que
w,(z) = Dywn{z) + Dywn(z). Notese que aca D no es necesariamente cero (véase
un ejemplo mas adelante).
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Luego w{z), w..(2) son linealmente independientes y su wronskiano (que por lo tanto
es no nulo) puede ser calculado explicitamente:

. . 42 (=)
wl("") - ;(J +2.7 + l)AJZ con AJ - j!(2l+23 + 1)

’ !
’M?’**(Z) = ieiz {DU + Z[Dk + Z(k - l)ﬁk—l]z_k + iibtzﬁ(t'{»l}}
k=0

con Dy, = i* Dy, se sigue que

! =%}
W (2)wy(2) = ¥ Z Z([ + 2§+ 1) Dy A 2300
E=0 =0

wi (2w (z) = ie” {Z AJ,-.IT_f)(}z'ri""gj'5'I -+ ZilAjf);sz}

=0 =0

I >
+ie” > N " [Dy+ ik — 1) Doy Ay H R
k=1 j=0

Tanto wy.(z)w) (2) como wl,(z)un () pueden ser evaluadas en 2 = 0 quedando w..(0)w}(0) =
{1+ 1)AgDy, wl, (0Vun(0) = i - il Ag Dy Asi W {twhe, wy) = W (0)10] (0} — w}, (0)21 (0) es
igual a (i)I.

Las funciones de Bessel, tienen el siguiente comportamiento asintético cuando z — oo

(B.1G) Jipyja(z) = \/%cos(z -(I+1)= ) == \/——:sen(z - -2-1) + O(z7%%)

2 .
(B.17) J_r179)(2) = 4/ = cos(z + -;El) + O(z%%)
Estas funciones cumplen ademas la siguiente formula de recurrencia:
20+1/2
(B.18) Jt+3/2(3) = _(_“":'_/‘_)JI+1/2(3) - Jz—l/z(z)

Del hecho que para I = 0 se tiene Jy/o(z) = /2 senz, J_,p(2) = 4 /2 cos z, se deduce

de {B.20) Jaj2(z) = (/2 (22 — cosz), J_gpa(z) = /L (—%2 — senz). En este caso
la funcién vo(z) dada en (B.7) queda vp(z) = 142, de donde

Wia(z) = (_\/E)u’l(z)+(_ﬁi)u’2(3)

No puede dejar de mencionarse una importante propiedad relacionada con los ceros

que poseen esta funciones:
La funcién J,,1(2) tiene infinitos ceros positivos. Todos estos ceros son simples y
2

pueden ser ordenados en una sucesién creciente a,{{ + 31_,-) tal que a,(l + é) — 00
cuando n — oo. La demostracidn de las identidades anteriores pueden ser vistas en

[35, 41].
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Apéndice C

Esféricos armoénicos y el operador
de Laplace

En este apéndice se estudia el concepto de funciones esféricas arménicas (seccién 1),
las cuales son esencialmente funciones del tipo f(r)Y(w) conr = || yw = (@ #0),
las variable radial y angular respectivamente. El propdsito central de este apéndice
(seccidn 2) es establecer una descomposicién del operador H = —A + V, donde V
es una funcién radial en una familia especifica (H,) de operadores autoadjuntos en
L*R*) en el caso n = 3 (proposicién C.2 y teorema C.1). Para esto se utiliza el hecho
que el espacio L*(R") puede ser expresado como una suma ortogonal de subespacios
generados por funciones esféricas arménicas, y la propiedad que el Laplaciano actda de
buena forma en las variables radial y angular (en el sentido que opera en cada variable

separadamente).

C.1 Generalidades

La funcién L : R*\ {0} — R* x §™! definida como L(z) = (r,w) = (|z|, &) es una
biyeccién con inversa dada por Li(r,w) = rw. De ésto y el teorema del cambio de
variables se tiene para f € L}(R") la igualdad,

o
(C.1) f(z)dx = / ( f(rw)da(w)) ™ dr
Br 0 gn-t
donde do es la medida de Lebesgue en S"~!. El siguiente resultado es inmediato:

Lema C.1 Considérese en R* la medida d{ = r"'dr. Los espacios L*(R*\ {0}) ¢
L{R* x 5771, d¢ x do) son isomorfos via el operador unitario (U f)(r,w) = f(L:(r,w)).

Como L(R") = L*(R™\ {0}) lo anterior muestra que L*(R") = L*(R* x 5™, d¢ x do).
Nétese que todo elemento de L*(R") puede ser visto como una funcién de 7 y
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w = (6,,0,,...,0,1) sus coordenadas polares generalizadas en "1,

Ahora, recuerdese que si { fin(r)}oo_, v {¥2{w)}2, son bases ortonormales de L*(R+, d()
y L""(Sﬂ 1, do) respectivamente, entonces {fn(r)Ye(w)}39 .y s una base ortonormal
de L*(R* x S™"1,d(¢ x do). Por lo tanto al considerar un operador lineal 7" en L2(IR")
hasta estudiar la accién de T sobre funciones del tipo f{r)g(w).

En el caso que 7' = A un cdleulo muestra que:

# m-18 1
A S

donde B es el operador de Laplace-Beltrami en L?(S™!) definido como [27]:

(C.2) A=

n—1n-1
zﬁl Je=1
con g = det(gu), g = Sjy (555 » o = Ty ()22

El espacio L*(5™!) puede ser descompuesto de la siguiente forma:

(04) L2(th’3) = @Hks donde Hj 4 Hk y j # k

k>0

v Hy = {fi5"1: fes un polinomio homogéneo de grado k armdnico en R"}. Los ele-
mentos de Hy se llaman esféricos armdnicos. H) es un espacio de dimensién finita.
Nétese que Hy = ({1}} luego dim Hy = 1. (véase {17] para la demostracién de (C.4)
asi como otras interesantes propiedades de los espacios Hy).

Sea Y € Hy. La funcién |3:|’*Y(Tf'1%!) es armonica en R™ \ {0}. Aplicando el opera-
dor de Laplace a esta funcion se sigue por la igualdad (C.2),

0 = A@FY (W) = k(k - 1)r*?Y(w )+( - )A Y (W) + TlgB(rkY(w))

= k(k — 1)r* Y (w) + k(n — 1r* Y (w) + r*2B(Y (w))

Luego BY (w) = —k(k+n ~ 2)Y(w}. Por lo tanto H es el subespacio propio asociado
al autovalor —k(k+n—2) del operador B. Entonces (C.4} implica que B tiene espectro
puntual, esto es o{B) = {—k(k+n —2): k € N}. Asf por {C.2) se tiene para g € H,

2 _ (L —
©8) AU = (57 + e - ) )

Sea {Yim}720 ue1.. g, Uma base ortonormal de Hy (dp = dimH) y {f;(r)}32, es una
base ortonormal de L*(R*, d() por (C.4) se tiene para p € L%(R"),

(CG) Z chmj f_’,‘ Y]-»m( )
=0

m=1
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Con ¢l objetivo de hallar una expresion equivalente a {C.6) es necesario hacer uso de
la identificacion [20] L*(R") & L}(R*, d¢) ® L2(S"!, do) . De la descomposicién (C.4)
se llega, a,
L*(R™) = €D L5, donde £; = LA(R*,d() @ H,
k=0
de esto se sigue que,

(C.7) PRY =P L, L =L,

k=0

Sea y € L*(R"), se tiene por (C.7) que ¢ = Yoo Pk €01 O € Ly
Siendo { f;(r) Yo x(w)} 2, m=1,..,4, 1n& base ortonormal de £ queda

dr o

B =30 s S5 Yim()

m=1l =0

donde la convergencia es en el espacio £y (luego en L*(R™)). De (x) se sigue que
Ckm,g = (.fjn,ms Wk) 3 7 == D: 11 <+0y ¥ COmo _?i[) ”ck,m,juz < 0O se Obtienea

oo
Prm = D Chms [{r) € LR, d¢)
§=0
luego . = 3% Orm(7)Yim(w). Ast (C.6) se puede escribir como

20 dy

(C8) 2= > Pkm(r)Yim(w)

k=0 m=1

Se dice que (C.8) es la descomposicién de @ en esféricos armdnicos. Es importante
notar que

(Cg) Crm,j = (fj}/;c,ma 95>
pues (f¥i,:0) = (fYirs 04) = (fo¥er, erVig) = (for 01} = Cops. Ademis de (C.9) se | ;

deduce que

(C.10) ron(r) = (Yo ) = / Vim@)e(r,w)do(w)

gr—1 I

Observacién C.1 Sea ¥ € LAR"). De acuerdo con su descomposicién en esféricos [
armonicos, ]

= o0 ;
\Ijzzz‘pkmyk,m=zlpk :
k=0 m=1 k=0 :

se tiene para p >0y g = XBQ‘I’a

>
g=ng con gkszQII'k
k=0
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Por su parte, sea ¥ € L2(R™} con ¥ # 0, es inmediato que existe k > 0 tal que ¥y, =£ 0.
Entouc‘es para ! = XBp, ¥, P2 =y Bn, ¥ con Ry < Ry se tiene que si ky > 0 satisface

1 %0 entonces 97 i, 7 0.

Observacién C.2 Sea ¢ € C(R"). Del lema C.1 se sigue que @(r,-) € C{S™ 1)
para todo » > 0. En particular ¢(r,-) € L*(S*"!) y (C.8) es valido, donde la conver-
gencia es en el espacio L?(S™™!) para todo r > 0, con @ (r) € C(R¥) dado por (C.10).

En el caso ¢ € C°(R"), s € N.s > 2 se sigue de (C.10) y de la derivacién bajo el
signo integral que p,(r) € C5(R*). Ademss de (C.2),

" o— 2 _
©I) )+ % thnlr) = [ Vo) |5+ 22 2 | el whdo(o)
luego
C1) )+ ) = [ el 8- 8] ot o)

El operador B es esencialmente auntoadjunto en C*°(8"1) [30]. Entonces en el caso
que ¢ € C°(R?) se tiene (r,-) € C®(S™1) y vale

/c;n 1 Yﬂ.m( )Btp(? w)da( } (YkmvB(P(r» )) = (BYMTH‘P(Tv )) = _k(k_l'n_z)(fgkm-("")

De esto se obtiene para todo r > 0 fijo,

n—1 L(A+n 2)

(C13) o) + " ) - oin) = [ Tl Dt st

Sea ¢ € HL.(R*) N C{R"). Los siguientes resultados se cumplen:
Lema C.2 Para Y € L*(8"!) se define

() 1= [ YWelrwiow), 10 =e0) [ Yo

gn~-1

Entonces es vdlido que f € C([0,00)).

Demostracién: Es claro que f es continna en R, solo resta mostrar la continuidad en
r=0. Sea o, el area de S"~1. Para ¢ > 0 existe & > 0 tal que [p(z) — p(0)| < ¢/o, s
lx] < 6. Entonces si 0 < 7 < § vale,

2
101 =1OF < ([ rletne) - o@lde)) <1V [ lotre) - 0ot
< Y ale/an)on = |[Vl2¢
esto muestra la afirmacidn. .|

De lo anterior se sigue que f define una distribucién en R¥.
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Lema C.3 Sea g la funcién,

an - [

Op
s Y(w)gr-(r, w)do{w)
Entonces g € Li, (R*) y se verifica para la funcién | dada por (I),
(III) feH,RY) y =g
Demostracién: La funcién g esta bien definida, pues |2 (z)| = Ich(x)ﬁl < V()]

de donde 0ip/0r € Lf,(R™). Entonces Jg(r)| < |[¥ |l2liB/or(r, iz ¥ por lo tanto de
(C.1) se tiene,

g . & 9
[ st < gyl [T [ 2 o i = 11l ooy
0 o gr—-1 or> or

luego g € L? (R*,r""dr), concluyéndose que ¢ € L} (R*). Para mostrar (III)
considerar jw| = 1y la funcién h,(r) = p(rw). Sea el conjunto Qup = {z € R*/a <
|z} < b}, por el teorema de Fubini,

/SH (/a.bf'n_llfp(rw)lrzdr) do(w) = /;b ! fgn-1 fo(rw)ido(w)dr = fﬂa,b le(z)Pdr < oo

luego para casi todo punto w € §*! vale,

b
/ r"e(rw)|2dr < oo

de donde ; ,
/ |hu(r)|?dr < a(“‘l)f " o(rw)2dr < oo

a

y siendo a, b arbitrarios se concluye que 4, € L}, (R*) para casi todo punto w & §7—1.
De manera andloga la funcién g,(r) = %‘f(rw} pertenece a L2 (R*). Por la hipétesis
existe {un} C C5°(R™) tal que uolg,, — ¢ en H(Qy,) [7]. Sea

Unw(T) = Un(rw) |, Gnw(r) = Vo(7) = Va,(rw) - w = %’f(rw)

Se verifica: i) Unw = by en L2 (RY) i) go, — g, en L2 (RY).
En efecto,

fS‘H (lbrn_llvn,w(r) - hw("f”)lzdr) do(w) = fabrn—l /,,_1 o (1) — hw(r)l2do(w)dr
= / fun(z) — ¢fz)|?dz — 0

a,b

de donde existe una subsucesién de {v,,,} (que se anota de la misma manera) tal que
b
f T Home (r) — by (r)|2dr — 0
a
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para casi todo punto w € S™7! (esto pues,
b
By = f () — ho(r)Pdr € L1(S™)

¥ ”}"3””]_1(571~ 1y — 0) De donde ”“n,w_h‘w”LE(a,b) < ﬂ-*{n—])”?'n‘u}_h'm”LQ({a,b),r"“ldr) ~= 0.
siendo a, b arbitrarios se prueba 1), del mismo modo se muestra iz). Entonces se sigue,

(h,,0) = —(hy,0') = lim (] . 0) = IEI:O(Q“’“” 6) = (g.,,6)

para todo # € C3°(a.b). De esto se obtiene que h, € HZ (RY) y 1, = g
Luego para [ dado por (I) se tiene

(f.0) = Aoo _/Sn_1 Y (w)e(rw)d (r)do(w)dr = /:gn—l Yw) /0‘°° ho(r)8 (r)drdo(w)
- /S Y jﬂ R ()00 drdo(w) = fo " [S V(@) 0)do(w)dr
esto es (.8} = (g.9), donde g es dado por (IT). |

En el caso de wpm(r) dado por (C.10) se sigue que @pm(r) es continua en [0, 00)
con
Wi (0) = H‘D(U)/ 3"!:,:;;(’!1.‘)(17(7(1[)) = {0) <Yk,m= 1) =0, k21
Sn-1

2o o(0) = Const 7,(0)

Es importante mencionar que una consecuencia de (I11) es que si p € H, (R")NC{R™)
entonces Yrm € Hp (RT)NC[0,00) y (C.11) es vélido.

Observacién C.3 El operador de Laplace-Beltrami B es esencialinente autoadjun-
o en ("°(S""1). Si B denota su clausura entonces su dominio es D(B) = H2(S"71).
Es posible mostrar que en el caso ¢ € HE (R”) se tiene (r,-) € HY(S™!) [17]. Deesto
S0 signe que @ 10 necesariatnente pertencee a ’D(ﬁ} por lo tanto la igualdad (C.12) no
es necesariamente cierta, v en conclusion la ignaldad (C.13) tampoco.

C.2 Descomposicién del Hamiltoniano

La identidad (C.5) mmestra que el operador Hy = —A esencialmente actia como un
operador diferencial en L2(R*). Para establecer con precisién esto se hace uso de la
descomposicién (C.7). En toda esta parte se trabaja en n = 3. Aqui se utiliza por
convencidn la letra ! en Iugar de % en la igualdad (C.8). Se puede probar en este caso
que la respectiva dimensién d; es igual a 21 + 1.

Dendétese Fj,, la proveceién ortogonal sobre el subespacio {{Vin}) en L*(S%), v sea
Epn =1 @ Fy,,. Se puede mostrar para todo [, m que Ey, es una proyeccién ortogonal
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en H = LART,d() ® L35 1), Ademas EpEs = 6160mn, ¥ 2y Eim = 1.

Sean H, = L} Rt d¢) v H, = L*(S8%dos). El operador Ejy, actia en H como
(Binf)(r) = fun(r)Yim{w), donde fi es dado por (C.10). Es claro que Hy, =
Ran(Ey,) & H, para cada [, m. El lema siguiente establece una descomposicién de un
operador, semejante a la producida en el espacio H. Para los detalles, véase [1].

Lema C.4 Sea A un operador autoadjunto en H, ® H, y asimase que A conmuta con
cada Ey,. Entonces eriste una familia { Ay} de operadores autoadjuntos en H, tal que
AElm = Alm @ Fim

Observacion C.4 Este resultado es vilido también cuando A es acotado y autoad-
junto {(respectivamente isométrico o unitario).

La demostracién de los dos resultados enunciados a continuacién aparecen en [1].

Proposicién C.1 El operador Hy = —/A\ en L2(R?) conmuta con By, pare cada l,m.
Ademas para cada | existe un operador Hyy en H, tol que HyEpm = Hyp @ Fi.

Proposicién C.2 Sea V un potencial radial en L2(R?) tal que H = Ho+ V es au-
toadjunto con D(H) = D(Hp). Entonces para cada | existe un operador H; en H, tal
que HEp, = H; @ Fipp.

Es importante notar que en ambos resultados la dependencia en m desaparece.

Considérese Hy,, H; los operadores dados por las proposiciones C.1 y C.2. De acuerdo
con la demostracién del Lema C.1, sus respectivos dominios son:

D(Hy) ={9geH,: g@Yim € D(Hp)} , D(H)={g € H, : g@Yim € D(H)}

La condicién D(H) = D(Hy) implica P(Hy) € D(V). De esto se sigue que Ep, V =
V Ejm, ¥ por lo tanto

H®@Fnw=HEy = HyEum+VEy=Hyy®@Fm+V @Fm=(Hy,+V)QFn,
luego
(C.14) Hy=Hoy+V

Entonces la igualdad (C.5) implica para f € CF(R*),

©19) Houf=—5"-2p+ Wy v mpo g 2 W vy
Sea el operador unitario
(C.16) U:H, - I(RY), (UF)(r)=rf(r)
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entonces los operadores antoadjuntos en L2(R*) f]?; =UHy U™, H =UHU ~1 con
tiene por dominios D(Hy,) = U(D(Hy,)) y D(H,) = U(D(H,)) respectivamente, Si
f € CE°(RH) se verifica,

©11)  Huf=-p+ 3y B =y M vy

Sean Ty, v T, los operadores dados por (C.18) con dominio C&(R*). El resultado
central es [1]:

Teorema C.1 El operador Ty no es esencialmente ‘autoadjurito. En cambio para
1 > 1Ty, si es esencialmente autoadjunto. Por otro lado, suponer que V =V, + V5 con
Vi € L3(R®) y Vo € L(R®). Entonces Ty no es esencialmente autoadjunto, mientras
que T} si es esencialmente auloadjunto para todo 1 > 1.

Recordar que si S es un operador cerrable entonces §° = S*. De esto y los resultados
anteriores se deduce que Ty, = T3, y T} = T cuando [ > 1. El caso I = 0 es mas

delicado. Se prueba que hay infinitas extensiones autoadjuntas Téz}, Tﬂ(,%o) de Tpp con
dominios,

DITy) = {f € D(Tgo) : £(0) +af(0) =0}, D(TL) = {f € D(TZ,) - £(0) = 0}

donde a € R. y de manera andloga existen infinitas extensiones autoadjuntas T.% , Téw)
de Ty con dominios similares, verificandose que Tha) = Hyg (véase [1]).

En consecuencia D(Hy) = ?_{E;B) = D(Ta), ¥y como Hy € T queda Hy = Ty A
suvezI}(_ZE, Iuegoﬁgﬁxﬁ,yﬁ::ﬁf*gﬂ*:ﬁ. Asi-iﬁzﬁ;paral> 1.

—— ————
En resumen, los operadores Hy y H, actuan como (C.18) en sus respectivos dominios,

D(Hy) = {f € L*(RY): [, [ € ACW(RY), f(0) =0, Hof € LA(R*)}
D(H) = {f € L*R*): [,f' € ACw(R"), Hif € L*(R*)}

1l

Nétese que la condicién f(0) = 0 es cierta para f/f;:, luego se cumple para H; [1].

Observacién C.5 El operador U en (C.18) tiene por inversa (U= = rtf(r),
ademas para ¢, ¢ € L%(R?) se tiene de su representacién en esféricos arménicos (C.8):

(01.2) = Z Z (US‘QIEITZV U‘Pl(i{)ﬂ(ﬁﬂ

=0 |mj<l

Entonces la identificacion gy, = Ui,m permite representar siempre todo elemento .
@ € L*(R®) en la forma {C.16) con ¢y, € LERT). En este sentido también se iden- i
tifican los operadores H, v ﬁ;, por lo cual el operador H se descompone en la familia '
(H) con H; dado por {C.21).
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Apéndice D

Resolvente generalizada del
operador —A + V(z) en L?(R3)

En este apéndice D se realiza un estudio de la resolvente R(z) del operador H =
—A4+V(x) en L2(R3) (seccién 1), destacandose el resultado que garantiza la extension
meromoria de R(z) en un franja del plano complejo que contiene al eje real (teorema
D.1). Se indica que cada polo aparecido en la extensién de la resolvente tiene asocia-
da una funcién que no pertence al espacio L*(R?), la cual es solucién de una cierta
ecuacién diferencial y al mismo tiempo satisface una igualdad de tipo integral. Esta
compatibidad permite que la funcién en cuestidn tenga propiedades de suavidad y de
comportamiento en el infinito {seccién 2).

D.1 Solucién Fundamental y Resolvente

Recordar que S(R?) es el espacio de Schwartz, D(R®) = C5°(R3) . D'(R?) es el espacio
de las distribuciones y & (R®) es el espacio de distribuciones temperadas.
Sea G(-; k) definida paraz € R¥y ke C por

eiklz]

(D.1) Gl; k) =

47|z

Un resultado (véase [21, 17, 20}):
Proposicién D.1 La funcion G(-; k) cumple las siguentes propiedades:

i) G( k) € C=(R®\ {0}).
#) (=A—E)G(5k) =0 en R®\ {0}
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i) Para Imk # 0 se verifica G(-;jk) € D'(R®) y (—A — B)G(5 k) = 6 en D'(R).
iv) Para Imk > 0 se tiene G(1k) € S'(R%) y (=A = kNG (- k) = § en S'(R?).

De este resultado se tiene que G es una solucidn Jundamental para el operador —A — k2
en T'(RY) y taiubién en 8'(R¥), esto dltimo cuando Imk > 0. Es decir:

Para h € C(R?) la funcién u = G  h satisface (—A — k2)u = h en el sentido de las
distribuciones. Esto mismo sucede si h € S(R3) con Imk > 0.

Sea k? € C\ [0, 00). Usando la transformada de Fourier F la ecuacién (—A — k¥ = f
en S{R3), puede ser resuelta y obtener, u = (27)~32F~1((|- 2~ k%)~1)) * f. Se cumple
que F-H(| - |? = k%)) z) = (2n) 3/2R0 , k) € L}Y(R®)'. Luego la funcién u se escribe
comio:

(D2) uw) = [ Role = u.k)f )y

Ahorar, Ia aplicacién [ — Ry(-, %) * [ ¢s un operador lineal y continuo en L*(R3) que
es justamente la resolvente del operador —A [30]. O sea,

(~A = 1) f(a) /Rom—y, Wdy, | e L*®)

La funcién G se llama la funcidn de Green del operador (—/ — k2), y se verifica [30]:
Para k € C con Rek > 0 se tiene,

ik|z—y

— ‘ .2y~1 =
(—0+ ) () [R

Siendo (—A — k%)™ = (=A + (tk)?) ! = (=A + (—ik)®) ™! y Re(+ik) = TImk queda:

= ey fly)dy

. tiklz—y|
(D3) (0= = [ Sy

ge 47|z — Y|
donde el signo + depende si Imk > 0 o Irnk < 0. De esto se sigue que

(D.4) Rolz, k) = G(z, k), si Imk >0 y Gz, —k), si Imk <0

D.2 Estudio de la Resolvente

Sean x,y € R} y k € C, denétese G(z,y; k) la funcién

D.5 Gx.yi k) = R G i
(D.5) | (z,y;i k) = Rolz — y,k) = G(z — y; k) = prp—
Sea p1.(r) = e™* con s > 0 fijo y definase el conjunto X, = L?*(R3. dv,) con dv,(z) =
ps{x)dz. Es claro que L*(R3) C &, C L} (R?). Se define operador L;, por

(D.6) (L)@} = = [ Gla iV )o()dy
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se tiene que L puede ser escrito como:
(L)) = - [ Ko Helu)du)
donde K(z,y; k) = G(z,y; k)V(y)e*™. Astmase que la funcién V cumple:
(D.7) ' V(z)| <e~l  zeR® a>0
entonces es valido,
Lema D.1 La funcidn K(-; k) pertenece al espacio L2(R3 x R?, dv, @ du,)

—imklz—y|+(s—a)jy|

Demostracién: Nétese primero que |K{x, y; k) < LW—— Luego
I " 2d < 1 5 e—2Imk|;r—y]+(s—2a)fy§d
T,y k) du,(y) < (—
L KBt < o7 [ S g

Hay tres casos a considerar;

(I} Imk >0:  Se cumple —2Imklz — y} < ~2Imk(|ax| — |y|), luego

f[K(.r,y;k)des(y) < (i)?e—*?Imkf:ﬂ
R3 4w

con ¢y = 8 — 2a + 2Imk. Por su parte,

c1lyl ey le—¢|

e e

Tsdy < / ——df + f eftlm=Elgg
/ﬁts [z — yf? Bog  i€]? R3\B(0,1)

Asumiendo que ¢; < 0 queda

ecllyl 1 o2
3 dy < 4geals { / edr + / eclrrzd'r}
B3 |5’3 - yl i 1

12 1
- Y2 < “ _ - —(2fmk+er )|z
Lxepbrann < 21

a1

Se deduce,

. - i 2 - ._1'. .
Haciendo € = ¥ { 1 Cl} se tiene

f / 'lK(m,y;k)fzdva(y) dug{z) < C/ e_(ﬂmk"":l)]”idvs(a:) =Cf g~ BImkterts)lz] g,
B3 JR3 3 B3

y esta ultima integral converge si 2Imk + ¢, > 0. Entonces ¢; < 0 si y sélo si
8§ — 2a + 2Imk < 0, lo cual equivale a 2/mk < 2a ~ 5. Como Imk > 0 debe te-
nerse que s < 2a, de donde 0 < Imk < a -~ 2. Ademas ¢; -+ s+ 2Imk > 0 si y sélo
81 28 —2a+4Imk > 0, luego Imk > L(a—s). Ast: $(a—s) < Imk < a—3%, para s < 2a.
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(IT) Imk < 0: Acd —2Imklz — y| < ~2Imk(jz| + |y}). Es posible concluir co-
mo en (I) quesia < s <2ay £ —a < Imk <0, entonces la integral de |K (-, -; k)|?
con respecto a la medida dv, @ dv, es finita.

(IIT) Imk =0 : Se obtiene lo mismo que (IT).
Esto finaliza la prueba. R

Como consecuencia del lema anterior se deduce:

Teorema D.1 Suponer que V salisface (D.7). entonces si a < s < 2a el operador L
definido por (D.G) es compucto en X, conk € My = {w € C: —y, < Imw < v,}
donde v, = a — 5.

Notar que si v € X, entonces V{(r)u € L3(R?). Se sigue que en el caso Imk > 0 vale
Lyu = —(=A—k)""W(2)u. En particular Ran(Ly) C Ran((—A—k?)1) = D(—A) =
H{R®) C X, y es posible ver que en tal caso (1 — L;) ! existe, pues Lyu = u si y sélo si
~(=A = E*)"1V (2)u = u. Esto sucede siempre y cuando —Au + V(z)u = k?u. Luego
u € D(~A + V) es un autovector de —A + V asociado a k%, de donde w = 0.

Ahora. {L;} es una familia analftica de operadores compactos en k € M,, enton-
ces por el Teorema analitico de Fredholm [1, 29] se tiene solo una de las siguientes
posihilidades:

Existe wn subconjunto discreto @ (por lo tanto a lo més munerable) de M, tal que es
valida solo una de las siguientes alternativas:

a) (1— L))" no existe para todo k € M, b) (1 — L;)™" existe en el conjunto M, \ O

Por lo visto anteriormente la alternativa a) no puede ocurrir. Asi debe verificarse b) y
adenias se tiene que O C M7 = {w € M, : Imw < 0}. Esto se traduce como:
Sea k € M,\O. Para todo g € X, existe una tinica solucién  de la ecuacién funcional:

(D.8) w="Lyp+g

dada por ¢ = (L — 1)71g, ademas esta solucién como funcién de k& es meromorfa en
M con polos justamente en el conjunto O.

Seab > 0y f: RY — Cverilicaudo | f{2)] < ™. Se tiene que f € X, paratodo s > 0.
De acuerdo con la prueba del Teorema D.1 la funcién Gy {x, y; k) = Gz, y; k) (y)e*W!
esta en L*(R® x R3, dv, ® dvy), para b < 5 < 2by —v, < Imk < 7,. Luego F definida
pot:

(D.9) Flz)= - /F Gl k) )y

también pertenece a X,. Sea el intervalo A = [§,2¢]. Es claro que si b € A se cumple
By = (a.2a)N(b,2b) # B, y en ese caso By, = (a, 2b) 6 B; = (b, 2a). Considérese entonces
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b€ Ay s € B El conjunto M, es el dado por el Teorema D.1 con v, = ¢ — £, donde
¢ =max{a,b}. Para k € M,\O laecuacién (D.8) se transforma en la ecuacién mtegral

©.10 o(@) = [ Gl b - Ve

la cual posee una vnica solucién ¢ € X,. Nétese lo siguiente:
En el caso k € M} = {w € M, : Imw > 0}, para ¢ solucién de (D. 8) se tiene que
w=Lyp+ F=(- A~ k)Y =V + f) € H*(R?) es la tnica solucién de

(D.11) Do+ V(g =kop+ f

dedonde ¢ = (~A+V ~ k)" f osea (1 = L) f = (A + V ~ EB)71f,
Esto significa que si & = {f : R® — C : |f(z)] < el | b ¢ A}, Ia aplicacién
k — (1— Ly)7t f restricta al conjunto M7 commde con la resolvente (—A+V—-EY)-1f

cuando f € £, Equivalentemente,
La resolvente (-4 + V — k%)~ f se puede extender meromorfamente de M} a M:

con polos en el conjunto O por medio de (1 — L;)~Lf.
Notar que por la igualdad (D.3) (-A +V - k%)~ = (1 - Li—ky)™t en M7 luego
(=& +V -k £ (1 — L)  en M;.

Sea k € M7\ Oy ¢ € X la tnica solucién de la ecuacién (D.10) para f € &£
dada. La siguiente pregunta es razonable: ;Es ¢ solucitn de la ecuacién (D.11)7.

Los nimeros & € O, que son polos de la contiruacién meromorfa de la resolvente
(=& +V — k%71 desde M7 hacia M7, se denominan resonancias, v de acuerdo al
Teorema de Fredholm existe ¢ € X, no trivial tal que ¢ = Ly, esto es:

(D.12) / Glz,y; k)V(y)e(y)dy

La interrogante planteada es aqui la misma: ;i solucién de (D.12) cumple (D.11)7.
Con el fin de dar una respuesta es conveniente estudiar la funcién F = ~F en (D.9).

Lema D.2 Sea f : R® — C con |f(z)] < e para b > 0. Si Imk > —b entonces F
satisface —AF — B2F = f en el sentido distribucional.

Demostracién: Escéjase s con b < s < 2b, se tiene que F € X, luego es una distribu-
cién. La prueba del lema sigue del hecho que la funcién h(z,y) = G(z,3)0(z)f (y) €
L(B x R%) donde § € C(R®) con soporte compacto sop(f) C B = B(0, p). Para ver
esto notar que G(z,y) = G(y, x), y se tiene para y € R3,

/ |G k)g( |d M/ -Imk|z' z;| jw'/ e«-Imk[Efdg
x, i, :c T < —_— e
¥ 47r]$ — y[ 47 f B—yp) €]

con M = sup,5 |8(x)]. Siendo B(~y,p) C B(0,p+ |y} queda

—Imklg] o4yl
ffG 7,y k)0(z)|dz < M ¢ = M_/ e~ Imkrp o
A7 Sy ATl
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Haciendo d = —I'mk se tiene,

Gy ko)l < a1 {eteranid (o gy = Ly 4 L
B d d 42

luego

1 1 1,
. /RafBlh(ﬁ?,y;k)lda:dy < M fRS {E(d_b)ldep[E(p-f— y]) — E] + ?e—hly!} dy < oo

pues d — b < 0. Por el teorema de Fubini se concluye que h € L(B x R?). Entonces
st ¢ € C3°(R?) se tiene por la propiedad iti) de la proposicién D.1,

(ca-#F.e = [ ([ Glenhi-o-6wd) = 1)
e B3
Asf se cumple la ecuacién. _ E

Observacién D.1 Sea f € L®(R?) con soporte compacto contenido en B = B(0, R;)
y T = sup,.g|f(z)|. Sea ¢ > 0 tal que Te*™ < ¢. Para b > 0 dado se tiene,
InT +bjz| < nT + bRy < Ine, de donde In{T/e) < ~blz|, luego Te™? < e bl
Asi | f(x)| € ce™® x e R®,

El siguiente resultado se prueba como la proposicién D.1:

Lema D.3 Sea f € L?(R®) con soporte compacto contenido en un subconjunto B de
R3. Entonces se verifica F' € C(B).

Sea LF(R®) el conjunto de las funciones en L™(R?)} con soporte compacto. La obser-
vacién D.1 muestra que LF(R?*) C £ (con inclusién estricta). Es posible dar respuesta
la interrogante planteada:

Lema D.4 Sean V. f € LP(R?) ambas con soporte contenido en B = B(0,R). Sea
w € X y considerar k € M7\ O. Entonces ¢ solucion de (D.10) implica que v es
solucidn de {D.11) en el sentido distribucional.

Demostracidn: Astmase ¢ es solucién de (D.10). Como g = —V(y)ely) + fly) €
L*{R%) es de soporte compacto se sigue por el lema D.3 que ¢ € C(B), luego g €
LE(R?) v por lo tanto del lema D.2 se tiene que v es solucién de —Ayp — k2p =
f—=V(x)p. De donde ¢ es solucién de (D.11). |

Observacién D.2 Sea V € LP(R?) y f € L%(R®) con soporte compacto conte-
nide en B, donde sop{(V} € B. Para ¢ una solucién de (D.13) se tiene —Ap =
(K2 =V (2))p+ f € L¥(B). Luego por regularidad de los operadores elipticos se deduce
que v € H2(B) N C*=(R3\ B), v en particular ¢ € C(B). Entonces se concluye:

La tnica solucién ¢ de (D.10) satisface ¢ € HE, . (R*) N C(B) N C>*(R*\ B).

En el caso en que & es una resonancia, (esto es k € (3}, es posible mostrar también que
¢ dado en {D.12) satisface » € C*(B). Esto es consecuencia de:
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Lema D.5 Sea f € LP(R®) con soporte contenido en B. Entonces F € C*(B).

Observacion D.3 Es importante tener presente que la diferenciabilidad obtenida por
@ en el lema anterior no es posible de lograr con los argumentos empleados en la ob-
servacién D.2 para deducir que ¢ € H2 (R3).

A continuacion se realiza un estudio de la representacion {D.12).

Lema D.6 Seaz € R® y i = L. Se cumple

x| "

1
(D.13) eyl = VEF =25 g+ P = ol —z-y+ 0 (ﬁ)
uniformemente en |y| < R.

Sea B= B(0.R) y [ € L(B). Del lema D.G es posible considerar una funcién A(z,y)
tal que A(z.y) = O(1) cuando |z} tiende al infinito uniformemente en |y| < R. Se

. ikjr—y| ik|ir| . S8 .. -
signe para |z| grande Cir:'q\" = l;i i!l ¢*Al=w) | Entonces la funcién F dada en {D.9)

se reeseribe como,

eik[:c!

|}
A HEIERT 2
cuando |z es grande. En tal caso se verifica que 27U < 9t Imk(k+R?) qonde el
& q lz—yl !

signo negativo (positivo) es tomado si Imk < 0 ( I'mk > 0). Por lo tanto
1Q(7)] < 2eFHERER| £l o v Q(z) es acotada en una vecindad del infinito.
Asi se Hega a la expresion

(D.14) Fir) = o0(), donde Qo) = [ e )y

B lz -y

(D.15) Flz)=0 ("'iklml) 2l = o0

Tol

Observacién D.4 Se puede mostrar que la funcién Q(z) definida en (D.14) no posee
un comportamiento definido en el infinito. Concretamente: limy,—.., @(z) no existe.

91



Apéndice E

Analisis del espectro del operador
Up: detalles técnicos

Este apéndice tiene por objetivo establecer los resultados que permiten justificar las
afirmaciones relativas al espectro del operador Us(w), como por ejemplo que Ogise(Up) =
app(U) NS (seccién 2). Esto se logra estudiando las propiedades més relevantes que
posec un veetor analftico ¢ (seccién 1). También (seccidn 4) se considera la derivada
de Radon-Nikodym asociada a un vector ¢ para un operador unitario I/ arbitrario,
proporciondndose una caracterizacién de esta funcién mediante el operador resolvente
de U. Esto juega un papel crucial en el cleulo de (4, U(w)*yp), con k € Z.

E.1 Propiedades del vector analitico. Ejemplos

Sea 1 = (v, g, ..., 1) un vector unitario en R FEl objetivo es analizar la existencia
de una funcién ¢ que cumpla las propiedades:

I) v se anula en el conjunto R = (U ez R, donde
R ={(z1,%2,...,20) €R" : 30 vjz; = P}y Pm=—T"'(Ey+ 2mn),

1) Ta funcion o es anlftica en todo C, ¥ pata = = (21,2,...., ) con 2] =
|12 + lzo|® 4+ -« + |2,/2, se tiene

(E1) im lz]|*le(z)] = 0

Hlzll— o0, zECe

para todo & € N, donde C. es el conjunto C, = (P=C,xCex--xC: con C,
dado por Ce = {2 € C : |[Imz| < (1 —e){Rez|}, 0 < e < 1. :

La funcién > analitica en C™ es equivalente a que ¢ sea analitica en cada variable
separadamente [38]. Para z = (21, 2,...,2,) € C., se verifica [|z]|2 < (1 — £)2|| Rez(|%.
Entonces ||zff — oo implica {|Rez|| — cc.
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Sea J = {ji.j42....,Js} G {1,2,...,n}. Considérese la descomposicién C* = C** x C*
en el sentido que todo elemento z € C® se escribe como z = (Z,z;) donde 2 =
(zh:zlzv Ty Zin_,,) e C* Y= (Zj],Z‘jQ, T 1zjs) e .

Sea > 0, la condicién (E.1) implica que existe R > 0 tal que |¢(2)| < nl|z||~* para
todo z € Cq, |z} > R. Entonces,

(E2) ho(2)] = (2, z0)| < nli2)~*

para todo z; € C* «i £ € C*° verifica ||Z[* > R. En particular esto es cierto si
2. P>Reomm=1,...,n—s.

La semiflranja L = {z € (C t {Rez| > R,|Imz| < (1 — )R} esta contenida en C..

Sea k < (1—¢)R. Paraw € R con || > (3 —£)R se tiene que D, = D(w, ), €l disco
abierto de centro w y radio &, esta incluido en el conjunto [w — K, w + 5] X [—&, &}, ¥
por lo tanto en L. '

De acuerdo con la notacién anterior para @ = {wy,,wy,, ..., wy,_,) € C** astimase

(E.3) lw.l>(B-e)R, m=1,...,n—s
Entonces el polidisco
Do =1{(Gn 22, ) EC™ iz, —wy,} <r,1<m<n—s}

centrado en w satisface Dyy, & L"° = L x .-+ x L. Considerese D,, = Dz X Dy, el
polidisco centrado en w = {,w;) € R®. Por la analiticidad de ¢(z), se sigue de la
férmula integral de Cauchy [38],

(w wy) = ( ) / / ] (Z, zjl,..,zjr,..,zjs)dzjl..dz;—r..dzjsdé
af e 2mi v (B — W)(z5 — wip)- (25, — wy, )% (2, — wy,)
para todo r = 1,...,s, donde 1,(t) = w, + ke, t € [0,27), p = 1,...,n, ¥(t) =

(‘Tll (f)ﬂ t .' ’7‘lﬂ~s(t)) ? ('-z' - TI’) = (ztl - wll) e (zln—a - wln—a) y dz = dlzll e dzlh—s'
Denotando

I(E - "‘B)’ = lel - ?.Uh' e |z'!u--s - wln-—s|
'Y(t) = (Pnl (tll)ﬂ rrer an.—s(t'!n—s)) * t = (t'!l’ "t tzn—a)
(v} — @) = |y (b)) = wy |- v, (as,) = W,
se tiene,
/ f / '“Jlﬁ"ﬂzjr1"1zjs)”dzjlI"szjgi"ldzjs”dzi S ‘/..4R %
Yis |('z w)HzJI - wjll"lzjr - ﬂ’j‘rl "|zja - wjﬁl
% Sup lkp 7(t)3 ’}Jl 'ji)’ "5’}jr (tjr)'l "’}’jﬁ (]L,Ta})l

denepanp (V&) = D) Es) —wn |- 17 (85 — w2 g (8,) — ws

con VAR = Var(m) - ..  Var(,), donde Var( ») €s la variacién total de la curva -,
que en este caso es igual a2rkyty=(t;,....t;). De la condicién (E.3) se tiene que
Y. © Ly ademass
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Y ()] 2 lun, | =6 > (83— €)R-(1—)R = (2— ¢)R > R, para todo t € [0,2x].
Entonces de (E.2) queda,

o), v (G )y oo %3 ()5 -5, (3D _
(v (&) — @)lvi (t5y) — wip |- Py (B5) — wi |2 1z, (B1,) — w0y

(Y (&) 1 i)y o Vi (B3 )s 5, (8] < h.""'l” )"

e 1

el cual esta acotado por I ((Jwy,| — k)2 + -+ + (lwy,_,| = £)*) %2, Asi, para todo
ury € C°

a3 .
B4) I (@,w0)] < (] = 52 - (fog, |~ )2, = 1,2, 8

jf
En general, sea 2 = (i1,...,%n_p,fn-st1,. .-, 4) = (Z,2s) un multindice con [of = 4, +
vt i = 2]+ ||, ot = (i])..(65)) = 7! 4,!. Haciendo,

(5 - '&-})i = (z'll — ?'Uh )i1+1 - (Zln—s —_ ujln-ﬂ)'l'n—s+1
(27— wy)” = (33'1 - wj[)z"'”“ﬂ . (zj, — wj,

Y () = (v () ... .. (1)), se tiene

fal AL 1 i
P o, wy) = ?M‘_fl — 4 (.__)
0&:"'8@1;‘}”

$e razona como antes, v se obtiene

_ H)2)—k/2

(E5) 0%, 105)] < S0 (= R+ + (..

para todo wy € C°. De esto sesiguequesik > 2,y p= (3—¢)R

/ O, 0)) das, ... dzi, . = / / 0ol 55) | da . .. dzr,_
RY=*\[—p,pn =" ey |>p [z, _i=p

?'n/ f day, .. .dzy,_,
~ wh 71, l>p lzy, _ >0 |1’11 - H’)z +eee+ (I"Elnvsl " 5)2)k/2

De dounde &'o{-,25) € LP(R"™*) para todo p > 1. En particular ¢(-, ;) € W™P(R*5),
m € N. Notar que en el caso s = 0 lasuposicién (E.3) es cierta paratodo j = 1,2, ..., n.
De esto se tiene

!
[sz(ur)J < ::T??((lwﬂ - H)Z 4o+ (lwnl — J‘\,,}2)—3@/2
concluyéndose que ¢ € W™P(R™), m € N,

Un ejemplo: ,
Sea n = 1. Considérese o > 0. La funcion ¢(z) = e™* sin2 cumple (E.1). Para ver
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esto notar que |e=*°| < e~okE@-<){Re2)*  Por gu parte |sin z| < 1(e™T™* + /™). Como
en el conjunto C; se cumple £Imz < (1 ~ )| Rez|, se obtiene

lp(2)] < —e*aisﬂ—snwez)%a ) {Rezl

Ahora, |22 = (Rez)? + (Imz)? < [1 — (1 — €)*])(Rez)®. Entonces |2| — occ implica
|Rez| — oo. Luego —aje(2—&)](Rez)?+ (1 —¢)|Rez| — 0, con lo que se obtiene (E.1).
La funcién o(z) = e~ sin(T'z + Fy) satisface las propiedades I) y II). Sin embargo
5(z) también se anula en la sucesién g, = ~T'(Ep+ (2m+1)x). Observar que todos
sus ceros son de orden uno. Se desea una funcién que solamente tenga pn, POr ceros y
que cumpla {E.1). Para lograr esto se procede de la signiente forma:

Es conocido (teorema de la factorizacién de Weierstrass [10]),

(E.6) sinz=zﬁ! (1*—) ewn —ZH El( ) _ZH( 7r2n2)

donde Ej(z) = (1 — 2)e?, y la prima significa que el valor n = 0 no se considera. El
producto infinito converge absoluta y uniformemente en compactos de C. Se tiene,

(E.7) sinz=zﬁ(l—}ggglﬁ)ﬁ(1‘m§2:'i?)

n=1

La funcién ¢(z) = [loo; (1 - ;5-(-2%2:—1—)5), es analitica en todo € y se anula en los puntos

(2m — 1y, m € Z. De esto se sigue que,

(E.8) P(z) = -zH( }?(27)2) zH (27m)

es analitica en todo C y se anula en los puntos 2am, m € Z. Se puede probar (véase
{10] capitulo X1i)
Afirmacién: Dado 8 > 0 existe rp > 0 tal que para todo |z| > rp,

(E9) 1P(z)| < [2fe"

De (A.9) se desprende que |e"**"P(z)| < |z[e™l~ L-e)?)(Bez Bz i |2| > ro. Pero
—afl—( 1——?)2](Re 224 Bjz2 € {~ a[l — {1 —€)? + 3[1+ (1 — &)} (Rez)?. Entonces
si G < aﬁ_[ﬁ}% , se sigue que

e~ P(z)| < | 21" | |2| > rg

con T =—~a[l — (1 —¢)?] + pL+(1- £)?] < 0, obteniéndose de esto (E.1). En conse-
cuencia la funcwn ¢(z) = e~ P(T'z + Ey) cumple las propiedades I}- II).

Enelcason > 1,8 2 = (z1,..., 2,) € G se tiene que je"oGi++2)| < g—oll-(1—ef]liRez]|

ademas [Im{vz; + ... 02,)| < (1 - £)||Rez||, por lo tanto se concluye que la funcién
(E.10) o(z) = em T+ gin(vy 2 + ... v,2,)

95



cumple I y IT}. Al igual que en el caso de una variable esta funcion se anula también en
los conjuntos R}, = {(r1,29,...,2,) ER™ : vyzy +-- 1,1, = O} cON pf, como antes,
y queda el problema de encontrar una funcién que solo se anule en R. FEl candidato

natural es,
(E.11) ﬁ(zl, Zay. .y 2n) = Plogzy + vezp + -+ - 4 v,2,)

donde P(z} es dado en (E.8). Se verifica que P es una funcién analitica en todo C®
con valores en C. Observese que F(z) = Flzi,z, . m) = iz S tazg + -+ 0,2, €5
un funcional lineal en C”, por lo tanto F(C") = C. Sin embargo cuando }z]| — oo el
limite de F'(z) no existe. Luego no es posible aplicar la desigualdad (E.9). El problema
de existencia queda pendiente.

E.2 Algunas identidades generales

Sea zp = reet®. Para o un vector analitico en L*(R") se define la funcién:

—iTv-::m_;- -
h(z) = S_,_M, 2 e

(E12) e—iTv-z -2

donde v = (v1,v9,...,v,) € R" es un vector unitario. El objetivo es estudiar los valores
de

(E.13) / h(z — Bv)dx

para 8 € 5; = D(0,a) C C con Imf # 0. La integral (E.13) se puede reescribir como
(E.14) Ry — iev)dy
En

donde € = I'm#@ se astime positivo.
Del hecho que
n
e~ iTv-(y—ier) _ H e~ iTvr{yr—icvg)

k=1
se sigue que (E.14) se puede expresar como integrales iteradas y basta considerar la
integracién con respecto a las variables y;, tales que v £ 0. Esto sugiere que la integral
se debe analizar en el caso de una variable, o sea para la funcién

e T o(Z)e(2)

(©15) o) =
con z € Cyv € R nonulo. Nétese que |e7T*0—iv)) = ¢~T<*  Entonces que el

denominador de 2(y —iev) en (E.15) sea no nulo depende de la eleccién de ry. Aquf se
consideran valores de ry en el conjunto (0, 67} U[1, +oo). También se esta interesado
en estudiar los valores de (E.14) para funciones en C™ del tipo

_ e T0(2)e(2)

hy(z) = (@5~ q)p donde p=2,3yrp=1
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E.2.1 El caso n = 1.

I) 1"0>1:

Astimase v > 0. Se verifica que h(z) es analitica en la region A = {z : Imz <
(Tv)~Inry} la cual contiene al eje real. Sea I, = (—m — &, m — &), se define la

curva
(E.16) Lo =71m + Y2m + ¥8m = Yam

donde vy;m(t) =1, t € Ly Yom(t) =m— & —it, t € [0,ve], am(t) =t —dev, i € Inn
Y Yam(t) = -m— & —it, t € [0,ve]. Es claro que 'y, C A.
Siendo e~T¥Em—F—it) = (1)~ THF®™ ge obtiene,

o(dm — £ +it)p(Em — F- — it)

e~TuvtFivm + 2 v d = 2’4'

Bim(t)) = 7T

luego se deduce que

o] < [ o(m — & + it)|ip(Em — & — it)|dt
- o o — 1

Yim

Por la propiedad del vector analitico ¢ (E.1),
T ) T i—k Tk
N — < —_— < _—
(E.17) ip(+m Tvizt)|__0|im Tﬂizti <Clxm T’ul

para |m| grande y k € N, de donde

w
z)dz| < S
/~;j_mh( Yz| <veC| £ m Tvl
Asi,
(E.18) Jm h(z)dz =0, j = 2,4.
oo Yim

Por el teorema de Cauchy se tiene,

n—7- L
0 =/ ' h{z)dz +[ h(z)dz —] ' h(z —ive)dm—l—f h(z)dz
—m-gy Y2m —m-7 Va,m

Tn Tv
Entonces tomando limite,
0= lim f h{z)dz — lim hiz — ve)dz

M= e meoo J —m—2
Tu Ty

La propiedad del vector analitico  implica que h(z), k(- — ive) € L(R), luego

M= 0o 20 m—i
lim J h{z — tve)dz = f h(zx — ive)dz , f h(z)dz = lim h(z)dz
Mo J e ~o0 -0 mmO S —m—L

R
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Asf

o0 [s.=]
(E.19) / h(z)dz = f Wz — ive)da

—o0 -0
En el caso que v < 0 la funcién h{z) es analitica en la regién A = {z : Imz >
(Tv)~'Inre} que contiene al eje real. Para la curva I, = = Tm + Yom + Vam — Yam

con Y, (t) como antes y Yo pm(t) =m ~ L +it, t € [0, vle], Fom(t) = t —iev, t € I,
Yam(t) = —m — £ +it, t € [0,|v]e], los mismos calculos permiten obtener (E.lg).

IIy 0 < rg < e T ;

Sea v > 0. La funcidén i(z) es analitica en la regién A que contiene al eje real. La
curva I'y, dada en (E.16) satisface I, € A. Luego el mismo razonamiento empleado
antes permite concluir que (E.19) se cumple. El caso v < 0 es similar.

II) ro=1:

Sea v > 0. En general, la funcién h(z) es meromorfa en C con poles en pn, =
—(Tv) Y (Eg + 2mrr) m &€ J para J C Z, los cuales son 51mp]es

Sea I = {p — &=, pm+ Z]. Notando que p, — & = ppg+ % 7y setiene R=1J ;I
Para 6 < ve se define la curva,

(EQO) Fm = _71,m - ’)’2,171 - Y3m + 74,7?2 + ’)’S,m - 76,77),

donde 7!.111(12) =1, f‘ € [p‘m + 55 TJ:—, + ,Om]’ 72,111(” = Pm -+ 58“5 te [ﬂ-a 2‘”-]:
Yam(f) =t, t € [ Tt, +P:mﬁm “‘(5]7 Yam(t) = _77‘71: +Pm it,t € {031’5],

Yom(t) =t —ive, t € [~ + Py = + Pl Yom(E) = +pm it, t € [0,ve].
Notar que eZ(E“+T"(iﬂ+P'""*)) = —el% De esto se mgue

P(FE + P+ (L + p —it)
him(1)) = ==L 7 =46

/ h{z}dz| <
Fiom

La designaldad (E.17) también se cumple aqui (con p,, en vez de m), de donde

/ h(z)dz
Yjom

obteniéndose (E.18). Por otro lado, si m € J se tiene en una vecindad de z = p,,

p—e + f(2)

luego

/UE I‘P(:Fi% + Ot it)”(p(:!:% + Pm — it)ldt
o ]__I__eTvt

< veConst| F % + |

h(z) =

con f(-) analitica en z = p,,. Entonces

h(z)dz = Res(h(2}).=p, - - fz + f(z)dz
nm Z T Pm Sy

F2.m
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Como
(2 = puph(z) = e L) __ it ()
e -.-iTv _— e—‘iT1?P1r1 “

se sigue que Res(A{2))]o=pn = sz (2 — pm)h(2) = = |¢(pm)]. De donde

. _ i __iT_ 2
i | )iz = Reslble)ompe 57 = i)
luego
(E.21) lm [ h(z)dz = - Iw(pm §
- rz2,m

Notar que para m ¢ J la igualdad anterior es también verdadera.
Sealacurva T ;5= —a1 — Yom — Q2 + Yom, donde Fom(t) = pm + 66“, t € [, 27,

cond < 8 < ve, a(t) =t,te [Pm+§;Pm—I—§], y ao(t) =1, € [om — 8, P — 8] . Se
tiene por el teorema de Cauchy,

0=/ /hz)dz— h{z dz—/ h(zdz+/ h(z
T F ']’.'.’.m

m,&,8

Pm+3 P =0 .
/ n(t)dt + /  hit)dt = / h(z)dz — f h(z)dz
pm+d Pm—0 F2.m Y2,m

y de (E.21) se sigue,

luego,

Pm'f-g Pm—(5
lim f h{t)dt + / h(t)dt =0
P

68—0J p+5 Pm—0

por lo tanto

JL ’"+T'u pm—d
h(t)dt = hm j h(t)dt / h{t)dt
Pm—75 Pm—

existe para todo m € N. Entonces,

lim / Mz = VP [ bt 2 lo(p)l
“Y1Lm—72,m Y3 m Pm— s
luego
' PRI . ,
EB22)  lim f_ L MedEz=VR /,, O (o)

Del hecho que la integral de h(z) a lo largo de la curva I'y, es cero, al tomar limite
cuando ¢ tiende a cero se verifica:

(+) 0=-V.P. f

Prats

Mt + = olpm)? + [ h(z)dz

Y¥4,m +¥6,m =T6,m

g i
Ty
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Sea la curva Ay = 'y + ' voy+ - Fyoa+ Dy con N > 1. Por las respectivas
cancelaciones se tiene que Ay es la curva cerrada

N

Ay = Z (=1m — Tom — Tam) — VN +IN — V6. (-N)
m=—N

con yn(t) =t —ie, t € [=F + pn, & + p—w). De (%) se tiene
'P|n+-‘p N

U=./:;A (2)ds = — Z VP/H Mot S lolp) P+ / h(z)dz

=N m_;T‘-r; MmN a,.N YN —T6.(-N)

Por la propicdad de vector analitico |@(pm)| < Clpm|™ para m grande y & > 2.
Entonces tomando Hmite cuando N tiende a infinito se obtiene:

h : . Pi-2) Ty T o 5
/_ Mz — ive)dr = J&EEO V.P, / h{z)dz — T Z Lol pm )|

T
oo PN =Ty m=—oa

Noétese que de la identidad (2.12) del capitulo 2 se sigue:

PEMTTE () 1/'!’(4)‘*"7’%
—dr| = S lo(z)Pdz
[o s 1~ (,7 (Eg+T x) 2 P

Re | [ o ivagis] = 2t - & 7 tolowP

>

luego

En el caso v < 0 se tiene ppn+ % < pm — %, luego se considera I, = [om + T Pm = #e]
v la curva

(E-QS} L= “Yim + Yom — Yam + Yam + V5m ™ Vo,m

donde las curvas v;,, j = 1.2, 3 son las mismas de (E.20), con 7o, definida para [0, 7]
Y ’)lm(t) = j—f;_ +Pm +Zt t & [01‘“|E]: ')’5.1n(t) = t—iUE,t € [_%+pm?%r;+pm]’
Yom(t) = 3 + pm + it L E [O, {v|e], se obtiene como antes:

o0 . . PN—% T o0 .
/: Iz — ive)dr = J\}anlp V.P. / hx)dx -+ To Z lo{om)]

o0 -yt 7 M=o

En resumen, para v € R no nulo:

o0 dN'l'”"
. iy = 1 s e
(E.24) / h{x — jve)dr J\;Lngc V.P. / . hz)dx E {a,a Pm)]
-0 N T

donde (IN = -y, U > 0, duw = A, U< 0, YON = PN, ¥ > 0, ey = PN, v < 0.
Ademas

E3) el [ ot = glel - S feleml?

M=—30
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A continuacién se astime que el vector analitico ¢ satisface

(E.26) plom) =0, meZ
Sea.

L eTRE)
(E.27) h{z) = (€172 — giFu )2

de la condicién anterior se sigue que h(z) es analitica en todo C. Es de interes deter-
minar el valor de la integral (E.14) para la funcién h.

Supdugase que v > 0. Para Iy = (pm — 7=, pm + 73 ), ¥ I'm la curva definida en (E.16},
donde se reemplaza m por g, se comprueba que

Pm+“_, - _ b
hm Z / h(x)dz = hm Z f hly + pm)dy = f h(z — ive)de
’ jm\<N pm =7y |m,!<N >
Como,
: e T () ; _ig €T Miely + om)?
hiz) = (e-Twz _ giBa}p queda A(y + on) =€ ° (e~ — [ )2
e~ vy cos Ty,
pero (e Ton—1)2 = h(:—u::‘:y,gill];i) = Ie"f uy -112* LUEgO
L (1) T |0y + pm)l*
| ha—ivade = (e Jim 3 f ., JeTa o1
o0 [m|<N
Recordando que zp = /%0 se llega a,
) = [T oy + pm)l?
(E.28) B bz - ive)dz = (~1)% Z N m‘iy

Como para todo a,b > 0 existe N € N tal que a < p-n) ¥ —b > py se tiene
7] d] Pm+11 'Iv + n
_lplm)Pde < Z [cp Y+ om)l? lely + o)l
|e——1Tu:r — ezEn|2 |e—1Tm: — 67E0l2 —zT-u:; —_ 1|2
|m|<N pm="5 |mi<N

conchuvéncose por teorema de la convergencia mondtona que b € L'(R). De esta forma
se ha probado que para todo vector analitico ¢ verificando (E.26}, la funcién

e_iTvx P
(E29) V() = e L
pertenece a L2(R). De donde
{E.30) / hiz - ive)dz = (-1 ||[¢l?
—o0
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Para el caso v < 0 se llega a la misma conclusion.

Supéngase ahora que los wnicos ceros de ¢ son (pm) ¥y, sin perdida de generalidad,
todos son de orden uno. Entonces la funcién

_ e—iTuz_(P(—z)(P(z)
(E31) ) u(z) - (e--z'T'uz — eiEo)3

es meromorfa con polos simples en (o). Sea v > 0y 'y, la curva definida en (E.20).
Aligual que en la deduccién de {E.21) se tiene:

limf u(z)dz = Res(w(2))|smpm - i
-0 ¥2,m

Siendo ¢(z) = (z — pp)?(2) con pm) = ¢'(pm) en una vecindad de z = p,, se sigue

e—i.Tz_E" z
(z = pm)ulz) = (ﬂ%;

P,

luego Res(u(z))lmp, = Hm, ., (2 = pm)u(z) = e‘ZZE”J%l— Por lo tanto
. . —2ify_ " T 2

(E:32) ti [ ()t = * B (o)

Jm

obteniéndose como en (E.24},

20 Pin o
[ u(x—ive)d:c=hlrim Z V.P./ . u(:c)dm—}-zg 3 Z ' (om )1

el - im|<N Pm—Fy M=—00
Pero,
ot o (1= ™) |p(y + o)l
_2 m
V.P. _u(g)dz = VP [ T - 1 dy
pm—5 T Te
Asi,
= . -2 ¥ (1—eTv ) oyt )2 " o0 / 2
u(:r—-we)dz = Zp Z V.P. . ]e-ﬂ‘uy_'lgx; dy + (Tvy Zm:-—co 150 (Pm)|
e = imiN Ty

Para v < 0 se considera la curva ].::n dada en (E.23). Entonces se tiene en general,
(E.33)

b _Tf ity
/ w(z—ive)dr = H® A Z VP/ a- ar= i’)i,‘ﬁ(”?”"“ @Y + FE Lmeco [#'(Pm)]?

o Im\<N

Observese que iyl = qesreryise=ypr» ¥ la identidad (2.14) del capitulo 2 mues-
tra que

Re |V.P.

2

T (1= Ty + pm)l® 1 _ 1 ertrin |o(y)]?
|8—1T'uy _ 1|4 Y p |e—zT'uy —_ 61Eg|2 Y
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Luego por lo realizado con la funcidén ¢ definida en (E.29) queda

T" . ATuy
Re N—’m Z VP/ (l~e )|‘P(y+,0m)i — _é_“,l/)"?.
:TI_T

N | eszvy 1 |4

E.2.2 Elcason > 1.

Sea N = {j : v; # 0} y define para j € A las funciones,

(E.34) fji(w) = oY1, .02 Yjm1, W, Yja1 £ €V 1, Yn ok €UR)
donde y1,¥2, ... Yj—1, Yj+1, - - - » Yn 5€ €StAN considerando fijos.
(E.35) Ry, o) = D, Ubk—i€ > U

' kEN k] kEN, k2j+1

h; puede ser reescrita como

(E.36) R T L S e s {1— > vi}
keN k] kEN k<]

Define

e~ o S (@) /7 (w)

e—iThi{v yztndg—iTojw 2

(E.37) g5(w) =

Afirmacién: La igualdad (E.19) se cumple y la igualdad (E.24) tiene una expresmn
similar en este caso.
En efecto, suponer que rg = |zo} > 1. Se verifica que g;{(w) es analitica en la region

(I) A;j= {w rviImw < e (1 - Z vfc) + 7t lnrg}
keN k<)
Se cumple R C A; para todo j. Ademas la recta
(E.38) L= {t—iev; : t € R}
tambien cumple L; C A; pues,
—evi—e [1 - Z v}f} = (~1)e |:v? + [l - Z 'U,%H = (—1)e [1 - Z vﬁ] <0
kEN k< j KEN k<1

Del caso n = 1 se obtiene,

(E.39) / g0 = evs )y = [ 030
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Entonces descomponiendo (E.14) en integrales iteradas, integrando con respecto a la
variable yj,, donde jy es el primer elemento de A, reemplazando por la integral del
lado derecho de (E.39), y repitiendo el mismo procedimiento con las demas variables
se llega a:

e—iTv-(y—icu}!’O(y + iev)(p(y _ iw)d B e—z’Tv-yho(y)'zd
" e—iTv(y—iev) . 2 y= Rn e=iTvy _ 2 ¥

o sea la igualdad (E.19) se cumple aqui.
El caso ry < e77¢ se trata de manera similar ya que la funcién g;{w) es analitica en la

regién
i
(1 Aj = {’w svslmw > e (1 - Z v,%) +T_11111"0}

EEN k<]

y también es cierto que R C :4: paratodo j y L; C :4: con L; definida por (E.38).

Sea rg = 1. Notar que,

—iTh;(yr. 42, Yn) — iTvw = —iT(hi(y, Y2, yn) + v;Rew + dvzImw)
= —iT (ijew + Z Ul — 1 (E [1 - Z vf:' — vjfmw))
keN k] kEN k<
Entonces ™ ThiWvze wnle=iTuw — 5 of v solo si
(E40) UJ'RE'LU + Z Vrlie = Pm
REN #f
(E.41) € [1 - Z 'ufc} — v Imw =0
REN k<)

Para w € L; se tiene,

6[1— > vﬁ]—vﬂmw:e{l— > vﬁ:';éo

keN k<] keN k<i—1

ysij=n &N queda v, Jmw = —ev? # 0. Luego la recta L; esta contenida en el

dominio de analiticidad de g;(w) para todo j € AV.

Por otro lado si w € R la igualdad (E.41) no se cumple a menos que j = §* sea el
ultimo elemento de A. Entonces para todo j € A, j = j* se verifica que R también
este contenicda en el dominio de analiticidad de g;(w). Asi del caso n = 1 se sigue que

(E.19) es vilido aqui.

Para hj = Ry (41,200 00) = ZkeN'kﬁ. VpYr, se tiene

/ h(y — iev)dy = fR . e~ Ths /n; 95+ (Yj+ — tev;s )dy;-dy
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con dy=dy; - - dyp_1dyjes1 - dyn ¥
(E.42)

—iTvin =
A w"p(yla'-"1yj“—1?wayj*+11‘"5.%1)(10(3’13"'! j‘—l!w:yj"+15"')yﬂ)

g5-(w) = TRy g=iTvyew _ o

Cuando j = j* la ecuacién v Rew + 3 ;o gy Uk = Pm,m € Z donde pm =
—T~1(Eg+2mn), se puede cumplir. Considerar fijas las variables y; con k € N, k < 47
Se tiene que w € R anula el denominador de la funcién g;-(w) si y sdlo si

(E.43) W= Uy, = Vs (pm - Z Ukyk) = fPm — v}lh,j‘ ,mMEZL

keN k<j*

Entonces, se tiene en general que la funcién g¢;+{w) es meromorfa con polos en el
conjunto {y;’f” :m € J}, donde J C Z ey (m) € R es dado por (E.43), 0 sea
y = (Y1, .._Tyj-_l,y_g’.n),yj-ﬂ,...,yn) € Ry La 1dent1dad (E. 24) se aplica aqui con-

- . N h L h 1.
siderando los intervalos I, = [pm — ;j— - Tlv T Pm — ;;; + T |] Se tiene v (z +
Bos —iT v x{z+p -—;l:) _ .
Pm — =) = V42 + vy p — Bye. Luegoe 7 @ren=5T) _ gmiTupatiThi 20 de donde
p
how
—iTh .. —iTUp (@ tpm ) —iTy,;
emiThy g I = o= 2 5 Entonces
(E.44)
—iT v, b= 2
( hj*) € 2l (Y Yy T P ;j:,yj*+1,---1yn)|
GilT + o — =) =& 7 ~iTo
J n ;e e T T2 — 2o
y se llega a,
iThi 1z Tlgj*'
(1) [ g5y —devye)dy = €777 lim > VP 9T pm
R [m!<N = TTogel
T he
lTh o I J
E Oy, - Yg—1s P — T Ype s
T[’U * Mo ’th
Sea la funcién
|:’r' h i
A
BY1s e Yot Yot o - ) = 11111 Z VP/ gi(x 4 pm — , —)dz
“ ml<N Tl Y

se tiene,

Re[q’(ylz---,yj'dl?yj'-l-ls-~-:yn)] = _/!R|‘,0(y1:v~ayj*—-laﬂ?ayj*ﬂv--;yn)lzdﬁf

v como ¢ € LAR") se deduce por el teorema de Fubini gue Re[®] € LE(R*™'). Por

otro lado la funcion

V(Y1 Yo Yjrtds - oY) = e~ Ths /g;, (g — tev )y

105

)l



es integrable en R*"! con
f Uy Yt Un)dy = / h(y — tev)dy
Rﬂ— n

Entonces (}) se escribe en la forma

(-”') ll'(yla-"ayj‘—layj"-i-la"'1yn) = (I)(yla'-'1yj"—lsyj‘+11"'ayn)—

R
Z I(,O U1, - -wyj*—lapm_ﬁ“,yj"+1a"'1yn)‘2
T

T|v

m=—oQ

v tomaundo parte real en ({1) se tiene que la funcién definida. por la serie es integrable en
- . hjm . -

R" ! Ademis, sea a,, = pm— 1—1)-’— De (E.2) aplicada a ¥ = (1, -+ U =1, ¥j*+15- - - » Yn)

e yj =y (J = {7*}) se tiene para n > 0 que existe R > 0 tal que

(s Y1y Qs Yoty oo ! wd? < Ol + .+ g+ el F

sily;l > Reonje{l.2,...,7*=1,7*+1,...n} para todo m & Z. Entonces la funcién
definida por la serie en (77) se puede integrar término a término. En consecuencia,
(E.45)

i :Iu E h
Tlo,el € Je(p1 e tt= - :H-pm “.y ...... w)l?
/ hy —iev)dy = / lim S VP f ’ il i drdy
i Rr-1 N—oo s € -1
[m|<N Thj«1
Rje
o ):/ oY1, -, Yjem1, P — _':'UJ*+1> )Py
M=—00
De donde la igualdad (E.25) queda en este caso:
(E.46)
: fel? 7 < f hy« 2
Re My —iev)dy| = —/——— e Y P YLy e e d
L{n (y = iev) y} 2 Ty Z_Do Rn_llﬂp(yi, Ype=1: P = i yn)|"dy

Ast@imase ahora que la funcién ¢ se anula en el conjunto R = [, ¢z Rm. Para la funcién

~ e—iTs] BEE

(E.47) hz) = ) , zECH

(C~t‘Tﬂ-z — z”)z

se razona como en la deduccién de (E.28),
(E.48)

Thogel lotgn e -1, 2+pm = e T g i)
- = i -1 1 d d
f iy = i)y = (~1)7% ]R - IZ f T edy

Como en (E.29), se verifica para § = (y1,- .., Yj~1, Yj=+1, - - - » ¥n) fijo, que la funcion

—iTv e )
e Ts")(yla e Y1, T Y4l yn)
e"iThjt e—iTvJ».:c — 2

(2, 9) =
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pertenece a L?(R). Entonces

| b=iendy = (-1 [R . |t )rdady

la igualdad anterior y el teorema de Fubini permiten concluir que

| e Vo (y)
(E.49) Poly) = p R
estd en L?(R") y vale (E.30). O sea
(E.50) Ry — sev)dy = (~1) %ol

B

Respecto a la funcion

u(z) = e T 20(2)0(z) o on

(E51) - (e—iTu-z - 20)3 !

donde ¢ se anula en el conjunto R y para cada 3y = (Y1, - s Yjr—1, Yjos1a - - - Un) fijO,
sin perdidad de generalidad, cada w, en (E.43) es un cero de orden uno para la funcién

) ( ,) _ e_iij.wtp(ylv ooy Yyr-1, w, Yietty- oy yﬂ-)ﬁo(ylu e !yj*—l!ws Yirg1y. 0o yn)
g\ = (e Thime s — 70)3

se tiene la identidad (E.33)}

—iTvsex Jise
B (T, Yo B i — 2 e U

4y —
gj*(-’ﬁ + Pm — ,Uj‘) - !e—-z’Tv_.,-n-m — 1|4
luego
. o e o Thogel B
/Rg(yj-—zevj-)dyf = &% fm > VP f , (@t pm = T)de
|m|5N T|vjs|
o0
" i 3 h'* 2
+ 5T s l=——p(mn,..., 1y P — s gty - - s Y
(T|vg-)? m;m By ’ Uje T
Como

f uly — iev)dy = f le“m‘ﬂ‘ f g(y;- — ievs )ay;-dF
L3 Bn— R

se verifica para ®, ¥ definidas (similar alo visto antes) de la manera obvia, una igualdad
del tipo (11). El mismo razonamiento empleado y la desigualdad (E.4) permiten
deducir,

f u(y — tev)dy = ;;"02f j\jfl—lgo Z V.P./ ) g5+ (Z + pm — U"l Jdzdy
(E.52) ol R Jml< N ~ TR 'j
2 2___2'_"_ 3 '—a_ . — E—I.f. " 2d
+ 3 (Tl"-’j'l)a m;m/“““l |6yj-« 99(y1, oy Y1, Pm o sYitdly oo e ,yn)| y
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E.2.3 Prueba de los lemas 2.3 y 2.5

Como aplicacién de las igualdades obtenidas se demuestran los lemas 2.3 y 2.5, Es sufi-
ciente probar estos resultados en el caso w = 0, esto es, para I = U(0) y Ug(w) = Uy(0)
(las identidades establecidas antes se cumplen también al considerar el pardmetro w).

Prueba del Lema 2.3 :

a) Sea zp € C, |z5| > 1 y asumir que ¢ € L (R") satisface Upg = zpd. Se tiene,

e—iT'u-(a:—Gv) '
(z) = —({va, §) e—iTv{z—0v) _ 5 va(z)

e—iTv:( .’.r—-ﬂv)':—d._ 0
@ [ @Deola), _ 1

e—iTv(z—0v} 2 C

va:c!(p 1
(**)/ eva:l:___-, d ——_E

luego vy definido como en (E.49) pertenece a L2(R") y cumple (i, 1) = —%. Entonces
Uty = zp¥n, lo cual no es posible. Para |zp| < e77/™ (E.19) nuevamente implica (%)
Hegando a la misma contradiccidn.

de (E.19) se llega a:

b) La prueba es igual al caso anterior empleando (E.21) cuando ¢ = Imé < 0. a2

A continuacién se muestra la igualdad (2.22)

Astmase Imé > 0. Sea z; = /% ¢ C tal que Upyy = e*™4). Entonces (*) es cierto.
Suponer que existe J C N tal que ¢ # 0 en el conjunto |, ;Rm. De (E.45) se
obtiene:

—i7" vy :r hie
* yls---:yj"—ls$+Pm“;‘L;ayj*+1y---!yn)|2

1 TR e ‘
_E _/]Rﬂ. JI&E;) z VP/ E—U'ﬂj--z_l dﬂ:dy

h.
Z/}R 1Iso(yl, 2 Yjr -1, Pm — _‘,y;,-»+1, )Py

T|v

La identida.d (2.9} del capitulo 2 y (E.46) implican
1 ; hye )
:?T = —”99” Ti’” I Z et Igo(yl, seva Ui =1 P — » e Y. ayn)l dy
de donde,

h.
T|'l Zf _ yly" ayj ~1: Pm — “syj +1: - 7yn)|2dyx0
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Entonces () = 081 y € ,,c7 Rom lo que contradice la suposicién inicial. Por lo tanto
¢(xr) = 0 para todo z € R. Luego ¥y dado por (E.49) pertenece a L%*(R") y verifica
(xx). En consecuencia Uty = €04y y 29 € ap(U).

Reciprocamente, suponer que 7 € op(U). Como p(z) = 0 si 2 € R, la funcién
h(z) dada en (E.45) es analitica en C". Entonces de (¥%) y (E.45) se obtiene (x).
Luego para v definido por (E.49) se tiene que

e—'.iTv-(z:—ﬂ'v)
Yoolz) = e—iTv(z—00) _ z wo(x)

cumple (g, W) = —%, con lo cual Ustip = Fpie. De donde 7 € 0uie(Up) NS, lo que
termina la prueba. El caso Imf < 0 es andlogo. B

Prueba del lema 2.5:

De la ecuacién de la resolvente (Upg — 2) ™! = (Upo— 20) ' + {2~ 20)(Vop — 2) N (Up —
zp)7Y, se sigue p(z) = ((z — zp)q(2), donde g(z) se expresa por

(E.53) a(2) = (¢, (Uos — 2)™ (Ung — 20) " Unape)
Es inmediato que la funcién g(z) es analitica en el conjunto C\ o(Upe) ¥
q(z0) = {2 (Uno — 2) Vo e6)

o sea,

(E.54) alz0) = / 0 eIz )0p() dr

(e—iTv(:z:-—G} — 20)2

—00

Entonces de (E.49)~(E.51) queda g(zp) = — €% {tho}|* # 0. Asf z es un cero de orden
uno para p{z) ]

E.2.4 Anexo

Sean z5 = efo, 7 = ¢'B1, Astimase que el vector analitico ¢ considerado en C se
anula en las sucesiones (ppm), (P1,m) dadas por pjm = ~T~YE; +2mz), j =0,1. Bs
conocido que las siguientes funciones pertenecen a L*(R)

B_iTzC,D(.’E)

0 =01

§i(z) =

y son analiticas en todo C. Sea z € C con {z| > 1, se estudiara la integral,

dx

/co e—iT($_6)m£O,9 (ﬂ?)

e——z‘T(:c—G) —_z

(E.55)

—00
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la cual se reeseribe en la forma,

/00 e~ ITWH0¢, (4 -+ 1) oy —~ ie) dy

o—iT(y—te) _ -

(E.56)

—00

Definiendo £;{w) = %ﬂ%}’l , 3=0,1, para w € C, se tiene que la funcién
- ~

e—iTwEE(_-,wj'{fD(w)

e—iTw -z

(E.57) g{w) =

es analitica en la regién {w: Imw < T~ In|z{} y se expresa por,
e~ (W) p(w)
E.5 = _ .
( 8) g(w) (esz — 21)(6_”Tw_— ZO) (e—sz —_ Z)

El procedimiento que se sigue aqui es el utilizado en el caso rg > 1, esto es, se emplea
una curva I, del tipo dada por (E.16) donde las respectivas curvas vz ,,, Y4,m S0 cOmo
Yem ¥ Yom €0 (E.20) (caso rg = 1). Con el fin de precisar el intervalo en el cual se
define la curva Ty, se hace necesario analizar las sucesiones (p;,).

Se asumen la siguientes hipotesis:

INEy< By II) Ey—Ey#2sw, paratodos€ N
Nétese que si II) no se cumple, entonces p1.m = pom=s para algiin s € N. Se verifica:

E_‘[_Eﬂ 27r(l—m)

E. m— P = , mleZ
(E.59) Po.m = P T m, 1 €
Recordar ademas que,

T T .
(E.60) Pim > Djm+ls  Pim T 75 == Pim-1 — =, MEL, j=0,1

T T
Hay que distinguir dos casos:
(A) O0< F) — By < 2m
Se verifica aqui,

_ E1 - Eﬁ - 27 <0
Pom — PLam-1 = T
luego prm < pjm—1 para todo m € Z. Ademas,
TI'_El—EO—W TI'-_El—Eg'—?T

(Eﬁl) Pom — Plm—1 + i'-," - _""_T_“"“"_" y Pom Plan T - T

Esto lleva a considerar los siguientes casos:
(Al) El -y <
De (E.61) se tiene que ppm — & < p1m < Pom < Pom + £ < prm—1 , de donde
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Pom: P1m € Im con Iy = [pom — %, pom + . Notar que R ={J, 7 Irm-
(A2) E1 —Ey>m

De (E.61) se tiene que pym < Pom — % < Pom < Prm—1 < Pom + 7, por lo tanto
Po.my Prm—1 € Im donde Iy = [pom— 5, pom+ &]. También es cierto que R =, 5 Im.

(AB) E1 - Eg = T

De (E.61) se tiene p1 m-1 = pom + 5+ ¥ P1m = Pon — 7 De esto se deduce que

T T T

m
Plm—1 — ﬁ-.' = fo,m + 9T y Plm =+ ﬁ = Po;m — 'Ej—"'

Sean I, = [pom — 2 Pom + 35)s 1L = [P1m — 351 P + 35 Se cumple que pom € I,
Y p1m € I},. Observar que

—_— s T
(E.62) I, = IS—; U I;l = {p{),mﬂ + 5T Pom T ﬁ]

Entonces R = {J,,5 In.
(B) Ey— Ey > 2n

Existe un tdnico N € N tal que 2n7 < E; — Fy < 2(N + 1}r. De donde 0 <
E, — Ey — 2N < 2 . La igualdad (E.59) implica pom — p1g = 2552 — E gi y
s6lo sil = m — N. Luego

El-—E(}'—-ZN?T EI—EQ—Q(N"*}'].)?T
Pom — Plm—-N = T s Pom = Plm—{N4+1) = T

Por lo tanto pym-n < fom < Prm—(v+1) Dara todo m € Z. Aligual que en (E.61)
(E.63)

m  (By~Ey=-2N7w)~—m m Ey—~FEy—2N7m)~=
Pﬂ'm‘Pl,an—T = & 4 T ) ) Po,m—Pl,m—(N+1)+T = (B 0 7 )

Como en el caso (A) hay que considerar tres alternativas:
(Bl) Ey—-Ey-2Nn <m

La identidad (E.63) muestra pom — F < prm—nN < fom < Poan + F < Plm—(N+1);
de donde pom, prm—n pertenecen al intervalo Iy = [pom — F. pom + 5.

(B2) By — Eg —2Nmw > m:

Se verifica de (E.63) que pim-n < pom — F < pom < PLm-V31) < Pom + F, de
donde el intervalo I, = [pom — %, po,m + %] contiene a Pom, P1,m—(N+1)-

(B3) By - Ey —2N7n =m
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Se tiene en este caso Py m-.(N11) = Pom + 1Y PLim—N = po — T. De donde

T T i T
Plom—{N+1) — 57 = Pogm + 5T PLm=N + 57 = Pom — o7

Definiendo IY, = [pom —~ &, fo.m + s Ik, = [Pron-nN — 25 Prom-n + 35} Se cumple que
Pom-n € 12 v praw € IL. Del hecho que

— T
Im = I3 U I = [poma1 + 2T=P0m QT]

se obtiene R = ., I

Alora, supéngase sin perdida de generalidad que Ey, B verifican el caso (A) (el caso
(B) se trata de manera andloga). Para (A1)-(A2) se define la curva

(E64) F'm = —MNm + Y2,m + Yam — Ydm

donde y1.(t) = t,¢ € |pom — T, P0m + F|, Yom(t) = pom — 7 —it, 1 € [0,€],
W:S.m(t) =t—i€,t € [pﬁ.m - %,Pﬂ,m -+ %], '}'4,m(t) = Py T+ %r: - ?:t: t € [Oa tE]- Sien-
do eFTEFHoom=il) - (_1)e2E0FTt para s = 2,4 queda

7 TOsmlt) o = (—)zp(e T+ 1), e TOem)) — 5 = (—1)(2ge Tt + 2)

y €T 0nm) 37 = (-1)(Fpe™'+77). Porlo tanto e 7 Cemt)—zg| = =T+, e~ 0nmit) _

4 -~ ' | . F—n |(,?T(-ys m(t)) .,1[ _[ ”E:Tt + 31{-

Notar que [zoe7" 4 1] = O si y 86lo si o7t = ~z125' = —c!B1=E0) | de donde

sin(Ey — Ep) = 0, por lo que E) — Ey = 2dr, d € N lo que contr a.dlce la hipdtesis 11).
Entonces & = min; |zge™* + 2| > 0. Luego,

e (smE)le(rem®)
lg(’:‘/s,m(t‘))l ( —Tf + 1)(1"' _ 1) y 8= 2=4

y la desigualdad (E.17) permite concluir (E.18}. Por otro lado

] o)
g(x) = (eT= — Z} e — 25) (e~ — 2}

es integrable pues e7%(e~7% — 2)g = £, € L'(R). Entonces el anilisis sobre las otras
curvas es el mismo que para el caso rg > 1. De donde,

(E.65) /—oo g{x — ie)dr = /:oo g(x)dx

0o o

En el caso (A3) se considera la curva I, dada antes, donde v, ,{t) = ¢, t € E;,
72.:1?(” = Pom+l +7)‘_Ef'_7:t~ te [0! E]a 73,772(#’) =t—ie, t € In, 74,m(t) = pO,m'i'%"ita te
10,€]. Como z; = —z; para 8 = 2,4 se sigue que:
e—fT('}_;_,,,(f}) — = (—1)2’,0(1:6_?‘,' + 1)’ E_iT{'Ts.m(t)} —_ = (—1)(Zgi€—Tt + Z), ¥
e TOsm ) — 77 = (7T + 1) . Luego. |e”T0em®) — 2]2 = =2t 4 1,
,e-—’iT("f's.m 1) _ 2| > |z] - e Tt |€1‘T(q..q,m ) _ 31—|2 = 2Tt 4 1, y un cleulo lleva a

-Tt

lg(Yem (D) < 7= 0z | J Yo Ol (Fsm ()] + 5 = 2,4

Asi el razonamiento anterior muestra Ia validez de (E.65).
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E.3 Medida espectral y derivada de Radon-Nikodym

de un operador unitario

Para U un operador unitario en H se considera (E(B))penm) la familia espectral aso-
ciada a este, donde E(B) es una proyeccién ortogonal. A cada vector ¥ € H le corres-
ponde una medida, denominada medida espectral, dada por py(E) = (¥, E(B)¢) =
| E(B)¥||* con B € B(R).

Sea R(U,() = (U - ()7W = (1 = ¢U*)™L. Para { = re®, (' = 1/ = r~1e® se define,

(E.66) 8(U, p) = %(R(U, re’) — R(U,77¢"))

Por el teorema. espectral se tiene,

1 1 1
(060000 = 5= [ | = | )

1—r2 — _ H
1-2cos(p—t)+r2 1—retl—1) 1-r—1gilr—

(E67) (.80, 2)%) = 3= [ Plre, )t

Como 5 se sigue,

. . 1— in|2 2 P .
donde P(re', e*) = |re“hfwl>f2 = 1-%013(;_i)+,.2 es el niicleo de Poisson. El lado derecho

en (E.G7) se conoce como la integral de Poisson de la medida u,. Se puede mostrar,

d hac .
(E.68) J;T(p)ilgg(wac,a(ap)wu) . ctpp

donde Ef‘{}-—;—“ﬂ es la derivada de Radon-Nikodym de la parte absolutamente continua fiy, 4.
de la medida espectral p,.. Recordar que d’%‘“ € LY(S) y es no-negativa.

Notar que de la identidad de-polarizacién (el producto interno se considera lineal con-
jugado en la primera componente)

4, 4) = llo+ 9I* — ll¢ ~ VI + illd — i9}® — illg + i, se sigue que

Hp, E(B)Y) = (¢+9,E(B)(¢+v) — (¢ — v, E(B)(¢—v)) +
+i(¢ — i, E(B)(¢ ~ i) — i¢ + i), E(B)(4 + it)))

de esto se deduce que la medida compleja g0 (B) = (¢, E(B)) satisface

pa.6(B) = iltgre(B) = pto—u(B) + ipto-m(B) = iptgra(B)), v por la unicidad en la
descomposicion de la medida pgy (teorema de descomposicidn de Lebesgue, [34]) se
tiene en particular que,

Lo deae = %[#d)w.ac — [to—gpac + Tto—ipac — Ulgtivac), POT 10 tanto se cumple c.t.p. p

dﬂé.tﬁ.ac — _:E dﬂa’)—i—ﬂ*.ac _ dﬂaﬁ—w.ac + idtué—?'u'?.ac _ id!uri)-l-i?l’,ac
dp 4 dp dp dp dp

y la igualdad (E.68) queda en el caso general,

d wac .
(E.69) —“ﬁ;'—(p)ilg}l_(qﬁac,d(tf,p)%c) , ctpop
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Observacion 4.1 De la igualdad
dugult) dpsyu(t)
s 1 — rleile—d) ¢ 1 — releils—D

se sigue que las expresiones
dpoy ()
g 1 — releilo=t)

son simultaneamente convergentes, divergentes o acotadas cuando 7 — 1. En el primero
de estos casos se obtiene de (E.67)-(E.68)

Allgapac 1 / dpig (1)

E.7 2 (p) = — |21 it so A A R
(E.70) dp (o) r%ir{l— 27 2Re g 1 — reite-t)
Denotando
(B.71) P(t) = P(r,e") = 1o

) TN T~ 2cost+ 12

— dl“r‘.nr‘ . :
y he= o~ se tiene,

(E72) (s U, 0)bue) = 57 [ Plo=t)ipectt) = &= [ Blo=thttat = (eh)(o)

Con la identidad (E.72) se puede probar que la convergencia en (E.69) es también
vélida en el espacio L'(S). Para esto se necesita [34]:

Lema E.1 Sea f € C(S), entonces P+ f converge uniformemente a f cuandor — 17,

Obsérvese que P € LYS) v || P # hfjp1 < ||h]lz:. Entonces recordando que C'(S) es
denso en L1(S) se tiene para f € L'(S) y € > 0 con ||f — gll1 < ¢/2, donde g € C(S),

”Pr*f_f”L‘ < ”Pr*f_Pr*g”Ll+”Pr*g_g”fal+“9_f”L1

luego |P.# f — fllpr € e+ || P+ g—g|lz: v del lema anterior se concluye la afirmacion.
Notar por tiltimo que del Lema de Riemann-Lebesgue, (P f)*(n) — f*(n),sir — 17,
uniformemente en n € Z donde A denota la Transformada de Fourier , esto es

m

- : 1 int _ 1 " int
(E.73) T1_1.I}1_§-T-; mwe (P, + f)(t)dt = - /_We f(t)dt
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