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Capitulo 1

Introduccion

1.1. La derivada Schwarziana

Si f es analitica y localmente univalente en un dominio €2, se define la deriva-
da Schwarziana de f por la expresién

AN "\ 2
1
G (1) 1
I 2\f
La derivada Schwarziana fue llamada asi por Cayley en un articulo de 1880,
aunque ya antes habia aparecido en un trabajo de Kummer sobre ecuaciones

hipergeométricas en 1836. En su articulo, Kummer noté que si u; y us son
soluciones linealmente independientes de la ecuacién diferencial

u +pu' +qu=0,

entonces f = uy/uy satisface

1
Sp=2q—-p*—p.
2
En particular, si u; y us son soluciones linealmente independientes de la
ecuacién de Sturm-Liouville
u" + pu =0, (1.1)

entonces f = uy/uy satisface Sy = 2p. Reciprocamente, si Sy = 2p, entonces
f es el cociente de dos soluciones linealmente independientes de (1.1). Esto

1



CAPITULO 1. INTRODUCCION )

se puede ver como consecuencia de la igualdad

d2
dz?

(f) V2= —Lmes,,

2

esto es, (f'(2))~Y/2 soluciona la ecuacién diferencial (1.1). Como consecuencia,
se sigue que Sy = 0 si y sélo si f es una transformacién de Mobius. Otra
importante propiedad de la derivada Schwarziana es la relacion

Steg = (Spo9)(g)* + S, (1.2)

que se demuestra por calculo directo. Como caso particular, se sigue que
Stor = Sy para toda transformaciéon de Mobius 7. Ademds se obtiene que
Sy =9, siysolosi f =T og para alguna transformacién de Mobius 7',

La conexién con ecuaciones diferenciales y la igualdad (1.2) han hecho
de la derivada Schwarziana una herramienta importante en el estudio de
propiedades analiticas y geométricas de funciones holomorfas. Un primer
resultado, probado por Nehari, que explota la relacién entre la Schwarziana
y el problema (1.1) establece que si una funcién f es localmente univalente
en un dominio simplemente conexo €2 C C, entonces f es univalente si y sélo
si toda solucién no trivial de la ecuacion diferencial

Sy
"
u +—=u=20

2
tiene a lo mas un cero. Otros criterios de univalencia que involucran es-
timativos sobre la derivada Schwarziana fueron dados por Nehari [26]. El
probo que si f es analitica, localmente univalente en D y su derivada Schwarzia-
na satisface

1S¢(2)] < (1.3)

2
(1= 12?)*
entonces f es univalente. También demostré que la condicion

7T2

Se(2)] < —
Sp(2) <
para una funcion f analitica y localmente univalente en el disco, implica
univalencia global. En el mismo articulo esta probado que si f es analitica y

univalente en D, entonces

6

1S¢(2)] < SERE
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Esta condicién necesaria para la univalencia fue probada antes por Krauss
[23]. La condicién es éptima dado que la transformacién de Koebe

k(z) = s =z+222+32°+ ...

(1-2)

satisface
6

(1—22)2
Asi mismo, la condicién suficiente (1.3) es éptima como lo demuestra la

funcion .
1 +2 i€
= >0

Sk(Z) = —

que no es univalente en D y tiene derivada Schwarziana

1+ €
S¢(2) =2+——=.
Este ejemplo fue dado por Hille en [21].
Nehari en un trabajo posterior [25] generaliza los criterios dados ante-
riormente. El demostré que una funcién f analitica y localmente univalente
en D, es univalente si

1S¢(2)] < 2p(]2)), (1.4)

donde p : (—1,1) — R satisface las condiciones:

i) p es continua y par;

ii) (1 — 2%)?p(x) es decreciente en (0, 1);

iii) ninguna solucién no trivial de la ecuacién diferencial v” 4 pu = 0 tiene
méas de un cero en (—1,1).

Una funcion p que satisface las condiciones anteriores la llamaremos una
funcién de Nehari. En adelante, salvo que se especifique lo contrario, p deno-
tara una funcion de Nehari y N la familia de funciones analiticas y localmente
univalentes que satisfacen (1.3). El criterio (1.4), conocido como p— Criterio
de Nehari, incluye un resultado estudiado por Pokornyi en [28]. Este dice que

la condicién 4
S <
51 < T

donde f es analitica y localmente univalente en D, implica la univalencia de

f.
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En otra direccion, la derivada Schwarziana también ha sido una he-
rramienta bésica para el estudio de propiedades geométricas de funciones
univalentes, un primer resultado en esta linea fue dado por Ahlfors y Weill
en [4]. Ellos relacionaron estimativos sobre la derivada Schwarziana de una
funcién analitica en el disco unidad con el comportamiento de la frontera de
su imagen. Especificamente probaron que si f pertenece a N*, la familia de
funciones analiticas y localmente univalentes que satisfacen

2

|&@H§Ht%@? 0<p<l, (1.5)
entonces, no sélo f es univalente (que es consecuencia inmediata de (1.3))
si no que f(D) es un cuasidisco. De aqui se sigue que f tiene una exten-
sién cuasiconforme a la esfera [3]. Mas recientemente, en 1984, Gehring y
Pommerenke [30] generalizan el teorema de Ahlfors-Weill. Entre otros resul-
tados, los autores demuestran que si una funciéon f meromorfa y localmente
univalente en D satisface (1.3) y

limsup(1 — |2[*)? |S;(2)| < 2, (1.6)
|z]—1
entonces f(D) es un cuasidisco. En el mismo trabajo, estd probado que la
condicién (1.3) implica que f tiene una extensién esféricamente continua a
la clausura del disco y que f(ID) es un dominio de Jordan, excepto en el caso
en que f =T oL oy donde T es una transformacion de Mobius, ¢ es un
automorfismo del disco y

1 1+ 2

L(z):ilogl_z

De aqui, (1.2) y el hecho que (1 — 2?)SL(z) = 2 para todo 2z € D, se sigue
como corolario que la condicién

(1 =121 185(2)] < 2

implica que f(ID) es un dominio de Jordan.

Ademas de las propiedades analiticas y geométricas que satisfacen las
funciones en N y en N*, para estas familias de funciones se han probado
importantes teoremas de crecimiento y distorsién, ademéas de propiedades
geométricas de la densidad de Poincaré

A(f(2)) = !

(1 =[P (2)]?

(1.7)
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del dominio ©Q = f(ID). Para mas detalles al respecto, ver por ejemplo [5],
[13] y [14]. En particular, en el dltimo trabajo los autores demuestran que

f"(z) ||
fii) | = 1=z
se cumple si f pertenece a la familia N = {f € N*/f"(0) =0} . Esta de-
sigualdad la retomaremos en el proximo capitulo en un contexto mas general.

Otros resultados importantes en teoria geométrica de funciones para las
clases definidas arriba, fueron probadas por Chuaqui, Osgood y Pommerenke
[15]. En este trabajo, a diferencia del enfoque expuesto antes, los autores
relacionan el crecimiento de la derivada Schwarziana de una funcién con
propiedades geométricas de la densidad de Poincaré dada por (1.7). Para
una funciéon f meromorfa y localmente univalente en I, en este articulo se
prueba que las condiciones

i) f€N;

ii) Para todo a > 1/2 la funcién )\%(Q) es hiperbdlicamente convexa para
toda transformacién de Mobius T

iii) existe un a > 1/2 tal que la funcién A%, es hiperbélicamente convexa
para toda transformacion de Mobius T

iv) para todo zy € D existe una transformacién de Mdébius T' tal que
0o ¢ T(2) y Apq) tiene un minimo global en en T'(f(20));

v) para todo zg € D existe una transformacién de Mobius T' tal que
0o ¢ T(2) y Ao tiene un minimo local en en T'(f(z)),
son equivalentes.

O<p<l (1.8)

En el capitulo 3 daremos generalizaciones de algunos resultados obtenidos
en [15]. Antes revisemos las definiciones y teoremas que utilizaremos a lo largo
de nuestro estudio, comenzando con un concepto introducido por Ahlfors
sobre derivada Schwarziana de curvas, seguido de una breve introduccién a
dominios de John.

1.1.1. Derivada Schwarziana de curvas en el espacio

Como una generalizacién de la parte real de Sy para f holomorfa, Ahlfors [2]
define la derivada Schwarziana de una curva en el espacio. La definicién es
motivada por la igualdad

Re {f”/7} B 3R€ {f”?}Q N § ‘f”|2

ReiSr} = =17 TR
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y el hecho que para ntimeros complejos a, b, Re {aE} representa el producto

interior de los vectores a, b.
Para una curva regular ¢ : (a,b) — R™ de clase C?, se define su derivada
Schwarziana, también llamada Schwarziana de Ahlfors, por la expresién

/ " / 1"\ 2 3 2
SM:(‘%/@?)_?)@OMIPZL) _IsOIIQ.
|| 4 2 |¢/|

En el mismo trabajo, Ahlfors también definié un andlogo a la parte imagi-
naria de Sy, pero dado que en este trabajo no lo utilizaremos, solo haremos
referencia al operador S; definido antes. La Schwarziana de Ahlfors satisface
propiedades similares a la Schwarziana analitica, una de las mas importantes
y que utilizaremos en nuestro estudio, es su invariancia bajo postcomposicién
con transformaciones de Mobius en R?. También satisface el andlogo real de
(1.2), mas precisamente, si x es de clase C* con 2/(t) # 0, entonces

Silpo)(t) = Sip(x(t))'(t)* + Six(t).

En [16] se proporciona una expresién para S1¢ que serd mas util para nuestros

propésitos, a saber
AN I\ 2
1 1
Sip— (v_) 1 (v_) L

=Ss+ 11)2k2,
2
donde v es la velocidad de ¢, k su curvatura y s su longitud de arco. En
el mismo articulo, los autores demuestran un criterio de inyectividad y ex-
tendibilidad de la curva. Los dos teoremas que siguen resumen los hechos que
nos interesan del articulo, éstos seran de gran utilidad en el tltimo capitulo.
Notese la semejanza con los criterios estudiados en el caso analitico.

Teorema 1.1. Sea P una funcién continua definida en (—1,1) tal que ningu-
na solucion no trivial u de v’ + Pu = 0 tiene mas de un cero. Sea ¢ :
(—=1,1) = R* U {0} una curva regular de clase C3. Si Sip(x) < 2P(x) en
(—1,1) entonces ¢ es inyectiva.

Teorema 1.2. Sean ¢ y P como en teorema anterior. Supongamos ademds
que P es par y ¢ satisface o(0) =0, |¢'(0)| = 1, ¢"(0) = 0 y S1p(x) < 2P(x).
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Sea u la solucion de la ecuacion u” 4+ Pu = 0 con las condiciones iniciales
u(0) =1 y «/(0) = 0 y definamos la funcion

Todt
F = )
0=
Entonces

a.) |¢'(x)] < F'(|z|) en (=1,1) y ¢ admite una extension esféricamente
continua a [—1,1].

b.) Si F(1) < oo, entonces ¢ es inyectiva en [—1,1] y ¢ tiene longitud finita.
c.) Si F(1) = oo, entonces o ¢ es inyectiva en [—1,1] o salvo una rotacidn,
p=F.

1.2. Dominios de John

Sea b > 1y p,qen un dominio €2 C R™. Un arco rectificable v se dice que es
un b—arco cono de John desde p hasta ¢, si v une los puntos p y q y satisface

((v(y,q)) < bd(y,08) para todo y € 7, (1.10)

donde ~(y, q) denota el subarco de «y desde y hasta ¢ y ¢((y, ¢)) su longitud
euclidiana. Un dominio 2 C R™ es un b—dominio de John si existe un punto
p € Q, llamado el centro del dominio, tal que para cada x € (2, existe un
b-arco cono de John v € €2 desde p a x. Diremos que un dominio 2 C R"
es un dominio de John, si es un b— dominio de John para alguna constante
b > 1. Geométricamente, un dominio acotado 2 C R™ es un dominio de John
si no tiene cuspides externas.

Los dominios de John inicialmente fueron definidos para dominios en el
espacio euclidiano n-dimensional por Fritz John en la década de los 60 [22],
desde entonces, ha sido un tema estudiado por investigadores de diferentes
areas, ya que tales dominios aparecen en una gran variedad de problemas;
algunos asociados a ecuaciones en derivadas parciales (EDP). Por ejemplo,
se sabe que ciertas EDP no tienen solucién en un dominio cualquiera, pero
admiten solucién en dominios que son dominios de John [1]. Especificamente,
en este articulo se estudia la existencia de soluciones u € Hy(Q)"(2 C R”
abierto y acotado) del problema

divu = f,
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para f € L3(Q2) dada. Como es habitual, LZ(€2) denota el espacio de funciones
medibles f tales que

1
/Q\fr?dxmo v UOZ(Q)/Qfd:U:O.

H{ () es la clausura en el espacio de Sobolev H'()) de las funciones infini-
tamente diferenciables con soporte compacto contenido en €.

Esta probado que existen soluciones de este problema si {2 es un dominio
cuya frontera 0f) es “suficientemente regular”, por ejemplo si {2 es un dominio
Lipschitz. En este caso tales soluciones satisfacen ademas

[l < Cliflle2@),

donde C' es una constante que solo depende de €. También se conoce que
el resultado no es verdad si el dominio tiene cuspides externas. Los autores
demuestran que tales soluciones existen si €2 es un dominio de John.

Problemas de este tipo motivan el estudio de caracterizaciones razonables
de tales dominios, no solo en R™ como tradicionalmente se ha venido hacien-
do, si no en otros espacios como el caso de una superficie minima que es el
problema central de esta memoria.

Con las modificaciones obvias, podemos adaptar la definicién anterior a
subdominios de una variedad Riemanniana cualquiera. En el caso especifico
de una superficie que sera en el que nos centraremos, usaremos a lo largo de
este trabajo la siguiente definicion:

Un subdominio acotado Q2 de una superficie en R?, es un b—dominio de
John, si existe p € ) tal que para cada x € ), existe un arco rectificable
v C Q desde p hasta x que satisface (1.10). Aqui, d y ¢ se determinan con la
métrica de la superficie.

Como mencionamos antes, los dominios de John han sido ampliamente
estudiados y aiin hoy es un tema de gran actividad matematica, varios traba-
jos sobre la materia estan dirigidos a caracterizar tales dominios. En R", por
ejemplo, hay caracterizaciones de dominios de John en términos de la métrica
cuasihiperbdlica, ver [19] y [20] para algunas de éstas. En el caso complejo,
existen equivalencias adicionales para subdominios acotados y simplemente
conexos. Algunas, en términos del mapeo de Riemann del disco al dominio en
consideracién, son tratadas en detalle en el capitulo 5 de [29]. El teorema de
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abajo resume algunas de éstas equivalencias. Como veremos en el Capitulo
3, el Teorema 3.1 es un andalogo de algunas partes de este resultado.

Teorema 1.3. Sea G C C un dominio simplemente conexo acotado y f el

mapeo de Riemann del disco a G. Las siguientes condiciones son equivalentes:
a.) G es dominio de John.

b.) diamf((B(z))) < Myds(z) para todo z € D.
c.) Eziste una constante o € (0,1] tal que

(1~ [¢PIFQ) 1
APl =M (1 P

donde M, y My son constantes absolutas.

)a, ¢ € B(2),

En el teorema y en lo que sigue,
B(re"):={pe” :r <p<1,|0—t|<m(l—7)}.

Notese que B(0) = D.

En esta misma direccién, en [15] los autores estudian caracterizaciones de
dominios de John cuando son imagen de funciones en la clase N. Especifica-
mente, ellos demuestran que si f € Ny, entonces f(ID) es un dominio de John
si y solo si

f//

7 (2)

En el contexto de superficies minimas, un resultado andlogo al anterior es uno
de los objetivos del presente trabajo. Para ello, utilizaremos la definicién de
derivada Schwarziana dada en [12] para mapeos arménicos, que como veremos
mas adelante, generaliza la definicién dada para funciones analiticas. En [27]
se presenta una definicién de Schwarziana para funciones entre variedades
Riemannianas que contiene como caso particular las dadas aqui para mapeos
analiticos y armoénicos.

Otro aspecto geométrico importante de dominios de John en el plano es
su relacion con cuasidiscos. Esto es, dominios acotados por una curva de
Jordan J C C con la siguiente propiedad: existe una constante M tal que

lim sup(1 — |2]?) <2. (1.11)

|z]—1

diamJ(a,b) < M|a — b| para  a,b € J,

donde J(a, b) es el arco mas pequeno de J entre a y b. Una curva de Jordan
J con esta propiedad se denomina un cuasicirculo. Asi, un cuasidisco es un
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dominio acotado por un cuasicirculo. Geométricamente un cuasicirculo es un
dominio que no tiene cuspides ni internas ni externas. Asi, un cuasicirculo
es en particular un dominio de John. También es un dominio linealmente
conexo, concepto que estudiaremos mas adelante.

1.3. Funciones armonicas en el plano y super-
ficies minimas

Una funcién f = u + v de un dominio {2 C C en el plano es armonica si las
funciones reales u y v lo son, esto es, si

Au = Av =0.

Usando los operadores diferenciales

9 _179 .0 9 _1
9. 2\or oy Yo 9: 2

f es armoénica si y solo si

0 f B
020z

Si €2 es simplemente conexo, existen funciones analiticas h,g tales que
f = h + g y esta representacion es tnica salvo una constante aditiva. Si
0 € Q, por conveniencia asumiremos la representaciéon tnica f = h + g con
g(0) = 0.

Si bien las funciones armoénicas no son necesariamente analiticas, ellas
satisfacen propiedades andlogas a las funciones analiticas. En particular, se
sabe que si f es armoénica, f es localmente univalente en €2 si y solo si su
jacobiano J;(z) = |W(2)> — |¢'(2)|* es diferente de cero para todo z € Q.
Este teorema fue probado por Hans Lewy en 1936 [24]. Como consecuencia, se
sigue que si f es armoénica y localmente univalente en un dominio €2, entonces
Jy>00 Jr <0en € En el primer caso diremos que f preserva orientacion
y en el segundo que invierte la orientacién. Notese que en particular, b’ y ¢
no se anulan simultaneamente si f es localmente univalente.

Ademas del teorema de Lewy, son muchas las propiedades de funciones
analiticas que tienen su analogo en las funciones armoénicas. Por mencionar
algunas, la propiedad del valor medio se satisface y por tanto el principio del

Af=4 0.
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maximo. Existe también una versién del principio del argumento para fun-
ciones armoénicas que preservan orientacién, donde hay que definir adecuada-
mente lo que se entiende por orden de un cero. Con el principio del argumento
disponible y siguiendo las demostraciones conocidas para el caso analitico,
se demuestran analogos a los bien conocidos teorema de Rouché y teore-
ma de Hurwitz, entre otros corolarios. Con respecto a funciones armoénicas
univalentes, también se han probado importantes resultados que generalizan
teoremas conocidos para funciones analiticas. Por ejemplo, se sabe que un
mapeo conforme del plano necesariamente es un polinomio lineal. Consecuen-
cia de este hecho y el teorema de Liouville, en el caso arménico se demuestra
que toda funciéon f armoénica y univalente del plano en el plano, tiene la for-
ma f(z) = az + v+ pz, donde «, 5 y 7 son constantes con |a| # ||. En
particular, f es univalente del plano sobre el plano. Se concluye ademés que
no existen funciones armonicas univalentes del plano sobre un subdominio
propio de C. Asi mismo, como en el caso analitico, también se puede probar
que no existe un mapeo armonico univalente del disco sobre el plano. Este
resultado es conocido como el teorema de Rado.

Continuando con mapeos arménicos univalentes, un teorema estudiado
por Tibor Radé y probado independientemente por Helmut Kneser y Gus-
tave Choquet, establece que la coleccion de mapeos armonicos univalentes
entre dos dominios puede ser bastante amplia. Esto contrasta con el ca-
so analitico, donde se sabe que un mapeo conforme entre dos dominios de
Jordan, esta determinado por sus valores en tres puntos de la frontera. El
enunciado préciso en el caso armonico es el siguiente:

Teorema 1.4 (Radd-Kneser-Choquet). Sea Q@ C C un dominio convexo
acotado cuya frontera es una curva de Jordan I'. Sea ¢ un homeomorfismo
de T sobre I'. Entonces su extension armonica

1 2 1 — ‘2’2 "
——=p(e")dt
105 | el

2w
es univalente en D y define un mapeo armonico de D sobre ().

El teorema permite construir un mapeo armoénico univalente del disco
sobre un dominio convexo acotado, pre-escribiendo sus valores en T. En esta
misma linea, en [17], los autores desarrollaron un método que permite cons-
truir un mapeo armoénico univalente del disco sobre un dominio convexo en
una direccién, con dilatacion analitica dada. Este método que es conocido
como “shear construction”, estd basado en el siguiente teorema:
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Teorema 1.5. Sea f = h+ g una funcion armonica y localmente univalente
en el disco. Entonces f es univalente y su rango es convexo en la direccion
horizontal[vertical] si y solo si h—g [h+g] es una funcion analitica univalente
cuyo rango es convero en la direccion horizontal[vertical).

Recordemos que un dominio del plano complejo es convexo en la direccion
horizontal[vertical], si su interseccién con cualquier recta horizontal|vertical]
es conexo.

Para ilustrar el método, consideremos la funcion convexa ¢ definida por

<z 2 3
Uz) = 1_222—1—2 +27 4.
y w(z) = —z. Por el teorema, la funcién L = h + g tal que
/
h+g=1¢ y wL(z):w(z):%:—z,

seréa armonica, univalente y convexa en la direccién vertical. Notese que L es
localmente univalente porque |wy| < 1. Al resolver el sistema de ecuaciones
bajo las condiciones h(0) = g(0) = 0, se obtiene

ey = LELEE ) L (RS

Asf, la funcién arménica L(z) = h(z) + g(2) es univalente y convexa en la
direccion vertical. Se puede probar que L realmente es convexa, mas ain, su
rango es el semiplano Re {w} > —3.

Otro ejemplo importante se obtiene al considerar la funciéon de Koebe

k(z) =2+22°4+32°+...

que sabemos es univalente en el disco y convexa en la direcciéon horizontal.
El Teorema 1.5 asegura que la funciéon K = h + g donde

/

9
h/
es armonica, univalente, preserva orientacion y es convexa en la direccion ho-

rizontal. Al resolver el sistema de ecuaciones, nuevamente bajo las condiciones
h(0) = g(0) = 0, se obtiene

h—g=k y = 2z,

1,2, 1.3 1,2, 1.3
z 22+6z 22—1-6,2

h(z) = (1—2p y 9(z) = W
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La funcion K = h + g con h,g dadas como arriba, es conocida como la
funcién arménica de Koebe, fue estudiada inicialmente en [17]. De ella se
sabe ademéds que mapea el disco sobre el plano menos el segmento (—oo, —%].
Haremos referencia tanto L como a K mas adelante.

De otro lado, en la teoria clasica de funciones se ha explotado la relacién
entre propiedades geométricas de funciones analiticas univalentes y cotas
sobre sus coeficientes de Taylor. Estos resultados han dado lugar a preguntas
analogas para el caso armoénico, en el cual se han probado resultados parciales
en algunos casos. Otros permanecen abiertos.

Sea S la clase de funciones analiticas univalentes del disco con expansion
de Taylor

f(2)=z+a*+....

El teorema de Bieberbach publicado en 1916 asegura que |az| < 2. Una
consecuencia de este teorema, es el teorema de cubrimiento de Koebe que
establece que la imagen de cada funcién en S contiene el disco |w| < i. La
funcion de Koebe que mapea el disco conformemente sobre el plano menos
el segmento (—oo, —i], demuestra que tanto el teorema de Bieberbach como
el teorema de cubrimiento son 6ptimos. De aqui se concluyen importantes
teoremas de crecimiento y distorsion para la clase S. Mas precisamente, se
demuestra que si f € S, entonces

1—r 147
— _<|f < —— =r<l.
A SHOIS g =T
Integrando obtenemos que
r r
— < < —m— =r<l1
A <VEI < gl H=r<l

para toda f € S. En consecuencia, la clase S es compacta.

La cota |as| < 2 para toda f € Sy las caracteristicas de funcién extremal
de la funcion de Koebe, dieron lugar a la conjetura de Bieberbach que dice que
la,| < n para todo n y toda f € S. De nuevo la funcién de Koebe demuestra
que la conjetura, hoy teorema, es 6ptima. Tanto este teorema(probado por
Louis de Branges en 1985), conocido hoy como el Teorema de Bieberbach-de
Branges, como el teorema de cubrimiento, han sido mejorados en subclases
de la clase S. Por ejemplo, en la clase C' C S de funciones convexas, puede ser
probado que la imagen de cada funcién contiene el disco |w| < % Ademis, los
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coeficientes de Taylor de cada funcién en C satisfacen la desigualdad |a,| < 1.
Ambos resultados son 6ptimos dado que la funcién
. 2 3
Uz) = T =z+2°+22+...
estd en C'y transforma el disco sobre el semiplano Re {w} > —3.

Algunos de los teoremas de cubrimiento y cotas sobre los coeficientes
citados anteriormente, se extienden a las clases correspondientes de funciones
armoénicas. Resumiremos abajo algunos de estos, pero antes definamos las
familias de funciones arménicas donde se han estudiado tales teoremas y
donde han surgido preguntas que aiin permanecen abiertas. Dada una funcién
armonica localmente univalente del disco f = h + g que preserva orientacién,
sabemos que su jacobiano Jy = |h/| —|¢| es positivo en todo punto del disco,
por lo que h es localmente univalente en . Asi, si consideramos funciones
armoénicas univalentes en el disco f = h + g que preservan orientacién, como
una generalizaciéon natural de funciones analiticas univalentes, no se pierde
generalidad si asumimos ¢g(0) = h(0) = 0y #’(0) = 1. Esta clase de funciones
que contiene a la clase S, la denotaremos por Sg. Se puede probar que esta
familia es normal pero no es compacta, por lo que no proporciona una gene-
ralizacion apropiada de la clase S. Con la normalizacién adicional ¢'(0) =
0, obtenemos una familia de funciones arménicas univalentes que preservan
orientacion, la cual es compacta. Esta familia que también contiene a la clase
S, la denotaremos por SY%. Andlogamente, Cy denotara la subclase de Sy
de funciones cuya imagen es convexa y C% denotard la subclase de Cy con
¢'(0) = 0. Notese que C?% contiene a C. Un ejemplo importante de una funcién
en C'%, es la funcién arménica L(z) del ejemplo posterior al Teorema 1.5. En
[17] estd probado que para funciones en esta familia,

n+1 n—1

Ademas, su rango contiene el disco |w| < % Ambos resultados, que genera-
lizan los citados anteriormente para funciones en la clase C, son 6ptimos
como lo demuestra la funcién L. Recordemos que la imagen del disco bajo L
es el semiplano Re {w} > —%, ademas sus coeficientes estan dados por

la,| <

n+1 b n—1
ap = n — s
2 Y 2

Atn no se ha probado un anédlogo 6ptimo en la clase S% al teorema de
Bieberbach-de Branges ni al teorema de cubrimiento, valido para funciones

n=12....
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analiticas de la clase S. Un resultado parcial estd dado en la familia C'y,
donde se sabe que los coeficientes de cada funcién f € Cpy satisfacen las
desigualdades éptimas |a,| < ny |b,| < n,n=2,3... Se cree que la funcién
armoénica de Koebe K estudiada arriba juega el papel de funcion extremal
en la clase S%, en analogfa al papel que juega la funcién de Koebe k en la
clase S.

Como se dijo anteriormente, K mapea el disco sobre el plano menos el
segmento (—oo, —%]. Ademas, sus coeficientes A,,, B,,, estan dados por

1 1
An:6(2n+1)(n+1) y ané(Zn—l)(n—l).
Estas igualdades suguieren las conjeturas
1 1

para todo n > 1y toda f € S%. As{ mismo, la igualdad A, — B, = n,
suguiere la conjetura

lan| = oul| <m, > 2

para f € SY. Esta serfa una generalizaciéon del teorema de Bieberbach-de
Branges. Ambas conjeturas han sido probadas para funciones con coeficientes
reales en SY [17] y para funciones estrelladas en S¥ [31], la conjetura atin
estd abierta en toda la clase S%. Con respecto a las cotas para |a,| y para
|b,,|, también se han dado resultados parciales. Por ejemplo, esté probada la
conjetura |by| < % y la mejor cota que se ha podido establecer para |as| es
las| < 49, muy lejos atin de lo esperado.

Con respecto a teoremas de cubrimiento, motivado por el hecho que la
imagen del disco bajo la funcién armoénica de Koebe es el plano menos el
segmento (—oo, —%], se ha conjeturado que la imagen de toda funcién en SY%
contiene el disco |w| < ¢, la funcién K probarfa que el resultado es 6ptimo.
Este problema ain permanece abierto y solo un resultado parcial ha sido
probado por Clunie y Sheil-Small [17], quienes lograron establecer que el
disco |w| < s estd contenido en la imagen de toda funcién en la familia S

Como hemos visto, son muchos los teoremas clasicos de la teoria de
funciones analiticas univalentes que pueden ser generalizados a funciones
armonicas en el plano. Asi mismo, también hay muchas preguntas aun por
resolver. Para otras extensiones de resultados al caso armoénico y otros pro-
blemas abiertos, en particular sobre crecimiento, distorsion y problemas de



CAPITULO 1. INTRODUCCION 16

mapeo, ver [18]. En este libro se hace un estudio detallado de lo expuesto
aqui y de otros problemas relacionados.

Otro aspecto importante de la teoria de mapeos armoénicos planos, es
su estrecha relacion con superficies minimas, es decir, aquellas superficies
cuya curvatura media es cero en cada uno de sus puntos. Brevemente, las
coordenadas de una superficie minima descrita por parametros conformes
son funciones armoénicas reales y por lo tanto, la proyeccién al plano de una
superficie minima define un mapeo armoénico complejo. Reciprocamente, si

— ., s . . ., /
f = h + g es una funcién armonica en D cuya dilatacion wy = & es el

cuadrado de una funcién analitica, entonces f se levanta localmente a una
superficie minima . Las coordenadas de un levantamiento f estan dadas
por

u—Ref, v = Imf. ¢ — 2Im { / Zq(@h/(c)dc},
0

y f determina una parametrizacién conforme de una superficie minima cuya
proyeccién al plano es f. El factor conforme de la primera forma fundamental
de ¥ esta dado por

A=W +1g'

— (1 + 1P) (1.12)

y la curvatura gaussiana de un punto f (z) en X es
Alq'?
[7[2(1 + qf*)!
_ L 4gp
(L4 g)*

Para otras propiedades de funciones armonicas asi como su conexién con
superficies minimas, ver [18].

Sea [ = h + g armoénica, localmente univalente en el disco y supongamos
que su dilatacion es el cuadrado de una funciéon meromorfa ¢. Se tiene que
f se levanta localmente a una superficie minima con factor conforme \ dado
por (1.12). La univalencia local de f garantiza que A no se anula en el disco
por lo que log A\ estd bien definido. La derivada Schwarziana de f se define
por

K=-

(1.13)

Sf =2(0..(logA) — (9. log \)?) . (1.14)
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Esta definicién que fue propuesta en [12], proviene de una definicién mas ge-
neral dada por Osgood y Stowe en [27]. En este trabajo los autores proponen
una definicién de derivada Schwarziana para funciones conformes entre dos
variedades Riemannianas. Al aplicar esta definiciéon, no al mapeo armoénico
f, si no a su levantamiento f, que sabemos es conforme entre el disco vy la
superficie minima f(ID), se obtiene la expresién dada en (1.14).

En [12] se demuestran algunas propiedades de la Schwarziana arménica,
donde se observa que es una generalizaciéon adecuada de la Schwarziana
analitica, resumimos algunas de estas. En primer lugar, si f es analitica,
entonces A = | f’| y por tanto

Sf =2 (azz(log |f,|) - (az log ‘f/‘)Q)

_ (f_")/_ 1 (f_)
S \f 2\ f
= S;.

Otra propiedad importante y que utilizaremos con frecuencia en este trabajo,
es la igualdad

S(fop)=(Sfop)(¥) + 5, (1.15)
valida para ¢ analitica y localmente univalente en el disco y f armoénica

con las propiedades citadas antes. Esto generaliza (1.2). De la definicién de
Schwarziana y (1.12), obtenemos la igualdad

27 q’h”) ( qq )2
Sf=8 +—2 (212 ) 424 _ 1.16
f =5 1+ g/ (q h L+ |q|? (1.16)

que sera 1til en la prueba del Lema2.1.

Los dos teoremas siguientes resumen otras propiedades de la Schwarziana
armonica. El primero proporciona condiciones equivalentes a Sf analitica.
Recordemos que esto siempre es el caso cuando f es holomorfa y local-
mente univalente. El segundo teorema establece una relacion entre funciones
armoénicas con la misma derivada Schwarziana.

Teorema 1.6. Sea f una funcion armonica, localmente univalente en el disco
y supongamos que su dilatacion es el cuadrado de una funcion meromorfa.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

a.) Sf es analitica.

b.) La curvatura gaussiana K dada por (1.13) es constante.
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c.) K es identicamente cero. B
d.) [ tiene la forma f = h + ah, donde h es una funcién analitica y
localmente univalente y o es una constante con |of < 1.

Teorema 1.7. Sean f =h+g y F = H+ G funciones armdnicas tales que
Sf = SF. Entonces

a.) Las curvaturas de las métricas conformes asociadas Ay y Ap son
1quales.

b.) Si las curvaturas no son constantes, existe una constante positiva ¢
tal que Ay = cAp.

c.) Si las curvaturas son constantes, entonces deben ser cero. En tal ca-
so, f = h+ah, F = H+ H y H = T(h), donde h, H son funciones
analiticas localmente univalentes, T es una transformacion de Méobius y o, B
son constantes con ||, |B] < 1.

Un caso particular del teorema anterior es el hecho que si S f = 0, entonces
f = h + ah para alguna transformacién de Mobius h y alguna constante o
con || < 1y reciprocamente.

De otro lado, andlogo al criterio de univalencia de Nehari (1.4), en [9] se
demuestra que si f = h + g es armoénica en D, su dilataciéon es el cuadrado
de una funcién meromorfa y

[Sf(2)] + X (2) K (2)] < 2p(|2]), (1.17)

entonces el levantamiento f de f a la superficie minima X es univalente y
admite una extensién continua a D. Aqui, K(z) denota la curvatura de ¥ en
el punto f(z) y A(2) es la densidad en f(z). Notese que el resultado anterior
generaliza el criterio de univalencia (1.4). En el mismo articulo esta probado
que si la desigualdad estricta se satisface en (1.17), entonces la extensién de
f a D es univalente, lo que garantiza que la imagen de la frontera T del disco
es una curva cerrada simple en la superficie minima.

Para ilustrar, esbocemos la demostracion de la univalencia de f bajo
la condicién (1.17). En primer lugar se demuestra que f es inyectiva en el
didmetro (—1,1). Para ello, se utiliza la igualdad(probada en [9])

Sip =Re {(S70n)()} + 5 (¥ on(IK 0 )| + IV, VIP) + 3#,

donde ¢(t) = f(7(t)) y v es una curva en el disco. Aqui, k, y k., denotan la
curvatura de ¢ y de v, respectivamente y V' es el campo vectorial tangente
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unitario (en la norma euclideana) a lo largo de ¢. De esta ecuacién y (1.17),
tomando 7(t) = t, se obtiene

S1f(t) < 2p(t), —1<t<l.

Se concluye de aqui y del Teoremal.l que f es inyectiva en el didmetro
(—1,1). Para el caso general, consideremos dos puntos zi, zo € D distintos.
Luego se garantiza la existencia de un automorfismo del disco T que aplica
el didmetro (—1, 1) sobre la geodésica hiperbdlica S que pasa por z; y 22 y
tal que la funcién arménica F' = f o T satisface (1.17). Aplicando el primer
caso a F, se obtiene que F es inyectiva en (—1,1) de donde f lo esen S. Esto
implica que f(z1) # f(22) lo que completa la prueba.

En adelante, salvo que se diga lo contrario, cuando nos referimos a una
funciéon arménica f, se entiende que ésta es arménica en D y su dilatacion
es el cuadrado de una funcién meromorfa. La densidad asociada a f la deno-
taremos por Ay o simplemente A cuando no haya peligro de confucién. Con
esta notacion, observese que si ¢ es analitica y localmente univalente y f es
armonica, entonces f o ¢ es armoénica y

Arop = (Aro @) #]. (1.18)

Anélogo a las familias de funciones analiticas tratadas anteriormente, deno-
taremos por N H* la clase de funciones armonicas f que satisfacen

S1E)|+ REIKE)] € g 0<n<l

y NHf denotard la familia de funciones arménicas f € NH* tales que
9.A(0) = 0. Escribiremos NH y NHy en lugar de NH' y NH} respecti-
vamente.

Al igual que en el caso analitico, tenemos que si ¢ es un automorfismo

del disco y f € NH*, entonces fop € NH". Esto sigue directamente de las
ecuaciones (1.15) y (1.18) como sigue:

[S(f 0 D) ()| + Ao () K pap(2)] = [SF (I (2)
+ AH ()P ()P K 4 (0(2))]
' ()

= TP
1
R
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La ultima igualdad se tiene porque ¢ es un automorfismo del disco. También
hemos utilizado que S = 0. Esta propiedad de invarianza de la clase N H*
bajo composiciones internas con automorfismos del disco, la utilizaremos con
frecuencia en los siguientes capitulos, sera importante en nuestro estudio de
dominios de John.



Capitulo 2

Resultados basicos

El presente capitulo esta dedicado a presentar los resultados en que se fun-
damentan las demostraciones de los teoremas principales de la tesis, que
se presentaran en el préximo capitulo. Comenzamos con un estimativo que
generaliza (1.8).

Lema 2.1. Si f € NH}, entonces

Jlog A |z
< .
ok < (2.)

para todo z € D, 0 < p < 1.

Demostracion. Consideremos primero el caso pu = 1.

Dado que la clase N Hj es invariante por composicién con rotaciones del
disco, es suficiente probar el lema cuando 0 < z < 1.
De (1.12) se sigue que

1 h// ! =
O, logh=—-——+ 74

. 2.2
20 14 |q)? (2:2)

Asi, si y(t) = 0, log A(t), entonces

y/ — 1 (h_”)/ + q// Cj + q/(l + QQ)él - Q(Qé, + qq/)
2\ 1+ [q]? (14 |q]?)?

2 _ _ 2
_lg .1 RN\ WA ¢ [ ad
2 4\ W L+1q?  (1+]q?)? L+q?/)

21
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de donde se sigue, usando (1.16), que

Ln" dq )2 1 q'?
/
= (st ) +Sft
y (w T+ a2) T2 T ey

De la igualdad anterior, (1.13) y (2.2) obtenemos que y satisface la ecuacion
diferencial

, 1 1
Y :y2+(§8f—1)\2K). (2.3)

De otro lado, si ¢(t) = |y(t)] entonces ¢’ < |¢/|. De aqui, (1.17) y (2.3)
concluimos que ¢ satisface

(2.4)

Notese que por definicion de N Hy, 9,A(0) = 0 y por tanto ¢(0) = 0. Consi-
deremos ahora el problema de valor inicial

1
(1— )2 (2.5)

t

7. Comparando (2.5) con la ecuacién (2.4), obten-

cuya solucion es w(t) =
emos que
d
5P~ w) = (v —w)(p+w),
lo que implica que |y| = ¢ < w y se concluye la demostracién del lema en el
caso = 1.
Ahora supongamos que 0 < g < 1y, como antes, sean y(t) = 0, log \(t)
y ¢(t) = |y(t)|. Procediendo como en el caso anterior, obtenemos que y
satisface la ecuacién diferencial (2.3) y por lo tanto
/ 2 I
o <"+ m (2‘6)
La diferencia con la prueba del primer caso, es que ahora se compara con el
problema de valor inicial

(1—#2)2 (2.7)
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cuya solucién es
t 20/
= — ALt
11— 1-¢ (),

donde o = /1 — pu y A, estd dada por la expresién

w(t)

(14— (1—2)°
Aulz) = a(l+z)e+ (1 -2

De (2.6) y (2.7) se sigue que |y| < ¢ < w.
De otro lado, un calculo directo demuestra que A, es convexa en [0, 1]
Au(®)

por lo tanto la funcién ¢ (t) = =5 es decreciente aqui. Asi,

Au(t)
1—042”T <1—a?4(0)=1-a’ = p.
De esta desigualdad y la definicién de w, se concluye la demostracién del
lema en el caso 0 < p < 1. O

Corolario 2.1. Sea 0 < < 1y f € NH". Existe una constante M que
solo depende de p tal que

dlog A M
o7 <
‘ 0z (z)' 11—z

para todo z € D.

Demostracion. Primero supongamos que f (D) es acotado. Esta probado en
6] que si f € NH y f(D) es acotado, entonces la funcion

1
up(z) = -
(1= [z*)A(z)
tiene un punto critico. Sea zy uno de ellos. Si p(w) = ff;.olfu, en virtud de

(1.18) se tiene que si g = f o ¢,

Ag(w) = Ap(p(w))|g' (w)]-
De aqui y la igualdad
O
L—|T(©P  1-¢

vélida para todo automorfismo 7" : D — D, se obtiene que u, = uy o .




CAPITULO 2. RESULTADOS BASICOS 24

La regla de la cadena ahora implica que u, tiene un punto critico en cero
y por tanto )\, también. La ultima afirmacién es consecuencia de la igualdad

&ng(w) 1 {L — 9, log)\(w)}-

Ug T2 1 - |w]?

De esta ecuacién y lo anotado al final del Capitulo 1, se sigue que g € NH'.
Concluimos a partir del lema que

'{ﬂog)\g (w)‘ o vl (2.8)

ow 11— |wl?

para todo w € D.
De otro lado, es facil ver que ¢ = ¢!, de donde f = g o ¢ y por tanto
Ar(2) = Ag(p(2))]¢'(2)]. Tomando logaritmos y aplicando el operador 0,, se

obtiene .

0. 108 As(2) = (Dulog Ay(0()) #(2) + 5 5(:).

De aqui, (2.8) y la definicién de ¢, se sigue que

0 log Ay ple)| | 20
227 < PP
B2 () < )+ [ 2
1l (2)] 2
Bl E R Sl E1
M

donde M =2+ p.

Para el caso general, fijemos 0 < r < 1 y consideremos la funcién f,.(z) =
Lf(rz), z € D. Un calculo directo muestra que f, € NH y ademés A, (z) =
A(rz) para todo z € . Como f,(D) es acotado, se sigue del caso anterior
que

0, log A, (2) 3
0z 1z
Pero 0, log A\,(2) = r0, log A(rz), entonces
0, log A\ 1 3

32 09| < T

El corolario sigue ahora tomando limite cuando r — 17.
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Corolario 2.2. §i f € NHy, entonces para todo £ € T y 0 <r <1,

%/\(rﬁ) < A(pg) < 2A(r€),

r<p< L
Demostracion. Dado E e Ty 0 <r <p<1,

A(p€) / "0

log ——= = —log A\(s&)d
P
= / 2Re {0, log A(s&)E} ds.
Por el Lema 2.1. se obtiene que
A(pg) / 2

1 < ds < log2

'ng) VAR
sir<p< 1%, de donde se sigue el corolario.

25

O

Siguiendo el procedimiento anterior, se demuestra en general que si f €

NH{, 0 < p <1, entonces

S AIE) < A(pE) < 2°A(rE)

para todo { € Ty r < p < Hr.

Corolario 2.3. Sea f € NHy yk > 0. Siz=1re? y( =re" donde 0 <r < 1

y 0 —v| < k(1 —r), entonces
e AQ) £ A2) < e A(Q).
Demostracion. Sin perdida de generalidad supongamos v < 6.

A b0 .
log%:/y %log)\(re“)ds

0
— / 2Re {0 log A(re™®)ire™ } ds.

Por el lema 2.1 se obtiene que

0
A(2) g/ 127" 2ds§12ik <o
, 1L—r T

log —=
e AMQ) < Az) < e AQ).

A(C)
de donde
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En el préoximo corolario y en lo que sigue, dada una funciéon f armonica, 3
denotara la superficie minima f(ID) y como es costumbre, dx, es la métrica en
la superficie. Ademas, df(z) representard el nimero real extendido dado por

d¢(z) := sup {7" >0: Bs(f(2),r) C E} ,

donde By, (f(z),7) es la bola en ¥ con centro en f(z) y radio . .
Cuando 0X tiene sentido, ds(z) es la distancia (en la superficie X) de f(2)
a la frontera 0% de X.

Corolario 2.4. Si f € NHf, 0 < u < 1, entonces existe M > 0 que solo
depende de p, tal que para todo zy € D,

df(z0) < M(1 — [z0]*)A(z0).

Demostracion. Sea zp =r{, €Ty 0<r<1.

ds(z0) < / A(#€)dt

=y / A(t€)dt
i=1 v %i-1
donde ag =7y a; = 1+an1 Por definicién de la sucesion (a;), a; —a;_1 = 12_]’
y por Corolario 2.2, A(a;€) < 2#\(ae). De aqui y (2.9) se sigue que
(20) < ZQ"A a;i-1§)(a; — a;-1)
(1—7) Z (2v71)
=1

y se obtiene el corolario con M = S (2#-1)" O

Observacioén: el resultado del corolario anterior es un andlogo al lado
derecho de

iﬂ — P)F (] < dp(2) < (L= 2P/ (2)],

valida para cualquier funcién f analitica y univalente en [D. Seria interesante
obtener una desigualdad del mismo tipo al menos para la clase NH. En el
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caso analitico, este tipo de estimativos son importantes para el estudio de
dominios de John.

En relacién con el lado izquierdo de la expresién anterior, en [8] los autores
demuestran que si f satisface el criterio de univalencia (1.17), entonces

, 2\ oz AM0)G(r)
minds(/(2), f0) 2 T o mTGn)

o= [

y u es la solucion del problema

donde

u" —pu =0, u(0) =1, u'(0) = 0.

Cuando p(t) = ﬁ, se sigue como corolario que para todo zy € D,

min ds(F(2), F(0)) 2 MOl

By 1+ [(0-Tog \) (o) — 15| G(r)
Aqui, 5 »
_L(l r)vV:i—(1—r)v2
Gr) = V2 (1 +7)V2 + 1—r)v2

Como consecuencia,

dy(20) = 19 (1 = [20]*)A(20)

—. (2.10)
G(D) + (1 = [20[)(0: log M) (20) — 2o

De esta desigualdad y el Corolario 2.1, se concluye que existe una constante
C tal que si f € NH, entonces

(1 = J20]*)A(20) < Cdy(20) (2.11)

para todo zy € D. Notese que de la definicién de G, C' = 4 + /2.
Recordemos que si f es analitica y univalente en el disco, entonces

L BPIr@ < 4 < @ - 1217
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para todo z € D. (2.10) es entonces un andlogo en la clase NH de la primera
desigualdad de la expresion anterior. Ain no estd probado una desigualdad
del tipo

dy(z) < M(1 = [2[)A(2),

con M independiente de z, valida al menos en la familia N H. El Teorema 2.1
es una primera aproximacion, muy lejana aun, de este problema. En esta
misma direccién, el Teorema 2.2 da solucion al problema en la familia N H#,
0<p<l.

Para el siguiente resultado, utilizaremos un teorema de comparacion de
Sturm. Recordemos su enunciado.

Teorema. Sean u,v funciones positivas en (a,b) tales que v’ +pu = 0 y
v"+qu =0, donde p < q son continuas en (a,b). Si existe xg € (a,b) tal que
u(zo) = v(xg) y u'(x0) = v'(x0), entonces u > v en (a,b).

Teorema 2.1. Si f € NH, entonces

R R A(0)L(r)
‘rzr‘u:nrdz(f(z),f(o)) <17 0. Iog MO)IL(r)”
donde ) Lt
L(r)= §log T
En particular, 0
A(0
WO = a0

Demostracion. Sea & € T, y(t) = t&, (0 <t < 1) o(t) = f(y(t) y v(t) =
A(y(t)) = |¢'(t)]. Por un lado, de (1.9)

o\ 1\ 1,
se=(3) 2 (7) rae
por otro lado, en [9] esta probado que
1 1
Sip = Re {(5 09)(7)?) + (30K 0 9)| + [IVLV)[2) + L2

Aqui, k, y k, denotan la curvatura de ¢ y de v, respectivamente, K es
la curvatura de la superficie minima ¥ y V' es el campo vectorial tangente
unitario (en la norma euclideana) a lo largo de .
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Dado que en nuestro caso k., = 0 y si k, denota la curvatura geodésica de
@, k2 = k2 +[II(V, V)|?, se obtiene igualando las dos expresiones de S que

UYL () bk = Re {87007} + SO% 01K o
v) “2\v) T2" T T gt SR eRl
De aqui y (1.17) se sigue que

2

donde

Ahora consideremos la solucién w del problema con valor inicial (PVI)

1
w'+ S (Shyw =0, w(0) = AT2(0),  w'(0) = =A"*2(0) Re {0, A (0)¢}
y la solucién y del PVI

v Epy=0,  y(0)=1"%0),  y(0) =A"%(0)[9.0(0)],

con p(t) = ﬁ, 0 <t < 1. Tomando ¢ en tal forma que Re {0,A(0)¢} =
—[(0,1)(0)], se tiene que las condiciones iniciales de los PVI anteriores coin-
ciden. De aqui y (2.12) se concluye por el teorema de comparacién de Sturm
que y < w en [0,1).

Las soluciones estdn dadas por w = v~1/2

y
y(t) = u(®) {y(0) + ¥ (0)L()}

donde u es la solucién del PVI

u +pu=0
u(0) =1
w'(0)=0

Finalmente, como y < w y y es no negativa, entonces

r ' 1 1
[ o< [ oo e

B L(r) dt
_A (y(0) +y'(0)t)°
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y obtenemos que

r 1 1 1
/o M < ) {ym) R y/<o>L<r>}
AO)L(r)
1 + (9, 1og M) (0)|L(r)

si y'(0) # 0. Si y/'(0) = 0, se sigue

/ A(t&)dt < A(0)L(r).

0

El caso particular se obtiene al tomar limite cuando r — 1. O
Corolario 2.5. Sea f € NH. Para todo zo € D, existe £ € T que satisface

2)dz A(z0) _ (1 — |20/*)A(20)
| e ﬂ@logn(z@)— = | 0= PO z0) — 2

1—20l?

S(&:20)
donde S(&, zp) denota el segmento no euclideano que une zy y &.

Demostracion. Es suficiente notar que si f € NH y T es un automorfismo
del disco, entonces g = foT € NH y la imagen bajo T del segmento [0, ¢]
es el segmento no euclidiano S(7°(§),7(0)). O

Finalicemos este capitulo con una generalizacién del Corolario2.4. En la
prueba utilizaremos unos estimativos para funciones reales cuya demostracién
sigue la misma idea que la del Lema 2.1, por lo que omitiremos detalles.

Sea g una funcién real suave definida en (—1,1) tal que ¢/'(t) > 0 para
todo t y ¢”(0) = 0. Supongamos ademas que la derivada Schwarziana de g
verifica la desigualdad

9" satisface

n (—1,1). Esta condicién implica que la funcién y = %

V1) <40 + T
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de donde

s 0<t<l (2.13)

Procediendo como en la prueba del Corolario 2.2, obtenemos que
g'(p) < 2"g'(r),

0<r<p< 1% Finalmente, como en el Corolario 2.4, concluimos que
1
/ g t)dt < M1 —1r*)g'(r), 0<r<l, (2.14)

donde M = 32, (2# 1)
Notando que la funcién h(t) = —g(—t), —1 <t < 1, satisface las mismas
condiciones que g, obtenemos

g// t

lo que implica que
1 p—1
/ /
gp) 2 5.9(r),  —H—<r=p
De aqui se sigue
/ g t)dt < M1 —r*)g'(r), —-1<r<0. (2.15)
~1

Como arriba, M = 350, (2#7 1)

Teorema 2.2. Si f € NH*, 0 < p < 1, entonces existe una constante
M > 0 (que solo depende de 1) tal que para todo zy € D,

Demostracion. Por un lado, como 0 < p < 1, entonces se cumple la de-

sigualdad estricta en (1.17) con la funcién de Nehari p(t) = ﬁ, por lo

que el levantamiento f es univalente en D. Asi, existe al menos un didmetro
v(t) =t —1 <t <1ly¢& €T tal que la curva ¢ = f o~ tiene longitud finita.
Después de una rotacién si es necesario, podemos suponer que £ = 1. Asi,

/_11 /()| dt = /_11 A#)dt < o,
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De otro lado, siguiendo el mismo argumento de la demostracién del Teore-

ma 2.1, concluimos que
24

(2.17)

donde .
W) = / (s)lds

es la funciéon longitud de arco de .
Ahora, consideremos la funcion

e* —1

[L’(s) = 7625 n 17

—o00 < s <0

que es una funcién biyectiva y creciente de R sobre (—1, 1) con inversa

1+z
1—2a

1
s(x) = 3 log

Ademas, x satisface la ecuacién diferencial ' = 1 — 2. Probemos que si

1
u(t) = up(t) = -1<t<l,

- oW

entonces v = u o x es convexa.
En primer lugar, notemos que v = (w o z)/vz', donde w = 1/VI .
Ademas, recordemos que w es solucion de la ecuacion diferencial

1
W'+ 5 (Sh)w = 0. (2.18)

Derivando log v, se obtiene

v (wom)a' 12"

v woux 2
Como 2’ = 1 — 22, entonces 2" = —2x2’ y se sigue que
v (W ox)d
- = 0 + .CE,
v wouw

de donde

" I\ 2 / " " / 2(.1\2
v__(v_) :(w ox)T +(x,)2w oz (woux) (f) o
wozx wozx (wox)
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De aqui, (2.18) y de nuevo la igualdad 2" = —2za’, obtenemos que v satisface
la ecuacién diferencial

6 = (1= (1= ()5 0(ae) ) o

Finalmente, (2.17) implica que la expresién que aparece dentro del parentesis
es no negativa, de donde se sigue la convexidad de v.
El siguiente paso es probar que u tiene un minimo absoluto demostrando
que
u(t) — 400 cuando |t| — 1.

Como la curva ¢ tiene longitud finita, se sigue que la integral

[ = [ wwa= [Tneoon= [T

es finita, por tanto existe una sucesion (s,,) creciente y no acotada de ntimeros
positivos tal que v(s,) — oo cuando n — oo. La convexidad de v implica
que v(s) — oo cuando s — oco. Como v(s) = u(x(s)) y z(s) — 1 si y solo
si s — 00, entonces u(t) — oo cuando t — 1. Similarmente, obtenemos que
u(t) = oo cuando t — —1.

Ahora podemos asegurar que existe to € (—1,1) tal que u/(t)) = 0y
procederemos como se hizo en la prueba del Corolario2.1. Sin perdida de
generalidad, supongamos que ¢y > 0 y consideremos la funcién 7T'(s) = fﬂ—;oss
que es biyectiva de (—1,1) sobre (—1, 1), decreciente y satisface

') 1
L= |T(s)F  1— s}
Se sigue que si g = —h o T, entonces
1
ug(s) = = un(T'(s))

(1—s%)g'(s)

y por lo tanto

De aqui y la igualdad
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se concluye que ¢”(0) = 0.
Obeservese que de la definicién de g y (2.17),

Sg(s) = S(h o T(s))

= (ShoT(s))

(T/(s)

= 2“(12 RYEHE
A
ST

—1 < s < 1. La condicién sobre p implica que g satisface (2.14), esto es,

(T'(s))*
)2

1
/ g t)dt < M(1—1r%)g'(r), 0<r<li,

donde M es una constante positiva que solo depende de u. Notese que g
también satisface (2.15).

Probemos (2.16) primero cuando zy es un numero real r.
Caso 1: Supongamos que 7 < ty. Por definicion de g se tiene que

d;(r) < /_ B (t)dt

1

T1(r)
< /1 W (T(s))T'(s)ds

1
< / g'(s)ds.
T-1(r)

Como T es decreciente, entonces T1(r) > T~1(ty) = 0, de donde en virtud
de (2.14), se sigue que

dp(r) < M(1—|T7H(r)]")g" (T~ (r)).
Pero ¢' (T~ (r)) = (r)|T (T (r))| y (1 — s*)|[T'(s)| =1 — |T(s)|?, entonces
de(r) < M(1—7r*)B'(r) = M(1 —r*)A(r)

y se sigue el Caso 1.
Caso 2: Supongamos que r > tg y sea S(({) = — o .S. Como
S es un automorfismo del disco, ' € NH". Ademés, A\p = (Af o 9)|S'| y
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como 7 es real, S transforma el didmetro (—1,1) en si mismo. Asi, la curva
Y(t) = F(t), —1 <t <1 tiene largo finito.
Si hy denota la funcion longitud de arco de 9, entonces

Ri(t) = [/ @) = Ar(t) = A (SIS ()] = h(S )15 B)],
de donde obtenemos que
up, (t) = . = ! = up(S(t))
W Ja-enn  Ja-ensolso

La regla de la cadena y el hecho que ty es un punto critico de u implican que
S~1(ty) es un punto critico de uy,. Un cdlculo directo muestra que

T—to >0
1—Tt0_

porque 7 > ty. Se sigue del Caso 1 que
dp(s) < M(1 = s*)h)(s)
para todo s < S7!(#y). En particular, si s = 0, se concluye que
dy(r) = dp(0) < Mhy(0) = M(1— 1)K (r)

y se sigue el Caso 2. Asi, se ha probado (2.16) si z, pertenece al diametro

(—1,1).
Como comentario, se ha podido probar el Caso 2 usando (2.15) y proce-
diendo como en el Caso 1, especificamente se obtiene que

S7H(to) =

de(r) < /1 R (t)dt < M(1 —r*)A(r), to < r.

Finalmente, dado 2z, € D existe £ € T tal que si v es el segmento hiperbdlico
que pasa por £ y 2, entonces la curva ¢ = f o 7 tiene largo finito. Esto es
consecuencia del hecho que f es inyectiva en la clausura de D. Escojamos un
automorfismo T' del disco que envie el didmetro (—1,1) a vy en tal forma que
T(0) =2y [T"(0)] =1 —|2)]? y consideremos el mapeo arménico F = foT.
Sabemos que F € NH" y la curva 9 (t) = F(t), —1 < t < 1 tiene largo finito.
Por lo probado anteriormente se sigue que

dp(r) < M(L—r*)Ap(r),  —1<r<1,
pero Ap = (Ao T)|T"|, entonces para r = 0 obtenemos
df(20) = dp(0) < MAp(0) = Ap(T(0))|T7(0)] = (1 — [20]*) s (20),

lo que completa la prueba. O



Capitulo 3

Algunos resultados sobre
dominios de John

Este capitulo contiene los resultados principales de la tesis. En la primera sec-
cién demostramos algunos teoremas validos en la clase de superficies minimas
estudiadas antes. En la segunda seccién presentamos resultados andlogos en
una clase de curvas holomorfas que definiremos después.

3.1. Dominios de John sobre superficies mini-
mas

Teorema 3.1. Si f € NHy, 0 < p <1, entonces
a.) ¥ = f(D) es un dominio de John con centro f(0) = p y las curvas

Ye(t) = f(t€), 0 <t <1, son curvas de John.
b.) Existen o € (0,1) y K > 0 (que solo dependen de ) tales que

(1= p*)A(pE) 1-p\*
e <X (1=7) 3

dondeE € T y0<r<p<l.
c.) Ezisten a € (0,1) y Ky > 0 (que solo dependen de 1) tales que para todo

z=re" €D,
A= P _ o (11" Z
(1—[2]2)A(2) < K; (1—|Z‘) , ¢ € B(z2), (3.2)

donde B(re) .= {pe? :r < p<1,10 —t| <m(1—r)}.

36
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Demostracion. a.) Dado q € ¥, g # p existe un tinico { € Ty p € (0, 1) tales

que ¢ = f(p). La curva v(t) = f(t), 0 < ¢t < p tiene extremos en p y q
y ademds, si y es un punto de la curva, y es de la forma f(r{) para algin
r € (0, p). Procediendo como en la prueba del Corolario 2.4, obtenemos

a%@hﬁ):/WAUQﬁ

1
< [ e
< M(1=r*)A(re),
donde M = 2%, (2¢71)" > 1. De aqui y (2.11), se concluye que

U(Ve(y, ) < bdy(ré) = dx(y, 0%),

con b= MC > 1y se sigue a.).
b.) Sea £ € T. Sabemos que la funcién

wv)=/fA@Oﬁ

satisface
o(r) < M(1 —r*)\(ré), M >1. (3.3)
Esta desigualdad y ¢'(r) = —A(r), implican que si 0 < r < p < 1, entonces
p
WECIYECY
or) Jo ()
1 [P

/t t
(t
dt
< —— dt
= M/T 1—¢2
p
og )
r

¥
¥

BRI
-2

M
w@)gwao(l‘p)uma (3.4

De otro lado, por el Corolario 2.2,

(14p)/2
w@ﬁz/ A(tE)d
p

1—
Asi,
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de donde
p(p) > (1= p*)A(pE).

De aqui, (3.3) y (3.4) obtenemos

co| —

1—p 1/2M
1—17r

S=N60) < M- 20

S_fn)wpg) SK(l—p)a,

y por tanto,

1—r
donde a = 5z € (0,1) y K = 8M.

c.) Sea ¢ = pe? € B(z). Por Corolario 2.3, A(¢) < e™\(pe™). De aqui y
b.), obtenemos

(=[P _ (1=p)
=P = (=)

y se sigue (3.2) con K; = ™K. O
Notese que en N Hy, las condiciones b.) y ¢.) son equivalentes.

Corolario 3.1. Sea 0 < <1y f € NH" tal que f(D) es acotado. Entonces
f(D) es un dominio de John.

Demostracion. Con la notacion del Corolario2.1, g = fop € NHY{. Por
tanto, por el teorema anterior, f(ID) = g(D) es un dominio de John lo que
prueba el corolario. O

En general, no es cierto que si f € NH, ¥ sea un dominio de John. Pro-
baremos que lo es, si ademds [ satisface (3.1). Comparese con el Teorema 1.3.

Teorema 3.2. Sea f € NH y supongamos que existen « € (0,1) y K > 0
(que solo dependen de ) tales que se satisface (3.1), esto es,

(1= p*)A(pE) 1—p\"
(1—7“2)A(7"§)§K<1—7“) ’

donde £ € T y 0 <r < p < 1. Entonces ¥ = f(D) es un dominio de John
con centro f(0) = p y las curvas v¢(t) = f(t€), 0 <t < 1 son curvas de
John.
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Demostracion. En primer lugar, probemos que > es acotada. La condicion
(3.1) con r = 0 implica que

1
(1—p)t=o’

Ee€eTy0<p< 1 Dado f(pf) un punto cualquiera de ¥, se sigue de la
desigualdad anterior que

e -iol< | "\t

0

! dt
< Kl/ 7(1 — )i
0 Y

K

Aps) < Ky

a )
de donde ¥ es acotada. De otro lado, en virtud del Corolario 2.1, existe una
constante M independiente de f tal que

dlog A M
< — D. .
9 (Z)‘_l_’Z‘Q, z € (3.5)

De aqui y (2.10), obtenemos que para todo z € D,
(1= [2))A(2) < Cdg(2),

con C' =142+ M.
Para finalizar la prueba, dado ¢ € %, ¢ # p existe un tnico £ € T y

p € (0,1) tal que ¢ = f(p§). La curva y¢(t) = f(t£), 0 <t < p tiene extremos
en py qy ademds, si y es un punto de la curva, y es de la forma f(r¢) para
algin r € (0, p). Por (3.1), se tiene que

ety a) = | "\t dt

T

De donde concluimos que

((Ve(y, q)) < bdy(ré) = ds(y, %),
con b= KC/a. O
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Notese que en este caso, ain si a y K dependen de f, podemos concluir que
=7 (D) es un dominio de John, pero b dependerd de f.

Como lo anotamos en la Secciénl.2, en [15] esta probado que para f € N,
la condicién Y

f/
implica que f(ID) es un dominio de John. El siguiente teorema generaliza este
resultado.

<2

()

lim sup(1 — |2|?)

|z]—1

Teorema 3.3. Sea f € NH. Si

lim sup(1 — |2]*) ]9, log A(2)] < 1, (3.6)

|z]—1

entonces ¥ = f(D) es un dominio de John con centro p = f(0). Ademds las

curvas Ye(t) = f(t&) son curvas de John para todo & € T.

Demostracion. Por definiciéon de limite superior, existe una constante M tal
que se cumple (3.5). Asi, de la prueba del Teorema 3.2, es suficiente probar
que existe 7 tal que (3.1) se satisface para 0 < rg <r < p < 1. Vedmoslo.
Por (3.6), existe 0 < S < 1y <1y <1 tal que

(1= |2")]0: log AM(2)| < B < 1

sirg < |z < 1. Asi,sirg<r<p<1lyé&eT, entonces

(1—p*)*logA(p) _ (7 0 2
log 0= 2 log \1e) /r alog(l — t)N(t&)dt

:2/pRe{fazlog)\(tf)— 1_tt2}dt

P2«
< —dt
[
donde o« = ry — . De aqui,

s < (1=7) (155)

Asi, (3.1) se satisface si 0 < ry <r < p< 1. O

log
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Sea p una funcién de Nehariy ¢ = %in%(l —t*)?p(t). Un argumento de com-
—

paracion de soluciones de ecuaciones diferenciales muestra que ¢ <1 [10]. En

el mismo articulo se demuestra que ¢ = 1 implica p(t) = ﬁ Abajo pro-

baremos que si ¢ < 1y f satisface el criterio de univalencia (1.17), entonces
f(D) es un dominio de John. La funcién L(z) estudiada antes, demuestra que
la conclusion es falsa si ¢ = 1.

Teorema 3.4. Suponga que [ es una funcion armonica que satisface
[SF(2)| + N (K (2)] < 2p(|])
y sea ¢ = %1’1111(1 —12)?p(t). Sic <1y f(D) es acotado, entonces f(D) es un
ﬁ
dominio de John con centro en p = f(0).

Demostracion. La demostracion es una aplicacion de los resultados probados
en las clase NH*, 0 < p < 1 e imita un argumento usado en la demostracion
del Teorema 4 de [30]. Usaremos la misma notacién de esta prueba.

La condicién sobre ¢ implica que existen 6 > 0y 0 < r; < 1 tales que

2—50
S+ MK ()] < 0 (3.7)
T—1=P)
en el anillo 7y < |z| < 1. Para a > 0, consideremos la funcién
‘ 1 1-5
(&) = eimo/2 <—1 ig) — i
cuya Schwarziana viene dada por
26(2 —9)
— 229 D .
S@(f) (1 _ 62)2 ) f € (3 8)

y que transforma conformemente el disco sobre un subdominio €2 en el semi-
plano derecho en forma de cuna, con vertice en —ic, uno de los lados es el
rayo [—ic, —ioo] y forma un dngulo de 7(1 — §) en el vértice. ) se ilustra en
la Figura 3.1.
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Figura 3.1
Se sigue que la aplicacion
, -1
w(e) = A2
p() +1

e %(1 —5)
i
|

0<60<2m,

transforma el disco sobre un subdominio H de D, acotado por un arco de la
frontera de D(la imagen del rayo [—ia, —ioo] bajo 1) y un segmento circular
S en el interior del disco, S es la imagen bajo ¢ del otro lado de la cuna €2. .S
intersecta a T en la imagen de los puntos —ia y 0o bajo la transformacion de
Mébius T'(z) = €®(2—1)/(2+1), esto es, en los puntos € y e (a—1i)/(a+1).

H se ilustra en la Figura 3.2.

Figura 3.2
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Noétese que como el argumento de (o — i)/(a + i) es negativo, entonces la
porcion de la frontera de H sobre T es de la forma

{e*:0-p<t<6},

donde $ solo depende de . El angulo en la interseccién es w(1 — ). Dado
que este angulo de interseccion y uno de los puntos de corte no depende de «,
podemos tomar « en tal forma que H esté contenido en el anillo 1 < |z] < 1.
Fijado este valor de a y el valor correspondiente de [, existen entonces un
nimero finito de dominios congruentes H = H () cuya unién cubre un anillo
de la forma ry < |z| < 1, donde r; < ry < 1. Sean Hy, ..., H, tales dominios.
De otro lado, si H representa uno de los dominios Hj, y ¢ la funcién
correspondiente, obtenemos de (3.8) y de la igualdad ¢ = T o ¢ que

25(2 — 6)
T-ep

Dado que H = (D) C {r; < |z| <1}, se sigue de (1.15), (1.18), (3.7) y
(3.9) que la funcién armoénica h = f o 9 satisface

[SAE)] + MO ERE] < [SF@ENIE(E)I* + [Su(E)] + AW (D ()| K(w(€)))]

Su(&) = 5,(8) = §eD. (3.9)

2 —50 soe o 20(2-9)
=T-pep O e
Como v es analitica del disco en el disco, entonces
¥/(€) 1 .
T EF ST S
de donde 50 5
[Sh(E)] + N (&) En(&)| < 1= PP

y por lo tanto, h € NH*, donde = (2—6)/2 < 1. Se sigue del Corolario 3.1
que f(H) = h(D) es un dominio de John.

Asi, hemos construido un nimero finito de dominios Hi,..., H, que
cubren un anillo de la forma r, < |z| < 1y tal que f(Hj) es un dominio
de John para k = 1,...,n. Denotemos por p, = f(ri&) el centro del do-
minio de John f(H,) y por by la constante de (1.10). Aqui, 0 < r, < 1y
& € T. Sea ademds ¥y = f({|z| <7}) y M = max{\(2) : |2| <7}
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Dado ¢ € X5, ¢ # p, existe un tnico £ € Ty 0 < r < 7y tales que

q= f(r§). Siy(t) = f(t§), 0 <t <ryy €, entonces
((v(y,q) < / 2 A(t€)dt
0
< 2 dly, 0(D)

donde K = dist(3y,df(D)) > 0. i
Consideremos ahora ¢ ¢ ¥,. Existe z en algun Hy tal que ¢ = f(z). Sea

a la curva de John desde py a q, ap(t) = f(t&), 0 <t <rpy Y% = ax + a.
Si y € a, sabemos que

vy, q)) = Ly, q)) < b d(y, Of (D).

Finalmente, la compacidad de 7, U ... U, garantiza la existencia de una
constante positiva Ky que satisface d(y,df(D)) > K, para todo y € v U
... U",. De aqui se sigue inmediatamente que

(. 9)) < / At + () < T+ by d(pr, OF (D),

donde I es el méximo de las k integrales. Se concluye que

y(y,q) < %d@,aﬂﬂ)»,

donde K3 es el maximo de las cantidades I + by d(py, df(D)). Asi, f(ID)) es
un b—dominio de John con b = max{M /K, K3/ K, by}, lo que completa la
prueba. O

Finalicemos esta seccién con una condicién necesaria para que un subdo-
minio de una superficie sea un dominio de John.

Teorema 3.5. Supongamos que ¥ = f(D) es un b—dominio de John. Dada
una crosscut v de D que no pasa por el origen, sean I' = f(v) y H(T) =
f(H(y)). Eziste K, independiente de vy, tal que

diam H(I") < K diamT".
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Demostracion. Sean X,Y € H(I'), v,,7, curvas de John con extremos en
p, X v p,Y respectivamente. Estas curvas intersectan a I' en almenos un
punto que denotaremos por p, y p, respectivamente. Por hipotesis se tiene
que

[(Valpz, X]) < 0d(ps, 08) y  U(valpy, Y]) < bd(py, 0%).

se sigue que,
dZ(Xu Y) S dE(XJ p;t) + dE(pivapy) + dZ(pya Y)

de donde se obtiene el teorema con K = 2b + 1. O

3.2. Dominios de John sobre curvas holomor-
fas

En esta ultima seccién probaremos que en el contexto de curvas holomorfas,
todos los resultados probados a partir del Capitulo 2 se satisfacen. Antes
de entrar en los detalles de las pruebas, recordemos algunas definiciones y
teoremas que seran de utilidad en lo que sigue.

En primer lugar, una curva holomorfa es una funcién suave ¥ de un
dominio €2 C C a C", n > 1 tal que el limite

U(z+h)—¥(2)

U (z) .=l heC
(2) hs0 h ’ <
existe para todo z € €.
Es claro de la definicién que si ¥ es una curva holomorfay W = (¢q, ..., 1,),
entonces Y : {0 — C es analitica para todo £ = 1,...,n por lo que ¥ es

analitica si n = 1.

En el estudio que realiceremos en este trabajo, solo estaremos interesados
en curvas holomorfas ¥ tales que ¥'(z) # 0 para todo z € D, por lo que
esta condicion estard implicita salvo que se especifique lo contrario. Bajo
este supuesto, ¥ sera localmente inyectiva, de donde podemos considerar a
¥ = ¥(D) como una superficie 2-dimensional en C" = R?". Es facil ver que
U determina una parametrizaciéon conforme de 3. en la que el factor conforme
de la primera forma fundamental de la superficie estd dado por

A= N = WP = [P+ P
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Ademaés, la curvatura Gaussiana en un punto ¥(z) de ¥ puede ser calculada
mediante la féormula

b
N*(2)

Notese que si f es analitica y localmente univalente, entonces ¥ o f es una
curva holomorfa que satisface (W o f)'(z) # 0 para todo z y

Awor = (Aw o f)If]. (3.11)

Como en el caso arménico, la derivada Schwarziana de una curva holomorfa
U : DD — C" tal que ¥'(z) # 0 para todo z, se define por

ST = 2(8..(log \) — (9. log \)?)

K(¥(2)) = Alog A(z). (3.10)

y se reduce al caso analitico cuando n = 1.

Dada la semejanza con la definicion de derivada Schwarziana para fun-
ciones armonicas, es de esperar que la derivada Schwarziana de curvas holo-
morfas posea las mismas propiedades algebraicas que la Schwarziana armonica,
lo cual es facilmente verificable. Una de estas propiedades es la regla de la
cadena (1.15). En este caso tenemos que si f es una funcién analitica y lo-
calmente univalente, entonces

S(Wo f)=(STo f)(f)+Ss.
En particular, si T" es una automorfismo del disco, obtenemos la férmula
S(WoT)=(S¥oT)(T?. (3.12)

Es natural preguntarse si en el caso de curvas holomorfas, el crecimiento de su
derivada Schwarziana tiene implicaciones analiticas y geométricas analogas
a las estudiadas en los casos anteriores, especificamente en lo relacionado
con la univalencia y el compartamiento en la frontera. Con respecto a estos
puntos, en [7] los autores realizan un estudio completo de estos aspectos.
Ellos establecen, entre otros resultados, un criterio de univalencia andlogo a
(1.17) que también tiene consecuencias geométricas. Uno de los teoremas que
se demuestra es el sigueinte:

Teorema 3.6. Sea p una funcion de Nehari y ¥ : D — C" una curva
holomorfa tal que V'(z) # 0 para todo z € D. Si

|SW(2)| + Z)\Q(Z)‘K(ZH < 2p(|z]), zeD, (3.13)
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entonces U es inyectiva y admite una extension esféricamente continua a la
clausura de D). Si se tiene desigualdad estricta en (3.13) en un anillo de la
forma {z : 1o < |z| < 1}, entonces la extension es inyectiva.

También estd probado un teorema de cubrimiento andlogo a (2.1) que
utilizaremos con frecuencia en lo que sigue, el enunciado preciso es el si-
guiente:

Teorema 3.7. Sea V una curva holomorfa que satisface (3.13) y suponga
que p es una funcion de Nehari no decreciente en [0,1). Entonces

, A0)G(r)
min du(¥(2),¥0) 2 =50 TG0

o= [

y u es la solucion del problema

donde

' —pu =0, u(0) =1, u'(0) = 0.
Aqui, dy, denota la métrica en la superficie ¥ = V(D).

Supongamos ahora que ¥ pertenece a la clase Nh* de curvas holomorfas
que satisfacen

3.5 24
|SU(2)| + Z)\ (2)|K(2)] < SFER 0<p<l. (3.14)

Andlogo a los casos analiticos y arménicos, (3.11) y (3.12) implican que
VU oT € Nh* para todo automorfismo 7' del disco. De aqui se obtiene como
corolario del Teorema 3.7 que si ¥ € Nh, entonces para todo zy € D,

. A z0)G(r) '
—r 1+ (0, log A\)(20) — % G(r)
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Tomando el limite cuando » — 1, concluimos que para todo z € D,
(1= 2)A(2) < (14 V2 + (1= |2]*)[0: log A(2) ) (2), (3.15)
donde dy(z), como es habitual, esta definida por
dy(z) :=sup{r > 0: Bg(¥(z),r) C X}.

En la demostracién de ambos teoremas es esencial una relacién entre la
Schwarziana SV y la Schwarziana de Ahlfors S; definida en el Capitulo 1.
Esta relacion es establecida en el Lema 2 de [7] que retomamos abajo.

Lema 3.1. Sea ¥ una curva holomorfa, v una curva en D parametrizada
por longitud de arco euclidiano y I' = W o y. Entonces
3 1
SIT(t) = Re{SUO(0)(7 ()} + XK T () + 3K(0)
donde k es la curvatura de 7.

En el caso particular en que v es un didmetro del disco, la curvatura & es
nula y obtenemos la férmula

ST = Re {ST(H)} + ZAQ(t)K(F(t)). (3.16)

El lema siguiente es el analogo al LemaZ2.1 y como en el caso armonico,
resultard ser importante en nuestro estudio. Proporciona un estimativo de
la métrica en la subclase de curvas holomorfas ¥ en Nh*, 0 < p < 1 que
satisfacen 0,A(0) = 0. Esta subclase la denotaremos por Nhj.

Lema 3.2. Si ¥ € Nhjj, 0 < u <1, entonces

Jlog A |z
<
' 0z (Z)‘ 1|z

para todo z € D.

Demostracion. En primer lugar, como A = |¥’|, entonces

RO
(log A). = 5%

LAZ(U" W7y — (W W) (U 0)
(log\),, = = : ’ :

2 Al

LAZ(W” W7y — (U (W W7
(log ).z = 5

2 Al
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De otro lado, si y(t) = 0, log A(t), entonces

;LN W) 4 (07 07)] - (U W) (U7, ) 4 (8, 07)]
) N
B 1<\I//”,W> B l<\11//7@>2 1|\I/”|2 B 1@1”,@) <\11/7W>
12 X2 2\ 2 N2 2 A4

= (log A),. + (log A).=.

De aqui, y de la definiciéon de SV, obtenemos que
/ 1 2
y = 55\11 + y~ + (log \).z,

de donde se sigue que y satisface la ecuacion diferencial

1 1
/ 2 2
= =S¥ — -\K |.
4 y+(2 4 )

En la dltima igualdad, hemos usado (3.10) y A = 40,;. Comparese con la
ecuacién diferencial (2.3). La prueba ahora sigue como la demostracion del
Lema?2.1. 0

Enseguida enunciamos algunas consecuencias del lema. Sus demostra-
ciones son similares a las del caso armoénico por lo que las omitimos en esta
parte.

Corolario 3.2. Si ¥ € Nhy, 0 < u < 1, entonces para todo & € T,

1
SEA(E) < A(pE) < 2°A(r),
r<p< 4L
Demostracion. Anédloga a la prueba del Corolario 2.2. O

Corolario 3.3. Sea V& Nhy yk > 0. Siz=re? y( =re” donde0) <r <1
y 10 —v| < k(1 —r), entonces

e M) < A(2) < e AQ).

Demostracion. Anédloga a la prueba del Corolario 2.3. O
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Corolario 3.4. Si ¥V € Nhjj, 0 < u < 1, entonces existe M > 0 que solo
depende de p, tal que para todo zy € D,

dy(20) < M(1— |2*)A(20).
Demostracion. Anédloga a la prueba del Corolario 2.4. O
Corolario 3.5. 51 ¥ € Nhyg, entonces C' = 2+ V2 satisface

(1 = [20[*)A(20) < Cdy(20)
para todo zy € D.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del lema y (3.15). O

Ahora probaremos un teorema que es una versiéon mas general del Coro-
lario 3.4, analogo al Teorema 2.2.

Teorema 3.8. 1V € Nh*, 0 < u < 1, entonces existe una constante M > 0
que solo depende de i tal que para todo zy € D,

dy(20) < M(1 — |20)A(20). (3.17)

Demostracion. La demostracion es similar a la del Teorema2.2 por lo que
solo haremos un resumen de los puntos relevantes de la prueba sin entrar en
detalles técnicos.

El Teorema3.6 con la funcién de Nehari p(t) = ﬁ implica que V¥
es inyectiva en D, de donde existe a lo mas un & € T cuya imagen bajo ¥
es 00. De aqui y la invarianza de la clase Nh* bajo composiciones internas
con automorfismos del disco, podemos suponer que la curva p(t) = U(t),
—1 <t < 1 tiene longitud finita.

De otro lado, (1.9) y (3.16) implican que la derivada Schwarziana de la
funcién longitud de arco de ¢,

W) = / (s)ds,

satisface la desigualdad

Shit) < (137’;)2 (3.18)
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Ahora consideremos la funcién

e* —1

[L’(s) = 7625 n 17

—o0 < s <0

que es una funcién biyectiva y creciente de R sobre (—1, 1) con inversa

1+2x
1—2a

1
s(x) = 3 log

Teniendo en cuenta que x satisface la ecuacién diferencial 2’ = 1 — 22, se
demuestra que si
1

u(t) = up(t) = o0 -1<t<l,

entonces v = u o x satisface la ecuacién diferencial
1
Vv(s) = (1 —(1- xQ(s))QﬁSh(x(s))) v,

de donde concluimos, en virtud de (3.18), que v es convexa. De aqui y de la
condicién

[ na= [ i<,

se sigue que
u(t) — 400 cuando |t| — 1

y por tanto existe ¢ty € (—1, 1) tal que u'(ty) = 0.

En la demostracién del Teorema 2.2 se supuso ty > 0, aqui vamos a supo-
ner ty < 0 y como se vera, la prueba no sufre mayores cambios.

Se considera la funcién T(s) = 22 que es biyectiva de (—1,1) sobre

1+tot
(—1,1), creciente y satisface

T 1
[~ T-[sF

De aqui se concluye que si g = h o T, entonces

1
(s) = s = (7))
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y por tanto,
u, (0) = uy,(T(0))T7(0) = 0.

g
De este hecho y la igualdad
uls) s 1g"(s)

ug(s) 1—s2 2g(s)

se obtiene que ¢”(0) = 0.
Obeservese que de la definicién de g y (3.18),

Sg(s) = S(h o T(s))
— (ShoT(s))
(T/(s)
T AIHE
24
S TP

(T'(s))?
)2

52

donde —1 < s < 1. La condicién 0 < p < 1 implica que g satisface (2.14), es

decir,
1
/ g t)dt < M1 —1r*)g'(r), 0<r<li,

con M una constante positiva que solo depende de pu.

Probemos (3.17) en el caso en que z es un real r en (—1,1) y r > ;. De

la definicion de g, se tiene que
1
do(r) < / W (t)dt
"
:/ R(T(s))T"(s)ds
T=1(r)

— /Tl( )g’(s)ds
< M(1—|T7Hr)))g' (T~ (r)).

En la dltima desigualdad utilizamos el hecho que T es creciente para garan-

tizar que T~!(r) > 0. Consecuencia de las igualdades

g(T(r)=HWEIT(Tr) v 1= (s)=1-|T(s)]%,
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se concluye
de(r) < M1 —r*)h'(r) = M(1 - r*)A(r).

El caso general sigue imitando la demostracién del Teorema 2.2. O

Continuamos con la prueba de los resultados andlogos a los estudiados en
la seccién anterior, con respecto a dominios de John. En algunos de ellos fue
esencial un teorema probado en [6] que establece que la funcién

1
u Z = 5 Z ID)7
9= NG ©

tiene un minimo global si f € NH y f (D) es acotada. El siguiente teorema
establece que lo mismo es verdad en el caso de curvas holomorfas.

Teorema 3.9. i UV € Nh y ¥(D) es acotado, entonces

u(z) = ug(z) = ! 2z €D,

VI P )

tiene un minimo global.

Demostracion. Procediendo como en la prueba del Teorema 3.8 obtenemos
que para todo § € T, la funcién ve = u¢ o x es convexa, donde

1
ug(t) = 0<t<l,

V(I = 2)A(t€)

y como antes,
2s
e’ —1
z(s) = ———,

De la convexidad de ve y el hecho que las curvas ¢(t) = ¥(t€) (0 <t < 1)
tienen longitud finita, (puesto que ¥(ID) es acotado) se sigue, procediendo
como antes, que vg(s) — oo cuando s — 0.

Asi, existe r = r(§) > 0 tal que v¢ es creciente en [r,00). De aqui y la
definicién de ve se concluye que ug(t) — oo cuando ¢t — 1 y existe 7 = 7%
en [0,1) tal que ug es creciente en [7,1). La compacidad de T garantiza que
u(z) — oo cuando |z| — 1, de donde se obtiene el teorema. O

0<s < o0.
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Corolario 3.6. Sea 0 < u <1y WV € Nh*. Eziste una constante M que solo

depende de p. tal que
’ Olog A\ M

o7 <
0z (Z)' 11—z
para todo z € D.

Demostracion. La prueba es andloga a la del Corolario 2.1 O

Como consecuencia del corolario y (3.15), se sigue que existe una constan-
te C' tal que si ¥ € Nh, entonces

(1= [21*)A(2) < Cdy(2), (3.19)

para todo z € D.

Con esto tenemos todas las herramientas para probar el analogo holomor-
fo de los resultados de la seccién anterior. Al igual que las demostraciones
que hemos presentado hasta aqui, las de los teoremas siguientes son similares
al caso armoénico por lo que solo enunciamos los resultados mas importantes
y damos una idea de la prueba de algunos de estos, sin entrar en mayores
detalles.

Teorema 3.10. Si UV € Nhjj, 0 < pu < 1 entonces

a.) ¥ = Y(D) es un dominio de John con centro ¥(0) = p y las curvas
Ye(t) = U(t€), 0 <t <1 son curvas de John.

b.) Ezisten o € (0,1) y K > 0 que solo dependen de p tal que

(1= p*)A(pE) 1-p\*
oy << (1=5) 320

EeTy0<r<p<l.
c.) Existen a € (0,1) y Ky > 0 (que solo dependen de 1) tales que para todo
z=ret €D,

(1~ [CHAQ) 1|
<1—vv»u>§ﬁ3(1—vw

Demostracion. La prueba es analoga a la del Teorema 3.1. En la demostraciéon
de la parte a) de este teorema fue esencial la desigualdad (2.11), valida para
funciones armonicas en la clase NH,. Aqui hacemos uso del Corolario 3.5.
Asi mismo, en la prueba de la parte b) justificamos uno de los pasos con el
Corolario 3.2, en lugar del Corolario 2.2 como se hizo en la prueba de la parte
b) del Teorema 3.1. O

)a, (e B(),
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Corolario 3.7. Sea 0 < u <1y WV € Nh* tal que V(D) es acotado. Entonces
V(D) es un dominio de John.

Demostracion. El Teorema 3.9 garantiza que la funcién

1
uy(z) = zeD

V=P Ae(z)

tiene un punto critico(minimo global) en algin z; € D. Concluimos de
aqui que si ® = W o T, donde T es el automorfismo del disco T'(¢) = 1ZE;_()CC’
entonces ® € Nh* yv ug = ug o T. Se sigue que ug tiene un punto critico
en el origen, de donde ® € Nhf. Por el Teorema3.10, ¥(D) = ®(D) es un

dominio de John. O

Teorema 3.11. Sea ¥V € Nh una curva holomorfa que satisface la parte b.)
del Teorema 3.10. Entonces ¥ = V(D) es un dominio de John con centro
U(0) =p y las curvas v¢(t) = Y (&), 0 <t <1 son curvas de John.

Demostracion. La prueba es analoga a la del Teorema 3.2. O

Teorema 3.12. Sea V € Nh. Si

limsup(1 — |2]*) |0, log M\(2)] < 1,

|z]—1

entonces ¥ = V(D) es un dominio de John con centro p = ¥(0). Ademds las
curvas Ye(t) = (&) son curvas de John para todo & € T.

Demostracion. Andloga a la prueba del Teorem 3.3. U
Teorema 3.13. Suponga que ¥V es una curva holomorfa que satisface
[SW(2)] + N ()| K (2)] < 2p(|2])

y sea ¢ = yrrll(l —12)?*p(t). Sic <1y ¥(D) es acotado, entonces U(D) es un
—

dominio de John con centro en p = ¥ (0).

Demostracion. Anéloga a la prueba del Teorema 3.4. O



Capitulo 4

Dominios linealmente conexos

En este tltimo capitulo presentaremos una extensién de un teorema de
Ahlfors y Weill [4] el cual establece que la imagen del disco bajo funciones en
la clase N* (0 < u < 1), es un cuasidisco. Esto es, un dominio simplemente
conexo que es linealmente conexo y dominio de John. La generalizacién la
daremos en las clases NH* y Nh* (0 < p < 1), donde ya hemos probado que
la imagen del disco bajo funciones en éstas clases, es un dominion de John.
Asi, solo resta demostrar que ademas es linealmente conexo, en un senti-
do que precisaremos mas adelante. Este es el resultado central del presente
capitulo.

Recordemos que un dominio simplemente conexo {2 C C es linealmente
conexo si existe una constante positiva M tal que cualquier par de puntos
a,b € € pueden unirse por una curva vy C €2 con la propiedad

diamy < M|a — b)|.

Geométricamente, un dominio simplemente conexo €2 C C es linealmente
conexo si no tiene cuspides internas. Notese la semejanza con la propiedad
geométrica de dominios de John, los cuales no tienen cuspides externas. Mas
propiedades de dominios linealmente conexos pueden ser estudiadas en [29].

Antes de enuciar y probar el teorema central del capitulo, veamos la defini-
ciéon de dominio linelmente conexo que utilizaremos a lo largo del capitulo.
Es una adaptacion directa de la dada para dominios en el plano complejo.
Posteriormente se probara un lema técnico que serd ttil para estimaciones
posteriores.

Definicién 4.1. Un dominio simplemente conexo () contenido en una super-
ficie S C R", es linealmente conexo, si existe una constante positiva M tal
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que para todo par de puntos a,b € ), existe una curva I' C 0 con extremos
en a y b que satisface la propiedad

diamI’ < Mla — b|.

Aqui, el didmetro es entendido con la métrica de la superficie.
Lema 4.1. Sea a = 7 € D y S el segmento hiperbdlico ortogonal al
didmetro [—e | €] que pasa por a. Sean €' y 2 (0, < 0,), los extremos de
S. Eziste una constante K (independiente de r) tal que para todo w = €' €
S,

i) |0 —a| < K(1—r), sif <a.

i) |0 —a| < K(1—ry), sia <40.

Demostracion. Sin perdida de generalidad, supongamos que o« > 6 = 0. La
figura siguiente, ilustra los primeros pasos de la prueba.

Figura 4.1

El automorfismo del disco

T(z) = z4r
14 2r
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aplica el didmetro [—1, 1] sobre si mismo y el didmetro [—i, ] sobre S, en tal
forma que

o 2r N 1—7r%

T112 142"

Asi, la recta L tangente a T en p, tiene pendiente m = —

cartesiana
1—r2 2r 2r
- = — T — .
y 1472 1— 72 1472

1412
2r

pi= e =T(4)

2r
1—r2

y ecuacion

Se sigue que L corta al eje z en g = . Este punto es el centro de la
circunferencia C' que contiene a .S, de donde el radio de C' es
1—1r?

R=qg—7r= .
=T 2r

Sea w = (z1,y1), p1 = (2/,y') = € y 7 el arco de circunferencia de p; a p.
Ver Figura 4.1. Probaremos que

() < K1 —m),

lo que demostraria el lema.
En primer lugar, dado que w € C, entonces

(z1 —q)* + v = R%.
Se concluye de aqui v el hecho que ¢ — R?> = 1, que

147}
1472

Ty =7 (4.1)

De otro lado, por semejanza de tridngulos se obtiene que

o1
T N 1
De aqui y (4.1) concluimos que
, or 1+ r?
N 1+ 7“2 T1 )

De lo anterior, podemos considerar la parametrizacién de v dada por

v(t) = (t, V1 —2), r<t<a,
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donde p = (x,y) y ' como arriba. Con esta parametrizacién de 7, su longitud
es

!

Toodt
=
Notese que cuando r; crece desde r hasta 1, 2’ decrece desde 1 hasta .

Consideremos dos casos:
Caso 1: Supongamos que 77 es tal que

R 1—|—:U: (1+7)?

=TS 2 T 2142

Del teorema del valor medio para integrales, existe ¢t € (z, z’) tal que

( )_/x, d -2z 1 r(1—mr)?
Ve x \/1—t2_\/1—t2_\/1—1527"1(1—}-7“2).

Se sigue de aqui que

l(7) < 1—m < L—r

—n S VISE o VIoP (42)
Pero como
t<a < M
- T 21+ 2y
entonces

1—r
< /2(1+172) <2.
T vV 2( )

Sustituyendo en (4.2), se obtiene
|0y — | = £(y) < 2(1 —ry).
Caso 2: Sea r; de tal manera que

1 1 2
tr (1+7r) <<l
2~ 2(1+1?)

En este caso,
r<ry < ¢,

donde ¢, esta determinada por la ecuacion

(1+7)? 14¢
2w e
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Por un lado, la desigualdad 2z < sin z, vélida para 0 < z < 7, implica que
™

T 7l —r?
U(y) <0y < §sm92 =315, (4.3)
Por otro lado, de la desigualdad
(1+7)? , ro 1472

2(1+r2)_x 1+7r2

se sigue que

de donde
1—7r<V2(1—r).

Sustituyendo en (4.3), se obtiene
() <7vV2(1 =)

y se sigue el lema con K = 71/2. O

Observacién: Con la notacién del lema, una consecuencia inmediata del
Corolario 2.3 y del lema anterior, es que existe una constante M tal que si
f € NHy, entonces

i) LA(re??) < Aw) < MA(re®), si 6 < a.

i) 7 A(re) < AMw) < MA(re), si 6 > a.

En la prueba del Corolario 2.3 se observa que M = e™v2,

Lema 4.2. Con la notacion del lema anterior, si f € NHY, 0 < p < 1,
entonces ~
(1) < M(1—rH)(a),

donde I' = f(S) y M es una constante que solo depende de p.

Demostracion. Sea S; C S el arco que va desde a hasta e y T'; = f(SZ-),
1 =1, 2. Probaremos que

o) < M;(1—rHXa), i=1,2

donde M; solo depende de p.
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Solo demostraremos el caso 7 = 2, el otro es analogo. Una parametrizacion
de Sy viene dada por la restriccién al intervalo [0, 1] del automorfismo del
disco

() =el="
z) = :
7 1—a&éz
donde ¢ se toma en tal forma que ¢’(0) sea ortogonal al didmetro [—e®, €],
esto es, € = €'®=3) = —je”. Con esta eleccién de €, tenemos que
(t)—gm_t 0<t<1
ST -

Por la obeservacién i), posterior al Lema4.1, se tiene que
(w2 = [ M@
Sa
1
~ [ Ml
0

SMAAW@W%WWM

Analicemos por separado las dos integrales

1

1/2 . ,
/0 Mlele™) ' (Ot y /1/2)\(|90(t)\6192)\¢,(t)\dt-

Sea 0 <t < 1/2. Como |¢(t)| es creciente, por definicién de ¢,

1 r? 4+ (%
L=le@F 2 1= lp(5)I" = 1~ <T2)2
1+ (3)
Se sigue de aqui que
1—1? 1
——— <2 0<t<-.
1—e(t)? 2

De aqui y el Corolario 2.2 se concluye que existe M, tal que

1/2 ‘ 1/2 }
AAWWWW@WsmA,WWwwm
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Pero de la definicién de ¢,

1 — 72

= <4(1—1?
e =4

|'(1)]

para todo t € [0, 1/2], entonces

1/2 4 4
| M0l 0l < 200 - )\,
0
Por la observacién posterior al Lema 4.1, se concluye que
Are'?) < MX(a),
de donde se sigue
1/2 '
| Ml 0l < M1 - r)ra).
0

Ahora supongamos 1/2 <t < 1. Si u = |¢(t)], entonces

o gL
(14 r2t2)?
1+r%
=t t)|.
Ll
De aqui y la relacién
o _ w2 — 2
1 — 22’
se concluye que
1
' (t)] = m\/l + 22 V2 4 r2d < 4.

Asi,

1

/1 Allp()]e®)] ' (8)]dt < 4 /

/2 lp(1/2)]

Procediendo como en la prueba del Corolario 2.4, se sigue que

/1/2 AMe@)[e)]' ()] dt < My(1 — r*)A(re'),

1
Mue®)du < 4/ Mue®)du.

62

(4.4)
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donde My solo depende de . Finalmente, la observacion posterior al Lema 4.1
garantiza la existencia de una constante Mz = M;(u) tal que

1
|| M O < 250 =),
1/2

De aqui y (4.4) se concluye la prueba del lema con M = Ms + M. O

Lema 4.3. Sean M, y C constantes positivas. La familia F de funciones
armonicas f = h + g tales que f(0) = h(0) =¢g(0) =0,0 <A(0) < Cy

dlog A M

— < — D 4.5
L | P em (4.5)
es compacta. Aqui, como antes, A(z) = |h'(z)| + |¢'(2)| # 0 para todo z € D.

Demostracion. Dado z = re® € D, la condicién (4.5) implica que para toda
f en la familia,

logM </T 2M dt
O~ Jo 112
1

= M log T

11—

9 \M
Slog(l_r) .

Tomando exponencial obtenemos

Cy
(1= <A\z) € ——rr. (4.6)
(1= [z
Dado que A = |A'| + |¢|, la condicién anterior implica que las familias de

funciones analiticas que son la parte analitica y la parte conjugada respec-
tivamente de alguna f € F, son familias normales. Notese ademas que la
condicién (4.5) y (4.6) garantizan que

200/ M

IVA(z)| < W?

por lo que {\;: f € F} es una familia normal.
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Asi, dada una sucesion de funciones f, = h, + g, en F con métrica
asociada A, existen h, g analiticas, una funcién no negativa A y subsucesiones
Pnys Gny, ¥ An, tales que

oy =Ry Gy =9 Y Ap, — A

localmente uniformemente en D. Se sigue que si f = h + g, entonces Ay = A
y ademads, por (4.6) As no se anula en D. Es claro también que Ay satisface
(4.5) v fn, — f localmente uniformemente en D. De aqui y como f € F, se
concluye la compacidad de F. O

Observacién: Si ademas de las propiedades dadas en el lema anterior
para la familia F, suponemos que la dilataciéon analitica w; = %, donde
f=h+g e F, es el cuadrado de una funcién meromorfa, entonces F resulta
ser una familia normal que serd compacta si pedimos que las funciones en F
tengan jacobiano no negativo en todo punto del disco.

Lema 4.4. Seana y S como en el Lema 4.1 y'T el automorfismo del disco que
aplica (—1,1) sobre S en tal forma que T(—1) = €%, T(0) = 2o y T(1) = ™.
Sea f € NHY, 0 <pu <1yl =AoT)|T'|. Six es un punto critico de la
funcion
1
v(t) = -1<t<1 (4.7)

VI =2\ (t)

y |z| > p+n, para algin n > 0, entonces existe M > 0 tal que

) < A@) < MAG),

donde y = T(x).

Demostracion. Primero notemos que T'(z) = — 1’“1;2, donde ¢ = ie®.

Tomando logaritmo en (4.7) y derivando, se obtiene

v(t) 1 { 2t )\’1(15)}7

-2 M)

v(t) 2

eT//(t)
Au(t) AT (1)) ()’
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entonces

2 (VAT(@).T(2)) . T'(x)
[~ AT@) +RT(szc)
" (x)
T'(x)

2riz

De aqui, el Lema2.1 y la igualdad Re o7, se tiene

1t
|| wT ()|

< T _—

=1 STorape L @ T

@l 1
T 1l—x2 14r2?

Esta desigualdad y la condicién |z| > p + 7, implican que

1+ r22?

— <
L= e =

1
m
Finalmente, de las igualdades
|T'(z)| 1 1—7?
_ 2 = _ 2 y ‘T/(I')| = 2,27
1 —|T(x)] 1 — || 1+ %z

obtenemos
L—la*  1+7r% < 1
L-|T(@)?  1-J2*> =0
El lema se concluye en virtud de la observacion posterior al Lema4.1 y una
minima variacion del Corolario 2.2. 0

(4.8)

Una consecuencia inmediata del lema y de (4.8) es el siguiente corolario:

Corolario 4.1. Bajo las mismas hipotesis del lema anterior, existen cons-
tantes positivas C = C(u,n) y d = 0(u,n) tales que

(1= ly»A(y)
O U aP)Ma) =

donde y = T (x).

Teorema 4.1. Sea 0 < < 1. Si f € NH" y f es acotado, entonces f(ID)
es linealmente conexo.
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Demostracion. Como f es acotado, por lo probado en los capitulos anteriores,
no se pierde generalidad si suponemos que A tiene un punto critico en el
origen. Bajo este supuesto, el Lema 2.1 establece que

’alogA(z)' < 1 (4.9)

0z 11—z

para todo z € D. )
Supongamos que 2 = f(ID) no es linealmente conexo. Existe una sucesion
de puntos ¢ € T tales que

(G = FGI _ A6 = F(G)
n)

4.1
(T, —  diam(T,, =0 (4.10)

donde S, es el segmento hiperbdlico con extremos en ¢y ¢, y '), = f (Sh)-
Si z,, denota el punto medio(euclidiano) de S,,, (4.10) y el Lema 4.2, implican
que 5 .
f(G) = f(G)

(1= |za]*)A(2n)
Consideremos ahora los automorfismos del disco T}, que aplican (—1, 1) sobre
S, en tal forma que T,,(+1) = ¢* y T,,(0) = z,. Ya hemos visto antes que
foTl,e NH"y

— 0. (4.11)

Aor,, = (Ao T,)|T0].

Definiremos una sucesién de funciones arménicas f,, € NH* que fijan el
origen y s7(0) = 0, donde s, es la funcién longitud de arco de la curva
On(t) = falt), =1 <t <1y f, el el levantamiento de f, con f,(0) = 0.
Dado que las curvas (f o T,,)((—=1,1)) = £(S,) tienen longitud finita,
procediendo como en la prueba del Teorema 2.2, concluimos que las funciones

1
UfoTn(t): O<t<l

VA =) A gor, (1)

tienen un minimo absoluto en algun z,, € (—1,1).
Con x,, como arriba, sea Q,(z) = =y Fy = foR,, donde R, = T,,0Qy.

Notese que F,, € NH* y como @, deja fijo (—1,1), entonces R,, aplica el
intervalo (—1,1) sobre S,. Ademés,

Ap, = (Agor, © Qn)|Qn| = (Ao Ry)|R,|.
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Se sigue de aqui y de las propiedades de los automorfismos del disco que

1
= T
_ (uger, 0 Qu)(0)

La regla de la cadena y el hecho que uysor, tiene un punto critico en z,,
implica que up, tiene un punto critico en cero y por lo tanto,

OAp,
ox
De lo anterior, la sucesién de funciones

foRn(z) = f(&n)
(1= Izal*)Azn)

(0) = 0.

fn:

donde R,(0) = T,,(z,) = &,, satisface las siguientes propiedades:
i) fn € NH".
ii) f.(0) = 0.
iii) 0, An(0) := 0.\, (0) = 0 puesto que
Ar, (2) A(Bn ()| B (2)]

M) = T mAE) O A (4.12)

Ademas, si f=h+gy f, = h,+ g,, entonces

i ho Rn(z) - h(fn) _ go Rn(z) - g(fn)
h, = (1_‘Zn‘2))\(zn) Y gn= (1_‘271‘2))\(211) )

por lo que h,(0) = ¢,(0) = 0. También se tiene de (4.9) y (4.12) que A,
satisface la condicién (4.5) con M = 2 + u < 3, como se prueba en el Coro-
lario 2.1.

Ahora probaremos que existen constantes positivas d y C' tales que para n
suficientemente grande,

5 < A(0) < C. (4.13)

Dado que |z,| < |T(z,)] < 1y |z.] — 1, entonces |T'(z,)| — 1, por lo tanto
|z,] — 1. Asi, existe un entero positivo N tal que |z,| > HT” para todo
n > N. Tomando n = I_T”, (4.13) se sigue del Corolario4.1 y la igualdad
(1- |Tn(xn)|2))‘(Tn(xn))

(1= [2n*)A(zn)

An(0) =
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Notese que como 1 = n(u), las constantes C' 'y § solo dependen de p. Sin
perdida de generalidad, supondremos que (4.13) se cumple para todo n y
gracias al Lema 4.3, podemos suponer que existen funciones analiticas H, G
y una funcién positiva o tales que

h, — H, g — G vy N, —0

localmente uniformente en ). Ademas, existen constantes positivas K =
K(u) y M = M(u) que satisfacen

K

An(z) < W,

(4.14)
para todo z € D y todo n.

Consideremos la sucesién de levantamientos f, de f, con la condicién
fn (0) = 0y sean u,, v,, w, sus componentes, las cuales son funciones arménicas
reales. Como cada una de ellas se anulan en el origen, (4.14) implica que las
sucesiones (uy,), (v,) v (w,) son localmente acotadas en el disco, por lo que
existen funciones armonicas reales u, v y w y una sucesiéon creciente de enteros
positivos n, tales que

Up, —> U, Up, =V Yy Wy, — W,

localmente uniformente en . De aqui, la sucesién de curvas o, (t) = fn, (t),
—1 <t < 1 converge uniformemente en compactos de (—1,1) a la cur-
va @(t) = (u(t),v(t),w(t)). Notese que ¢ es infinitamente diferenciable por
que u,v y w son arménicas en D. Ademas, |¢'(t)| = |o(t)| # 0 para todo
t € (—=1,1). Probaremos que la convergencia es uniforme en [—1,1]. Antes
notemos que de la férmula (1.9) y la desigualdad

21

Sipn(t) = Ssu(t) + 1@, (O k(1) < n—pp

—1<t<l,

donde s, es la funcién longitud de arco de ¢, y k, su curvatura, se sigue que

21

)< ———, —-1l<t<l. 4.1
5190( ) — (1 — tg)g? <1< ( 5)
Dado que s7(0) = 9, A,(0) =0y
2
Ssu(t) < —1 —1<t<1,

_m7
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entonces s, satisface (2.13), esto es,

sh(t) 2t
) . 0<t<l
s ) M =
Se concluye de aqui y (4.13), que
C
< —"  0<t<l.
Sn( ) = (1 —t2)” =
Considerando la funcién §,(t) = —s,(—t), —1 < t < 1, se obtiene que la

desigualdad anterior también es valida para —1 < ¢ < 0. Esto es consecuencia
del hecho que §, y s, tienen la misma derivada Schwarziana y §7(0) =
s"(0) = 0. Asi, las velocidades s/, (t) = A, (t) = |¢),(t)| satisfacen
C
M) < — —1<t<l.
() < (1 —t2)m

Consecuencia de la condicién 0 < p < 1, el miembro derecho es integrable en
(—1,1) y por lo tanto, la sucesién ¢, es equicontinua y localmente acotada en
[—1,1]. En particular, ¢, también lo es. Asi, cualquiera de sus subsucesiones
tiene una subsucesién que converge uniformemente en [—1, 1]. Se concluye que
©n, converge a ¢ uniformemente en [—1, 1]. Se sigue entonces que

|on, (=1) = @n, (D] = J(=1) — (D).

Pero por definicién de f,,

F(¢h) = (&)

que tiene limite cero por (4.11). Asi, La curva ¢ € C*°(—1, 1) no es inyectiva
en [—1, 1], tiene longitud finita y

Sip(t) < (137/;2)2

-1<t<1,
lo que contradice el Teorema 1.2. Esta contradiccién demuestra que f (D) es

linealmente conexo.
O
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Siguiendo el mismo argumento, se demuestra que el Teorema 4.1 es véalido
en el contexto de curvas holomorfas. Tenemos entonces el siguiente teorema:

Teorema 4.2. Sea 0 < pp < 1. Si UV € Nh* es acotada, entonces V(D) es
linealmente conezxo.

Demostracion. Anéloga a la prueba del Teorema4.1. O
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