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1. Introduccion

El estudio de las propiedades espectrales de un operador auto-adjunto o unitario proporciona
informacién sobre la dindmica del sistema cuédntico descrito por ejemplo en [EV]. Por esta razén
cuando se desea obtener informacién sobre la regularidad de los vectores propios de un operador
auto-adjunto H sobre un espacio de Hilbert H es natural enfocarnos en el estudio del espectro de
dicho operador. En esa direcciéon Mourre [M] probé que si se satisfcace la siguiente estimacién

Ea(H)i[H, AEx(H) > 0Ea(H) + K,

conocida como la desigualdad de Mourre, donde Fa(H) es la proyeccién espectral de H en un
intervalo abierto A, A es algin operador auto-adjunto, # es una constante estrictamente positiva y
K algun operador compacto, y si adicionalmente se satisfacen condiciones de acotamiento relativo a
H para los conmutadores de primer y segundo orden de H y A, entonces en ese intervalo el espectro
carece de componente singular continuo. Ademas, el espectro puntual tiene multiplicidad finita en
todo subintervalo compacto de A. Més informacién sobre la evolucién de la teoria de Mourre se
puede encontrar en [ABG].

Posteriormente en el afio 2005 Cattaneo probd en [C] que al satisfacerse la desigualdad de
Mourre y al tener los conmutadores de ordenes superiores de H y A H-acotados al menos hasta
un orden n + 2 para n un entero positivo, se obtiene que el operador A™P esta bien definido y es
acotado, o equivalentemente, || A"¢|| < C,||¢|| para cualquier vector propio ¢ de P asociado al valor
propio 1 con P proyeccién ortogonal de H definido sobre el espacio de Hilbert H con imagen sobre
el espacio propio asociado al valor propio 1. Para avances recientes orientados al mejoramiento de
este resultado ver [MW].

Por otra parte, ese mismo ano se desarrollé una técnica de conmutadores en [ABCF] que per-
mitié estudiar el espectro de un operador unitario U definido sobre un espacio de Hilbert H que
satisface una adaptacion de la desigualdad de Mourre al caso unitario:

EA(U)(UTAU — A)EA(U) > 0EA(U) + K,

donde EA(U) es la proyeccién espectral de U en un arco abierto de S*, A es algiin operador
auto-adjunto, # una constante estrictamente positiva y K algin operador compacto. El método
les permitié tener condiciones suficientes para concluir al igual que en el caso auto-adjunto las
propiedades del espectro en A.

El propédsito de ésta tesis es realizar una adaptacién del trabajo de [C] al caso unitario para
n = 1 usando las técnicas de conmutadores, la estimacion de [ABCF] y las hip6tesis de acotamiento
de los primeros conmutadores entre U y A.

En los Preliminares se realizard un breve resumen acerca de la formula de Helffer y Sjostrand
la cual se usard a lo largo de éste trabajo. En la seccién 3 se enunciara el teorema principal y se
hara su demostracién usando dos proposiciones cuyas demostraciones se realizaran en las secciones
4 y 5. En los Apendices se detallaran todos los célculos de las estimaciones necesarias de términos
que involucran los conmutadores de orden superior y la formula de Helffer y Sjostrand.

2. Preliminares.

Existe una forma conveniente y explicita para el calculo funcional de un operador auto-adjunto
A definido sobre un espacio separable de Hilbert H, publicada en 1989 por Helffer y Sjostrand [D],



la cual se usard a lo largo de éste trabajo y se describira a continuacion:

Si f es una funcién compleja en C"+2(R) para algtin n > 0, (z) := (1 4+ 2?)'/2, 9z = 0z + idy
y x € C§°(R) con x = 1 en algin intervalo abierto que contenga al cero, entonces siguiendo la
notacion de [C]

For=x(& )if 1)

es una extensién casi analitica de f, es decir, c%f(z) = 0 para z € R. De este modo el operador
f(A) se puede escribir usando la férmula de Helffer y Sjéstrand

1 _
1) =~ [ e~ ) ey @)
Para simplificar la notacién se usard fo ,.1(2) para denotar S22 ¥0 f#)(z )(Zy y df(z) para

denotar —%Bgf(z)da:dy con lo que las ecuaciones (1) y(2) quedan respectivamente

70 =x (&) forn )

fa) = [ dfe)e— a7,

Adicionalmente la férmula de Helffer y Sjostrand se puede extender para las derivadas de orden
superior de f obteniendo:

F@(4) = p! / df(2)(z — 4P, (3)

la cual se acota uniformemente en A por

n+2

J1afmme) 7t < cte Y 4y ()
k=0
para p =0,--- ,n siempre y cuando

ka||k7p71<oo para k=0,---,n+2 (5)

definiendo las normas
1l = / da{z)™|f ()] (6)

Para mayor informacién ver [HS].

Con esto se terminan los preliminares y se da inicio al desarrollo de la tematica principal de
este trabajo.



3. El Teorema Principal.

Sean H un espacio complejo de Hilbert de dimensién infinita, U un operador unitario, P una
proyeccién ortogonal en H, A un operador auto-adjunto , u € R, A := e, J un intervalo abierto y
acotado en R y A := {e /§ € J} cumpliendo las siguientes condiciones:

C-1 U es un operador unitario con A valor propio de U inmerso en el espectro continuo de U y P
autoproyeccion de U sobre H con iméagen sobre el espacio propio asociado a A.

C-2 A esta contenido en el espectro continuo de U y A € A.
C-3 A es un operador auto-adjunto con dominio D(A) denso en H tal que
C-4 U(D(A)) C D(4)

s La forma sesquilineal F': D(A) — D(A)

define al operador U*AU — A acotado en D(A) y por lo tanto extendible continuamente
a todo H.
» Haciendo By := U*AU — A (= U*[A,U)), la forma sesquilineal Fy, : D(A) — D(A)

Fi(@,¢) == i(Br_19, Ap) — i(Ap, Bp_10)

define al operador By, := i[By_1, A] acotado en D(A) y por lo tanto extendible continua-
mente a todo H.

C-5 Desigualdad de Mourre. Existen una constante estrictamente positiva # y un operador
compacto K para los cuales en A se satisface

Ea(U)BiEa(U) > 0FA(U) + K
donde Ea(U) es la proyeccién espectral de U en A.

En lo que sigue se mantendran estas notaciones y condiciones con las cuales se puede enunciar
el teorema principal.

Teorema 3.1. Teorema Principal. Supdngamos que H, A, P, A y A satisfacen las condiciones
(C-1)-(C-5). Entonces RanP C D(A), lo cual debido a que P tiene rango finito, equivale a decir que
el operador AP es acotado, es decir, || Ap|| < c|l¢|l para cualquier vector propio ¢ de U asociado al
valor propio A.

Se procedera a la demostracién enunciando un lema y dos proposiciones. La prueba del lema se
encuentra en [C] y las demostraciones de las proposiciones se presentaran en las siguientes secciones.

Definamos

(@) =(1+2*)"? vy f(x) = )

para 0 <e < 1.

Como f.(x) tiende a z puntualmente cuando ¢ tiende a cero, f:(A) nos da una aproximacién
continua de A. De esta forma si probamos que para algin § > 0 || f.(0A)p|| estd uniformemente
acotado en ¢ para cualquier ¢ € RanP y usamos el siguiente lema obtenemos lo deseado.



Lema 3.2. Sea ) € H. Si f-(A)Y estd uniformemente acotado en e, entonces ¢ € D(A) y Ay =
lim. ¢ fe(A)9.

Ahora, si se define (B1), := (p, B1p) para cualquier p € H, la acotacién uniforme que se necesita
se obtiene de las siguientes proposiciones:

Proposicién 3.3. (Cota inferior).Bajo las mismas hipdtesis del teorema 3.1 existen constantes
estrictamente positivas 6 y 01 tales que

(B1) 1. 5ayp + (B1) 1. ov-avyg = 0( f-(0A) @l + || £-(6U* AU )o||?) — 1
para 0 < 6 < 61 y alguna constante ¢; > 0.

Proposicion 3.4. (Cota superior).Bajo las mismas hipdtesis del teorema 3.1 existen constantes
estrictamente positivas co y 0o tales que

(B1) 1.4y + (B1) 1. 6u-av)e < C2(|[f-(0A)pll + [ fo(6UT AU )l + 1)

para 0 < 6 < ds.

Con estos resultados se procede a la demostracién del teorema principal.
Demostracion. De las proposiciones 3.3 y 3.4 se tiene que para 0 < § < min{dy,d2}

0(|1 £-(0A)@|* + || £-(OU* AU)p||*) — e1 < ca(|| f=(8A)@l| + || £ (8U* AU Yo + 1)
y asi la desigualdad

g(IIfe(M)@H + /(06U AU)¢l)?* = ([l = (8A) oIl + || f-(OU AT ))) = (e1 + e2) <0

que nos permite acotar uniformemente a || fe(6A)¢| + || f- (6U*AU)¢|| con lo que el teorema queda
demostrado.
O

En la siguente seccién se proseguira con la demostracién de la proposiciéon 3.3, dejando la prueba
de la proposicion 3.4 para la seccion 5.

4. Demostracion de la proposicion 3.3.

Observacion: Sin perdida de generalidad se puede suponer que A = 1. En efecto:

1. Si se satisface la desigualdad de Mourre en A y si By y [U* AU, A] admiten extensiones continuas
sobre ‘H se tiene:

(1) El espectro del operador U no tiene componente singular continuo en A



(11) U tiene un ntumero finito de valores propios de multiplicidad finita en cada subconjunto
compacto de A (Condiciones que se cumplen notando que [U*AU, A] = [Bi, 4]).

Para la prueba de éstas afirmaciones ver [ABCF].

2. Podemos entonces asumir que A es el tnico valor propio de U para A tomando un A" CAen
donde X sea el unico valor propio, pues se sigue cumpliendo la desigualdad de Mourre en A

3. A valor propio de U equivale a que 1 es valor propio de A™1U de lo cual se sigue que en A= 21A
se tiene a 1 como tnico valor propio de A~'U y dado que

Ey(ATU) = /S 1, (AN tw) dEy (w) = Ea(U)

la desigualdad de Mourre queda intacta al remplazar Ea(U) y U por Exs(A7U) y A71U res-
pectivamente.

Asi, en el resto del trabajo se supondran validas todas las condiciones del teorema, se asumird que
1 es el tnico valor propio de U en A, se tomard ||¢|| = 1 y se dard por entendido que todas las
constantes son independientes de €.

La idea de la prueba para acotar inferiormente a (B1) ¢_(54), + (B1) 1. (5U= AU), (Proposicion 3.3)
es:

Acotar primeramente el término (Bi), inferiormente para cualquier ¢ € H hasta que sea
necesario maniobrar con cada uno de los términos ¢ = f.(§A)p v ¢’ = f.(U* AU )p por separado.
Despues, una vez se tengan las dos cotas inferiores, se juntaran para lograr la cota deseada.

Con esto en mente, denotando por Ea la proyeccion espectral de U para el intervalo de Mourre
A y haciendo Ea := 1 — Ea se puede escribir para todo ¥ € H

(B1)y = (EaAB1EA)y + (BiEA)y + (EaB1)y + (EAB1EA)y

y asi se tendra

(B1)y > (EaB1Es)y — 2||Bill |[Eav|| 16l - |By] [Eav| (7)
para todo ¢ € H.

Siguiendo con el propdsito, a continuacién se enunciaran y probaran los lemas 4.1 y 4.2 para
acotar por debajo al primer término de (7), (EaB1EA)y. Luego, de la misma forma, por medio del
lema 4.3, se acotara inferiormente el segundo término y cuando se tengan estos resultados probados
se hara la demostracion de la proposicion.



Lema 4.1. s — lim._,o(U* f:(A)U — f.(A)) = By
Demostracidn. Para cualquier y € D(A) por el teorema espectral [RS]
i (U £.(A)U = £.(A)x = U” lim £.(A)(UX) — lim £.(A)x = Bux.
Entonces si se prueba que U*f:(A)U — f-(A) esta uniformemente acotado en ¢, se prueba que

U*f-(A)U — f.(A) converge fuertemente a B; en H. Esto se puede inferir usando la expansién
(A.4) para la funcién f.(z) con n =2y (A.1) (ver apéndice) como sigue:

U fo (AU = fo(A)] < H—z‘/df;(z)(z _UAU) (2 — A) By +i/df;(z)(z — A28
@B + | [ dFie) e = U7 A0) e = ) Bae - )71
< H/d};(z)((z SURAU) T = (2= A7) (2 - A) 7B
B + 1B [ 14E ™
< IBL2@) + (1Bl + 1B [ 1)

El término ||By|| || fL(z)]| estd uniformemente acotado en € debido a que

1

/ —_
fe(x) - (1+52I2)3/2 S 17

. . . P 7 -3
mientras que la acotacién uniforme del término [|df-(z)||y| "~ con respecto a e se puede hacer
exactamente igual a como se acotaron los términos de la forma

/dﬁ(z)(z —A)"™By(z — A7t para m > 2 (8)

en [C], debido a que igualmente que para el operador (z — A)~!
conmutadores B,, son acotados.

| = U AU) Y| < [yl v los

b

O

Noétese que lo dicho en la 1iltima parte de la prueba anterior se generaliza de la siguiente forma:

Nota 1. Si se tiene el operador
/ df-(z)S" T 87Ty ... Sk,

donde para 1 < i <n S es uno de los operadores (z — A)~! o (z—=U*AU)~! , los T; son operadores
continuos en H y los k; enteros positivos, entonces si Y ., ki > 3 el operador definido mediante
dicha integral estd uniformemente acotado en €.



Nota 2. Al considerar f-(6A) en vez de f-(A) se tiene que

U f(6A)U = fe(BA)| < cs (9)

para alguna constante cs > 0 tal que cs Pt 0. Esto ultimo se sigue de la desigualdad

U 1.6 ~ £.61)] < 5(1B1£:62)] + @182l + 1811 [ laF( 1ol 7).

Lema 4.2. Existen constantes 0’ > 0 y ¢’ > 0 para las cuales
(EAB1En)y 2 0'| Eav|? — || Py (10)
se cumple para todo 1 € H.

Demostracion. Si EX = Ea — P es la proyeccién espectral de U correspondiente al espectro
continuo de U en A, entonces sin perdida de generalidad se puede suponer que A no sélo tiene a 1
como tnico valor propio de U, sino que ademds se puede asumir que A = A, = {e’ : |{| < n} para
algin n > 0 lo suficientemente pequeno para el cual

EAB1EX >0EL paraun 6 >0.

En efecto:
Por la desigualdad de Mourre

EX BiEX, = Ea,BiEa, — PBiEs, — Ea,B\P + PBP
> 0Ea, + K — PBiEa, — En, B1P + PB, P
= GEA,, + K,

siendo K1 = K — PB1EA — EAB1P + PB; P un operador compacto, pues P tiene rango finito.
De la desigualdad anterior se deduce que EX B1E} > 0E} + EX KiEJ , pero como

—lim(E} )=
s — lim(F3,) =0
entonces HEZ ]KlEZ ’ H — 0 de donde se sigue que existe un n > 0 para el cual
, -
C (& 9 C
EX, BiEX, > fiEAn.

Ahora, como
(EaB1EA)y = (PB1P)y + (EAB1ER)y + (PB1ER)y + (PB1ER)y

se tiene que:
Para el primero de estos términos (EX B1ES )y > 6 HEZdJHQ para un 6 > 0.



Para el segundo término se usaré el lema 4.1 y el hecho de que

UP = / wlgy(w) dEy(w) = P
S1

quedando
(PB\P)y = lim (4, (UP)" f(AYUPY — Pf.(A)Py) = 0.

Los otros dos términos se acotan asi:

(PB1ER)y + (PBLER )y < 2| Bi|[ [EAY [|1P]-
Resumiendo todo lo anterior queda

(EaB1En)y > 0| ERvI® — 2| Bl |E& | || Pl

Ahora bien, para cualquier o > 0

C 2 C 1 C
(1Pyll —allB&wl) 20— 2)Pyl IE&YI < —1PY|® +al| E59]
entonces

o 1B
(EaBiEnby > (0 a|Bi) I1EGw]? — 12 Py

«
> 0| Eavo))* = || Py|*

haciendo ¢’ := 0 — «||B1]| y ¢ := con « lo suficientemente pequeno para obtener 6’ > 0 .

O

[1B1]|
(0%

Observacion: Se hard hincapie en que lo que se ha encontrado hasta el momento no depende
de la asignacién en particular que se le dé a 1, pero de ahora en adelante si se tendra en cuenta.

Antes de empezar con la demostracién de la proposicion 3.3 se necesita otro lema mas.
Lema 4.3. ||Py| <1+ Ns||¢||, donde ¢ es f-(6A)p o f-(6U*AU)¢p y Ns o 0.

Demostracion. La prueba de éste lema es idéntica a la prueba del lema 10 en [C] tanto para f.(dA)p

como para f.(6U*AU)p, pues las proyecciones P en ambos casos son continuas y |fe(z)| < 1 para
|z] < 1. Ver [C]. O



Ahora si como se mencioné anteriormente se procedera a demostrar la proposicién 3.3.

Demostracién de la proposicion 3.3. Aplicando los lemas 4.2 y 4.3 a (7) con ¢y = f.(6A)p o
con ¢ = f.(6U*AU )y se obtiene:

_ 2
(B)y > 0 (1907 = [Eav]”) — ¢ (14 Ns Il
—2|By|| [|Bav|| 10l = 1B1] |Eaet]”-

Obsérvese en éste instante que si se prueba que
[Bav]| <

siendo ¢§" una constante positiva tal que c§’ o 0, se tendra la desigualdad deseada para d lo

suficientemente pequeno, pues se tendria:

(Bi)y = 0" [0]]* ~ 0/
— ¢ =2 Ns (9P +1) = ¢/ (N2 P
=281 (Il +1) = 1Bl (¢f)?
> (0 = ) Il = s (14 22 )

s
=05 19)1” — 15

donde
c15:=0'cy +¢ +2¢ N5+ 2| B ¢’ — || Ba (c§")? >0,
dg,g = QC/N(; +2 ||Bl|| Cg/ >0 y
0y =0 — ' (N5)* —das
con
cLs c >0, da s P 0 y 05 s 0 >0,

es decir, existirian d; > 0, 0>0 y c1 > 0 tales que
C1

(Bi)y 2 0] - 2

Resta entonces probar que

|Eav|| <’ con >0 talque ¢’ — 0.

§—0

10



Para esto se pone en evidencia que 1 € p(U*|REC§A) pues

(U* —1)Ea = /S (l - 1)]1Ac (w) dEy (w)

w

es un operador invetible en A€ con inversa

Ba(U* —1)! = _/ (1 + ﬁ)lAc(w)dEU(w).

S1

Asi,

|Eav|| = ||[Ea(U* = 1)"EA(U* = 1)Ead||
< |EaU* = 1)'EA|| (U* = D)y

1 *

<cte |[(UT = 1)¢].

A

Ahora, para 1 = f.(6A)¢
|Eafe(6A)p| < cte [|U*f-(8A)U — f-(8A)|| < ¢’
y para ¢ = f(6U*AU )y
|Eaf-(0U*AU)g|| < cte |U* f-(8U*AU)U — f-(6U*AU)||

U (U* F(BAU — fe(éA)>UH
<cte |U*f-(6A)U — f-(6A)| <

= cte

’

con c¢§' — 0 por la nota 2.
g 6—0

Luego la proposicién 3.3 queda demostrada.

La siguiente seccién esta dedicada a la cota superior de (B1)y, (54)¢ + (B1) f. (50 AU Y-

5. Demostracion de la proposicién 3.4.

El trabajo en ésta seccién seguird un esquema diferente al presentado en la seccién anterior
debido a su complejidad y se expondra en tres pasos.

El primero de los pasos es manipular la expresién (B1) ¢ 54y, + (B1) 5. (sU~ av), ¥ llevarla a una
forma m4&s conveniente para proceder posteriormente a su acotacién. Dicha manipulacién requiere
del lema 5.1 el cual en primera instancia sélo se enunciara.

El segundo es hacer la demostracién de la proposiciéon 3.4 usando los lemas 5.2 a 5.7 cuyas
pruebas se dejan para el tercer paso.

11



El tercer y tltimo paso es demostrar los lemas requeridos a lo largo de la seccion.
fe(6U*AU)B; f-(0U*AU) + f-(6A)B1 f-(§A) se puede escribir como:

F (AU AU £.(5A) — f.(SU*AU)U* AU £.(5U* AU)
—{f(UTAU)Af. (U AU) — f-(6A)Af-(0A)}
+ 2{f-(SU* AU)U* AU f.(6U* AU — f-(6A)Af.(5A)}.

De forma mas precisa, la igualdad

= [ (BAU*AUf.(6A) — f.(SU*AU)U* AU f-(5U*AU)  (11)
- {fe (6U*AU)AJCE (5U*AU) - fs (5A)Afe (6‘4)}

se da como consecuencia del siguiente lema.
Lema 5.1.

s = Mm (U™ [ (6A) fr(A) (AU = [ (6 A) f(A) f-(64)) = (U fo(6A) A (OA)U — fo(3A) Af(04))™
donde (U* f.(6A)Af.(SAYU — f-(SA)Af.(0A))™ es la extension continua a todo H del operador
U* f.(6A)Af.(6A)U — f.(6A)Af.(6A) acotado en D(A).

Apartir de (11) se llega a la forma conveniente para (B1) s (54), + (B1) 1. (5U* AU)e QuUe se men-
cioné anteriormente:

<Bl>fs(5,4)¢ < fe(SU*AU)
= < (0A) — f-(6U™ AU))(U*AUfE((SU*AU) +Af5(6A))><p

1)
(
+((U~ AUfE (6U*AU) + Af-(6A)) (f:(64) = f-(8U*AU)))
+((f=(64) = fo(0U™AU)) By (f-(64) — f-(6U"AV))),,

(12)

Demostracion de la proposicion 3.4. El objetivo ahora es acotar superiormente los términos

((f=(84) = f-(0U* AU)) (U* AU f(8U* AU) + Af.(54))),
+ (U AU .(6U* AU) + Af-(04)) (f-(3A) — f-(0U* AV)))

((f-(64) ~ [-(6U"AU)) By (f-(64) — [-(6U" A))),,

para obtener la cota deseada.
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Para el primer término

((J=(64) = [.(0U* AU)) (U* AU f.(6U* AU ) + Af.(54))), .
+ (U AU .(6U" AU) + AL-(04)) (f-(3A) — f-(0U* AV)) ) (13)

se tiene que

(f(5A) — f-(SU*AU)) (U AU f.(5U* AU) + Af-(6A))+
(U* AU £.(SU* AU) + Af-(6A)) (f-(5A) — f.(5U* AU))=

= 2{31 (fL(U*AU) + fL(6A))+(fL(SU*AU) + fL(6A)) By } (U*AU f-(8U* AU) + Af.(6A))
— g(U*AU f-(OU*AU) + Af-(6A)){B1 (fL(SU* AU) + fL(8A))+(fL(0U*AU) + fL(6A)) By} (14)
@ / Af-(2)Q1 (U AU £.(5U* AU) + Af.(5A))
53
- —(U AU f.(8U*AU) + Af-(5A)) /dfg

donde

Qi:= i(z—U"AU) 'By(z — A)7'By(z —U*AU) (2 — A)~!
+(z—U*AU) Yz — A)"'B3(z — A) 2
—i(z = A)"'By(z — A)'Bi(z — U*AU) (2 — A) !
+(z—A) Nz —U*AU) 'B3(z —U*AU) ' (2 — A)!
~ (2= A) " 'Bi(z —U*AU)2By(z — A) ' B,
—Bi(z— A)7'By(z — U*AU) 2By (2 — A)™*

debido al siguiente lema:
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Lema 5.2. Sea h una funcién compleja en C"2(R) para algin n > 0 satisfaciendo (5) y (6).

Entonces
hU*AU) — h(A) = i{(h’(U*AU) + 1/(A)) By + By (W (U*AU) + h'(A))
+i/dﬁ(z)(z —U*AU) 'By(z — A)"'By(z — U*AU) ' (z — A)
/dﬁ )z — U AUY" (2 — A)"LBy(z — A)~2
—z/dh (z=A)'By(z — A)7'By (2 —U*AU) 1 (z — A)7!
/dh( Yz —A) Nz —UAU) 'B3(z —U*AU) H(z — A)~!
- /dﬁ(z)(z —A)7'Bi(z = U AU) 2By (z — A) 7' B,
- /dﬁ(z)Bl(z — A By(z — U*AU) 2B (2 — A)—l}.
Pero reescribiendo (14) se tiene:
((f-(04) = f-(0UAV)) (U™ AU [(8U" AU) + A[-(04))),,
+ <(U*AUfE(6U*AU) + Af-(04)) (f=(64) = f-(8U"AU))) =
- <
- <
- <
- <

-{7 B (U AU) — £.(5 A))(Af-(6A) = U* AU f.(6U" AV))),,

(BLfL(SUAU)U" AU f(8U"AU) + fo(8UAU)U* AU fL(8U* AU)B1) ) ,
(FL(6U*AU)B\U AU f(6U* AU) + f(8U AU)U* AU B1 fL(0U AU)) ),
(B1ILSA)AS(0A) + f(6A)ASL(6A)By))

(F4(

(FA)B1AS(5A) + f.(5A)AB1 fL(5A))),

f< (FLOU*AU) — fL(3A)) By (Af-(3A) — U AU f.(0U* AU)))
< (Af-(64) — U™ AU J.(5U* AU)) B (fL(6U* AU) — fL(34))),
< (A J-(8A) — U™ AU £.(0U* AU)) (F(5U* AU) — fL(3A)) B ),

7< df-(2)Q: (U AU f.(3U* AU) + Af-(54))),

< (U AU f.(5U* AU) +Af€(5A))/df6(z)Q1>w.
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Noétese que los primeros términos en (15) son similares a los términos definidos en [C] como

B - g( F(BA)VASL(SA)By + By f.(6A)Af-(5A))

By = 2(fLOA)BLAL(GA) + [-BA)ABL[(5A))

razon por la cual se enuncian los siguientes dos lemas, anédlogos a los lemas 13 y 14 de [C] (recuérdese
que 0 < € < 1). Inmediatamente después de enunciar esos dos lemas, también se enunciarén otros
dos lemas los cuales nos conduciran a la acotacién uniforme de 13.

Lema 5.3. Existe una constante positiva ¢’ tal que

~((BIGAAL(04) + [-BAALGAB)), < (I L(6A)] +1) v

—<g (B1fL(SU*AU)U*AU f.(6U*AU) + fg(5U*AU)U*AUfE’(5U*AU)B1)>¢§ d(|Ife(6UAU)|| 4+ 1)

para 0 < § < 0.

Lema 5.4. Existen constantes positivas ¢’ 1y d5 tales que

(L (RLOABALGA) + OAAB[L6A) < (104 +1) y

—<g (fL(8U* AU)B\U* AU f.(8U* AU )+ f.(8U* AU)U* AU B, fL(6U* AU)) ) < ¢"(|| f=(6U* AU || +1)
para 0 < 6 < ds.

Lema 5.5. ||fL(0U*AU) — fL(6A)| < ctee

Lema 5.6. |U*AUf.(SU*AU) — Af-(3A)|| < cte/e

Asi valiendonos de los lemas 5.3, 54, 5.5, 5.6 y las notas 1 y 2, el término (13) se acota
superiormente de la siguiente forma:
Existen dos constantes positivas ¢’ y do para las cuales

((f:(04) = f.(0U"AU)) (U AU f-(6U* AU) + Af.(04))),,
+ ((U*AU f-(sU*AU) + Af.(0A)) (f-(0A) — fg(dU*AU))% (16)
< (1 f(6A) + [ /(U AU)|| + 1)

para 0 < § < §s.

Ahora, para el segundo término

<(f6(5A) - fs(dU*AU))Bl (fa((SA) - f5(5U*AU))>@ (17)

se tiene que
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((f-(64) = f=(0U™ AU)) B (f:(64) — f=(0U" AV))) < cte|| B (18)

debido al siguiente lema

Lema 5.7. ||f-(60U*AU) — f(6A)|| estd uniformemente acotado en . Mds ain,
1/-(0U7AU) = fe(0A)|| < cb

para una constante positiva c.

Luego de (16) y (18) se tiene

(B1) 1.4y T (B1) 1. su-av)e < C2(|[fe(0A)ll + [ fe(6UT AU )| + 1)

para 0 < § < d5. como se queria probar.

Por ultimo, antes de terminar con ésta seccién veamos las pruebas de los lemas usados en la
demostracion de la proposiciéon 3.4.
5.1. Demostraciéon del lema 5.1

Este lema es similar al lema 4.1 y su prueba es analoga:

Demostracion. Para cualquier x € D(A) por el teorema espectral

lim (U f=(0A) - (A) f-(6A)U — fo(6A) f-(A)f=(04))x =
= U" [(84) lim fr(A) (f-(64)Ux)~f=(6A) lim f-(A)(f=(6A)x)
= (U f(6A)Af-(SA)U — f-(6A)Af-(5A))x.

Entonces si se prueba que U*fe(0A)f(A)f-(6A)U — fe(0A)fr(A)f-(6A) estd uniformemente
acotado en 7, se prueba que U* f.(6A)Af. (6A)U — f.(0A)Af-(§A) es un operador acotado en D(A)
y se cumple el limite pedido.

Obsérvese primero que se puedes escribir

U™ fe(6A) fr(A) f(6A)U—f(6A) f(A) f-(5A) =
= (U f(6A)U — f-(64)) f-(A) f-(64)
+ U (AU (U f-(A)U — f+(A)) f-(6A)
— U fe(0A) (AU (U™ fo(6A)U — [-(64))

(19)
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y de ésta forma para acotar uniformemente a U* f.(§A) f;(A) f-(6A)U — f-(6A) f-(A)f-(5A) en T,

se acotaran por separado los términos
(U f(6A)U = fo(34)) f-(A) [ (8A), U f(0AU(U* f- (AU — fr(A)) f-(0A)
y - U*fe(éA)fT(A)U(U*fe(éA)U - fs((sA))
de (19) con respecto a 7.

Para
(U*fe((SA)U - fa(éA))fT(A)fa(éA) (20)
sumando (A.4) y (A.6) se obtiene

U* f.(6A)U — f.(5A) :% /df;(z)(z CUCAU) (2 — A1 B+

%/dﬁ(z)Bl(z — ANz —UAU) ' + RS

con
1
2
1
2

RS = /dfs(z)(z —A)'By(z— ANz - U*AU) '+

/dfg(z)(z —U*AU) Yz — A) " 'By(z — A) ™!

por lo que

(U f-DAW — J-(54)) £-(4) = / df(2)(z = 6U" AU) "Mz = 64) 7 By Ah- (A)+
(21)

g / df-(2)By(z — §A) Yz — U* AU) "' f,(A) + RS Ah,(A)

donde h,(z) := (r2) " con |h,(x)| < 1 para todo 7.

Usando (A.1) y (A.2) se tiene que

/df;(z)(z U AU) (2 — 5A) 1By A =
—  [(GA)ABy + 5B, [/ (5A)AB,
- z'/df;(z)(z —SUAU) (2 — 5A) 7' By

+ 6B, / AT (2)(2 — 6U* AU By (= — 6A) S AB,

+ 162 / df-(2)(z — SU* AU) "' By(z — SU* AU) (2 — 6A) 2 AB,
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con cada término a la derecha de la desigualdad acotado uniformemente en € y § debido a que
lzfl(x)] < 1/(d¢), |6z fl(x)] < 3, por (4) y la nota 1.

De forma andloga también se obtiene que tanto fdfg(z)Bl (2 —8A)" (2 — SU*AU)~1 A como
R5 A se acotan uniformemente en € y 4.

Ahora, el segundo término

U f(0AU (U f-(A)U — f-(4)) f-(04) (23)

de (19) estd acotado uniformemente en 7 pues U* f(A)U — f,(A) lo esté.

Finalmente,

U* fe(6A) f-(A)U (U fo(6A)U — f-(64)) (24)

estd acotado uniformemente en 7 gracias a que se puede reescribir como

U f(6A) f-(A)U (U f(6A)U — f-(6A))=
= (U f-(6A)h (A)U) By (U* f-(5A)U — f-(54))
+ (U f-(3A)h- (A)U) A(U* f-(SA)U — f-(5A))

pues A(U* f-(8A)U — f-(6A)) se acota uniformemente en £ y § de forma anéloga a como se hizo
en (22) y U* fe(0A)h,(A)U también lo estd por que |h,(x)| < 1.
Luego el lema queda demostrado.
O

Veamos a continuacion el segundo de los lemas usados en la prueba de la proposicién 3.4

5.2. Demostracién del lema 5.2

Demostracion. De las dos igualdades de (A.1) y de (A.2) se tiene que

A(h(U*AU) — h(A)):i/dE(z)(z U AUY Byl — A) By (2 — U AU) (2 — A)
+ /dﬁ(z)(z —U*AU) Y (z — A)"'Bg(z — A) 2
_ i/dﬁ(z)(z C A By(x— A)LBy (5 — U AU) (2 — A)
+ /dﬁ(z)(z — ANz —U*AU) 'Bs(z — U*AU) ' (z — A)~*
+ /dﬁ(z)((z ~UAU) Mz = A 4 (- ANz - U AU) B

+ /dﬁ(z)Bl((z CURAU)Y (e~ A (2 A) (e - URAU) Y
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pero

/dﬁ(z)(z —U*AU) Y (z— A~ = W (U*AU) — /dﬁ(z)(z —U*AU) By (z — A)!

y
/dﬁ(z)(z C Az — UFAUY = H(A) + /dﬁ(z)(z LA (e — UFAUY By (2 — A
Asf, reagrupando terminos y volviendo a usar (A.1)
4(h(U* AU) — h(A))=i / dh(z)(z — U*AU) 'By(z — A)"'By(z — U*AU) Y(z — A)~!

+ /dﬁ(z)(z —U*AU) ' (z — A)"'Bs(z — A) 2
_ i/dﬁ(z)(z C A By(x— A)LBy (5 — U AU) (= — A)
+ /dﬁ(z)(z —A) Yz —U*AU) 'B3(z —U*AU) (2 — A)~"
- /dﬁ(z)(z —A)7'By(z —U*AU)2By(z — A) "' By

- /dﬁ(z)Bl(z —A)7'Bi(z — U AU) 2By (z — A) !
+ (W(U*AU) + K (A)) By + B1 (W (U*AU) + 1/ (A))

como se queria probar. O

Con el propésito de seguir dando a conocer las demostraciones de los resultados atin no probados,
se continuard con la prueba del lema 5.3.

5.3. Demostracion del lema 5.5

Demostracion. Por lo hecho en el lema 5.2

A(fL(8U" AU) — fL(34))=
=80 +6{ [ A7) (2 = U AU) = 8A) " (= - 54) (= - 8U7AU) ) By
+ [ dF) B (e = 8U"AU) Mz = 54) (2 = 64) 1o - U AV) )}

donde
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Q=i [ df!(z)(z — SU*AU) ' By(z — 6A) ' By(z — SU*AU) (2 — 6 A)
+ /df;(z)(z —SU*AU) (2 — 6A) ' By(z — 6A) 2
- i/d}‘;(z)(z LAY By(s — GA) By (5 — SUAU) (= — 5.4)~
+ /df;(z)(z —§A) "Nz — U*AU) ' By(z — SU*AU) (2 — §A) .

Pero

/df;(z)(z L SUTAU) (= — 6A) ) = f(SUFAT) — & / A1 (2)(2 — 5U* AU) 2By (= — A)~!
Yy
/d}g(z)(z —0A) Nz = SUAU) ' = f/(6A) +0 / df!(2)(z—0A) Nz —6U*AU) ' By(z — 6A) "

entonces

00 AU — £204) = Q0+ S{ (120607 AU) + 264 ) By + By (2607 AU) + 2(64)) )
53

I{ /df;(z)(z — 6A) By (2 — SU*AU) 2By (2 — §4)"'B,

- /df;(z)Bl(z — 6A) By (2 — SUAU) 2By (2 — 5A)*1.}
(25)

la norma de cada uno de los operadores cuyos términos en el integrando tiene cuatro resolventes
de la forma (z —6A)~1 o (2 — SU*AU)~! en (25), se puede acotar similarmente a como se acotaron
los R, de [C] por const(e® + £2), teniendo en cuenta que en vez de f.(z) acd se tiene f(x).

Por otra parte, |f!(x)| < 3e, con lo que se concluye

IF20UAU) = fL(8A)| < ctee.

Se expondra ahora la prueba de los lemas 5.6 y 5.7.

5.4. Demostracion de los lemas 5.6 y 5.7

Demostracion del lema 5.6: Esta vez se aplicard, el lema 5.2 a la funcién h(z) = xf.(z) y se
usardn las cotas encontradas en [C] para los operadores cuyos términos en el integrando tienen
cuatro resolventes de la forma (z — 0A)~! o (z — SU*AU)~! y se tendra en cuenta que h("™ (z) =

mfr=(e) + zfm(x) y [|W(2)] < 2, esto es:
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|U* AU f.(SU* AU) — Af-(5A)|| < % I|(1 (SU* AU) + 1 (54)) By + By (W (SU* AU) + 1/ (5A))

+ cte/dx(|h5(x)| (x) + |h4(x)| + ’h3(x)| <x>_1)

20 ||B
w +cte(e + €2+ 1)

cte

— )

9

con lo que el lema queda probado. O

Para el siguente lema, se tiene:

Demostracion del lema 5.7: Aplicando el lema 5.2 a f.(z),
10" AU) — £.(54) = ${ (716U AU) + JU5A) By + By (JL(0U* AU) + fL(54)) }
+ % [aice
4 €
donde

Q = {i(z — SU*AU) 'By(2 — 6A) "' By (2 — U AU) (2 — 6A) !
+ (2 = SU*AU) Yz — §A) ' B3(z — 6A) 2
—i(z = 0A) ' By(z — §A)'By (2 — SU*AU) (2 — 6A) !
+ (2 = 6A) (2 — U*AU) ' B3(z — U AU) ' (2 — 6A4) !
— (2= 6A)'By(2 — 0U*AU) 2By(2 — 6A) "' B,
— Bi(2 — 6A) ' By (2 — U AU) 2By (2 — 6A) "'}

Por lo tanto, debido a la nota 1
|1 f=(6U*AU) = f-(3A)|| < 3| Bullll f2()]|oo + 6 cte < co.
O

Restan por probar dos lemas para exponer completamente este trabajo, el primero de ello es el
lema 5.3 cuya prueba se da a continuacién.

Demostracion del lema 5.3: Sea g.(x) := Entonces ¢.(z) = f(x)zf.(z) y por lo tanto

(ex)?

B, fL(§A)Af-(0A) + f-(FA)AFL(0A) By = g2(6A) By + Bi1gZ(3A)
= [[Bla g5<(5A)], Ge (614)] + 295<6A)Blg€((514) y
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By fL(0U*AU)U* AU f.(0U*AU) + f.(0U*AU)U* AU fL(U*AU) By
= g2(SU*AU) By + B1g?(U* AU)
= [[B1, 9: (06U AU)], g (6U* AU)| 4 29.(6U* AU ) By g (6U* AU).

La primera afirmacién que se hace es que los conmutadores [By, g-(0A4)] y [B1, g (6U* AU)] estan
uniformemente acotados por una constante positiva C independiente de € y 6.

En efecto, de (A.1), (A.2) y del hecho de que i[Bs, U* AU] = i[Bs, B1]| + i[ B2, A],
By, g.(54)] = —&° / d5.(2)(= — SU* AUY2 B (> — 6U* AU)~" — idg.(6A)By y

[By, g-(6U*AU)| = §* / dg-(2)(z — SU* AU)?(i[ B, B1] + B3)(z — 0U*AU) ™" — idgL(6U* AU) B,.

Entonces la afirmacion se sigue, observando que el ultimo comentario realizado en la prueba
del lema 4.1, la nota 1 y la nota 2 tambien son vélidas para g(x) y de que ||gL(6A)Bz|| < ||Bz| v

12 * ’ 1-— 52.'1/'2
gL (U AU) By || < || Bz|| pues |g.(z)| = ‘m| <L
Ahora, como |g.(z)| < |f-(x)| entonces

2 1B, g (54), g GA)p) < 6C |- (5A)g |

*%(% [[B1,9:(0UT AU)], g (U AU ) < 6C || f (U AU) || -

Restaria probar que —6(B1),_(54)p ¥ —0(B1)g.(sU*av), S€ acotan superiormente y para ello se
hace la segunda afirmacion:

Existen constantes positivas o, a y @’ para las cuales

<Bl>ga(5A)go >a ”gs((SA)QOHZ —d

<Bl>gs(5U*AU)<p >a ||96(§U*AU)90||2 —a
para 0 < § < ds.

Esta afirmacion es cierta de acuerdo con el trabajo hecho en la seccién 4 y se sigue de las
siguientes observaciones:

1) (7) se cumple independientemente de A y de f

2) s —lim.,o(U*g-(A)U — g:(A)) = B; se deduce de forma anéloga al lema 4.1, pues |g-(x)| < 1.
De la misma forma las notas 1 y 2 y los lemas 4.2 y 4.3
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3) La demostracion de la proposiciéon 3.3 proporciona la certeza de la afirmacion si se prueba que
HEA’L/)H < as para as una constante positiva tal que as " 0y ¥ =g:(64) o g-(6U*AU), lo

cual se hace igual.

O

Finalmente se expondra la prueba del lema 5.4.

5.5. Demostracion del lema 5.4

Demostracion.
(S (FLEABLAL5A) + (A ABLFL(5) =
5 (GALLGA), Bl £.54)2)— 5 ((64)p. 6B, £6A)p)

- <§ (BLLSA)AS(5A) + f(6A)AfL(6A)BY))

0
2

—(5 (LU AU)B\U* AU f.(8U* AU) + f.(6U* AU)U* AU B, fL(5U* AU)) ) =
1<5U*AU[ fL(6U*AU), By, f-(8U* AU ) )
%{fs SU*AU ), 8U* AU By, fL(6U* AU)]p)

-

por lo que debido al lema 5.3 existen dos constantes positivas ¢ y d2 tales que

(BLL(SU* AU)U* AU f(SU*AU) + (U AU)U* AU fL(5U* AU)By))

0
2

—

(fZ(6A)B1Af-(0A) + f-(6A)AB1 fL(34)) ) < O [AFL(6A), Bul[l I f-(6A) ]l + ¢ ([l f(3A) [ + 1)

,<g (fL(6U*AU)B\U* AU £.(§U* AU) + f.(8U* AU)U* AU By fL(5U* AU)) ),
<O|UTAU[fL(0U AU ), Bil|| || £ (U AU || + /(|| fe (6U AU )| + 1).

para 0 < § < ds.
En consecuencia, serd suficiente acotar ||A[fL(0A), B1]|| y U AU[fL(6U*AU), B1]|| para termi-
nar con la prueba.
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Se tiene que:

U4 Bl = 57254 By + Byl (54))
452 / dfo(2)(z — 6A) 3By, (z — 64)~" (26)

~ [ - 54) Bal - 54)

[f.(SU*AU), By] = %( Y(5U* AU) By + By f! (SU* AU))

+ 062 / df-(2)(z — U* AU) 3By, By](z — SU*AU) ™

~ g2 / AF-(2)(2 — SU* AU)[By, Bi](= — 6U* AU)~ (27)
+ 62 / df(2)(z — SU*AU) 3 Bs(z — $U* AU) "

— 8 / df-(2)(z — SU* AU) ' Bs(z — U* AU) 3

gracias a (3), (A.1) y (A.2).

Como [§z ! (§z)| < 3, 6U* AU (2—0U*AU) ™! = Id+2(2—SU*AU) ! y la norma de cada uno de
los operadores cuyos términos en el integrando tienen cuatro resolventes de la forma (z—3A4) ™! o (z—
SU*AU)~! en (26) y (27) se puede acotar similarmente a como se acotaron los AR,, de [C] por una
constante positiva independiente de ¢ y §, se tiene que ||A[fL(§A), B1]|| y |U*AU[fL(6U*AU), B1]||
estan uniformemente acotados.
Luego el lema queda demostrado.
O

6. Apendice A

Como se mencioné anteriormente, esta seccion esta dedicada a los célculos de las estimaciones
de términos que involucran los conmutadores de orden superior y la férmula de Helffer y Sjostrand.
En particular, para cualquier entero positivo n, se reescribird al operador U*(z —A)~'U — (z — A) !
en términos de los primeros n conmutadores entre U y A para posteriormente obtener una expresion
del operador U* f(A)U — f(A) en términos de dichos conmutadores mediante el uso de la férmula
de Helffer y Sjostrand.

Se empezard por reescribir al operador U*(z — A)~1U — (2 — A)~1. Nétese que

Uz =AU~ (z—- A= (- UAU) ' By(z — A)~!
= (z—A)'By(z - U*AU) !
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pues U*(z — A)~'U = (2 — U*AU)~!; y para los conmutadores de orden superior

i[Br_1,(z — A)7 ' = (2 — A) "' Bp(z — A)~!

i[By_1,(z —U*AU) ™| = (z = U*AU) ' By (2 — U*AU) . (4.2)

Ahora, dejando (2 — U*AU)~! a la izquierda en (A.1) inamobible y generando conmutadores
usando (A.2) se obtiene:
U(z— AU~ (2= A) ' =—i(z - UAU) (2 — A) "' B,
+ (2 =U*AU) (2 — A)~'B,.

Continuando con este proceso reiteradas veces se obtiene para n > 2

n—1
Ur(z= AU = (2= A) ' =) ()" (2= UAU) (2 — A) "By
k=1
+ (=) Yz —U*AU) (2 — A) "' B, (z — A)71,

(A.3)

forma conveniente que se usard para dar un cdlculo explicito de U* f(A)U — f(A) en términos de
los primeros n conmutadores de U y A como sigue:

U*f(AU — f(A) = i(—i)k—l /df(z)(z —~U*AU) Y (2 — A)™"B + Ry,
k=1 (A.4)

con Ry, :=(—i)"* /df(z)(z ~U*AU) Yz — A" "B, (2 — A)~!

Anélogamente, dejando ahora (2 — U*AU)™! a la derecha en (A.1) inamobible por medio de
(A.2) también se obtiene:

n—1
Ur(z— AU = (2= A) ' =) i "Bz — A)F(z - U*AU) !
k=1

(A.5)
+i" Nz = A)'B, (2 — A) " (2 — U AU) L
Luego
n—1 »
U S~ £(4) = Y B [ df(e) - A)He - UTAU) T Ry
k=1 (A.6)
con Ryp:=14""" /df(z)(z —A)'B(z = A"z —UTAU) !
donde ademds debido a (4)
n+2
1R all | Ronll < cte Y (1" k- (A.7)
k=0
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