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Arié Antoinne Stern González
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como un requisito para optar al
grado de Magister en Ciencias Exactas mención Matemática.
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Julio, 2013
Santiago-Chile



ii

A mis padres.



iii

Agradecimientos
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Caṕıtulo 2. Construcción de las superficies 25
2.1. Modelo de construcción de acuerdo a Lee y Park 25
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Introducción

En esta introducción usaré el lenguaje desarrollado en el primer
caṕıtulo de esta tesis. Las variedades mencionadas están definidas en
C y la topoloǵıa considerada es la anaĺıtica inducida por Cm, algún m.

Uno de los problemas fundamentales en geometŕıa algebraica es
el de clasificar variedades. Es decir, dadas dos variedades, nos gus-
taŕıa saber si éstas son isomorfas o no. Esta pregunta en general es
dif́ıcil de responder, sin embargo, uno se da cuenta que cuando dos
variedades son isomorfas, entonces éstas tienen ciertas caracteŕısticas
comunes como por ejemplo la dimensión y la irreductibilidad. Todas
dichas propiedades que comparten las variedades isomorfas se llaman
invariantes. Aśı una primera prueba para determinar si dos variedades
son isomorfas es calcular estos invariantes para cada una de ellas y si
son distintos entonces sabemos que las variedades no son isomorfas. Por
otro lado, el hecho que dos variedades tengan los mismos invariantes
en general no es suficiente para asegurar que son isomorfas. Asociado a
este problema de clasificación de variedades están los llamados espacios
de móduli. Este espacio es otra variedad en la que cada punto represen-
ta una clase de isomorfismo de las variedades que estamos clasificando
con ciertos invariantes fijos. Por lo general este espacio de móduli no
es compacto ya que degeneraciones de variedades no singulares puede
dar como resultado una variedad singular. Nos interesa estudiar una
compactificación particular de este espacio.

Deligne y Mumford [7] definieron una compactificación del espacio
de móduli de curvas de género g ≥ 2 agregando a este último las lla-
madas curvas estables, las cuales representan ciertas curvas proyectivas
con a lo más nodos como singularidades. Esto fue generalizado para el
caso del espacio de móduli de superficies algebraicas (no singulares)
de tipo general con invariantes topológicos K2 y χ fijos por Kollár-
Shepherd-Barron [14]. En particular a nosotros nos interesa estudiar
el caso con pg = h0(Ω2) = 0 (aśı χ = 1), 1 ≤ K2 ≤ 4 y simplemente
conexas. Estos invariantes son los más chicos posibles para superficies
de tipo general. Alrededor de 1980, Barlow encuentra los primeros ejem-
plos de superficies de tipo general con pg = 0, K2 = 1 y simplemente
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2 INTRODUCCIÓN

conexas. Esta era la única familia de superficies con estas caracteŕısticas
conocidas hasta que en 2007 Lee y Park desarrollaron un método para
construir nuevos ejemplos [16]. La pregunta natural era si exist́ıan su-
perficies de tipo general, simplemente conexas con pg = 0 y K2 = 2, 3 y
4. Usando esa técnica Lee, Park y colaboradores probaron [16, 20, 21]
la existencia de estas superficies concluyendo de esta manera que los
espacios de móduli correpondientes eran no vaćıos. A diferencia de lo
que ocurre con la compactificación del espacio de móduli de curvas,
donde sabemos cual es el tipo topológico de las curvas estables, en la
compactificación del espacio de móduli de las superficies de tipo general
no es claro ni siquiera que tipo de singularidades pueden aparecer. De
hecho hay muy pocos ejemplos concretos para situaciones especiales
de la descripción de estos espacios de móduli y su compactificación.
(Por ejemplo sabemos que la compactificación es una variedad proyec-
tiva, pero en general ni siquiera sabemos si esta variedad proyectiva es
conexa). Luego resulta interesante construir nuevas superficies estables
para intentar conocer mejor este espacio.

En esta tesis se construyen nuevas superficies estables normales,
en particular proyectivas, irreducibles y con singularidades de dimen-
sión cero. Estas superficies son nuevas porque poseen nuevas singular-
idades de acuerdo a la literatura existente. Más precisamente, en esta
tesis construimos 49 nuevas singularidades en superficies estables con
pg = 0, grupo fundamental trivial y K2 variando en 1, 2, 3 adaptando
la técnica desarrollada por Lee y Park. Además para K2 = 2 y 3 se
logró sobrepasar el ı́ndice conocido hasta ahora para las singularidades.
También se construyen ejemplos con singularidades cociente eĺıptico y
ejemplos con singularidades WHS con QHD las cuales no aparecen en
la literatura. Las singularidades cociente eĺıptico si son singularidades
admisibles para superficies estables. Sin embargo, las WHS con QHD
no lo son, pero se conjetura que el ĺımite estable de los correspondientes
ejemplos podŕıa corresponder a superficies no normales. No hay ejem-
plos de superficies estables no normales con los invariantes que fijamos
arriba.



CAPÍTULO 1

Teoŕıa general

En este caṕıtulo desarrollaremos los tópicos necesarios para enten-
der el tema central de esta tesis y aprovechamos de fijar la notación
que usaremos a lo largo de ésta.

1.1. Superficies algebraicas

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado.

Definición 1. Una superficie proyectiva X es una variedad
proyectiva (irreducible) de dimensión dos. En otras palabras tenemos un
ideal homogéneo primo IX = (F1, . . . , Fm) ⊂ k[x0, . . . , xn] para algún n
tal que

X = {x = [x0, . . . , xn] ∈ Pn
k : F1(x) = 0, . . . , Fm(x) = 0}

y dimX = 2. La superficie X se dirá no singular si es no singular en
cada uno de sus puntos [12, Ch.1 Sect.5].

Una superficie se estudia principalmente a través de las curvas que
contiene. Una curva en una superficie es una subvariedad (irreducible)
de dimensión uno.

Definición 2. Sea X superficie proyectiva no singular. Definimos
el grupo libre abeliano de los divisores de X como

Div(X) =

{

∑

C⊂X

nC C

}

donde C es una curva en X, nC ∈ Z y nC = 0 salvo para una cantidad
finita de curvas. La operación corresponde a sumar los nC para cada
C; aśı 0 es la identidad. Un divisor D ∈ Div(X) se dice efectivo si
nC ≥ 0 para todo C ⊂ X.

Sea K(X) el cuerpo de funciones racionales de X [12, Ch.1 Sect.3 ].
Dada f ∈ K(X)−{0} existe un divisor div(f) el cual codifica las curvas
cero (en f−1(0)) y las curvas polo (en f−1(∞)) de f con multiplicidades.
Un divisor D se dice principal si D = div(f) para algún f ∈ K(X).
Notar que el subconjunto de divisores principales forma un subgrupo de
Div(X). El grupo cociente Div(X)/{divisores principales} es el grupo

3



4 1. TEORÍA GENERAL

de Picard de X, denotado por Pic(X). Si D y D′ pertencen a la misma
clase en Pic(X) entonces decimos que son linealmente equivalentes
y lo denotamos D ∼ D′. Una clase distinguida en Pic(X) es la clase
canónica la cual se define como la clase de cualquier 2-forma diferencial
racional en X [26, Ch.3 Sect. 6.3]. Cualquier divisor en esta clase se
llamará divisor canónico y la clase se denotará por KX .

La operacion biracional más importante para una superficie no sin-
gular es el blow-up en un punto; cf. [12, Ch.5 Sect.3].

Definición 3. [26, Ch.2 Sect.4] Sea p un punto no singular de una
superficie algebraica X. Se define el blow-up de X en p, denotado por
Blp(X), como un morfismo biracional π : Blp(X)→ X que cumple las
siguientes condiciones:

Blp(X) es una superficie algebraica no singular.
π−1(p) ' P1

k =: E.
π|Blp(X)\E es un isomorfismo.

Notar que dado p ∈ X no singular, siempre existe el blow-up y es
único salvo isomorfismo [26, Ch. 2 Sect.4].

Sea X una superficie proyectiva no singular. Luego X posee una
teoŕıa de intersección. Esto es generalizar la intersección intuitiva de dos
curvas distintas contando multiplicidades para cualquiera dos divisores
de X.

b

b

b

b

2

2

1

4

Figura 1.1. Posible intersección de dos cúbicas en P2
k

De hecho el producto de intersección está bien definido en las clases
del grupo de Picard de X: Pic(X)×Pic(X)→ Z dado por (D, D′) 7→
D · D′. Este número de intersección es el único que satisface ciertas
propiedades naturales [12, Ch.5 Sect.1], [3, Ch.1]. Notar que en par-
ticular para todo D la autointersección D2 = D ·D tiene sentido.

Dado X̄ = Blp(X), es importante poder relacionar la teoŕıa de
intersección y la clase canónica en X̄ con lo que teńıamos originalmente
en X. Las siguientes dos proposiciones nos dicen expĺıcitamente cuales
son estas relaciones.
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Proposición 1. [12, Ch.5 Sect.3] El morfismo natural π∗ : Pic(X)→
Pic(X̄) y Z→ Pic(X̄) definido por 1 7→ 1 · E dan lugar a un isomor-
fismo Pic(X̄) ' Pic(X) ⊕ Z. La teoŕıa de intersección en X̄ está de-
terminada por las reglas:

(a) si C, D ∈ Pic(X), entonces (π∗C) · (π∗D) = C ·D;
(b) si C ∈ Pic(X), entonces (π∗C) · E = 0;
(c) E2 = −1.

Finalmente, si π∗ : Pic(X̄)→ Pic(X) denota la proyección al
primer factor, entonces:

(d) si C ∈ Pic(X) y D ∈ Pic(X̄), entonces (π∗C) ·D = C · (π∗D).

Proposición 2. [12, Ch.5 Sect.3] La clase canónica de X̄ viene
dada por KX̄ = π∗KX + E. Por lo tanto K2

X̄
= K2

X − 1.

Dos teoremas importantes consecuencia de la teoŕıa de intersección
son:

Teorema 1 (Fórmula de adjunción). [12, Ch.5 Ex.1.3] Sea C
una curva en X y sea pa(C) su género aritmético [12, Ch.1 Ex. 7.2].
Entonces

C2 + KX · C = 2pa(C)− 2.

Recordar que pa(C) ≥ 0, y es igual a cero si y sólo si C ' P1
k. Si C

es no singular, entonces pa(C) = g(C) = dimensión sobre k de las
1-formas diferenciales en C (i.e. el género de C).

Ejemplo 1. Sea X = P2
k y sea C una curva de grado d en X

definida por F = 0. Notemos que dada una recta L cualquiera definida
por {G = 0}, entonces el cociente F/Gd define una función racional en
P2

k y por tanto C ∼ dL. Esto nos permite concluir que Pic(X) ' Z =
〈L〉. Si C ′ es otra curva de grado d′, entonces C · C ′ = dL · d′L = dd′

(Teorema de Bezout). También se tiene que KP2
k
∼ −3L y aplicando la

fórmula de adjunción obtenemos que pa(C) = (d−1)(d−2)
2

.

Cada divisor D define un haz invertible OX(D), el cual depende de
manera uno a uno con los elementos en Pic(X), es decir D ∼ D′ ⇔
OX(D) ' OX(D′) [12, Ch.2 Sect.6]. Por ejemplo D = 0 define el haz
estructural OX , y un divisor canónico define el haz de las 2-formas Ω2

X

regulares.
Para D ∈ Pic(X), se define

χ(D) = h0(OX(D))− h1(OX(D)) + h2(OX(D))

donde hi es la dimensión sobre k de H i [12, Ch. III].
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Ejemplo 2. Para D = 0, χ(0) = χ(OX) = caracteŕıstica de Euler
de X y h0(OX) = 1 (ya que H0(OX) = k). Se define la irregularidad
de X como q(X) = h1(OX) y el género geométrico de X como
pg(X) = h2(OX). Recordemos que por la dualidad de Serre [12, Ch. III,
Sect. 7] h2(OX) = h0(KX). De esta manera χ(OX) = 1−q(X)+pg(X).
Notar que si k = C, entonces la teoŕıa de Hodge nos dice que h1(OX) =
h0(Ω1

X).

Teorema 2 (Riemann-Roch). [12, Ch.5 Thm.1.6] Sea D ∈ Pic(X).
Entonces:

χ(D) =
1

2
D · (KX −D) + χ(OX).

1.2. Fibraciones eĺıpticas racionales

En esta sección nuestro cuerpo base es k = C. De aqúı en adelante
denotaremos Pn

C
simplemente por Pn.

Definición 4. Una fibración eĺıptica sobre una curva proyecti-
va suave C, es un morfismo sobreyectivo f : S → C donde S es una
variedad proyectiva no singular y las fibras generales son curvas no sin-
gulares de género uno. Si S es una superficie, entonces diremos que S
es una superficie eĺıptica sobre C. Cuando C = P1 entonces dire-
mos que la fibración eĺıptica es racional y si S es superficie entonces la
llamaremos superficie eĺıptica racional.

Vamos a asumir que todas las superficies eĺıpticas que aparezcan
de aqúı en adelante son minimales con respecto a la fibración eĺıptica,
es decir, que las fibras no contengan curvas (−1). Una curva (−1) es
una curva racional no singular con autointersección −1.

Ejemplo 3. Sean g, h polinomios homogéneos de grado tres en
C[x, y, z] tales que g y h no tienen factores en común. Entonces el
pincel de cúbicas asociado a g, h dado por curvas

Γλ,µ = {λg + µh = 0} ⊂ P2 con [λ, µ] ∈ P1

define una superficie eĺıptica racional S dada por el blow-up de P2 en los
nueve puntos base del pincel (estos pueden ser infinitamente cercanos).
Salvo finitos [λ, µ], Γλ,µ en S es una curva eĺıptica no singular. En el
Capitulo 2 se muestra un ejemplo expĺıcito.

El ejemplo 3 será muy importante en esta tesis ya que todas las
superficies eĺıpticas que consideraremos serán obtenidas a partir de un
pincel de cúbicas en P2.

Definición 5. Una sección de una superficie eĺıptica f : S → C
es un morfismo s : C → S tal que f ◦ s = idC .
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Las secciones forman un grupo abeliano finitamente generado llama-
do grupo de Mordell-Weil, el cual denotaremos por MW(S) (mirar
[18] [6]). Este es grupo abeliano bajo la adición inducida por la curva
eĺıptica sobre el cuerpo K(C).

Notemos que la superficie del ejemplo 3 tiene al menos una sección,
la curva excepcional correspondiente al último blow-up. Luego las su-
perficies eĺıpticas que se obtienen a partir de un pincel de cúbicas en P2

son superficies eĺıpticas racionales con al menos una sección. De hecho,
toda superficie eĺıptica racional S con al menos una sección es isomorfa
al blow-up de P2 en los puntos base de un pincel de cúbicas [6, Th.
5.6.1].

Kodaira clasificó las posibles fibras singulares que puede tener una
superficie eĺıptica las cuales se muestran en el Cuadro 1 [2, p. 200].
Dentro de las fibras singulares hay dos que son irreducibles, las fibras
I1 y II, y todas las demás tienen al menos dos componentes. En el
caso de las fibras singulares irreducibles, éstas tienen autointersección
cero, mientras que cada una de las componentes del resto de las fibras
singulares tiene autointersección −2. Las únicas fibras que pueden ser
múltiples son las fibras del tipo In con n ≥ 0.

Notar que si hay secciones, entonces la multiplicidad m para las
fibras In tiene que ser igual a uno.

En [23], Person clasificó todas las posibles configuraciones de fibras
singulares para superficies eĺıpticas racionales.

Teorema 3. Dada una superficie eĺıptica racional f : S → C con
secciones, entonces

KS ∼ −F

donde F es la clase de una fibra general. En particular K2
S = 0.

Demostración. Por lo anterior, S es el blow-up de un pincel de
cúbicas. Sabemos que

KS ∼ π∗(−3L) +
9

∑

i=1

ei

y

F ∼ π∗(3L)−
9

∑

i=1

ei

donde ei es el pull-back de la i-ésima curva (−1) con todos los blow-ups
que le siguen. Entonces KS ∼ −F . �
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Notación Fibra

I0 (m ∈ N)

m

I1 (m ∈ N)

m

I2 (m ∈ N)

m

m

In, n ≥ 3 (m ∈ N)

b b b

b b b

n
componentes

m

m m

m

II

1

III

1

1

IV

1

1

1

I∗
0

1

1

1

1
2

I∗
n, (n ≥ 1)

b b b

(n + 5) componentes 1

11
1

2 2

IV ∗

111

2 2 2

3

III∗

1

2

3

2

4

3

2

1

II∗ 1

2

3

4

5

6

3

4

2

Tabla 1. Tabla de Kodaira para fibras en fibraciones
eĺıpticas. Se muestran las multiplicidades de las compo-
nentes.
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1.3. Singularidades

En esta sección fijaremos el cuerpo base k = C y miraremos ciertas
singularidades en superficies normales. Recordamos que por definición
una superficie (irreducible) X es normal si todos los anillos locales
Op en cada punto p ∈ X son integralmente cerrados (en K(X))[26,
Ch.2 Sect.5]. Sabemos que el conjunto de puntos singulares de X tiene
dimensión cero [26, p.127]. En esta sección (p ∈ X) significa que X es
vecindad anaĺıtica de una singularidad normal p en dimensión dos.

Dado (p ∈ X) una resolución minimal de p es una superficie

(irreducible) no singular X̃ y un morfismo biracional σ : X̃ → X tal
que X̃ \ σ−1(p) es isomorfo a X \ p bajo σ y el divisor σ−1(p) no
contiene una curva C isomorfa a P1 con C2 = −1. El divisor σ−1(p) se
llamará divisor excepcional de σ. Todas estas resoluciones locales se
pueden globalizar en cualquier superficie normal. Todo (p ∈ X) tiene
una resolución minimal y única [2, Ch.3 Thm.6.1, Thm.6.2].

Ejemplo 4. Considerar (p ∈ X) donde X es una vecindad de
p = (0, 0, 0) en {xy = z2} ⊂ A3. El tipo anaĺıtico de esta singularidad
se llama nodo y se denota por A1. La resolución minimal es la trans-
formada propia de X en el blow-up de A3 en p (Ver Figura 1.2). Notar
que el divisor excepcional es una curva E ' P1 con E2 = −2.

b−→
E

A1

Figura 1.2. Resolución minimal del nodo.

Suponer por el momento que X es superficie proyectiva normal con
una singularidad. Toda superficie normal posee divisor canónico [10,
Sect. 0.18], y queremos saber como difieren con respecto a resolución

minimal. Más precisamente, sea σ : X̃ → X resolución minimal de
(p ∈ X), entonces numéricamente tenemos:

KX̃ ≡ σ∗(KX) +
∑

i

d(Ei)Ei
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donde ∪iEi es el divisor excepcional y d(Ei) ∈ Q. Los números d(Ei)
se llaman discrepancias y se calculan a través del sistema lineal:

{

KX̃ · Ei =
∑

j

d(Ej)(Ej · Ei)

}

i

La solución es única ya que la matriz de intersección [Ei · Ej ] es
invertible. De hecho la matriz [Ei ·Ej ] es negativa definida por el criterio
de Grauert [2, p.91]. Los d(Ei) son no positivos ya que

Lema 1. [13, Ch.3 Sect.7] Sea X una superficie no singular y C =
∪Ci un conjunto de curvas propias en X. Asuma que la matriz de
intersección (Ci · Cj) es negativa definida. Sea A =

∑

aiCi una R-
combinación lineal de las curvas Ci. Asuma que (A ·Cj) ≥ 0 para todo
j. Entonces

(1) ai ≤ 0 para todo i.
(2) Si C es conexo, luego ai = 0 para todo i o ai < 0 para todo i.

De esta forma las discrepancias d(Ei) para la resolución min-
imal de más arriba satisfacen d(Ei) ≤ 0.

Por Mumford [19], toda superficie normal proyectiva tiene teoŕıa
intersección para sus divisores. Luego tenemos K2

X bien definido

K2
X := K2

X̃
−

(

∑

i

d(Ei)Ei

)2
.

Las singularidades más importantes en esta tesis son las singu-
laridades ćıclicas que pasamos a definir ahora. Sea 0 < q < m en-
teros con (m, q) = 1. Considerar el automorfismo de C2 definido por
T (x, y) = (µmx, µq

my) donde µm es una ráız m-ésima primitiva de la
unidad. Una singularidad ćıclica es la singularidad en (0, 0) del co-
ciente C2/〈T 〉 para algún par m,q. Esta singularidad se denotará por
1
m

(1, q). Notar que anaĺıticamente esta singularidad es la singularidad

de la variedad af́ın correspondiente a la C-álgebra C[x, y]〈T 〉 ⊂ C[x, y],
i.e. los polinomios invariantes por T .

Ejemplo 5. El nodo del Ejemplo 4 es anaĺıticamente 1
2
(1, 1). Ob-

servar que en este caso T (x, y) = (−x,−y) y aśı C[x, y]〈T 〉 es generado
como C-álgebra por x2, y2, xy.

La resolución minimal de una singularidad 1
m

(1, q) tiene como di-
visor excepcional una cadena de curvas Ei ' P1, i = 1, . . . , s tal que
Ei · Ei+1 = 1 si i ∈ {1, . . . , s − 1}, Ei · Ej = 0 si j 6= i − 1, i, i + 1, y
E2

i = −ei donde
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m

q
= [e1, . . . , es] := e1 −

1

e2 − 1

...− 1

es

.

· · ·· · ·

b−→ 1

m
(1, q)

E1 Es

Ei−1

Ei Ei+1

Ei+2

Figura 1.3. Resolución minimal de una singularidad
ćıclica 1

m
(1, q)

Notar que dados m, q como arriba existe una única tal fracción
continua de Hirzebruch-Jung [2, Ch.3 Sect.5].

Definimos las siguientes sucesiones de números. Sea

0 = bs+1 < 1 = bs < . . . < q = b1 < m = b0

dónde bi+1 = eibi − bi−1. De esta manera

bi−1

bi

= ei −
1

ei+1 − 1

...− 1

es

.

También,

0 = P0 < 1 = P1 < . . . < q−1 = Ps < m = Ps+1

donde q−1 es el inverso de q módulo m en el intervalo [1, m− 1],Pi+1 =
eiPi − Pi−1, y Q0 = −1, Q1 = 0, Qi+1 = eiQi −Qi−1. Aśı,

Pi

Qi

= e1 −
1

e2 − 1

...− 1

ei−1

.

Para la clase canónica tenemos

KX̃ ≡ σ∗(K 1

m
(1,q))−

s
∑

i=1

(

1− bi + Pi

m

)

Ei.

Y aśı la discrepancia de Ei es −(1− bi+Pi

m
) [30].
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Notar que

(
∑

(1− bi + Pi

m
)Ei)

2 =

s
∑

i=1

(2− ei)−
q + q−1 + 2

m
+ 2.

Lema 2. Sea X = 1
m

(1, q) una singularidad cociente ćıclica. Son
equivalentes

(1) m = dn2 y q = dna− 1 con (n, a) = 1.
(2) K2

X es un entero.
(3) m

(m,q+1)
divide a (m, 1 + q).

Demostración. Siguiendo nuestra notación, si σ : X̃ → X es la
resolución minimal, tenemos

(KX̃ − σ∗KX)2 =
s

∑

i=1

(2− ei)−
q + q−1 + 2

m
+ 2

luego q + q−1 + 2 ≡ 0(mod m). Esto nos da (1) si y sólo si (2). El (1)
si y sólo si (3) es trivial. �

Una T-singularidad ćıclica es una singularidad que satisface una
de las equivalencias del lema anterior y n > 1. Cuando d = 1, la lla-
maremos singularidad de Wahl. Estas últimas son particularmente
importantes en esta tesis. Identificaremos la singularidad 1

m
(1, q) con su

fracción continua [e1, . . . , es]. Definimos el ı́ndice de 1
dn2 (1, dna− 1) co-

mo n; éste es el menor número natural tal que nK 1

dn2 (1,dna−1) es Cartier.

Lema 3. [14] Una T-singularidad del tipo 1
dn2 (1, dna− 1) es

(i) o [4] (d = 1), o 4d
2d−1

= [3, 2, . . . , 2, 3] donde 2 aparece d − 2

veces (d > 1),
(ii) o se obtiene partiendo con una de las singularidades en (i) e

iterando las operaciones [2, e1, . . . , es−1, es+1] y [e1+1, e2, . . . , es, 2].

En el caso particular de las singularidades de Wahl, hay un método
simple para calcular n, a y las discrepancias de las curvas que componen
la cadena a partir de la fracción continua [e1, . . . , es].

Lema 4. Dado [e1, . . . , es] = n2

na−1
con (n, a) = 1 y 0 < a < n,

definamos la sucesión nδi := bi + Pi para i ∈ {0, 1, . . . , s, s + 1} (bi,

Pi son los números para [e1, . . . , es] definidos arriba). Sean b̃i, P̃i, (n +

a)δ̃i := b̃i + P̃i los números para (n+a)2

(n+a)a−1
= [e1 +1, . . . , es, 2]. Entonces,

δ̃i = δi para i ∈ {1, . . . , s + 1}, y δ̃0 = δ̃s+2 = m + a = δ1 + δs+1.
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Demostración. Sabemos que b0+P0 = n2, b1+P1 = na, b̃0+P̃0 =
(n + a)2, y b̃1 + P̃1 = (n + a)a. Entonces

b̃2 + P̃2

n + a
= (e1 + 1)a− (n + a) = e1a− n =

b2 + P2

n

y aśı, por las recurrencias definidas anteriormente, obtenemos δ̃i = δi

para i = 1, . . . , s + 1. Uno ve que δ̃0 = δ̃s+2 = n + a = δ1 + δs+1. �

Como las discrepancias son −(1 − bi+Pi

n2 ) entonces son iguales a

−1 + δi

n
y el δi se calcula recursivamente. Además este lema nos da

una forma de calcular n, a para las fracciones de singularidades de
Wahl a partir del proceso inductivo [e1, . . . , es] → [e1 + 1, . . . , es, 2] o
[2, e1, . . . , es + 1], partiendo con [4]. Para [4] se tiene que n = 2, a = 1;
aqúı δ1 = 1, δ0 = δ2 = 2. Luego para [5, 2] tenemos n = 1 + 2 = 3, a =
1 + 2− 2 = 1, y aśı se sigue.

1.4. Deformaciones locales

En esta sección vamos a considerar k = C y D va a ser el germen de
una curva suave con un punto destacado 0. Una deformación será un
morfismo sobreyectivo X → D donde X es un 3-fold (anaĺıtico) nor-
mal complejo. Las fibras sobre t ∈ D se denotarán por Xt. Si X es
una superficie compleja normal entonces una deformación de X es una
deformación X → D tal que X0 es X. Una deformación de X es una
suavización si Xt es no singular para t 6= 0.

Sea (p ∈ X) una vecindad anaĺıtica normal dos dimensional de la
singularidad p. Esta singularidad posee un espacio de deformación ver-
sal Def(p ∈ X) (ver [5, Sect. 2]). Básicamente Def(p ∈ X) parametriza
todas las posibles deformaciones de la singularidad y dada una defor-
mación arbitraria de la singularidad existe un morfismo desde la base
a Def(p ∈ X) tal que sobre los espacios tangentes es un isomorfismo.

Ejemplo 6. X = {x2+y2+z2 = 0} entonces Def(p ∈ X) = (0 ∈ C)
y una familia versal es Xt = {x2 + y2 + z2 = t}.

El espacio Def(p ∈ X) es en general una variedad anaĺıtica la cual
puede ser reducible, no reducida, etc. Para una singularidad ćıclica,
Def(p ∈ X) tiene varias componentes y descripción concreta para cada
una de ellas [27, Sect.10] [28]. En particular hay una manera combina-
torial de contar cuantas componentes tiene [14, 28]. Notamos que toda
singularidad racional (p ∈ X) posee una componente en Def(p ∈ X)
tal que toda deformación sobre esa componente posee una resolución
simultanea: la compontene de Artin. Además toda componente posee
suavizaciones de (p ∈ X) (ver [14, pag. 313]).



14 1. TEORÍA GENERAL

Definición 6. Para (p ∈ X) singularidad cociente (localmente en
(0, 0), C2/G, donde G es un subgrupo finito de GL(2, C)), una defor-
mación X → D con X ⊂ X y X0 = X se dirá Q-Gorenstein si y sólo
si KX es Q-Cartier, i.e. existe n ∈ Z tal que nKX es un divisor de
Cartier [12, Ch. III, Sect. 6].

Teorema 4. [14, Prop. 3.10] Una singularidad cociente (p ∈ X)
posee una deformación Q-Gorenstein si y sólo si es una T -singularidad:
ADE o ćıclica 1

dn2 (1, dna − 1) con (n, a) = 1. Además hay una única
componente en Def(T -singularidad) donde toda deformación es Q-Gorenstein
y para 1

dn2 (1, dna−1) la dimensión de la componente es igual a d. Aśı las
singularidades de Wahl son exactamente las T -singularidades ćıclicas
con componente Q-Gorenstein de dimensión uno.

Las singularidades ADE, también llamadas singularidades Du
Val o singularidades racionales dobles, son las singularidades más sim-
ples en superficies. El divisor excepcional de su resolución mı́nimal
tiene como grafo dual uno de tipo An o Dn o E6, E7, E8 con sólo cur-
vas racionales suaves de autointersección −2 llamadas curvas (−2) [2,
Ch.III, Sect. 3].

Dada una singularidad (p ∈ X) y una suavización de ella X → D

entonces existe una bien definida fibra de Milnor (ver 1.1 en [32]). Esta
fibra de Milnor M es un 4-manifold real compacto con borde ∂M : el
link de X. Este borde depende sólo de la singularidad. El número de
Milnor µ es el rango de H2(M, Z).

Ejemplo 7. Es sabido que Def(1
4
(1, 1)) tiene dos componentes, una

de dimensión tres y una de dimensión uno. El número de Milnor para
suavizaciones en la de dimensión tres (componente de Artin) es µ = 1,
mientras que en la otra componente se tiene que µ = 0. Aśı el número
de Milnor depende de la suavización.

Dentro de las singularidades ćıclicas, una singularidad tiene suavización
con µ = 0 si y sólo si es una singularidad de Wahl. De hecho estas sin-
gularidades pertenecen a la clase de singularidades para las cuales la
homoloǵıa racional de la fibra de Milnor es la homoloǵıa racional de
un disco. Son llamadas QHD (rational homology disk). En [4] los
autores clasifican las singularidades QHD dentro de las singularidades
WHS. Las singularidades WHS se definen como singularidades ais-
ladas normales complejas de dimensión dos dadas por Spec(A) donde
A es un anillo graduado positivamente (2.1,[32]). Para los divisores
excepcionales de las singularidades WHS que son QHD no ćıclicas ver
figuras 1 y 2 de [4]. Una conjetura de Wahl dice que las singularidades
WHS con QHD son exactamente todas las singularidades QHD.
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Una caracteŕıstica relevante para nosotros de estas singularidades
es la siguiente:

Proposición 3. Sea X una superficie normal proyectiva con sólo
singularidades Q1, . . . , Qn WHS del tipo QHD. Sea Z → X su res-
olución minimal. Sea li el número de curvas excepcionales sobre qi,
entonces

K2
X = K2

Z +
n

∑

i=1

li.

Demostración. Ver sección 2 en [29] �

1.5. Deformaciones globales y móduli

A nosotros nos interesa deformar superficies normales proyectivas
para aśı estudiar una compactificación del espacio de moduli de cier-
tas superficies algebraicas de tipo general. Una superficie minimal no
singular se dice de tipo general si K es nef y K2 > 0. El primer prob-
lema es como construir deformaciones a partir de una superficie normal
proyectiva X. Notar que una deformación de X produce deformaciones
de sus singularidades. La idea es hacer el proceso inverso, es decir, pe-
gar deformaciones de sus singularidades para obtener una deformación
de X. Este proceso tiene obstrucciones. La idea será construir X sin
obstrucciones. Estas obstrucciones se expresan mediante cierto grupo
de cohomoloǵıa y aśı la estrategia es probar que ese grupo es cero. En
efecto, cuando ese grupo es cero cualquier deformación de cada una de
las singularidades de X se puede globalizar; cf. [17].

De esta forma primero hablaremos de la obstrucción y luego dare-
mos criterios para su anulación en los casos que nos interesan. Espećıfi-
camente para cuando X proviene de una fibración eĺıptica racional.

Definición 7. Sea Z superficie proyectiva no singular y D divisor
con cruces simples normales (CSN),i.e. D es divisor reducido con sólo
nodos, y todas sus componentes son no singulares. Se define el haz de
diferenciales en X con polos en D como el haz Ω1

X(logD) definido en
[8, Sect.2].

Teorema 5. Sea Z una superficie proyectiva no singular, sean
W1, . . . , Wr ⊂ Z, donde Wi son divisores CSN excepcionales disjuntos
de singularidades WHS con QHD tales que Wi es una cadena o tiene
una curva central de la cual salen tres cadenas (e.g. singularidades de
Wahl; ver figuras 1 en [4]). Supongamos que

H0(Z, Ω1
Z(log(

∑

Wi)⊗OZ(K))) = 0.
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Entonces existe morfismo biracional f : Z → X tal que contrae los Wi,
donde X es una superficie proyectiva normal con obstrucción cero.

Demostración. Para f y X normal proyectivo mirar [1] y para la
obstrucción mirar lema 1 y teorema 2 de [16]. Para las singularidades
que no son ćıclicas usar primero Lema 1 de [16] junto con [33, Cor.
2.18]. �

Observación 1. Las WHS con QHD de la tabla 2 quedaŕıan fuera
del teorema anterior.

Lema 5. Sea f : Y → P1 una fibración eĺıptica con alguna sección.
Suponer que f posee dos fibras singulares F1 y F2 de tipo In e Im con
n, m ≥ 1. Sea π : Y ′ → Y el blow-up de Y en un nodo de F1 y en un
nodo de F2. Entonces,

H0
(

Y ′, Ω1
Y ′(log(F1 + F2))⊗OY ′(KY ′)

)

= 0.

Esto es también cierto si usamos sólo una fibra singular.

Demostración. Mirar [22, proof of Thm.2.1]. �

Lema 6. Sea Y una surpeficie no singular proyectiva, y sea D un
divisor CSN. Sea π : Y ′ → Y el blow-up de Y en algún punto tal que
E es la correspondiente curva (−1). Entonces,

H0
(

Y, Ω1
Y (log D)⊗OY (KY )

)

= H0
(

Y ′, Ω1
Y ′(log(D + E))⊗OY ′(KY ′)

)

.

Por otro lado, si G es una curva (−1) en Y tal que D+G es un divisor
con CSN, entonces

H0
(

Y, Ω1
Y (log D)⊗OY (KY )

)

= H0
(

Y, Ω1
Y (log(D + G))⊗OY (KY )

)

.

Demostración. Esto es conocido, mirar por ejemplo [22, Prop.4.2
y 4.3]. �

Lema 7. Sea Y una surpeficie proyectiva no singular, y sea D
un divisor CSN. Suponer la existencia de configuraciones de curvas
{D1, . . . , Dr} las cuales son divisores excepcionales disjuntos de singu-
laridades de tipo ADE. Asumir además que D ∩ Di = ∅ para todo i.
Entonces,

H0
(

Y, Ω1
Y (log D)⊗OY (KY )

)

= H0
(

Y, Ω1
Y (log(D+

r
∑

i=1

Di))⊗OY (KY )
)

.

Demostración. Este es precisamente [22, Thm.4.4]. �
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El lema 6 se usa a través de alguna sucesión de blow-ups para
armar configuraciones del tipo que andamos buscando. El lema 7 se
usa, por ejemplo, cuando uno parte con la situación de lema 5 y agrega
parcialmente ciertas ADE configuraciones de curvas (−2) provenientes
de otras fibras singulares de f . En el Caṕıtulo 2 se verá como funciona
expĺıcitamente.

Las superficies que vamos a construir son ĺımite de superficies proyec-
tivas no singulares de tipo general en la compactificación del espacio de
moduli MK2,χ de superficies de tipo general con K2 y χ fijo definida por

Kollár-Shepherd-Barron en [14, Sect. 5]. Los puntos de MK2,χ represen-
tan superficies reducidas proyectivas conexas con clase canónica amplia
y sólo singularidades del tipo semi-log-canonical (para una definición
precisa ver [14, 5.4] o [10]). Estas superficies se llamarán estables en
analoǵıa con las curvas estables de Deligne y Mumford. En particular,
una superficie irreducible reducida proyectiva con sólo singularidades
de Wahl y clase canónica amplia es una superficie estable. (Recorde-
mos que en este caso, K2 es un número entero positivo.) Si cambiamos
singularidades de Wahl por log-canonical del tipo QHD, entonces hay
tres singularidades más que agregar. Estas son las singularidades co-
ciente de singularidades eĺıpticas (SCE) cuyo divisor excepcional es
uno de los que aparece en la figura 1.4 (mirar [13, Ch. 4 Sect.1]). Cada
segmento representa un P1.

-2

-2 -3-6

-4

-3-3-3

-3

-4 -4 -2

Figura 1.4. Divisores excepcionales de SCE que son QHD

En esta tesis estamos interesados en trabajar espacios de moduli
con los invariantes más pequeños posibles. Como para una superficie
proyectiva de tipo general con a lo más singularidades ADE sabemos
que K2 > 0 y χ(O) > 0 [3, Ch. 10], los invariantes más chicos son K2 =
1 y χ(O) = 1. Fijaremos χ(O) = 1 y variaremos K2 ∈ {1, 2, 3, 4} (ver
Caṕıtulo 2 para la razón de 1 ≤ K2 ≤ 4). Ahora χ(O) = 1−q+pg = 1,
luego pg = q. Aśı lo mı́nimo es pg = q = 0. Más aún nos restringiremos
al caso de superficies simplemente conexas (topoloǵıa anaĺıtica).
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Construiremos superficies X con sólo singularidades de Wahl y sin
obstrucciones. Aśı una suavización Q-Gorenstein de X nos dará super-
ficies proyectivas no singulares. Si KX es amplio (o nef), entonces la
fibra general Xt tiene divisor canónico amplio (o nef) [13, Prop. 1.41].
Por definición, KX es nef si y sólo si KX · Γ ≥ 0 para toda curva Γ ir-
reducible. Es claro que si KX es nef y K2

X > 0 entonces la fibra general
es una superficie de tipo general.

Nuestro objetivo es construir superficies estables con nuevas singu-
laridades de Wahl, y también más generales. El problema será entonces
que KX podŕıa no ser amplio. Sin embargo, nos bastará con probar que
KX es nef (y K2

X > 0). Esto es porque el ĺımite estable de X tendrá que
producir bajo alguna deformación Q-Gorenstein cada una de las singu-
laridades de X (mirar [31]). Recoredemos que KX es amplio si y sólo
si K2 > 0 y K · Γ > 0 para toda curva irreducible Γ en X: este es el
criterio de Nakai-Moishezon (ver [13, Sect. 1.5]).

Nuestra construcción comenzará con una superficie eĺıptica y el cri-
terio para saber si KX es nef será el siguiente.

Teorema 6. Sea Y una superficie eĺıptica racional con al menos
una sección. Asumamos que Y tiene al menos dos fibras singulares del
tipo Id1

, Id2
con di > 0. Sea π : Z → Y la composición de n blow-ups

sobre las fibras Id1
e Id2

. Entonces se tiene que

KZ ≡
−F1

2
+
−F2

2
+

n
∑

i=1

niEi

donde Fi corresponde a la transformada estricta de la fibra Idi
y ni ∈

Q>0.

Demostración. Notemos las siguientes reducciones:

1. Sabemos que KZ = π∗(KY )+ (suma efectiva de divisores ex-
cepcionales) y por el Teorema 3 sabemos que π∗(KY ) ∼ −F
donde F es una fibra general en Y , y a su vez −F ≡ −F1

2
+ −F2

2
.

Luego, si Ej representa la curva excepcional correspondiente

al j-ésimo blow-up y denotamos por mj
Fi

la multiplicidad de Ej

en el pullback de la fibra Idi
y por mj

K la multiplicidad de Ej

en el pullback del divisor canónico de Y , entonces el teorema
es equivalente a que se cumpla

1

2
mj

Fi
≤ mj

K , j ∈ {1, . . . n}, i = 1, 2. (∗)
2. Como las fibras Idi

son disjuntas, entonces al hacer el pullback
de cada una de ellas, se tiene que las multiplicidades de las
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curvas excepcionales sobre cada fibra es independiente y por
tanto podemos probar el teorema para una sola fibra singular
del tipo Id con d > 0, cuya transformada estricta denotaremos
por F .

3. Si en una fibra hacemos blow-ups en puntos distintos, entonces
notemos que al hacer el pullback de la fibra, las multiplicidades
de las curvas excepcionales que aparecen sobre cada punto
son independientes. Luego para demostrar el teorema se puede
asumir que todos los blow-ups fueron hechos sobre un solo
punto.

La demostración la haremos por inducción sobre el número de blow-
ups sobre una fibra singular Id, d > 0.

Caso base:

(i) Si p es un punto no singular de la fibra, entonces al hacer
el primer blow-up aparece una curva excepcional E1. Aqúı se
tiene que π∗(Id) = F + E1 y KZ = π∗(KY ) + E1, es decir,
m1

F = m1
K = 1 y por tanto se cumple (*).

(ii) Si p es un nodo de la fibra Id, al hacer el primer blow-up
aparece una curva excepcional E1 que intersecta a F en dos
puntos. Tenemos π∗(F ) = F + 2E1 y KZ = π∗(KY ) + E1, es
decir, m1

F = 2 y m1
K = 1 y por tanto se cumple (*).

Hipótesis de inducción: Supongamos que 1
2
mj

F ≤ mj
K para 1 ≤ j ≤

n− 1.
Debemos probar que la desigualdad también se cumple para el n-ésimo
blow-up. Hay que analizar los siguientes casos:

1. El n-ésimo blow-up se hace en la intersección entre la fibra y
un Ej .

Al hacer el pullback de la fibra y del divisor canónico se tiene
que mn

F = mj
F +1 y mn

K = mj
K +1. Por hipótesis de inducción

se tiene que 1
2
mj

F ≤ mj
K luego también se cumple que 1

2
mn

F ≤
mn

K .
2. El n-ésimo blow-up se hace en la intersección entre un Ej y

un Ei.

Notemos que este caso sólo se puede tener si n ≥ 3 ya que
se necesitan al menos dos curvas excepcionales distintas. Al
hacer el pullback de la fibra y del divisor canónico se tiene
que mn

F = mi
F + mj

F y mn
K = mi

K + mj
K + 1. Por hipótesis
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de inducción se tiene que 1
2
mj

F ≤ mj
K y 1

2
mi

F ≤ mi
K luego

también se cumple que 1
2
mn

F ≤ mn
K .

3. EL n-ésimo blow-up se hace en un punto suave de un Ej. En
este caso al hacer el pullback de la fibra y del divisor canónico
se tiene que mn

F = mj
F y mn

K = mj
K + 1. Por hipótesis de

inducción se tiene que 1
2
mj

F ≤ mj
K luego también se cumple

que 1
2
mn

F ≤ mn
K .

�

En el Caṕıtulo 2 se muestra un ejemplo donde se usa este teorema.

Corolario 1. Sea Y una superficie eĺıptica racional con al menos
una sección. Asumamos que Y tiene al menos dos fibras singulares del
tipo Id1

, Id2
con di > 0. Sea π : Z → Y la composición de n blow-ups

sobre las fibras Id1
e Id2

y sea Fi la transformada estricta de Idi
. Asumir

que en Z tenemos W1, . . . , Wr configuraciones disjuntas de Wahl, tal
que F1, F2 son parte de alguna de estas configuraciones. Sea X la con-
stracción de W1, . . . , Wr. Entonces KX es nef si:

1. d(Fi) ≤ −1/2
2. Dada E curva excepcional de la composición de los blow-ups,

sean G1, . . . , Gs ∈ ∪Wi con E · Gi 6= 0 para todo i. Entonces
requerimos que −1 +

∑s
i=1 d(Gi)(E ·Gi) > 0. En particular si

tales E son curvas (−1), entonces tienen que intersectar en al
menos dos puntos a ∪iWi (contando multiplicidades).

Demostración. Por el teorema anterior tenemos

KZ ≡
−F1

2
+
−F2

2
+

n
∑

i=1

niEi

con ni ∈ Q>0. Sea Wi =
∑

Gij . Sea f : Z → X la contracción.
Entonces

KZ ≡ f ∗(KX) +
∑

i

∑

j

d(Gij)Gij

y aśı f ∗(KX) es Q-numéricamente efectivo por las hipótesis de las
discrepancias sobre los Fi. Notar que una curva irreducible Γ tiene
Γ ·KX < 0 si y sólo si f ∗(Γ) ·f ∗(KX) < 0, y aśı si sólo si Γ′ ·f ∗(KX) < 0
donde Γ′ es la transformada estricta de Γ. De esta manera, como el
f ∗(KX) es Q-numéricamente efectivo, si Γ′ · f ∗(KX) < 0, entonces Γ′
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es igual a algún Ei. Supongamos que Γ′ = Ek, luego

Ei · f ∗(KX) = Ek ·KZ +
∑∑

d(Gij)Gij · Ek

≥ −1 +
∑

Gij∩Ek 6=∅

d(Gij)Gij ·Ek

≥ 0

por hipótesis. Luego KX es nef.
�

1.6. Grupo fundamental

Consideraremos X como una variedad compleja con la topoloǵıa
anaĺıtica. Aśı tenemos el grupo fundamental π1(X) de siempre, no hare-
mos mención del punto base. Dada una superficie proyectiva X con sólo
singularidades de Wahl y una suavización Q-Gorenstein X → D, quer-
emos dar un criterio para probar que la fibra general es simplemente
conexa bajo ciertas propiedades de X y de sus singularidades. La es-
trategia es la usada en [16]. Esta involucra el teorema de Van Kampen y
ciertos cálculos hechos por Mumford en [19]. Las partes fundamentales
en el cálculo son las siguientes:

1. En general, dada una singularidad ćıclica 1
m

(1, q), y su res-

olución X̃, el grupo fundamental de su link es Z/mZ y se
representa en una vecindad tubular del divisor excepcional de
la siguiente manera. Recordemos que el divisor excepcional es
una cadena de P1’s: E1, . . . , Es. Sea αi un lazo alrededor de
Ei. Entonces según [19, pag. 20], α1 y αs son generadores de
Z/mZ, y todo otro αi es una potencia de α1 (o αs) donde el
exponente se calcula como en [19, pag. 20] . De esta forma,
estos exponentes vienen dados expĺıcitamente por los bi, Pi de

la página 13, i.e. αj = α
bj

1 = α
Pj
s .

2. Dadas dos configuraciones de Wahl W1, W2 (o de cualquier
singularidad normal), si existe una curva Γ isomorfa a P1 in-
tersectando cada configuración en un punto la componente Ei

de W1 y la componente Fj de W2, entonces generaremos una
relación entre ambos lazos a través de Γ. Más precisamente
αi es homotópico a β±1

j en X \ (W1 ∪ W2) (dependiendo de
la orientación elegida). Si por ejemplo los ı́ndices de las sin-
gularidades son coprimos, entonces los lazos serán triviales en
π1(X \ (W1 ∪W2)).
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b
b
b

b
b
b

b
b
b

b

b
b

Γ

Ei
Fj

αi βj

3. Siempre consideraremos en esta tesis una superficie X tal que
su resolución mı́nima es racional. Aśı el grupo fundamental de
X es trivial ya que las singularidades de Wahl son racionales.

Usando estos tres hechos se podrá concluir caso a caso que la fibra
general de la suavización es simplemente conexa. Para esto es funda-
mental la interpretación de la suavización a través de la fibra de Milnor
y el uso del teorema de Van Kampen (ver [16, Prop. 8]).

Ejemplo 8. Dada una superficie eĺıptica racional con secciones y
dos I1’s. Hacemos blow-up en los nodos de las I1’s para obtener dos con-
figuraciones de Wahl iguales a [4]. Luego de contraer ambas obtenemos
una superficie X con dos singularidades.

b

b
X

−→
contraer←− -4 -4

[4]

[4]

Entonces X no tiene obstrucción por Lema 5 y una suavización Q-
Gorenstein da una superficie de Enriques (ver [31, Sect. 5]). El grupo
fundamental π1(Xt) es aśı Z/2Z. Ahora tomamos una sección Γ ' P1

y entonces vemos que α ∼ sβ±1s−1 donde s es un camino uniendo al
punto base de π1(Xt) en α.



1.6. GRUPO FUNDAMENTAL 23

α β

Γ

-4 -4

Como n1 = n2 = 2 entonces no podemos aniquilarlos entre ellos
bajo la estrategia de ı́ndices coprimos. De hecho no son triviales ya que
si lo fuesen π1(Xt) = 1, lo que seŕıa contradictorio.

Ejemplo 9. Con la misma superficie eĺıptica del ejemplo anterior,
hacemos un blow-up adicional para obtener dos configuraciones de Wahl
distintas y contrayendo estas cadenas obtenemos una superficie X con
dos singularidades.

b

b
X

−→
contraer←− -4 -5

-2

[4]

[5, 2]

Entonces X no tiene obstrucción por Lema 5. Aśı X tiene una
suavización Q-Gorenstein y se puede probar que Xt es una superficie
que tiene dimensión de Kodaira igual a 1 y es minimal.

α β

Γ

-4 -5
-2

En efecto es simplemente conexa ya que α ∼ sβ±1s−1 a través de
Γ, pero α4 = 1 = sβ±4s−1 luego β±4 = 1 y como β9 = 1 se concluye
que β±1 es trivial. Como α ∼ sβ±1s−1 entonces α también es trivial.
Usando el teorema de Van Kampen se deduce que X \ {[4], [5, 2]} es
simplemente conexa y aśı usando el criterio con las fibras de Milnor
[16, Prop. 8] Xt también lo es. La Xt es entonces una superficie de
Dolgachev tipo 2,3 (ver [31, Sect. 5]).





CAPÍTULO 2

Construcción de las superficies

En este caṕıtulo describiremos el modelo de construcción desarrol-
lado por Lee y Park el cual involucra no sólo hacer blow-ups para crear
configuraciones del tipo buscado, sino que también se busca que la con-
strucción sea tal que se satisfagan las condiciones necesarias para que
la obstrucción sea cero, la clase canónica KX sea nef, tengamos el K2

X

pedido y que el grupo fundamental sea trivial.

2.1. Modelo de construcción de acuerdo a Lee y Park

La estrategia general es la siguiente. A partir de una fibración eĺıpti-
ca racional Y → P1 con secciones consideraremos cierta composición
de blow-ups Z → Y tal que en Z tendremos una colección disjunta de
configuraciones de Wahl. Ahora contraemos todas estas configuraciones
Z → X, donde X es una superficie proyectiva normal (con sólo singu-
laridades de Wahl). La construcción será tal que podremos probar que
KX es nef, K2

X > 0 y X no posee obstrucciones para deformar. Para
esto usaremos lo desarrollado en el caṕıtulo 1. Por razones generales,
el pg de la fibra general será cero y aśı sólo nos faltará calcular que el
grupo fundamental es trivial, usando Sección 1.6 del caṕıtulo 1.

Observación 2. Por teoremas generales tenemos que 1 ≤ K2
X ≤ 9

(tipo general dice K2
X > 0, desigualdad de Bogomolov-Miyaoka-Yau ([2,

Ch. 7]) implica K2 ≤ 9). Sin embargo, obtrucción cero nos impone que
1 ≤ K2

X ≤ 4. Esto es porque la fibra general Xt satisface

h1(Xt, TXt
)− h2(Xt, TXt

) = 10χ(OXt
)− 2K2

Xt

por el teorema de Hirzenbruch-Riemann-Roch [2, Ch. 1], y ya que Xt

es de tipo general (y aśı h0(Xt, TXt
) = 0). En nuestro caso, obtrucción

cero implica h2(Xt, TXt
) = 0. Como χ(OXt

) = 1 tenemos h1(Xt, TXt
) =

10−2K2
Xt

. Más aún, como X tiene suavización Q-Gorenstein no trivial,
entonces h1(Xt, TXt

) > 0.

Ahora explicaremos la estrategia, la cual será usada en todos nue-
stros nuevos ejemplos, a través del primer ejemplo construido por Lee
y Park para K2 = 2 en [16].

25
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Pencil de cúbicas base: Sea Y → P1 la fibración eĺıptica racional
construida a partir del pincel de cúbicas

Γλ,µ = {λ(xy − z2)z + µ(x− y)3 = 0}
con [λ : µ] ∈ P1. Denotemos por L′ = {x = y}, L = {z = 0} y
C = {xy = z2}. Las intersecciones entre estas curvas se muestran en
la Figura 2.1. Notar que la ĺınea L′ se toma con multiplicidad 3; esa
es la razón del 3 encerrado en un ćırculo que aparece en la Figura 2.1.
Notar que esta fibración tiene exactamente cuatro fibras singulares para
[λ : µ] = [1 : 0], [0 : 1], [36 :

√
3i] y [−36 :

√
3i]. Las correspondientes

fibras singulares son I2, IV ∗ y dos I1 respectivamente (ver Tabla 1). En
la Figura 2.1 se muestra el pincel y la fibración eĺıptica correspondiente
(después de los nueve blow-ups de P2 sobre los tres puntos marcados con
3). Notemos que hay al menos tres secciones E3, E6 y E9 intersectando
otras curvas de la manera que se muestra en la Figura 2.1. Los Ei

son las curvas excepcionales en cada uno de los nueve blow-ups. El
ı́ndice de Ei indica el orden en el cual fueron hechos los blow-ups. Las
transformadas propias de L′, L y C se denotan por la misma letra. Las
curvas F1, F2 son las dos fibras I1.

3

C

L

L′

b

b

b

3

3

3

L′

C LF1 F2

E1

E2

E3

E4

E5

E6

E7 E8

E9

Figura 2.1. Fibración eĺıptica con IV ∗, I2 y 2I1

Blow-ups y configuraciones de Wahl: Consideraremos Z → Y
composición de 18 blow-ups. Cada divisor excepcional será denotado
por Gi. El ı́ndice denotará el orden de los blow-ups y aśı la Figura 2.2
indica precisamente el procedimiento. En Figura 2.2 tenemos las au-
tointersecciones de cada una de las curvas relevantes en la construcción.
Notemos que aparecen las siguientes cinco configuraciones de Wahl: [4],
[5, 2] , [7, 2, 2, 2], [2, 7, 2, 2, 3] y [2, 10, 2, 2, 2, 2, 2, 3].

Sea f : Z → X la contracción de estas cinco singularidades.



2.1. MODELO DE CONSTRUCCIÓN DE ACUERDO A LEE Y PARK 27

L′

E2

E3

E4

E5

E6

E7 E8

C

F1

F2

E9

G1 G2

G3

G4

G5

G6

G7

G8

G9

G10

G11

G12

G13

G14

G15

G16

G17

G18

-2

-3

-4

-5

-7

-10

-7

-3
-2 -2 -2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

Figura 2.2. Superficie racional Z

Obstrucción cero: Sea W1 = C, W2 = E3 + E2, W3 = F1 + G5 +
G6 + G7, W4 = G9 + F2 + G12 + G13 + G14 y W5 = G15 + E6 + E5 +
E4 + L′ + E7 + E8 + E9. Probaremos que

H0(Z, Ω1
Z(log(W1 + W2 + W3 + W4 + W5))⊗OZ(KZ)) = 0.

(Recordamos que esto implicará que X no tiene obstrucciones para
deformar por Teorema 5). Para eso partimos con el blow-up de Y en
los dos nodos de F1 y F2, cuyos divisores excepcionales llamamos G1 y
G2. Entonces por Lema 5

H0(Y, Ω1
Y (log(F1 + F2)⊗OY (KY )) = 0.

Ahora agregaremos las configuraciones tipo du Val: E2, E8 + E7 +
L′ + E4 + E5, y C. Entonces por Lema 7

H0(Y, Ω1
Y (log(F1+F2+E2+E8+E7+L′+E4+E5+C)⊗OY (KY )) = 0,

y por Lema 6 agregaremos las tres secciones E6, E6 y E9

H0(Y, Ω1
Y (log(F1+F2+E2+E8+E7+L′+E4+E5+C+E3+E6+E9)⊗OY (KY )) = 0.

Ahora haremos los 18 blow-ups. Cada vez que hagamos uno agre-
garemos el correspondiente divisor excepcional a ”la cohomoloǵıa”. Por
lema 6 esta se mantendrá igual a cero. Después del blow-up número
18 borraremos las curvas (-1): G3, G4, G8, G10, G11, G16, G17, G18 de la
cohomoloǵıa. Nuevamente por lema 6 esta cohomoloǵıa se manten-
drá igual a cero, y eso era lo que queŕıamos demostrar.
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Cálculo de K2 y pg : Que pg sea igual a cero es semi-continuidad
de h0(Xt,OXt

) más el hecho de que h0(X,OX) = 0, ya que las singular-
idades son racionales. Para calcular K2

X , el cual es igual a K2
Xt

, usamos
la Proposición 3:

K2
X = −18 + 1 + 2 + 4 + 5 + 8 = 2.

K nef: Primero tenemos que calcular las discrepancias de cada una
de las curvas excepcionales sobre las singularidades de X. Denotaremos
por d(E) la discrepancia de la curva excepcional E. Usando el algoritmo
descrito en el Lema 4, obtenemos que

d(C) = −1/2 d(E3) = −2/3 d(E2) = −1/3 d(F1) = −4/5
d(G5) = −3/5 d(G6) = −2/5 d(G7) = −1/5 d(G9) = −4/9
d(F2) = −8/9 d(G12) = −7/9 d(G13) = −6/9 d(G14) = −5/9
d(G15) = −7/15 d(E6) = −14/15 d(E5) = −13/15 d(E4) = −12/15
d(L′) = −11/15 d(E7) = −10/15 d(E8) = −9/15 d(E9) = −8/15

luego d(F1), d(F2) ≤ −1/2 y aśı sólo falta verificar que la suma de las
discrepancias sobre las curvas (-1) Gi es menor o igual que -1.

Curva (−1) Suma discrepancias
G3 d(E3) + d(F1) = −22/15
G4 d(E9) + d(F1) = −20/15
G8 d(G7) + d(E6) = −17/15
G10 d(E3) + d(G9) = −10/9
G11 d(E9) + d(F2) = −64/45
G16 d(G14) + d(G15) = −46/45
G17 d(E3) + d(C) = −7/6
G18 d(C) + d(E6) = −43/30

Como se satisfacen las condiciones del Teorema 6, entonces tenemos
que KX es nef. Más expĺıcitamente, podemos escribir

KZ ≡ −F1

2
+
−F2

2
+

1

2
G3 +

1

2
G4 +

1

2
G5 +

3

2
G6 +

5

2
G7 +

7

2
G8 +

1

2
G9 +

3

2
G10

+
1

2
G11 +

1

2
G12 +

3

2
G13 +

5

2
G14 +

7

2
G15 + 7G16 + G17 + G18

y luego

f ∗(KX) ≡ 3

10
F1 +

7

18
F2 +

1

2
G3 +

1

2
G4 +

11

10
G5 +

19

10
G6 +

27

10
G7 +

7

2
G8 +

17

18
G9 +

3

2
G10

+
1

2
G11 +

23

18
G12 +

39

18
G13 +

55

18
G14 +

119

30
G15 + 7G16 + G17 + G18 +

1

2
C

+
1

3
E2 +

2

3
E3 +

12

15
E4 +

13

15
E5 +

14

15
E6 +

10

15
E7 +

9

15
E8 +

8

15
E9 +

11

15
L′
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Grupo fundamental trivial Aqúı usaremos la Sección 1.6 del
Caṕıtulo 1. Mirar [16, Th. 3]. Por ejemplo, podemos aplicar 1.6 en
lazos alrededor de (y en ese orden) G17, G3, G10 y G4.

Observación 3. De hecho en este ejemplo KX es amplio (ver [31,
Sect. 3]), y aśı X es una superficie estable en el espacio de móduli de
superficies de tipo general con K2 = 2 y pg = 0.





CAPÍTULO 3

Resultados

Imitaremos el procedimiento mostrado en el caṕıtulo anterior con
distintos ejemplos nuevos que producen singularidades nuevas. Estos
son los resultados de esta tesis.

Como en el ejemplo del caṕıtulo anterior, construiremos una super-
ficie X con sólo singularidades de Wahl y obstrucción cero. Como la
obstrucción es cero podemos deformar de manera Q-Gorenstein man-
teniendo una de las singularidades de X y suavizando las otras. Esto
localmente define un divisor del correspondiente espacio de moduli [9,
Sect. 11]. Si la singularidad de Wahl que se mantuvo es 1

n2 (1, na− 1),

entonces el divisor lo representaremos por D
(

n

a

)

. Un punto en este di-
visor representa una superficie estable con sólo la singularidad de Wahl
1
n2 (1, na− 1).

Para cada ejemplo los datos serán

1. Fibración eĺıptica Y → P1 base con ciertas curvas relevantes,
nos referiremos al apéndice para cada una de ellas.

2. Figura indicando el número y orden de los blow-ups sobre Y
y las respectivas configuraciones de Wahl. Una de ellas corre-
sponde a la singularidad nueva.

3. Indicaremos las discrepancias de las curvas excepcionales de
cada una de las singularidades. Con esto se puede verificar,
usando el Corolario 1, que el KX es nef. Se calcula K2 de
acuerdo a la fórmula mostrada la Proposición 3.

4. Se indicarán los P1 (y el orden) para cancelar lazos en el cálculo
del grupo fundamental. En todos los casos el grupo fundamen-
tal será trivial.

5. También ponemos el modelo minimal X ′ de la resolución min-
imal de un punto general en D

(

n

a

)

a través de flips (el D
(

n

a

)

se definio arriba). Los flips son los descritos en [11] y no serán
descritos en esta tesis.

Observación 4. En algunos ejemplos seremos capaces de probar
que la clase canónica KX no es sólo nef, si no que es amplia. En esos
casos la superficie X en cuestión será estable. Para esto usaremos el
criterio de Nakai-Moishezon y como ya tenemos que K2

X > 0, entonces
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para que KX sea amplio, basta con verificar que Γ ·KX > 0 para toda
curva irreducible Γ. Como ya sabemos que KX es nef, entonces basta
ver que no existe una curva irreducible Γ en X tal que Γ ·KX = 0. Si Z
es la resolución minimal de X, entonces verificar la condición anterior
es equivalente a probar que no existe una curva irreducible Γ′ en Z
tal que Γ′ · σ∗(KX) = 0. Digamos que σ∗(KX) =

∑

qiΓi con qi ∈ Q

y qi > 0. Supongamos que no se puede tener que Γi · σ∗(KX) = 0,
luego Γ′ 6= Γi. Más aún, si queremos que Γ′ · σ∗(KX) = 0, entonces
Γ′ ∩ Γi = ∅ para todo i. Luego, si en Z tuvieramos que el soporte de
una fibra de Z → P1 está contenido en σ∗(KX), entonces no se puede
tener que Γ′ ·σ∗(KX) = 0 a menos que Γ′ sea vertical, es decir pertenece
a una fibra de la fibración eĺıptica. Aśı el único problema que podŕıamos
tener es que existiera una curva (−2) perteneciente a una fibra, que no
intersecte a las configuraciones de Wahl que hay en Z. Por lo tanto
se concluiŕıa que KX es amplio si es que no hay tales curvas (−2).
Aśı, KX es amplio en aquellos ejemplos que cumplan las siguientes
condiciones:

- Soporte de σ∗(KX) contiene el soporte de una fibra completa
- Curva (−2) en las fibras si intersectan a las configuraciones

de Wahl

y en cada uno de esos ejemplos se mencionará las curvas que for-
man el soporte de la fibra.

Observación 5. En algunos ejemplos se utilizaron secciones dobles
y en estos casos el cálculo de la obstrucción difiere de la regla general.
Las secciones dobles utilizadas pasan por el nodo de una I1 o bien inter-
sectan a todas las fibras en dos puntos distintos. Notar que una sección
doble tiene autointersección igual a cero. El cálculo de la obstrucción
en estas situaciones se hace de la siguiente manera: Por el Lema 5
sabemos que podemos agregar dos fibras F1 y F2 y la obstrucción sigue
siendo cero. Luego, por el Lema 7 podemos agregar las curvas (−2) rel-
evantes para cada ejemplo y la obstrucción sigue siendo cero. Ahora, si
la sección doble utilizada pasaba por el nodo de una I1, entonces al hacer
el blow-up en dicho nodo se obtiene que la sección doble se transforma
en una curva (−1) con intersecciones CSN y aśı la podemos agregar
por el Lema 6 de modo que la obstrucción sigue siendo cero. En el caso
que la sección doble intersecta a todas las fibras en dos puntos distintos,
entonces hacemos blow-up en alguno de los puntos de intersección de la
sección doble con F1 o F2 y aśı la sección doble se transforma en una
curva (−1) y la podemos agregar por el Lema 6 obteniendo nuevamente
que la obstrucción es igual a cero. Desde aqúı en adelante el argumento
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sigue igual que en el caṕıtulo anterior y por tanto se concluye que en
estos casos la obstrucción también es cero.

Observación 6. Nuestras construcciones tratarán de optimizar el
número de curvas no usadas, para aśı no disminuir artificialmente los
parámetros libres de la construcción. Por ejemplo, si observamos las
fibraciones eĺıpticas I8 + I2 + 2I1 y I7 + I2 + 3I1 de las Figuras 4.4 y
4.6 respectivamente, entonces es claro que se puede deformar una en
la otra ya que basta mover la recta L de modo que siga pasando por el
mismo punto de intersección con L2 pero que ya no pase por L1 ∩ L3.
Más aún, notemos que las secciones obtenidas al hacer el blow-up en
L1 ∩ L2 ∩C, L2 ∩L y L2 ∩L3 ∩C aparecen en ambas configuraciones.
Aśı podemos construir un mismo tipo de ejemplo tanto en una como en
la otra si es que sólo necesitamos esas curvas. (ver por ejemplo D

(

3
1

)

en K2 = 1).

Notación 1. Dada una configuración de Wahl W1 = [e1, . . . , es],
se denotará por d[a1, . . . , as] al vector [d(e1), . . . , d(es)] donde ai = d(ei)
(la discrepancia de Ei).

Observación 7. Las WHS con QHD del final no corresponden a
superficies estables. Pero se sospecha que los ĺımites estables debeŕıan
ser superficies no normales. No hay ejemplos de superficies no normales
en estos espacios de móduli.
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3.1. K2 = 1

1. D
(

3
1

)

- Fibración eĺıptica: I7 + I2 + 5I1 (ver Figura 4.6).
- Se hacen 13 blow-ups

L3

L1

L2

C

E1

E2

E5

E6

E8

E9

F1 F2

G13

G12

G11

G10

G9

G8

G7

G6
G5

G4

G3

G2G1

-6

-5

-4

-3

-6

-5-4

-4
-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2
-2

- E1 = [4] = d[−1
2

]
E2 = [4] = d[−1

2
]

L1 = [4] = d[−1
2

]

L2, E6 = [5, 2] = d[−2
3

, −1
3

]
E5, G8 = [5, 2] = d[−2

3
, −1

3
]

F2, E8, C = [6, 2, 2] = d[−3
4

, −2
4

, −1
4

]

G3, F1, E9, L3 = [2, 6, 2, 3] = d[−3
7

, −6
7

, −5
7

, −4
7

]
- K2 = −13 + 1 + 1 + 1 + 2 + 2 + 3 + 4 = 1
- X ′ es una superficie de Dolgachev de tipo (2,3)
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G4, G9, G10, G11, G12, G7

Observación 8. Existe también D
(

3
1

)

donde el punto gen-
eral representa una superficie racional. De esta forma, este
ejemplo indica la presencia de dos superficies estables distin-
tas en el mismo espacio modular con una misma singularidad.
Es el único ejemplo conocido.
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2. D
(

11
2

)

- Fibración eĺıptica: I5 + I3 + 4I1 (ver Figura 4.10).
- Se hacen 13 blow-ups

L3

L2

LE1

E2

E3

E4

E6

E8

F1

F2

G13

-7 -6

-5

-4-2
G12

G11G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-4

-4

-4

-2

-2 -2

-2

-2
-2

-2

-2

- L2 = [4] = d[−1
2

]

L3 = [4] = d[−1
2

]
E6 = [4] = d[−1

2
]

E8 = [4] = d[−1
2

]

F1, G4, G5, G6 = [7, 2, 2, 2] = d[−4
5

, −3
5

, −2
5

, −1
5

]
F2, E3, E2, E1, L, E4 = [6, 5, 2, 2, 2, 2] = d[−9

11
, −10

11
, −8

11
, −6

11
, −4

11
, −2

11
]

- K2 = −13 + 1 + 1 + 1 + 1 + 4 + 6 = 1
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G3, G8, G10, G11, G12.
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3. D
(

11
4

)

- Fibración eĺıptica: I4 + 8I1 (ver Figura 4.13).
- Se hacen 11 blow-ups

-2

-3

-6-5

-6

-3

-3

-3
-2-2

-2

-2

L1

L3

L2

E3

E7

F1 F2G1 G2

G3

G4

G5

G6

G7

G8

G9

G10

G11

-2

- F2, G7, G8 = [6, 2, 2] = d[−3
4

, −2
4

, −1
4

]
E7, F1, G3, G4 = [3, 5, 3, 2] = d[−5

8
, −7

8
, −6

8
, −3

8
]

G5, E3, L1, L3, L2 = [3, 6, 2, 3, 2] = d[−7
11

, −10
11

, −9
11

, −8
11

, −4
11

]
- K2 = −11 + 3 + 4 + 5 = 1
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G6, G11
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4. D
(

13
5

)

- Fibración eĺıptica: I4 + I3 + 5I1 (ver Figura 4.15 ).
- Se hacen 13 blow-ups

L1
C

L

E1
L2

L3

E5

E9

F1

G12

G11
G10

G9

G8

G7

G6

G5

G3

G4

G2

G1

G13
-7

-5

-4

-3

-2

-5

-5

-3

-3

-2

-2
-2

-2

-2
-2

- C = [4] = d[−1
2

]
L2, G9 = [5, 2] = d[−2

3
, −1

3
]

E5, G2 = [5, 2] = d[−2
3

, −1
3

]

F1, G4, G5, G6 = [7, 2, 2, 2] = d[−4
5

, −3
5

, −2
5

, −1
5

]
L1, L3, E9, L, E1 = [3, 3, 5, 3, 2] = d[−8

13
, −11

13
, −12

13
, −10

13
, −5

13
]

- K2 = −13 + 1 + 2 + 2 + 4 + 5 = 1
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G8, G3, G10, G11
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5. D
(

16
7

)

- Fibración eĺıptica: I6 + I2 + 4I1 (ver Figura 4.8).
- Se hacen 13 blow-ups

L2

L1

E1

E2

E4

E5

E6

E8

C

F1

F2

G13

-7

-5

-4

-3

-2

G12

G11

G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-5

-4

-4

-4

-2

-2
-2

-2

-2

-2
-2

- E2 = [4] = d[−1
2

]

L1 = [4] = d[−1
2

]
E4 = [4] = d[−1

2
]

E5 = [4] = d[−1
2

]

F1, G5, G6, G7 = [7, 2, 2, 2] = d[−4
5

, −3
5

, −2
5

, −1
5

]

C, E8, F2, E6, L2, E1 = [2, 5, 5, 2, 2, 3] = d[−7
16

, −14
16

, −15
16

, −13
16

, −11
16

, −9
16

]
- K2 = −13 + 1 + 1 + 1 + 1 + 4 + 6 = 1
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G4, G10, G11, G12, G13
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6. D
(

17
7

)

- Fibración eĺıptica: I8 +I2 +2I1 con una sección doble (ver
Figura 4.4).

- Se hacen 6 blow-ups

L1

E2

E3

E5

F1 F2

L′

G6

-6

-4

-3

-2

G5

G4

G3

G2G1

-4

-2
-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2 -2

- E2 = [4] = d[−1
2

]
E5, F1, E3, F2, L

′, L1 = [2, 4, 2, 6, 2, 3] = d[−7
17

, −14
17

, −15
17

, −16
17

, −13
17

, −10
17

]
- K2 = −6 + 1 + 6 = 1
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G6
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7. D
(

18
5

)

- Fibración eĺıptica: I7 + I2 + 3I1 (ver Figura 4.6).
- Se hacen 18 blow-ups

L3

L1

L2

C

E1

E2

E5

E6

E8

E9

F1 F2G1 G2

G3

G4

G5

G6

G7

G8

G9

G10

G11

G12
G13

G14

G15

G16

G17

G18

-4

-4

-4

-5

-5

-5

-6

-6

-3

-3

-3

-2

-2

-2
-2

-2

-2

-2
-2

-2

-2

- E2 = [4] = d[−1
2

]

L1 = [4] = d[−1
2

]
G10, G11 = [5, 2] = d[−2

3
, −1

3
]

E1, L2, E6 = [3, 5, 2] = d[−3
5

, −4
5

, −2
5

]

L3, G13, G14 = [6, 2, 2] = d[−3
4

, −2
4

, −1
4

]
F2, E8, C = [6, 2, 2] = d[−3

4
, −2

4
, −1

4
]

G9, E9, F1, E5, G6, G7 = [4, 3, 5, 3, 2, 2] = d[−13
18

, −16
18

, −17
18

, −15
18

, −10
18

, −5
18

]
- K2 = −18 + 1 + 1 + 2 + 3 + 3 + 3 + 6 = 1
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G8, G3, G12, G15, G16, G17
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8. D(2, 3, 6; 2)
- Fibración eĺıptica: 2I2 + 8I1 (ver Figura 4.18).
- Se hacen 6 blow-ups

L1 C2

E1

E4

E7

F1 F2

G6

G5

G4

G3

G2
G1

-6

-5

-3-2

-3

-2

-2

-2

-2

- E1, F1, E7 = [3, 5, 2] = d[−2
3

, −1
3

]
L1, C2, F2; E4 = [2, 3, 6; 2] = d[−1

2
, −2

3
, −5

6
;−1]

- K2 = −6 + 3 + 4 = 1
- X ′ es racional
- π1 trivial: Sea α un lazo alrededor de F2 y β un lazo

alrededor de E1. Sabemos que α ∼ β y usando la curva
(−1) G2 vemos que α2 = 1 y aśı β2 = 1. Como 2 es
coprimo con 3, entonces necesariamente β = 1. Ahora
aplicamos la sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrededor
de G6, G3, G4 y aśı concluimos que el grupo fundamental
es trivial.
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9. D(3, 3, 3; 4)
- Fibración eĺıptica: I4 + I3 + 5I1 (ver Figura 4.15).
- Se hacen 8 blow-ups

L1

C

L

E2

L2

E4

E5

E6

F1

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-5

-4

-3

-2

-5

-4

-3

-3

-2
-2

-2

- L = [4] = d[−1
2

]
C, E2 = [5, 2] = d[−2

3
, −1

3
]

L2, L1 = [5, 2] = d[−2
3

, −1
3

]

E4, E5, E6; F1 = [3, 3, 3; 4] = d[−2
3

, −2
3

, −2
3

;−1]
- K2 = −8 + 1 + 2 + 2 + 4 = 1
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G8, G7, G5, G6, G4
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10. D(4, 2, 4; 3)
- Fibración eĺıptica: I4 + I2 + 6I1 (ver Figura 4.16).
- Se hacen 9 blow-ups

C
L

L1

L2

E1

E4

E5

E7

F1

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-6

-4

-3

-2

-4

-4
-4

-3

-2

-2

-2

- E1 = [4] = d[−1
2

]
L1 = [4] = d[−1

2
]

G3, F1, E5, L2 = [2, 6, 2, 3] = d[−3
7

, −6
7

, −5
7

, −4
7

]

L, E7, E4; C = [4, 2, 4; 3] = d[−3
4

, −1
2

, −3
4

;−1]
- K2 = −9 + 1 + 1 + 4 + 4 = 1
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G8, G9, G7, G6, G5, G2
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3.2. K2 = 2

1. D
(

7
1

)

- Fibración eĺıptica: I6 + IV + 2I1 (ver Figura 4.9).
- Se hacen 15 blow-ups.

L1

E1

E2

E3

E4

L2

E6

E8

E9

F1 F2

E7

G1 G2

G3

G4

G5

G6

G7

G8

G9

G10

G11

G12

G13

G14

G15

-7

-9

-6

-4

-4

-4

-2

-2

-2

-2

-2

-2
-2

-2
-2

-2

-2
-2

-2

- E6 = [4] = d[−1
2

]

E8 = [4] = d[−1
2

]
F1, G5, G6, G7 = [7, 2, 2, 2] = d[−4

5
, −3

5
, −2

5
, −1

5
]

L2, E9, F2, G10, G11 = [4, 2, 6, 2, 2] = d[−7
10

, −8
10

, −9
10

, −6
10

, −4
10

]

E7, L1, E1, E2, E3, E4 = [9, 2, 2, 2, 2, 2] = d[−6
7

, −5
7

, −4
7

, −3
7

, −2
7

, −1
7

]
- K2 = −15 + 1 + 1 + 4 + 5 + 6 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G14, G12, G8, G3
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2. D
(

7
3

)

- Fibración eĺıptica: I8 + I2 + 2I1 (ver Figura 4.4).
- Se hacen 14 blow-ups

L2

L3

L

E1

E2

E3

E4

E6

E8

F1 F2

E5

G1 G2

G3

G4

G5

G6

G7

G8

G9

G10

G11
G12

G13

G14

-7

-5

-6

-6

-4

-4

-3

-2-2

-2

-2

-2
-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

- E1 = [4] = d[−1
2

]
L2 = [4] = d[−1

2
]

G10, F2, E3, E2 = [2, 6, 2, 3] = d[−3
7

, −6
7

, −5
7

, −4
7

]

F1, G5, G6, G7 = [7, 2, 2, 2] = d[−4
5

, −3
5

, −2
5

, −1
5

]
E6, L, E5, E4, L3, E8 = [5, 2, 6, 2, 2, 2] = d[−10

13
, −11

13
, −12

13
, −9

13
, −6

13
, −3

13
]

- K2 = −14 + 1 + 1 + 4 + 4 + 6 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G3, G11, G12, G13



46 3. RESULTADOS

3. D
(

10
3

)

- Fibración eĺıptica: I6 + IV + 2I1 (ver Figura 4.9).
- Se hacen 15 blow-ups.

L1

E1

E2

E3

E4

L2

E6

E8

E9

F1 F2

E7

G1 G2

G3

G4

G5

G6

G7

G8

G9

G10

G11

G12

G13

G14

G15

-7

-9

-6

-4

-4

-4

-2

-2

-2

-2

-2

-2
-2

-2
-2

-2

-2
-2

-2

- E6 = [4] = d[−1
2

]
E8 = [4] = d[−1

2
]

F1, G5, G6, G7 = [7, 2, 2, 2] = d[−4
5

, −3
5

, −2
5

, −1
5

]

L2, E9, F2, G10, G11 = [4, 2, 6, 2, 2] = d[−7
10

, −8
10

, −9
10

, −6
10

, −4
10

]
E7, L1, E1, E2, E3, E4 = [9, 2, 2, 2, 2, 2] = d[−6

7
, −5

7
, −4

7
, −3

7
, −2

7
, −1

7
]

- K2 = −15 + 1 + 1 + 4 + 5 + 6 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G14, G12, G8, G3
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4. D
(

11
3

)

- Fibración eĺıptica: I8 + I2 + 2I1 (ver Figura 4.4).
- Se hacen 15 blow-ups

L2

L3 L1

L
E2

E4

E5

E6

E7

E8

F1 F2

G11

G10

G9

G8

G7
G6

G5

G4

G3

G2G1

G12
G13

G14

G15

-6

-5

-4

-3

-6 -6 -4

-4

-3

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2
-2

- L3 = [4] = d[−1
2

]

E8 = [4] = d[−1
2

]

F1, G4, G5 = [6, 2, 2] = d[−3
4

, −2
4

, −1
4

]
F2, G8, G9 = [6, 2, 2] = d[−3

4
, −2

4
, −1

4
]

G11, E6, L2, E7 = [2, 6, 2, 3] = d[−3
7

, −6
7

, −5
7

, −4
7

]

L, E5, E4, L1, E2 = [4, 5, 3, 2, 2] = d[−8
11

, −10
11

, −9
11

, −6
11

, −3
11

]
- K2 = −15 + 1 + 1 + 3 + 3 + 4 + 5 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G12, G10, G3, G13, G14
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5. D
(

12
5

)

- Fibración eĺıptica: I6 + I2 + 4I1 (ver Figura 4.8).
- Se hacen 11 blow-ups

L3

L2

L1

E2

E3

E4

E5

E7

L
F1F2

G11

G10G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-7-5

-4

-3

-2

-5

-4

-3

-2

-2

-2

-2

-2

-2
-2

- L3 = [4] = d[−1
2

]

E4, G7 = [5, 2] = d[−2
3

, −1
3

]

G2, F2, E3, E2, L1 = [2, 7, 2, 2, 3] = d[−4
9

, −8
9

, −7
9

, −6
9

, −5
9

]
L, E5, F1, E7, L2 = [2, 4, 5, 2, 3] = d[−5

12
, −10

12
, −11

12
, −9

12
, −7

12
]

- K2 = −11 + 1 + 2 + 5 + 5 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G10, G9, G11

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el so-
porte de F2, que corresponde a las curvas G2, G3, F2, G5, G6,
está contenido en σ∗(KX).
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6. D
(

13
3

)

- Fibración eĺıptica: I8 + I2 + 2I1 (ver Figura 4.4).
- Se hacen 14 blow-ups

L2

L3

L

E1

E2

E3

E4

E6

E8

F1 F2

E5

G1 G2

G3

G4

G5

G6

G7

G8

G9

G10

G11
G12

G13

G14

-7

-5

-6

-6

-4

-4

-3

-2-2

-2

-2

-2
-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

- E1 = [4] = d[−1
2

]
L2 = [4] = d[−1

2
]

G10, F2, E3, E2 = [2, 6, 2, 3] = d[−3
7

, −6
7

, −5
7

, −4
7

]

F1, G5, G6, G7 = [7, 2, 2, 2] = d[−4
5

, −3
5

, −2
5

, −1
5

]
E6, L, E5, E4, L3, E8 = [5, 2, 6, 2, 2, 2] = d[−10

13
, −11

13
, −12

13
, −9

13
, −6

13
, −3

13
]

- K2 = −14 + 1 + 1 + 4 + 4 + 6 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G3, G11, G12, G13
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7. D
(

14
3

)

- Fibración eĺıptica: I8 + I2 + 2I1 (ver Figura 4.4).
- Se hacen 11 blow-ups

L2

E2
E3

E6

E7

E8

E4

L1

F1 F2 LG1 G2

G3

G4

G5
G6

G7

G8

G9

G11

G10

E5

-6

-5

-4

-3

-2

-5

-4

-4

-3

-2

-2

-2

-2

-2
-2

-2

- L = [4] = d[−1
2

]
L1 = [4] = d[−1

2
]

E4 = [4] = d[−1
2

]

G5, F2, E3, E2 = [2, 6, 2, 3] = d[−3
7

, −6
7

, −5
7

, −4
7

]
E5, F1, E6, L2, E7, E8 = [5, 5, 3, 2, 2, 2] = d[−11

14
, −13

14
, −12

14
, −9

14
, −6

14
, −3

14
]

- K2 = −11 + 1 + 1 + 1 + 4 + 6 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G7, G8, G9, G10
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8. D
(

14
5

)

- Fibración eĺıptica: I5 + I3 + 4I1 (ver Figura 4.10).
- Se hacen 12 blow-ups

L3

L2C

L

E2

E4

E6

E9

F1 F2

G12

-7

-6

-5

-4-3

-2

G11

G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2
G1

-4

-3

-2

-2
-2

-2
-2

-2
-2

-2

- L2 = [4] = d[−1
2

]

F2, G7, G8 = [6, 2, 2] = d[−3
4

, −1
2

, −1
4

]

E6, F1, G3, G4 = [4, 5, 2, 2] = d[−5
7

, −6
7

, −4
7

, −2
7

]

L3, E9, L, E4, C, E2 = [3, 7, 2, 2, 3, 2] = d[−9
14

, −13
14

, −12
14

, −11
14

, −10
14

, −5
14

]
- K2 = −12 + 1 + 3 + 4 + 6 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G6, G11, G10



52 3. RESULTADOS

9. D
(

15
4

)

- Fibración eĺıptica: I7 + 5I1 (ver Figura 4.7).
- Se hacen 14 blow-ups

L2

L3

E1

E2

E3

E4

E5

E8

E9

F1 F2

G14

G13

G12

G11

G10

G9G8
G7

G6

G5

G4

G3

G2
G1

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-6

-3
-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

- L2, G11 = [5, 2] = d[−2
3

, −1
3

]

G9, E3, E2, E1 = [2, 6, 2, 3] = d[−3
7

, −6
7

, −5
7

, −4
7

]

F1, G5, G6, G7 = [7, 2, 2, 2] = d[−4
5

, −3
5

, −2
5

, −1
5

]
E8, F2, E9, L3, E5, E4 = [4, 6, 2, 3, 2, 2] = d[−11

15
, −14

15
, −13

15
, −12

15
, −8

15
, −4

15
]

- K2 = −14 + 2 + 4 + 4 + 6 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G14, G8, G4



3.2. K2 = 2 53

10. D
(

17
6

)

- Fibración eĺıptica: I6 + I2 + 4I1 (ver Figura 4.8).
- Se hacen 16 blow-ups

L3

L2

L1

E1

E2

E3

E5

E8

C

F1

F2

G16

-9

-8

-6

-5

-3 -2

G15

G14

G13
G12

G11

G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1 -3

-2

-2
-2

-2-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2
-2

-2

- E3, G7 = [5, 2] = d[−2
3

, −1
3

]

F1, E5, G5 = [6, 2, 2] = d[−3
4

, −2
4

, −1
4

]
F2, G9, G10, G11, G12, G13 = [9, 2, 2, 2, 2, 2] = d[−6

7
, −5

7
, −4

7
, −3

7
, −2

7
, −1

7
]

C, E8, L3, L2, E1, E2, L1 = [3, 8, 2, 2, 2, 3, 2] = d[−11
17

, −16
17

, −15
17

, −14
17

, −13
17

, −12
17

, −6
17

]
- K2 = −16 + 2 + 3 + 6 + 7 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G8, G3, G15



54 3. RESULTADOS

11. D
(

18
7

)

- Fibración eĺıptica: I8 + I2 + 2I1 (ver Figura 4.4).
- Se hacen 15 blow-ups

L2

L3 L1

L

E1

E2

E3

E4

E6

E8

E9

F1 F2

-7 -6

-4

-3

-2

-6

-4

-4

-3

-3

-3

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

G15 G14

G13

G12

G11

G10

G9
G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2G1

- L1 = [4] = d[−1
2

]
E4 = [4] = d[−1

2
]

L2 = [4] = d[−1
2

]

G9, E9, E8, L3 = [2, 6, 2, 3] = d[−3
7

, −6
7

, −5
7

, −4
7

]
F1, G5, G6, G7 = [7, 2, 2, 2] = d[−4

5
, −3

5
, −2

5
, −1

5
]

L, E6, F2, E3, E2, E1 = [2, 3, 6, 2, 3, 3] = d[−7
18

, −14
18

, −17
18

, −16
18

, −15
18

, −11
18

]
- K2 = −15 + 1 + 1 + 1 + 4 + 4 + 6 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G8, G15, G14, G3, G11, G12



3.2. K2 = 2 55

12. D
(

19
7

)

- Fibración eĺıptica: I4 + I3 + 5I1 (ver Figura 4.15).
- Se hacen 9 blow-ups

C

E1

E2

L2

L3

E3

E4

E9

F1

F2

G8

-6 -5

-4 -3

-2

G9

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-4

-3

-3

-2

-2

-2

-2
-2

- C = [4] = d[−1
2

]

G4, F1, E9, L3 = [2, 6, 2, 3] = d[−3
7

, −6
7

, −5
7

, −4
7

]

L2, E4, F2, E3, E2, E1 = [3, 4, 5, 2, 3, 2] = d[−12
19

, −17
19

, −18
19

, −16
19

, −14
19

, −7
19

]
- K2 = −9 + 1 + 4 + 6 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G8, G7



56 3. RESULTADOS

13. D
(

19
8

)

- Fibración eĺıptica: I6 + I2 + 4I1 (ver Figura 4.8).
- Se hacen 9 blow-ups

L2

L1

E2

E3

E4

E5

E6

F1 F2

G9

G8

G7

G6
G5

G4

G3

G2G1

-6

-5 -4

-3

-2

-4

-3

-3

-2

-2

-2

-2

-2-2

L

- L = [4] = d[−1
2

]
G5, F2, E3, E2 = [2, 6, 2, 3] = d[−3

7
, −6

7
, −5

7
, −4

7
]

L2, E6, F1, E5, E4, L1 = [2, 4, 5, 3, 2, 3] = d[−8
19

, −16
19

, −18
19

, −17
19

, −14
19

, −11
19

]
- K2 = −9 + 1 + 4 + 6 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G9, G8



3.2. K2 = 2 57

14. D
(

20
9

)

- Fibración eĺıptica: I7 + I2 + 3I1 (ver Figura 4.6).
- Se hacen 13 blow-ups

L3

L1

L2

L

E1

E2

E5

E6

E9

F1

F2

G13

-6

-5

-4

-3

G12

G11

G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G1G2

-6

-5

-5

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2
-2

-2

- L = [4] = d[−1
2

]

E5, G9 = [5, 2] = d[−2
3

, −1
3

]

L2, E6 = [5, 2] = d[−2
3

, −1
3

]

F1, G5, G6 = [6, 2, 2] = d[−3
4

, −2
4

, −1
4

]
G2, F2, E9, L3, L1, E2, E1 = [2, 6, 5, 2, 2, 2, 3] = d[−9

20
, −18

20
, −19

20
, −17

20
, −15

20
, −13

20
, −11

20
]

- K2 = −13 + 1 + 2 + 2 + 3 + 7 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G11, G4, G13

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el soporte
de F2, que corresponde a las curvas G2, G3, F2, G8, está con-
tenido en σ∗(KX).



58 3. RESULTADOS

15. D
(

21
8

)

- Fibración eĺıptica: I5 + I2 + 5I1 (ver Figura 4.11).
- Se hacen 9 blow-ups

L1

L3

C

E2

E3

E4

E6

E8

F1 F2

G9G8

G7

G6 G5

G4

G3

G2G1

-6
-5

-3

-4

-2

-3

-3

-3 -3

-2

-2 -2

-2

- L1 = [4] = d[−1
2

]

G5, F2, E8, L3 = [2, 6, 2, 3] = d[−3
7

, −6
7

, −5
7

, −4
7

]

C, E6, F1, E4, E3, E2 = [3, 3, 5, 3, 3, 2] = d[−13
21

, −18
21

, −20
21

, −19
21

, −16
21

, −8
21

]
- K2 = −9 + 1 + 4 + 6 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G9, G4, G7



3.2. K2 = 2 59

16. D
(

24
11

)

- Fibración eĺıptica: I6 + I2 + 4I1 (ver Figura 4.8).
- Se hacen 12 blow-ups

L3

L2

L1

E2

E3

E4

E7

C
F1

F2

G12

G11

G10G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3G2

G1

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-5

-2

-2

-2

-2

-2
-2

-2

-2 -2

- C = [4] = d[−1
2
]

E3, G4 = [5, 2] = d[−2
3
,−1

3
]

F2, G6, G7 = [6, 2, 2] = d[−3
4
,−1

2
,−1

4
]

G1, F1, E7, L2, L3, E4, L1, E2 = [2, 7, 5, 2, 2, 2, 2, 3]
= d[−11

24
,−22

24
,−23

24
,−21

24
,−19

24
,−17

24
,−15

24
,−13

24
]

- K2 = −12 + 1 + 2 + 3 + 8 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G9, G12, G10

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el so-
porte de F1, que corresponde a las curvas G1, G2, F1, G4, G5,
está contenido en σ∗(KX).



60 3. RESULTADOS

17. D
(

25
9

)

- Fibración eĺıptica: I8 + I2 + 2I1 (ver Figura 4.4).
- Se hacen 14 blow-ups

L2

L3

L1

LE2

E3

E4

E5

E6

E8

F1 F2

G11

G10 G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2G1

G14
G13

G12 -7-6

-5

-3

-5

-5

-3

-2

-2
-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2
-2

-2

-2

- E5, G10 = [5, 2] = d[−2
3

, −1
3

]

E4, L3, E8 = [6, 2, 2] = d[−3
4

, −1
2

, −1
4

]

F1, g3, G4, G5 = [7, 2, 2, 2] = d[−4
5

, −3
5

, −2
5

, −1
5

]
L, E6, F2, E3, E2, L1, G12 = [3, 5, 5, 2, 2, 3, 2] = d[−16

25
, −23

25
, −24

25
, −22

25
, −20

25
, −18

25
, −9

25
]

- K2 = −14 + 2 + 3 + 4 + 7 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G14, G7, G11



3.2. K2 = 2 61

18. D
(

27
10

)

- Fibración eĺıptica: I5 + 7I1 (ver Figura 4.12).
- Se hacen 9 blow-ups

L2

L3

E1

E2

E3

E4

E6

E7

F1 F2

G8 -6
-4

-3

-2

G9

G7

G6

G5

G4

G3

G2G1

-6

-3

-3

-2

-2

-2

-2

-2

- E1, F1, E4, E3 = [2, 6, 2, 3] = d[−3
7

, −6
7

, −5
7

, −4
7

]
E2, L2, E6F2, E7, L3, G8 = [3, 4, 2, 6, 2, 3, 2] = [−17

27
, −24

27
, −25

27
, −26

27
, −23

27
, −20

27
, −10

27
]

- K2 = −9 + 4 + 7 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G7



62 3. RESULTADOS

19. D
(

29
13

)

- Fibración eĺıptica: I6 + I2 + 4I1 (ver Figura 4.8).
- Se hacen 14 blow-ups

L3

L2

E2

E3

E4

E5

E7

C

F1
F2

G12

G11

G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-7

-6

-3

-2
-7

-6

G13

G14

-2

-2
-2

-2

-2
-2

-2

-2
-2

-2

-2-2
-2

- F1, G3, G4, G5 = [7, 2, 2, 2] = d[−4
5

, −3
5

, −2
5

, −1
5

]

F2, G9, G10, G11 = [7, 2, 2, 2] = d[−4
5

, −3
5

, −2
5

, −1
5

]
E2, E3, C, E7, L2, L3, E4, E5 = [2, 6, 2, 6, 2, 2, 2, 3]
= d[−13

29
, −26

29
, −27

29
, −28

29
, −25

29
, −22

29
, −19

29
, −16

29
]

- K2 = −14 + 4 + 4 + 8 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G7, G14



3.2. K2 = 2 63

20. D
(

35
11

)

- Fibración eĺıptica: I6 + I2 + 4I1 (ver Figura 4.8).
- Se hacen 13 blow-ups

L3

L2

L1

E2

E3

E4

E7

C
F1

F2

G12

G11

G10G9

G8

G7

G6

G5

G4G3

G2

G1

-7

-6

-5

-4

-2

-5

-2

-2

-2

-2

-2 -2

-2

-2 -2

G13

-2

-4

- C = [4] = d[−1
2
]

E3, G12 = [5, 2] = d[−2
3
,−1

3
]

F2, G6, G7 = [6, 2, 2] = d[−3
4
,−1

2
,−1

4
]

G2, G1, F1, E7, L2, L3, E4, L1, E2 = [2, 2, 7, 5, 2, 2, 2, 2, 4]
= d[−11

35
,−22

35
,−33

35
,−34

35
,−32

35
,−30

35
,−28

35
,−26

35
,−24

35
]

- K2 = −13 + 1 + 2 + 3 + 9 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G9, G13, G10

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el so-
porte de F1, que corresponde a las curvas G1, G2, G3, F1, G5,
está contenido en σ∗(KX).



64 3. RESULTADOS

21. D
(

41
19

)

- Fibración eĺıptica: I8 +I2 +2I1 con una sección doble (ver
Figura 4.4).

- Se hacen 11 blow-ups

L2

LC

E1

E2

E3

E7

E8

E9

F1

L′

G11

G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-8
-6

-5

-4

-3

-2
-2

-2

-2

-2
-2

-2

-2

-2

-2

-2

- E9 = [4] = d[−1
2

]

L, G4 = [5, 2] = d[−2
3

, −1
3

]
G6, C, L′, F1, E3, E2, E1, L2, E7, E8 = [2, 8, 2, 6, 2, 2, 2, 2, 2, 3]
= d[−19

41
, −38

41
, −39

41
, −40

41
, −37

41
, −34

41
, −31

41
, −28

41
, −25

41
, −22

41
]

- K2 = −11 + 1 + 2 + 10 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G11, G5



3.2. K2 = 2 65

22. D
(

42
19

)

- Fibración eĺıptica: I9 + 3I1 con una sección doble (ver
Figura 4.3).

- Se hacen 12 blow-ups

L1

L2

L3

L′

E1

E8

E9

F1

F2

G12
G11

G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-8

-6

-3

-2

-6

-3

-2

-2

-2
-2

-2

-2

-2

-2

-2-2
-2 -2

-2

- F1, G4, G5, G6, G7 = [8, 2, 2, 2] = d[−5
6
,−4

6
,−3

6
,−2

6
,−1

6
]

L1, E1, F2, G2, L
′, L2, L3, E8, E9 = [2, 6, 6, 2, 3, 2, 2, 2, 3]

= d[−19
42

, −38
42

, −41
42

, −40
42

, −39
42

, −35
42

, −31
42

, −27
42

, −23
42

]
- K2 = −12 + 5 + 9 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Observemos que hay una curva (-2) que inter-

secta a L1 y que no intersecta a ninguna otra curva de las
configuraciones de Wahl. Usando esta curva obtenemos
que un lazo alrededor de L1 es trivial. Como este lazo es
generador obtenemos que los lazos alrededor de todas las
curvas de esa configuración de Wahl son triviales. Ahora
aplicamos la sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrededor
de G8 y aśı se concluye que el grupo fundamental es triv-
ial.



66 3. RESULTADOS

23. D
(

44
17

)

- Fibración eĺıptica: I8 +I2 +2I1 con una sección doble (ver
Figura 4.4).

- Se hacen 7 blow-ups

L1

L

E2

E3

E4

E5

F1 F2

L′

G7

G6

G5

G4

G3

G2G1

-6

-4
-3

-2-3

-3

-4

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2-2

- E2 = [4] = d[−1
2

]
L, E5, F1, E3, F2, L

′, L1, E4 = [2, 3, 4, 2, 6, 2, 3, 3]
= d[−17

44
, −34

44
, −41

44
, −42

44
, −43

44
, −40

44
, −37

44
, −27

44
]

- K2 = −7 + 1 + 8 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Observermos que hay una curva (−2) que inter-

secta a E2 y que no intersecta a ninguna otra curva de las
configuraciones de Wahl. Usando esta curva obtenemos
que un lazo alrededor de E2 es trivial. Ahora aplicando la
sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrededor de G6 vemos
que los lazos alrededor de L1 son triviales, pero un lazo α
alrededor de L1 es igual a β3 donde β es un lazo alrededor
de E4 que es generador. Luego β3 es trivial y como 3 es
coprimo con 44 entonces se concluye que β = 1 y por lo
tanto el grupo fundamental es trivial.



3.2. K2 = 2 67

24. D
(

46
21

)

- Fibración eĺıptica: I8 +I2 +2I1 con una sección doble (ver
Figura 4.4).

- Se hacen 10 blow-ups

L2

E1

E2

E3

E5

E7

E8

E9

F1 F2

L′

G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-7

-4

-3

-2 -7

-4

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2 -2

- E8 = [4] = d[−1
2

]

E9 = [4] = d[−1
2

]
E5, F2, L

′, G1, F1, E3, E2, E1, L2, E7 = [2, 7, 2, 2, 7, 2, 2, 2, 2, 3]
= d[−21

46
, −42

46
, −43

46
, −44

46
, −45

46
, −41

46
, −37

46
, −33

46
, −29

46
, −25

46
]

- K2 = −10 + 1 + 1 + 10 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Observemos que hay una curva (−2) que in-

tersecta a E5 y no intersecta a ninguna otra curva de las
configuraciones de Wahl. Usando esta curva, obtenemos
que un lazo alrededor de E5 es trivial. Como este lazo es
generador obtenemos que los lazos alrededor de todas las
curvas de esa configuración de Wahl son triviales. Ahora
aplicamos la sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrededor
de G10,G9 y aśı se concluye que el grupo fundamental es
trivial.

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el so-
porte de F1, que corresponde a las curvas G1, G2, F1, G4, G5,
está contenido en σ∗(KX).
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25. D
(

55
9

)

- Fibración eĺıptica: I∗
3 + 3I1 con una sección doble (ver

Figura 4.1).
- Se hacen 18 blow-ups

L
L′

E2

E3

E4

E6

E7

E9

E5

F1

F2

G18

G17

G16

G15

G14

G13

G12

G11

G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-12

-8

-7

-4

-2

-2
-2

-2

-2

-2-2

-2 -2
-2

-2
-2

-2

-2
-2

-2

-2
-2

- L′ = [4] = d[−1
2

]

F1, G8, G9, G10, G11 = [8, 2, 2, 2] = d[−5
6

, −4
6

, −3
6

, −2
6

, −1
6

]
G6, G5, G4, G3, G2, F2, E7, E6, E5, E4, E3, E2, L, E9 = [2, 2, 2, 2, 2, 12, 2
, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 7] = d[−9

55
, −18

55
, −27

55
, −36

55
, −45

55
, −54

55
, −53

55
, −52

55
, −51

55
, −50

55
, −49

55
, −48

55
, −47

55
, −46

55
]

- K2 = −18 + 1 + 5 + 14 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G12, G13

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el soporte
de F2, que corresponde a las curvas G2, G3, G4, G5, G6, G7, F2, G16, G17, G18,
está contenido en σ∗(KX).
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26. D
(

58
13

)

- Fibración eĺıptica: I∗
2 +I2+2I1 con una sección doble (ver

Figura 4.17).
- Se hacen 9 blow-ups

L1

E3

E4

F1 F2

E5

E8

G9

G8

G7

G6

G5

G4
G3

G2G1

-9-5

-4

-2

L′

-2
-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2
-2

-2

-2

-2 -2

- F1, E8, F2, E5, E4, E3, L1, L
′, G4, G5, G6 = [5, 2, 9, 2, 2, 2, 2, 4, 2, 2, 2]

= d[−45
58

, −51
58

, −57
58

, −56
58

, −55
58

, −54
58

, −53
58

, −52
58

, −39
58

, −26
58

, −13
58

]
- K2 = −9 + 11 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Observemos que hay una curva (-2) que inter-

secta a L′ y no intersecta a ninguna otra curva de la con-
figuración de Wahl. Usando esta curva, obtenemos que un
lazo alrededor de L′ es trivial. Ahora aplicando la sección
1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrededor de G8 y luego a G7

obtenemos que lazos alrededor de F2 y G6 son triviales.
Pero los lazos alrededor de G6 son generadores, de donde
se concluye que el grupo fundamental es trivial.

Observación 9. n = 58 es el máximo nuevo record en
ı́ndices para K2 = 2.
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27. D(3, 3, 3; 4)
- Fibración eĺıptica: I5 + I2 + 5I1 (ver Figura 4.11).
- Se hacen 9 blow-ups

L1

L3

L2

C

E3

E4

E7

E9

F1

G9
G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1
-7

-5
-4

-3

-2

-3

-3

-3

-2

-2

-2

-2

L

- L3, L3 = [5, 2] = d[−2
3

, −1
3

]

G1, F1, E4, E3, L1 = [2, 7, 2, 2, 3] = d[−4
9

, −8
9

, −7
9

, −6
9

, −5
9

]

L, E7, E9; C = [3, 3, 3; 4] = d[−2
3

, −2
3

, −2
3

;−1]
- K2 = −9 + 2 + 5 + 4 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Sea α un lazo alrededor de G1 y β un lazo

alrededor de F1. Notar que α es generador y se tiene que
β = α2. Además, usando la curva G2 se tiene que α ∼ β,
luego se tiene que α2 = α y por lo tanto α = 1. Ahora
aplicando la sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrededor de
G9, G3, G4, G6, G5 se concluye que el grupo fundamental
es trivial.

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el so-
porte de F1, que corresponde a las curvas G1, G2, F1, G3, G4,
está contenido en σ∗(KX).



3.2. K2 = 2 71

28. D(2, 3, 6; 2)
- Fibración eĺıptica: I6 + I2 + 4I1 (ver Figura 4.8).
- Se hacen 11 blow-ups

L2

L1

E2

E3

E4

E5

E7

CF1

F2

G11

G10

G9

G8

G7G6

G5

G4

G3

G2

G1

-8 -6

-5

-4

-3

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2
-2

-2

-2

-2

- E3, G10 = [5, 2] = d[−2
3

, −1
3

]
G2, G1, F1, E5, E4, L1, E2 = [2, 2, 8, 2, 2, 2, 4]
L2, C, F2; E7 = [2, 3, 6; 2] = d[−1

2
, −2

3
, −5

6
;−1]

- K2 = −11 + 2 + 7 + 4 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G11, G5, G7, G9

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el soporte
de F1, que corresponde a las curvas G1, G2, G3, F1, G5, G6, está con-
tenido en σ∗(KX).
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29. D(4, 2, 4; 3)
- Fibración eĺıptica: I4 + I3 + 5I1 (ver Figura 4.15).
- Se hacen 10 blow-ups

L1
CE1

E2

L2

L3

E3

E4

E8

E9

F1

G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-6

-5

-4

-3

-2

-4-3

-3

-3
-2

-2

-2

-2

- E2, E1 = [5, 2] = d[−2
3

, −1
3

]
G8, E3, F1, E8, C, E4 = [2, 3, 6, 2, 3, 3]
L1, E9, L2; L3 = [4, 2, 4; 3] = d[−3

4
, −1

2
, −3

4
;−1]

- K2 = −10 + 2 + 6 + 4 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Usando la curva (−1) G1 vemos que un lazo

α alrededor de F1 es tal que α2 = 1. Por otro lado, si
β es un lazo alrededor de E4, entonces α ∼ β y luego
β2 = 1. Además, si γ y η representan lazos alrededor
de E8 y E3, entonces se tiene que γ = β8 = 1 y η =
β70 = 1. Ahora aplicando la sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a
lazos alrededor de G6, G7, G4, G9, G3, G5 se concluye que
el grupo fundamental es trivial.
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3.3. K2 = 3

1. D
(

5
1

)

- Fibración eĺıptica: I∗
3 + 3I1 con dos secciones dobles (ver

Figura 4.1).
- Se hacen 17 blow-ups

L′

L′′

E1

E2

E3

E4

E6

E7

E5

F1

F2

G17

G16

G15

G14

G13

G12

G11

G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-12

-7

-4

-2

-7

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2
-2

-2

-2
-2
-2

-2
-2

-2

-2

-2

- F2, G11, G12, G13 = [7, 2, 2, 2] = d[−4
5

, −3
5

, −2
5

, −1
5

]
L′′, G1, F1, E7, E6, E5, E4, E3, E2, E1, L

′, G4, G4, G6, G7, G8 =
[7, 2, 12, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 4, 2, 2, 2, 2, 2] = d[−104

123
, −113

123
, −122

123
, −121

123
, −120

123
,

−119
123

, −118
123

, −117
123

, −116
123

, −115
123

, −114
123

, −95
123

, −76
123

, −57
123

, −38
123

, −19
123

]
- K2 = −17 + 4 + 16 = 3
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G14

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el soporte
de F1, que corresponde a las curvas G1, G2, F1, G4, G5, G6, G7, G8, G9, G10,
está contenido en σ∗(KX).
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2. D
(

5
2

)

- Fibración eĺıptica: I8 + 4I1 con una sección doble (ver
Figura 4.5).

- Se hacen 13 blow-ups

L2

L3

E1

E2

E3

E5

E4

E6

E8

F1 F2

L′

G13

G12

G11

G10

G9 G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-8-6-5

-4

-3

-2

-3

-3

-3

-2

-2
-2

-2

-2

-2

-2 -2

- L3, E5, E4 = [3, 5, 2] = d[−3
5

, −4
5

, −2
5

]

G3, F2, E3, E2, E1, L2 = [2, 8, 2, 2, 2, 3] = d[−5
11

, −10
11

, −9
11

, −8
11

, −7
11

, −6
11

]

E8, L
′, G1, F1, E6, G9, G10 = [4, 3, 2, 6, 3, 2, 2] = d[−18

25
, −22

25
, −23

25
, −24

25
, −21

25
, −14

25
, −7

25
]

- K2 = −13 + 3 + 6 + 7 = 3
- X ′ es una superficie de tipo general con K2 = 1
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G13, G12

Observación 10. Si X ′
0 es la resolución minimal de un

punto general en D
(

5
2

)

, entonces usando flips y contracciones
divisoriales se prueba que existe una curva (−1) en X ′

0 tal que
después de contraerla se obtiene la superficie X ′ minimal. Más
aún, la curva (−1) intersecta en un punto a la curva (−5), en
otro punto a la curva (−3) y no intersecta a la curva (−2).
Al contraer la curva (−1) la curva (−5) se transforma en una
curva (−4) y la curva (−3) se transforma en una curva (−2)
que intersecta en dos puntos distintos a la curva (−4) y la
otra curva (−2) se mantiene e intersecta a la curva (−4) en
un punto. Aśı X ′ es una superficie de Godeaux con π1 = 1.
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3. D
(

9
4

)

- Fibración eĺıptica: I8 + 4I1 con una sección doble (ver
Figura 4.5).

- Se hacen 11 blow-ups

L2

L3

E1

E2

E3

E5

E8

E9

F1

F2L′

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

G11

G10

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-4-2

-2
-2

-2
-2

-2

-2

-2

E4

- L2 = [4] = d[−1
2

]
G6, F2, E3, E2, E1 = [2, 7, 2, 2, 3] = d[−4

9
, −8

9
, −7

9
, −6

9
, −5

9
]

L′, G1, F1, E9, E8, L3, E5, E4 = [5, 2, 6, 2, 4, 2, 2, 2]
= d[−24

31
, −27

31
, −30

31
, −29

31
, −28

31
, −21

31
, −14

31
, −7

31
]

- K2 = −11 + 1 + 5 + 8 = 3
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G7, G11

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el soporte
de F1, que corresponde a las curvas G1, G2, F1, G4, está con-
tenido en σ∗(KX).
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4. D
(

11
4

)

- Fibración eĺıptica: I7 + 5I1 (ver Figura 4.7).
- Se hacen 9 blow-ups

L2

L3

E1
E2

E4

E5

E6

E7

E8

E9

F1 F2

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2G1

-6

-4

-3

-2

-6

-4

-3

-2 -2

-2

-2

-2

-2

- E7, F1, E6, E5, E4 = [3, 6, 2, 3, 2] = d[−7
11

, −10
11

, −9
11

, −8
11

, −4
11

]
L3, E9, F2, E8, L2, E1, E2 = [4, 2, 6, 2, 4, 2, 2] = d[−17

24
, −20

24
, −23

24
, −22

24
, −21

24
, −14

24
, −7

24
]

- K2 = −9 + 5 + 7 = 3
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G7, G8
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5. D
(

11
5

)

- Fibración eĺıptica: I8 + 4I1 con una sección doble (ver
Figura 4.5).

- Se hacen 10 blow-ups

L2

L3

E1

E2

E3

E5

E8

E9

F1 F2

L′

G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-8

-6

-4

-3

-2

-4

-2

-2

-2

-2

-2
-2

-2

-2 -2

- G3, F2, E3, E2, E1, L2 = [2, 8, 2, 2, 2, 3] = d[−5
11

, −10
11

, −9
11

, −8
11

, −7
11

, −6
11

]
L′, G1, F1, E9, E8, L3, E5 = [4, 2, 6, 2, 4, 2, 2] = d[−17

24
, −20

24
, −23

24
, −22

24
, −21

24
, −14

24
, −7

24
]

- K2 = −10 + 6 + 7 = 3
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G10, G9

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el soporte
de F2, que corresponde a las curvas G3, G4, F2, G6, G7, G8, está con-
tenido en σ∗(KX).
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6. D
(

17
7

)

- Fibración eĺıptica: I9 + 3I1 con una sección doble (ver
Figura 4.3).

- Se hacen 14 blow-ups

L1

L2

L3

L′

E1

E2

E3

E4

E8

E9

F1

F2

G14

G13

G12

G11G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-9

-6

-5

-4

-3

-2
-4

-3

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

- L3, L2, G12 = [3, 5, 2] = d[−3
5

, −4
5

, −2
5

]

G10, L
′, G1, F1, E9, E8 = [2, 4, 2, 6, 2, 3] = d[−7

17
, −14

17
, −15

17
, −16

17
, −13

17
, −10

17
]

G4, G3, F2, E1, L1, E2, E3, E4 = [2, 2, 9, 2, 2, 2, 2, 4] = d[−6
19

, −12
19

, −18
19

,
−17
19

, −16
19

, −15
19

, −14
19

, −13
19

]
- K2 = −14 + 3 + 6 + 8 = 3
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G14, G13

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el soporte
de F2, que corresponde a las curvas G3, G4, G5, F2, G7, G8, G9,
está contenido en σ∗(KX).
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7. D
(

19
6

)

- Fibración eĺıptica: I9 + 3I1 con una sección doble (ver
Figura 4.3).

- Se hacen 14 blow-ups

L1

L2

L3

L′

E1

E2

E3

E4

E8

E9

F1

F2

G14

G13

G12

G11G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-9

-6

-5

-4

-3

-2
-4

-3

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

- L3, L2, G12 = [3, 5, 2] = d[−3
5

, −4
5

, −2
5

]

G10, L
′, G1, F1, E9, E8 = [2, 4, 2, 6, 2, 3] = d[−7

17
, −14

17
, −15

17
, −16

17
, −13

17
, −10

17
]

G4, G3, F2, E1, L1, E2, E3, E4 = [2, 2, 9, 2, 2, 2, 2, 4] = d[−6
19

, −12
19

, −18
19

,
−17
19

, −16
19

, −15
19

, −14
19

, −13
19

]
- K2 = −14 + 3 + 6 + 8 = 3
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G14, G13

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el soporte
de F2, que corresponde a las curvas G3, G4, G5, F2, G7, G8, G9,
está contenido en σ∗(KX).
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8. D
(

24
7

)

- Fibración eĺıptica: I7 + 5I1 (ver Figura 4.7).
- Se hacen 9 blow-ups

L2

L3

E1
E2

E4

E5

E6

E7

E8

E9

F1 F2

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2G1

-6

-4

-3

-2

-6

-4

-3

-2 -2

-2

-2

-2

-2

- E7, F1, E6, E5, E4 = [3, 6, 2, 3, 2] = d[−7
11

, −10
11

, −9
11

, −8
11

, −4
11

]
L3, E9, F2, E8, L2, E1, E2 = [4, 2, 6, 2, 4, 2, 2] = d[−17

24
, −20

24
, −23

24
, −22

24
, −21

24
, −14

24
, −7

24
]

- K2 = −9 + 5 + 7 = 3
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G7, G8
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9. D
(

25
7

)

- Fibración eĺıptica: I8 + 4I1 con una sección doble (ver
Figura 4.5).

- Se hacen 13 blow-ups

L2

L3

E1

E2

E3

E5

E4

E6

E8

F1 F2

L′

G13

G12

G11

G10

G9 G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-8-6-5

-4

-3

-2

-3

-3

-3

-2

-2
-2

-2

-2

-2

-2 -2

- L3, E5, E4 = [3, 5, 2] = d[−3
5

, −4
5

, −2
5

]

G3, F2, E3, E2, E1, L2 = [2, 8, 2, 2, 2, 3] = d[−5
11

, −10
11

, −9
11

, −8
11

, −7
11

, −6
11

]

E8, L
′, G1, F1, E6, G9, G10 = [4, 3, 2, 6, 3, 2, 2] = d[−18

25
, −22

25
, −23

25
, −24

25
, −21

25
, −14

25
, −7

25
]

- K2 = −13 + 3 + 6 + 7 = 3
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G13, G12

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el soporte
de F2, que corresponde a las curvas G3, G4, F2, G6, G7, G8, está con-
tenido en σ∗(KX).
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10. D
(

29
7

)

- Fibración eĺıptica: I9 + 3I1 con una sección doble (ver
Figura 4.3).

- Se hacen 14 blow-ups

L1

L2

L3

L′

E1

E2

E3

E4

E8

E9

F1 F2

G14

G13
G12

G11

G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-10

-6

-5

-4

-3

-4

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2
-2

- L3 = [4] = d[−1
2

]

G11, L
′, G1, F1, E9, E8 = [2, 4, 2, 6, 2, 3] = d[−7

17
, −14

17
, −15

17
, −16

17
, −13

17
, −10

17
]

G5, G4, G3, F2, E1, L1, E2, E3, E4, L2 = [2, 2, 2, 10, 2, 2, 2, 2, 2, 5]
d[−7

29
, −14

29
, −21

29
, −28

29
, −27

29
, −26

29
, −25

29
, −24

29
, −23

29
, −22

29
]

- K2 = −14 + 1 + 6 + 10 = 3
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G12, G13

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el soporte
de F2, que corresponde a las curvas G3, G4, G5, G6, F2, G8, G9, G10,
está contenido en σ∗(KX).
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11. D
(

31
7

)

- Fibración eĺıptica: I8 + 4I1 con una sección doble (ver
Figura 4.5).

- Se hacen 11 blow-ups

L2

L3

E1

E2

E3

E5

E8

E9

F1

F2L′

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

G11

G10

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-4-2

-2
-2

-2
-2

-2

-2

-2

E4

- L2 = [4] = d[−1
2
]

G6, F2, E3, E2, E1 = [2, 7, 2, 2, 3] = d[−4
9

, −8
9

, −7
9

, −6
9

, −5
9

]
L′, G1, F1, E9, E8, L3, E5, E4 = [5, 2, 6, 2, 4, 2, 2, 2]
= d[−24

31
, −27

31
, −30

31
, −29

31
, −28

31
, −21

31
, −14

31
, −7

31
]

- K2 = −11 + 1 + 5 + 8 = 3
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G7, G11

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el soporte
de F1, que corresponde a las curvas G1, G2, F1, G4, está con-
tenido en σ∗(KX).
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12. D
(

69
31

)

- Fibración eĺıptica: I8 + 4I1 con sección doble (ver Figura
4.5).

- Se hacen 11 blow-ups

L2

L1

L3

E1

E3

E5

E4

E7

E8

F1 F2

L′

-6

-5

-4

-3

-2

G11

G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-6

-5 -2

-2

-2
-2

-2

-2

-2

-2

- L2, E1 = [5, 2] = d[−2
3

, −1
3

]
E8, G8 = [5, 2] = d[−2

3
, −1

3
]

E3, F2, E7, F1, G1, L
′, L1, E4, E5, L3 = [2, 6, 2, 6, 2, 4, 2, 2, 2, 3]

d[−31
69

, −62
69

, −65
69

, −68
69

, −67
69

, −66
69

, −59
69

, −52
69

, −45
69

, −38
69

]
- K2 = −11 + 2 + 2 + 10 = 3
- X ′ es racional
- π1 trivial: Sea α1 un lazo alrededor de E3 y α2 un lazo

alrededor de F2. Entonces se tiene que α2 ∼ α2
1 y usando

la curva (−1) G3, se puede ver que α2
2 = 1. Luego α4

1 =
1 y como 4 es coprimo con 69, entonces necesariamente
se tiene que α1 = 1. Ahora aplicamos la sección 1.6 del
Caṕıtulo 1 a lazos alrededor de G7 y G9 y aśı se concluye
que el grupo fundamental es trivial.

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el soporte
de F1, que corresponde a las curvas G1, G2, F1, G4, está con-
tenido en σ∗(KX).
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13. D
(

97
45

)

- Fibración eĺıptica: I∗
2 + 4I1 con una sección (ver Figura

4.2).
- Se hacen 9 blow-ups

L3

E1

E2

E3

E4

F1 F2

E5

E6

L′

G9

-8

-6

-4

-3

G8

G7

G6
G5

G4

G3

G2

G1

-2

-2

-2

-2

-2
-2

-2

-2

-2

-2

- G3, F2, E6, F1, G1, L
′, L3, E1, E2, E3, E4, E5 = [2, 8, 2, 6, 2, 4, 2, 2, 2, 2, 2, 3]

= d[−45
97

, −90
97

, −93
97

, −96
97

, −95
97

, −94
97

, −87
97

, −80
97

, −73
97

, −66
97

, −59
97

, −52
97

]
- K2 = −9 + 12 = 3
- X ′ es racional
- π1 trivial: Sea α un lazo alrededor de G3, β un lazo alrede-

dor de F2 y α0 un lazo alrededor de G3. Entonces α es
generador y se tiene que β = α2. También se tiene que
β ∼ α. Si γ es un camino que va desde el punto base de β
y α al punto base de α0 y µ es un camino que del punto
base de α y β al punto base de α0, entonces se tiene que
β = γα0γ

−1 y α = µα0µ
−1. Además se tiene que µ−1γ ∼ 0

(ver [21, Pag. 1490]), luego se concluye que α2 = α y por
lo tanto α = 1. Aśı el grupo fundamental es trivial.

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el soporte
de F2, que corresponde a las curvas G3, G4, F2, G6, G7, G8, está con-
tenido en σ∗(KX).
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14. D
(

100
29

)

- Fibración eĺıptica: I8 + 4I1 con una sección doble (ver
Figura 4.5).

- Se hacen 8 blow-ups

L2

L3

E1

E5

E6

E8

E9

F1 F2

L′

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-6

-4

-2

-6

-4

-2

-2

-2

-2

-2
-2

-2

-2

-2

- L′, G1, F1, E9, F2, E6, E5, L3, E8, L2, E1 = [4, 2, 6, 2, 6, 2, 2, 2, 4, 2, 2]
= d[−71

100
, −84

100
, −97

100
, −98

100
, −99

100
, −96

100
, −93

100
, −90

100
, −87

100
, −58

100
, −29

100
]

- K2 = −8 + 11 = 3
- X ′ es racional
- π1 trivial: Sea α un lazo alrededor de F2 y β un lazos

alrededor de L′. Usando la curva (−1) G3 se tiene que
α2 = 1 y como α ∼ β entonces β2 = 1. Como β es
generador se concluye que lazos alrededor de E9 son triv-
iales. Luego usando la curva (−1) G7 se obtiene que lazos
alrededor de E8 son triviales y finalmente usando la curva
(−1) G8 se tiene que β es trivial. Por lo tanto el grupo
fundamental es trivial.

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el soporte
de F1, que corresponde a las curvas G1, G2, F1, G4, está con-
tenido en σ∗(KX).
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15. D
(

100
31

)

- Fibración eĺıptica: I8 + 4I1 con una sección doble (ver
Figura 4.5).

- Se hacen 10 blow-ups

L2
E1

E5

E6

E8

E9

F1 F2

L′

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-6

-4

-2

-6

-4

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

G9G10

-5L1

E2

- E8, G9 = [5, 2] = d[−2
3

, −1
3

]
L2, E1, E2, L1, L

′, G1, F1, E9, F2, E6, E5 = [4, 2, 2, 2, 4, 2, 6, 2, 6, 2, 2]
= d[−69

100
, −76

100
, −83

100
, −90

100
, −97

100
, −98

100
, −99

100
, −96

100
, −93

100
, −62

100
, −31

100
]

- K2 = −10 + 2 + 11 = 3
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G10

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el soporte
de F1, que corresponde a las curvas G1, G2, F1, G4, está con-
tenido en σ∗(KX).
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16. D
(

123
19

)

- Fibración eĺıptica: I∗
3 + 3I1 con dos secciones dobles (ver

Figura 4.1).
- Se hacen 17 blow-ups

L′

L′′

E1

E2

E3

E4

E6

E7

E5

F1

F2

G17

G16

G15

G14

G13

G12

G11

G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1

-12

-7

-4

-2

-7

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2
-2

-2

-2
-2
-2

-2
-2

-2

-2

-2

- F2, G11, G12, G13 = [7, 2, 2, 2] = d[−4
5

, −3
5

, −2
5

, −1
5

]
L′′, G1, F1, E7, E6, E5, E4, E3, E2, E1, L

′, G4, G4, G6, G7, G8 =
[7, 2, 12, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 4, 2, 2, 2, 2, 2] = d[−104

123
, −113

123
, −122

123
, −121

123
, −120

123
,

−119
123

, −118
123

, −117
123

, −116
123

, −115
123

, −114
123

, −95
123

, −76
123

, −57
123

, −38
123

, −19
123

]
- K2 = −17 + 4 + 16 = 3
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G14

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el soporte
de F1, que corresponde a las curvas G1, G2, F1, G4, G5, G6, G7, G8, G9, G10,
está contenido en σ∗(KX).

Observación 11. n = 123 es el máximo nuevo record en
ı́ndices para K2 = 3.
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3.4. W.H.S.

1. D(3, 4, 3− 3; 3)
- Fibración eĺıptica: 2I4 + 4I1 (ver Figura 4.14).
- Se hacen 10 blow-ups

L3

L1

L2

C

L

E2

E3

E4

E5

E6

F1

G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4
G3

G2

G1

-6
-5

-4
-3

-2

-4

-3 -3

-3

-3

-2

-2

-2

- E4 = [4] = d[−1
2

]

C, L = [5, 2] = d[−2
3

, −1
3

]
G3, F1, E3, E2 = [2, 6, 2, 3] = d[−3

7
, −6

7
, −5

7
, −4

7
]

E6, E5, L1 − L3; L2 = [3, 4, 3 − 3; 3] = d[−5
7

, −11
14

, −13
14
−

−9
14

; −8
7

]
- K2 = −10 + 1 + 2 + 4 + 5 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G2, G5, G4, G8, G9, G10
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2. D(2, 6, 4− 2; 2)
- Fibración eĺıptica: I6 + I2 + 4I1 (ver Figura ).
- Se hacen 9 blow-ups

L3

L2

E2

E3

E4

E5

E7

C

F1 F2

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2

G1
-7

-6

-4

-3 -2

-4

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2
-2

- L2 = [4] = d[−1
2
]

G1, F1, E5, E4, L3 = [2, 7, 2, 2, 3] = d[−4
9

, −8
9

, −7
9

, −6
9

, −5
9

]
E2, F2, E7−C; E3 = [2, 6, 4−2; 2] = d[−5

8
, −7

8
, −3

4
−(−1); −5

4
]

- K2 = −9 + 1 + 5 + 5 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G9, G8, G6, G5

En este ejemplo se tiene que KX es amplio pues el so-
porte de F1, que corresponde a las curvas G1, G2, F1, G4, G5,
está contenido en σ∗(KX).
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3. D(2, 3, 7− 2; 2)
- Fibración eĺıptica: I8 + 4I1 (ver Figura 4.5).
- Se hacen 10 blow-ups

L2

L3

E2

E3

E5

E4

E6

E7

E8

E9

F1 F2

G10

G9

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2G1

-7-6

-4

-3

-2

-4

-4

-2

-2

-2

-2

-2

-2

-2

- L2 = [4] = d[−1
2

]

E7 = [4] = d[−1
2

]

E2, E3, F1, E9, E8 = [2, 2, 6, 2, 4] = d[−7
10

, −8
10

, −9
10

, −6
10

, −4
10

]
E4, L3, F2−E6; E5 = [2, 3, 7−2; 2] = d[−4

7
, −5

7
, −6

7
−(−1); −8

7
]

- K2 = −10 + 1 + 1 + 5 + 5 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Sea

α un lazo alrededor de E6

β un lazo alrededor de L3

γ un lazo alrededor de E4

δ un lazo alrededor de E5

ε un lazo alrededor de F2

Usando la curva (−1) G2 se tiene que ε2 = 1. Por otro
lado se tiene 1 = αε7 y aśı usando la relación anterior se
concluye que αε = 1 o equivalentemente α = ε−1. Tam-
bién tenemos la relación 1 = δεα2, como α = ε−1 entonces
obtenemos que δ = ε y aśı δ2 = 1. Además se tiene que
1 = δβ3, es decir δ = β−3 y por lo obtenido anteriormente
se concluye que β6 = 1. Usando la curva (−1) G10 se tiene
que β100 = 1 y esto junto con la relación anterior nos dice
que β4 = 1 y por tanto β2 = 1. Aśı δ = β−1 y como
1 = γβαδ2, entonces usando las relaciones anteriores se
concluye que γ = 1. Por otro lado, como δγ2 = 1 y γ = 1
tenemos que δ = 1 y aśı ε = α = β = 1. Ahora apli-
camos la sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrededor de
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G10, G9, G8 concluyendo aśı que el grupo fundamental es
trivial.
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4. D(6− 2− 2, 2, 6− 2− 2; 3)
- Fibración eĺıptica: I4 + I2 + 6I1 (ver Figura 4.16).
- Se hacen 8 blow-ups

L

L1

L2

L3

E4

E6

E9

F1 F2

G8

G7

G6

G5

G4

G3

G2G1

-6

-5

-3
-2

-6

-2

-2

-2

-2

-2

-2
-2

- E9, L = [5, 2] = d[−2
3

, −1
3

]
F1−E4−L1, G7, F2−E6−L2; L3 = [6−2−2, 2, 6−2−2; 3] =
d[−5

6
− (−1)− −7

6
, −2

3
, −5

6
− (−1)− −7

6
; −4

3
]

- K2 = −8 + 2 + 8 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Sea α un lazos alrededor de F1 y sea β un lazo

alrededor de E9. Sabemos que β ∼ α y usando la curva
(−1) G1 se puede ver que α2 = 1 y aśı β2 = 1. Como 2
es coprimo con 3, entonces necesariamente β = 1. Ahora
aplicando la sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrededor de
G7, G4, G5, G6, G3 se concluye que el grupo fundamental
es trivial.
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5. D(6, 2, 4− 2− 2; 3)
- Fibración eĺıptica: I5 + I2 + 5I1 (ver Figura 4.11).
- Se hacen 9 blow-ups

L1

L3

L2

C

E3

E4

E5

E8

F1 F2

G9

G8
G7

G6

G5

G4

G3

G2G1

-6

-4

-3

-2

-6

-4

-3

-2

-2

-2

-2

-2-2

- E8 = [4] = d[−1
2

]
G4, F1, E5, L2 = [2, 6, 2, 3] = d[−3

7
, −6

7
, −5

7
, −4

7
]

C, F2, L3−L1−E3; E4 = [2, 6, 4−2−2; 3] = d[−4
7

, −6
7

, −5
7
−

−6
7
− (−1); −8

7
]

- K2 = −9 + 1 + 4 + 6 = 2
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G3, G8, G9, G6, G5
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6. D(3, 3, 3, 2− 4; 3)
- Fibración eĺıptica: I5 + I3 + 4I1 (ver Figura 4.10).
- Se hacen 10 blow-ups

L3

L2

L1

C

L

E2

E4

E7

E8

E9

F1

G10

G9

G8

G7G6

G5
G4

G3

G2

G1

-6-5

-4

-3-2

-3

-3

-3

-3-3

-2

-2 -2

-2

- E4, C, E2 = [3, 5, 2] = d[−3
5

, −4
5

, −2
5

]
G3, F1, E9, L = [2, 6, 2, 3] = d[−3

7
, −6

7
, −5

7
, −4

7
]

L1, L2, E7, E8−G5; L3 = [3, 3, 3, 4−2; 3] = d[−5
6

, −5
6

, −5
6

,−1−
−1
2

, −3
2

]
- K2 = −10 + 3 + 4 + 6 = 3
- X ′ es racional
- π1 trivial: Aplicar sección 1.6 del Caṕıtulo 1 a lazos alrede-

dor de: G8, G6, G4, G2, G9

Observación 12. Notar que la cruz para que sea WHS con
QHD tiene que ser tal que los cuatro puntos de intersección de
la curva (−3) central con las otras curvas que forman la cruz
tienen una razón cruzada dada. Pero usando el pincel de la
Figura 4.10 estos cuatro puntos en L3 si los podemos escoger
arbitrariamente con respecto a la razón cruzada.

Observación 13. Para este ejemplo no sabemos si la ob-
strucción es cero ya que el Teorema 5 no se aplica directamente
en este caso.





CAPÍTULO 4

Preguntas

1. Hoy en d́ıa, las superficies con pg = q = 0 y K2 = 1 son
llamadas superficies numéricamente Godeaux. Para estas su-
perficies se sabe que el grupo fundamental algebraico tiene
orden menor o igual a 5. Más aún, se sabe sabe que el caso
Z/2Z⊕Z/2Z no puede ocurrir [25] y aśı el grupo fundamental
algebraico puede ser solamente 0, Z/2Z, Z/3Z, Z/4Z o Z/5Z.
Las superficies con grupo fundamental algebraico Z/3Z, Z/4Z

y Z/5Z fueron completamente descritas por Miles Reid en [24].
En particular en estos tres casos se sabe que el espacio de
móduli correspondiente es irreducible. Sin embargo, para los
otros dos casos posibles, ni siquiera se sabe si el espacio de
móduli es conexo. A partir de esto, resulta natural pregun-
tarse si el móduli de las superficies numéricamente Godeaux
con grupo fundamental trivial es conexo o no, y luego tratar de
responder la misma pregunta cuando K2 = 2, 3 y 4. En relación
con esta misma pregunta, uno podŕıa partir preguntándose si
dadas dos superficies estables en la compactificación del espa-
cio de móduli (como sucede en esta tesis en muchos ejemplos),
¿será que puedo deformar una en la otra?

2. Como ya se mencionó anteriormente, Kollár y Shepherd-Barron
construyeron la compactificación del espacio de móduli de su-
perficies algebraicas con invariantes K2 y χ fijos. Luego Alex-
eev encontró una cota general para los ı́ndices de las singu-
laridades que aparecen en está compactificación (completando
la construcción). En el caso de superficies normales, Y. Lee
hizo expĺıcita una cota y aśı hoy en d́ıa sabemos que el ı́ndice
de las singularidades de una superficie estable normal X tiene
que ser menor o igual a 2400(K2

X)4 [15]. Sin embargo, esta cota
es demasiado grande comparado con los ejemplos que tenemos
hasta ahora. De hecho para K2 = 1 se tiene que el ı́ndice de
las singularidades tiene que ser menor o igual a 2400, y el ejem-
plo conocido con ı́ndice más alto es 24. Aśı mismo los ı́ndices
más grandes para K2 = 2, 3 y 4 son 58, 123 y 252 que están
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muy lejos de la cota dada por Lee. Luego seŕıa interesante
poder mejorar esta cota y más aún, tratar de encontrar una
cota efectiva, es decir, una cota tal que exista una superficie
estable con una singularidad de Wahl cuyo ı́ndice sea igual a la
cota. Además de mejorar las cotas, también resulta interesante
preguntarse si para cada ı́ndice menor o igual que el máximo
ı́ndice conocido para cada K2 se puede encontrar una superfi-
cie estable con una singularidad de Wahl de dicho ı́ndice. Por
ejemplo, en el caso de K2 = 1, tenemos que la singularidad
con mayor ı́ndice es la singularidad de Wahl 1

242 (1, 24 · 5− 1),
es decir, n = 24 y a = 5. Entonces la pregunta anterior es si es
posible encontrar para todo l ≤ 24 una superficie estable que
tenga una singularidad de Wahl de ı́ndice l. Más aún, uno po-
dŕıa preguntarse si aparecen todas las singularidades de Wahl
intermedias con l ≤ 24 y (l, a) = 1. Notemos que si está última
afirmación fuese verdadera, entonces en el caso K2 = 1 tendŕıa
que aparecer la singularidad de Wahl con n = 24 y a = 1 cuya
resolución es una cadena con 23 curvas y cadenas tan largas
son complicadas de construir con el método de Lee y Park.



Apéndice

A continuación se muestra expĺıcitamente la existencia de las fi-
braciones eĺıpticas usadas para hacer las construcciones descritas en el
Caṕıtulo 3. En cada caso se muestra el pincel de cúbicas en P2 a partir
del cual se obtiene la fibración luego de hacer blow-ups en los puntos
base. Cada una de estas construcciones viene acompañada de un dibujo
que muestra el pincel y la fibración eĺıptica obtenida (en cada caso se
muestran a lo más dos fibras del tipo I1). En el dibujo, cada pincel tiene
marcados los puntos base y al lado de estos aparecen los números de
intersección entre las componentes irreducibles de las cúbicas en dicho
punto. En las fibraciones eĺıpticas hay curvas Ei, i = 1, . . . , 9, que cor-
responden a las curvas excepcionales isomorfas a P1 que aparecen luego
de hacer el blow-up en los puntos base del pincel, donde el ı́ndice indica
el orden en el que se hacen los blow-ups. En algunos casos, en el dibujo
aparecen ĺıneas que no pertenecen a ninguna de las cúbicas que forman
el pincel y que corresponden a secciones dobles que fueron usadas en
alguna de las construcciones presentadas en los caṕıtulos anteriores.

1. Consideremos las siguientes curvas en P2: Q = {x3 − x2y +
x2z − yz2 = 0}, C = {x2 + xy − y2 − yz = 0}, L = {y = 0},
L′ = {x = 0} y L′′ = {y − z = 0} y tomemos el pincel de
cúbicas

Γλ,µ = {λQ + µC · L = 0}.

La intersección de estas curvas se muestra en la Figura 4.1.
Esta fibración tiene cuatro fibras singulares para [λ : µ] = [0 :
1], [1 : 0], [1 : −1], [1 : 8] correspondientes a las fibras singulares
I∗
3 y tres I1 respectivamente. Las rectas L′ y L′′ pasan por un

punto base del pincel y por el nodo de una fibra I1 y aśı ambas
corresponden a secciones dobles. La fibración eĺıptica obtenida
se muestra en la Figura 4.1.

2. Consideremos las siguientes curvas en P2: C = {x3 − x2y +
x2z − yz2 = 0}, L1 = {3x− 2y − z = 0}, L2 = {x− y = 0} y
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Figura 4.1. Fibración eĺıptica I∗
3 + 3I1 con dos secciones dobles

L3 = {y − z = 0} y tomemos el pincel de cúbicas

Γλ,µ = {λC + µL1L2L3 = 0}.
La intersección de estas curvas se muestra en la Figura 4.2.
Esta fibración tiene cinco fibras singulares para [λ : µ] = [0 :

1], [1 : 0] y [
5r2

i −7ri+3

ri−2
: 1] donde ri son las ráıces del polinomio

z3 + z − 1. Las fibras corresponden a las fibras singulares I∗
2 y

cuatro I1 respectivamente. También usaremos la sección doble
obtenida a partir de la recta que pasa por uno de los puntos
base de L2 y por un nodo de alguna I1. La fibración eĺıptica
obtenida se muestra en la Figura 4.2.
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Figura 4.2. Fibración eĺıptica I∗
2 + 4I1 con una sección doble
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3. Consideremos las siguientes curvas en P2: C = {x3 + y2z −
yz2 = 0}, L1 = {y = 0}, L2 = {x = 0} y L3 = {z = 0} y
tomemos el pincel de cúbicas

Γλ,µ = {λC + µL1L2L3 = 0}.
La intersección de estas curvas se muestra en la Figura 4.3.
Esta fibración tiene cuatro fibras singulares para [λ : µ] = [0 :
1], [1 : 3], [1 : 3ρ], [1 : ρ2], donde ρ es una ráız cúbica primitiva
de la unidad. Las fibras corresponden a las fibras singulares I9

y tres I1 respectivamente. Además usaremos la sección doble
dada por la recta que pasa por uno de los puntos de inflexión
de C y por el nodo de una de las I1. La fibración eĺıptica
obtenida se muestra en la Figura 4.3.
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Figura 4.3. Fibración eĺıptica I9 + 3I1 con una sección doble

4. Consideremos las siguientes curvas en P2: C = {x2+(y−2z)2−
z2 = 0}, L = {x = 0}, L1 = {y−

√
3x = 0}, L3 = {y +

√
3x =

0}, L2 = {2y−3z = 0} y L′ = {
√

3x−2y+3z = 0} y tomemos
el pincel de cúbicas

Γλ,µ = {λCL + µL1L2L3 = 0}.
La intersección de estas curvas se muestra en la Figura 4.4.
Esta fibración tiene cuatro fibras singulares para [λ : µ] = [0 :
1], [1 : 0], [3

√
3 : −2], [3

√
3 : 2] correspondientes a las fibras

singulares I8, I2 y dos I1 respectivamente. La recta L′ pasa
por un punto base del pincel y por el nodo de una fibra I1

y aśı corresponde a una sección doble. La fibración eĺıptica
obtenida se muestra en la Figura 4.4.
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Figura 4.4. Fibración eĺıptica I8 + I2 + 2I1 con una
sección doble

5. Consideremos las siguientes curvas en P2: C = {x3 − x2y +
x2z − yz2 = 0}, L1 = {y = 0}, L2 = {x − y = 0} y L3 =
{x− 2y + z = 0} y tomemos el pincel de cúbicas

Γλ,µ = {λC + µL1L2L3 = 0}.
La intersección de estas curvas se muestra en la Figura 4.5.
Esta fibración tiene cinco fibras singulares para [λ : µ] = [0 :

1], [1 : 0] y [−1
2

r2
i −4ri+2

r2
i −12ri+8

: 1] donde ri son las ráıces del polinomio

z3−4z2+8z−4. Las fibras corresponden a las fibras singulares
I8 y cuatro I1 respectivamente. También usaremos la sección
doble obtenida a partir de la recta que pasa por L2 ∩L3 y por
un nodo de alguna I1. La fibración eĺıptica obtenida se muestra
en la Figura 4.5.

6. Consideremos las siguientes curvas en P2: C = {x2+(y−2z)2−
z2 = 0}, L = {z = 0}, L1 = {y−

√
3x = 0}, L3 = {y +

√
3x =

0} y L2 = {2y − 3z = 0} y tomemos el pincel de cúbicas

Γλ,µ = {λCL + µL1L2L3 = 0}.
La intersección de estas curvas se muestra en la Figura 4.6.
Esta fibración tiene cuatro fibras singulares para [λ : µ] = [0 :
1], [1 : 0], [27 : 7r2

1 − 47r1 + 42], [27 : 7r2
2 − 47r2 + 42], [27 :

7r2
3 − 47r3 + 42], ,donde ri son las ráıces de z3 − 8z2 + 15z −

9 = 0 , correspondientes a las fibras singulares I7, I2 y tres I1

respectivamente. La fibración eĺıptica obtenida se muestra en
la Figura 4.6.
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Figura 4.5. Fibración eĺıptica I8 + 4I1 con una sección doble
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Figura 4.6. Fibración eĺıptica I7 + I2 + 3I1

7. Consideremos las siguientes curvas en P2: C = {x3 − x2y +
x2z − yz2 = 0}, L1 = {y = 0}, L2 = {2x − y = 0} y L3 =
{x− 2y + z = 0} y tomemos el pincel de cúbicas

Γλ,µ = {λC + µL1L2L3 = 0}.

La intersección de estas curvas se muestra en la Figura 4.7.
Esta fibración tiene cinco fibras singulares para [λ : µ] = [0 :

1], [1 : 0] y [− r2
i −ri+3

2r2
i −5ri+3

: 1] donde ri son las ráıces del polinomio

z4 − 3z3 + 9z2 − 9z + 3. Las fibras corresponden a las fibras
singulares I7 y cinco I1 respectivamente. La fibración eĺıptica
obtenida se muestra en la Figura 4.7.
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Figura 4.7. Fibración eĺıptica I7 + 5I1

8. Consideremos las siguientes curvas en P2: C = {x2+(y−2z)2−
z2 = 0}, L = {x = 0}, L1 = {y −

√
3x = 0}, L3 = {y = 0} y

L2 = {2y − 3z = 0} y tomemos el pincel de cúbicas

Γλ,µ = {λCL + µL1L2L3 = 0}.
La intersección de estas curvas se muestra en la Figura 4.8.
Esta fibración tiene seis fibras singulares para [λ : µ] = [0 :
1], [1 : 0] y [1

2
rij : 1] donde rij son las ráıces del polinomio

z2 + 216− 135
√

3sj y sj son las ráıces de 3z2 −
√

3z − 1. Las
fibras corresponden a las fibras singulares I6, I2 y cuatro I1

respectivamente. La fibración eĺıptica obtenida se muestra en
la Figura 4.8.
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Figura 4.8. Fibración eĺıptica I6 + I2 + 4I1
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9. Consideremos las siguientes curvas en P2: C1 = {x2+(y−2z)2−
z2 = 0}, L1 = {x−3y+3z = 0}, C2 = {x2−(z−2y)2+y2 = 0}
y L2 = {3x− 6y + 5z = 0} y tomemos el pincel de cúbicas

Γλ,µ = {λC1L1 + µC2L2 = 0}.
La intersección de estas curvas se muestra en la Figura 4.9.
Esta fibración tiene cuatro fibras singulares correspondientes
a las fibras singulares I6, IV y dos I1. La fibración eĺıptica
obtenida se muestra en la Figura 4.9.
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Figura 4.9. Fibración eĺıptica I6 + IV + 2I1

10. Consideremos las siguientes curvas en P2: C = {x2+(y−2z)2−
z2 = 0}, L = {x = 0}, L1 = {y − z = 0}, L3 = {x− y = 0} y
L2 = {x + y − 3z = 0} y tomemos el pincel de cúbicas

Γλ,µ = {λCL + µL1L2L3 = 0}.
La intersección de estas curvas se muestra en la Figura 4.10.
Esta fibración tiene seis fibras singulares para [λ : µ] = [0 :

1], [1 : 0] y [1 : p(ri)
q(ri)

] donde p, q son polinomios sin factores

en común y ri son las ráıces de un polinomio de grado cuatro
con todas sus ráıces distintas. Las fibras corresponden a las fi-
bras singulares I5, I3 y cuatro I1 respectivamente. La fibración
eĺıptica obtenida se muestra en la Figura 4.10.

11. Consideremos las siguientes curvas en P2: C = {x2+(y−2z)2−
z2 = 0}, L = {x = 0}, L1 = {y −

√
3x = 0}, L3 = {z = 0} y

L2 = {2y − 3z = 0} y tomemos el pincel de cúbicas

Γλ,µ = {λCL + µL1L2L3 = 0}.
La intersección de estas curvas se muestra en la Figura 4.11.
Esta fibración tiene siete fibras singulares para [λ : µ] = [0 :
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Figura 4.10. Fibración eĺıptica I5 + I3 + 4I1

1], [1 : 0] y [1 : p(ri)
q(ri)

] donde p, q son polinomios sin factores

en común y rij son las ráıces de un polinomio de grado cinco
con todas sus ráıces distintas. Las fibras corresponden a las
fibras singulares I5, I2 y cinco I1 respectivamente. La fibración
eĺıptica obtenida se muestra en la Figura 4.11.
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Figura 4.11. Fibración eĺıptica I5 + I2 + 5I1

12. Consideremos las siguientes curvas en P2: C = {x3−x2y+x2z−
yz2 = 0}, L1 = {y = 0}, L2 = {2x−y = 0} y L3 = {y−z = 0}
y tomemos el pincel de cúbicas

Γλ,µ = {λC + µL1L2L3 = 0}.
La intersección de estas curvas se muestra en la Figura 4.12.
Esta fibración tiene ocho fibras singulares para [λ : µ] = [0 :
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1], [1 : 0] y [
2r3

i −3r2
i +5ri−2

r4
i +r3

i −3r2
i +2ri

: 1] donde ri son las ráıces del poli-

nomio 4z6 − 4z5 + 8z4 − 11z3 + 40z2 − 44z + 16. Las fibras
corresponden a las fibras singulares I5 y siete I1 respectiva-
mente. La fibración eĺıptica obtenida se muestra en la Figura
4.12.
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Figura 4.12. Fibración eĺıptica I5 + 7I1

13. Consideremos las siguientes curvas en P2: C = {x3 − x2y +
x2z − yz2 = 0}, L1 = {x − 2y = 0}, L2 = {2x − y = 0} y
L3 = {y − z = 0} y tomemos el pincel de cúbicas

Γλ,µ = {λC + µL1L2L3 = 0}.
La intersección de estas curvas se muestra en la Figura 4.13.
Esta fibración tiene nueve fibras singulares para [λ : µ] = [0 :

1], [1 : 0] y [p(ri)
q(ri)

: 1] donde p, q son polinomios sin factores

en común y ri son las ráıces de un polinomio de grado siete
con todas sus ráıces distintas. La fibración eĺıptica obtenida se
muestra en la Figura 4.13.

14. Consideremos las siguientes curvas en P2: C = {x2+(y−2z)2−
z2 = 0}, L = {x = 0}, L1 = {y − z = 0}, L3 = {x− y = 0} y
L2 = {y = 0} y tomemos el pincel de cúbicas

Γλ,µ = {λCL + µL1L2L3 = 0}.
La intersección de estas curvas se muestra en la Figura 4.14.
Esta fibración tiene seis fibras singulares para [λ : µ] = [0 :

1], [1 : 0] y [p(ri)
q(ri)

: 1] donde p, q son polinomios sin factores

en común y ri son las ráıces de un polinomio de grado cuatro
con todas sus ráıces distintas. Las fibras corresponden a las fi-
bras singulares dos I4 y cuatro I1 respectivamente. La fibración
eĺıptica obtenida se muestra en la Figura 4.14.



108 APÉNDICE
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Figura 4.13. Fibración eĺıptica I4 + 8I1
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Figura 4.14. Fibración eĺıptica 2I4 + 4I1

15. Consideremos las siguientes curvas en P2: C = {x2+(y−2z)2−
z2 = 0}, L = {x = 0}, L1 = {y − z = 0}, L3 = {x− y = 0} y
L2 = {x + y + z = 0} y tomemos el pincel de cúbicas

Γλ,µ = {λCL + µL1L2L3 = 0}.

La intersección de estas curvas se muestra en la Figura 4.15.
Esta fibración tiene siete fibras singulares para [λ : µ] = [0 :

1], [1 : 0], [p(ri)
q(ri)

: 1] y [ g(si)
h(si)

] donde p, q, g, h son polinomios sin

factores en común, ri y si son las ráıces de los polinomios
11z2 − 10z + 5 y 2z3 − 22z2 + 17z + 9 respectivamente. Las
fibras corresponden a las fibras singulares I4, I3 y cinco I1
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respectivamente. La fibración eĺıptica obtenida se muestra en
la Figura 4.15.
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Figura 4.15. Fibración eĺıptica I4 + I3 + 5I1

16. Consideremos las siguientes curvas en P2: C = {x2 + (y −
2z)2 − z2 = 0}, L = {x = 0}, L1 = {x + 2y − 3z = 0},
L3 = {x−y = 0} y L2 = {3x+y +z = 0} y tomemos el pincel
de cúbicas

Γλ,µ = {λCL + µL1L2L3 = 0}.
La intersección de estas curvas se muestra en la Figura 4.16.
Esta fibración tiene ocho fibras singulares para [λ : µ] = [0 :

1], [1 : 0], [p(ri)
q(ri)

: 1] y [ g(si)
h(si)

] donde p, q, g, h son polinomios sin

factores en común, ri son las ráıces de los polinomios 2z2−3 y
si son las ráıces de un polinomio de grado cuatro con todas sus
ráıces distintas. Las fibras corresponden a las fibras singulares
I4, I2 y seis I1 respectivamente. La fibración eĺıptica obtenida
se muestra en la Figura 4.16.

17. Consideremos las siguientes curvas en P2: C = {x3 − x2y +
x2z − yz2 = 0}, L1 = {3x− 2y − z = 0}, L2 = {x− z = 0} y
L3 = {y − z = 0} y tomemos el pincel de cúbicas

Γλ,µ = {λC + µL1L2L3 = 0}.
La intersección de estas curvas se muestra en la Figura 4.17.
Esta fibración tiene cuatro fibras singulares para [λ : µ] =
[0 : 1], [1 : 0] y [16ri−14

4ri+1
: 1] donde ri son las ráıces del poli-

nomio 2z2 + 1. Las fibras corresponden a las fibras singulares
I∗
2 , I2 y dos I1 respectivamente. La fibración eĺıptica obtenida

se muestra en la Figura 4.17.



110 APÉNDICE

L

C

L1

L2

L3

(1,1)
1 1

1

1
1

1

1

b

b

b

b
b

b
b b

C L

L1

L2

L3E1

E2

E3

E4

E5

E6

E7

E8

E9

F1 F2

Figura 4.16. Fibración eĺıptica I4 + I2 + 6I1
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Figura 4.17. Fibración eĺıptica I∗
2 + I2 + 2I1

18. Consideremos las siguientes curvas en P2: C1 = {x2 + (y −
2z)2 − z2 = 0}, L1 = {x− 3z = 0}, C2 = {x2 + y2 + z2 = 0} y
L2 = {x + y − z = 0} y tomemos el pincel de cúbicas

Γλ,µ = {λC1L1 + µC2L2 = 0}.
La intersección de estas curvas se muestra en la Figura 4.18.
Esta fibración tiene diez fibras singulares para [λ : µ] = [0 :

1], [1 : 0] y [p(ri)
q(ri)

: 1] donde ri son las ráıces de un polinomio de

grado ocho con todas sus ráıces distintas. Las fibras correspon-
den a las fibras singulares dos I2 y ocho I1 respectivamente.
La fibración eĺıptica obtenida se muestra en la Figura 4.18.
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Figura 4.18. Fibración eĺıptica 2I2 + 8I1





Lista de śımbolos

Blp(X) : Blow-up de X en el punto p.

K(X) : cuerpo de funciones racionales de X.

Pic(X) : grupo de Picard de X.

D ∼ D′ : D es linealmente equivalente con D′.

X ' Y : X es isomorfo con Y en la categoŕıa correspondiente.

D ≡ D′ : D es numéricamente equivalente con D′.

< T > : subgrupo generado por T.

Z/mZ : grupo ćıclico de m elementos.

(p ∈ X) : vecindad anaĺıtica del punto p ∈ X.

1
m

(1, q) : singularidad ćıclica.

d(C) : discrepancia de la curva C.
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las XXV jornadas matemáticas de la zona sur 2012, disponible en
https://sites.google.com/site/xxvjsur2012/
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