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Resumen

En el ano 1922 el matemético ruso Alexander Markowich Ostrowski desarroll6 un sistema de
numeracién en el que es posible escribir cualquier nimero natural en base (g, )n, donde los
valores g, corresponden a los denominadores del n-ésimo aproximante por fraccién continua
de un ndmero irracional « € (0,1) fijo. En efecto, si consideramos la representaciéon en
fraccién continua de «, dada por

o= i = [a1az2as3 . . ],

1

as + ——
2 as+ ...

Ostrowski demostré en [20] que todo ntimero N € N se puede escribir de la forma

N = Z bqua
k=1

donde b,, cumple que 0 < b, < a,, y si b, = a,, entonces b,,+1 = 0. Es posible demostrar que
el algoritmo de Ostrowski se extiende al caso en que N se reemplaza por un real 5 € (0,1].
Se obtiene una representacién del mismo tipo, admitiendo una serie en vez de una suma.

Si denotamos por
n
Nyi=> beas,
k=1
tendremos que
n
f=lim {N,a}= lim kz brlk-1 = bufn1,
=1 n>1

donde 0,, = ¢ o — p, y {2} denota la parte fraccionaria de x. Por extensién, llamaremos
expansion de Ostrowski de 8 en base « a la sucesién ({N,a})y.

El objetivo principal de este trabajo es demostrar el siguiente resultado que describe, en
detalle, las posibles velocidades exponenciales de aproximacién por este método

Teorema. Para cada ¢ € (—oo, —log((v/5 +1)/2)), se tiene que
dimg ({(a,ﬁ) € (0,1 : nh_)n;@ % log [{Nna} — 8| = Q}) > 0.

Observacién 0.0.1. Para valores de ¢ > —log((v/5 4 1)/2) nuestro método no nos dice
nada, esencialmente por que el rango de valores presentado en el teorema, se obtiene a partir
del rango de la derivada de la presion el cual es (—oo, —3log((v/5 + 1)/2)) y por ello, no
podemos decir mds acerca de dichos posibles valores de (.



La demostracion de este teorema es de naturaleza dindmica. En efecto, consideraremos un
sistema dindmico estrechamente relacionado con la expansion de Ostrowski y describiendo
sus propiedades ergddicas podremos deducir el resultado anterior.

El sistema dindmico que estudiaremos es la aplicacién T : (0, 1]2 — (0,1]? definida por

s ren=({1}.{2}).

Los iterados de T nos permiten obtener los valores de los digitos (b, ), y por ende, los valores
de N,.

Desde el trabajo fundacional de Rufus Bowen [2] la relacién entre formalismo termodi-
namico y teoria de la dimension de sistemas dindmicos se ha estudiado en gran detalle. Las
técnicas utilizadas en este trabajo corresponden a esta tradicién. En efecto, describiremos
el formalismo termodinamico para la transformacion 7'y utilizaremos esos resultados para
demostrar el Teorema principal. Existen diversas dificultades al intentar aplicar esta estra-
tegia, por una parte la aplicacién T esta definida en un espacio no compacto, por lo tanto
los resultados clédsicos en el area no se pueden utilizar. Debemos, recurrir a técnicas recientes
donde parte de la teoria se ha extendido al caso no compacto, ver por ejemplo los trabajos
de O. Sarig [24] y de R. Mauldin y M. Urbaiiski [18]. Otro problema fundamental es que la
transformacién 7' es no conforme. La teoria de la dimensién en este caso estd muy poco desa-
rrollada y es particularmente dificil obtener resultados precisos en este contexto. Es por esta
razon que nuestro resultado, estd formulado en términos de dimension de Hausdorff positiva.

También mostraremos algunos de los resultados obtenidos para la transformacién de Os-
trowski, donde destacamos la obtencién de una medida invariante absolutamente continua
con respecto a Lebesgue de manera explicita por Sh. Ito ([10]), asi como también los resul-
tados obtenidos por Sh. Ito y H. Nakada ([9]), donde probaron que para Lebesgue casi todo
par (o, ) € (0,1]?, se tiene que

7T2

12log?2’

1
nh—>nolo - log |[{Nn,a} — 5| =

que es el resultado que este trabajo buscé generalizar.
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Capitulo 1

Formalismo Termodinamico

Dentro de las distintas perspectivas desde las que pueden ser estudiados los sistemas dinami-
cos, en esta seccién estaremos interesados en estudiar una en particular, que es la que los
estudia desde la perspectiva de la teoria de medida o como es llamada, teoria ergddica. Den-
tro de la teoria ergddica existe una importante rama que se deriva de la mecanica estadistica
llamada formalismo termodindmico, la cudl consiste en el estudio de ciertos procedimien-
tos que nos ayudan a escoger medidas invariantes relevantes para un cierto sistema dinamico.

Dentro de los sistemas dindmicos, existen muchos interesantes para los cuales el conjun-
to de medidas invariantes es muy grande, por lo que el problema se traduce en escoger
dentro de este espacio elementos relevantes para el sistema, de donde nace el interés por el
formalismo termodinamico.

Uno de los objetivos principales dentro de esta teoria sera el estudio de la presién topoldgica,
que es un funcional que cuantifica el desorden del sistema. En dicho objeto nos apoyaremos
para encontrar medidas invariantes relevantes para el sistema, utilizando un resultado que
nos provee de una forma natural para escoger medidas llamado principio variacional, y las
medidas que obtendremos las llamaremos medidas de equilibrio. Dichas medidas, son en
muchos casos relevantes en algun sentido ergédico o en teoria de la dimension.

1.1. Espacio Simbdlico

Sea S un conjunto numerable al cual llamaremos alfabeto. Definimos el conjunto X g por
Ys={(xn)n : o €S, Vn €N},

el que denotaremos por X en caso de que el alfabeto esté claro. Sea A = (t;;)(; j)esxs Una
matriz tal que sus entradas sean solamente 0’s y 1’s (pero sin columnas ni filas de ceros) -a
la que llamaremos matriz de admisibilidad- con ella definimos ¥4 por

Ya={(@n)n €2 : tou,y, =1, Vie N}

La matriz A recibe dicho nombre porque permite determinar los elementos del conjunto X
que pertenecen al conjunto X 4, al cual también se le denotard simplemente por ¥ siempre
y cuando el contexto lo permita.

Ahora, a este conjunto le podemos asociar un sistema dindmico o : ¥ — X definido por
o(z1x223...) = (Tax324 .. .), es decir,

o((Tn)nen) = (Tn+1)nen,

9
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a la cual la llamaremos Shift por un lado. El par (X4,0) lo llamaremos Shift de Markov
numerable.

A este espacio lo podemos equipar con un topologia, que es generada por los conjuntos
Cil..,in = {(SCn)n e EA T = ’LJ,V‘] e {1, .. .,TL}},

que llamaremos cilindros de orden n o de profundidad n. Notamos este espacio no es compac-
to y que si consideramos todos los cilindros de un orden n fijo, entonces Cj, . i, NCy i1 = ¢
sidy...in # ) ...1,, por lo tanto tendremos que

Ya= U Cii i
i1...in admisible
es decir, los cilindros de un orden fijo generan una particién del espacio simbdlico X 4.

La siguiente definicién es fundamental, ya que méas adelante buscaremos trabajar con resul-
tados obtenidos en el contexto de dindmica simbélica

Definicién 1.1.1. Dado (X, f) un sistema dindmico y una particion P = (Pp), de X,
entonces diremos que X tiene una representacion simbdlica Xp r, asociando una sucesion
(Tn)n @ un punto x si f*~1(x) € Int Py, . Luego, diremos que f es Markov sobre la particion
P si la interseccion

corresponde a un solo punto, donde

Si bien en ¥4 no toda palabra es admisible como lo es en X, si podemos hacer que sean
-en un sentido combinatorio- muy cercanos. Lo que queremos decir con esto es que existe
un subconjunto finito L C S de modo que si la palabra ab no es admisible en X 4, existen
ai,...,a; € L de modo tal que aa;...a;b es admisible en ¥ 4. Visto de manera grafica
tendremos que

o (]
eny
° °
a b

Lo que nos dice basicamente que si no podemos conectar a con b en ¥ 4 como en ¥, entonces
existen finitos pasos tales que nos permiten conectarlos ”por un camino mas largo”. Esto es
conocido como la propiedad BIP.
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Definicién 1.1.2 (Big images and preimages property). Un Shift de Markov numerable
(34,0), se dice que satisface la propiedad BIP si existen {y1,...,vn} en el alfabeto S tales
que

YVae S, 31,7 tales que las palabras v;a y av;,

sean admisibles.

Ahora necesitaremos otra definiciéon que nos sera muy tutil dentro de lo que haremos en
los siguientes capitulos, que es la regularidad de potenciales (desde ahora usaremos ¥ para
referirnos a X 4),

Definicién 1.1.3. Sea ¢ : ¥ — R una funcion dada. Definimos la n-€ésima variacion por

Vo(9) :==sup{|o(z) —o(y)| : 2,y €X, oy =y; Vie{l,...,n—1}}.
A partir de esto, tendremos la siguiente definicién

Definicién 1.1.4. Sea ¢ : ¥ — R y V,(¢) la n-ésima variacion de ¢. Diremos que ¢ es de
variacion sumable si

D V(@) < +oo,

n>3

y diremos que ¢ es débilmente Holder continua si V,(¢) < Ka™ con K € R constante y
O<a<l.

1.2. Formalismo Termodinamico

1.2.1. Presién topoldgica en el caso compacto.

La presion topoldgica es un concepto primeramente introducido por Ruelle ([23]) y estudiado
en més generalidad por Walters ([29]). Sea T : X — X una transformacién con X un espacio
compacto y sea C'(X,R) el espacio de las funciones continuas de X en R donde C(X,R) es
equipado con la norma del supremo. La presién es una funcién P(T, -) que va desde C'(X,R)
a R U {oco} tal que tiene buenas propiedades con respecto a la estructura de C(X,R) y
contiene a la entropia en el sentido que P(T,0) = h(T).

Definicion 1.2.1. Sea n un ndmero natural, € > 0 y K un subconjunto compacto del
espacio métrico (X,d). Un subconjunto E C K se dice (n,e)-separado con respecto a o si
para x,y € E, x # y, implica que d,(z,y) > € (o equivalentemente que para v € E, el
conjunto

ﬁ o 'B(oi(x),e),

no contiene otros puntos de E ), donde d,,(z,y) = méxo<i<n—1d(c'z,c'y).

Luego denotando por
Sud(a) = 3 0(0"(x),

definimos P, (o, ¢, ) por

P, (o,¢,e) = sup { Z e3n?@) . B es un subconjunto (n,e) — separado de X} ,
z€E
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para luego dar paso a la definicién de presiéon como

P(o,¢) = lim lim sup 1 log P, (o, ¢, ).
e=0 pnsco N
A partir de lo anterior, podemos notar que la definicién depende de la métrica utilizada
para definir los conjuntos (n,e)-separados y que si tenemos dos métricas uniformemente
equivalentes, entonces obtenemos el mismo valor de la presién para ambas (Ver Walter [28§],
pagina 171). La ventaja de que el espacio sea compacto, es que dos métricas que son equi-
valentes, entonces son uniformemente equivalentes y por ello, tendremos que el valor de la
presién no depende de la métrica. Ahora si el espacio no es compacto, entonces se puede
dar la situacién de que dos métricas equivalentes nos lleven a valores distintos de la presion,
es decir, dependera de la métrica. Pero por otro lado, como veremos en el teorema 1.2.2 la
presion puede ser escrita en términos de un supremo, que no depende en lo absoluto de la
métrica y es ahi donde tendremos uno de los problemas que presenta el caso no compacto.

El siguiente teorema presenta una lista de propiedades que cumple la recién definida funcién

Teorema 1.2.1. Sea 0 : ¥ — X una transformacion continua en un espacio métrico com-
pacto X. Si ¢, € C(0,R), e >0 y c € R, entonces P cumple las siguientes propiedades:

1. P(0,0) = h(o)

2. Si ¢ < @, entonces P(o,¢p) < P(o,®). En particular h(c) + inf ¢ < P(o,¢) < h(o) +
sup ¢.

P(o,-) toma siempre valores finitos o es constantemente oo.
Si P(o,-) < oo entonces P(o,-) es conveza.

P(o,¢+c¢) = P(o,9) + ¢

P(o,¢+ ®) < P(0,9) + P(o,P)

7. |P(o,¢)| < P(o,9])

Definicién 1.2.2. Sea T : X — X un sistema dindmico. Definimos M(X,T) al conjunto
de todas las medidas T-invariantes, es decir, p € M(X,T) si y sélo si p(A) = p(TLA)
para todo A € B(X).

S &

El préximo teorema fue demostrado para algunas transformaciones por D. Ruelle ([23]) y
en mds generalidad por P. Walters ([29]). Otras pruebas de este teorema fueron dadas més
tarde por M. Denker y R. Bowen.

Teorema 1.2.2 (Principio Variacional). Sea o : ¥ — ¥ una transformacion continua en
un espacio métrico compacto ¥ y sea ¢ € C(3,R). Entonces

Plo.) =sup {mu(@) + [odn : ne M)}

Llamaremos medidas de equilibrio para el potencial ¢, a aquellas medidas p € M(3, o) tales
que alcanzan el supremo del teorema 1.2.2, es decir,

P(0.6) = (o) + [ o

Al subconjunto de M(X,0) correspondiente a todas las medidas de equilibrio para ¢, lo
denotaremos por My (X, o).
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Teorema 1.2.3 (Unicidad de Medidas de Equilibrio). Sea (X, 0) un shift y sea ¢ un poten-
ctal Hélder continuo, entonces ¢ tiene una unica medida de equilibrio.

Observemos en el caso del espacio simbdlico, la definicién de la presion topologica por los
conjuntos (n, £)-separados coincide con la siguiente definicién

Definicién 1.2.3. Sea X espacio métrico compacto, sea ¢ un potencial en C(X,R) y sea
03— X, entonces definimos la presion topoldgica relativa a o de ¢ como

Plo,6) = lim ~log | 3 e (Zgb(oi(x)))
1=0

o™ (z)=x

Para poder entender un poco que significa esta definicién, podemos hacer un pequeno calculo
utilizando ¢ = 0 como se muestra a continuacion,

n—1
1
P(0,0) = nlingoﬁlog Z exp (Z 0)
i=0

o (z)=x
— m 11 oo
= Jimgles| 30

= 1

o™ (z)=x

)

exp(n - P(c,0))

Entonces como se puede apreciar, la presion topoldgica de la funcién 0 estd relacionada con
cémo crecen las 6rbitas periddicas de largo n, cuando n crece. Por lo que podemos concluir
que si consideramos un potencial ¢ continuo, entonces la presién mide el crecimiento de las
orbitas peridédicas pero con una cierta ponderacién dentro de ésta.

1.2.2. Presién topoldgica en el caso no compacto.

Para nuestro propésito nos reduciremos a estudiar sélo el caso de Shift de Markov numerables
con la propiedad BIP que definimos en 1.1.2. Para ello daremos la definicién de presién
topoldgica introducida por Sarig ([24]) en base a un trabajo previo de Gurevich ([6]),

Definicién 1.2.4. Para ¢ : ¥ — R potencial de variacion sumable, la presion de Gurevich

de ¢ es definida por
1 n—1 )
Pa(¢) = lim —log ; exp (ZO ¢(o x)) :

Observacién 1.2.1. El limite anterior existe siempre (permitiendo que pueda ser infini-
to). Ademds si la transformacion considerada no cumple con la propiedad BIP entonces la
anterior definicion se cambia por

n—1
Pg(¢) = lim % log G;z exp <Z; ¢(0’iw)> XCi, (),

donde xc;, () es la funcidon caracteristica del cilindro C;, C X y la definicién anterior, no
depende del cilindro Cj, .

Ademsds de lo anterior, también tenemos el siguiente teorema que relaciona la presion de
Gurevich con la presién en el caso compacto,
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Teorema 1.2.4 (Teorema de aproximacién por compactos, ([24])). Si ¢ : ¥ — R es de
variacion sumable, entonces

Pg(¢) = sup{P,x(¢) : K CX con K # ¢ y K compacto y o — invariante},

donde P, k() es la presion cldsica sobre el compacto K.

Procediendo de manera andloga a lo hecho para el caso compacto, tendremos el siguiente
teorema (ver [17, 18, 24, 25, 26])

Teorema 1.2.5 (Principio Variacional, [24]). Si ¢ : ¥ — R es de variacion sumable,
HZay:z ed>(y)H < 00 y Pg(¢) < 0o, entonces

P(9) =sup{hu<a>+/¢du ne Moy [ odn < oo},
donde M, es el conjunto de todas las medidas borelianas de probabilidad o-invariantes, y
he(w) es la entropia de la medida p (Ver Walters [28], Ch. 4).

De este teorema, nace una pregunta natural por el hecho de que el lado derecho de la igualdad
es un supremo, que es si éste se alcanza y dénde lo hace. Motivado por la pregunta anterior,
presentaremos una serie de definiciones y proposiciones que nos ayudaran a responder dichas
preguntas.

Definicién 1.2.5. Sea ¢ : ¥ — R un potencial. Una medida p € M, con
Po(é) = ha() + [ odn

y —¢ € L' (u) se denomina una medida o estado de equilibrio para ¢.
Resultados de Sarig ([24]) y de Buzzi y Sarig ([4]), se pueden resumir en el siguiente teorema

Teorema 1.2.6 (Existencia y unicidad de las medidas de equilibrio). Si ¢ : ¥ — R es de
variacion sumable y sup ¢ < 400, entonces existe a lo mas una medida de equilibrio para ¢.

Definicién 1.2.6. Una medida de probabilidad p se dice medida de Gibbs para el potencial
¢ si existen constantes M y P, tales que para cada cilindro C;, y cada x € Cyy. 4, Se
tiene que

1. w(Ci, i) <M.

M = exp(—nP + 17 é(oi(x)) ~

La siguiente proposicién tiene relacién con la existencia y unicidad de las medidas de Gibbs
que recién definimos,

Proposicién 1.2.1 (Medidas de Gibbs). Sea (X,0) un shift de Markov numerable con la
propiedad BIP, ¢ : ¥ — R un potencial tal que ), o Vo(¢) < 00 y Pa(¢) < 0o, entonces ¢
tiene una unica medida p que es de Gibbs. Ademds si

*/¢du<oo,

entonces p es medida de equilibrio para el potencia ¢.

Concluyendo esta seccién, tenemos un teorema referente a la regularidad de la funcién
P(t) := Pg(t¢) y sus medidas de equilibrio, dependiendo de donde se encuentre ¢
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Teorema 1.2.7 (Regularidad de la funcién presién). Sea ¢ : ¥ — R un potencial débilmente
Holder continua tal que P(¢) < oo, entonces existe un valor critico t* € (0,1] tal que para
todo t < t* se tiene que P(t¢) = oo y para todo t > t* se tiene que P(tp) < oo. Mds ain,
sit > t* la funcion t — P(tp) es analitica real y para cada potencial t¢ existe una tUnica
medida de equilibrio.

Ahora después de plantear toda la teoria, daremos un ejemplo simple donde calcularemos
la presion y veremos cémo se comportan todos los resultados vistos.

Ejemplo 1.2.1. Sea (X,0) el full-shift en un alfabeto numerable. Consideremos log(¢) :
> — R definido por

log(¢)

para todo i; € N y donde (A,)n una sucesion de nimeros reales tales que Y, A\p = 1.
Ademds observamos que si x € C;,, entonces satisface que o"x = x si y sélo es la repeticion
infinita de una palabra finita i171 . . . jn—1 para ji,...,Jjn—1 € N. Por lo tanto tendremos que

Ci; — log()‘ij )a

P(~tlog(9)) = lim ~log Y exp (Z tlog(¢<okx))> Xcig (@)

k=0

ohr=x

n—1
1 _ , 1 - -
= lm o log ; kl_[O(éf’(Ukz)) 'xo,, (x) = Jim - 1ogj Ej N ANy e )T
or=x k= JETERE) n—i

1 1 1
= lim —logA; "+ lim —log Z Ny, ) F = lim —log Z OV VRS

J1sesJn—i €N JiseesJn—i €N
=0
1 oo n—1 0o
= lim —log E )\i_t = log g )\i_t,
n—oo n
i=1 i=1

de lo que podemos ver claramente que la funcion presion es analitica, convexa, etc. En
particular tendremos que si t =0, entonces P(0) = hyop(0) = +00. Ahora, usando el hecho
dado por el principio variacional, sabemos que

dP
o (alogs) = / log(6)dug,

para (g una medida de equilibrio, entonces derivando la funcidn presion respecto a g obte-
nemos que

dif] Sa| (T d%Az S A log(An)

n>1 n>1 n>1

DM DM P

n>1 n>1 n>1

P'(qlog ¢) =

~ [ 1o2(6)dy

Por lo tanto, tendremos que las medidas pq asociada al potencial qlog ¢ estdn definidas por

A
Mq(cn) =

DM

n>1
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Capitulo 2

Teoria de Numeros

Recordemos que la transformacién de Ostrowski 7' : (0, 1] x (0,1] — (0,1] x (0, 1] est4 definida

o= ({8}-{2))

donde {-} es la funcién parte fraccionaria. Podemos notar que esta transformacién es un
skew-product, esto es una funcion L : X x Y — X x Y definida por

L(z,y) = (R(z), Sz(y)),

donde R es un automorfismo de X y S, es un automorfismo de Y para cada x € X. Por
lo tanto, podemos ver que para la transformacién T antes definida tiene como funcién R(x)
a la transformacién de Gauss G(z) = {1} y para cada = € X, tiene como funcién S(y) a
la transformacién S, (y) = {£} que puede ser re-escrita como Sy (y) = £ (mod1), es decir,
Sa(y) = Bi(y) donde Bi es un f-shift (donde § = 1) ya que 0 < = < 1. Por lo cual
es interesante estudiar en mayor profundidad la transformacién de Gauss y el §-shift para

asi lograr tener un mayor conocimiento de la transformacion 7.

Ademaés introduciremos el concepto de equidistribucién, asi como resultados clasicos de
equidistribucién llamados criterio de Weyl y criterio de Weyl generalizado.

2.1. Fracciones Continuas

Todo nimero irracional € (0,1) puede ser escrito de manera tinica como fraccién continua
de la forma

1
x = i ,
al + 1
ag + ———
as+ ...
donde a; € N son los digitos, entonces denotaremos por [ajazas . ..| a x para simplificar la

notacion.

Ejemplo 2.1.1. Algunos ejemplos expansion en fraccion continua son

1
T—3= 1 = [7;1571;292715171527153517'"]7
7+ 154 L
BT T —— .

17
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1
672:1_‘_ T =01,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,.. ],
2-|r1+ 111
T ——
+—_I
1+4+1+...
1 5 1
+\/_: 1 :[1,1,1,1,1,1,171,._.]_
2 1+ o =2—
I

Esta representacion tiene ventajas y desventajas frente a la representacién usual (sistema
decimal). Una de las desventajas es que no existe una forma simple de operar aritméticamente

con ellas, es decir, sumar [ajazas . ..] con [b1bebs .. .] se vuelve muy complicado. Ahora de las
ventajas que tiene esta representacién destacaremos dos, la primera es que la representacién
es finita, es decir, x = [a1azas3...a,] siy sélo si x € Q, y por el contrario su expansién

serd infinita si y sélo si x € R\ Q. La segunda es que esta representacién nos provee de
la mejor aproximacioén racional de un ntmero irracional en el siguiente sentido: Sea x € R,

. a . . s . .
entonces diremos que 7 la mejor aproximacién racional de = si |bx — a| < |qz — p|

. . c . a . - .
para cualquier racional P distinto de 5 con [b] > |g|. Definimos el n-ésimo aproximante

Pn(x)/¢qn(x) del ntimero x por

pn(z) 1
= 1 )
an(2) ar + 1
a2t ——
e+ —
an
donde {aq,...,a,} son los n primeros digitos de la representacién en fracciones continuas

de z. Luego tendremos que dicho p,(z)/g.(x) es la mejor aproximacién racional de x.

A partir de esto, la siguiente proposicién nos enlista una serie de propiedades y relacio-
nes que cumplen los p,(z) y ¢n(z) (se denotaran simplemente p, y ¢, si el contexto lo
permite) (ver [13])

Proposicién 2.1.1. Seaz € (0,1) con expansion en fraccidn continua [aiasas . . .], entonces
1. po=0,p1 =1,pn = @nPrn-1+pPn—2 ¥y G =1,q1 = 01,¢n = anGn-1 + qn-2.

n—1

2. Pndn—1 — Pn—149n = (*1)

3. Si llamamos x, = [an41Gn+2an+3 . ..], entonces
_ TnPn—1+ Pn
Tndn—1 + dn
n—1
4. —— = [anan_1-...a1].

dn

5. 810, = gux — pn, entonces Tor1x2 ... Ty = |On].

6. Siy € RT, entonces
1+ Ppn—
[a1az. .. an_1y] = YPn-1 T Pn-2
YGn—1 + Gn—2

Ademés no podemos dejar de mencionar un clasico resultado de aproximaciones diofantinas,
estipulado en el siguiente lema
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Lema 2.1.1. Siz € (0,1), entonces

Demostracion. Para probar el lema, basta notar que por las propiedades que si p, /g, > z,
entonces pp41/qn+1 < @ 'y viceversa, por lo tanto se tendrd claramente que

‘x_&ézﬁ—p—"“ <L
Adn dn dn+1 dndn+1
y como sabemos que qn < dn+1, entonces
1 1
qn qndn+1 =

O

Luego de toda la introduccién a las fracciones continuas y sus propiedades, introduciremos
un sistema dindmico asociado a dicha representacién conocido como la transformacién de

Gauss. Sea G : (0,1] — (0, 1] definida por

donde [-] y {-} representan la parte entera y fraccionaria respectivamente y que graficamente
se ve como

Esta transformacién estd intimamente relacionada con la representacion en fracciones con-

tinuas, ya que si tenemos un nimero x € (0,1) con x = [a1azas . . .|, entonces
1 1 1 1
a=|=|,a=|==|,a= || tn=|5——1|,.--
1 x|’ 2 G(.’I]) y U3 G2 (.’L') ) ) Gn—1 (.’L')
y por ello se tendrd que G([aiazas...]) = [azasas...]. Es decir, G actiia como un shift en

la representacién en fracciones continuas. Por ello tendremos que el sistema anterior puede
ser codificado en un espacio simbdlico de alfabeto numerable, donde la particién que natu-
ralmente da la transformacién de Gauss en los intervalos (=1=, 1) es de Markov y por ello

n+l’n
tendremos todas las buenas propiedades que eso conlleva.
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También podemos asociar a G una medida de probabilidad invariante y absolutamente
continua respecto a Lebesgue ug (denominada medida de Gauss) sobre [0, 1] definida por

1 1
B) = d
pc(B) 10g2/31+x z,

donde B es un subconjunto boreliano de [0, 1]. La absoluta continuidad es clara solo obser-
vando el hecho que la densidad es decreciente y por ello
1 1

Leb(B) < B) <
2log 2 eb(B) < nal )_10g2

Leb(B),
con Leb la medida de Lebesgue.

Si definimos el potencial ¢(x) = log|G'(z)|, entonces de acuerdo a los resultados obteni-
dos por Mayer ([19]), tenemos que

Teorema 2.1.1. La funcion presién P(—tp(x)) cumple que

P(-tola)) = {

Ademds tendremos que

00 Sit<1/2
Estrictamente decreciente, conveza y analitica real Sit > 1/2

lim P(—t —
i (—tp(r)) = oo,

P(1) =0 y que para cada t > 1/2 existe una tnica medida de Gibbs u; correspondiente al
potencial —tlog |G'|.

N\
7
t
A\ 4
Observacion 2.1.1. Notemos que la funcion
Dn + Pn—12
o (p) = e
G ia(a) = B P
cumple que, para cada © € {(vn)n € NN @ x; =1i;, paraj € {1,...,n}} se tiene que
Gir.i (G (1)) =,
es decir, Ciy..i, es la inversa de G™ en el conjunto {(zn), € NN : =z, = i;, paraj €
{1,...,n}}. Luego usando propiedades de la funcidon inversa y derivadas, tendremos que
_ 14 1 n\/ —t _ 3z 1 / t
P-tp(@) = lim = 3 @)@ = im = 3 @)

Gre=x Gre=x
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Pero

1
!
i1\ L) = T <5
Clmn( ) (Gn + qn—12)?

por lo tanto

1 1
P(—tp(z)) = lim — —_—.
(~te(w)) nw%;ﬂ G e

Luego por el teorema 2.1.1, se tiene que

1 1
lim — — =0.
n—oon Z (Qn + Qn—lw)Q

Grax=x

2.2. Transformacion [

Sea B € R con 8 > 1, entonces definimos la transformacién 3, Bg : [0,1) — [0,1) por
Bg(z) = pz (mod 1),

que graficamente podemos verla como

Rényi ([22]) mostré que para cada z € [0,1), este se puede escribir en base 3 de la siguiente
manera

oo @) el ol 3 Gnﬂ(:)

2 3 = [615627637647"']5
B B B =
donde €, (z) = [ﬁBgfl(x)] para n € N, por lo tanto, tendremos que los digitos en la expan-
sién en base § pueden tomar valores en el conjunto {0,1,...,[8]}.

Ademsds, la aplicacién Bg no es Markov, por lo que tendremos que -en general- existen
diversas maneras de escribir un nimero = de la forma (ver [27])

Sin embargo, tendremos también que existe una tinica medida Bg-invariante y absolutamente
continua respecto a la medida de Lebesgue, dada por la funcién de densidad

1 1
hg = Z i Z B “X{z:z<fn}-
{z<B3 (1)} n>1

Mas aun, esta medida es de maxima entropia.
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2.3. Equidistribucién

En esta seccion veremos principalmente el teorema de equidistribucion de Weyl, el cual nos
serd util al momento de ver algunos de los resultados de Sh. Ito, y Sh. Ito y H. Nakada
respecto a la transformacién de Ostrowski.

Lo primero que haremos sera definir qué significa equidistribucion,

Definicién 2.3.1. Sea (uy)n una sucesion de nimeros reales y 1 una medida de probabi-
lidad sobre [0,1]. Diremos que (uy)n son p-equidistribuidos o p-uniformemente distribuidos
mddulo 1, si para cada subintervalo (a,b) de [0,1] tenemos que

tin_ A ({01 1 (0,0)) = o, ),

N —oc0
donde {-} denota la funcion parte fraccionaria.

Observaciéon 2.3.1. Notamos que si u es la medida de Lebesgue, entonces la definicion es

sitmplemente
, 1
lm = #{({un )y 1 (a,)} = b —a.

N—oo N

Con lo que podemos mencionar uno de los teoremas clasicos de equidistribucién, con nombre
en honor a Hermann Weyl

Teorema 2.3.1 (Criterio de Weyl). Sea (up)n una sucesion de nimeros reales. Entonces
los siguientes son equivalentes:

1. (un)n son equidistribuidos mdédulo 1.
2. Para cada k € Z\ {0}, se cumple que

1
lfim — ) iR =0
N—oco N

n=1

3. Para cada funcion Riemann-Integrable f :[0,1] — C, se cumple que

s !
i, v 3= 1(4)) = / f(@)da.

N —o00

Antes de continuar, mostraremos un ejemplo clasico de equidistribucion,

Ejemplo 2.3.1. Sea 6 € R\ Q, entonces la sucesion (nh),, esta equidistribuida mddulo 1.

Para ver esto, usaremos la equivalencia nimero (2) del teorema anterior. Notemos pri-
mero que como 0 € R\ Q, entonces n ¢ 7 para todo n € N, luego 1 — 2™ =£ 0 para todo
n. Por lo tanto tendremos que para todo N, se tendrd que

N 27iko 27mik(N+1)0
i E e?ﬂ'ink& € —¢€ ( )
N

n=1

1
N

1 2
N |1 — e2niko|’

<

1 — e2mikd

es decir,

1 N
Iim — g 2™kl — (),
N—oco N

n=1

De donde se concluye que (n),, estin equidistribuidos mddulo 1.
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El teorema anterior es la versién clasica del criterio, pero ésta se puede generalizar cuando
se tiene una medida de probabilidad cualquiera sobre el intervalo [0, 1],

Teorema 2.3.2. Si (x,), C [0,1] y p una medida de probabilidad en [0,1]. La sucesion
(Tn)n es p-equidistribuida si y sdlo si

n<N [0,1]

con f € L}([0,1], p).

2.4. Algoritmo de Ostrowski

Dado un par (o, 3) € (0, 1]?, la transformacién de Ostrowski induce en 3 una representaciéon
que utiliza la representacion en fraccién continua de « de la siguiente manera. Sea (a, 8) €
(0,1]? y aplicamos T sobre el, obtenemos

- (- [4- )

De lo anterior, si escribimos [é] =a1y [g] = b1, obtendremos que si T(«, 8) = (a1, p1),
entonces 5
=—-b 2.1
/81 o 1, ( )
es decir,
B = pra+bio. (2.2)

Siguiendo este proceso, volvemos a aplicar T al par (a1, $1) obteniendo

rouso= (3-[2].2-[2])

y nuevamente nombrando [a%] =asy [%] = bo, y como T'(ay, 1) = (e, B2), entonces
B2 = b _ ba,
aq
es decir,
p1 = Paa + baay, (2.3)

y reemplazando (2.1) en (2.3), obtenemos

B = Bociax + baaviav + by

2=

Ap—1

Continuando este proceso obtendremos que, en general, a, = [——]|, b, =

n
8= E braaias . ..ak_1 + Braciasg ... 0y,
k=1

y por ende, tendremos que finalmente la representacion de [ es de la siguiente manera

8= g bpaaias ... 0y_1.

n>1
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Ahora notemos que por la propiedad (2.1.1), acqias...an—1 = |0,—1| v por lo tanto, la
representacién anterior se convierte en

ﬂ = Z bn|9n71|
n>1

Ahora consideremos un § € (0, 1) y sean (by,),, sus digitos en la representacién antes descrita,
entonces definimos la sucesién (N,,),, por

n
N, = Z brqr—1,
=1

y luego multiplicando cada uno de estos ntimero por a obtenemos

Npa =Y bege-10 = bi(ge-1a — pr-1) (mod 1),
k=1 k=1

es decir, ({N,a}), aproxima al nimero 8.
Antes de continuar, mostraremos un ejemplo de la representacién antes vista para 5 = e/3
cona=+v2-1
Ejemplo 2.4.1. Sea (o, ) = (v/2—1,¢/3). Entonces mediante la division Buclidiana y con
ayuda del computador, tendremos que

(a7 ﬂ) = ([2’ 27 25 27 25 27 : ']’ [25 07 ]‘5 07 05 17 c '])'
Ademds obtendremos que los valores de 0,, para estos primeros digitos de 3 son
6| Vv2-1

01 2v/2-3
6, | 5v/2-—7

05 | 122 — 17
0, | 2902 — 41
05 | 702 — 99

Por lo tanto, la representacion se verd como
B=2-(V2—1)+ (5v2 = 7) 4 (T0V/2 — 99) + B.

Como cada vez que uno aproxima un nimero de cierta forma especifica, uno desea saber la
velocidad en que esta representacion aproxima a (. Esta pregunta fue contestada parcial-
mente por Sh. Ito y H. Nakada ([9]) en el siguiente teorema

Teorema 2.4.1. Para casi todo punto («, f)

Zbk|9k 1| =

Donde el casi para todo punto, es con respecto a la medida T-invariante absolutamente
continua respecto a Lebesgue obtenida por Sh. Ito ([10]), definida por la funcién de densidad

2

lim — log 1 log 5"

n—00

1 a+2

dp ) 2log?2 (1 + a)?
dN 1 o+

2log2 (14 «)?

Sifg>a

Sif<a

la cual veremos cémo se obtiene en uno de los capitulos siguientes.



Capitulo 3

Teoria de Dimension

En esta secciéon comenzaremos dando definiciones béasicas sobre algunos conceptos utilizados
en teoria de dimensién, como lo es la medida de Hausdorff y sus propiedades. Ademads con
esta medida daremos paso a la definicién de dimensién de Hausdorff, propiedades de la
misma y algunos ejemplos de como se calcula, para finalizar dando la nocién de dimensién
de una medida.

3.1. Medida de Hausdorff

Lo primero sera definir la nocién de cubrimiento, la cudl serd un objeto clave en la definicién
de la medida objetivo

Definicién 3.1.1. Para U un subconjunto no vacio del espacio euclidiano n-dimensional
R™, definimos su didmetro por Diam(U) = |U| = sup{|lz —y| : =,y € U}.

Luego considerando la definicién anterior, dado F' C R™ diremos que la familia (U;); es un
d-cubrimiento de F' si para todo ¢ € N se cumple que |U;| < ¢ y si

FclJu.
ieN

Por lo que dado un s € RT, definimos para cada J > 0 la siguiente expresién asociada a F

3

M5 (F) = inf {Z |U;|° : (U;); es un 6 — cubrimiento de F} .

Para lo anterior, notemos que si § decrece entonces la cantidad de J-cubrimientos que se
pueden considerar va disminuyendo y por consiguiente la infimo antes descrito crece, por
ello el siguiente limite
H°(F) = lim 75,
6—0
existe siempre y cuando se permita que tome el valor infinito. La funcién J#° : B(R") — R
se denomina la medida s-dimensional de Hausdorff.

Observacion 3.1.1. Es necesario notar que F° asi definida, es una medida exterior en
R™ y por ello esta tiene como dominio a todo subconjunto de R™. Sin embargo, en el pdrrafo
anterior su dominio fue restringido a los Borelianos de R™ ya que esta restriccion hace que
FC° sea una medida.

25
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Esta medida es una generalizacién de volumen que uno tiene en R”, es mas, si consideramos
s = n, entonces se tiene que

H(F) = Cy - Vol (F),
donde Vol™(F) es el volumen n-dimensional de F'y C,, = 2"(in!)/(7%).
Proposicién 3.1.1 ([5]). Para la s-medida de Hausdorff, se tienen la siguientes propiedades
1. Si F eR™ y A >0, entonces H°(AF) = N°(F).
2. Si f una isometria, entonces F°(f(F)) = H#°(F).

3.2. Dimension de Hausdorff

Es claro notar que si ' C R" y § < 1, entonces J¢;° es una expresién no creciente en s y
como 4 es arbitrario, entonces podemos concluir que J#% es no creciente en s. Si s € R tal
que J£°(F) < oo, entonces para todo t > s se tendrd que para todo d-cubrimiento (U;); de

F', se cumple
Z Uil* = Z [Ui[*=*|Ui]° < 5#52 |Uil*,

por lo tanto, si tomamos el infimo sobre los §-cubrimiento obtenemos que 5 (F) < 6~ (F)
y luego haciendo tender § a 0, se obtiene que J#*(F) = 0 ya que t — s > 0. Ahora si con-
sideramos ¢t < s con J£°(F) > 0 y procediendo de manera andloga a la anterior se puede
concluir que S#*(F) = +o0. De lo anterior podemos ver que la funcién posee un valor critico
s en el cual pasa de ser infinito a ser 0, como se muestra en la siguiente gréfica

5 (F

0 /

s s
Donde dicho valor critico es el que denominaremos dimensiéon de Hausdorff, que lo formali-

zaremos en la siguiente definicién

Definicién 3.2.1. Dado F C R", se define dimpy (F') como la dimension de Hausdorff del
conjunto F por

Dimp(F) = inf{s : 5°(F) =0} =sup{s : H#°(F) = oo}.

La dimensién de Hausdorff nos da otra forma de medir cuan grande es un conjunto y no
sélo eso, esta es capaz de diferenciar -asignando tamano- conjuntos que con la medida de
Lebesgue no podiamos, por ejemplo la medida de Lebesgue asigna la misma medida a un
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punto que al conjunto de Cantor Tercio, el cual claramente es mucho més grande que un
punto. Pero antes de ver en concreto esta diferencia, enumeraremos algunas propiedades que
tiene este nuevo objeto

Proposicion 3.2.1. Sea F C R"”,

1. Sidimpg(F) = n, entonces F' contiene una bola n-dimensional de volumen positivo.
2. Si F es una subvariedad suave m-dimensional, entonces dimpg(F) = m.
3. Sea E C R" tal que E C F, entonces dimy (F) < dimpg (F).
4. Si (Fy)ien C R™, entonces

dim g U F; | = sup{dimg(F;)}

i€N ieN

5. Si F es numerable, entonces dimpg (F) = 0.
6. Sidimy(F) < 1, entonces F es totalmente disconexo.

Las propiedades enlistadas en la proposicién anterior son las que nos permiten llamar al
ntmero dimg (F) dimensién. Ademds de esto, tendremos que hay una cierta clase de mor-
fismos para los cuales se preserva la dimensién de Hausdorff, los cuales vemos en el siguiente
teorema,

Teorema 3.2.1. Sea F C R", y L : FF — R™ una funcion bi-Lipschitz, es decir, existen
constantes 0 < ¢1 < co < 00 tales que

cilr —y| < [L(z) = L(y)| < e2lz —yl,
para todo x,y € F. Entonces dimpy (L(F)) = dimg (F).

Demostracion. Primero veremos que dimy (L(F)) < dimg (F) y para ello basta notar que
dado cualquier (U;); un d-cubrimiento de F', entonces tendremos que para cada U; se cumple
que |L(U;)| < e2|U;] < 26, entonces tendremos que

czzs(L(F)) < %S(F)v

y como § es arbitrario, podemos concluir entonces que J#°(L(F)) < J°(F), de donde po-
demos concluir que dimg (L(F)) < dimg (F).

Luego para la otra desigualdad, basta restringir el recorrido de L a su imagen, es decir,
definir L : F — L(F') y en dicho caso L serd biyectiva y podemos repetir el proceso anterior
para L~! obteniendo la desigualdad restante. O

El cédlculo de la dimension de Hausdorff en general es un trabajo duro, por ello los resultados
que nos presentan formas de estimar dicho nimero son interesantes y en virtud de esto,
presentamos el siguiente lema

Lema 3.2.1 (Lema de Frostman). Sea A € B(R™) y s > 0, entonces los siguientes son
equivalentes:

1. % (A) > 0.

2. Eziste una medida p boreliana tal que pu(A) >0 y p(B(x,r)) < rs.
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Y antes de continuar con la teoria, mostraremos cémo se hace el calculo de la dimension de
Hausdorff para el conjunto de Cantor Tercio,

Ejemplo 3.2.1. Sea K el conjunto de Cantor Tercio. Partiremos por hacer un cdlculo poco
formal que nos servird para obtener la dimension de Hausdorff, con el cual podremos probar
de manera rigurosa que efectivamente ese es el valor buscado.

Partiremos definiendo los conjuntos Ky, = [0,1/3]N K y K = [2/3,1] N K, de los cua-
les se puede notar inmediatamente que K, UKp = K y que K1, Kr son un reescalamiento
de K en 1/3, por ello y en virtud de la propiedad nimero dos de la proposicion (3.1.1),
obtenemos que suponiendo 0 < J°(K) < oo entonces

1 1 2
AR = A (K ) + A (K ) = o (K) + 5o A (K) = 2 2(K),
y como estamos bajo el supuesto que 0 < J°(K) < oo, entonces obtenemos que 3° = 2, es

decir,
~ log2

s = .
log 3
En lo anterior supusimos que 0 < J£°(K) < 00, lo que no sabemos a priori si es cierto o

no, por ello, probaremos ahora de manera formal que para el s obtenido antes, entonces si
se tiene que 0 < H°(K) < 00, es mds obtendremos que 1/2 < #°(K) < 1.

Partamos definiendo el cantor de la siguiente manera: Llamaremos Eo = [0,1], al cual le
removeremos el intervalo de largo un tercio del medio, obteniendo Ey = [01/3]U[2/3,1]. A
este nuevo conjunto, le removeremos a cada uno de los intervalos que lo compone el intervalo
de largo 1/9 del medio, obteniendo el conjunto E5 = [0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9]U[8/9,1]
y sequimos este proceso de manera infinita. Entonces los conjunto Ey serd un conjunto for-
mado por 27F intervalos cerrados disjuntos de largo 3% y K = NE},. Luego el cubrimiento
de Ey, consiste en los 2% intervalos de largo 37%. Entonces 7% (K) < Y |U;| = 2F37F =1
st s = log(2)/1og(3). Luego, haciendo tender k — oo nos da #°(K) < 1.

Ahora, solo nos falta probar que 1/2 < 5#°(K), esto es

1
Sl < g =57 3

Para cualquier cubrimiento {U;}. Es claro, que podemos asumir que como U; son intervalos
y usando que F es compacto, solo nos falta probar (3.1) si {U;} es una coleccion finita de
subintervalos cerrados de [0,1]. Para cada U;, existe k entero tal que

3=+ < ;| < 37F (3.2)

Luego, cada U; no puede intersectar a mds de un intervalo bdsico de Ey (ya que tiene
largo 37%). Ahora, si j > k, entonces U; intersecta 29~F = 2737ks < 273553 |U,|* inter-
valos bdsicos de E;, usando (3.2). Ahora, escogiendo j lo suficientemente grande para que
3= (k1) < |Ui| se cumpla para todo U;, entonces U; intersecta a 27 de largo 377, entonces
contando los intervalos nos da 29 < " 273%|U;|%, por lo que se reduce a (3.1) y obtenemos
lo que buscdbamos.

3.3. Dimension puntual y dimension de una medida

El siguiente paso que daremos, y aprovechando lo definido anteriormente, remite a la in-
troduciremos del concepto de dimensién puntual, para luego definir la dimensién de una
medida,
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Definicién 3.3.1. Sea T : X — X wuna transformacion y p una medida de probabilidad.
Definimos entonces la dimension puntual de x € X con respecto a la medida p por

o log(u(B(z, 1))
du(w) =l =)

)

siempre y cuando el limite anterior exista.

Esta definicion refiere al comportamiento de la medida de la bola en relacién a su radio y no
s6lo eso, si no que también mide en cierta manera la concentracién de la medida alrededor
del punto, lo cual quedara ilustrado de mejor manera en los siguientes dos ejemplos,

Ejemplo 3.3.1. Consideremos A la medida de Lebesque en [0,1], entonces dado x € [0,1]
tendremos que su dimension puntual respecto a la medida de Lebesgue es

i 9SABE) _ Top(2r)
() = lim =500 M Tog(r) "

es decir,
M B(z,r)) <r,

de lo que se concluye, que la medida de Lebesgue de una bola de radio r crece en la misma
proporcion que su radio.

Ejemplo 3.3.2. Sea xy € [0,1] y esta vez consideremos 8., la medida de Dirac soportada
en xg, entonces se tendrd que

ds

donde claramente xog € B(xo,7) y por lo tanto oz, (B(xo,7)) = 1, lo que nos permite concluir
que ds, (wo) = 0.

Ahora si consideramos un x1 € [0,1] tal que 21 # o, entonces se tendrd que

ds

=0 T r50 log(r) ’
entonces como r — 0, podemos considerar r < Dist(x1,xg), y en dicho caso tendremos que
0zo(B(x1,7)) = 0, obteniendo entonces que ds, (r1) = oo.

Hecho lo anterior, obtendremos que mientras mas concentrada estd la medida alrededor de
un punto, su dimension puntual serd menor y al contrario, mientras menos concentrada
estd la medida alrededor del punto, su dimension puntual serd mayor.

Luego de la definiciéon de dimensién puntual y ejemplos sobre ella, daremos paso a la de-
finicién de dimensién de una medida y después a una interesante conexién entre estas dos
nociones,

Definicién 3.3.2. Dada p una medida de probabilidad, definimos la dimension de Hausdorff
de una medida por
dimg (p) = inf{dimy(A) : p(A) =1}.

Y ahora presentaremos una serie de resultados que muestran interesantes conexiones entre
las distintas nociones de dimension que tenemos hasta ahora,
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Teorema 3.3.1. Sid,(z) > d para casi todo x € X, entonces dimp (u) > d, donde

i 8B )
d, = lim inf log(r) '

Demostracion. Consideremos A C X con p(A) =1 tal que d,,(z) > d para todo x € A. En
particular podemos ver que para cada € > 0y x € X tendremos que

ltm inf B 7)) gx )
r—0 ré—e

=0.

Entonces fijemos C' > 0 y dado § > 0 definimos el siguiente conjunto
Xs={xecA: puBz,r) <Crievo<r<dl).

Ahora sea (U;); un d-cubrimiento de X, entonces si x € X5 se tiene que u(U;) < C|U;|4~=.
En particular

w(Xs) < Z wUi) < CZ Ui "=,

UiNXs#p

para luego tomar infimo sobre los cubrimientos, obteniendo que
1(Xs) < CHE5(Xs) < CHA(X).

Ahora como § es arbitrario, entonces obtenemos que 1 = p(A) < C#?4(X). Pero C fue
fijado de manera arbitraria, por ello obtenemos que #9~¢(X) = co y por ende dimg (X) >
d—e para todo € > 0, por lo tanto se concluye que dimg (X) > d y entonces dimpy () > d. O

Teorema 3.3.2. i Eu < d para casi todo x € X, entonces dimy (X ) < d donde
- 1 B
7~ tmsup 0BG )
r—0 log(r)

Demostracion. Notemos primeramente que para e > 0y x € X tenemos que

w(B(z, 7))

lim sup 7 = 00,

r—0

y al igual que antes, fijemos C' > 0 y dado & > 0 consideremos el siguiente cubrimiento de
X por bolas
{B(z,r) : 0<r <8y uB(zr)) >Crite}

Luego usando el lema de cubrimiento de Besicovitch, tenemos que

1 N
d+-e |d+e .
HFTE(X) < E |Us] 9T < 5 E w(Us) < ok

por lo tanto se puede concluir que si 6 — 0 entonces #4+¢(X) < % Ahora como C
es arbitrario, entonces claramente se tendrd que #9t¢(X) = 0 y por ello tendremos
dimg (X) < d+ e para todo € > 0, es decir, dimy (X) < d. O

Corolario 3.3.1. Sid,(z) < d para casi todo x € X, entonces dimp (p) < d.
Demostracion. La demostracion nuevamente es directa de la definicién. O

Corolario 3.3.2. Sid,(z) existe para casi todo x € X y es igual a d, entonces se tiene que
dimg (p) = dimgy (X) = d.
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Demostracion. Basta notar que si d,(z) = d para casi todo x € X, entonces se tiene que
dy <dyd,(r)>d,yen virtud de los teoremas (3.3.1) y (3.3.2) se obtiene lo pedido. O

Luego con estos resultados y aprovechando el ejemplo (3.3.1), podemos ver que dy(z) = 1
para todo z € [0,1] donde \ es la medida de Lebesgue, entonces por el corolario (3.3.2)
obtenemos que dimg () = 1.

Antes de continuar, consideremos x € X entonces definimos el exponente de Lyapunov
A(z) de z como

1
1 - (n)y/
AMz) = nhm - log |(T'™) ().

Luego podemos ver que la expresién al lado derecho de la igualdad se puede escribir por

n—1
1 1 .
lim = log| (7)) («)] = lim ~ 3 log [I(T%())],
k=0

n—oo n, n—oo n

y si it es una medida de ergédica para un potencial t¢p(z) = tlog |T’(x)|, entonces tendremos
que pg-ctp se tiene que

Az) = /¢dut.

Luego, definimos el exponente de Lyapunov de una medida ergédica por:

) = [ o

Diremos que un sistema expansivo es conforme si para cada punto, las tasas de expansividad,
es decir, cuanto expande el sistema dindmico en cada direccién, son las mismas en todas
las direcciones. El exponente de Lyapunov representa la tasa promedio de expansividad del
sistema y por ende, en el caso no conforme tendremos que lidiar con méas de un exponente
de Lyapunov.

Notemos que en el caso conforme, los cilindros representan bolas y segtn las definiciones al-
ternativas de dimensién de Hausdorff, es ”mds sencillo” el célculo de la misma (ver Falconer
[5], Ch. 2). Ahora, la transformacién de Ostrowski es un sistema expansivo no conforme (ya
que en una direccién tiene la misma expansividad que la transformacion de Gauss, mientras
que en las fibras tiene la expansividad de un $-shift), lo que transforma el problema anterior
en uno muy complicado, ya que al tener al menos dos tasas de expansion distintas, produce
que las imagenes de las bolas se transformen en elipses, y por ello las técnicas usuales no
pueden ser utilizadas.

Para el caso conforme existen diversos trabajos donde se relacionan estos objetos, como
trabajos de Manning ([15]) , Maiie ([16]), Ledrappier y Misiurewicz ([14]) donde prueban
que

dimp (p) =

en distintos contextos de sistemas conformes.

Para el caso no conforme, haremos referencia a un trabajo de H. Hu ([7]) donde relacio-
na la entropia de una medida con la dimensién de Hausdorff de la siguiente manera

Teorema 3.3.3. Sea f una transformacion de clase C? de una variedad Rimanniana X
en st mismo y sea A un conjunto compacto f-invariante. Si f es exrpansiva en A y p una
medida ergddica sobre A, entonces

dimp (1) = h(p).
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Otros resultados relacionados con esta relacién fueron obtenidos por W. Huang y P. Zhang

([8))-



Capitulo 4

Transformacion de Ostrowski

El objetivo de esta seccién es principalmente dar una descripcion exhaustiva de la presion
topolégica de la transformacién T respecto al potencial log | det DT 1|, para ellos necesita-
remos estudiar la transformacién de Ostrowski.

Para lograr nuestro objetivo, utilizaremos el resultado mostrado en el capitulo 1 (teore-
ma 1.2.7) y asi obtener una descripcién clara de la presién, esto es, ver que es analitica
real, estrictamente decreciente, posee medidas de equilibrio tinicas para cada potencial, etc.
Ademads también probaremos que dichas medidas no sélo son de equilibrio, si no que son
también de Gibbs y obtendremos de manera exacta el valor de t* que describe el teorema
1.2.7.

Las principales dificultades son que para poder usar el teorema 1.2.7, necesitamos que la
transformacion 71" se pueda conjugar a un espacio simbdlico. Para ello probaremos que la
transformacién de Ostrowski cumple necesariamente tres propiedades: La transformacién
T es de Markov sobre un alfabeto numerable, posee la propiedad BIP (Big Images and
Pre-Images property) y ademés necesitamos que el potencial que usaremos tenga cierta re-
gularidad, es decir, que el potencial sea débilmente Holder continuo. Probando estas tres
propiedades podremos utilizar los resultados del capitulo uno, obteniendo el resultado desea-
do.

4.1. Propiedades de la transformaciéon de Ostrowski.
Recordemos que la transformacién de Ostrowski 7": (0, 1]> — (0, 1]? se define por
1 J1
(- [2-E)
« « « «

1 llamamos a; = |=|, 01 = |=| v 1(o, p) = (a1, 1), entonces tendremos que la aplicacion
Sill b= |2 yT d la aplicacié

T induce las siguientes representaciones para « y [ respectivamente

o= T ) (4.1)
al + 1
ag + 1
y n
8= Z braoias ... ap_1 + aoars ... y_15n, (4.2)
k=1

33
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donde ay, y B, estdn definidos por T"(a, 8) = (an,Bn), b = [B"*l} y ap = [ 1 } Lo

ap—1 ap—1
anterior genera las sucesiones (an)n v (by)n de digitos correspondientes a las representaciones
antes descritas, las cuales cumplen las siguientes condiciones: b,, < a,, y si a,, = b, entonces
bn+1 = 0 para todo n > 1, a las cuales denominaremos condiciones de Markov. Luego
considerando lo anterior y el siguiente conjunto como nuestro alfabeto

S{<Z> :n,kEN,kgn},

diremos que una sucesion formada por elementos del alfabeto S es admisible si cumple con
las condiciones de Markov antes expuestas, es decir,

al as as

by J\ba/\b3) )’
es admisible si b; < a; y si a; = b; entonces b;+1 = 0 para todo ¢ > 1. Luego podemos definir
-para n € N- A(n) como el conjunto de todas las palabras de largo n admisibles, es decir,

A(n) = { <<‘Zi) (Zj) .. (Z:)) . (an)n, (b )ncorresponden a digitos de (a, 3) € X} .

Como forma de abreviacién denominaremos por ¢, a los elementos del conjunto A(n), y para
cada uno de ellos definimos el conjunto X, -al cual llamaremos cilindro de profundidad o
nivel n- por

X, = {(a,m ex QEZ??) _ (b> Vie{l,....n} donde c = <(b> <b> <g:

Luego podemos notar que dichos conjuntos forman una particién del espacio X, es decir,

x= | X,

cn€A(n)
y Xe, N Xer = ¢ sicp, # ¢, Més atin, podemos formular el siguiente lema
Lema 4.1.1. Sean los conjuntos

Up={(a,f) : 0 <, f <1} =X,

U ={(a,B) : 0<a<1l,0<8<al,
entonces para cada ¢, € A(n) tendremos que

n _ Up Sian# by
TXC"{Ul Si a,, = b,

Demostracion. La demostracién es inmediata dado que para cualquier ¢, € A(n), X., es
admisible. O
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(3.3)
22

(L1

(32

@1

(31

(10

@9 (2,0)

0 N 1

De lo que revisando el esquema que se muestra anteriormente, se deduce que los tridngulos
son mapeados en el semi-tridngulo inferior, mientras que los trapecios son mapeados en el
cuadrado completo, como mostramos en la siguiente figura

U,

U

Ahora tenemos que para esta particiéon formada por cilindros, podemos definir para cada
¢n, € A(n), la funcién ., por

Gn + qn—1v ’ ]

Ve, (0, B) = (w 3 a%(@)at (@) - ok a)b(k) +al(a)at (@) - a"—1<a>6> :

donde

para k € {1,...,n}. Luego se tiene que
e, (T"x) = x,
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para todo z € X, , ya que T"(a, ) = (@n,Bn) y por la forma de escribir a y 8 como
fraccién continua y serie respectivamente, tendremos que ., (T"(a, 8)) = (o, §) para cada
(o, B) € Xo,,.

Lema 4.1.2. Para cada ¢, € A(n), se tiene que

1

| det Dy, (@ B)] = -

Demostracion. Basta con notar que se tiene que

a1z - 10] = P2
" Gn + Gn—1 ’
v que ello implica que
a(a)a’ (@) 0" (a) = ——
Gn + qn—10

O

Observacion 4.1.1. Observamos que la funcion 1., es una funcion definida sobre el cilin-
dro X., , lo que nos permite la diferenciabilidad de la funcion dentro de dicho dominio.

Lema 4.1.3. Se tiene la siguiente relacion cuando cualquiera de los limites exista,

1 1
lim —loggq, = — lim — log|det D, (a, B)]-
n—oo 3N

n—o0o N

Demostracidn. Si notamos que ¢, < ¢ + gn—1 < ¢n(1 + @) y por el lema 4.1.2, entonces
tendremos que

1 1
- 1og|detchn(a,6)| = _1Og(Qn+aqn—1)a
3n n

y como ¢n, < gn + gn—1 < gn(1 + @), entonces

1 1 1
; - 7. - < i —
lim —log(gn) < nlgxgo - log(gn + agn-1) < nlglgo - log(gn (1 + ),

n—oo N

y suponiendo que el limite izquierdo del enunciado existe, se concluye que

1 1

lim —loggq, = — lim — log|det D, (a, B)|-
n—oo n n—oo 371

Ahora si suponemos que el limite derecho es el que existe, podemos proceder igual usando

la desigualdad g, + gn—10 < gn(1 + @) < gnt1 + gna, donde se puede concluir igual que

antes. O

A continuacién mostraremos que la transformacién de Ostrowski satisface dos propiedades
importantes, estas son ser Markov sobre una particion numerable y la propiedad BIP, donde
ademds definiremos un potencial ¢, el cual serd débilmente Holder continuo, y recopilando
todo esto podremos ocupar teoremas fuertes sobre la presién topoldgica.

El siguiente lema hace referencia a la primera propiedad que mostraremos sobre esta trans-
formacién que es Markov, que fue definido en (1.1.1)

Lema 4.1.4. La transformacion de Ostrowski es Markov sobre una particion numerable.
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Demostracion. Para probar esto, veremos que para cada z € (0,1]*\ {{J,, 7"(B)} donde
B el es conjunto compuesto por todos los bordes de la particién, puedo asociar una tnica
sucesién admisible y reciprocamente, toda sucesion admisible corresponde a un solo punto.

Vemos que la primera direccién es directa, por la construccién de las escrituras para «

y B.

Qn

Para la segunda direccién, sea ((b

)) una sucesién admisible, luego debemos probar que
n
el conjunto

AT )

b1

cuando n — oo corresponde a un solo punto. Pero observamos de inmediato que por las
escrituras expresadas en (4.1) y (4.2), es claro que el didmetro de los conjuntos antes descritos
tiende a 0 y son decrecientes, por lo tanto de manera inmediata se tiene que

n—1
N T X)) = o,
n>1 k=0 ket
para algin = € (0, 1]?, lo que completa la prueba. o
Lo anterior nos dice que existe un homeomorfismo entre (0,1]*\ {{J,, 7-"(B)} vy el Shift de

Markov que induce las escrituras descritas en (4.1) y (4.2), es decir, existe 7 : ¥ — (0,1]2
talque Tor=mwoo

2 »

0,12\ {U, T7"(B)} - 0.1\ {U, T7(B)}

Observacién 4.1.2. Notemos que como T es un Skew-Product de la forma T(x,y) =
(G(x), B12(y)), donde G es la transformacion de Gauss y By, es el 3-shift para f = 1/x.
Ahora como cualquier medida invariante p para la transformacion T estd asociada a una
medida invariante para la transformacion de Gauss, y no hay medidas de Gauss invariantes
asociadas a los elementos de la particion {1/n}, entonces la transformacion T no posee
medidas soportadas en los bordes de la particion.

La segunda propiedad -que fue definida en (1.1.2)- serd plasmada en el siguiente lema
Lema 4.1.5. La transformacion de Ostrowski satisface la propiedad BIP.

Demostracion. Consideremos el conjunto

) GGy
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. 2
entonces tendremos que si a € S es de la forma Z ), entonces las palabras ( 1 ) ( Z )

a 1 ..
y ( a ) ( 0 ) son admisibles.

Si tenemos a € S de la forma ( “ ) con a > b > 0, entonces las palabras ( (1) ) ( Z ) y

b
a 2 dmisibl
b | ) son admisibles.
. a 1 a a 2
Si tenemos a € S de la forma , entonces las palabras y
0 1 0 0 1
O

son admisibles.

4.2. Formalismo Termodinamico para la Transformacién
de Ostrowski.

En esta seccion, introduciendo la funcién ¢ : ¥ — R -que llamaremos potencial- la cual se
define por

é(z) = log(| det DT~ (x)]).
Para poder utilizar los resultados que exhibimos en el primer capitulo, necesitamos que el
potencial que hemos definido tenga cierta regularidad.

Proposicion 4.2.1. El potencial ¢ es débilmente Holder continuo.

Demostracion. Sea ¢, € A(n) y considere (o, 8), (¢/, ') € X, . Si

() () (2)(2)

Entonces tendremos que
1 b
Tl(Z7’LU)< ,’LU+ 1),
zZ+a1 z+ a1

o +a
3log < L.
o+ aq
Ahora notemos que si tomamos un borde vertical de un cilindro, este va en un borde vertical

via T~ y ello solo depende de la primera coordenada. Luego, si aplicamos ¢.., _, a los vértices
PntPn—1
qn+qn-1"’

y luego

|¢(aa ﬂ) - d)(a/vﬂ/” =

inferiores del cilindro X (2 obtendremos en las primeras coordenadas Z—" y por
bn n

lo que reemplazando estos valores de « y o obtendremos que

Pnt+Pn—1
—— tay
3log (M) ‘

o
Pnt+Pn—1 ar
Luego, la expresién q"z‘;jh puede ser escrita como
an
1
1+ ,
QH(pn + al%z) + Qn(pnfl + al(Jnfl)
si n es impar y
1
1+

@n (P + a1Gn) + Gn—1(pn + a1gn)’
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si n es par. Por lo tanto, tendremos que
Qn(pn + al‘In) + Qn(pnfl + al(Jnfl) 2 (n,

@n(Pn + a1Gn) + @n-1(Pn + a1¢n) > gn.

Miés Adn, si g, es el n-ésimo denominador de la fraccién continua de x (z € (0, 1)), entonces
q,, < g, para todo n, donde ¢/, es la sucesién de Fibonacci (g, es el n-ésimo denominador
de la fraccién continua de %5 ). Por lo tanto, tendremos que existen constantes a,b € R
tales que

q, = ax’ + bxl,

2

donde x; > 1 > 2 son soluciones de la ecuacién z* = = + 1. Por lo tango, ¢/, > ax]. Luego,

reemplazando esto en lo anterior, obtenemos que

1 1/ 1\"
. (LY
Qn(pn + al‘]n) + Qn(pn—l + alQn—l) a \ T1
y
1 1/1\"
. (LY
n(Pn + a1Gn) + Gn—-1(Pn + a1qn) a \ 71
y notando que log(1 + x) < z, entonces tendremos que
60, 8) - o', )] < = (L)
a, B) — ¢(a - =
) ) — a xl 3
y finalmente, tomamos supremos obtenemos
1/ 1\"
no <t ()
a X1
es decir, ¢ es débilmente Holder continua. O

Ahora consideremos la funcién presién P : R — R definida por

P(t) := lim l1og > exp <Z1og|detDT1(Ti(a,5))|t>. (4.3)

T (o,8)=(c,8) i=0
En virtud de todo lo desarrollado antes, podemos formular el siguiente lema

Teorema 4.2.1. La funcion presion satisface que

P(t):{oo Sit<2/3

Estrictamente decreciente, estrictamente convexa y analitica real Sit > 2/3

Ademds tendremos que
lim P(t) = oo.
t—2/3+
Mds ain, para cada t > 2/3 existe una tnica medida de Gibbs pu; asociada al potencial
tlog|det DT 1.

Demostracion. Comenzaremos la demostracién desarrollando la funcién P(t) para obtener
una expresion mas manipulable. Para ello notemos que por propiedades del logaritmo ten-
dremos que

n—1 n—1

> log|det DT~ (T (ax, B))[" = log [ [ | det DT~ (T"(ex, B))["
i=0 =0
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y por lo tanto, la expresiéon dada en (4.3) se reduce a

n—1
o1 —1 i t
P(t) = nh—>nolo - log E exp log H |det DT~ (T (v, B))]
T (o, B)=(c,3) i=0

n—1
o1 —1 i t
= lim —log > H |det DT~ (T (e, B))]".
7 (o, )=(,8) ©=0
Ademsds, nosotros sabemos que para (z,w) € X (

al) entonces
b1

T w) = ( 1 w+b1),

zZ + ay T2+ a
y por tanto se tendra claramente que

1
det DT (z,w)| = ———.
| Gl = s
Luego como z € (0,1) entonces es claro que

1 _ 1
Finalmente notando que
. 1
det DT~ H(T"! =
[det DT H(T' 2, 0)] = (o

va que T 1(z,w) € X (2> entonces la expresién para la funcién presién puede ser escrita
b;
de la siguiente manera

.1 N 1
T (a,f)=(a,B) i=1

1

.« . . n
Podemos notar de la expresion anterior que el sumando, es decir, [];; Fare 1O depende
del término 3, por lo tanto la expresién anterior puede ser escrita de la forma

P(t) = nlingoilog Z Z H ( !

S (4.5)
)3t
G @r=a {8 T (ap)=(a gy it & T %)

donde G representa la transformacién de Gauss. Ahora, es consecuencia de la estructura de
Markov de T' que para cada « tal que G™(a) = « se tiene que

aras...an <#{P T, B) = (0, B)} < (1 +a1)(1+az)...(1+ay).
Esto tltimo més la desigualdad exhibida en (4.4), nos da que

> > ﬁ 1 <y ﬁ(l-l—ai)

N3t —
Gn(a)=a {B : T"(a,B)=(a,B)} i=1 (Z + az)

n a; n 1
2 o= 22 Hevaw

Gr(@)=a{f: T"(a,B)=(a,B)} i

Il
-
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Luego notamos que dado {A1, A2, . . .} un conjunto numerable de ntimeros, entonces se cumple
que

s 05

Ji,d2;--jn€NI=1

entonces obtenemos que

il (St

Gn(a)=ai=1

Entonces tendremos que

= k) G kA1)
(Zm) < 2 > Hm§<z k3t> ,

k=1 Gr(@)=a {8 : T"(a,B)=(a,B)} i=1 k=1

por lo que aplicando logaritmo, dividiendo por n y luego tomando limite, obtendremos que
o0 o0
k kE+1
lo —— | <Pl)<lo — | -
g(Z(k+1)3t>— (t) < g( k3t>
k=1 k=1
Luego, observamos que si k es lo suficientemente grande entonces % ~ W%l, y como esta

dltima expresién converge para t > 2/3, se cumple que P(t) < oo y si t < 2/3, por las
mismas razones se tendrd que P(t) = +o00. Mds ain, se tiene que

> k
lim 1 — | =
o (S ) =

y por lo tanto

lim P(t) = +o0.
t—2/3+

Luego, como P(1) < co y en virtud del teorema 1.2.7 obtendremos que para cada t > 2/3 el
potencial t¢ tiene una unica medida asociada u; de equilibrio. Més aun, estas medidas -por
la proposicién 1.2.1 y el teorema 1.2.6- son medida de Gibbs. O

Luego de lo anterior, podemos notar que la gréfica de la funcién P(¢) tiene la siguiente forma
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Capitulo 5

Medida Absolutamente
Continua para la
Transformacion de Ostrowski

En esta seccién mostraremos un resultado obtenido por Sh. Ito ([10]), en el cual prueba
que la transformacién de Ostrowski posee una medida invariante absolutamente continua
respecto a Lebesgue, y no sélo eso, si no que da una férmula explicita para su densidad.

Teorema 5.0.2 (Sh. Ito, 1986). La transformacidn de Ostrowski T tiene una tunica medida
absolutamente continua respecto a Lebesque, cuya densidad esta dada por

1 a+2
S B N Y~

dp ) 2log2 (1+ )2 if>a

= 1

dA o+ SiB<a

2log2 (14 «)?

La demostracion de este teorema, es la construccion de la densidad anterior y luego probar
que efectivamente es absolutamente continua e invariante. Para ello, necesitamos hacer una
construccién, previa referencia a una extension de la transformacién T'.

SeaY ={(v,0) : 0<y<1, —y<d<l}ty

r-[2] s so-m{2]- (52}

Entonces definimos T de T por
7°(1.6) = (2 = o). =2 4 d(r.9))
v = ——cv)—C s .
Y Y

Desde ahora y para simplificar la notacién, denotaremos ¢, = ¢(vn—1) y dn = d(Vn—1,0n-1),
para (Vn, 0n) = (T*)"(7, §). Entonces trabajando de manera andloga a como lo hicimos con
T, tendremos que la primera coordenada sigue siendo la transformacién de Gauss, pero la
segunda estard induciendo la siguiente escritura

(_1)n6n

n
§=S"0 dp+ ——2 %
PIUSL] @+ a1

k=1
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donde 0% = ¢y —p y pi/q es el n-ésimo aproximante de v mediante fracciones continuas.
Por lo tanto, de la expansién anterior y su construccién se deduce que para (y,d) € Y, se
tiene que

di S C1 Para ¢ Z 1 (5 1)
Sid; # 0, entonces d; 1 # ¢iy1 Parai > 1. ’
Lo que nos permite decir que la palabra ((fli), (CCIZ), ceey (2”)) es admisible si y sélo si las

sucesiones (¢;)_; v (d;)?_ -digitos de las representaciones de v y ¢ respectivamente- cumplen
las condiciones expuestas en (5.1). Luego el conjunto Y se particiona de la siguiente manera

14
15 U3 12

M B

1
x 27 (1]

Ahora consideremos para cada (¢,d) € N x (NU{0}) con ¢ > d la funcién dada por
1 d-—9§
ey (7,0) = :
(z) (7, 9) <7 Fpthy +C>

| (V) sid=0
)~ 0() (V1) Sid#0

donde Vo =Y y Vi ={(7,6) : 0<vy <1, —y<d<1—~}

Definimos los conjuntos

Con todo lo dicho antes, se puede concluir el siguiente lema,

Lema 5.0.1. La familia de conjuntos {Y(c) : ceN, de NU{0} ye > d} tiene las
d
siguientes propiedades

1. La familia es una particion de Y, es decir,

Yo nvm = (5)# ()
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2. Para cada Y(c) se cumple que
d

. Vo Sid=0
T(Y(z)):{ v? Sid#0

Definamos el conjunto Z por

g {(%5’(175) €Y x X : ((2) (Zi)) eA(2)},

y los conjuntos V(9) = T*(Y(c)) yU() = T(X(Z))’ entonces como consecuencia de los
d

lemas (4.1.1) y (5.0.1), entonces tendremos que Z puede ser particionado de las siguientes
maneras
a a
z= V<b)XX(g) U Y(Z)XU<b).
(1)eA) ($)eAq)

Luego, definimos la extensién natural de T -la cual denotamos por T- por

- 1 b1—5
T(v,6 =
(77 aaaﬂ) ('Y‘i’al 'Y+a 15/31)5

para la cual tendremos el siguiente teorema

Teorema 5.0.3. La extension natural de T definida como antes, tiene una medida inva-

riante i que satisface
dp 1 1

dx  log2 (1+~a)?’
donde X es la medida de Lebesque sobre Z.

Demostracion. Lo primero que haremos es calcular el Jacobiano de la transformacién T
sobre V(§) x X(a), de la siguiente manera
b

0 0 -4 -3
_ 0 0 ¢ 1 1
IO =] e [
T (Fan? (v+ay)? 0 0 a3(y+a1)?
0 — 0 0
Y+ai
Por lo tanto, definiendo la funcién K por
K (7.6,0,6) = ot
o - -
i log2(1 4 ya)3’
podemos notar que
1 1 1

0, 1) = . .

K(T(v,0,a,8)) - |J(T(v,6,, B))] Tog 2 < . <1 >)3 T
1+ — — Qi
Y+a \«
1 1 1
~ log2 1 1 1og2 aly+ar) + (1 — aay)
(s (Gom)) +al)
YHar \o

1
T log2 (147a)? +70¢)

es decir, K define una densidad invariante para T o

K(v,0,a, ),
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Pero como nosotros estamos interesados en la densidad para la funciéon Ty no para T,
tendremos el siguiente corolario

Corolario 5.0.1. T tiene una unica medida absolutamente continua respecto a Lebesgue,
cuya densidad esta dada por

1 a+2 )
du _ ) 3logaiirap P70
dX 1 ats SiB<a

21og2 (14 «)?

Demostracion. Para la prueba basta un cédlculo de la distribucién marginal de la densidad
anterior, integrando de manera adecuada. Observemos que el conjunto

Ui={(a,B) e X : f<a} = U X(z):UX(g),

{(3)eAQ) : b=0} a€N
por lo que el correspondiente subconjunto de Z a integrar es
a a
U V() *xw=Ur() < xe
{($)eA) : b=0} aeN

Pero notemos que V(g) = T*(Y( )) = Vp, por lo que tendremos que

a
0

Uv(g) X X(a) = Vo x UX(S) — Vo x Uy,

a€N aeN

por lo tanto, la densidad se define como

1 1
dVy,
log 2 //v0 (1+7ya)3" "

sobre Uy, es decir,

1 Lot 1 5 1 0t 1 5
I=— 7dd+—//7dd,
10g2/o/o (a2 Tog2 )y )5 Trrap”

la cual utilizando el cambio de variable 6 = 1 + v« se obtiene que

1 1+ 0 1+a
R / / L dbds+ — / / L dbas— o3
log2 Jo J4 af? log2 J_1 J1_s5, @63 2log2(a+1)2

Ahora por otro lado, para conseguir la densidad en X \U; = {(o,8) € X : 0<a <1, 1>
B>a}l= U{(a)eA(l) ) b;&o}X(“) tenemos que considerar el subconjunto de Z
b . b

U V(Z) “X():

{($)eAQ) : b0}

pero V(Z) = V1 cuando b # 0, por lo tanto tendremos que lo anterior es igual a

Vi x U Xy =Vax (X\ 7).
{(%)eAq) : b0}



Por lo tanto, la densidad sobre X \ U; estd dada por la integral

1 1
I= dva,
log 2 //vl 1 +7a)3 !

es decir,

1 1 1-6 1 1 0 1 1
= — 7dd5+—/ / — dvds,
1og2/o /0 (1 +7yap " log2 ) 1) s (T+7a)""

en la cual usando el mismo cambio de variables que antes, se obtiene que

1 l+(1=8a 4 1 0 plta g 9
R / / ——dfds + / / —dpds = — 22
log2 J, J1 af? log2 J_1 Ji_s5, @83 2log2(1 + «)?

lo que completa la prueba.
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Capitulo 6

Aplicaciones a Teoria de
Nuimeros

La presente seccién tiene por objetivo presentar un resultado que generaliza la proposicién
2.4.1, en donde utilizando la medida absolutamente continua obtenida en el capitulo ante-
rior, se demuestra que Lebesgue casi todo punto la velocidad exponencial de aproximacion
de un nimero S por ntmeros de la forma {Na} es e~ /121082 Do 1o anterior, nosotros
investigamos el conjunto de medida de Lebesgue cero para los cuales la proposicién no se
cumple. Estudiaremos las posibles velocidades de aproximacién que pueden tener dichos
nimeros. Para ello tomaremos el método utilizado en la proposiciéon 6.0.4 pero esta vez ya
no usando la medida absolutamente continua que conocemos, si no que utilizaremos una de
las medidas de Gibbs que obtuvimos en el teorema 4.2.1 y con ella probaremos que necesa-
riamente existen pares (o, 3) € (0, 1]? tales que las velocidades de aproximacién son distintas
a la mencionada, y no sélo eso, ademés mostraremos que dichos conjuntos a pesar de tener
medida de Lebesgue cero, no son tan pequenos ya que poseen dimensiéon de Hausdorff posi-
tiva.

Si definimos los conjunto J(y) por

, 1
g0y = {l@s) € 0.1+t S tog {0}~ 5 =+ ).
entonces se tiene el siguiente resultado
Teorema. Para cada v € (—o0, —log((v/5 + 1)/2)), se cumple que dimg (J(v)) > 0.

La dificultad més clara es que como utilizamos una medida de Gibbs para la cual no cono-
cemos una férmula de densidad, el método utilizado por Sh. Ito y H. Nakada ([9]) no puede
ser utilizado de igual manera ya que ellos usan de manera muy fuerte el hecho de conocer
la densidad de la medida. Por ello, de su método tomaremos la idea de su demostracion que
es probar que

lim 1 log B, =0,

n—oo n
y con ello podremos de manera clara mostrar que existen distintas velocidad. Ahora, lo
anterior lo probaremos haciendo restriccién del dominio de T al cuadrado [e, 1]? para algiin
e > 0 y luego tomaremos el subconjunto K. C [g,1]? que es compacto e invariante bajo
T. Luego para cada € > 0, tendremos que para todo S € K. se cumple que %1og Bn — 0
cuando n — oo y luego utilizando el teorema 1.2.4, se puede concluir lo que queremos.
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Para partir, revisaremos algunos de los resultados que obtuvieron Sh. Ito y H. Nakada,
en los cuales revisaremos los métodos utilizados para asi posteriormente mostrar nuestro
resultado.

Proposicién 6.0.2. Para casi todo (o, )

1 Sik=0

_ o 2
nglooﬁ#{n P 1<n <N, by =k} =9 2log(k + 1) — logk — log(k + 1)
2log?2

Sik>0

Demostracion. Esto se puede probar usando el hecho que (T, i) es ergédico, y por lo tanto
se tendrad que

lim —#{” :1<n<N, by =k} = lim _ZX{(a,ﬂ) b=k} (T (e, B))

N—oco N N—oco N
du
—dadp.
/ / b=k} AA
Luego resolviendo la integral anterior, se tiene lo pedido. o

Teorema 6.0.4. Para casi todo («,3)

B=> blbr|| = -

k=1

7T2

12log2’

1
lim — log
n—oo n,
Demostracion. Notemos que

‘B—Zbﬂek—ﬂ = Z bi|Or—1]
k=1

k=n-+1

= |ﬁn|a0 s Qp—1,

Por lo tanto,

1
logao Q1+ — log|ﬁn|

B - Zbkwk || =

1og

Luego, basta con mostrar que
1
lim —log|B,| =0,
n—oo n
para casi todo (a, ). Ahora como

nlog2 + log(1 + n)
2log2 ’

p(|Bnl <m) = p(lBl <n) =

para cualquier 1, 0 < n < 1, tendremos que
o0
Zu(|ﬁn| < e ™) < 4o0,
n=1
para cualquier € > 0. Luego, usando el lema de Borel-Cantelli se tiene que

1
#{n : —Elog|6n| > 5} < +00,

para casi todo (a, ). Por lo tanto, se tiene lo pedido. O
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Corolario 6.0.2. Para casi todo (a, f3)

lim #{n 0| 7B = D00 bil0ia]] < 2} _

log 2 4 log(1
NS00 N 21og2[z 0g 2 +log(1 +2)),

para cualquier z, 0 < z < 1.

Demostracion. Para ello basta notar que

B— bil6i|
=1

por lo que tendremos que la pregunta se traduce a p(|8,| < z) y por la proposicién anterior
tendremos que

:|ﬂn|a

|9nfl|_1

w(Bn < z) = [21og2 + log(1 + 2)].

1
2log 2
O

Notemos que la proposicién 6.0.4 hace referencia a la velocidad exponencial de aproximacion
de un cierto B por ntmeros de la forma Y, _; bg|0r—1|. En efecto, tendremos que para N

suficientemente grande
al 2n
— b |Ok—1]| < -
|ﬂ I; 10| eXp< 1210g2>’

por lo que es vélido preguntarse por otras posibles velocidades de aproximacion, ya que
dicha proposicién es vélida para casi todo punto en (0,1)2. Esta tltima pregunta tiene una
respuesta afirmativa y es lo que mostraremos a continuacién.

Sabemos que T : (0,1]2 — (0,1]?, donde (0,1]? es claramente no compacto, por ello consi-
deraremos la restriccién de T al conjunto [e, 1] x [e, 1] para algin € > 0. Notamos que este
conjunto es claramente compacto pero no necesariamente 7' mapea [e, 1] X [g,1] si no que
claramente sale de él, por ello llamaremos K. al subconjunto de [, 1] X [¢, 1] que es compacto
e invariante por T'.

Lema 6.0.2. Para € > 0 suficientemente cercano a 0, el conjunto K. es no vacio y no
numerable.

Demostracion. Sea N € N mayor o igual que 3 y consideremos entonces € = ﬁ Notemos
que en dicho caso, los términos invariantes para T en la primera coordenada son las fracciones
continuas que pueden ser escritas en el alfabeto {1,..., N} por lo tanto es claro que todo
elemento («, 8) € [e,1] x [g,1] de la forma a = [ajazas...] con a; € {N,N — 1}y 5 =
[1111111...] estdn claramente en K.. Mds adn, los nimeros como fraccién continua que
pueden ser escritos con dos simbolos son no numerables, es decir, K. es no numerable. [

Luego el lema anterior nos dice que para cada € > 0 podemos encontrar un subconjunto de
[e,1] X [e, 1] compacto e invariante, que es lo suficientemente grande y ademds K., C K., si
go < €1.

Ahora en virtud del teorema 1.2.4, tendremos que la funcién presién P(t) puede ser apro-
ximado por P(t)|k. puntualmente y se tendrd también que para cada t € R existe ¢ k.
medida Gibbs de equilibrio para el correspondiente potencial.
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Luego si volvemos a la demostracion de la proposicion 6.0.4, podemos notar que

B=> bilbr]

k=1

1 1
=—logagay ... an_1 + —log fB,.
n

1
— log
n n

Pero si consideramos cualquier (a, 8) € K., entonces 3, > ¢ y por lo tanto,
1 1
—loge < —log B, <0,
n n
por lo que haciendo tender n — oo, se tiene que
1
lim —log g, =0,
n—oo n

para todo (o, 3) € K.. Por lo tanto, para cada («, 3) € K. se cumple que

B = bilk|

k=1

1 1
lim —log = lim —logapay ... ap_1.
n—oo N

n—o0o MN

El siguiente lema, que gracias a trabajos de M. Kessebohmer y B. Stratmann ([12]), M.
Pollicott y H. Weiss ([21]), podemos obtener resultados sobre el rango de la derivada de la
funcién presion.

Lema 6.0.3. El recorrido de la funcién —P'(t) es (3log((v/5 +1)/2), 4+00) para t > 2/3.

Demostracion. Sabemos que agay - ...« ap—1 = |0n_1] = |gna — pu|, por lo tanto
1 1 1
lim —logagag ... - ap—1 = lim —log|a — Pn + lim —q,,

y ademas como

1
5 < ‘ -l < a2’
entonces obtenemos que
1 .1
lim —logagay +... - ap—1 = — lim —loggq,
n—oo N n—oo N

y no sélo eso, si no que combinando lo anterior con el lema 4.1.3, obtendremos que para
cada t > 2/3, u; casi todo punto

1 1 1 1
lim —logapay ... ap—1 == lim —log|det DT "(«, )| = = /log|det DT («, B)|dpus,
n—oo 1 3 n—ooon 3

donde y; es medida de equilibrio ergédica para el potencial tlog|det DT~1|. Observemos

que por lo hecho antes, tenemos que

1 1
—/log|detDT*1(o¢,ﬂ)|dﬂt = — lim — loggy,
3 n—oo M

es decir,

1
—/1og|detDT71(a,ﬁ)|d,ut =3 lim —loggs,.
n—o0o N

Pero para la expresién del lado derecho, se conoce que el rango es (log((v/541)/2), +00), por
lo que se concluye que necesariamente que el rango de —P’(t) es (3log((v/5+1)/2), +00). O
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Observacion 6.0.1. Notemos que si pu es una medida de equilibrio para la transformacion
de Gauss, entonces se cumple que g casi todo punto

/log|G’|du =2 lim g,
n—oo
de lo que se desprende inmediatamente que

1 1
5/10g|G’|du: fg/log|detDT*1(o¢,ﬂ)|dm.

Luego lo mismo puede ser aplicado para la restriccién que hicimos de la funcién presion,
obteniendo en ese caso que p¢, k. casi todo punto

1 1

lim —logapay ... ap—1 = = /log |det DT~ (e, B)|dps k. -
n—oo N 3 ’

Luego tendremos que para estas medidas p; k. con € fijo, obtenemos todo un rango de ve-

locidades para esta aproximacién, rango que aumenta a medida que € se hace més pequeno.

Pero la pregunta que le sigue es, que tan grande es este conjunto? Si intentamos dar un
respuesta apresurada usando la medida de Lebesgue tendremos que el conjunto tiene medi-
da 0, pero con un poco mas de cuidado y utilizando las medidas p x, podemos obtenemos
el siguiente teorema

Teorema 6.0.5. Para cadat € R y 0 < e < 1, definimos el conjunto J(t, K.) por

5.5 = { (@) € 012 ¢ tim ~log[(Naa} — 5] = 3 [ 1og|det DT )l . |

entonces se cumple que dimp J(t, K;) > 0.

Demostracion. Notemos que las medidas p; g, son medidas de Gibbs, las cuales poseen
entropia positiva, es decir, h(p x.) > 0y en virtud del resultado del lema 3.3.3, se tiene de
inmediato que dimg J(t, K.) > 0. O

Observamos que el resultado anterior utiliza muy fuertemente que estamos utilizando un
restriccién de la funcién presiéon al compacto invariante K., y sabemos que el rango de
P'(t)| k. es finito, luego para poder extender este resultado para todos los valores del intervalo
(—o0, —log((v/5+1)/2)) necesitamos probar que el rango de la derivada de la presién restricta
al compacto invariante K. contiene al rango de la derivada de la presién, o dicho de otra
forma, necesitamos que para cada ¢ > 2/3 exista N de modo tal que para todo n > N
tengamos un t, € R tal que t,, — ty P'(t) = P'(t,)|k,,,, que es en esencia la siguiente
proposicién

Proposicién 6.0.3. Para todo t > 2/3 existe un € > 0 y de modo que, para todo £* < ¢ se
tiene que P'(t) € Rango(P'(t)|k._.)-

Demostracion. Notemos que en el cuadrado compacto invariante K. para € lo suficiente-
mente pequeflo, esta contenido el punto fijo 1 = ([1],[1]) y por lo tanto, como la pendiente
de la asintota a la presién cuando ¢t — oo se puede calcular por (ver ([11]))

max {/ log | det DT~ *|dpu , u-invariante} ,

entonces si consideramos la medida d7 (la medida atémica soportada en un punto fijo, por
ende invariante) entonces tendremos que

mzix{/log|det DTy , u—invariante} > /10g|det DT 1|dé;.
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VE-1

> entonces

V5 +1
5 :

Luego como |det DT~1(1)| = ('v+1)3’ con vy =

/1og|det DT~ dé; = —3log <

por lo que necesariamente la pendiente de la asintota es al menos lo anterior y ademds,
como la presién se aproxima por los compactos invariantes K., entonces P(0)|x. — P(0)
cuando ¢ — 0 y P(0) = 400 entonces necesariamente la aproximacién tiene a tener una
asintota vertical. Luego como una asintota vertical es una recta vertical, es decir, que posee
”pendiente infinita”, entonces el valor P’(0)|k, tiende a ser igual a la asintota y por ello
necesariamente se tiene que P’(0)|x. — —oo cuando € — 0. Luego se tiene el resultado
deseado. O

Y para finalizar la seccién, definamos los conjuntos J(y) por
J) ={(@.8) € (0,117 : lim [{Nua} - Bl =7},
n—oo
Con esto, presentamos el teorema principal de este trabajo

Teorema 6.0.6. Para cada v € (—oo, —log((v/5 + 1)/2)), se cumple que dimg (J (7)) > 0.

Demostracion. Dado v € (—oo, —log((+v/5 + 1)/2)), sabemos por la afirmacién 6.0.3 que
existe N de modo tal que v € Rango(P'(t)|x, ,,) para todo n > N. Por lo tanto, para cada
n > N existe t, € R de modo tal que v = P'(tn)|K1/n. Luego si consideramos los conjunto
J(tn, K1/y,) definidos por

J(tn K1jn) = { (@, 8) € Kyjn T [{Nua} - Bl =},
entonces como K/, C (0, 1)? se puede deducir que J(t,, Ki,,) C J(v) paracadan > Ny

por tanto, necesariamente se tendra que dimpg (J(t,, K1/n)) < dimg(J(v)),y por el teorema
6.0.5 sabemos que dimg (J(tn, K1/,)) > 0, concluyendo asi que dimg (J (7)) > O
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