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3. Teoŕıa de Dimensión 25

3.1. Medida de Hausdorff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.2. Dimensión de Hausdorff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.3. Dimensión puntual y dimensión de una medida . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4. Transformación de Ostrowski 33

4.1. Propiedades de la transformación de Ostrowski. . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.2. Formalismo Termodinámico para la Transformación de Ostrowski. . . . . . . 38

5. Medida Absolutamente Continua para la Transformación de Ostrowski 43

6. Aplicaciones a Teoŕıa de Números 49
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Resumen

En el año 1922 el matemático ruso Alexander Markowich Ostrowski desarrolló un sistema de
numeración en el que es posible escribir cualquier número natural en base (qn)n, donde los
valores qn corresponden a los denominadores del n-ésimo aproximante por fracción continua
de un número irracional α ∈ (0, 1) fijo. En efecto, si consideramos la representación en
fracción continua de α, dada por

α =
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + . . .

= [a1a2a3 . . .],

Ostrowski demostró en [20] que todo número N ∈ N se puede escribir de la forma

N =

n∑

k=1

bkqk,

donde bn cumple que 0 ≤ bn ≤ an y si bn = an entonces bn+1 = 0. Es posible demostrar que
el algoritmo de Ostrowski se extiende al caso en que N se reemplaza por un real β ∈ (0, 1].
Se obtiene una representación del mismo tipo, admitiendo una serie en vez de una suma.

Si denotamos por

Nn :=

n∑

k=1

bkqk,

tendremos que

β = ĺım
n→∞

{Nnα} = ĺım
n→∞

n∑

k=1

bkθk−1 =
∑

n≥1

bnθn−1,

donde θn = qnα − pn y {x} denota la parte fraccionaria de x. Por extensión, llamaremos
expansión de Ostrowski de β en base α a la sucesión ({Nnα})n.

El objetivo principal de este trabajo es demostrar el siguiente resultado que describe, en
detalle, las posibles velocidades exponenciales de aproximación por este método

Teorema. Para cada ζ ∈ (−∞,− log((
√
5 + 1)/2)), se tiene que

dimH

({

(α, β) ∈ (0, 1]2 : ĺım
n→∞

1

n
log |{Nnα} − β| = ζ

})

> 0.

Observación 0.0.1. Para valores de ζ > − log((
√
5 + 1)/2) nuestro método no nos dice

nada, esencialmente por que el rango de valores presentado en el teorema, se obtiene a partir
del rango de la derivada de la presión el cual es (−∞,−3 log((

√
5 + 1)/2)) y por ello, no

podemos decir más acerca de dichos posibles valores de ζ.
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La demostración de este teorema es de naturaleza dinámica. En efecto, consideraremos un
sistema dinámico estrechamente relacionado con la expansión de Ostrowski y describiendo
sus propiedades ergódicas podremos deducir el resultado anterior.

El sistema dinámico que estudiaremos es la aplicación T : (0, 1]2 → (0, 1]2 definida por

(α, β) 7→ T (α, β) =

({
1

α

}

,

{
β

α

})

.

Los iterados de T nos permiten obtener los valores de los d́ıgitos (bn)n y por ende, los valores
de Nn.

Desde el trabajo fundacional de Rufus Bowen [2] la relación entre formalismo termodi-
namico y teoria de la dimension de sistemas dinámicos se ha estudiado en gran detalle. Las
técnicas utilizadas en este trabajo corresponden a esta tradición. En efecto, describiremos
el formalismo termodinámico para la transformación T y utilizaremos esos resultados para
demostrar el Teorema principal. Existen diversas dificultades al intentar aplicar esta estra-
tegia, por una parte la aplicación T esta definida en un espacio no compacto, por lo tanto
los resultados clásicos en el área no se pueden utilizar. Debemos, recurrir a técnicas recientes
donde parte de la teoŕıa se ha extendido al caso no compacto, ver por ejemplo los trabajos
de O. Sarig [24] y de R. Mauldin y M. Urbański [18]. Otro problema fundamental es que la
transformación T es no conforme. La teoŕıa de la dimensión en este caso está muy poco desa-
rrollada y es particularmente dif́ıcil obtener resultados precisos en este contexto. Es por esta
razón que nuestro resultado, está formulado en términos de dimensión de Hausdorff positiva.

También mostraremos algunos de los resultados obtenidos para la transformación de Os-
trowski, donde destacamos la obtención de una medida invariante absolutamente continua
con respecto a Lebesgue de manera expĺıcita por Sh. Ito ([10]), aśı como también los resul-
tados obtenidos por Sh. Ito y H. Nakada ([9]), donde probaron que para Lebesgue casi todo
par (α, β) ∈ (0, 1]2, se tiene que

ĺım
n→∞

1

n
log |{Nnα} − β| = − π2

12 log 2
,

que es el resultado que este trabajo buscó generalizar.
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Caṕıtulo 1

Formalismo Termodinámico

Dentro de las distintas perspectivas desde las que pueden ser estudiados los sistemas dinámi-
cos, en esta sección estaremos interesados en estudiar una en particular, que es la que los
estudia desde la perspectiva de la teoŕıa de medida o como es llamada, teoŕıa ergódica. Den-
tro de la teoŕıa ergódica existe una importante rama que se deriva de la mecánica estad́ıstica
llamada formalismo termodinámico, la cuál consiste en el estudio de ciertos procedimien-
tos que nos ayudan a escoger medidas invariantes relevantes para un cierto sistema dinámico.

Dentro de los sistemas dinámicos, existen muchos interesantes para los cuales el conjun-
to de medidas invariantes es muy grande, por lo que el problema se traduce en escoger
dentro de este espacio elementos relevantes para el sistema, de donde nace el interés por el
formalismo termodinámico.

Uno de los objetivos principales dentro de esta teoŕıa será el estudio de la presión topológica,
que es un funcional que cuantifica el desorden del sistema. En dicho objeto nos apoyaremos
para encontrar medidas invariantes relevantes para el sistema, utilizando un resultado que
nos provee de una forma natural para escoger medidas llamado principio variacional, y las
medidas que obtendremos las llamaremos medidas de equilibrio. Dichas medidas, son en
muchos casos relevantes en algún sentido ergódico o en teoŕıa de la dimensión.

1.1. Espacio Simbólico

Sea S un conjunto numerable al cual llamaremos alfabeto. Definimos el conjunto ΣS por

ΣS = {(xn)n : xn ∈ S, ∀ n ∈ N},

el que denotaremos por Σ en caso de que el alfabeto esté claro. Sea A = (tij)(i,j)∈S×S una
matriz tal que sus entradas sean solamente 0’s y 1’s (pero sin columnas ni filas de ceros) -a
la que llamaremos matriz de admisibilidad - con ella definimos ΣA por

ΣA = {(xn)n ∈ Σ : txixi+1
= 1, ∀ i ∈ N}.

La matriz A recibe dicho nombre porque permite determinar los elementos del conjunto Σ
que pertenecen al conjunto ΣA, al cual también se le denotará simplemente por Σ siempre
y cuando el contexto lo permita.

Ahora, a este conjunto le podemos asociar un sistema dinámico σ : Σ → Σ definido por
σ(x1x2x3 . . .) = (x2x3x4 . . .), es decir,

σ((xn)n∈N) = (xn+1)n∈N,

9
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a la cual la llamaremos Shift por un lado. El par (ΣA, σ) lo llamaremos Shift de Markov
numerable.

A este espacio lo podemos equipar con un topoloǵıa, que es generada por los conjuntos

Ci1...in = {(xn)n ∈ ΣA : xj = ij, ∀ j ∈ {1, . . . , n}},

que llamaremos cilindros de orden n o de profundidad n. Notamos este espacio no es compac-
to y que si consideramos todos los cilindros de un orden n fijo, entonces Ci1...in ∩Ci′

1
...i′n

= φ
si i1 . . . in 6= i′1 . . . i

′
n, por lo tanto tendremos que

ΣA =
⋃

i1...in admisible

Ci1...in ,

es decir, los cilindros de un orden fijo generan una partición del espacio simbólico ΣA.

La siguiente definición es fundamental, ya que más adelante buscaremos trabajar con resul-
tados obtenidos en el contexto de dinámica simbólica

Definición 1.1.1. Dado (X, f) un sistema dinámico y una partición P = (Pn)n de X,
entonces diremos que X tiene una representación simbólica XP,f , asociando una sucesión
(xn)n a un punto x si fn−1(x) ∈ Int Pxn . Luego, diremos que f es Markov sobre la partición
P si la intersección

∞⋂

n=0

Dn(x),

corresponde a un solo punto, donde

Dn(x) =

n⋂

k=0

f−k(Pxk
).

Si bien en ΣA no toda palabra es admisible como lo es en Σ, si podemos hacer que sean
-en un sentido combinatorio- muy cercanos. Lo que queremos decir con esto es que existe
un subconjunto finito L ⊂ S de modo que si la palabra ab no es admisible en ΣA, existen
a1, . . . , al ∈ L de modo tal que aa1 . . . alb es admisible en ΣA. Visto de manera gráfica
tendremos que

b b

b

b

b b b b b b b b b

b

b
a1

a2

a3 al−2

al−1

al

ba

en ΣA

en Σ

Lo que nos dice básicamente que si no podemos conectar a con b en ΣA como en Σ, entonces
existen finitos pasos tales que nos permiten conectarlos ”por un camino más largo”. Esto es
conocido como la propiedad BIP.
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Definición 1.1.2 (Big images and preimages property). Un Shift de Markov numerable
(ΣA, σ), se dice que satisface la propiedad BIP si existen {γ1, . . . , γn} en el alfabeto S tales
que

∀ a ∈ S, ∃ i, j tales que las palabras γia y aγj ,

sean admisibles.

Ahora necesitaremos otra definición que nos será muy útil dentro de lo que haremos en
los siguientes caṕıtulos, que es la regularidad de potenciales (desde ahora usaremos Σ para
referirnos a ΣA),

Definición 1.1.3. Sea φ : Σ → R una función dada. Definimos la n-ésima variación por

Vn(φ) := sup{|φ(x) − φ(y)| : x, y ∈ Σ, xi = yi ∀ i ∈ {1, . . . , n− 1}}.

A partir de esto, tendremos la siguiente definición

Definición 1.1.4. Sea φ : Σ → R y Vn(φ) la n-ésima variación de φ. Diremos que φ es de
variación sumable si ∑

n≥3

Vn(φ) < +∞,

y diremos que φ es débilmente Hölder continua si Vn(φ) ≤ Kαn con K ∈ R constante y
0 < α < 1..

1.2. Formalismo Termodinámico

1.2.1. Presión topológica en el caso compacto.

La presión topológica es un concepto primeramente introducido por Ruelle ([23]) y estudiado
en más generalidad por Walters ([29]). Sea T : X → X una transformación con X un espacio
compacto y sea C(X,R) el espacio de las funciones continuas de X en R donde C(X,R) es
equipado con la norma del supremo. La presión es una función P (T, ·) que va desde C(X,R)
a R ∪ {∞} tal que tiene buenas propiedades con respecto a la estructura de C(X,R) y
contiene a la entroṕıa en el sentido que P (T, 0) = h(T ).

Definición 1.2.1. Sea n un número natural, ε > 0 y K un subconjunto compacto del
espacio métrico (Σ, d). Un subconjunto E ⊂ K se dice (n, ε)-separado con respecto a σ si
para x, y ∈ E, x 6= y, implica que dn(x, y) > ε (o equivalentemente que para x ∈ E, el
conjunto

n−1⋂

i=0

σ−iB(σi(x), ε),

no contiene otros puntos de E), donde dn(x, y) = máx0≤i≤n−1 d(σ
ix, σiy).

Luego denotando por

Snφ(x) =

n−1∑

i=0

φ(σi(x)),

definimos Pn(σ, φ, ε) por

Pn(σ, φ, ε) = sup

{
∑

x∈E

eSnφ(x) : E es un subconjunto (n, ε)− separado de X

}

,
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para luego dar paso a la definición de presión como

P (σ, φ) = ĺım
ε→0

ĺım sup
n→∞

1

n
logPn(σ, φ, ε).

A partir de lo anterior, podemos notar que la definición depende de la métrica utilizada
para definir los conjuntos (n, ε)-separados y que si tenemos dos métricas uniformemente
equivalentes, entonces obtenemos el mismo valor de la presión para ambas (Ver Walter [28],
pagina 171). La ventaja de que el espacio sea compacto, es que dos métricas que son equi-
valentes, entonces son uniformemente equivalentes y por ello, tendremos que el valor de la
presión no depende de la métrica. Ahora si el espacio no es compacto, entonces se puede
dar la situación de que dos métricas equivalentes nos lleven a valores distintos de la presión,
es decir, dependerá de la métrica. Pero por otro lado, como veremos en el teorema 1.2.2 la
presión puede ser escrita en términos de un supremo, que no depende en lo absoluto de la
métrica y es ah́ı donde tendremos uno de los problemas que presenta el caso no compacto.

El siguiente teorema presenta una lista de propiedades que cumple la recién definida función

Teorema 1.2.1. Sea σ : Σ → Σ una transformación continua en un espacio métrico com-
pacto Σ. Si φ,Φ ∈ C(σ,R), ε > 0 y c ∈ R, entonces P cumple las siguientes propiedades:

1. P (σ, 0) = h(σ)

2. Si φ ≤ Φ, entonces P (σ, φ) ≤ P (σ,Φ). En particular h(σ) + ı́nf φ ≤ P (σ, φ) ≤ h(σ) +
supφ.

3. P (σ, ·) toma siempre valores finitos o es constantemente ∞.

4. Si P (σ, ·) <∞ entonces P (σ, ·) es convexa.

5. P (σ, φ + c) = P (σ, φ) + c

6. P (σ, φ +Φ) ≤ P (σ, φ) + P (σ,Φ)

7. |P (σ, φ)| ≤ P (σ, |φ|)

Definición 1.2.2. Sea T : X → X un sistema dinámico. Definimos M(X,T ) al conjunto
de todas las medidas T -invariantes, es decir, µ ∈ M(X,T ) si y sólo si µ(A) = µ(T−1A)
para todo A ∈ B(X).

El próximo teorema fue demostrado para algunas transformaciones por D. Ruelle ([23]) y
en más generalidad por P. Walters ([29]). Otras pruebas de este teorema fueron dadas más
tarde por M. Denker y R. Bowen.

Teorema 1.2.2 (Principio Variacional). Sea σ : Σ → Σ una transformación continua en
un espacio métrico compacto Σ y sea φ ∈ C(Σ,R). Entonces

P (σ, φ) = sup

{

hµ(σ) +

∫

φdµ : µ ∈ M(Σ, σ)

}

Llamaremos medidas de equilibrio para el potencial φ, a aquellas medidas µ ∈ M(Σ, σ) tales
que alcanzan el supremo del teorema 1.2.2, es decir,

P (σ, φ) = hµ(σ) +

∫

φdµ.

Al subconjunto de M(Σ, σ) correspondiente a todas las medidas de equilibrio para φ, lo
denotaremos por Mφ(Σ, σ).
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Teorema 1.2.3 (Unicidad de Medidas de Equilibrio). Sea (Σ, σ) un shift y sea φ un poten-
cial Hölder continuo, entonces φ tiene una única medida de equilibrio.

Observemos en el caso del espacio simbólico, la definición de la presión topológica por los
conjuntos (n, ε)-separados coincide con la siguiente definición

Definición 1.2.3. Sea Σ espacio métrico compacto, sea φ un potencial en C(Σ,R) y sea
σ : Σ → Σ, entonces definimos la presión topológica relativa a σ de φ como

P (σ, φ) = ĺım
n→∞

1

n
log




∑

σn(x)=x

exp

(
n−1∑

i=0

φ(σi(x))

)

 .

Para poder entender un poco que significa esta definición, podemos hacer un pequeño calculo
utilizando φ = 0 como se muestra a continuación,

P (σ, 0) = ĺım
n→∞

1

n
log




∑

σn(x)=x

exp

(
n−1∑

i=0

0

)



= ĺım
n→∞

1

n
log




∑

σn(x)=x

1





⇒
∑

σn(x)=x

1 ≍ exp(n · P (σ, 0))

Entonces como se puede apreciar, la presión topológica de la función 0 está relacionada con
cómo crecen las órbitas periódicas de largo n, cuando n crece. Por lo que podemos concluir
que si consideramos un potencial φ continuo, entonces la presión mide el crecimiento de las
órbitas periódicas pero con una cierta ponderación dentro de ésta.

1.2.2. Presión topológica en el caso no compacto.

Para nuestro propósito nos reduciremos a estudiar sólo el caso de Shift de Markov numerables
con la propiedad BIP que definimos en 1.1.2. Para ello daremos la definición de presión
topológica introducida por Sarig ([24]) en base a un trabajo previo de Gurevich ([6]),

Definición 1.2.4. Para φ : Σ → R potencial de variación sumable, la presión de Gurevich
de φ es definida por

PG(φ) = ĺım
n→∞

1

n
log

∑

σnx=x

exp

(
n−1∑

i=0

φ(σix)

)

.

Observación 1.2.1. El ĺımite anterior existe siempre (permitiendo que pueda ser infini-
to). Además si la transformación considerada no cumple con la propiedad BIP entonces la
anterior definición se cambia por

PG(φ) = ĺım
n→∞

1

n
log

∑

σnx=x

exp

(
n−1∑

i=0

φ(σix)

)

χCi0
(x),

donde χCi0
(x) es la función caracteŕıstica del cilindro Ci0 ⊂ Σ y la definición anterior, no

depende del cilindro Ci0 .

Además de lo anterior, también tenemos el siguiente teorema que relaciona la presión de
Gurevich con la presión en el caso compacto,
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Teorema 1.2.4 (Teorema de aproximación por compactos, ([24])). Si φ : Σ → R es de
variación sumable, entonces

PG(φ) = sup{Pσ|K(φ) : K ⊂ Σ con K 6= φ y K compacto y σ − invariante},

donde Pσ|K(φ) es la presión clásica sobre el compacto K.

Procediendo de manera análoga a lo hecho para el caso compacto, tendremos el siguiente
teorema (ver [17, 18, 24, 25, 26])

Teorema 1.2.5 (Principio Variacional, [24]). Si φ : Σ → R es de variación sumable,
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∑

σy=x e
φ(y)

∣
∣
∣

∣
∣
∣
∞
<∞ y PG(φ) <∞, entonces

PG(φ) = sup

{

hµ(σ) +

∫

φdµ : µ ∈ Mσ y −
∫

φdµ <∞
}

,

donde Mσ es el conjunto de todas las medidas borelianas de probabilidad σ-invariantes, y
hσ(µ) es la entroṕıa de la medida µ (Ver Walters [28], Ch. 4).

De este teorema, nace una pregunta natural por el hecho de que el lado derecho de la igualdad
es un supremo, que es si éste se alcanza y dónde lo hace. Motivado por la pregunta anterior,
presentaremos una serie de definiciones y proposiciones que nos ayudaran a responder dichas
preguntas.

Definición 1.2.5. Sea φ : Σ → R un potencial. Una medida µ ∈ Mσ con

PG(φ) = hσ(µ) +

∫

φdµ,

y −φ ∈ L1(µ) se denomina una medida o estado de equilibrio para φ.

Resultados de Sarig ([24]) y de Buzzi y Sarig ([4]), se pueden resumir en el siguiente teorema

Teorema 1.2.6 (Existencia y unicidad de las medidas de equilibrio). Si φ : Σ → R es de
variación sumable y supφ < +∞, entonces existe a lo más una medida de equilibrio para φ.

Definición 1.2.6. Una medida de probabilidad µ se dice medida de Gibbs para el potencial
φ si existen constantes M y P , tales que para cada cilindro Ci1...in y cada x ∈ Ci1...in se
tiene que

1

M
≤ µ(Ci1...in)

exp(−nP +
∑n−1

i=0 φ(σ
i(x)))

≤M.

La siguiente proposición tiene relación con la existencia y unicidad de las medidas de Gibbs
que recién definimos,

Proposición 1.2.1 (Medidas de Gibbs). Sea (Σ, σ) un shift de Markov numerable con la
propiedad BIP, φ : Σ → R un potencial tal que

∑

n≥2 Vn(φ) <∞ y PG(φ) <∞, entonces φ
tiene una única medida µ que es de Gibbs. Además si

−
∫

φdµ <∞,

entonces µ es medida de equilibrio para el potencia φ.

Concluyendo esta sección, tenemos un teorema referente a la regularidad de la función
P (t) := PG(tφ) y sus medidas de equilibrio, dependiendo de donde se encuentre t
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Teorema 1.2.7 (Regularidad de la función presión). Sea φ : Σ → R un potencial débilmente
Hölder continua tal que P (φ) < ∞, entonces existe un valor cŕıtico t∗ ∈ (0, 1] tal que para
todo t < t∗ se tiene que P (tφ) = ∞ y para todo t > t∗ se tiene que P (tφ) < ∞. Más aún,
si t > t∗ la función t 7→ P (tφ) es anaĺıtica real y para cada potencial tφ existe una única
medida de equilibrio.

Ahora después de plantear toda la teoŕıa, daremos un ejemplo simple donde calcularemos
la presión y veremos cómo se comportan todos los resultados vistos.

Ejemplo 1.2.1. Sea (Σ, σ) el full-shift en un alfabeto numerable. Consideremos log(φ) :
Σ → R definido por

log(φ)
∣
∣
∣Cij

= log(λij ),

para todo ij ∈ N y donde (λn)n una sucesión de números reales tales que
∑

n≥1 λn = 1.
Además observamos que si x ∈ Ci1 , entonces satisface que σnx = x si y sólo es la repetición
infinita de una palabra finita i1j1 . . . jn−1 para j1, . . . , jn−1 ∈ N. Por lo tanto tendremos que

P (−t log(φ)) = ĺım
n→∞

1

n
log

∑

σnx=x

exp

(
n−1∑

k=0

−t log(φ(σkx))

)

χCi0
(x)

= ĺım
n→∞

1

n
log

∑

σnx=x

n−1∏

k=0

(φ(σkx))−tχCi0
(x) = ĺım

n→∞
1

n
log

∑

j1,...,jn−i∈N

λ−t
i1
(λj1 · . . . · λjn−1

)−t

= ĺım
n→∞

1

n
logλ−t

i1
︸ ︷︷ ︸

=0

+ ĺım
n→∞

1

n
log

∑

j1,...,jn−i∈N

(λj1 ·. . .·λjn−1
)−t = ĺım

n→∞
1

n
log

∑

j1,...,jn−i∈N

(λj1 ·. . .·λjn−1
)−t

= ĺım
n→∞

1

n
log

( ∞∑

i=1

λ−t
i

)n−1

= log

∞∑

i=1

λ−t
i ,

de lo que podemos ver claramente que la función presión es anaĺıtica, convexa, etc. En
particular tendremos que si t = 0, entonces P (0) = htop(σ) = +∞. Ahora, usando el hecho
dado por el principio variacional, sabemos que

dP

dq
(q logφ) =

∫

log(φ)dµq ,

para µq una medida de equilibrio, entonces derivando la función presión respecto a q obte-
nemos que

P ′(q logφ) =

d

dq




∑

n≥1

λqn








∑

n≥1

λqn





=




∑

n≥1

d

dq
λqn








∑

n≥1

λqn





=




∑

n≥1

λqn log(λn)








∑

n≥1

λqn





=

∫

log(φ)dµq ,

Por lo tanto, tendremos que las medidas µq asociada al potencial q logφ están definidas por

µq(Cn) =
λqn




∑

n≥1

λqn





.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa de Números

Recordemos que la transformación de Ostrowski T : (0, 1]×(0, 1] → (0, 1]×(0, 1] está definida
por

T (α, β) =

({
1

α

}

,

{
β

α

})

,

donde {·} es la función parte fraccionaria. Podemos notar que esta transformación es un
skew-product, esto es una función L : X × Y → X × Y definida por

L(x, y) = (R(x), Sx(y)),

donde R es un automorfismo de X y Sx es un automorfismo de Y para cada x ∈ X . Por
lo tanto, podemos ver que para la transformación T antes definida tiene como función R(x)
a la transformación de Gauss G(x) =

{
1
x

}
y para cada x ∈ X , tiene como función Sx(y) a

la transformación Sx(y) =
{

y
x

}
que puede ser re-escrita como Sx(y) =

y
x (mod1), es decir,

Sx(y) = B 1
x
(y) donde B 1

x
es un β-shift (donde β = 1

x ) ya que 0 < x < 1. Por lo cual
es interesante estudiar en mayor profundidad la transformación de Gauss y el β-shift para
aśı lograr tener un mayor conocimiento de la transformación T .

Además introduciremos el concepto de equidistribución, aśı como resultados clásicos de
equidistribución llamados criterio de Weyl y criterio de Weyl generalizado.

2.1. Fracciones Continuas

Todo número irracional x ∈ (0, 1) puede ser escrito de manera única como fracción continua
de la forma

x =
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + . . .

,

donde ai ∈ N son los d́ıgitos, entonces denotaremos por [a1a2a3 . . .] a x para simplificar la
notación.

Ejemplo 2.1.1. Algunos ejemplos expansión en fracción continua son

π − 3 =
1

7 + 1
15+ 1

1+ 1

292+ 1

1+ 1
1+...

= [7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, 1, 3, 1, . . .],

17
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e− 2 =
1

1 + 1
2+ 1

1+ 1

1+ 1

4+ 1

1+ 1

1+ 1

4+ 1
1+...

= [1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1, 1, 10, . . .],

1 +
√
5

2
=

1

1 + 1
1+ 1

1+ 1
1+...

= [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, . . .].

Esta representación tiene ventajas y desventajas frente a la representación usual (sistema
decimal). Una de las desventajas es que no existe una forma simple de operar aritméticamente
con ellas, es decir, sumar [a1a2a3 . . .] con [b1b2b3 . . .] se vuelve muy complicado. Ahora de las
ventajas que tiene esta representación destacaremos dos, la primera es que la representación
es finita, es decir, x = [a1a2a3 . . . an] si y sólo si x ∈ Q, y por el contrario su expansión
será infinita si y sólo si x ∈ R \ Q. La segunda es que esta representación nos provee de
la mejor aproximación racional de un número irracional en el siguiente sentido: Sea x ∈ R,

entonces diremos que
a

b
es la mejor aproximación racional de x si |bx − a| < |qx − p|

para cualquier racional
p

q
distinto de

a

b
con |b| ≥ |q|. Definimos el n-ésimo aproximante

pn(x)/qn(x) del número x por

pn(x)

qn(x)
=

1

a1 +
1

a2 +
1

. . .+
1

an

,

donde {a1, . . . , an} son los n primeros d́ıgitos de la representación en fracciones continuas
de x. Luego tendremos que dicho pn(x)/qn(x) es la mejor aproximación racional de x.

A partir de esto, la siguiente proposición nos enlista una serie de propiedades y relacio-
nes que cumplen los pn(x) y qn(x) (se denotaran simplemente pn y qn si el contexto lo
permite) (ver [13])

Proposición 2.1.1. Sea x ∈ (0, 1) con expansión en fracción continua [a1a2a3 . . .], entonces

1. p0 = 0, p1 = 1, pn = anpn−1 + pn−2 y q0 = 1, q1 = a1, qn = anqn−1 + qn−2.

2. pnqn−1 − pn−1qn = (−1)n−1.

3. Si llamamos xn = [an+1an+2an+3 . . .], entonces

x =
xnpn−1 + pn
xnqn−1 + qn

.

4.
qn−1

qn
= [anan−1 . . . a1].

5. Si θn = qnx− pn, entonces x0x1x2 . . . xn = |θn|.

6. Si y ∈ R+, entonces

[a1a2 . . . an−1y] =
ypn−1 + pn−2

yqn−1 + qn−2
.

Además no podemos dejar de mencionar un clásico resultado de aproximaciones diofantinas,
estipulado en el siguiente lema
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Lema 2.1.1. Si x ∈ (0, 1), entonces

∣
∣
∣
∣
x− pn

qn

∣
∣
∣
∣
≤ 1

q2n
.

Demostración. Para probar el lema, basta notar que por las propiedades que si pn/qn > x,
entonces pn+1/qn+1 < x y viceversa, por lo tanto se tendrá claramente que

∣
∣
∣
∣
x− pn

qn

∣
∣
∣
∣
≤
∣
∣
∣
∣

pn
qn

− pn+1

qn+1

∣
∣
∣
∣
≤ 1

qnqn+1
,

y como sabemos que qn ≤ qn+1, entonces

∣
∣
∣
∣
x− pn

qn

∣
∣
∣
∣
≤ 1

qnqn+1
≤ 1

q2n
.

Luego de toda la introducción a las fracciones continuas y sus propiedades, introduciremos
un sistema dinámico asociado a dicha representación conocido como la transformación de
Gauss. Sea G : (0, 1] → (0, 1] definida por

G(x) =
1

x
−
[
1

x

]

=

{
1

x

}

,

donde [·] y {·} representan la parte entera y fraccionaria respectivamente y que gráficamente
se ve como

Esta transformación está ı́ntimamente relacionada con la representación en fracciones con-
tinuas, ya que si tenemos un número x ∈ (0, 1) con x = [a1a2a3 . . .], entonces

a1 =

[
1

x

]

, a2 =

[
1

G(x)

]

, a3 =

[
1

G2(x)

]

, . . . , an =

[
1

Gn−1(x)

]

, . . .

y por ello se tendrá que G([a1a2a3 . . .]) = [a2a3a4 . . .]. Es decir, G actúa como un shift en
la representación en fracciones continuas. Por ello tendremos que el sistema anterior puede
ser codificado en un espacio simbólico de alfabeto numerable, donde la partición que natu-
ralmente da la transformación de Gauss en los intervalos ( 1

n+1 ,
1
n ) es de Markov y por ello

tendremos todas las buenas propiedades que eso conlleva.
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También podemos asociar a G una medida de probabilidad invariante y absolutamente
continua respecto a Lebesgue µG (denominada medida de Gauss) sobre [0, 1] definida por

µG(B) =
1

log 2

∫

B

1

1 + x
dx,

donde B es un subconjunto boreliano de [0, 1]. La absoluta continuidad es clara solo obser-
vando el hecho que la densidad es decreciente y por ello

1

2 log 2
Leb(B) ≤ µG(B) ≤ 1

log 2
Leb(B),

con Leb la medida de Lebesgue.

Si definimos el potencial ϕ(x) = log |G′(x)|, entonces de acuerdo a los resultados obteni-
dos por Mayer ([19]), tenemos que

Teorema 2.1.1. La función presión P (−tϕ(x)) cumple que

P (−tϕ(x)) =
{

∞ Si t < 1/2
Estrictamente decreciente, convexa y anaĺıtica real Si t > 1/2

Además tendremos que
ĺım

t→1/2+
P (−tϕ(x)) = ∞,

P (1) = 0 y que para cada t > 1/2 existe una única medida de Gibbs µt correspondiente al
potencial −t log |G′|.

P (t)

t

b

1/2 1

∞

Observación 2.1.1. Notemos que la función

ζi1...in(x) =
pn + pn−1x

qn + qn−1x
,

cumple que, para cada x ∈ {(xn)n ∈ NN : xj = ij, para j ∈ {1, . . . , n}} se tiene que

ζi1...in(G
n(x)) = x,

es decir, ζi1...in es la inversa de Gn en el conjunto {(xn)n ∈ NN : xj = ij , para j ∈
{1, . . . , n}}. Luego usando propiedades de la función inversa y derivadas, tendremos que

P (−tϕ(x)) = ĺım
n→∞

1

n

∑

Gnx=x

|(Gn)′(x)|−t = ĺım
n→∞

1

n

∑

Gnx=x

|ζ′i1...in(x)|
t,
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Pero

ζ′i1...in(x) =
1

(qn + qn−1x)2
,

por lo tanto

P (−tϕ(x)) = ĺım
n→∞

1

n

∑

Gnx=x

1

(qn + qn−1x)2t
.

Luego por el teorema 2.1.1, se tiene que

ĺım
n→∞

1

n

∑

Gnx=x

1

(qn + qn−1x)2
= 0.

2.2. Transformación β

Sea β ∈ R con β > 1, entonces definimos la transformación β, Bβ : [0, 1) → [0, 1) por

Bβ(x) = βx (mod 1),

que gráficamente podemos verla como

b b b b b b

Rényi ([22]) mostró que para cada x ∈ [0, 1), este se puede escribir en base β de la siguiente
manera

x =
ǫ1(x)

β
+
ǫ2(x)

β2
+
ǫ3(x)

β3
+ . . . =

∑

n≥1

ǫn(x)

βn
= [ǫ1, ǫ2, ǫ3, ǫ4, . . .],

donde ǫn(x) = [βBn−1
β (x)] para n ∈ N, por lo tanto, tendremos que los d́ıgitos en la expan-

sión en base β pueden tomar valores en el conjunto {0, 1, . . . , [β]}.

Además, la aplicación Bβ no es Markov, por lo que tendremos que -en general- existen
diversas maneras de escribir un número x de la forma (ver [27])

x =
∑

i≥1

ai
βi
.

Sin embargo, tendremos también que existe una única medida Bβ-invariante y absolutamente
continua respecto a la medida de Lebesgue, dada por la función de densidad

hβ =
∑

{x<Bn
β (1)}

1

βn
=
∑

n≥1

1

βn
· χ{x:x<βn}.

Más aún, esta medida es de máxima entroṕıa.
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2.3. Equidistribución

En esta sección veremos principalmente el teorema de equidistribución de Weyl, el cual nos
será útil al momento de ver algunos de los resultados de Sh. Ito, y Sh. Ito y H. Nakada
respecto a la transformación de Ostrowski.

Lo primero que haremos será definir qué significa equidistribución,

Definición 2.3.1. Sea (un)n una sucesión de números reales y µ una medida de probabi-
lidad sobre [0, 1]. Diremos que (un)n son µ-equidistribuidos o µ-uniformemente distribuidos
módulo 1, si para cada subintervalo (a, b) de [0, 1] tenemos que

ĺım
N→∞

1

N
#{({un})Nn=1 ∩ (a, b)} = µ(a, b),

donde {·} denota la función parte fraccionaria.

Observación 2.3.1. Notamos que si µ es la medida de Lebesgue, entonces la definición es
simplemente

ĺım
N→∞

1

N
#{({un})Nn=1 ∩ (a, b)} = b− a.

Con lo que podemos mencionar uno de los teoremas clásicos de equidistribución, con nombre
en honor a Hermann Weyl

Teorema 2.3.1 (Criterio de Weyl). Sea (un)n una sucesión de números reales. Entonces
los siguientes son equivalentes:

1. (un)n son equidistribuidos módulo 1.

2. Para cada k ∈ Z \ {0}, se cumple que

ĺım
N→∞

1

N

N∑

n=1

e2πikun = 0.

3. Para cada función Riemann-Integrable f : [0, 1] → C, se cumple que

ĺım
N→∞

1

N

N∑

n=1

f({un}) =
∫ 1

0

f(x)dx.

Antes de continuar, mostraremos un ejemplo clásico de equidistribución,

Ejemplo 2.3.1. Sea θ ∈ R \Q, entonces la sucesión (nθ)n esta equidistribuida módulo 1.

Para ver esto, usaremos la equivalencia número (2) del teorema anterior. Notemos pri-
mero que como θ ∈ R \Q, entonces nθ 6∈ Z para todo n ∈ N, luego 1− e2πinθ 6= 0 para todo
n. Por lo tanto tendremos que para todo N , se tendrá que

∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

n=1

e2πinkθ

∣
∣
∣
∣
∣
=

1

N

∣
∣
∣
∣

e2πikθ − e2πik(N+1)θ

1− e2πikθ

∣
∣
∣
∣
≤ 1

N

2

|1− e2πikθ| ,

es decir,

ĺım
N→∞

1

N

N∑

n=1

e2πinkθ = 0.

De donde se concluye que (nθ)n están equidistribuidos módulo 1.
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El teorema anterior es la versión clásica del criterio, pero ésta se puede generalizar cuando
se tiene una medida de probabilidad cualquiera sobre el intervalo [0, 1],

Teorema 2.3.2. Si (xn)n ⊂ [0, 1] y µ una medida de probabilidad en [0, 1]. La sucesión
(xn)n es µ-equidistribuida si y sólo si

ĺım
N→∞

1

N

∑

n≤N

f(xn) =

∫

[0,1]

fdµ,

con f ∈ L1([0, 1], µ).

2.4. Algoritmo de Ostrowski

Dado un par (α, β) ∈ (0, 1]2, la transformación de Ostrowski induce en β una representación
que utiliza la representación en fracción continua de α de la siguiente manera. Sea (α, β) ∈
(0, 1]2 y aplicamos T sobre el, obtenemos

T (α, β) =

(
1

α
−
[
1

α

]

,
β

α
−
[
β

α

])

.

De lo anterior, si escribimos [ 1α ] = a1 y [βα ] = b1, obtendremos que si T (α, β) = (α1, β1),
entonces

β1 =
β

α
− b1, (2.1)

es decir,

β = β1α+ b1α. (2.2)

Siguiendo este proceso, volvemos a aplicar T al par (α1, β1) obteniendo

T (α1, β1) =

(
1

α1
−
[
1

α1

]

,
β1
α1

−
[
β1
α1

])

,

y nuevamente nombrando [ 1
α1

] = a2 y [ β1

α1
] = b2, y como T (α1, β1) = (α2, β2), entonces

β2 =
β1
α1

− b2,

es decir,

β1 = β2α1 + b2α1, (2.3)

y reemplazando (2.1) en (2.3), obtenemos

β = β2α1α+ b2α1α+ b1α.

Continuando este proceso obtendremos que, en general, an = [ 1
αn−1

], bn = [ βn−1

αn−1
] y

β =

n∑

k=1

bkαα1α2 . . . αk−1 + βnαα1α2 . . . αn−1,

y por ende, tendremos que finalmente la representación de β es de la siguiente manera

β =
∑

n≥1

bnαα1α2 . . . αn−1.
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Ahora notemos que por la propiedad (2.1.1), αα1α2 . . . αn−1 = |θn−1| y por lo tanto, la
representación anterior se convierte en

β =
∑

n≥1

bn|θn−1|.

Ahora consideremos un β ∈ (0, 1) y sean (bn)n sus d́ıgitos en la representación antes descrita,
entonces definimos la sucesión (Nn)n por

Nn =
n∑

k=1

bkqk−1,

y luego multiplicando cada uno de estos número por α obtenemos

Nnα =

n∑

k=1

bkqk−1α ≡
n∑

k=1

bk(qk−1α− pk−1) (mod 1),

es decir, ({Nnα})n aproxima al número β.

Antes de continuar, mostraremos un ejemplo de la representación antes vista para β = e/3
con α =

√
2− 1

Ejemplo 2.4.1. Sea (α, β) = (
√
2−1, e/3). Entonces mediante la división Euclidiana y con

ayuda del computador, tendremos que

(α, β) = ([2, 2, 2, 2, 2, 2, . . .], [2, 0, 1, 0, 0, 1, . . .]).

Además obtendremos que los valores de θn para estos primeros d́ıgitos de β son

θ0
√
2− 1

θ1 2
√
2− 3

θ2 5
√
2− 7

θ3 12
√
2− 17

θ4 29
√
2− 41

θ5 70
√
2− 99

Por lo tanto, la representación se verá como

β = 2 · (
√
2− 1) + (5

√
2− 7) + (70

√
2− 99) + βn.

Como cada vez que uno aproxima un número de cierta forma especifica, uno desea saber la
velocidad en que esta representación aproxima a β. Esta pregunta fue contestada parcial-
mente por Sh. Ito y H. Nakada ([9]) en el siguiente teorema

Teorema 2.4.1. Para casi todo punto (α, β)

ĺım
n→∞

1

n
log

∣
∣
∣
∣
∣
β −

n∑

k=1

bk|θk−1|
∣
∣
∣
∣
∣
= − π2

12 log 2
.

Donde el casi para todo punto, es con respecto a la medida T -invariante absolutamente
continua respecto a Lebesgue obtenida por Sh. Ito ([10]), definida por la función de densidad

dµ

dλ
=







1

2 log 2

α+ 2

(1 + α)2
Si β > α

1

2 log 2

α+ 3

(1 + α)2
Si β ≤ α

la cual veremos cómo se obtiene en uno de los caṕıtulos siguientes.



Caṕıtulo 3

Teoŕıa de Dimensión

En esta sección comenzaremos dando definiciones básicas sobre algunos conceptos utilizados
en teoŕıa de dimensión, como lo es la medida de Hausdorff y sus propiedades. Además con
esta medida daremos paso a la definición de dimensión de Hausdorff, propiedades de la
misma y algunos ejemplos de cómo se calcula, para finalizar dando la noción de dimensión
de una medida.

3.1. Medida de Hausdorff

Lo primero será definir la noción de cubrimiento, la cuál será un objeto clave en la definición
de la medida objetivo

Definición 3.1.1. Para U un subconjunto no vaćıo del espacio euclidiano n-dimensional
Rn, definimos su diámetro por Diam(U) = |U | = sup{|x− y| : x, y ∈ U}.

Luego considerando la definición anterior, dado F ⊂ Rn diremos que la familia (Ui)i es un
δ-cubrimiento de F si para todo i ∈ N se cumple que |Ui| ≤ δ y si

F ⊂
⋃

i∈N

Ui.

Por lo que dado un s ∈ R+, definimos para cada δ > 0 la siguiente expresión asociada a F

H
s
δ (F ) = ı́nf

{
∑

i

|Ui|s : (Ui)i es un δ − cubrimiento de F

}

.

Para lo anterior, notemos que si δ decrece entonces la cantidad de δ-cubrimientos que se
pueden considerar va disminuyendo y por consiguiente la ı́nfimo antes descrito crece, por
ello el siguiente ĺımite

H
s(F ) = ĺım

δ→0
H

s
δ ,

existe siempre y cuando se permita que tome el valor infinito. La función H
s : B(Rn) → R+

0

se denomina la medida s-dimensional de Hausdorff.

Observación 3.1.1. Es necesario notar que H
s aśı definida, es una medida exterior en

Rn y por ello esta tiene como dominio a todo subconjunto de Rn. Sin embargo, en el párrafo
anterior su dominio fue restringido a los Borelianos de Rn ya que esta restricción hace que
H s sea una medida.

25
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Esta medida es una generalización de volumen que uno tiene en Rn, es más, si consideramos
s = n, entonces se tiene que

H
n(F ) = Cn · Voln(F ),

donde Voln(F ) es el volumen n-dimensional de F y Cn = 2n(12n!)/(π
n
2 ).

Proposición 3.1.1 ([5]). Para la s-medida de Hausdorff, se tienen la siguientes propiedades

1. Si F ∈ Rn y λ > 0, entonces H s(λF ) = λsH s(F ).

2. Si f una isometŕıa, entonces H s(f(F )) = H s(F ).

3.2. Dimensión de Hausdorff

Es claro notar que si F ⊂ Rn y δ < 1, entonces H s
δ es una expresión no creciente en s y

como δ es arbitrario, entonces podemos concluir que H s es no creciente en s. Si s ∈ R+ tal
que H s(F ) <∞, entonces para todo t > s se tendrá que para todo δ-cubrimiento (Ui)i de
F , se cumple

∑

i

|Ui|t =
∑

i

|Ui|t−s|Ui|s ≤ δt−s
∑

i

|Ui|s,

por lo tanto, si tomamos el ı́nfimo sobre los δ-cubrimiento obtenemos que H
t
δ (F ) ≤ δt−s

H
s
δ (F )

y luego haciendo tender δ a 0, se obtiene que H t(F ) = 0 ya que t − s > 0. Ahora si con-
sideramos t < s con H s(F ) > 0 y procediendo de manera análoga a la anterior se puede
concluir que H t(F ) = +∞. De lo anterior podemos ver que la función posee un valor cŕıtico
s′ en el cual pasa de ser infinito a ser 0, como se muestra en la siguiente gráfica

s

H s(F )

0

∞

s′

Donde dicho valor cŕıtico es el que denominaremos dimensión de Hausdorff, que lo formali-
zaremos en la siguiente definición

Definición 3.2.1. Dado F ⊂ Rn, se define dimH(F ) como la dimensión de Hausdorff del
conjunto F por

Dimh(F ) = ı́nf{s : H
s(F ) = 0} = sup{s : H

s(F ) = ∞}.

La dimensión de Hausdorff nos da otra forma de medir cuan grande es un conjunto y no
sólo eso, esta es capaz de diferenciar -asignando tamaño- conjuntos que con la medida de
Lebesgue no pod́ıamos, por ejemplo la medida de Lebesgue asigna la misma medida a un
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punto que al conjunto de Cantor Tercio, el cual claramente es mucho más grande que un
punto. Pero antes de ver en concreto esta diferencia, enumeraremos algunas propiedades que
tiene este nuevo objeto

Proposición 3.2.1. Sea F ⊂ Rn,

1. Si dimH(F ) = n, entonces F contiene una bola n-dimensional de volumen positivo.

2. Si F es una subvariedad suave m-dimensional, entonces dimH(F ) = m.

3. Sea E ⊂ Rn tal que E ⊂ F , entonces dimH(E) ≤ dimH(F ).

4. Si (Fi)i∈N ⊂ Rn, entonces

dimH

(
⋃

i∈N

Fi

)

= sup
i∈N

{dimH(Fi)}

5. Si F es numerable, entonces dimH(F ) = 0.

6. Si dimH(F ) < 1, entonces F es totalmente disconexo.

Las propiedades enlistadas en la proposición anterior son las que nos permiten llamar al
número dimH(F ) dimensión. Además de esto, tendremos que hay una cierta clase de mor-
fismos para los cuales se preserva la dimensión de Hausdorff, los cuales vemos en el siguiente
teorema,

Teorema 3.2.1. Sea F ⊂ Rn, y L : F → Rn una función bi-Lipschitz, es decir, existen
constantes 0 < c1 ≤ c2 <∞ tales que

c1|x− y| ≤ |L(x)− L(y)| ≤ c2|x− y|,

para todo x, y ∈ F . Entonces dimH(L(F )) = dimH(F ).

Demostración. Primero veremos que dimH(L(F )) ≤ dimH(F ) y para ello basta notar que
dado cualquier (Ui)i un δ-cubrimiento de F , entonces tendremos que para cada Ui se cumple
que |L(Ui)| ≤ c2|Ui| ≤ c2δ, entonces tendremos que

H
s
c2δ(L(F )) ≤ H

s
δ (F ),

y como δ es arbitrario, podemos concluir entonces que H s(L(F )) ≤ H s(F ), de donde po-
demos concluir que dimH(L(F )) ≤ dimH(F ).

Luego para la otra desigualdad, basta restringir el recorrido de L a su imagen, es decir,
definir L : F → L(F ) y en dicho caso L será biyectiva y podemos repetir el proceso anterior
para L−1 obteniendo la desigualdad restante.

El cálculo de la dimensión de Hausdorff en general es un trabajo duro, por ello los resultados
que nos presentan formas de estimar dicho número son interesantes y en virtud de esto,
presentamos el siguiente lema

Lema 3.2.1 (Lema de Frostman). Sea A ∈ B(Rn) y s > 0, entonces los siguientes son
equivalentes:

1. H s(A) > 0.

2. Existe una medida µ boreliana tal que µ(A) > 0 y µ(B(x, r)) ≤ rs.



28

Y antes de continuar con la teoŕıa, mostraremos cómo se hace el cálculo de la dimensión de
Hausdorff para el conjunto de Cantor Tercio,

Ejemplo 3.2.1. Sea K el conjunto de Cantor Tercio. Partiremos por hacer un cálculo poco
formal que nos servirá para obtener la dimensión de Hausdorff, con el cual podremos probar
de manera rigurosa que efectivamente ese es el valor buscado.

Partiremos definiendo los conjuntos KL = [0, 1/3] ∩ K y KR = [2/3, 1] ∩ K, de los cua-
les se puede notar inmediatamente que KL ∪KR = K y que KL, KR son un reescalamiento
de K en 1/3, por ello y en virtud de la propiedad número dos de la proposición ( 3.1.1),
obtenemos que suponiendo 0 < H s(K) <∞ entonces

H
s(K) = H

s(KL) + H
s(KR) =

1

3s
H

s(K) +
1

3s
H

s(K) =
2

3s
H

s(K),

y como estamos bajo el supuesto que 0 < H s(K) < ∞, entonces obtenemos que 3s = 2, es
decir,

s =
log 2

log 3
.

En lo anterior supusimos que 0 < H s(K) < ∞, lo que no sabemos a priori si es cierto o
no, por ello, probaremos ahora de manera formal que para el s obtenido antes, entonces si
se tiene que 0 < H s(K) <∞, es más obtendremos que 1/2 ≤ H s(K) ≤ 1.

Partamos definiendo el cantor de la siguiente manera: Llamaremos E0 = [0, 1], al cual le
removeremos el intervalo de largo un tercio del medio, obteniendo E1 = [01/3] ∪ [2/3, 1]. A
este nuevo conjunto, le removeremos a cada uno de los intervalos que lo compone el intervalo
de largo 1/9 del medio, obteniendo el conjunto E2 = [0, 1/9]∪ [2/9, 1/3]∪ [2/3, 7/9]∪ [8/9, 1]
y seguimos este proceso de manera infinita. Entonces los conjunto Ek será un conjunto for-
mado por 2−k intervalos cerrados disjuntos de largo 3−k y K = ∩Ek. Luego el cubrimiento
de Ek consiste en los 2k intervalos de largo 3−k. Entonces H s

3−k(K) ≤∑ |Ui| = 2k3−ks = 1
si s = log(2)/ log(3). Luego, haciendo tender k → ∞ nos da H s(K) ≤ 1.

Ahora, solo nos falta probar que 1/2 ≤ H s(K), esto es

∑

|Ui|s ≤
1

2
= 3−s (3.1)

Para cualquier cubrimiento {Ui}. Es claro, que podemos asumir que como Ui son intervalos
y usando que F es compacto, solo nos falta probar ( 3.1) si {Ui} es una colección finita de
subintervalos cerrados de [0, 1]. Para cada Ui, existe k entero tal que

3−(k+1) ≤ |Ui| ≤ 3−k (3.2)

Luego, cada Ui no puede intersectar a más de un intervalo básico de Ek (ya que tiene
largo 3−k). Ahora, si j ≥ k, entonces Ui intersecta 2j−k = 2j3−ks ≤ 2j3s

∑ |Ui|s inter-
valos básicos de Ej, usando ( 3.2). Ahora, escogiendo j lo suficientemente grande para que
3−(k+1) ≤ |Ui| se cumpla para todo Ui, entonces Ui intersecta a 2j de largo 3−j, entonces
contando los intervalos nos da 2j ≤ ∑ 2j3s|Ui|s, por lo que se reduce a ( 3.1) y obtenemos
lo que buscábamos.

3.3. Dimensión puntual y dimensión de una medida

El siguiente paso que daremos, y aprovechando lo definido anteriormente, remite a la in-
troduciremos del concepto de dimensión puntual, para luego definir la dimensión de una
medida,
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Definición 3.3.1. Sea T : X → X una transformación y µ una medida de probabilidad.
Definimos entonces la dimension puntual de x ∈ X con respecto a la medida µ por

dµ(x) := ĺım
r→0

log(µ(B(x, r)))

log(r)
,

siempre y cuando el ĺımite anterior exista.

Esta definición refiere al comportamiento de la medida de la bola en relación a su radio y no
sólo eso, si no que también mide en cierta manera la concentración de la medida alrededor
del punto, lo cual quedará ilustrado de mejor manera en los siguientes dos ejemplos,

Ejemplo 3.3.1. Consideremos λ la medida de Lebesgue en [0, 1], entonces dado x ∈ [0, 1]
tendremos que su dimensión puntual respecto a la medida de Lebesgue es

dλ(x) = ĺım
r→0

log(λ(B(x, r)))

log(r)
= ĺım

r→0

log(2r)

log(r)
= 1,

es decir,

λ(B(x, r)) ≍ r,

de lo que se concluye, que la medida de Lebesgue de una bola de radio r crece en la misma
proporción que su radio.

Ejemplo 3.3.2. Sea x0 ∈ [0, 1] y esta vez consideremos δx0
la medida de Dirac soportada

en x0, entonces se tendrá que

dδx0
(x0) = ĺım

r→0

log(δx0
(B(x0, r)))

log(r)
,

donde claramente x0 ∈ B(x0, r) y por lo tanto δx0
(B(x0, r)) = 1, lo que nos permite concluir

que dδx0
(x0) = 0.

Ahora si consideramos un x1 ∈ [0, 1] tal que x1 6= x0, entonces se tendrá que

dδx0
(x1) = ĺım

r→0

log(δx0
(B(x1, r)))

log(r)
,

entonces como r → 0, podemos considerar r < Dist(x1, x0), y en dicho caso tendremos que
δx0

(B(x1, r)) = 0, obteniendo entonces que dδx0
(x1) = ∞.

Hecho lo anterior, obtendremos que mientras más concentrada está la medida alrededor de
un punto, su dimensión puntual será menor y al contrario, mientras menos concentrada
está la medida alrededor del punto, su dimensión puntual será mayor.

Luego de la definición de dimensión puntual y ejemplos sobre ella, daremos paso a la de-
finición de dimensión de una medida y después a una interesante conexión entre estas dos
nociones,

Definición 3.3.2. Dada µ una medida de probabilidad, definimos la dimensión de Hausdorff
de una medida por

dimH(µ) = ı́nf{dimH(A) : µ(A) = 1}.

Y ahora presentaremos una serie de resultados que muestran interesantes conexiones entre
las distintas nociones de dimensión que tenemos hasta ahora,
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Teorema 3.3.1. Si dµ(x) ≥ d para casi todo x ∈ X, entonces dimH(µ) ≥ d, donde

dµ = ĺım inf
r→0

log(µ(B(x, r)))

log(r)
.

Demostración. Consideremos A ⊂ X con µ(A) = 1 tal que dµ(x) ≥ d para todo x ∈ A. En
particular podemos ver que para cada ε > 0 y x ∈ X tendremos que

ĺım inf
r→0

µ(B(x, r))

rd−ε
= 0.

Entonces fijemos C > 0 y dado δ > 0 definimos el siguiente conjunto

Xδ = {x ∈ A : µ(B(x, r)) ≤ Crd−ε, ∀ 0 < r ≤ δ}.

Ahora sea (Ui)i un δ-cubrimiento de X , entonces si x ∈ Xδ se tiene que µ(Ui) ≤ C|Ui|d−ε.
En particular

µ(Xδ) ≤
∑

Ui∩Xδ 6=φ

µ(Ui) ≤ C
∑

i

|Ui|d−ε,

para luego tomar ı́nfimo sobre los cubrimientos, obteniendo que

µ(Xδ) ≤ CH
d−ε
δ (Xδ) ≤ CH

d−ε(X).

Ahora como δ es arbitrario, entonces obtenemos que 1 = µ(A) ≤ CH d−ε(X). Pero C fue
fijado de manera arbitraria, por ello obtenemos que H d−ε(X) = ∞ y por ende dimH(X) ≥
d−ε para todo ε > 0, por lo tanto se concluye que dimH(X) ≥ d y entonces dimH(µ) ≥ d.

Teorema 3.3.2. Si dµ ≤ d para casi todo x ∈ X, entonces dimH(X) ≤ d donde

dµ = ĺım sup
r→0

log(µ(B(x, r)))

log(r)
.

Demostración. Notemos primeramente que para ε > 0 y x ∈ X tenemos que

ĺım sup
r→0

µ(B(x, r))

rd+ε
= ∞,

y al igual que antes, fijemos C > 0 y dado δ > 0 consideremos el siguiente cubrimiento de
X por bolas

{B(x, r) : 0 < r ≤ δ y µ(B(x, r)) > Crd+ε}.
Luego usando el lema de cubrimiento de Besicovitch, tenemos que

H
d+ε
δ (X) ≤

∑

i

|Ui|d+ε ≤ 1

C

∑

i

µ(Ui) ≤
N

C
.

por lo tanto se puede concluir que si δ → 0 entonces H d+ε(X) ≤ N
C . Ahora como C

es arbitrario, entonces claramente se tendrá que H
d+ε(X) = 0 y por ello tendremos

dimH(X) ≤ d+ ε para todo ε > 0, es decir, dimH(X) ≤ d.

Corolario 3.3.1. Si dµ(x) ≤ d para casi todo x ∈ X, entonces dimH(µ) ≤ d.

Demostración. La demostración nuevamente es directa de la definición.

Corolario 3.3.2. Si dµ(x) existe para casi todo x ∈ X y es igual a d, entonces se tiene que
dimH(µ) = dimH(X) = d.
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Demostración. Basta notar que si dµ(x) = d para casi todo x ∈ X , entonces se tiene que
dµ ≤ d y dµ(x) ≥ d, y en virtud de los teoremas (3.3.1) y (3.3.2) se obtiene lo pedido.

Luego con estos resultados y aprovechando el ejemplo (3.3.1), podemos ver que dλ(x) = 1
para todo x ∈ [0, 1] donde λ es la medida de Lebesgue, entonces por el corolario (3.3.2)
obtenemos que dimH(λ) = 1.

Antes de continuar, consideremos x ∈ X entonces definimos el exponente de Lyapunov
λ(x) de x como

λ(x) = ĺım
n→∞

1

n
log |(T (n))′(x)|.

Luego podemos ver que la expresión al lado derecho de la igualdad se puede escribir por

ĺım
n→∞

1

n
log |(T (n))′(x)| = ĺım

n→∞
1

n

n−1∑

k=0

log |T ′(T i(x))|,

y si µt es una medida de ergódica para un potencial tφ(x) = t log |T ′(x)|, entonces tendremos
que µt-ctp se tiene que

λ(x) =

∫

φdµt.

Luego, definimos el exponente de Lyapunov de una medida ergódica por:

λ(µt) =

∫

φdµt.

Diremos que un sistema expansivo es conforme si para cada punto, las tasas de expansividad,
es decir, cuanto expande el sistema dinámico en cada dirección, son las mismas en todas
las direcciones. El exponente de Lyapunov representa la tasa promedio de expansividad del
sistema y por ende, en el caso no conforme tendremos que lidiar con más de un exponente
de Lyapunov.

Notemos que en el caso conforme, los cilindros representan bolas y según las definiciones al-
ternativas de dimensión de Hausdorff, es ”más sencillo” el cálculo de la misma (ver Falconer
[5], Ch. 2). Ahora, la transformación de Ostrowski es un sistema expansivo no conforme (ya
que en una dirección tiene la misma expansividad que la transformación de Gauss, mientras
que en las fibras tiene la expansividad de un β-shift), lo que transforma el problema anterior
en uno muy complicado, ya que al tener al menos dos tasas de expansión distintas, produce
que las imagenes de las bolas se transformen en elipses, y por ello las técnicas usuales no
pueden ser utilizadas.

Para el caso conforme existen diversos trabajos donde se relacionan estos objetos, como
trabajos de Manning ([15]) , Mañe ([16]), Ledrappier y Misiurewicz ([14]) donde prueban
que

dimH(µ) =
h(µ)

λ(µ)
,

en distintos contextos de sistemas conformes.

Para el caso no conforme, haremos referencia a un trabajo de H. Hu ([7]) donde relacio-
na la entroṕıa de una medida con la dimensión de Hausdorff de la siguiente manera

Teorema 3.3.3. Sea f una transformación de clase C2 de una variedad Rimanniana X
en śı mismo y sea Λ un conjunto compacto f -invariante. Si f es expansiva en Λ y µ una
medida ergódica sobre Λ, entonces

dimH(µ) ≥ h(µ).
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Otros resultados relacionados con esta relación fueron obtenidos por W. Huang y P. Zhang
([8]).



Caṕıtulo 4

Transformación de Ostrowski

El objetivo de esta sección es principalmente dar una descripción exhaustiva de la presión
topológica de la transformación T respecto al potencial log | detDT−1|, para ellos necesita-
remos estudiar la transformación de Ostrowski.

Para lograr nuestro objetivo, utilizaremos el resultado mostrado en el capitulo 1 (teore-
ma 1.2.7) y aśı obtener una descripción clara de la presión, esto es, ver que es anaĺıtica
real, estrictamente decreciente, posee medidas de equilibrio únicas para cada potencial, etc.
Además también probaremos que dichas medidas no sólo son de equilibrio, si no que son
también de Gibbs y obtendremos de manera exacta el valor de t∗ que describe el teorema
1.2.7.

Las principales dificultades son que para poder usar el teorema 1.2.7, necesitamos que la
transformación T se pueda conjugar a un espacio simbólico. Para ello probaremos que la
transformación de Ostrowski cumple necesariamente tres propiedades: La transformación
T es de Markov sobre un alfabeto numerable, posee la propiedad BIP (Big Images and
Pre-Images property) y además necesitamos que el potencial que usaremos tenga cierta re-
gularidad, es decir, que el potencial sea débilmente Hölder continuo. Probando estas tres
propiedades podremos utilizar los resultados del capitulo uno, obteniendo el resultado desea-
do.

4.1. Propiedades de la transformación de Ostrowski.

Recordemos que la transformación de Ostrowski T : (0, 1]2 → (0, 1]2 se define por

T (α, β) =

(
1

α
−
[
1

α

]

,
β

α
−
[
β

α

])

.

Si llamamos a1 =
[
1
α

]
, b1 =

[
β
α

]

y T (α, β) = (α1, β1), entonces tendremos que la aplicación

T induce las siguientes representaciones para α y β respectivamente

α =
1

a1 +
1

a2 +
1

. . .+
1

an + αn

, (4.1)

y

β =

n∑

k=1

bkαα1α2 . . . αk−1 + αα1α2 . . . αn−1βn, (4.2)

33
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donde αn y βn están definidos por T n(α, β) = (αn, βn), bk =
[
βk−1

αk−1

]

y ak =
[

1
αk−1

]

. Lo

anterior genera las sucesiones (an)n y (bn)n de d́ıgitos correspondientes a las representaciones
antes descritas, las cuales cumplen las siguientes condiciones: bn ≤ an y si an = bn, entonces
bn+1 = 0 para todo n ≥ 1, a las cuales denominaremos condiciones de Markov. Luego
considerando lo anterior y el siguiente conjunto como nuestro alfabeto

S =

{(
n

k

)

: n, k ∈ N, k ≤ n

}

,

diremos que una sucesión formada por elementos del alfabeto S es admisible si cumple con
las condiciones de Markov antes expuestas, es decir,

((
a1
b1

)(
a2
b2

)(
a3
b3

)

. . .

)

,

es admisible si bi ≤ ai y si ai = bi entonces bi+1 = 0 para todo i ≥ 1. Luego podemos definir
-para n ∈ N- A(n) como el conjunto de todas las palabras de largo n admisibles, es decir,

A(n) =

{((
a1
b1

)(
a2
b2

)

. . .

(
an
bn

))

: (an)n, (bn)ncorresponden a d́ıgitos de (α, β) ∈ X

}

.

Como forma de abreviación denominaremos por cn a los elementos del conjunto A(n), y para
cada uno de ellos definimos el conjunto Xcn -al cual llamaremos cilindro de profundidad o
nivel n- por

Xcn =

{

(α, β) ∈ X :

(
ai(α, β)

bi(α, β)

)

=

(
a1
bi

)

, ∀ i ∈ {1, . . . , n} donde cn =

((
a1
b1

)(
a2
b2

)

. . .

(
an
bn

))}

.

Luego podemos notar que dichos conjuntos forman una partición del espacio X , es decir,

X =
⋃

cn∈A(n)

Xcn ,

y Xcn ∩Xc′n = φ si cn 6= c′n. Más aún, podemos formular el siguiente lema

Lema 4.1.1. Sean los conjuntos

U0 = {(α, β) : 0 < α, β < 1} = X,

U1 = {(α, β) : 0 < α < 1, 0 < β < α},

entonces para cada cn ∈ A(n) tendremos que

T nXcn =

{
U0 Si an 6= bn
U1 Si an = bn

Demostración. La demostración es inmediata dado que para cualquier cn ∈ A(n), Xcn es
admisible.
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0 1

1

(1,0)

(1,1)

(2,0)
(3,0)

(3,1)

(3,2)

(3,3)
(2,2)

(2,1)

α

β

De lo que revisando el esquema que se muestra anteriormente, se deduce que los triángulos
son mapeados en el semi-triángulo inferior, mientras que los trapecios son mapeados en el
cuadrado completo, como mostramos en la siguiente figura

U1

U0

Ahora tenemos que para esta partición formada por cilindros, podemos definir para cada
cn ∈ A(n), la función ψcn por

ψcn(α, β) =

(

pn + pn−1α

qn + qn−1α
,

n∑

k=1

α0(α)α1(α) · · ·αk−1(α)b(k) + α0(α)α1(α) · · ·αn−1(α)β

)

,

donde

αk−1(α) =
1

ak +
1

ak+1 +
1

. . .+
1

an + α

,

para k ∈ {1, . . . , n}. Luego se tiene que

ψcn(T
nx) = x,
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para todo x ∈ Xcn , ya que T n(α, β) = (αn, βn) y por la forma de escribir α y β como
fracción continua y serie respectivamente, tendremos que ψcn(T

n(α, β)) = (α, β) para cada
(α, β) ∈ Xcn .

Lema 4.1.2. Para cada cn ∈ A(n), se tiene que

| detDψcn(α, β)| =
1

(qn + qn−1α)3
.

Demostración. Basta con notar que se tiene que

[a1a2 . . . an−1x] =
pn + pn−1x

qn + qn−1x
,

y que ello implica que

α0(α)α1(α) · · ·αn−1(α) =
1

qn + qn−1α
.

Observación 4.1.1. Observamos que la función ψcn es una función definida sobre el cilin-
dro Xcn, lo que nos permite la diferenciabilidad de la función dentro de dicho dominio.

Lema 4.1.3. Se tiene la siguiente relación cuando cualquiera de los ĺımites exista,

ĺım
n→∞

1

n
log qn = − ĺım

n→∞
1

3n
log | detDψcn(α, β)|.

Demostración. Si notamos que qn ≤ qn + qn−1α ≤ qn(1 + α) y por el lema 4.1.2, entonces
tendremos que

− 1

3n
log | detDψcn(α, β)| =

1

n
log(qn + αqn−1),

y como qn ≤ qn + qn−1α ≤ qn(1 + α), entonces

ĺım
n→∞

1

n
log(qn) ≤ ĺım

n→∞
1

n
log(qn + αqn−1) ≤ ĺım

n→∞
1

n
log(qn(1 + α)),

y suponiendo que el ĺımite izquierdo del enunciado existe, se concluye que

ĺım
n→∞

1

n
log qn = − ĺım

n→∞
1

3n
log | detDψcn(α, β)|.

Ahora si suponemos que el ĺımite derecho es el que existe, podemos proceder igual usando
la desigualdad qn + qn−1α ≤ qn(1 + α) ≤ qn+1 + qnα, donde se puede concluir igual que
antes.

A continuación mostraremos que la transformación de Ostrowski satisface dos propiedades
importantes, estas son ser Markov sobre una partición numerable y la propiedad BIP, donde
además definiremos un potencial φ, el cual será débilmente Hölder continuo, y recopilando
todo esto podremos ocupar teoremas fuertes sobre la presión topológica.

El siguiente lema hace referencia a la primera propiedad que mostraremos sobre esta trans-
formación que es Markov, que fue definido en (1.1.1)

Lema 4.1.4. La transformación de Ostrowski es Markov sobre una partición numerable.
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Demostración. Para probar esto, veremos que para cada x ∈ (0, 1]2 \ {
⋃

n T
−n(B)} donde

B el es conjunto compuesto por todos los bordes de la partición, puedo asociar una única
sucesión admisible y rećıprocamente, toda sucesión admisible corresponde a un solo punto.

Vemos que la primera dirección es directa, por la construcción de las escrituras para α
y β.

Para la segunda dirección, sea
((

an

bn

))

n
una sucesión admisible, luego debemos probar que

el conjunto
n−1⋂

k=0

T−k(X(ak+1

bk+1
)),

cuando n → ∞ corresponde a un solo punto. Pero observamos de inmediato que por las
escrituras expresadas en (4.1) y (4.2), es claro que el diámetro de los conjuntos antes descritos
tiende a 0 y son decrecientes, por lo tanto de manera inmediata se tiene que

⋂

n≥1

n−1⋂

k=0

T−k(X(ak+1

bk+1
)) = x,

para algún x ∈ (0, 1]2, lo que completa la prueba.

Lo anterior nos dice que existe un homeomorfismo entre (0, 1]2 \ {⋃n T
−n(B)} y el Shift de

Markov que induce las escrituras descritas en (4.1) y (4.2), es decir, existe π : Σ → (0, 1]2

tal que T ◦ π = π ◦ σ

Σ

(0, 1]2 \ {⋃n T
−n(B)}

π

T

σ

π

(0, 1]2 \ {
⋃

n T
−n(B)}

Σ

Observación 4.1.2. Notemos que como T es un Skew-Product de la forma T (x, y) =
(G(x), B1/x(y)), donde G es la transformación de Gauss y B1/x es el β-shift para β = 1/x.
Ahora como cualquier medida invariante µ para la transformación T está asociada a una
medida invariante para la transformación de Gauss, y no hay medidas de Gauss invariantes
asociadas a los elementos de la partición {1/n}n entonces la transformación T no posee
medidas soportadas en los bordes de la partición.

La segunda propiedad -que fue definida en (1.1.2)- será plasmada en el siguiente lema

Lema 4.1.5. La transformación de Ostrowski satisface la propiedad BIP.

Demostración. Consideremos el conjunto

{(
1
1

)

,

(
2
1

)

,

(
1
0

)}

,
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entonces tendremos que si a ∈ S es de la forma

(
a
a

)

, entonces las palabras

(
2
1

)(
a
a

)

y

(
a
a

)(
1
0

)

son admisibles.

Si tenemos a ∈ S de la forma

(
a
b

)

con a > b > 0, entonces las palabras

(
1
0

)(
a
b

)

y
(
a
b

)(
2
1

)

son admisibles.

Si tenemos a ∈ S de la forma

(
a
0

)

, entonces las palabras

(
1
1

)(
a
0

)

y

(
a
0

)(
2
1

)

son admisibles.

4.2. Formalismo Termodinámico para la Transformación

de Ostrowski.

En esta sección, introduciendo la función φ : Σ → R -que llamaremos potencial - la cual se
define por

φ(x) = log(| detDT−1(x)|).
Para poder utilizar los resultados que exhibimos en el primer caṕıtulo, necesitamos que el
potencial que hemos definido tenga cierta regularidad.

Proposición 4.2.1. El potencial φ es débilmente Hölder continuo.

Demostración. Sea cn ∈ A(n) y considere (α, β), (α′, β′) ∈ Xcn . Si

cn =

((
a1
b1

)(
a2
b2

)(
a3
b3

)

. . .

(
an
bn

))

Entonces tendremos que

T−1(z, w) =

(
1

z + a1
,
w + b1
z + a1

)

,

y luego

|φ(α, β) − φ(α′, β′)| =
∣
∣
∣
∣
3 log

(
α′ + a1
α+ a1

)∣
∣
∣
∣
.

Ahora notemos que si tomamos un borde vertical de un cilindro, este va en un borde vertical
v́ıa T−1 y ello solo depende de la primera coordenada. Luego, si aplicamos φcn−1

a los vértices

inferiores del cilindro X(an
bn
), obtendremos en las primeras coordenadas pn

qn
y pn+pn−1

qn+qn−1
, por

lo que reemplazando estos valores de α y α′ obtendremos que

∣
∣
∣
∣
∣
3 log

( pn+pn−1

qn+qn−1
+ a1

pn

qn
+ a1

)∣
∣
∣
∣
∣
.

Luego, la expresión

pn+pn−1

qn+qn−1
+a1

pn
qn

+a1
puede ser escrita como

1 +
1

qn(pn + a1qn) + qn(pn−1 + a1qn−1)
,

si n es impar y

1 +
1

qn(pn + a1qn) + qn−1(pn + a1qn)
,
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si n es par. Por lo tanto, tendremos que

qn(pn + a1qn) + qn(pn−1 + a1qn−1) ≥ qn,

qn(pn + a1qn) + qn−1(pn + a1qn) ≥ qn.

Más Aún, si qn es el n-ésimo denominador de la fracción continua de x (x ∈ (0, 1)), entonces
q′n ≤ qn para todo n, donde q′n es la sucesión de Fibonacci (q′n es el n-ésimo denominador

de la fracción continua de 1+
√
5

2 ). Por lo tanto, tendremos que existen constantes a, b ∈ R

tales que
q′n = axn1 + bxn2 ,

donde x1 > 1 > x2 son soluciones de la ecuación x2 = x+1. Por lo tango, q′n ≥ axn1 . Luego,
reemplazando esto en lo anterior, obtenemos que

1 +
1

qn(pn + a1qn) + qn(pn−1 + a1qn−1)
≤ 1 +

1

a

(
1

x1

)n

,

y

1 +
1

qn(pn + a1qn) + qn−1(pn + a1qn)
≤ 1 +

1

a

(
1

x1

)n

,

y notando que log(1 + x) ≤ x, entonces tendremos que

|φ(α, β) − φ(α′, β′)| ≤ 1

a

(
1

x1

)n

,

y finalmente, tomamos supremos obtenemos

Vn(φ) ≤
1

a

(
1

x1

)n

,

es decir, φ es débilmente Hölder continua.

Ahora consideremos la función presión P : R → R definida por

P (t) := ĺım
n→∞

1

n
log

∑

Tn(α,β)=(α,β)

exp

(
n−1∑

i=0

log | detDT−1(T i(α, β))|t
)

. (4.3)

En virtud de todo lo desarrollado antes, podemos formular el siguiente lema

Teorema 4.2.1. La función presión satisface que

P (t) =

{
∞ Si t < 2/3
Estrictamente decreciente, estrictamente convexa y anaĺıtica real Si t > 2/3

Además tendremos que
ĺım

t→2/3+
P (t) = ∞.

Más aún, para cada t > 2/3 existe una única medida de Gibbs µt asociada al potencial
t log | detDT−1|.

Demostración. Comenzaremos la demostración desarrollando la función P (t) para obtener
una expresión más manipulable. Para ello notemos que por propiedades del logaritmo ten-
dremos que

n−1∑

i=0

log | detDT−1(T i(α, β))|t = log

n−1∏

i=0

| detDT−1(T i(α, β))|t
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y por lo tanto, la expresión dada en (4.3) se reduce a

P (t) = ĺım
n→∞

1

n
log

∑

Tn(α,β)=(α,β)

exp log

n−1∏

i=0

| detDT−1(T i(α, β))|t

= ĺım
n→∞

1

n
log

∑

Tn(α,β)=(α,β)

n−1∏

i=0

| detDT−1(T i(α, β))|t.

Además, nosotros sabemos que para (z, w) ∈ X(a1
b1
) entonces

T−1(z, w) =

(
1

z + a1
,
w + b1
z + a1

)

,

y por tanto se tendrá claramente que

| detDT−1(z, w)| = 1

(z + a1)3
.

Luego como z ∈ (0, 1) entonces es claro que

1

(1 + a1)3
≤ | detDT−1(z, w)| ≤ 1

a31
. (4.4)

Finalmente notando que

| detDT−1(T i−1(z, w)| = 1

(z + ai)3
,

ya que T i−1(z, w) ∈ X(ai
bi
), entonces la expresión para la función presión puede ser escrita

de la siguiente manera

P (t) = ĺım
n→∞

1

n
log

∑

Tn(α,β)=(α,β)

n∏

i=1

1

(z + ai)3t
.

Podemos notar de la expresión anterior que el sumando, es decir,
∏n

i=1
1

(z+ai)3t
no depende

del término β, por lo tanto la expresión anterior puede ser escrita de la forma

P (t) = ĺım
n→∞

1

n
log

∑

Gn(α)=α

∑

{β : Tn(α,β)=(α,β)}

n∏

i=1

1

(z + ai)3t
, (4.5)

donde G representa la transformación de Gauss. Ahora, es consecuencia de la estructura de
Markov de T que para cada α tal que Gn(α) = α se tiene que

a1a2 . . . an ≤ #{β : T n(α, β) = (α, β)} ≤ (1 + a1)(1 + a2) . . . (1 + an).

Esto último más la desigualdad exhibida en (4.4), nos da que

∑

Gn(α)=α

∑

{β : Tn(α,β)=(α,β)}

n∏

i=1

1

(z + ai)3t
≤

∑

Gn(α)=α

n∏

i=1

(1 + ai)

a3ti
,

y
∑

Gn(α)=α

n∏

i=1

ai
(1 + ai)3t

≤
∑

Gn(α)=α

∑

{β : Tn(α,β)=(α,β)}

n∏

i=1

1

(z + ai)3t
.
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Luego notamos que dado {λ1, λ2, . . .} un conjunto numerable de números, entonces se cumple
que

∑

j1,j2,...,jn∈N

n∏

i=1

λji =

( ∞∑

i=1

λi

)n

,

entonces obtenemos que

∑

Gn(α)=α

n∏

i=1

ai
(1 + ai)3t

=

( ∞∑

k=1

k

(k + 1)3t

)n

,

y

∑

Gn(α)=α

n∏

i=1

(1 + ai)

a3ti
=

( ∞∑

k=1

k + 1

k3t

)n

.

Entonces tendremos que

( ∞∑

k=1

k

(k + 1)3t

)n

≤
∑

Gn(α)=α

∑

{β : Tn(α,β)=(α,β)}

n∏

i=1

1

(z + ai)3t
≤
( ∞∑

k=1

k + 1

k3t

)n

,

por lo que aplicando logaritmo, dividiendo por n y luego tomando ĺımite, obtendremos que

log

( ∞∑

k=1

k

(k + 1)3t

)

≤ P (t) ≤ log

( ∞∑

k=1

k + 1

k3t

)

.

Luego, observamos que si k es lo suficientemente grande entonces k+1
k3t ∼ 1

k3k−1 , y como esta
última expresión converge para t > 2/3, se cumple que P (t) < ∞ y si t < 2/3, por las
mismas razones se tendrá que P (t) = +∞. Más aún, se tiene que

ĺım
t→2/3+

log

( ∞∑

k=1

k

(k + 1)3t

)

= ∞,

y por lo tanto

ĺım
t→2/3+

P (t) = +∞.

Luego, como P (1) <∞ y en virtud del teorema 1.2.7 obtendremos que para cada t > 2/3 el
potencial tφ tiene una única medida asociada µt de equilibrio. Más aún, estas medidas -por
la proposición 1.2.1 y el teorema 1.2.6- son medida de Gibbs.

Luego de lo anterior, podemos notar que la gráfica de la función P (t) tiene la siguiente forma
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2/3

+∞

P (t)

t0



Caṕıtulo 5

Medida Absolutamente

Continua para la

Transformación de Ostrowski

En esta sección mostraremos un resultado obtenido por Sh. Ito ([10]), en el cual prueba
que la transformación de Ostrowski posee una medida invariante absolutamente continua
respecto a Lebesgue, y no sólo eso, si no que da una fórmula expĺıcita para su densidad.

Teorema 5.0.2 (Sh. Ito, 1986). La transformación de Ostrowski T tiene una única medida
absolutamente continua respecto a Lebesgue, cuya densidad esta dada por

dµ

dλ
=







1

2 log 2

α+ 2

(1 + α)2
Si β > α

1

2 log 2

α+ 3

(1 + α)2
Si β ≤ α

La demostración de este teorema, es la construcción de la densidad anterior y luego probar
que efectivamente es absolutamente continua e invariante. Para ello, necesitamos hacer una
construcción, previa referencia a una extensión de la transformación T .

Sea Y = {(γ, δ) : 0 < γ < 1, −γ < δ < 1} y

c(γ) =

[
1

γ

]

y d(γ, δ) = máx

{[
1

γ

]

−
[
1− δ

γ

]

, 0

}

.

Entonces definimos T ∗ de T por

T ∗(γ, δ) =

(
1

γ
− c(γ),− δ

γ
+ d(γ, δ)

)

.

Desde ahora y para simplificar la notación, denotaremos cn = c(γn−1) y dn = d(γn−1, δn−1),
para (γn, δn) = (T ∗)n(γ, δ). Entonces trabajando de manera análoga a como lo hicimos con
T , tendremos que la primera coordenada sigue siendo la transformación de Gauss, pero la
segunda estará induciendo la siguiente escritura

δ =

n∑

k=1

θ∗k−1dk +
(−1)nδn

q∗n + q∗n−1γn
,

43
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donde θ∗n = q∗nγ−p∗n y p∗n/q
∗
n es el n-ésimo aproximante de γ mediante fracciones continuas.

Por lo tanto, de la expansión anterior y su construcción se deduce que para (γ, δ) ∈ Y , se
tiene que

{
di ≤ c1 Para i ≥ 1

Si di 6= 0, entonces di+1 6= ci+1 Para i ≥ 1.
(5.1)

Lo que nos permite decir que la palabra
((

c1
d1

)
,
(
c2
d2

)
, . . . ,

(
cn
dn

))

es admisible śı y sólo śı las

sucesiones (ci)
n
i=1 y (di)

n
i=1 -d́ıgitos de las representaciones de γ y δ respectivamente- cumplen

las condiciones expuestas en (5.1). Luego el conjunto Y se particiona de la siguiente manera

1/21/3
1/4

1/5

(
1
0

)

(
1
1

)

(
1
0

)

(
2
0

)

(
2
1

)

(
2
2

)

(
2
0

)

(
3
0

)

(
3
1

)

Ahora consideremos para cada (c, d) ∈ N× (N ∪ {0}) con c ≥ d la función dada por

φ(cd)
(γ, δ) =

(
1

γ + c
,
d− δ

γ + c

)

.

Definimos los conjuntos

Y(cd)
=

{
φ(cd)

(V0) Si d = 0

φ(cd)
(V1) Si d 6= 0

donde V0 = Y y V1 = {(γ, δ) : 0 < γ < 1, −γ < δ < 1− γ}.

Con todo lo dicho antes, se puede concluir el siguiente lema,

Lema 5.0.1. La familia de conjuntos {Y(cd) : c ∈ N, d ∈ N ∪ {0} y c ≥ d} tiene las

siguientes propiedades

1. La familia es una partición de Y , es decir,

Y(cd)
∩ Y(c′d′) = φ, si

(
c

d

)

6=
(
c′

d′

)

.
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2. Para cada Y(cd)
se cumple que

T ∗(Y(cd)
) =

{
V0 Si d = 0
V1 Si d 6= 0

Definamos el conjunto Z por

Z =

{

(γ, δ, α, β) ∈ Y ×X :

((
c1
d1

)(
a1
b1

))

∈ A(2)

}

,

y los conjuntos V
(
c
d

)
= T ∗(Y(cd)

) y U
(
a
b

)
= T (X(ab)

), entonces como consecuencia de los

lemas (4.1.1) y (5.0.1), entonces tendremos que Z puede ser particionado de las siguientes
maneras

Z =
⋃

(ab)∈A(1)

V

(
a

b

)

×X(ab)
=

⋃

(ab)∈A(1)

Y(ab)
× U

(
a

b

)

.

Luego, definimos la extensión natural de T -la cual denotamos por T̄ - por

T̄ (γ, δ, α, β) =

(
1

γ + a1
,
b1 − δ

γ + a1
, α1, β1

)

,

para la cual tendremos el siguiente teorema

Teorema 5.0.3. La extensión natural de T definida como antes, tiene una medida inva-
riante µ̄ que satisface

dµ̄

dλ̄
=

1

log 2
· 1

(1 + γα)3
,

donde λ̄ es la medida de Lebesgue sobre Z.

Demostración. Lo primero que haremos es calcular el Jacobiano de la transformación T̄
sobre V

(
a
b

)
×X(ab)

, de la siguiente manera

|J(T̄ )| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 0 − 1
α2 − 1

α2

0 0 0 1
α

− 1
(γ+a1)2

δ−b1
(γ+a1)2

0 0

0 − 1
γ+a1

0 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
1

α3(γ + a1)3
.

Por lo tanto, definiendo la función K por

K(γ, δ, α, β) =
1

log 2(1 + γα)3
,

podemos notar que

K(T̄ (γ, δ, α, β)) · |J(T̄ (γ, δ, α, β))| = 1

log 2
· 1
(

1 +
1

γ + a1

(
1

α
− a1

))3 · 1

α3(γ + a1)3

=
1

log 2
· 1
((

1 +
1

γ + a1

(
1

α
− a1

))

α(γ + a1

)3 =
1

log 2
· 1

α(γ + a1) + (1− αa1)

=
1

log 2
· 1

(1 + γα)3
= K(γ, δ, α, β),

es decir, K define una densidad invariante para T̄ .
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Pero como nosotros estamos interesados en la densidad para la función T y no para T̄ ,
tendremos el siguiente corolario

Corolario 5.0.1. T tiene una única medida absolutamente continua respecto a Lebesgue,
cuya densidad esta dada por

dµ

dλ
=







1

2 log 2

α+ 2

(1 + α)2
Si β > α

1

2 log 2

α+ 3

(1 + α)2
Si β ≤ α

Demostración. Para la prueba basta un cálculo de la distribución marginal de la densidad
anterior, integrando de manera adecuada. Observemos que el conjunto

U1 = {(α, β) ∈ X : β ≤ α} =
⋃

{(ab)∈A(1) : b=0}

X(ab)
=
⋃

a∈N

X(a0)
,

por lo que el correspondiente subconjunto de Z a integrar es

⋃

{(ab)∈A(1) : b=0}

V

(
a

b

)

×X(ab)
=
⋃

a∈N

V

(
a

0

)

×X(a0)
.

Pero notemos que V
(
a
0

)
= T ∗(Y(a0)

) = V0, por lo que tendremos que

⋃

a∈N

V

(
a

0

)

×X(a0)
= V0 ×

⋃

a∈N

X(a0)
= V0 × U1,

por lo tanto, la densidad se define como

1

log 2

∫∫

V0

1

(1 + γα)3
dV0,

sobre U1, es decir,

I =
1

log 2

∫ 1

0

∫ 1

0

1

(1 + γα)3
dγdδ +

1

log 2

∫ 0

−1

∫ 1

−δ

1

(1 + γα)3
dγdδ,

la cual utilizando el cambio de variable θ = 1 + γα se obtiene que

I =
1

log 2

∫ 1

0

∫ 1+α

1

1

αθ3
dθdδ +

1

log 2

∫ 0

−1

∫ 1+α

1−δα

1

αθ3
dθdδ =

α+ 3

2 log 2(α+ 1)2
.

Ahora por otro lado, para conseguir la densidad en X \U1 = {(α, β) ∈ X : 0 < α < 1, 1 >
β ≥ α} = ∪{(ab)∈A(1) : b6=0}X(ab)

tenemos que considerar el subconjunto de Z

⋃

{(ab)∈A(1) : b6=0}

V

(
a

b

)

×X(ab)
,

pero V
(
a
b

)
= V1 cuando b 6= 0, por lo tanto tendremos que lo anterior es igual a

V1 ×
⋃

{(ba)∈A(1) : b6=0}

X(ab)
= V1 × (X \ U1).
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Por lo tanto, la densidad sobre X \ U1 está dada por la integral

I =
1

log 2

∫∫

V1

1

(1 + γα)3
dV1,

es decir,

I =
1

log 2

∫ 1

0

∫ 1−δ

0

1

(1 + γα)3
dγdδ +

1

log 2

∫ 0

−1

∫ 1

−δ

1

(1 + γα)3
dγdδ,

en la cual usando el mismo cambio de variables que antes, se obtiene que

I =
1

log 2

∫ 1

0

∫ 1+(1−δ)α

1

1

αθ3
dθdδ +

1

log 2

∫ 0

−1

∫ 1+α

1−δα

1

αθ3
dθdδ =

α+ 2

2 log 2(1 + α)2
,

lo que completa la prueba.
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Caṕıtulo 6

Aplicaciones a Teoŕıa de

Números

La presente sección tiene por objetivo presentar un resultado que generaliza la proposición
2.4.1, en donde utilizando la medida absolutamente continua obtenida en el capitulo ante-
rior, se demuestra que Lebesgue casi todo punto la velocidad exponencial de aproximación
de un número β por números de la forma {Nα} es e−nπ2/12 log 2. De lo anterior, nosotros
investigamos el conjunto de medida de Lebesgue cero para los cuales la proposición no se
cumple. Estudiaremos las posibles velocidades de aproximación que pueden tener dichos
números. Para ello tomaremos el método utilizado en la proposición 6.0.4 pero esta vez ya
no usando la medida absolutamente continua que conocemos, si no que utilizaremos una de
las medidas de Gibbs que obtuvimos en el teorema 4.2.1 y con ella probaremos que necesa-
riamente existen pares (α, β) ∈ (0, 1]2 tales que las velocidades de aproximación son distintas
a la mencionada, y no sólo eso, además mostraremos que dichos conjuntos a pesar de tener
medida de Lebesgue cero, no son tan pequeños ya que poseen dimensión de Hausdorff posi-
tiva.

Si definimos los conjunto J(γ) por

J(γ) =

{

(α, β) ∈ (0, 1]2 : ĺım
n→∞

1

n
log |{Nnα} − β| = γ

}

,

entonces se tiene el siguiente resultado

Teorema. Para cada γ ∈ (−∞,− log((
√
5 + 1)/2)), se cumple que dimH(J(γ)) > 0.

La dificultad más clara es que como utilizamos una medida de Gibbs para la cual no cono-
cemos una fórmula de densidad, el método utilizado por Sh. Ito y H. Nakada ([9]) no puede
ser utilizado de igual manera ya que ellos usan de manera muy fuerte el hecho de conocer
la densidad de la medida. Por ello, de su método tomaremos la idea de su demostración que
es probar que

ĺım
n→∞

1

n
log βn = 0,

y con ello podremos de manera clara mostrar que existen distintas velocidad. Ahora, lo
anterior lo probaremos haciendo restricción del dominio de T al cuadrado [ε, 1]2 para algún
ε > 0 y luego tomaremos el subconjunto Kε ⊂ [ε, 1]2 que es compacto e invariante bajo
T . Luego para cada ε > 0, tendremos que para todo β ∈ Kε se cumple que 1

n log βn → 0
cuando n→ ∞ y luego utilizando el teorema 1.2.4, se puede concluir lo que queremos.
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Para partir, revisaremos algunos de los resultados que obtuvieron Sh. Ito y H. Nakada,
en los cuales revisaremos los métodos utilizados para aśı posteriormente mostrar nuestro
resultado.

Proposición 6.0.2. Para casi todo (α, β)

ĺım
N→∞

1

N
#{n : 1 ≤ n ≤ N, bn = k} =







1

2
Si k = 0

2 log(k + 1)− log k − log(k + 1)

2 log 2
Si k > 0

Demostración. Esto se puede probar usando el hecho que (T, µ) es ergódico, y por lo tanto
se tendrá que

ĺım
N→∞

1

N
#{n : 1 ≤ n ≤ N, bn = k} = ĺım

N→∞

1

N

N∑

i=1

χ{(α,β) : b1=k}(T
i(α, β))

=

∫∫

{b1=k}

dµ

dλ
dαdβ.

Luego resolviendo la integral anterior, se tiene lo pedido.

Teorema 6.0.4. Para casi todo (α, β)

ĺım
n→∞

1

n
log

∣
∣
∣
∣
∣
β −

n∑

k=1

bk|θk−1|
∣
∣
∣
∣
∣
= − π2

12 log 2
.

Demostración. Notemos que
∣
∣
∣
∣
∣
β −

n∑

k=1

bk|θk−1|
∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=n+1

bk|θk−1|
∣
∣
∣
∣
∣
= |βn|α0 . . . αn−1,

Por lo tanto,

1

n
log

∣
∣
∣
∣
∣
β −

n∑

k=1

bk|θk−1|
∣
∣
∣
∣
∣
=

1

n
logα0 . . . αn−1 +

1

n
log |βn|.

Luego, basta con mostrar que

ĺım
n→∞

1

n
log |βn| = 0,

para casi todo (α, β). Ahora como

µ(|βn| < η) = µ(|β| < η) =
η log 2 + log(1 + η)

2 log 2
,

para cualquier η, 0 < η < 1, tendremos que

∞∑

n=1

µ(|βn| < e−nε) < +∞,

para cualquier ε > 0. Luego, usando el lema de Borel-Cantelli se tiene que

#

{

n : − 1

n
log |βn| > ε

}

< +∞,

para casi todo (α, β). Por lo tanto, se tiene lo pedido.
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Corolario 6.0.2. Para casi todo (α, β)

ĺım
N→∞

#{n : |θn−1|−1|β −∑m
i=1 bi|θi−1|| < z}

N
=

1

2 log 2
[z log 2 + log(1 + z)],

para cualquier z, 0 ≤ z ≤ 1.

Demostración. Para ello basta notar que

|θn−1|−1

∣
∣
∣
∣
∣
β −

m∑

i=1

bi|θi−1|
∣
∣
∣
∣
∣
= |βn|,

por lo que tendremos que la pregunta se traduce a µ(|βn| < z) y por la proposición anterior
tendremos que

µ(βn < z) =
1

2 log 2
[z log 2 + log(1 + z)].

Notemos que la proposición 6.0.4 hace referencia a la velocidad exponencial de aproximación
de un cierto β por números de la forma

∑n
k=1 bk|θk−1|. En efecto, tendremos que para N

suficientemente grande

∣
∣
∣
∣
∣
β −

N∑

k=1

bk|θk−1|
∣
∣
∣
∣
∣
≍ exp

(

− π2n

12 log 2

)

,

por lo que es válido preguntarse por otras posibles velocidades de aproximación, ya que
dicha proposición es válida para casi todo punto en (0, 1)2. Esta última pregunta tiene una
respuesta afirmativa y es lo que mostraremos a continuación.

Sabemos que T : (0, 1]2 → (0, 1]2, donde (0, 1]2 es claramente no compacto, por ello consi-
deraremos la restricción de T al conjunto [ε, 1]× [ε, 1] para algún ε > 0. Notamos que este
conjunto es claramente compacto pero no necesariamente T mapea [ε, 1] × [ε, 1] si no que
claramente sale de él, por ello llamaremosKε al subconjunto de [ε, 1]× [ε, 1] que es compacto
e invariante por T .

Lema 6.0.2. Para ε > 0 suficientemente cercano a 0, el conjunto Kε es no vaćıo y no
numerable.

Demostración. Sea N ∈ N mayor o igual que 3 y consideremos entonces ε = 1
N+1 . Notemos

que en dicho caso, los términos invariantes para T en la primera coordenada son las fracciones
continuas que pueden ser escritas en el alfabeto {1, . . . , N} por lo tanto es claro que todo
elemento (α, β) ∈ [ε, 1] × [ε, 1] de la forma α = [a1a2a3 . . .] con ai ∈ {N,N − 1} y β =
[1111111 . . .] están claramente en Kε. Más aún, los números como fracción continua que
pueden ser escritos con dos śımbolos son no numerables, es decir, Kε es no numerable.

Luego el lema anterior nos dice que para cada ε > 0 podemos encontrar un subconjunto de
[ε, 1]× [ε, 1] compacto e invariante, que es lo suficientemente grande y además Kε1 ⊂ Kε2 si
ε2 < ε1.

Ahora en virtud del teorema 1.2.4, tendremos que la función presión P (t) puede ser apro-
ximado por P (t)|Kε puntualmente y se tendrá también que para cada t ∈ R existe µt,Kε

medida Gibbs de equilibrio para el correspondiente potencial.
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Luego si volvemos a la demostración de la proposición 6.0.4, podemos notar que

1

n
log

∣
∣
∣
∣
∣
β −

n∑

k=1

bk|θk−1|
∣
∣
∣
∣
∣
=

1

n
logα0α1 · . . . · αn−1 +

1

n
log βn.

Pero si consideramos cualquier (α, β) ∈ Kε, entonces βn > ε y por lo tanto,

1

n
log ε <

1

n
log βn ≤ 0,

por lo que haciendo tender n→ ∞, se tiene que

ĺım
n→∞

1

n
log βn = 0,

para todo (α, β) ∈ Kε. Por lo tanto, para cada (α, β) ∈ Kε se cumple que

ĺım
n→∞

1

n
log

∣
∣
∣
∣
∣
β −

n∑

k=1

bk|θk−1|
∣
∣
∣
∣
∣
= ĺım

n→∞
1

n
logα0α1 · . . . · αn−1.

El siguiente lema, que gracias a trabajos de M. Kesseböhmer y B. Stratmann ([12]), M.
Pollicott y H. Weiss ([21]), podemos obtener resultados sobre el rango de la derivada de la
función presión.

Lema 6.0.3. El recorrido de la función −P ′(t) es (3 log((
√
5 + 1)/2),+∞) para t > 2/3.

Demostración. Sabemos que α0α1 · . . . · αn−1 = |θn−1| = |qnα− pn|, por lo tanto

ĺım
n→∞

1

n
logα0α1 · . . . · αn−1 = ĺım

n→∞
1

n
log

∣
∣
∣
∣
α− pn

qn

∣
∣
∣
∣
+ ĺım

n→∞
1

n
qn,

y además como
1

2q2n+1

<

∣
∣
∣
∣
α− pn

qn

∣
∣
∣
∣
<

1

q2n
,

entonces obtenemos que

ĺım
n→∞

1

n
logα0α1 · . . . · αn−1 = − ĺım

n→∞
1

n
log qn

y no sólo eso, si no que combinando lo anterior con el lema 4.1.3, obtendremos que para
cada t > 2/3, µt casi todo punto

ĺım
n→∞

1

n
logα0α1 · . . . ·αn−1 =

1

3
ĺım
n→∞

1

n
log | detDT−n(α, β)| = 1

3

∫

log | detDT−1(α, β)|dµt,

donde µt es medida de equilibrio ergódica para el potencial t log | detDT−1|. Observemos
que por lo hecho antes, tenemos que

1

3

∫

log | detDT−1(α, β)|dµt = − ĺım
n→∞

1

n
log qn,

es decir,

−
∫

log | detDT−1(α, β)|dµt = 3 ĺım
n→∞

1

n
log qn.

Pero para la expresión del lado derecho, se conoce que el rango es (log((
√
5+1)/2),+∞), por

lo que se concluye que necesariamente que el rango de −P ′(t) es (3 log((
√
5+1)/2),+∞).
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Observación 6.0.1. Notemos que si µ es una medida de equilibrio para la transformación
de Gauss, entonces se cumple que µG casi todo punto

∫

log |G′|dµ = 2 ĺım
n→∞

qn,

de lo que se desprende inmediatamente que

1

2

∫

log |G′|dµ = −1

3

∫

log | detDT−1(α, β)|dµt.

Luego lo mismo puede ser aplicado para la restricción que hicimos de la función presión,
obteniendo en ese caso que µt,Kε casi todo punto

ĺım
n→∞

1

n
logα0α1 · . . . · αn−1 =

1

3

∫

log | detDT−1(α, β)|dµt,Kε .

Luego tendremos que para estas medidas µt,Kε con ε fijo, obtenemos todo un rango de ve-
locidades para esta aproximación, rango que aumenta a medida que ε se hace más pequeño.

Pero la pregunta que le sigue es, que tan grande es este conjunto? Si intentamos dar un
respuesta apresurada usando la medida de Lebesgue tendremos que el conjunto tiene medi-
da 0, pero con un poco más de cuidado y utilizando las medidas µt,Kε podemos obtenemos
el siguiente teorema

Teorema 6.0.5. Para cada t ∈ R y 0 < ε < 1, definimos el conjunto J(t,Kε) por

J(t,Kε) =

{

(α, β) ∈ (0, 1]2 : ĺım
n→∞

1

n
log |{Nnα} − β| = 1

3

∫

log | detDT−1(α, β)|dµt,Kε

}

,

entonces se cumple que dimH J(t,Kε) > 0.

Demostración. Notemos que las medidas µt,Kε son medidas de Gibbs, las cuales poseen
entroṕıa positiva, es decir, h(µt,Kε) > 0 y en virtud del resultado del lema 3.3.3, se tiene de
inmediato que dimH J(t,Kε) > 0.

Observamos que el resultado anterior utiliza muy fuertemente que estamos utilizando un
restricción de la función presión al compacto invariante Kε, y sabemos que el rango de
P ′(t)|Kε es finito, luego para poder extender este resultado para todos los valores del intervalo
(−∞,− log((

√
5+1)/2)) necesitamos probar que el rango de la derivada de la presión restricta

al compacto invariante Kε contiene al rango de la derivada de la presión, o dicho de otra
forma, necesitamos que para cada t̄ > 2/3 exista N de modo tal que para todo n ≥ N
tengamos un tn ∈ R tal que tn → t̄ y P ′(t̄) = P ′(tn)|K1/n

, que es en esencia la siguiente
proposición

Proposición 6.0.3. Para todo t > 2/3 existe un ε > 0 y de modo que, para todo ε∗ < ε se
tiene que P ′(t) ∈ Rango(P ′(t)|Kε∗

).

Demostración. Notemos que en el cuadrado compacto invariante Kε para ε lo suficiente-
mente pequeño, esta contenido el punto fijo 1̄ = ([1̄], [1̄]) y por lo tanto, como la pendiente
de la aśıntota a la presión cuando t→ ∞ se puede calcular por (ver ([11]))

máx

{∫

log | detDT−1|dµ , µ-invariante
}

,

entonces si consideramos la medida δ1̄ (la medida atómica soportada en un punto fijo, por
ende invariante) entonces tendremos que

máx

{∫

log | detDT−1|dµ , µ-invariante
}

≥
∫

log | detDT−1|dδ1̄.
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Luego como | detDT−1(1̄)| = 1
(γ+1)3 , con γ =

√
5−1
2 entonces

∫

log | detDT−1|dδ1̄ = −3 log

(√
5 + 1

2

)

,

por lo que necesariamente la pendiente de la aśıntota es al menos lo anterior y además,
como la presión se aproxima por los compactos invariantes Kε, entonces P (0)|Kε → P (0)
cuando ε → 0 y P (0) = +∞ entonces necesariamente la aproximación tiene a tener una
aśıntota vertical. Luego como una aśıntota vertical es una recta vertical, es decir, que posee
”pendiente infinita”, entonces el valor P ′(0)|Kε tiende a ser igual a la aśıntota y por ello
necesariamente se tiene que P ′(0)|Kε → −∞ cuando ε → 0. Luego se tiene el resultado
deseado.

Y para finalizar la sección, definamos los conjuntos J(γ) por

J(γ) =
{

(α, β) ∈ (0, 1]2 : ĺım
n→∞

|{Nnα} − β| = γ
}

.

Con esto, presentamos el teorema principal de este trabajo

Teorema 6.0.6. Para cada γ ∈ (−∞,− log((
√
5 + 1)/2)), se cumple que dimH(J(γ)) > 0.

Demostración. Dado γ ∈ (−∞,− log((
√
5 + 1)/2)), sabemos por la afirmación 6.0.3 que

existe N de modo tal que γ ∈ Rango(P ′(t)|K1/n
) para todo n ≥ N . Por lo tanto, para cada

n ≥ N existe tn ∈ R de modo tal que γ = P ′(tn)|K1/n
. Luego si consideramos los conjunto

J(tn,K1/n) definidos por

J(tn,K1/n) =
{

(α, β) ∈ K1/n : ĺım
n→∞

|{Nnα} − β| = γ
}

,

entonces como K1/n ⊂ (0, 1]2 se puede deducir que J(tn,K1/n) ⊂ J(γ) para cada n ≥ N y
por tanto, necesariamente se tendrá que dimH(J(tn,K1/n)) ≤ dimH(J(γ)), y por el teorema
6.0.5 sabemos que dimH(J(tn,K1/n)) > 0, concluyendo aśı que dimH(J(γ)) > 0.
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