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1. Introduccion

Un espacio vectorial F/ con una forma hermitiana ® es un espacio ortomodular si y sélo si

para cada subespacio U de F se tiene
Ut =U=E=UaU".

Antes de 1979, los ejemplos conocidos de tales espacios eran los espacios de Hilbert con cuerpo
base R, C 6 H, pero a partir de esa fecha se han caracterizado clases de espacios ortomodulares, de
dimensién infinita, diferentes de los ejemplos clasicos ([1],[2]). Todos ellos son espacios vectoriales
sobre un cuerpo con una valuacién de Krull de rango infinito que es completo con respecto a la
topologia de la valuacién y cuya forma hermitiana induce una norma no arquimediana.
El espacio ortomodular E que consideraremos en todo lo que sigue es el primer ejemplo contruido,
fue presentado en [1] (con un cuerpo ordenado como cuerpo base) y generalizado (llevandolo al
contexto de cuerpos valuados) en {2]. Resumimos, a continuacién, su construccién.
El grupo de valores I' de la valuacién de Krull del cuerpo base K es

r=@apr;,

JEN

donde cada I'; es una copia isomorfa del grupo aditivo de los enteros. I estd ordenado antilexi-

cogréficamente, es decir, si 0 # (g;)jen € T y m := méx{j € N: g; # 0} entonces
(95)jen > 0 <= g >0en Ty,

Sea Ko := R(X}ien, €l cuerpo de la funciones racionales en las variables X7, X,... con coefi-
cientes reales, dotado de la valuacién no arquimediana vy : Ky ~— ['U {oc} que es trivial sobre
R y que asigna a cada X; el elemento (0,...,0,-1,0,...) €T, con el —1 en ¢l lugar i-ésimo.
Nuestro cuerpo base K es la completacién de Ky con respecto a esta valuacién (vo se extiende
de forma dnica a una valuacién v en K con el mismo grupo de valores).

Y el espacio es

o0

E .= { (&)ien, € KN - Z £€7X; converge en la topologia de la valuacién }
=0 .

(donde Xj := 1) con las operaciones definidas por componentes.

Este espacio vectorial sobre K, junto con la forma anisétropa @ : £ x F — K definida por

® ((&)ictor (idiens) = > Emi X,

i=0
es un espacio ortomodular.
Entonces, signiendo la notacién de [3], tenemos que la aplicacién |- || : E — T'U{co}, definida
por ||z]] = »(®(z,x)), satisface la designaldad triangular fuerte y da lugar a una topologia de

E, respecto de la cual el espacio es completo.
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Ademds, en [1] se prueba que un subespacio U de E es cerrado en la topologia de || - || si y sélo
sl es ortogonalmente cerrado.

Trabajaremos, también, con elementos de B (E) el dlgebra de los operadores lineales B : E — E
que son acotados, es decir, aquéllos para los que existe un v € I tal que || B(z) | - |z || > ~

para todo z € F,x # (.

En esta tesis, presentamos dos familias infinitas de operadores en B(E) que son autoadjuntos,
que no tienen subespacios cerrados invariantes a excepcién de los triviales y cuyos espectros
contienen exactamente un punto que, por lo tanto, no es un valor propio. Ademss, estudiamos
la relacin de las subdlgebras de B(E) generadas por cada uno de operadores con el dlgebra A

ampliamente estudiada en [3].
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2. Preliminares

En esta seccién resumiremos resultados de [1], 3] ¥ [4] que utilizaremos en la construccién de

nuestros operadores. Usaremos la notacién v las definiciones de la introduccién.

2.1. E y sus espacios residuales.

Trabajaremos siempre expresando los vectores de E en la base candnica del espacio, que es el

conjunto {e; € F : ¢ € Ny}, donde para cada i € Ny, ¢; := (0,0,...,0, % L 0,020
_ (i+1)
Se tiene que ®e;,e;) = 081t +#jy que Plej,e;) = X;. Ademds, cada = € E se puede eseribir

oo
v =2 &e
=0

{con la convergencia de la serie en la topologia de || - ||).
‘También haremos extenso uso de la reduccién de nuestros operadores a los espacios residuales

de forma 1inica como

de E, por lo que revisaremos su definicién.
Primero, tenemos que los subgrupos convexos de nuestro grupo de valores I" son exactamente

los subgrupos A, =1 & 8T, & {0} {0} - (n €Ny
A cada uno de los A, le corresponde un anillo de la valuacién:

Rp:={({ € K:v(f)>{paraalgind € A,}

cuyo unico ideal maximal es J, 1= {£ € K : v(€) > & para todo § € Ay}

Entonces I?n = Rp/Jp (con ©, : R, — I?n, la proyeccién candnica) es el cuerpo residual y se
prueba que es isomorfo a R(X}, Xo,..., X,,).

De la desigualdad triangular que cumple || - || en E, se tiene que

M, :={zx € E: ||| > é para algin § € A,}
es un madulo sobre R, y

Sp = {x € E: ||z|| > d para todo § € A,}

es un sub-mdditlo.
Entonces, £, := M, /S, (con m, : Mp, — Ey, la proyeccién canénica) es un espacio vectorial

sobre el cuerpo residual I?n definiendo la ponderacién como
On(§)mn(z) = mn(éx),

cuandoxz € M, v £ € R,,.
Por tltimo, ® induce una forma &, en E, que est4 definida por & (mn(z), Tn(y)) = O, (®(z,y)).

—~

(Ep, ff)n) es el espacio residual de E correspondiente al subgrupo convexo A,,. Y se tiene:
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Teorema 2.1 ([3]) El espacio residual ﬁn tiene dimension n + 1. Los vectores €; = wy(e;),
t=0,1,...,n, forman uno base ortogonal de (E’n, &;n) Y :I;n ~ diag(1, X1, Xa,..., Xn).

Ademaés, un subespacio U de F se proyecta a un subespacio de En que estd definido por
T (U) = {mp(z) : z € UNM,}.

Lema 2.2 ([3]) §i U y V son subespacios ortogonales de B, U LV, entonces w,(U) L m,(V)
y (UG V) =m,(U) dm, (V). :

2.2. Tipos en E.

Hemos ya mencionado que utilizaremos los operadores inducidos sobre los espacios residuales
para estudiar operadores lineales definidos sobre E. Para realizar esto, se vuelve fundamental
el concepto de tipos. Mostraremos, a continuacién, cémo se definen los tipos en nuestro espacio
([3]) y revisaremos algunos resultados que utilizan este concepto.

Asignamos un tipo T(y) a cada v = (g;)jen € I' de la siguiente forma:

0 siye 2l

T(y) =
méx{j € N: g; es impar} siy ¢ 2l

Definimos, luego, el tipo de £ € K* por
T(§) :=T(w(8))-
Y, por tltimo, asignamos a cada vector z € E, x # 0, el tipo
T(z) :=T(®(z,z)).

Observemos que, para todo par de elementos v, € T, T(y} = T{(y + 2v/). Entonces dado
£ € K*, T(0?¢) = T(£) para todo o € K*, pues v{a?¢) = 2v{a) + v{€). Por tanto, para todo
A€ K¥ y todo 0 # z € E, tenemos que T'(Az) = T(x), es decir, cada recta G de E tiene un tipo

asociado, que anotamos T(G).

Los siguientes resultados reflejan la relacién entre ciertas propiedades geométricas de E y el

concepto de tipos.

Teorema 2.3 ([1]) ¢) Sean x,y € E, vectores no nulos. Siz L y, entonces T(x) # T(y).
i) Sea U un subespacio cerrado de E. Entonces en dos familias orto-

gonales mazimales de U ocurren los mismos tipos.

Lema 2.4 ([3]) Sea G un subespacio de E de dimensién uno. Entonces m,(G) = {0} si y sdlo
si T(G) > n.
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2.3. B(E) y la subélgebra A.

Recordemos que B(E) es el dlgebra de los operadores lineales acotados sobre E, es decir, los
operadores B : E —— E para los cuales el conjunto {||B(z}l| — ||«ji : = € E,z # 0} es acotado
inferiormente en T

Claramente, cada operador lineal estd determinado por las iméagenes de los vectores de la base
candnica, por lo que puede ser representado por una matriz infinita. Usaremos esta representacién

para decidir fdcilmente si un operador lineal es antoadjunto.

o0

Lema 2.5 Sea B € B(E) tal que B(e;) = sz-j e; para cada j € Ng. Entonces B es autoadjunto
=0

st y solo si X; by = X;by; para todo par 1,5 € Np.

Demostracion: B es autoadjunto si y s6lo si para todo par de vectores z,y € E se tiene

Pero lo dltimo es equivalente a pedir que sélo los vectores de la base candnica cumplan (1).

Usando que la base candnica es ortogonal, tenemos

o
D(ei, Ble;)) = Y br; Dles, ex) = by X;

k=0
y oo
B(Bles),ej) = Zbki Dler, e;) = by X;.
k=0
De donde se obtiene la afirmacion. [l

Asi, un operador M es autoadjunto si y sélo si todo par de elementos de su matriz que son

simétricos con respecto a la diagonal principal, digamos mg; ¥y myi, cumplen la relacién
Xymij = Xjmyi, (2)

para i,7 > 0.
Ahora, todos los operadores que estudiaremos aqui, aparte de ser autoadjuntos, comparten la

propiedad definida a continuacién.

Definicién 2.6 Diremos que un operador lineal B : E —» E es indescomponible si los inicos
subespacios de E topoldgicamente cerrados que son invariantes bajo B son {0} y E.

Haremos uso, también, de los siguientes resultados:

Lema 2.7 ([3]) Una funcidn By : {e; : i € N} — E se extiende a un operador lineal acotado
B: E — E siy sdlo si el conjunto Ry := {||Bo(es)|| — flesll : i € No} C I' estd acotado

inferiormente.
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Teorema 2.8 ([3]) Sea B: E — E un operador lineal acotado myectivo en E. Si el conjunto
{IIB(e)ll — lle:li : ¢ € Np}

tiene una coto superior en I', entonces B es sobre E y el inverso algebraico B~ : E — F es

acotado, esto es, B~! pertenece a B(E).

En la demostracién del Lema 2.7 (ver [3]) se concluye, también, que
Yo € I' es cota inferior de Ry = g es cota inferior de {||B(z)|| - ||z}l 1z € E,z # 0}

Ahora, si B € B(E) tiene a 0 € T' como cota de {}|B(3:)H— izl : z € B,z # 0}, entonces, para
cada n € N, B(M,) C M,, B(S,) € S, y B induce un operador lineal B, : En — E’n definido
por By (ma(x)) 1= mn (B(z)) para x € My Estos serdn los operadores inducidos mediante los

cuales estudiaremos nuestros operadores sobre E.

La idea anterior es usada en el estudio del operador A : E — FE definido sobre la base candnica

por

o 1 1
A(ek) :Z -fer# (1 - X_k) ey.

2

i=0
La matriz de A en esta base es:

1 1 1 1 1
l 1L 1 1
X1 X1 X1 Xi
1 1 47 L 1
Xz Xa Xa  Xo
Lo 4
Xa X3 X3 X3
1l 1 1 1
Xa X2 Xi Xa

Luego, A es autoadjunto, pues los coeficientes de la matriz cumplén con la condicién (2) )
Ademds, se tiene que [|A(ex)l — lex]| = 0 para todo k& € Ng. Luego, fjA(z)|| - |lz|| > 0 para
todo z € E y tenemos que A induce operadores En en los espacios residuales de E por el

procedimiento antes descrito.
Los siguientes resultados, probados en [3], muestran cémo propiedades de los operadores definidos

en los espacios E, se traducen en propiedades de un operador definido en E. -

Lema 2.9 ([3]) Sin > 1, entonces la ecuacion

L1
Zl—pXizl

ja=(}

en la indeterminada p no tiene solucidn en K,.
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Lema 2.10 ([3]) Sin > 1, entonces el operador A, : En — F, no tiene vectores propios.

Con todo lo anterior, se prueba

Teorema 2.11 ([3]) El operador A es indescomponible.

Demostracién: Procederemos por contradiccién.

Supongamos que U # {0} es un subespacio cerrado propio de F que es invariante bajo la accién
de A. Como E es ortomodular y U es cerrado, E = U @ U'. Ademds, como A es autoadjunto,
U~ también es invariante.

Mirando, ahora, los tipos de los vectores de U y de U, tenemos que mngun tipo puede ocurrir
en U y U+ al mismo tiempo por Teorema 2.3(i). Entonces, por Teorema 2. 3(11) o bien U o bien
U+ posee un vector de tipo 0 ¥, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que es U. Luego,
existe un entero n > 1 tal que U contiene vectores de tipo 0,1,...,n—1 y U+ contiene un vector

de tipo n. Examinamos el operador reducido ;fn en ¢l espacio residual
E, = Tn(E) = m (U) @t 1 (U1)

y tenemos que m,(U) ¥ 7, (U") son invariantes bajo A,,.

Sea G el subespacio de U' (de dimensién uno) generado por el vector de tipo n. Entonces
Ut =Gat (ULNGh) y mu(UY) = mp(G) @t m (UL N GH).

Por la eleccién de n y el Teorema 2.3.(1), UL N G+ sélo contiene vectores de tipos mayores
que 7, luego, por Lema 2.4, m, (UL N GL) = {0}. Asi, 7o (UL) = 7, (G) es un subespacio de
dimensién uno de E’n que es invariante bajo szn, por lo tanto, En tiene un vector propio. Pero

esto contradice el Lema 2.10. O

Como vemos, la demostracién del Teorema 2.11 no usa la definicién especifica de A, luego puede
ser usada para eualquier operador acotado autoadjunto cuyos operadores inducidos no tienen

vectores propios.

Como consecuencia inmediata del teorema anterior, tenemos

Corolario 2.12 ([3]} El operador A ne tiene valores propios.

Sin embargo, el espectro de A definido, como siempre, por
spec(A) := {A € K : (A — AI) no tiene inversa en B(E)}
no es vacio. De hecho,

Teorema 2.13 ([3]) spec{A) = {1}.
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Por 1ltimo, presentamos las caracteristicas principales de la subdlgebra A de B{E)} formada por

todos los operadores acotados gque conmutan con 4, es decix,
A={C e B(E): AC=CA}

Primero, tenemos que A es un algebra conmutativa { Corolario 5.11 de [3]), cuyos elementos son
todos autoadjuntos (Corolario 5.5 de [3]).
Ademads, sélo por ser A indescomponible, se tiene

Lema 2.14 ([3]) Si los operadores B,C € A coinciden en algin vector no nulo, entonces
B=2C.

¥, por tanto,

Corolario 2.15 ([3]) Todo operador no trivial de A es inyectivo.

Asf, todo elemento de A puede ser determinado completamente conociendo sélo la imagen de

un vector no nulo. De hecho, en [4] se establecen las siguientes férmulas:

[o.9) o0
Teorema 2.16 ([4]) Sea B € A y Bleg) = Zﬁ er. i, param > 1, Bley,) = Zﬁkm €k,
par k=0
entonces
(i) sik#m
-Xm /\m /\k
m == (X —1) =/ — (X - 1) ~— .
Br Xm_Xk((m I)Xm (Xk )Xk)
(ii) sik =m
Xm—1
Brm = Ao + Z X=X, (Aj = Am).

J#0,m
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3. Construccién de operadores autoadjuntos indescomponibles

3.1. Operadores de tipo Bg,.

Sean p,s € N, con 1 < p< s. Consideramos el conjunto @ = {n,...,ptdonde gy < -+~ < g,y
g e{0,1,...,s—1}paraj=1,...,p.

oo

1
Escribimos u := Z T kY definimos la funcién BG,S :{e; 1€ Ny} — E por:
k=0
0 A 1 .
Bp s(es) = Ales) = u+ I_Z €i, CparaiF gi,...,gp,S.

1 1 1
BY (e, =Ae.——es='u+(1— )e.«—es, para 7 =1,...,p.
Q,S(q;) (q_',') X X q_? XS j

8

P

1 1 1
BY (es) = A(es) — €q, = U+ (Ih—) €s — €q. -
@ ; X, X; le X, U
Es fécil comprobar que, para todo i € Ny, || B ,(e:) || — |les|| = 0.

Luego, por Lema 2.7, BO,S se extiende linealmente a un elemento de B(E), Bgs: E— E que

- cumple:
1Bq.s(z)|| = Jlzll = 0

para todo z € E. Luego, By s induce un operador en cada espacio residual.

La matriz de Bg s con respecto a la base canénica es:

(1_ N T R 1 .. 1
Xqy I Xg Xqy 0 —a
q2 92 1 Xq2 O <_q2

-1 1

X p o X0 1 0 —gp

21? . 0 0 0 1 )4—-3
T T T T
q1 q2 Gp &)

Es decir, es igual a la matriz de A en la misma base, excepto por los ceros indicados. Por tanto,

se cumple, claramente, la condicién (2} y Bg . es autoadjunto.
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El resultado principal de esta seccidn es el siguiente

Teorema 3.1 Bg ; es un operador indescomponible.

By, es un operador acotado y autoadjunto, luego, si mostraramos que ninguno de los operadores
inducidos por él en los espacios residuales tiene vectores propios, podriamos usar la demostracién
del Teorema 2.11 para Bg ; y habriamos probado nuestro resultado.

Sea Eﬂ = (B/;:)n, el operador inducido por By ; en En. Para probar que, para todon > 1, En
no tiene vectores propios debemos considerar por separado dos casos:

Primero, si n < s, ﬁn es igual al operador inducido por el operador A en E’n y, por tanto,
En = Eﬂ, no tiehe vectores propios (ver Lema 2.10).

Ahora, el caso n > s requiere un estudio més detallado. Notemos, primero, que como ﬁn es un
operador en un espacio vectorial de dimensién finita, el problema de determinar si tiene vectores
propios equivale a decidir si un sistema finito de ecuaciones lineales tiene solucién. Entonces, el

objetivo de todo lo que sigue serd probar que tal sistema no tiene solucién.

n
~ I = . .
Sea U = E — €. Entonces, B, estd definido por:
paril

= ~ 13y . ,
Bn(ei)=u+(1—y)ei, para 0 < i <n, 1 £ q1,...,qp, 8.
=~ - | A 1 . .
Bn(€y;) =d+ I—X— € ~ 5 & paraj=1,...,p.

9 s

1N . 1 .
Bn(es)—u+ I—X SS“ZZ‘*E%

L j=1 il

“\ 1 P S QN R
X 240 gt B = (A =D Y gE
=0 - £

=0 j=1 "9 3 j=1 i=0
i
Lo que equivale a que el sistema de (n + 1) ecuaciones en indeterminadas Ao,y
I+ -D)Xi)e=> & para 0 <2 <n, i # qr,...,0p5
k=0
J [1+(z\—l))(cb.].qu+§S=§_:£,zc paraj=1,...,p (3)
k=0
P n
B+ -DXJE+D 6, =D &
i=t k=0

\

tenga solucion en K.
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rn
Para simplificar la escritura, anotamos 7 := Zék yA=14+A-1)X; parai=0,1,...,n.

k=0
Por todo lo anterior, para probar el Teorema 3.1 basta obtener el siguiente resultado.

Lema 3.2 FEl sistema en variables A, &g, &y, ..., &,
{a;) M&=n para 0 < i <m, i F Q... qp, S
(bj) )\ijqj +§s:7? pare j=1,...,p (4)
(€) Aebs+ > & =1
7=1

no tiene solucion en K.

Veamos, primero, varios resultados parciales que nos permitirdn demostrar el Lema 3.2.

X
Lema 3.3 Si A\; = 0 para algin ¢, entonces Ay = 1 — jfﬁ # 0 para todo k + 1.

La demostracién es directa de la definicién de los A;.

Lema 3.4 5i el sistema (4) tiene solucidn y A =1, entonces n =10

Demostracién: Si A = 1, entonces para todo k = 0,...,n se tiene que Mg = 1 y ¢l sistema (4)

queda:
(a’i) §’L=Tf parai:}&glﬂ"':‘?pas

(b;) & +& =1 paraj=1,...,p
P

() 53'*‘2&;;- ="n

=1

P P
Sumando las ecuaciones (b1),...,(b,), tenemos que quj +p & = pny despejando Z £y, de
' i=1 Jj=1
{c), obtenemos que & = 7. Por tanto, para j = 1,...,p, £q; = 0 (por (b;)).

T
Asi, recordando que n = Zgi, tenemos

i=0
) n
n=Z§i ={n+1-p)n.
i=0
i;éql,...,qp
Y como n > s > p, tenemos que p = 0. O

Lema 3.5 §i el sistema (4) tiene solucidn, entoncesn # 0 .
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Demostracion: Supongamos que 7 = 0. Entonces (4) queda
(a;) N& =10 para i # q1,...,qp, §
(b.:l') Aéijj—l_gsimro paraj:l:"'up
P

(@ Aés+) &, =0

j=1
Si Ay, = 0 para algin ig # q1,. .., ¢p, 8, entonces tenemos, por Lema 3.3, que &, = 0 para todo
S . . 1
L 7& a1y 5 Gy S Y ademas, para 3 = 1) Y 2 qu' = _A_“ Es-
.
P ) jA S P
Asi, por (e), Asés — Z )\_ £s =0. Pero & # 0 (si no, T = 0), luego A; = Z T o8 decir,
- =1 "9 j=1 "%
’ 1
Xip—Xs = X2 ¥ .
ip 5 ip P X — qu
Pero esta igualdad equivale a la identidad polinomial
P p P
(Xio _XS) H(Xiu —qu) _X’E?JZH(Xio _X%) =0 )
j=1 J=1 k=1 '
k#j
P
y si evaluamos el polinomio en X;, = 0, obtenemos que X, H Xg; = 0, lo que no es posible.
j=1

Ahora, si Ag; = 0 para algiin jo € {1,...,p}, tenemos, por (bj), que & = 0. Luego, Ag,&y, =0
para j # jo y, por Lema 3.3, esto implica que &q; = 0 para todo § # jo.
P

Entonces, como & = 0, por (¢), tenemos que 0 = quj = &g;,- Ademds, § = 0 para todo

=1
i % q1,...,qp, 8. Pero, entonces, T = 0 v se con‘cra,d.icé7 la definicién de T.
Asi, \; 3 0 para todo 7 # s. Luego, & =0 para todo © # q1,...,qp, 3, &g; = —/\iqj ¢s para todo j
Y P P
0=n=fs+25qj=5swzifgs. (5)
. j=1 F=1 3

. P
1 .
Pero, por (¢), As&s — Z A—fs = 0, lo que implica, junto a (5}, que (As — 1)&; = 0.
_ j=1 "%
Si &, = 0, entonces % = 0. Luego, §&5 # 0y A; = 1, lo que implica que A, = 1 para todo k. Asf,
P

1
por (5),0=1-— Z 1= 1 —p, pero p > 1. Y Hegamos, nuevamente, a una contradiccién.
. =1 _
Por lo tanto, 17 # 0. a

Lema 3.6 Si el sistema (4) tiene solucidn, entonces n # £;.
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Demostracién: Supongamos que 7 = £,. Entonces, el sistema (4) queda.

(a:) A& = & para t # qu,...,gp, 8
(b;) Ag&y; =0 para j = 1,...,p
P
{e) Asls + Z&q;- =&
=1

Ademsds, por la definicién de 7, se tiene

n
dg=0. (6)
i=0
i#Es '
Si Ag,, = 0 para algin jo € {1,...,p}, entonces , por Lema 3.3, tenemos que f_qj = 0 para todo

., 1 . . '
JF joyqueé; = = &s para todo ¢ # qq,. .., ¢gp, 5. Luego, de (c) se obtiene que iy = (1= As) &5

]

1

DT &tHA-A) & =0
par e

1%q1 ;- qp, 8

y (6) queda

Por Lema 3.5, tenemos que & # 0. Entonces

"1

Y= +@1-r)=0.
1=0 A;

i?":q],...,qp,s

k . e .
% concluimos que la dltima igualdad no puede ser cierta.
9ig

De hecho, si n > s, la ignaldad equivale a

Recordando que Ay, =1 —

1 gy |
—=As—1- —
o R D

TG s GpaS

y esto implica que X, € I?n_l 2 R(X1,...,Xn 1) Ahora, si n = s, tenemos que

y, nuevamente, X,, debe estar en I?n_l.

Ast, Aj # 0y &, = 0 para todo j. Por tanto, (c) queda (A; — 1} & = 0.

Pero los lemas 3.4 y 3.5 nos dicen, respectivamente, que X # 1 y que & # 0.

Por lo tanto, n # &;. O
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Lema 3.7 Si el sistema (4) tiene solucidn, entonces np # Z‘S‘U'

j=1
P
Demostraciéon: Si suponemos que n = Z &g entonces (4) queda
k=1
(@i} Ai&i=n parat £ q, ..., qp, S

(b;) )\qjéqj +&=n paraj=1,...,p
(¢} Xs&s=0

Y, de la definicién de 7, tenemos

T
> & =0 (7)
i=0
i#01,-lp
. 1
Si A; = 0, tenemos que A, # 0 para todo k # s, luego & = 5\-_»77 para cada ¢ # q,...,qp, 8 ¥
1 _ '
gqj' :’A‘—('rf—is) paraj=1,....p
%
Reemplazando estos resultados en (7), tenemos
SL a0 ®)
ni—D Ai T
i#qls"'IQPss
_ P P
Sumando sobre 7, obtenemos Z &g, = Z A—;(n — &), es decir,
J=1 =1 ¥
P P
1 1
. 1) 7 (9)
De (8), (9) y Lema 3.5, se obtiene
“ 1 1
- 1 - =
Z v Z . (10)
=0 i=1 ]
'i?éql:"'!‘h?ss
Xy
Recordando que Ay =1 — Y. bara todo k # s, (10) queda
r n
XZH(X X +H X X) XSZH(XS"XQj) m:[I(—Xs_){i):
=0 =0 k=1 j=1 i=0
iEM G4 QM itk - ks
A JgM i .
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donde M = {q1,...,qp,s}.

T
Y evaluando esta igualdad de polinomios en X, = 0, tenemos que 0 = H X;, pero X; # 0 para
' i=0
i#s
todo 1.
Por lo tanto, As 0y & = 0.

Entonces, como 7 # 0, tenemos, de las ecuaciones (a;) y de las ecuaciones (b), que Ay # 0y,

1 1
por tanto, & = E 7 para todo k # s. Luego, sumando &, ..., &, , tenemos que n =7 Z Fwt
i=1

es decir,

o1
ZX,__ : (11)

=1 "%

f,

Ademss, por (7), se tiene que

Sumando (11} y (12}, tenemos

Pero esta ecuacién, cuya tnica variable es ), no tiene solucién en K.

De hecho, si suponemos que existe e I?n tal que

~ 1
Y =1, (13)
i+ (A-1DX;
i#s ’
Y _ ‘P(Xn) = . .
podemos escribir A — 1 = T(—X‘) con p{X,), 7(Xy) € K,_1[Xy], primos relativos.
n—1 T(Xn)

Y con esto, sin = g, (13} queda =z
(13) ; T(Xp) + (X)) X5

Considerando la ultima igualdad en Enﬁl (X_n), donde —I;{’—n_l es la clausura algebraica de I?n_l,
tendremos que si deg p(X,) > 0, existe £ € K,_; tal que (&) = 0y 7(£) # 0 y, entonces,

)
Z O +eOX;

pero 1 < p < s = n. Ahora, si deg7(X,) > 0, existe { € En_l tal que p(¢) # 0y 7(¢) =0y,

entonces,

7(¢) + () X;

1=0
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n—1 1

Por io tanto, A-1e K —1. Pero, por Lema 2.9, ——— = 1 no tiene solucién en
" ; T+ (A=1)X;

—~

Ky 1.
Si, ahora, n > s, (13) quedazn: T(Xn) = 1. Y considerando la igualdad, nuevamente
’ ) 3 . U’T(Xn) +§0(Xn)X?, ) ?

i;s
en ffn_l(Xn), tendremos que si deg(X,,) > 0, existe £ € K,,_, tal que (&) =0y (&) # 0.
De lo que se obtiene, como antes, que n = 1. Por lo tanto, ¢(X,,) = ¢ € Koy y A-1=

T(Xy
Ahora, si deg 7(X,,} > 0, tenemos dos casos:

i} Existe ¢ € En_l, ¢ # 0, tal que 7(¢) = 0 (recordemos que A # 1, luego ¢ # 0), entonces

n—1
_ 7(¢) o)
=2 e X T s =

iF#s .

i) 7(X,) = X2, con 3 € I?n_l vy o & N. Sin perder generalidad, podemos asumir 8 = 1.

Entonces,

n-1 o ~1 i

XQ
1= L+ - .

;XS toXi X8+

i#s
Luego, si evaluamos en X, = 0, tendremos « = 1, pues si no 1 = 0. Pero en este caso,
obtenemos que 1 = 1—_11_(;, lo que sélo se cumple si ¢ = 0. Esto contradice, por Lema 3.4, el

hecho que 7 3 0.

Asi, A-1€ I?n_l. Luego, (13) implica que X, € I?n_l, y tenemos, nuevamente, una contradic-
cion. '
P
Por lo tanto, n # quj. 7 ) 0
j=1 )

-Demostracion del Lema 3.2: Supongamos que el sistema tiene solucién. } .
Por los lemas 3.5, 3.6 y 3.7, se tiene que Ay # 0y & # 0 para todo k € {0,1,...,n}. Por lo

tanto, combinando las ecuaciones (b1), ..., (b,) y (¢) del sistema (4), éste se puede expresar de

la siguiente forma:

;

&= — para 0 <i<mn, i#q,...,q,5

1 (1=),)8

SR/ P Clala j =
4 g‘i‘j_)\qj ':1 )\s )\s(/\s__o)} bara 3 ]-r-'-:p

_77 (1_/\5)9
\ 55_/\_3[1+m)\5—9 :'
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donde ¢ = Z—_-

Sumando todas las ecuaciones y dividiendo el resultado por 7, se obtiene la siguiente ecuacién,

cuya Unica variable es A

o1 8(1-2), + A0
=3t 20— ) : o

i=0 "¢

Claramente, si el sistema (4) tiene solucidn, entonces la ecuacién (14) debe tener una solucién
re K.
~ Xn
Escribimos. A — 1 = (
T(Xn)’
Reemplazando en (14), tenemos

n T(X,) 0(Xn) T(Xn)  [7(Xn) + (7{Xn) + 2(X0) X)(0(X,) - 2)]
ZT Xo)+ oK) Xs  T(Kn) + (X)X [ 7(Xn) + @(Xn) X5 — T(Xn)0(X,0) }—1 (15)

*G

donde ¢(Xy), 7(X,) son primos relativos en Kp,_1[X).

=

_ P T{Xn)
con B(X,) = ; X)) + o(X) X

Consideramos la igualdad (15) en En_l (Xn) (?n_l es la clausura algebraica de I?n;l) ¥ tenemos
que si deg p(X,) > 0, entonces existe & € K,_; tal que w(€) =0y 7(&) # 0. Luego, #(£) =
{15) queda

L p7(®) r(e) +7(&)(p - 2)} o

= M K. | e -rer |- TITP
Pero n > s > p. Por lo tanto, go(Xn):gaef?n_I,cp#OyX—'l =Y
7(Xn)

Abora, si deg 7(X,) > 0, debemos considerar por separado los casos n > sy n = s. Y, en cada
uno, debemos estudiar lo que sucede con (135) cuando 7(X,,) tiene raices no nulas en ?R_l y
cuando 0 es su (nica rafz. En la dltima situacién, es claro que podemos suponer 7(X,,) = X2
para algin a € N. -

Asi, suponiendo-n > 8, tenemos dos posibilidades:

i} Existe ¢ € ?n_l, ¢ # 0, tal que 7(¢) = 0. Entonces #({) = 0 y (15) queda

(Y P I
SO+ eXs (O +eC pPXE
~ o F Xo
i) N—1= - =N"__n
i) A-1 Xa’ con o € N. Luego, HX,,) ; X3+ %y, y (15) queda

_ Z X3 X2l (Xa) XS [X;-: + (X2 + pX,)(8(X0) - 2)
T2 Xetox, T x5 Vb Xo+oX,| Xe+eX,-X20(Xy) |

i=
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Evaluando en X, = 0, tenemos que « = I, pues si no, 1 = 0. Pero, en este caso, tenemos

1
que 1 = m, pero @ £ 0.

Por tanto, si n > s, concluimos que 7(X,,) = 7 € K,_,. Luego, #(Xn) =0 K,y (15) implica
que X, € I?n_l, lo que no es posible.
Ahora, en el caso n = s, tenemos dos posibilidades también:

i) Existe ¢ € ?Sﬁl, ¢ # 0, tal que 7(¢) = 0. Entonces 6(¢) = 0 y (15) queda

s5—1
_ 7({) 7(() 0
=2 O +eX: (O +el gD

i=0
- @ = Xe
i) A—1=—, N. L , B(X,) = e m— 15 d
if) Xa con o € uego, 6(X,) le Xo t oX, y (15) queda
- i‘ Xe Xa1 0(X) X1 [Xsa—l + (X3 + ) (0(X,) - 2)]
P XetpXs  X&'4eo X liho &4 o — X2 9(X,)

Y, nuevamente, al evaluar en X, = 0, tenemos que @ = 1, pues si no, 1 = 0. Pero, con

1
=1 obtenemos 1 = T lo que sélo se cumple si ¢ = 0.
©

Por tanto, también en este caso, concluimos que 7{X,) =7 € Ko yque 0(X,) =8¢ K, .
Con més trabajo algebraico que en el primer caso, también se prueba que, entonces, {15) implica
que X, € K,_1. Por tanto, la ecuacién (14) no puede tener solucién en K, y el sistema (4)

tampoco, lo que concluye la demostracién. a

Asi, hemos establecido la veracidad del Teorema 3.1 y, por tanto, probamos que la familia infinita

de operadores de tipo By , contiene sélo operadores acotados, autoadjuntos e indescomponibles.
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3.2.  Operadores del tipo B,,,.

En esta seccién presentamos otra familia de infinitos operadores acotados y autoadjuntos que

son indescomponibles.

o>
1 .
Sean p,g,r € Ny, con p < g < r y r > 3. Usando, nuevamente. v = E <. eg, definimos la
k
k=0

funcién ngT :{ei:i e Ng} — E por:

1 .
ngr(ei) = Ale;) =u+ (1 - Z) e;, para t # p,q, 7,7 + 1.
1 1 i
0 _ —
quf(ep) = A(ep) - Z e = U+ (1 — E) €p — Z Cp.
i 1 1 1 1
0
qu,.(eq) == A(eq) — X_.,. Cp — m Cry] = u -+ (1 - 3{;) Cq — Z Ep — m €r41.

1 1 1 1 1

G

R RS L LRI G LS s T
1

1 1
ngr(ef-l'l) = Aler41) — X €g =U-+ (1 - ) Eri1 — fq g

q r+1
Nuevamente, para todo ¢ € No, tenemos que || Bp.(e;) || — fjes]l = 0. Luego, BY,, se extiende
linealmente a un elemento de B(E), Bpy : E — E tal que para todo z € E se cumple
[ Bpgr(z){| = |lzlf = 0 (ver Lema 2.7) y, por tanto, B, induce operadores en todos los espacios
residuales.
Su matriz con respecto a la base candnica es:
( 1 oo 1 e 1 e 1 1
1 1 1
X; ! X, 0% —p
1 1
XL,- g .- 1 )_}1_ v —
1 1
X.,.+1 “es m e 0 ves X,.+1 <_?~+1
T
P g Fordl

que cumnple la condicién (2), luego Bpgr también es un operador autoadjunto.
Con un procedimiento anélogo al desarrollado en la seccién 3.1, se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 3.8 B, es un operador indescomponible.
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Para probar esta afirmacién basta ver que ninguno de los operadores inducidos por By, en los

espacios residuales tiene vectores propios.

Para cada n € N, consideramos (E;,;:) : E — E, y, para abreviar, anotamos B, : (‘é;;)n
St n < r, entonces Bﬂ = An ¥, por tanto, el operador inducido no tiene vectores propios.

Sin = r, entonces Bn = (Bfg?)n con @ = {p,q} y por lo visto en 3.1, este operador inducido

tampoco tiene vectores propios.
Mostrar que B, no tiene vectores propios cuando n > r+1 requiere més trabajo. A continuacién,

presentamos un esquemd de esta demostracién.

Escribimos @ = Z — ek y, entomnces, Bn queda definido por:

-+

m)
II
&)

1- )ez, paral0<i<m, i£pqrr+1

u

ﬂ>)
H
£)
+
TN /:\ AN
'3 [l
\.__/
; IH
™

@) =a+(1- 1 s LIPS
6 =u - - e

T " Xr+l T
5oy ~ 1 L.
Bn(er)z‘u-i-(1—2‘)67-—??6};—)—(;8@..

~ 1 1
By (1 e Lo
n(€r41) = U+ ( Xr+1) Ert1 X, “

T .
Asl, 0£ T = E &xex es vector propio de By, con valor propio correspondiente a A si y sélo si
k=0

'n. 1 it ~ . )
Z X ij‘ei - ‘fp +&g)er — %i—leﬂ-l ;’;—p (57" + §r+1)eq ={A-1) Zé’s-ee

i=0 t i=0
J#z

K2
De donde, si anotamos n := Z{i yA =14+ (A=-1)X;, parat =0,...,n, obtenemos el sistema

=
con indeterminadas £p,&1,...,8, ¥ A .

[ MNé&i=7 para0<i<n, i Zp,q,r,7+1.
Apbp & =1
< Aq£q+£7" +§7’+1 =T (16)

Arér +&+E=m1n
Arirbrr1 HEg =17

.

Asi, B, tendra vectores propios si y sélo si el sistema (16) tiene solucién en £,,. Pero tenemos

el siguiente resultado.
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Lema 3.9 Si el sistema (16) tiene solucidn, enfonces:
i) n#0
i) n#&
W) n# &+ g
w)n#E L+
v n# &
La demostracién de este lema es anéloga a las de los lemas 3.5, 3.6 v 3.7.
Entonces, si suponemos que existe una solucién del sistema (16), tendremos que Ay £ 0y & # 0
para todo k. Por tanto, el sistema se puede expresar como sigue:
( n

51.:)\_ para'?:%pag’:rﬂr—l_l
~-—"—[1+ (Ap +)\q—,\pAq)A,n+1-~1 }
1 I:1+ p(l— q)(/\ +Ar+1 -f“A (1'1"/\1--;-1)_1}
{ &=3, A Crghe et = Ar — A1) — Aghrgt + 1

£ = U 1— i _ l . )\3(1 - ’\q)’\r + (APAq — )‘p " Aq)(l - }‘p/\ﬁLl - )\q}‘r+1)
g N A ArgPog A Arss — A — Api1) — Aghrar + 1]

froy = n [1 1 Ap(1—=Ag)(Ar + App1) + Ag(1 4+ Apsq) — 1 }
L Arat Ag Agp(AgArArsr — A = A1) — AgArar + 1]

Sumando todas las ecuaciones y dividiendo el resultado por 7 # 0, obtenemos la siguiente
ecuacién en la variable A:

1 1 1 1 g

BE = FYRNS VS W Wl v S WO W WD Wy wevy s v wepr LI LY
donde
6 = (Ar+1 o 1)[)\?’(1 — )‘q)(’\'r + )\T-H) + Aq(l + ’\1"+1) — 1]
AgAr+1
b Dot A= AAN -1 AZ(1 = A0 + (ApAg = Ap — AL — Aphryr — Aq)\,.ﬂ).
Ap ApAghs

Pero si el sistema (16) tiene solucién, debe existir A € K,, que satisface la ecuacién (17).
(X n)

7(Xn)
plazamos en (17} y siguiendo procedimientos andlogos a los de la demostracién del Lema 3.2,

Como antes, escribimos A — 1 = con p(X,), 7(X,) € Kﬂ_l[ ], primos relativos. Reem-

obtenemos una contradiccién. Con esto, tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.10 El sistema (16) no tiene solucidn.

Por tanto, §n, n > r -+ 1, tampoco tiene vectores propios. Y se establece el Teorema 3.8.
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3.3. Los espectros de Bg y de By

A continuacion, probaremos que los espectros de cada uno de los operadores de tipo Bg,s y de
tipo Bpgr, al igual que el de A, contienen exactamente un punto.

Hemos probado que estos operadores son indescomponibles. luego. no tienen vectores propios.
Por esto, se tiene que para todo A € K los operadores de B(F), Bgs — Al v By — A son
inyectivos. Entonces, podemos aplicar el Lema 2.8, segtin el cual un operador inyectivo C € B(E)
es invertible si y sélo si el conjunto {||C(e;)lf — |le;]] : 1 € Np} esta acotado superiormente en T

Ahora, para cada A € K fijo, los conjuntos

Ros = {(Bg.s — AD){es)|| — llell - 1 € No}

Rpgr = {||(Bpgr — AD)(ex)|| — llesfl : i € No}

difieren en un nimero finito de elementos con el conjunto
Ry = {(A—AD{e:)]| - llel| : i € No}.

Luego, Rgs ¥ Rpgr son acotados superiormente en I' si y sélo R4 lo es.
Asi, por el resultado de [3] que presentamos en el Teorema 2.13, tenemos que spec{A) = {1}.
Entonces R4 estd acotado inicamente cuando A = 1. Todo lo anterior prueba. el siguiente

resultado.

'Teorema 3.11 Todo operador B perteneciente a alguna de las familias de operadores definidas

en las secciones 3.1 y 3.2 cumple
spec(B) = {1}.
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4. Las subélgebras de B(E): Bqs y Bpgr

Al igual que A, cada uno de los infinitos operadores definidos en las secciones 3.1 y 3.2, da origen
a una subdlgebra de B(E). Para cada operador de tipo Bg s tenemos el dlgebra

Bgs={CeB(E):CBp,= BgsC}, (18)
y cada operador de tipo B, origina el dlgebra
Bpgr = {C € B(E) : CBpgr = By C'}. (19)

Por el Lema 2.14, resultado demostrado en [3], tenemos N

Lema 4.1 Si los operadores C, D en By, (resp. en Bpgr) coinciden en algin vector no nulo,

entonces ' = D,

Este lema tiene dos consecuencias inmediatas. Primero, claramente, un operador no inyectivo

de Bg,s (resp. en By, ) coincidiria con el operador nulo en un vector distinto de cero. Luego:

Corolario 4.2 Todo operador no trivial de Bg s (resp. en By ) es inyectivo.

Y como un operador B que esté en alguna de las familias presentadas en las secciones 3.1 y
3.2 coincide con cualquier otro operador C' que también esté en una de las familias en infinitos
vectores de la base candnica, tenemos que B sélo pertenece al 4lgebra generada por él y, por

tanto:

Corolario 4.3 Cada una de los infinitas subdlgebras de B(E) presentadas en (18) g en (19) es

distinta de las demds.

Ahora, también tenemos que cada operador de tipo Bg s o de tipo By, coincide con A en
infinitos vectores de la base canénica, entonces cada una de las 4lgebras presentadas en (18) y
en (19) es distinta de A. Pero se puede establecer un resultado mucho mas fuerte. A continuacién,

probamos que la interseccién de cada una de estas dlgebras con el dlgebra A es trivial.

Teorema 4.4 Seanp,s €N, conl <p<syQ={q,...,g} con cada g; € {0,1,...,s—1} y

g < g2 <--- < qp Entonces _ :
. ANBgs={al:a€ K}.

Demostracién: Sea Kg ; € B(E), el operador definido por:

Kosle)) =0 parai# q,...,¢p, 5.
1 .
Kgsleg) = ~ % s pataj=1,...,p.

5

L |
Kauled ==Y 5 e
7

j:

—_
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Entonces, By s = A+ Kg,s v, por tanto, C € By s N A siy sélo si C conmuta con A y con Kgs.
Por las propiedades de la subalgebra A, vistas en 2.3, sabemos que C' es autoadjunto. Asi, si
o0

ponemos Cleg) = Z Cik€;, por Lema 2.5, tendremos para todo par de elementos i, k € Ny,
i=0
Cip Xy = Cpi Xy (20)

Determinaremos las condiciones para que C € A conmute con Kg,s- Para esto, calculamos:

o] P
Ko s(Cler)) = Z cinKgs(ei) = Z CijKQ,s(ech) + oK g,s(es)
i=0 =1
1P P ,
= - f ZCijeS — Cak Z »j(:-—eqj para todo k € Ng.
? =1 g=1""%
Y
C{Kos(e:))=0€ E para i # qi,...,gp, s.
1 1 o ,
C(Kq,s(eq)) = 5. Cles) = a > cisei paraj=1,...,p.
? 7 =0
Py © P
C(KQ,s(es)) = Z X—C(eqj) = - Z Z X—Ciqui.
g=1""% i=0 j=1 " U

Igualando las iméagenes de cada vector de la base y usando (20), obtenemos:
(1) cs5 = ¢js = 0 para todo j # qv,. .., qp, 5.

. Xs .
(i) csqy = Cog = -+ = Csq, (=: @} y, por tanto, c,,5 = X @ paraj= 1,....p.
¢

7

P
(iii) }:chj == 0 para todo j # q1,...,¢p, 5.
k=1

P
(iv) ZC‘M‘H =g paratodo j=1,...,p.
k=1

o0
A
Ahora, si escribimos C/(eg) = Z %ek, entonces, por Teorema 2.16, paran > 1,
k

k=0
Xn An Ak .
== (X, -1 — — (X, — 1)==
Chene X _X, (( n )Xn (Xi 1)Xk), sik+#n (21)
M)\_i_th‘_:}_(A,_/\) (22
Cnn = AD . Xn“Xj ¥ n) )
J#0m
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Por las condiciones (i) y (ii), tenemos que
P 1
Cles) = aX; Z 5 e + Cogly. (23)
i—1 %

Con esto determinaremos A para todo k € Ny, obtendremos C{ep) y, por Teorema 2.16, ten-

dremos determinada la imagen bajo C de la base candnica.

Primero, consideramos el caso en que ¢; # 0.

Por (i), 0 = cgs = csp = YS’ luego As = 0. Ademds, por (21), {22) y (23), tenemos:
Xs /\k
s Para k# 0,(]1,...,(];,,8, Crg = 0= m ((X:,- — ]_) -0 - (Xk — 1)3(:)

Luego, (X — 1)Ax = 0. Y por tanto, Ax = 0 para todo k # 0,q,... » Gp.

» Si k= g; para algtn j € {1,...,p}, entonces

GXS X,s ( q
Cois = = (Xs—1) 0 (X, —1) z
q5 qu Xs_qu 5 qj qJ
Por tanto, A, = 5 X% =1
or tanto, Ay, = 1-%, o paraj=1,...,p.
X.— X,
= Por dltimo, ¢z = Ap + Z X, ( 0)—)\0+Z : qu. ( IS_X:')G[.
70,5 i ;

Luego, Ao = ¢g5 + a( X,

Y tenemos todos los Ax en términos de a y de cgs.
Utilizando ahora (21) con n = s+ 1, tenemos que para k # s + 1

. _ X (1 - X
k(st1) Xpe(Xsp1 —~ Xs)

Y la condicién (iii} obliga a que

0= Coifsrt) = Xs+1 €
;%(H) " ZX Xa+1 = qu)

p Xs — Xq:‘

. P P
# 0 (Si no, X, = 0). Por lo tanto, a = 0.
e o S
L5

Entonces, A\g = css y A = 0 para k > 1, es decir, Cleg) = ¢45 €0 = 55 (). Y como, claramente,
cssI € A, por Lema 2.14, C = c,,1.

Pero

.. A
Si, ahora, ¢ = 0, entonces por (ii) a = ¢y = 5, = »Xf’— Por tanto, A; = aX,.
s -

Usando nuevamente (21), (22) y (23), obtenermos:
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Xs—1

n )= X, 1 aX; para k #qg1,...,qp, 8.
» Ay, =aX;para j=2,3,...,p
1

» )\q] = Cgg +CI(XS — 1)2 1— Xk.

k#q1,eGp,8

Ademas, por (21), se tiene que
X.s-}-l /\k
5 = Xs—}- — (X —1)— ’ do k + 1.
heen = g (= D= 0 - 1) cuando k # s

. Xs1(Xs — Xg)a N .
En particular, ¢ = paral=1,2,...,p. Y, por (iii), se debé cumplir
P QI(S+1) th (X3+1 _ qu) Y b ( ) b

0= 3 e = e 3

= iy = aX, .

o qis = KXo (Xer — Xm),
A

Luego, nuevamente, a = 0 y C(eo) = ces€0 = ¢55f(en). Y en este caso, también se tiene que

C = cgel.
Es decir,
AﬂBQ,S-‘—‘ {O{ I:xe K}
en ambos casos. Esto termina la demostracién. - O

Un resultado andlogo se obtiene para las subélgebras originadas por operadores del segundo

tipo.
Teorema 4.5 Sean p,q,r € Ng, conp < g <r yr > 3. Entonces
ANBpgr ={aT:ae K}.

Demostracién: En este caso, sea Kuq € B(E) el operador definido por:

Kpgre;)) =0€ E 7 -para todo @ # p,q,r, 7+ 1
- Kpgr(ep) = _Xir €r

Kpgr(eq) = ‘”XLT € — X,:_l €rt1

Kpgr(er) = ——-5(1; ep Xiq eq

Kpgr{eri1)} = —')%;" €q
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Luego, Bpyr = A+ Kpgr. Y para determinar los elementos de 4 que commnutan con Bpgr, basta

exigirles que conmuten con Kpgr.

n

Si C € A, entonces C es autoadjunto y, nuevamente, si Cleg) — Zc'“f e; entonces se cumple
i=0
(20) para todo par 4, k € Ng.

Ahora, queremos que CKpyr = KperC. Pero,

oc
Kpgr(Clex)) = > einKpgr (e5)
i=0
crk Crk + Clr+1)k Cpk + Cak Cok
= —— €y — Eg — €r — €rt1, keN
Xp P Xq 7 Xfr XJ‘-H A ( 0)
¥y
C(qur(Ei)) ={ pé‘ra ¢ %p,q,?",?“-,- 1
1 o 4]
- C{Epgr(ep)) = “‘Z : Cir €;
1 -
C(qur eq Z Cip €5 — X Zcz(r+1) €4
Xy =0 =0

O(qur(ef)) = —f }: Cip €; — Fq g Ciq €
C(qur (er+1 Z Ciq €i

Luego, los coeficientes de C' deben cumplir:

(i Sikelpgrr+l1}ty J & {p,q,r,7 + 1}, entonces ¢; = ¢, = 0.
- X X '
(i) cpp = (fq - ”X”?“;?F_l) Crir41) T C(T+1)(1'"+1)'

({il"} eqp = Cr(r+1)-

(iv’) cqq = Cr(r+1) T Clr+1)(r+1)-
X X. X
(v} erp= (j{i - Fi) Cp(r41) + ffcq(rﬂ)'
. X X,
(Vi) Crg = Ych(r+1) + Ych(r-i—l)-

.y Xq Xr
(vil’) e = fp - X, 1 ey + o))
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[o. 0]
A
Ademds, si escribimos C'(eg) = Z X———kek, tenemos que (21} y (22) son vdlidas para n > 1.

k
k=0 :
Para determinar C, nuevamente debemos considerar dos casos. Primero suponemos que p = 0.

Por (i), Cleg) = conen + cgo€q + croer + C(ri1y0€r41, €s decir, Ay = 0 para todo k # 0,¢,7,7 + 1.

Por otro lado, usando (ii’}, (iii’"}, (v’) ¥ (20), obtenemos respectivamente:

Xy

Ag = (XG‘ - X—-{-—l) Crir+1) 7 Clra 1) (r+1)

A(;! = qur('r+1}
Xr
A = (Xq - :f:;) Co(r+1) T XqCq(ri1)

Arsl = Co(ry1)

Con esto, hemos determinado C sdlo en funcién de Co(r+1)s Cq(r+1)s Cr(r+1) ¥ Clrp1)(r41)-
Ahora, nuevamente por (i), C{e;41) = Co(r-+1)€0 F Co(rt1) €q + Cr(ra1)€r + Clr 1) (r41)€r+1 ¥ Usando
(21) y (22) para n = r + 1, obtenemos:

. Xrt1 ( Co(r+1) )
« Sik#0,qrr+l, 0=——rtl _fix o) o 1y o).
700 Xry1— X (Kra )Xr+1 (e =1)

Luego, Co(r+1) = 0= AT+1.

: XT 1 A
S0 aem= e (G —1)-0- 06— D3 )
X‘r‘+l(Xq - 1)

Luego, cyira1) = —0——— Crira1)
g . g(r+1) Xq = Xyi1 {(r+1)

e Poriiltimo, sik=r+1,

Xey1—1 ’
Clri1)(r+1) = Ao+ Z — X (A5~ Apg1)
j#0 1 CTH y
XT X'r+1 -1 Xr+1 -1
Xg— 5} ey F Cratyirny) + Ag +

A

Reemplazando A; y A en la tltima igualdad, tenemos

Xr XX —1) [ Xpp (X —1)D
0=(X,— 4 A 1+ z Crirt1)-
( K XT-I-I Xr+l - Xq X’r - Xr+1 rir+1)

[

e

p

Pero p # 0 (si no, Xy =0). Por tanto, ¢, 1) = 0y Cyry1y = 0.
Entonces, C(eo) = c(ri1)(m11) €0 = cpranyrrnyI(€0) ¥ C = crpyprn -
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51, ahora, p # 0, nuevamente se tiene que
Clert1) = cprrn)p + Copre)€q + Crrb )Er + Clrat)(r41)Ert1-
Y utilizando (21) y (22) para n = r + [, tenemos:

» Sik#0,pqrr+1,

X1 Arp e
0= =2 (X —1 — (X~ 1)k
He T X=X (( Ho Uy T Ee Uy,
Ak- _ .1\7-+] . - -y
Luego, (X — 1) = (Xpp1 ~ 1) = (Xr41 = L)eprinyo = 0 (por (1))
X X
Por tanto, A, = 0 para todo &k # 0,p,q,7.
- Xr41 Ak
» R L X’I‘ — )= —1y=1. -
Sik € {p,gr}, entonces cpryqy XX, (( +1—1)-0— (Xi )Xk)

Xe(Xr1 — X))

Luego, M, = Chir41) Cuando k = p,q 6 7.

Xrt1(1l — Xi)
. Xpp1—1
* Por dltimo, ¢irypyriny = do+ Y ﬁ(%’ ~0).
r )

J#0r+1
Luego,

Xr-i—l ~1 X X X
Ao = X1 (Xp i 1 Cp(r+1) T X, j 1 Cq(r+1) T f::—l Cr(f-+1)) + Clr1)(r41) -

Con lo que ya tenemos determinada C en funcién de Cp(r+1)» Ca(r+1)1 Crir+1) ¥ Clr41)(r+1)- Final-
mente, usando nuevamente (i’) y (21), tendremos para k £ 0,p, ¢, 7,7 + 1:

X A
Okap:)_(;:ka((Xp_l)fim(Xk_l)o)

X A
0=qu=3;;f—xk((Xq—l)ﬁ——(le)-O)

X Ar
OZCkr—m ((Xr—l)?’r—(Xk—l)U)

Lo que implica que A, = A, = A, = 0 y, por tanto, Cp(r+1) = Cq(r+1) = Cr(r41) = 0.
Ast, Cleg) = ciryyrry{en) v C = epynpend.
Y tenemos, también, que

Bppr NA={al:a€ K}

Lo que establece el teorema. 4d
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