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CAPITULO
UNO

Preliminares

A través de la historia el hombre a sido cautivado por la naturaleza y los cambios que
ésta sufre. Estos cambios han motivado a la humanidad en emprender un camino gue busca
explicar dichos acontecimientos, aunque en la mayoria de los casos sélo es posible referirse
al acontecimiento propiamente tal y no a sus razones o consecuencias. Nuestro mundo
estd sujeto a constantes cambios y esa es la idea fundamental que a inspirado muchas
teorfa fisicas y matematicas. Ya desde la época de Aristételes los filésofos percibieron los
incesantes cambios que acontecfan a su alrededor, motivando asi el estudio del movimiento,
dando nacimiento a la Mecénica. La formalizacién de esta teorfa se la debemos a Newton
en el siglo XVIII, teorfa que hasta nuestros dias es conocida por Mecanica Newtoniana. La
Mecénica Newtoniana busca modelar aspectos globales de la evolucion de los fenémenos,
a partir del conocimiento local que se tenga de la misma. En la Mecsnica Newtoniana
podemos distingir dos fenémenos: la cinemdtica que estudia el movimiento de los cuerpos
sitt considerar las cansas del mismo, y la dindmice que estudia las causas del movimiento,

Las Ecuaciones Diferenciales han sido la principal herramienta que ha permitido el
estudio del movimiento de los cuerpos. La Segunda Ley de Newton asegura que la causa
del movimiento estd asociada a una fuerza externa, que es proporcional a la aceleracién
alcanzada por el mévil. La constante de proporcionalidad es la masa del cuerpo:

F(t) = ma(t).

Supongamos que la posicién de un mévil en un instante ¢ se representa por un punto z(t)
en el espacio. La ecuacién diferencial que modela la dindmica del mévil n-dimensional,
segln la segunda ley de Newton, est4 dada por

mi(t) = F(1) (1.1)

siendo i(f) la segunda derivada de z(t) respecto a ¢. La ecnacién diferencial (1.1) es
conocida en la literatura por la ecuacidn de movimiento y modela la dindmica del mévil.
En general, la fuerza F puede depender de la posicidn, la velocidad y el fiempo usando
asi la notacién F(t) = F(t, z(t), #(t)) siempre y cuando no haya confusiones. En la teoria
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de ecuaciones diferenciales, la ecuacién (2.1} se puede reducir a un sistema de primer

orden
(1) = y(t)/m
y(t) = F(¢)

que admite soluciones locales, en caso de existir, para condiciones iniciales z(0) = zg
y ¥(0) = yo. Asi, a partir del comportamiento local del mévil, es posible determinar el
movimiento o dindmica del mévil en torno de una vecindad de las condiciones iniciales.
En adelante diremos que una solucién a la ecuacién diferencial (1.1) es global si z(t)
estd definida para todo real ¢. Asf mismo, diremos que z(t) es tnica si es la inica solucién
a la ecuacién (1.1) para condiciones iniciales dadas.

Si el mévil es considerado como una particula puntual de masa m = 1, la ecuacién
(1.1) modela la trayectoria de una particula que se ve enfrentada a una fuerzs externa F.
La trayectoria de esta particula depende de dos pardmetros: posicidn y momentum. Estas
dos cantidades determinan la trayectoria de una particula, es decir, dados (g, p) € R*xR»
es “posible” determinar una solucién z{t) a la ecuacién de movimiento tal que z(0) =g¢
¥ ¥(0) = p. Hemos de notar que es “posible” la no existencia de una solucién z(t) a la
ecuacién de movimiento que satisfagan la relacién z(0) = ¢ y y(0) = p. Més aun, en el
caso de existir, puede no ser la tnica. Los fenémenos que resultan de interés para esta tesis
estdn asociados a fuerzas F que engendran soluciones finicas (al menos en una vecindad
de la condicién inicial), de este modo, y salvo se especifique lo contrario, supondremos que
las fuerzas externas generan soluciones tinicas en vecindades de las condiciones iniciales.

Un fenémeno de estudio dentro de Ia mecdnica Newtoniana es el Scattering Clasico. El
Scattering Clasico compara dos dindmicas diferentes para el mismo sistema: la dindmica
dada y la dindmica “libre”. Este es el primer problema que encontraremos, precisar una
definicién de “dindmica libre” la cual debe ser determinada en cada caso individual.
Las caracterfsticas que estos sistemas dindmicos libres tienen en comuin ser mas sencillos
que los dindmicos dados y generalmente conservan el momentum del sistema fisico. El
fenémeno de Scattering puede ser visto como una rama de la teoria de perturbacién, es
decir, la dindmica dada no es més que una perturbacién a la dinamica libre. En adelante
nos referiremos a dindmica perturbada en vez de dinamica dada.

Sea X un subconjunto de R x R, que denominaremos el espacio fase, tal que todo
elemento en X tiene segunda corrdenada no nula. Denotaremos por 2 todos los elemento
de X tal que el problema con valores iniciales asociado a la ecuacién (1.1) admite soluciones
globales y unicas. Definamos la familia de operadores T(t) : £ «+ R™ x R™ por la relacién

T(t)(q,p) = (z(t;9,p), 2(t; ¢, p))

siendo z(t) = z(¢; g, p) la dnica solucién global a la ecuacién (1.1) para condiciones iniciales
z(0) = g y £(0) = p. De este modo, la dindmica de particulas que obedecen la ecuacién
(1.1) quedan enteramente caracterizadas a partir de la familia de operadores T (t) y el
conjunto £}, ya que a cada esiado (g,p) € Q le corresponde una trayectoria T'(t)(q, p)
que determina la evolucién de la particula. La familia de operadores T(t) resulta de
vital importancia para representar la dindmica Newtoniana en espacios de Hilbert. En
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la siguiente seccién nos detendremos para “observar® como se realiza este proceso, y la
importancia que conlleva en el estudio del Scattering Clasico.

1. Teoria de Koopmann

Consideremos § el subconjunto de ¥ tal que el problema con valores iniciales

i(t) = F(t, z(t))
£(0)=p
z(0) = q

admite solucién global y tinica. Asi la familia de operadores T(¢), definidas anteriormente,
determina la trayectoria de una particula para cada estado (g,p) € Q2.

Un resultado que tiene mucho interés en el Scattering Clésico se lo debemos a Koop-
mann {7], quien inyecta la dindmica Newtoniana definida sobre el espacio fase {1 en un
espacio de Hilbert H sobre el cual la dindmica Newtoniara tiene su analoga en una
dindmica cudntica. A continuacién eshozaremos, si entrar en detalles, la construccién de
este espacio de Hilbert y la dindmica cudntica asociada.

Consideremos el espacio de Hilbert L2(Q) con la medida de Lebesgue y definamos la
familia de operadores lineales U (t) por la relacién

U f)e) = f(I(-t)o)

para toda f en Cg°(f2) de funciones infinitamente diferenciales que CONVErgen a Cero en
infinito. Esta familia de operadores U(t) se puede extender continuamente a un grupo
unitario sobre todo L*(12), es decir ||U(¢)} = 1 donde la norma es tomada en el espacio
de los operadores lineales continuos de L?(2) en si mismo, cada vez que la familia de
operadores T'(t) sea invariante bajo la medida de Lebesgue, o sea T(£)() difiere en medida
cero con {}. La prueba de esta afirmacién es consecuencia del hecho que el Jacobiano

asociado a la transformacién T(—t) es igual a 1.
Sea A(t) la matriz Jacobiana inversa asociada a la transformacién T(—t), luego A(t)
satisface la siguiente ecuacién diferencial A'(1) = —®(—¢)A(t) siendo

o(t) = ( Fy(t?’ﬂ(t)) (1) ) '

Gracias al teorema de Liouville en ecuaciones diferenciales se tiene que
det(A(£)) = e~ o r®=Dds doy A(0))

donde det(A) es el determinante de la matriz A, y tr(A) es la traza de A. Como la matriz
®(—t) tiene traza cero, luego det(A(t)} = det(A(0)) = 1. De este modo,

I a)[?de = DAAG N dr = N2dr
fg () ()] f o FORIAT / ()
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lo que permite extender U (¢) a todo L?(2) con norma unitaria dada la densidad de C3e ()
en este espacio de Hilbert. Mas aun, es posible probar que U{t) es un grupo unitario
fuertemente continuo [2], permitiendo asegurar la existencia de un operador autoadjunto
H definido sobre L2(Q) tal que

U(l';) —_ e—itH ,

resultado que debemos a Stone [2]. Asf la dindmica Newtoniana que tiene asociado un
operador T'(f) sobre (2 puede ser visto en el espacio de Hilbert L2(£2), con la medida de
Lebesgue, a través de la dindmica Cuéntica que le asocia un grupo unitario fuertemente
continuo U(t). No es diffcil probar que

(Hf)(xvy) = -—z'Vf(:c, y) ) (ya F(Oa 27)),

donde el dominio de H contiene a las funciones infinitamente diferenciables con decaimien-
to al infinito[8]. La ecuacidn de Schrédinger que determina la dindmica cudntica asociada
al operador autoadjunto H estd dada por

2 0(t,2) = Ho(l,)
siendo |4 (¢, )| una funcién en L2(Q).

Volviendo a nuestro problema de Scattering hemos de notar que el Scattering Clasico
tiene un analogo en espacio de Hilbert donde las dindmicas estdn asociadas a operadores
autoadjuntos denominados Hamiltonianos. La teorfa en espacio de Hilbert es conocida
en la literatura por Scattering Cudntico, existiendo un amplio desarrollo de ésta en la
dindmica Cudntica. La importancia de poder representar la dindmica Newtoniana en un
espacio de Hilbert la trataremos en la seccién 3 de este capitulo, y estd asociada a construir
una teoria de Scattering Clisico consistente con su andlogo Cudntico.

2. Fuerzas Conservativas

Cuando la fuerza proviene de un potencial, es decir F(t) = —VV (¢), la dindmica tiene
ascciada una cantidad H que llamaremos Hamiltoniano que, precisamente, es la energfa
conservada del sistema. Es decir, si una particula libre obedece la ecuacién de movimiento

E(t) = —VV (o(t))

entonces H(q, p) = (1/2)p*+V(g). Asi, en lenguaje de Hamiltonianos podemos referirnos
a la dindmica libre a través de Hy(z(t),#(t)) y a la dindmica perturbada a través de
H(z(t), (t)) como cantidades conservadas. De este modo, es pertinente asociar a cada
Hamiltoniano H la familia de operadores T'(t) por la relacién H(T(t)) = E con E cons-
tante. Es decir, el Hamiltoniano libre H, tiene asociada una familia de operadores Tp(t)
mientras que el perturbado /7 tiene asociada una familia 7'(t). Cada vez que una fuerza
proviene de un potencial diremos que la fuerza es conservativa, ya que la energia total del
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Figura 1.1: Scattering

sisterna no se pierde. Un resultado de los cursos de cdlculo asegura que toda fuerza con-
servativa proviene de un potencial continuamente diferenciable, mientras que su reciproco
es inmediato por lo anteriormente expuesto.

Tanto el Scattering Newtoniano como el Cudntico tiene una estructura geométrica, que
relaciona el comportamiento asint6tico de la dindmica perturbada con el comportamiento
asintdtico de la dindmica libre. Més explicitamente, como lo muestra la figura 1.1, la
evolucién del sistema perturbado para un estado dado tiene comportamiento libre para
tiempos al infinito. En el caso del Scattering Clésico la evolucidn del sistema perturbado
estd dado por T'(t)(g, p) entonces existen soluciones al sistema libre T o(t){ax, by} tales que

. [T(0)(a. ) — To(®)(as, bs)| = 0

El operador de Scattering Clasico, que relaciona el comportamiento libre con el pertur-
bado, es un mapeo S definido por la relacién

S(To(0)(a-, b)) = To(0) (s, bs)

As resulta fundamental la existencia y unicidad de soluciones globales tanto para el
sistema libre como su perturbado. Similarmente se entiende el Scattering Cuéntico en
espacios de Hilbert, donde los estados son elementos en dicho espacio y el operador 7'(z)
es remplazado por un grupo unitario fuertemente continuo.

3. Una buena teoria de Scattering Cldsico

En el Scattering Cuantico se dice tener una “buena teoria” si el operador de Scattering
cuéntico es unitario. Gracias a la teorfa de Koopmann y otros resultados conocidos [3], la
unitariedad del operador de Scattering Cuéntico en espacios de Hilbert es equivalente a Ja
invarianza en medida del operador T(¢) definido sobre un subconjunto Q de ¥ que difiere
en medida cero de X. Asf, en el capitulo 3, introduciremos el concepto de asintdticamente
completo, que refleja la idea de invarianza en medida como Scattering para casi toda
energia, salvo un conjunto de medida de Lebesgue cero.
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Sea H un espacio de Hilbert y Hy un operador autoadjunto sobre H. Consideremos la
ecuacién que modela la dindmica libre

Oy
_H
Yor T 0¥

tal que el grupo unitario Uy(t) = e determina la dindmica del sistema libre para
todo estado ¢ € H. Sea H otro operador autoadjunto definido sobre H que determina, la
dindmica perturbada a través de la ecuacién

Bp
ZE = II(,D

siendo U(t) = e™## el grupo unitario que determina la dindmica perturbada del sistema.
El Scattering Cuéntico asociado a estos sistemas determina el comportamiento asintético
del sistema perturbado en relacién al sistema libre, es decir, busca determinar los estados
¢ € H para los cuales existen ¢, € H tal que
Jim Ut — Uo(®)gell =0

La relacién anterior permite definir el operador de Scattering S sobre el espacio de
Hilbert H que mapea el estado ¢_ en el estado ¢,. La teorfa de Scattering Cudntico
nos permite asegurar que en caso de S estar definido sobre todo M, entonces S debe ser
unitario.

En la teorfa de Scattering Clésico resulta, en la mayorfa de los casos, imposible definir
S sobre todo E. Gracias a la teorfa de Koopmann podemos representar el dindmica cldsica
en algln espacio de Hilbert, probando asi que la unitariedad de operadores es equivalente
a la invarianza en medida de la familia de operadores T(t). De este modo, en los siguiente
capitulos, trataremos el problema de Scattering para potenciales V tales que T'(¢) sea un
invariante en medida.



CAPITULO
DOS

Introduccién

Un problema importante dentro de la mecanica clésica es determinar la trayectoria de
una particula. La ecuacidn de movimiento, segiin las leyes de la mecénica Newtoniana, de
una particula n-dimensional est4 dada por la ecuacién

#(t) = F(x()) (2.1)

donde F es la fuerza que acttia sobre la particula. Cuando F (z) = ~VV(z), para algin
potencial V, entonces la ecuacién (2.1) es conservativa en el sentido que

E = Sl + V(s (0) (22)
es constante. La ecuacién (2.1) modela el comportamiento de una particula cldsica que
es afectada por una fuerza F, mientras que (2.2) relaciona la dindmica de la particula
frente al potencial V. Ambas ecuaciones permiten determinar la evolucién del sistema de
una particula al enfrentarse a dicho potencial. La ecuacidn de energia (2.2) es la energfa
conservada del sistema a lo largo del tiempo.

Un problema que se ha tratado con mucho interés a lo largo de los dltimos siglos es de-
terminar el comportamiento de dichas particulas para tiempos significativamente grandes.
La Teoria de Scattering Cldsico ha permitido dar parcialmente una respuesta a esta inter-
rogante comparando la dindmica dada por la fuerza F con una dindmica mas simple (libre)
que, generalmente, conserva energia y momentum. Una de las primeras problemaéticas en
- el Scattering Cldsico es determinar la “dindmica libre”. Nosotros abordaremos dos prob-
lemas a lo largo de esta tesis, que denominaremos Scattering Cldsico en Particula Libre
y Scaltering Cldsico en Campo Magnético. Cuando nos referimos s “particula libre” lo
que estamos intentando decir es que la dindmica libre de una particula estd asociada a
una fuerza constante e igual a cero, mientras que “campo magnético” hace referencia a
dindmica libre con fuerza constante e igual a —1. De este modo, no deberemos confundir
particula libre con particula en dindmica libre, a pesar que en nuestro lenguaje no lo
diferenciaremos, salvo ses necesario.



CAPITULO 2. INTRODUCCION 8

Un aspecto importante, en el cual no profundizaremos en esta tesis, es la relacidén que
existe entre el Scattering clasico y el Scattering cudntico. Pero si es fundamental mencionar
que la caracterizacién de una “buena teoria de Scattering cldsica” estd asociada directa-
mente a una “buena teorfa de Scattering cudntico”. En otras palabras, en el Scattering
cuantico se considera tener una buena teorfa cuando el operador de Scattering cuédntico
resulta ser un operador unitario. Mediante la teoria de K. oopman|7] es posible traducir
la dindmica cldsica a un problema en espacios de Hilbert, donde operadores unitarios en
espacios de Hilbert es equivalente a invarianza de medida (ver seccién 3 del capitulo 1).
Mas explicitamente, una buena teoria de Scattering clasico equivale a definir el operador
de Scattering clasico S sobre un conjunto que denotaremos por D(S) que difiere en me-
dida de Lebesgue cero con R* x R™. El concepto de invarianza de medida es denominado
la literatura por asintdticamente completo, significado en el que profundizaremos en los
capitulos siguientes.

Como anteriormente lo hemos mencionado, nuestro interds estd centrado en el de-
sarrollo de una teoria de Scattering Cldsico que compara las dindmicas asociadas a los
Hamiltonianos Hy = (1/2)(2)? + Vo(z(t)) y H = (1/2)#(£)? + Vo(z(t)) + V(z(t)), con
V' admitiendo una cantidad finita de discontinuidades. En el capitulo 3 abordaremos el
problema de Scattering para Vy(z) = 0 mientras que en el capitulo 4 Vp(z) = 1. En am-
bos casos haremos un anslisis acabado para potenciales V' continuamente diferenciables
con cierto decaimiento al infinito, para luego hacer una extensién el caso discontinuo. El
problema que conlleva el desarrollo de esta teorfa en el caso de potenciales V' discontinuos
es la ausencia de soluciones globales a la ecuacién (2.1) sobre un conjunto “muy grande”
de condiciones iniciales. Teniendo asi, vernos en la necesidad de construir una teoria que
extienda el concepto de solucidn fuerte a solucidn cldsica, Caracterizaremos una familia
de potenciales V tales que el Scattering clasico admita una buena teoria {en el sentido
anteriormente mencionado), determinando una forma explicita del operador de Scattering
Sy su problema inverso, es decir recuperar el potencial V a partir de S. Comenzaremos
haciendo un andlisis acabado del caso continuo, para luego extendernos al caso discontinuo
considerando los resultados precedentes.



CAPITULO
TRES

Scattering Cldsico en Particula Libre

1. Scattering Clasico

Una particula cldsica puede verse afectada por una fuerza F' que provienen o no de
un potencial V. El Scattering clasico busea caracterizar el comportamiento asintético de
particulas perturbadas por una fuerza F (z) = =VV(z), en relacién a un sistema dindmico
libre. En esta seccién y en lo que sigue del capitulo diremos que un sistema dindmico libre
es aquel que no se ve afectado por fuerzas a lo largo de su trayectoria. En la dindmica
clasica dichas particulas tienes ecuacién de movimiento

E(t) =0

para todo real t. En ocasiones resulta ser mds conveniente representar esta ecuacidn a
partir de su Hamiltoniano Hy(z(t), #(2)) = (1/ 2)#(t)* como una cantidad conservada a
través del tiempo. La ecuacién de movimiento de una particula libre tiene solucién para,
toda condicién inicial (g,p) en R* x R™. Més aun, las soluciones son globales, es decir,
estan definidas para todo real . En la siguiente definicién consideraremos el conjunto de
todas las condiciones iniciales que entregan soluciones libres, globales y no acotadas.
Similarmente, la ecuacién de movimiento de una particula perturbada est4 dada por

#(t) = Fo(t)) (3.1)

para todo real ¢{. En el caso que F(f) = —=VV (z(t)), es decir la fuerza F' proviene de
un potencial V, el sistema perturbado tiene asociado el Hamiltoniano A = (1/2)(¢)? +
V(2(t)) cantidad conservada a través del tiempo.

Definicién 1. Definamos el espacio de los estados
S={(g.0) ER"xR" : p£0}

Diremos que (g,p) € % es un estado de Scattering si existe y(f) solucién al sistema
dindmico libre, con (y(0),(0)) = (¢,p), ¥ z(t) una solucién a la ecuacién (3.1}, no nece-
sariamente global, tales que una de las siguientes condiciones se satisface:

9
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(i)
Hm {(z(2), £(8)) — (y(t). §(£))} = 0

(i
Jim {(2(8), £(1)) — (w(), 5(6)} = 0

De acuerdo a la notacién de la definicién anterior, una particula con trayectoria z(t)
que tiene asociado un estado de scattering (g, p) no puede permanecer mucho tiempo en
un mismo ugar. Dicho también de otro modo, la particula est4 constantemente escapando
de la influencia del potencial V, con un comportamiento asintético a una recta de ecuacién
y(t) = pt + q. Evidentemente no todo potencial V' admite que todo par (g, p) € T sea un
estados de Scattering, més aun existen potenciales que munca permiten dicho fendmeno.
Un ejemplo claro de ello, que se deja como ejercicio al lector, es considerar Viz) = z%
Este potencial atrapa las particulas y las hace oscilar en una regién acotada de maners
periddica a lo largo del tiempo.

Un aspecto fundamental dentro de la teorfa de Scattering es determinar soluciones
lnicas y globales, ya que éstas caracterizan de maners Unica el comportamiento de la
particula a lo largo del tiempo. Ast, a cada estado le corresponde a lo més una solucién
del sistema (3.1). Esto motiva la siguientes preguntas jpara qué potenciales V la ecuacién
(3.1) admite soluciones globales y Unicas? y ;cudles de estas soluciones admiten estados
de tipo Scattering? Estas respuestas las desarrollaremos en las siguientes secciones.

1.1. Operador de Scattering

Sin duda alguna el problema de existencia y unicidad para la ecuacién diferencial
£(t) = —VV(z(t)) depende directamente del potencial V. Como lo habfamos mencionado
anteriormente, existen potenciales V para los cuales no existen estados de tipo Scattering.
Entonces determinar una familia de potenciales V que engendre soluciones globales, inicas
y que admitan estados de tipo Scattering resulta ser una tarea fundamental dentro de
esta teorfa. El problema de Scattering que abordaremos a lo largo del capitulo sers para
particulas unidimensionales. Por lo tanto, la ecuacién diferencial a trabajar serg

H(t) = ~V'(2(1)) (3.2)

con V' una funcién definida sobre la recta real.
Si z(t) es una solucién del sistema perturbado que admite un estado de Scattering
(2,p), entonces, vy sin perdida de generalidad, se satisface

t——00

Jm (@) -p)=0 y  lim (z(t)-pt) = q

Una de las primeras consecuencias de esta idea es la ausencia de la presencia del potencial
(que perturba a la particula) para tiempos grandes. De este modo, una buena familia de
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potenciales V para los cuales (3.2) admite soluciones globales, tinicas y con estados de
tipo Scattering son aquellos que tienen decaimiento al infinito, es decir

lim V{z) =20
|z|—o0
En este capitulo consideraremos fuerzas conservativas continuas F(z) = —V'(z) que

satisfacen las siguientes condiciones [4]:

(I) Existe C'> 0y ¢ > 0 tal que para todo z € R,

C

|F(z)] < W

(IT} F(z) es localmente Lipshitz continua en R.

(IIT) Existe r > 0,C > 0y § > 0 tal que

IF() - Fly)| < zle—yl

para todo x, y verificando [z|, ly| > r.

Las hipétesis (I) v (II) aseguran la existencia y unicidad global de soluciones a la
ecuacitn (3.2) para condiciones iniciales dadas [7]. En cambio, las condiciones (I) y (IIT)
aseguran que cada estado (¢,p) € I es de tipo Scattering para ¢+ — Zoo [3]. Estas
afirmaciones serdn probadas en los siguientes teoremas (41

Teorema 2. Sea F una funcién real que satisfoce las condiciones (I) y (II). Luego el
problema con valores iniciales

E(t) = F(z(t))

#(0) =p

z(0)=g¢
admite una tdnica solucidn para todo (q,p) € .

DEMOSTRACION. Consideremos el problema con valores iniciales del teorema. Como F
es localmente Lipshitz, entonces dado ¢ existen r > 0 y K > 0 tales que

[F{z) ~ Fy)] < K|z — y]

para todo |¢g — z| < r, [g — y| < r. Definamos los niimeros reales t1 <ty como las raices
de la ecuacién M2 + 2pt — 2r = 0 y el conjunto

F = {u(t) € Clty, 1a] : llg - alloo < 7}
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donde |F(x)| £ M < oo para todo real x, y C[ty, 5] es el espacio métrico de las funciones
reales continuas definidas sobre [¢1, {2] con la norma del supremos. Definamos el operador
T sobre F por la relacidén

T(z(t)) = g+ pt + fot fos F(z(r)) drds

De la relacién (I) se deduce que ||T(z) — ¢|| < r, por lo tanto el operador T se inyecta en
F. Ademas, para todo z,y € F se satisface
1K
I7@) - TG)le < 2 o =yl
va que F es Lipshitz continua de constante K sobre F. Si T = T D o T eg la n-ésima
composicién del operador 7', se prueba la relacién

HWW@—Tmems%g%-h—mu

para todo z,y € F. Luego existe un natural n tal que 7 es contraccién. Esto prueba
la existencia de un tinico punto fijo z € F para el operador T, que satisface la ecuacién
diferencial con condiciones iniciales £(0) =p y z(0) = q. ]

El teorema anterior nos asegura la existencia y unicidad en vecindades de (g,p) € %.
Dado que estamos interesados en soluciones globales para el caso F = —V' nos gustaria
extender esta solucién a toda la recta real. Si multiplicamos la ecuacién de movimiento
(3.2) por £(t) e integramos entre [0, ¢] se tiene

x(t)
B =242 / Flu)du
q

De esta relacién se obtiene, dado (I), que #(2)* < p? + 2CT, para todo t € [fy, t]. A,
podemos definir los problemas con valores iniciales

2(t) = -V'(z(t)) E(t) = —V'(x(t))
2(0) = p- #(0) = ps (3.3)
z0)=q-r z(0)=q+r

donde
p.=lma(t) vy p.= th’n;l (t)
2

t—t1

Por lo tanto, dada la solucidn z(¢) sobre [t1,1,] es posible extenderse por el teorema
anterior a vecindades cerradas de ¢, y ¢, cada vez que V(g £ 1) # 0y py # 0. Puesto
que es estos casos es posible tener por solucién global x4 (¢} = g4 r para todo real . Una
condicion necesaria pero no suficiente, que se deja como ejercicio al lector, para obtener
soluciones globales y tnicas es que H(q,p) # V(zo) cada vez que V'(zq) = 0.
Recordemos que estamos interesados en determinar una teorfa tal que el conjunto de
estados de Scaftering difiera en medida cero con ¥. En vista de lo anterior, el teorema,
siguiente nos permitird asegurar la existencia de estados de Scattering para todo (g, p) € X.
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Teorema 3. Sea F una funcidn de R en R que satisface las condiciones (I )y (III). Sean
(g,p) € &, entonces existe una dnica solucién (no necesariamente global) de la ecuacién

diferencial
#(t) = F(z(t))
que satisface las relaciones
lim {&(t) —p| =0 y im |z(t) — (pt+4q)| =0
t——00 t——oa
DEMOSTRACION. Construiremos una solucién sobre (—00,T), donde T # ¢/p es un real
negativo que satisface las siguientes relaciones:
(i) Cp~2e ™M1+ &) Yg+pT|¢ < 1.
(i) = C(g)“(”‘s)&‘l(l + 81T < 1.
(iii) {pt| < 4lg -+ pt — 1|, para todo t < T.
Consideremos el espacio métrico completo
F={ueC{—o0,T) : lulle <1}

donde |- {|oo es la norma del supremos sobre las funciones continuas definidas en (—o0,T).
Definamos el operador T sobre F dado por

T(u(t)) = /_; f_m F(g+pr+u(r))drds

Gracias a que F satisface (I) y T satisface (i), entonces [|T(u)||q < M| . Es decir, T es
un operador de F en si mismo. Ademds, la condicién (I) junto con {ii) v (iii) nos dicen
que T es contraccién sobre F, o sea

17(w) = TW)lleo < Yifu — vl

para todo u,v € Fy 0 < v < 1 definido por (iii). Entonces, por el teorema, del punto
fijo de Banach, sigue que existe un tGnico » € F tal que T(u) = u. Ahora consideremos la
funcién continua z(t) definida sobre todo (—o0, T) dada por

z(t) = g+ pt + u(t)

No es dificil probar que x(t) satisface todas las condiciones del teorema, dado que u(t)
decrece a cero cuando ¢t — —co gracias a que ||uflo < 1y F satisface (IIT). |

Como en ¢l comentario del teorema 2, es posible que una solucién que admite com-
portamiento asintGtico a una recta g-+ pt cuando ¢ — ~oo pueda no ser linica, puesto que
al extenderla se tenga #(lo) = 0 y z(ty) = zo con V’(zy) = 0 para algiin real £,
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Gracias al teorema 2 podemos asegurar la existencia de soluciones (no necesariamente
globales) a la ecuacién diferencial §(¢) = F(y(t)) que satisfacen

hmlyt) -t =0y limy(t) = (bt +a)| =0

para (a,b) € ¥ dado. Esta afirmacién es consecuencia de considerar en el teorema la
solucién y(¢) = x(-t) y estado (a,b) = (g, —p). Por otro lado, no es dificil probar que
toda solucién global a la ecuacién (3.2) que tiene comportamiento asintético a una recta
cuando ¢ — —oo debe necesariamente ser no acotada cuando ¢ — +o0c. Mds aun, también
tendra comportamiento asintético a una recta cuando ¢ — +oc. Esta tltima afirmacién
serd consecuencia de lema 7 que probaremos en la seccién 1.2.

Definicién 4. Sea z_(t} solucién a la ecuacién (3.2) que tiene comportamiento asintético
g+ pt cuando ¢ — —oc. Definimos el operador de onda Q0 : 5y — R x R por la relacién

Q.(g:p) = (=-(0),2-(0))

Donde Yo son todos los estados (g,p) € X tales que p* # 2V(zg) con V'(zg) = 0.
Similarmente, definimos Q_ por la relacién

0_(a,5) = (&, (0),..(0))

para z,{t) una solucidn al sistema perturbado con comportamiento asintético a -+ bi
cuando £ — oco.

Es bien sabido [i}] que estos operadores est4n bien definidos y que los conjuntos .
RanW,, RanW_ y ¥ — Eyuna coinciden, salvo un conjunto de medida cero, donde Epound
representa el conjunto de las condiciones iniciales que generan soluciones acotadas de
la ecuacitn (3.2). Los operadores de onda nos permiten caracterizar el comportamien-
to asintético de soluciones al sistema perturbado. Asi, la siguiente definicién determina
explicitamente el comportamiento de soluciones no acotada que tienen comportamiento
asintotico libre.

Definicién 5. Definimos el operador de Scattering S : D(S) — R x R por la relacién
Sw = Q=0 w, donde D(S) es un subconjunto de .

La caracterizacién del dominio D(S) del operador de Scattering depende directamente
del recorrido de los operadores de onda. En la siguiente seccién caracterizaremos el dominio
del operador de Scattering para potenciales definidos sobre la recta real que satisfacen (I),
(IT} y (III) anteriormente dadas. Antes de finalizar esta seccién daremos una definicién
que caracteriza una buena teoria de Scattering.

Definicién 8. Diremos que el operador de Scattering S es asintéticamente completo
si Ran W, RanW_ y ¥ — Ey,0una coinciden, salvo un conjunto de medida cero.
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Esto nos deja la idea, salvo por un conjunto de medida cero, que todo estado en ¥ es
imagen o preimagen de un estado en X. Dicho de otro modo, casi todos los elementos de ¥
son estados de Scattering. Es importante hacer notar que 3 — X ung 10 €8 el conjunto de
estados de Scattering, sino mas bien el conjunto que engendra soluciones no acotadas al
sistema perturbado. No es dificil de probar que asintéticamente completo es equivalente
a que el conjunto de estados de Scattering difiere en un conjunto de medida cero con
2. Esta afirmacién se deja como ejercicio al lector, haciendo mencién al hecho que los
operadores de onda son mapeos invertibles entre su dominio y recorrido.

1.2. Dominio del Operador de Scattering

El dominio D(S) del operador de Scattering .S depende directamente de los recorridos
de los operadores de onda Q.. Esto conlleva a preguntarnos si el operador de Scattering
&, asociado a un potencial V', admite dominio no vacio. La finalidad de esta seccién es
caracterizar el dominio del operador de Scattering asociado a potenciales que satisfacen
(I}, (IT} y (III) de la seccién 1.1. Probaremos que dichos potenciales inducen una buena
teorfa de Scattering, en el sentido que S es asintéticamente completo, es decir Ran W,
Ran W_ y 3 - ¥y ,una coinciden, salvo un conjunto de medida cero.

Un papel fundamental, para caracterizar el dominio del operador de Scattering, juegan
log conjuntos que definiremos a continuacién:

E_={zecR:V{(z)=0yV(z)>V(y), para todo y < z},
E.={zeR: V(z)=0y V(z) > V(y), para todoy > z}.

Estos conjuntos, E_ y £, consisten de los maximos locales del potencial V (z) que
pueden verse desde —oco y +oo respectivamente. Es claro que V(E_) y V{E,) son con-
juntos medibles con medida de Lebesgue cero.

Lema 7. Sea x(t) la dnica solucidn global o la ecuacidn (3.2} que tiene comportamiento
asintdtico pt + q cuando t — —o0. Enlonces existen {(a,b) € ¥ tal que

lim #(t) =b y lim {z(t) —bt) =a
t—vo0

f—ro0

DEMOSTRACION. Sin perdida de generalidad supondremos que p > 0. Definamos [ (1) =
z(1)?/2, que satisface las ecuaciones diferenciales

I(t) = &()x(t)
[(t) = p* — (V'(z(t)) + 2V (z()))

Como F(x) = —V'(z) satisface (I), se tiene que V'(z) y V(z) van a cero cuando z
va al infinito. Ademas, por conservacién de energia tendremos que |z(t)] — oo cuando
t — oo. Entonces existe ¢y > 0 tal que

Vi) +2v @) <&
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para todo t > ty. Luego existen ¢,d € R tales que /(t) > p £+ ct +d, y podemos deducir
que lz(t)| > pt para t suficientemente grande. Asi, podemos definir

b=i(tp) + / F(z ds—hmx(t)

o = z{ts) — bt — ft b f " F(a(r)) dr ds = lim (2(t) - )

/tF(:::(s))ds /t / P(a(r)) dr ds

convergen cuando { — oo, gracias a que F satisface (I) y que |z(t)| > pt para todo ¢
suficientemente grande. [

dado que

Teorema 8. Sea S el operador de Scattering asociado a un potencial V que satisface (1),
(1) y ().
(a} Seap > 0. Entonces (q,p) € D(S) si y sdlo si p?/2 ¢ V(E_).

(b) Seap < 0. Entonces (g,p) € D(S) si y sdlo si p>/2 ¢ V(E,).

DEMOSTRACION. Sea p > 0 con p* < 2||V . Sea (g,p) € D(S) vy (a,b) = S(g,p),
entonces por el Lema 14 tendremos que b = —p. Entonces existe t; € R tal que #(t;) = 0.

Supondremos que existe x5 € E_ con p? = 2V (xg). Por la ecuacién de conservacién de
energia V{(z{t1)) = 2p?, entonces es necesario que z(t;) > zo. De este modo, existe ty € R
que satisface z{fy) = zy. Por lo tanto, el problema con valores iniciales

i) = -V'(z(1))
B(to) = 0

:L‘(tg) =Ty

admite por solucién z(t) = zy, lo que contradice la unicidad.

Reciprocamente, para p positivo supondremos que p*/2 ¢ V(E_). En este caso los
operadores de onda estd bien definidos y el recorrido de Q_ contiene al recorrido de 2y,
consecuencia del Teorema 3 y el Lema 7. La prueba de la parte (b) es similar a lo ya

expuesto. |

Este resultado termina por asegurar que el operado de Scattering S asociado a poten-
ciales que satisfacen (I), (I} y (III) es asint6ticamente completo, v por lo tanto admite
una buena teoria de Scattering.

Un problema interesante es determinar una teoria de Scattering para “alguna” familia
de potenciales discontinuos. En la siguiente seccién, y en lo que resta del capitulo, tratare-
mos el problema de Scattering para dichos potenciales. Abordaremos el problema. que se
enfrenta por consecuencia de la discontinuidad del potencial, determinaremos una defini-
cién de Scattering consistente con el caso continuo y representacién del operador. Ademas
trataremos el problema inverso, que es recuperar el potencial a partir del operador S.
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2. Potencial discontinuo con decaimiento al infinito

Recordemos que el modelo fisico que caracteriza la dindmica de una particula clésica
que interactila con una fuerza conservativa estd dada por la ecuacién diferencial

S0 + V(a) = B

donde V es el potencial asociado a la fuerza conservativa y E la energfa conservada. En la
secci6n anterior hemos probado que dicha ecuacién de movimiento admite solucién global
¥ Unica para una familia especifica de potenciales V.

To

Figura 3.1: Potencial con discontinuidad

Nuestro principal interés es determinar una teorfa de Scattering para potenciales con
un niimero finito de discontinuidades, con limites laterales finitos en la derivada. Sea V
un potencial positivo con una dnica discontinuiidad en = = xp, tal que existen V; y Vi,
positivos, continuamente diferenciables satisfaciendo:

(I) Existe C' > 0y ¢ > 0 tal que para todo z € R,

C

[Vi(z)] < EED

(II) V/(z} es localmente Lipshitz continua en R.

(III) Existe r > 0, C' > 0y § > 0 tal que
, C
Vi(z) = Vi(y)| < 751~ Yl

para todo z,y # xg verificando |z], [y| > r.

(IV) Vi(z) = V() para todo = < 7o y Va(z) = V(z) para todo z > xg.

A esta familia de potenciales V' la denotaremos por M. Consideremos el siguiente prob-
lema con valores iniciales .

B(t) = —V'(z(2)
#(0)=p (3.4)
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tal que p # 0 ¥y ¢ # zo. De la ecuacién de energfa asociada al sistema se deduce que
2E = p* +2V(g), donde E es la energia conservada. Si E < V(zp) es posible construir
soluciones globales, fuertes y tinicas al problema con valores iniciales (3.4). Sin pérdida de
generalidad, supondremos que ¢ < z, entonces la particula se ve enfrentada, en un primer
instante, al potencial V. Sea z{t) la solucién al problema con valores iniciales

E(t) = —V{(=(t))
#(0) =
z(0) = ¢q

Si existiera £y tal que z(¢y) = 7¢, entonces de la ecuacién de energia se obtendria que

#{tp)® < 0, una clara contradiccidn. Asi z{t) < zo, para todo real t, de modo que esta
solucién es global, fuerte y tnica al problema con valores iniciales (3 4). Por otro lado,
si E > ||Vl no es posible construir soluciones fuertes al problema con valores iniciales
(3.4). Supongamos que si es posible construir una solucién z(t) que sea global, fuerte y
tnica a (3.4), luego por conservacién de energfa se tiene que &(t) > 0 para todo real ¢.
Entonces z(t) es no acotada que recorre toda la recta real. Si z(t) fuera una solucién
fuerte, tendriamos que z(f) serfa continua, pero por conservacién de energia Z(¢y)? toma
los valores 2(E — Vi(zp)) y 2(E — Va(zg)) lo que es una clara contradiccién.

Este es el principal problema que debemos enfrentar para determinar una teorfa de
Scattering para potenciales con un nimero finito de discontinuidades: la ausencia de
soluciones fuertes para energias suficientemente grandes. Consecuencia de ello surge la
sigulente pregunta jqué entenderemos por solucién con comportamiento asintético libre al
problema (3.4) para energias suficientemente grandes? La siguiente definicién nos dars la
intuicién de soluciones globales, Ginicas y que generalicen el concepto de soluciones fuertes.

Definicién 9. Diremos que z(t) es una solucién clésica para el problema con valores
iniciales (3.4) si satisface las siguientes condiciones:

(i) z(t) es global y continua.

(ii) z(t) satisface la ecuacién diferencial
() = —V'((1))

para todo £ tal que z(¢) # x.
(iil) Si existe o tal que z(¢y) = 2o entonces
= Simax{E — Vi(z), E — Va(zp)} < 0. Luego, o bien z(t) < z, para todo ¢, o
bien z(t) > zy para todo ¢.

» 5i méx{EF — Vi(zo), E — Va(zo)} > 0. Luego existe § > 0 tal que, o bien
z{to+1) > 20 y 2(to — t) < zo para todo 0 < ¢ < 4, 0 bien z(lo +1) < 2o v
z{tg — t) > zp para todo 0 < ¢ < 6.
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Evidentemente las condiciones (1) y (ii) en la definicién anterior caracterizan una

solucién global, fuerte y tnica, cuando V' es continuo. La condicién (iii) es un fendmeno
natural en el comportamiento de una solucién fuerte: “si la energfa cinética £(¢)2/2 en un
instante de tiempo ¢ es diferente de cero, entonces existe § > 0 tal que la solucién z(t)
seguird la misma direccién para todo 0 < t < §”.
A partir de la definicién 7 construiremos una teorfa de Scattering, que sera asintéticamente
completa para los potenciales V' en la familia M. En lo sucesivo definiremos los operadores
de onda y Scattering asociados a seluciones cldsicas no acotadas, y determinaremos una
representacién explicita del operador de Scattering S asociado a este problema.

La. caracterizacién de los operadores de onda, y por ende del operador de Scattering,
dependen fundamentalmente de la unicidad de soluciones de la ecuacién (3.4). Al intro-
ducir la idea de solucidn cldsica en la definicién 7, abrimos una nueva veta de Scattering
Clésico, pero ahora para potenciales que admiten un nimero finito de discontinuidades.
"Todo el anlisis que desarrollaremos en adelante serd para potenciales V en M definidos
al comienzo de esta seccién. Cada uno de los resultados que a continuacién expondremos
tiene una extensién inmediata a potenciales con un ndmero finito de discontinuidades,
asi no distinguiremos en nuestro lenguaje si nos referimos a uno o varios puntos de dis-
continuidad.

A continuacién, previo a definir los operadores de Onda y Scattering para potenciales
discontinuos, propondremos dos resultados que aseguran la unicidad de soluciones cldsicas
a la ecuacién (3.4), y la existencia de estados de Scottering. Definamos

Yo ={(g,p) ERXR : g 5 z¢, p # 0}

que denominaremos el espacio de estados asociado a la familia M.

Proposicién 10. Sea V' un potencial en M. Luego el problema con valores iniciales

#(t) = —V'(x(t))

admite una tnica solucidn clisica para todo (q,p) € %yy.

Proposicién 11. Sea V' un potencial en M y sea (q,p) € 5,,. Luego existe una tnica
solucidn cldsica (no necesariamente global) de la ecuacidn diferencial

B(t) = ~V'((t))
gue satisface las relaciones

lim |i(6) —pl=0 vy lim [2(t) - (pt+q) =0

f—»—00
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La prueba de estas dos proposiciones es consecuencia inmediata del teorema 2 y el teorema
3 de la seccién 1.1, dejdndose como ejercicio al lector. Asi, gracias a las proposiciones
anteriores, tendremos una definicién consistente para los operadores de onda y Scattering
asoclados a soluciones cldsicas. Definamos

To={(g,p) € Tap : p* # 2V(z) 5i V'(z) # 0}
que serd el dominio de los operadores de onda.

Definicién 12. Sea x_(t) una solucién clésica que tiene comportamiento asintético g + ot
cuando ¢ ~» —oo. Definimos el operador de onda clasico 2, : ¥j — R x R por la
relacién

(g, p) = (z-(0),2-(0))

Similarmente, definimos §)_ por la relacién

1 (Q': p) = ($+(0)a T-F(O))

para z.(t) una solucién al sistema perturbado con comportamiento asintético g -+ bt
cuando £ — oc.

Andlogamente al caso de potenciales continuos, se obtiene que Ran Wi, RanW_ y
3} — Xhound coinciden, salvo un conjunto de medida cero. Teniendo asf una teoria con-
sistente que relaciona los comportamientos asintéticos de particulas que interactiian con
potenciales que admiten un nimero finito de discontinuidades. La siguiente definicién
engloba sintéticamente el desarrollo anterior.

Definicién 13. Definimos el operador de Scattering clésico S : D(S) — R x R por
la relacién Sw = QZ'Q, w, donde D(S) es un subconjunto de 5.

Posiblemente, en la definicién anterior, resulta inconsistente definir el operador de
Scattering sin decir nada respecto a su dominio. Por el Teorema 15 podemos decir que
D(S) son todos los estados (g, p) tales que g # =, ¥, si p > 0 entonces p?/2 ¢ V(E_) y,
si p < 0 entonces p?/2 ¢ V(E,); con E. estdn definidos en la Seccién 1.2. Asi mismo,
tomaremos como una buena teorfa de Scattering aquella en que S es asintéticamente
completa (ver Definicién 6).

En la sigulente seccién, a partir de un resultado conocido [4] para el caso de potenciales
continuos, caracterizaremos el operador de Scattering cldsico mediate una representacién

explicita.

3. Representacion del operador S

Uno de los aspectos méas importantes y relevantes de soluciones clésica no acotada a
la ecuacién diferencial (3.4) es el comportamiento asintético del momentum. EI siguiente
lema resultara ser de fundamental ayuda en el camino que trazaremos para determinar
una representacién del operador de Scattering, asociado a potenciales con un nimero
finito de discontinuidades, con limites laterales finitos. :
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Lema 14. Sea (q,p) € D(S) y S(q.p) = (a. b}.
(@) 8ip* > 2|V ||w, entonces b=p.
(b) Sip* < 2{|V|w, entonces b= —p.

DEMOSTRACION. Sea z el punto sobre la recta real, en el cual el potencial V' tiene su
salto de discontinuidad. Comenzaremos suponiendo que p? > 2||V|[oo y p > 0. Si b = ~p
podemos separar en los siguientes casos:

Caso 1. 5i z(t) < o, evidentemente x(t) es solucién fuerte de (3.4). Entonces,

tlgcnoo I:(t) =T
luego existe t; tal que #(t1) = 0 lo que es una contradiccién, pues tendriamos que p? =
2 (2(tr)).
Caso 2. Si z(t) < zp y existe ¢o tal que z(lg) = xo. Como p® > 2||V || entonces existe
una solucién fuerte u(t) a la derecha de zq del problema con valor inicial

i(t) = Va(u(t))
i(0) = /3 — 2V3(z0)

u(0) = z(to)

que extiende de manera natural a z(¢) como solucién clésica, contradiciendo asi nuestra
suposicion.
Caso 3. Existe tp y § > 0 tal que z(t) > o para t € {t, {y + ). Este un caso andlogo
al Caso 1. Se puede concluir, dado que b = —p, la existencia de un i1 tal que 2(t) =0y
obtener la contradiccién esperada.

Finalmente, consideremos el caso en que p? < 2|Vl Si p > 0 y suponemos que
b = p, entonces

lim z(t) = £oo
t—+oo

luego existe ¢y tal que V(2(tg)) = ||V||w, v en la ecuacién de conservacién de energia se

obtiene la relacidn
#(t0) = p* = 2V ]l < 0

Io que es una contradiccidn.

Los casos en que p < 0 es anélogo a las demostraciones ya expluestas.
[

El lema recién probado nos permite determinar con certeza el comportamiento del mo-
mentum de una particula cldsica no acotada, cuando el tiempo va al infinito. En esta
prueba hemos supuesto la continuidad por la izquierda del potencial V.

El siguiente teorema, al igual que el lema anterior, son una pequena generalizacién de
los resultados expuestos en un paper de Scattering Newtoniano [4]. El siguiente teorema
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nos permitira caracterizar con mayor precisién el operador de Scattering clasico. Para ello
definimos

ofp)=inf{z €R : p* =2V (z)}, cuandop >0
Alp) =sup{z eR : p* =2V (2)}, cuandop <0

_ p R
Ale,p) = 2 (z) Ipl

Teorema 15. Sea (g,p) € D(S) y (a,b) = S(q,p).

(i) Sip? > 2|V |ee, entonces
a= q—/ A(z,p) dz.

o0

(i1) 8ip* < 2|V yp > 0, entonces

a(p)
a=-q+2ap)+ 2/ Az, p) dz.

(i) Sip* < 2|V ¥ p <0, entonces

oo

6= —q+28(p)+2 fﬁ  Alwp)da

DEMOSTRACION. En la prueba de (i} consideremos el caso en que p > 0. Por ley de
conservacion de energia tenemos que

B(t) = PP — 2V (2(t)) > p2 = 2|V > O

Puesto que 2(—o0) > 0, y z(t) es solucién fuerte excepto para z = 7, entonces Z(t) > 0
para todo ¢ € R, de lo contrario sélo podria cambiar de signo en algtn 4, para el cual
(o) = o; en este punto podriamos definir z(t — fy) = z(¢ + t,) que serfa la solucién
clasica de (3.4) lo que es una contradiccién, ya que b = p. Por lo tanto, £(t) > 0 para

todo real { y tendremos que
lim z{t) = *o0

f—too

Resolviendo la ecuacién de la energia e integrando en [0, £}, obtenemos

@(t) dx
(o) VP2 — 2V (z)

gue implica la siguiente igualdad

z(t)
—(z(t) = bt) + (x(to) — pto) = —x(t) + z(t) + p(t — io) = A(x,p)dz

z(to)
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Puesto que limy o 2(t) = 0o y limy,_._ o, 2(y) = —co tendremos en la ecuacién anterior
o0
‘a+q=/ A(.I‘,p)d.i‘?
-0

de donde se obtiene la prueba de (¢}, ya que para p < 0 la demostracién es analoga.
Para la demostracién de la parte (i), deberemos separar en tres casos:

Caso 1. Si z(t) < z; para todo real ¢, entonces z(t) es solucién fuerte de (3.4) luego existe

un 1nico o € R tal que #(to) = 0y z(to —t) = z(¢o +t) dada la unicidad de solucién para.

el problema con valores iniciales. Entonces, tendremos que

z(t) ~ bt = (2t — t) + pt = (22t — t) — p(2t — t)) + 2pig

que luego de hacer tender ¢ — oo se tiene que a == g + 2pty. Ademds, para todo ¢ < to

z{to) P d
a—q=2pt0=2pt+2/ e ([
2 /P* - 2V(z)

x(1g)
= —2(z(t) — pt) + 2z(to) + 2/ Az, p) dz
w(t)

de donde se coneluye el punto (i7), luego de hacer tender ¢ — —oo, ya que a(p) = z(ty).
Caso 2. 5i z(t) < =z y existe #o tal que z(lo) = zo. Luego &(ty) = =/p? — 2V(z0) ¥
z{t — 1) = x(t +to) que es la tinica solucién clésica de (3.4). El resto de la demostracién
prosigue como el Caso- 1.
Caso 3. Existe tp y § > 0 tal que z(t) > z para ¢ € ({y, %5+ 6). Como b = —p entonces
existe un nico real ¢;, que ademds es mayor que ¢y, tal que Z(to) = 0y z(tg—1t) = z(to+1)
dada la unicidad de solucién para el problema con valores iniciales. Y, al igual que en el
Caso 2, el resto de la demostracién es andlogo al Caso 1. [ ]

Una consecuencia inmediata del lema asnterior es:

. S > 2V, i
S(a.p) = (q— | A da:,p).

o0

s Si p2<2”V”00yp>0,
o(p)
S(q,p) = —q+2a(p)+2/ Alz,p)dz,~p | .

2 Sip? <2V | yp <0,
S(g,p) = (—q+2/3(p) +2f Alz, p)dz, —p) :
B(p)

Por las caracteristicas del problema, uno puede extender este resultado a potenciales
con un nimero finito de discontinuidades. En la seccién siguiente, ademés utilizaremos
una extensién de este resultado para potenciales con discontinuidad en la derivada, pero
que siguen entregando soluciones de tipo Scattering.
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3.1. Scattering sobre potencial caja

Consideremos la funcién V(z) que toma el valor A > 0 en el intervalo ir,R] y cero
en su complemento. A la funcién V lo llamaremos potencial caja. Asi, la ecuacién de
movimiento asociado al potencial caja estars dada por

#(t) =0, sizé¢{r,R}

Esta ecuacién nos dice que la solucién z(t) es de la forma g + ptsiz(t) <rya+btsi
z(t} > R. Mientras que la solucién en el intervalo [r, R] es de la forma A+ Bt. No es dificil
demostrar que es imposible construir una solucién a nuestra ecuacién diferencial que sea
continuamente diferenciable, salvo en caso en que b = p=0.

En esta seccidén nuestro central interés serd determinar el operador de Scattering cldsico
asociado a un potencial caja V. Para ello supondremos que #(t) no es idénticamente cero
(suposicién vilida ya que p # 0), entonces de la ecuacién de conservacién de energia (?7)
se obtiene la relacién

2
ya que la velocidad de la particula antes de interactuar con el potencial es p, y el potencial
es evidentemente cero. Por lo tanto, si p? > 24 tendremos que

#(t) = sign(p) - /p? — 2h

En cambio, si p? < 2k la ecuacién de energia nos dice que la particula no pudo atravesar
el potencial, luego por conservacién de momentum tendremos que £(t) = —p. Es decir, la
solucidn para ¢ - 00 es de la forma a ~ pt. 7

En los dos casos recién expuestos podemos observar que es posible construir al menos
una solucién z(2) continua, pero con salto de continuidad en z = r para la derivada z(t).
He aqui el primer conflicto que enfrentaremos para definir apropiadamente el operador de
Scattering cldsico cuando V es potencial caja. Evidentemente si p? < 2h solo es posible
construir una solucién z(¢) global y continua que satisface (3.1), en el sentido fuerte, en
el complemento de {r, R}. En cambio, cuando p® > 2h es posible construir dos soluciones:
una que es simétrica a partir de algin punto fy (por conservacién de momentum} y otra
que cruza el potencial.

Un hecho importante a considerar es que el operador de Scattering clasico .S no tiene
sentido para el valor p = 0. Esto se debe, desde el punto de vista fisico, que la particula
clasica tiene momentum (velocidad) cero en —o0, lo que no permitiria la evolucién de la
misma en direccién del potencial.

Ahora concentraremos nuestros esfuerzos en determinar explicitamente el operador S
para nuestro potencial caja. Como p # 0 y el soporte de V(z)} es compacto, entonces
2F = p* = b* y tendremos que b = *p. Para determinar el signo de b debemos utilizar 1a
relacién (?7). Sip? < 2h entonces la particula no cruza el potencial, luego por conservacién
de momentum tendremos que b = —p. En cambio, si p? > 2h la particula atraviesa el
potencial y mantiene su momentum (velocidad), por lo tanto b = .

P _ %;;;(z)z +V@ER), ) >r
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Asi, para el caso que p? < 2h y p > 0 la solucién a la ecuacién (3.1) estard dada por
q

2(t) = g+ pt sitg%
(2r ~q) ~ pt sit>%

luego de imponer las condiciones de continuidad sobre z(¢) en ¢ = =2. De este modo
tendremos que S{q,p) = (2r — q, —p). Analogamente, uno puede probar que S{g,p) =

(2R — q,—p) en el caso que p? < 2|Vl y p < 0.
Sip? > 2|Vl v p > 0 luego de la ecuacién de energia se deduce que

(1)* 2 p* = 2|Vl > 0

entonces Z(t) > 0 para todo real ¢. Esto quiere decir que z(t) es una funcién creciente en
t, ¥y se puede probar que esta dada por

(q +pt sit< ’";pq

R T o reg Blr—/PP-2(0)

z(t) ="~ P = 2h(50) + VP -2kt L €[TR, \/PP-2h =]
R/

g~-(R-—r)| F=—-F ) +pt sit> ? p

L v/ p2-2h || \/p2—2h.

por lo tanto, el operador de Scattering para p? > 2||V||« estard dado por

S(g,p) = (q— (R—T){\/ﬁ—%}m)

para p # 0. Un caso que falta por verificar es cuando p? = 2h. Pero en este caso es posible
construir dos soluciones clésicas diferentes al problema con valores iniciales, asociado a la
ecuacién (3.1), lo que produce un problema con la definicién del operador de Scattering
clasico.

Esta representacién del operador de Secattering para un potencial de tipo caja, es
exactamente el mismo que se obtendria mediante la férmula determinada para el operador
de Scattering asociado a potenciales con un ntimero finito de discontinuidades. Este resulta
ser un claro y sencillo ejemplo que nos permite determinar de manera constructiva el
operador S, siendo a su vez consistente con lo anteriormente demostrado.

4., Problema Inverso

El problema que surge al intentar recuperar el potencial V a partir de su operador
de Scattering S depende intrinsecamente de la geometria del potencial. En general este
problema divide el conjunto de los potenciales admiten operador de Scattering en dos
partes: aquellos que pueden recuperarse a partir del operador S, y los que no. Anticipando
lo que probaremos a continuacién podemos afirmar que es posible recuperar la totalidad



CAPITULO 3. SCATTERING CLASICO EN PARTICULA LIBRE 26

del potencial V' a partir de su operador de Scattering S siempre v cuando V' posea a lo
més un maximo a lo largo de la recta real. En lo sucesivo de esta seccion determinaremos
una condiciéon necesaria y suficiente para que un potencial V en M pueda ser recuperado
a partir de su operador de Scattering clasico. 3

Sea V' un potencial en la familia M con dos médximos (ver 3.2) v V el potencial definido
a trazos

- V(=) stz € {—o0, zo) U (1, 00)
Viz)= {V(xg +x1— 1) siz € [20,11]

con zg el menor z € R tal que V'(zy) =0y z; es el menor z > g tal que V(zy) = V(z0).
Entonces, el siguiente teorema prueba la existencia de dos potenciales en M que generan
el mismo operado de Scattering.

I 1
! 1
I 1
| 1
| )

Iy r

Figura 3.2: Potenciales asociados

Teorema 16. Sean V € M un potencial como en la figura 5.2 con operador de Scatiering
Sv. Luego existe un potencial V € M, con operador de Scattering Sy, tal que Sy = Sp
salvo un conjunto de medida cero.

DEMOSTRACION. Mediante un simple cambio de variable se tiene

T £
/ Aylz,p) dz = [ Ag(z,p) dz
o) I

donde
P

Ar(z,p) = \W

El resto de la demostracién es consecuencia del Teorema 15, para potenciales en M. H

El teorema anterior, puede extenderse a todo V € M con al menos dos méaximos
locales. Esto nos permite dividir en dos el conjunto M: en aquellos potenciales que poseen
un maximo, y los que no. Esta seccidn la finalizaremos con un teorema que nos determina
explicitamente los potenciales que admiten solucién al problema inverso, es decir, bajo que
condiciones del potencial es posible reconstruirlo a partir de su operador de Scattering.

Teorema 17. Sea V un potencial en M con sdlo un mdximo local. Entonces es posible
recuperar V' a partir de su operador de Scattering Sv.
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DEMOSTRACION. Sea p un real positivo con p? < 2||V ||w. Definamos

a{p)

Si(p) = a(p) + Ay(z,p), dz

—o
Como V tiene sélo un méximo, entonces V! es uno a uno en el intervalo (0, /2{|V | ).
Sip = v2F, entonces .

Vi(E)
Si(v/(2E)) = VTHE) +[ (”%W - 1) dx

Haciendo el cambio de variable z = V~1(s), podemos deducir en la ecuacién anterior que
para todo ¥ > E se tiene

5(v2E)  VYE) N E ( 11 ) VNs) e
VEy—-E) E{y-E) vVE—s VE] Jy—-FE
Integrando respecto a F la ecuacién anterior, entre 0 e y, y usando el teorema de
Fubini obtenemos

\fl(y_‘@E_E y\%mf/(m \/1_) K;_Sgdsdg
- “\/ﬁd‘“/ofs (7=-7) vr e

=1r/GyV_1(.s)’d.s+7rt151'_13éV”l(5)

=7V} y)

debido a que

f 4 dE
=7
e VE—avy—F
|
Puede parecer que el teorema anterior determina una expresién para V! en funcién
del mismo potencial. La verdad es que @ = —g + 251(p) lo que permite recuperar la
autonomia de S; como funcién de V', notando que esta dependencia es en exclusiva del
pardmetro p. El siguiente corolario es consecuencia inmediata del teorema anterior, y no
amerita demostracién.

Corolario 18. Sea V un potencial un potencial en M con a lo mds un mdzimo. Luego,

para todo y < ||V |l
¥ 51(V2E)

Viy) = ———=dF
() o BB
Por lo tanto, cada vez que un potencial V' en M posee a lo mas un maximo a lo largo
de la recta real resulta posible recuperar en su totalidad dicho potencial a partir de su
operador de Scattering. Mientras que de poseer mas de un méximo, es posible construir
otro potencial en M que genere el mismo operador de Scattering



CAPITULO
CUATRO

Scattering Clasico en Campo Eléctrico

1. Campo Eléctrico

En el Scattering clasico que hemos expuesto en el capitulo anterior se comparan dos
dindmicas, una de ellas asociada a la ecuacién Z(t) = 0, que modela el comportamiento de
una particula libre de fuerzas, con el caso perturbado #(¢) = —V'(z(t)), donde la fuerza
que actiia sobre la particula es producida por un potencial V. En la mecénica Newtoniana
uno de los modelos més comunes de particulas cldsicas es el de caida libre, con ecuacién

de movimiento
#(t) = -9 (4.1)

donde g es una constante que depende de la ley de Coulomb. La ecuacién (4.1} es también
conocida como ecuacidn de campo eléctrico, cuando g = 1, que tiene asociada el Hamil-
toniano Ho(g, p) = (1/2)p? +q. A Hy se le conoce como el Hamiltoniano Stark libre que
es una cantidad conservada en el tiempo, es decir Hy es constante. Este Hamiltoniano,
como ya lo habjamos mencionado, modela el comportamiento de una particula que se ve
afectada por un campo eléctrico {que se puede entender como campo magnético o gravita-
cional) constante a lo largo del tiempo. La solucién de la {4.1) para condiciones iniciales
z{0) = p, z(0) = ¢ estd dada por

t2
z(t) = —5 +pt+q

que caracteriza la ecuacién de una pardbola con término principal —1/2. Esto nos permite
afirmar que una particula libre que es modelada por (4.1) nunca permanece mucho tiempo
en cualquier regién acotada del espacio, es decir, la particula clésica se “escapa” a infinito,
abandonando cualquier regién acotada a tiempo infinito. Como ya lo habiamos menciona-
do la ecuacién (4.1} modela el comportamiento libre de una particula bajo la accién de
una fuerza constante (sea esta gravitatoria o magnética), asi Hy serd considerado a lo
largo de este capitulo como el Hamiltoniano libre. Si H = Hy+V es una perturbacién del

28
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Hamiltoniano libre Hy cabe hacernos la siguiente pregunta ;Es posible hacer una buena
teoria de Scattering clésico para el Hamiltoniano H respecto al libre Hy? En el capitulo
anterior la respuesta a esta pregunta es equivalente a la existencia de soluciones al sistema.
perturbado que tienen comportamiento asintético a particulas libres.

De este modo, diremos que el Hamiltoniano H admite una buena teoria de Scattering
respecto al Hamiltoniano libre Hy si cada vez que z(f) es una solucién a la ecuacién de
movimiento asociada a H que explota a tiempo infinito, entonces existen yy (t), solucidn
a las ecuaciones de movimiento asociadas a Hy, tales que

i (J2(0) ~ y= (6)] + 16(0) — j=(B)]) = 0

Para el Hamiltoniano Stark libre existe una familia de potenciales V' tales que H =
Hy + V admite una buena teorfa de Scattering respecto a Hg [3]. Sea M la familia de
potenciales V' que satisfacen las siguientes propiedades:

(I) V en CYR) tal que V,V’ € L*°(R) y V’ es Lipshitz continua.
(I) Existen C > 0,k > 1, o« > 1y zg < 0 tal que

V(z)] € Cpafz)

para todo z < zg, con

E—1 -1

plz) = [H FOL+ 12))

J=1

x [f®(1+ 2

donde f(z) =1+ log(z) y f9 = fU Vo f la j-ésima composicién de f.
(III) Existen 3 > 1, pg > 1,y C > 0, tal que para todo p > po, |21] > p, |22| > p

[V (z1) — V(z2)| < Coplp)|z1 — 2

donde ws(p) es la funcién definida en (II).

Un aspecto importante en la funcién ,, que utilizaremos en futuras demostraciones,
es el siguiente

[o #2(8) 4s < oo [o/:o ?al8) 4 < oo (4.2)

s 52

para todo # > 0. La condicién (I) sobre el potencial V nos asegura la existencia y unicidad
local de soluciones a la ecuacién diferencial asociada al Hamiltoniano H. Mientras que
(D), (I) y (III) nos permiten afirmar que el Scattering cldsico asociado al Hamiltoniano
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Stark libre es asintéticamente completo. En lo sucesivo consideraremos potenciales en M
tales que la constante

a=mf{z e R : V(z)#0} {4.3)

sea finita.

La finalidad de este capitulo, al igual que el anterior, es determinar una expresién
explicita para el operador de Scattering cldsico asociado al Hamiltoniano Stark. Ademaés
el determinar condiciones sobre los potenciales V bajo las cuales el problema inverso
tenga solucidn explicita. En adelante, salvo evitar confusiones, nos referirnos a Hg como
el Hamiltoniano libre (sin especificar Stark) y # el Hamiltoniano perturbado. Un resultado
que dejaremos como ejercicio al lector, pero con demostracién andloga al expuesto en el
Teorema N del Capitulo 2, es la existencia y unicidad local de soluciones a la ecuacién
diferencial

B(t) = —-1-V'(z(1))

En las siguientes secciones introduciremos las definiciones y resultados asociados a
la teoria de Scattering Clasico, similarmente al capitulo 2, que nos permitirdn describir
rigurosamente el comportamiento asintético de particulas perturbadas por potenciales V
en M en relacién al Hamiltoniano Stark libre Hy.

2. Scattering en Campo Eléctrico
Consideremos la ecuacién de movimiento asociada al Hamiltoniano libre
i) = -1 (4.4)
que tiene por solucién
z(t) = ~%t2 +pt+gq (4.5)

para condiciones iniciales £{(0) = p, z{0) = ¢. Sea V' un potencial en M que perturba
nuestro sistema (4.4). La ecuacién de movimiento asociado a esta perturbacién estd dada

por
B(t) = -1~ V'(z(t)) (4.6)

La siguiente definicién introduce la idea esencial en el Scattering Clasico: “particulas
perturbadas con comportamiento asintético libre para tiempos al infinito”.

Definicién 1. Diremos que z(t) es solucién de tipo scattering a la ecuacién (4.6) si
existen z_{t) y z.,(t) soluciones de (4.4) tales que

Jim (2(1) — y(B)] +1£2(2) - §(0)]) =0
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Definimos el operador de Scattering cldsico asociado al Hamiltoniano A por la relacién

§{(z-(0),2-(0)) = (z4+(0), 2+(0))
es decir, si z_(t) = (=1/2)t2+pt +qy z.(t) = (—1/2)t* + bt + a el operador de Scattering
estd dado por S(g,p) = (a,b).

Antes de proseguir serd necesario dar sentido a la anterior definicién probando el
siguiente teorerna. '

Teorema 2. Sea V un potencial en M y {a,b) € L. Siy(t) = —(1/2)t*+ bt + a, entonces
existe T, (t) y x_(t) soluciones a la ecuacidn (4.6) tales que

Jm (s (t) — g0 + (1) - 9(0) =

DEMOSTRACION. Sea (a,b) € T y sea y(t) = —(1/2)* + bt + a. Si 2(t) tiene compor-
tamiento asintético a y(t) cuando ¢ — oo, probaremos que existe u(t) que decrece a cero
para t — oo tal que z(t) = y(¢) + u(¢) para todo { suficientemente grande. En este caso,

tendremos que u(t) satisface la ecuacién diferencial 4(t) = —V'(y(t) + u(t)) o el sistema
equivalente
{a(t) = w()
w(t) = =V'(y(t) + u(l))
Entonces,
w(ty) — / V'(y(s) + u(s))
_ / Vi(y(s) + u(e) i) +is))
‘ y(s) + 1(s)
V00 [V )15,
y@® +ut) |, U (9(s) +uls))?
V) +u®)]” . ft" V(y(s) +ulsh{l + V'{yls) +uls)))
gy +u®) |, S (g(s) +u(s))?

Cémo z(t) tiene comportamiento asintético a y(t), esto obliga a que |u(t)] + |u(t)| — O
cuando ¢ — oo. Luego de hacer tender t; — oo tendremos

V@) , [V +uE) (Vi) fuls)
w) =~ | (5) T w()? 4

Anilogamente se deduce que

) V(y(s)+u(s V() +u(r))(L+ V() + u(r)
ult) ‘/t 9(5) s / / (50r) + w(r)? dr ds
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Definamos para cada tg > 0 el conjunto
Fip = {(u, w) € Ctg, 00) xC(tg, 0) : tILIE: lu(t)|+lw®) =0, lult)|+w(t) < 1sit >t}
que es un espacio métrico completo con la métrica
1, w)lleo = flelloo + 1w lleo

Ahora definamos el operador T sobre F;, por la relacién T'(u, w) = (@, w) donde

V) +uls) () + ) (1 + V') + u(r)
”(t)_ft OO +/ / () + o) dr ds
V) ) (1) + ()L +V(p() + u(s))
T = =750 +a) ”*“ft ((5) £ (o)) d

Dado que |u()|+ |w(t)| < 1 para todo ¢ > to y V satisface (I}, (II) y {III) tendremos que

g+ OIS 1+ Vi [ [T 2 dras+ [ Eea

Vilee o ds
5+ IV mliL 4 Vi / ot

luego existe to tal que [G(t)| + [@(¢)| < 1sit > tp, y mis aun gracias al teorema de
convergencia dominada se tiene que [u(t)| + {@(t)| — 0 cuando t — co. De este modo, T
resulta ser un operador de F;, en si mismo, para todo ¢y suficientemente grande. Por otro
lado, si (uy,w;), (12, ws) estdn en Fy, entonces

[m(t)—az(tnsuul—uznoo(ft el as+ [ [ i aras)

donde K es la constante Lipschitz de la funcién V. Por lo tanto, existe £y > 0 tal que

+ —

(T (u1(t), wa(t)) — T(uz(t),ﬂfz(t))l < Cll(ug, wr) — (uz, wa)loo

para todo t > #; y 0 < C < 1. Asf podemos concluir para # suficientemente grande,
que T es una contraccién de Fi, en si mismo. Por lo tanto, existe un unico punto fijo
(u,w) € F, del operador T No es dificil de probar que (u,w) satisfacen el sistema de
ecuaciones planteados al comienzo de la demostracién y que z(t) = y(t)+u(t) parat > to.
Como la ecuacién (4.6) admite una tnica solucién global para condiciones iniciales dadas,
podermos extender z(t) = y(¢) + u(t) a toda la recta real.

Para analizar el caso de ¢ — o0, se hace de manera similar al comentario expuesto
después del Teorema 3 del Capitulo 1.



CAPITULO 4. SCATTERING CLASICO EN CAMPO ELECTRICO 33

El teorema recién expuesto da sentido a la existencia de los operadores de ondas,
introducidos en el capitulo 2, asociados a los hamiltonianos Stark Hy y H. En este capitulo
hemos querido evitar la introduccién de dichos operadores, simplificando el problema a
través de la definicidn 1. El siguiente teorema termina de dar real sentido al operador de
scattering, probando la existencia de soluciones de tipo scattering.

Teorema 3. Sea V un potencial en M. Sea z(t) es una solucion global y tnice a la
ecuacién (4.6) que tiene comportamiento asintdtico —(1/2)t* + pt +gq cuando t — —oo.
Entonces eziste (a,b) € © tal que z(t) tiene comportamiento asintdtico —(1/2)t* + bt +a
cuando t — oc.

DEMOSTRACION. Sea z(t) satisfaciendo las condiciones del teorema. Lo primero que es
necesario probar es que z(t) es no acotada para t — oco. Como z(t) esta definida para
todo ¢ en los reales, luego debe satisfacer la ecuacién de energia

-—“".fg—)z + 2ty + V(z(t) =q+ %2.

Luego debe existir &, tal que #(tg) = 0. Puesto que z(t) es tnica y no idénticamente
constante debe satisfacerse que z{fo+1t) = z{to—1) lo que termina de probar la divergencia

de z(t) cuando t — oo.
Como z(t) es no acotada para ¢ — oo, por conservacién de energia y el decaimiento
de V en el infinito se deduce que £(t) también es no acotada para ¢t — 0o. Ademas,

Vi), Vi), [V VEDD),,

B(t) — #(to) = —(t — to) — #(t) N (o) (s)

elegimos £ suficientemente grande de modo que el siguiente limite exista

b= lim (2(t) + 1) ﬂ“*%lﬂ“f V(x(S))(;g)V’(x(s))) ;

Integrando la expresién anterior obtenemos

2(t) — z(to) = bt — to) - t2;tg - [ / / 14;)1/'(;5(5))) drds

. :c(s

Nuevamente, para to suficientemente grande, haremos tender ¢ — oo en la expresién
anterior definiendo

= lim (2(t) + (1/2)¢* — bt)
2 :z:(s V(z(r) (1+V( (s))
o [ [ [

que concluye el teorema. |
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Una de las primera consecuencias de este teorema es darle sentido a la definicién del
operador de Scattering definido al comienzo del capitulo. Pero otra consecuencia inme-
diata es que el operador de Scattering S asociado a los hamiltoniano Stark resulta ser
asintéticamente completo.

Fl operador de Scattering S relaciona los comportamientos asintdticos libres de una
solucién z(t) de la ecuacién (4.6). Como H es una cantidad conservada, entonces la
ecuacion de energia asociada a la ecuacién (4.6) esta dada por

%a’:(t)z a(t) +V(a(t) = B

donde E es una constante que depende del par (g, p) de la Definicién 1. Como la constante
o definida en (4.3) es finita, luego de hacer tender ¢ — +oo podemos deducir que la
constante F estara dada por
2 2
P b
>+ 5+ (4.7)
De este modo, la energia de una particula que interactia con un potencial V' es igual
a la energia de alguna particula libre. Esto no nos deberia resultar extraho, ya que el
Hamiltoniano H es una cantidad conservada a través del tiempo, y dado que una solucion
de tipo Scattering tiene comportamiento asintético libre, es natural pensar que deben

tener la misma energia.
Al igual que en el capitulo anterior, es posible caracterizar el dominio D(S) del opera-
dor de Scattering S. Similarmente a la demostracién del Lema 7 del capitulo 2, se puede

probar que (g,p) € D(S) si y sélo si ¢+ p?/2 ¢ (Vo + V)(E), donde
E={zeR: Viz)+V'(z)=0y Volz)+ V(z) > Vo(y) + V(y), para todo y < z}

siendo Vy(z) = . El siguiente lema nos permitird caracterizar en dos regiones conexas el
plano real R2, tal que en una de ellas el operador de Scattering es la identidad.

Lema 4. Sea V un potencial en M tal que o, definido en (4.8), es finito. Sea F la energia
de una particule de tipo Scattering. Si E < a entonces el operador de Scattering S es la
identidad.

DEMOSTRACION. Sea z(t) una solucién de (4.1) de tipo Scattering con energia £ =
(1/2)p* + q. Dado que « es finito, entonces existe ¢, tal que

1
z(t) = _Etz +pt+q

para todo ¢ < tg. Para estos £ la solucién z(t) tiene la forma de una parabola con término
principal negativo, luego x(¢) tiene miximo £ en el punto ¢ = p. Cédmo £ < a podemos
deducir que la particula no interactia con el potencial V' y, por lo tanto, se mantiene
libre. Asf resulta evidente que S{q,p) = (g,p)- _ [ |
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Como ya lo habfamos postulado, el lema anterior nos permite dividir el plano en dos
regiones delimitadas por la pardbola P : p* + 2¢ = a. Asi, al interior de la pardbola P
(incluyendo el borde) el operador S actia como la identidad.

Supongamos que V es un potencial no negativo. Sea (g,p) es un punto fijo de 5, es
decir S(g, p) = (¢, p), y z(t) la solucién a la ecuacién (4.6) tal que z(t) ~ (—=1/2)#*+pt+¢
cuando ¢ — “+oo. Por conservacién de energia sabemos que existe un dnico ty tal que
x(to — t) = z(to + t), ademads existe 15 que satisfacen la ecuacién
—%h,z +ptip+qg=a
de este modo z(t) debe satisfacer la relacién z(t,} = z(f2) para que (q,p) se punto fijo de
S. Més aun, ésta es una condicién necesaria y suficiente para que una par (g, p) sea punto
fijo del operador de Scattering S. Asi,

z{ty) = z(t1) = z(2to ~ t1)

y obtenemos la relacién 2ty = t; + f5. Por lo tanto, (¢, p) es un punto fijo de S si y sélo si
tp = p. De este modo, es estrictamente necesario que la influencia del potencial sea nula
sobre la particula. Por lo tanto, la energia ' debe no superar «.

El siguiente teorema nos permitird caracterizar el operador de Scattering para valores
de energia F > c.

Teorema 5. Sea V un potencial en M tal que a, definido en (4.3}, es finito. Sea E la
energia de una particula de tipo Scattering. S5i E > o entonces

=(to)
I [
ad A/ P?—2V{(z)

donde P? = p* +2¢, V(z) =+ V(2) y 2E = P~.

DEMOSTRACION. Sea z(t) la solucién a (4.6) de tipo Scattering con energfa E > «. Por
conservacién de energia sabemos que existe un tnico £, tal que z(fy —t) = z(tp +¢). Como
z(t) es derivable sobre toda la recta real, obtenemos la siguiente relacién para la derivada

#2(t) = —2(2t0 — t)
() +t=~(2(20 —t) + (2tg — £)) + 2t
que, luego de hacer tender ¢ — co, se bbtiene la relacion
b=—p-+2t

Por otra parte, despejando de la ecuacién de energia la velocidad #() e integrando
respecto entre ¢ y ¢y se tiene la relacién

i)
ot '/t 1/P2—21?(x(s))d
_ #(to) dz
B /;(ﬂ v/ P2 — 2V (z)
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El resto del teorema sigue de remplazar ¢ por la menor raiz de la ecuacién

12

Recordemos que la ecuacién (4.7) nos relaciona los pares {q,p) v (a,b) por

b2

+q=§+a

P
2
que, junto al teorema anterior, se obtiene una férmula explicita para el operador de Sca-
ttering para toda particula cuya energia conservada E sea mayor estricta que o. Ademas,
el Lema 4 nos permite concluir una acabada caracterizacién del operador de Scattering

para distintos valores de enegias, y motiva el siguiente corolario.

Corolario 6. Sea V' un potencial en M tal que o, definido en ({.3), es finito. $i S es el
operador de Scattering asociado a los Hamiltonianos Stark H y Hy, luego

(i) si p®> + 2q < 20, entonces
S(g,p) = (g,p),

(i1) si p® + 29 > 20, entonces

2_b2
S(g.p) = <q+p 5 ,b)

donde
z(to) dz

b=p— P +20—a)+ « - 2V(z)) +2(g - z)

En el capitulo anterior ademds que caracterizar el operador de Scattering clésico para
una familia de potenciales V', hemos resuelto e} problema inverso para potenciales que a lo
més tienen un maximo. En la seccién siguiente notaremos que no es necesaria esta condi-
cién sobre los potenciales V' para resolver el problema inverso, a pesar que si deberemos
exigir una propiedad geométrica de dichos potenciales.

3. Problema Inverso y Potenciales Discontinuos

El problema inverso para el Hamiltoniano Stark H = Hy + V(z), donde Hy es el
Hamiltoniano Stark libre, admite una coleccién mas amplia de potenciales V' que el prob-
lema inverso del capftulo 2. Recordemos, del capitulo 1, que el problema inverso para
“Scattering Cldsico en Particula Libre” nos permitia recuperar todo el potencial siem-
pre y cuando éste tenga a lo mds un mdaximo. Ahora bien, el problema inverso que fue
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tratado en el capitulo 2 estaba relacionado a potenciales que admitian una cantidad fini-
ta de discontinuidades. Por ello, aunque no es completamente necesario para resolver el
problema de Scattering inverso, extenderemos los resultados expuestos a lo largo de este
capitulo a potenciales discontinuos V' que coinciden con funciones V; en la familia M, con
1=1,...,nyn un nimero natural. Asi, la siguiente definicién nos permitira caracterizar
una teorfa de Scattering para potenciales discontinuos.

Definicién 7. Diremos que z{t) es una solucién cldsica para el problema con valores
iniciales asociado a la ecuacién (4.6) si satisface las siguientes condiciones:

(i) z(t) es global y continua.
{ii) z(t) satisface la ecuacién diferencial

t) = -1 - V'(=z(t))

para todo t tal que z(t) # z.
(i1) Siexiste ¢y tal que z(ty) = 2o entonces

» Si max{F — Vi(zp), E — Va{zo)} < 0. Luego, o bien z(t) < zy para todo t 0
bien z(t) > zy para todo t.

s Si méx{F — Vi(zp), E — Va(zo)} > 0. Luego existe § > 0 tal que, o bien
Sﬂ(t0+t) >Tg ¥ .’E(to —t) < Ip para todo 0 <t < 5, o bien :L'(t(}-i-t) < Iy ¥
z{to — 1) > zg para todo 0 < t < 6.

Al igual que en el capitulo 1 podemos extender a potenciales discontinuos cada uno
de los resultados vilidos en potenciales continuos. De este modo, tenemos una teoria
de Seattering asintéticamente completa para potenciales que admiten un nimero finito
de discontinuidades, junto con una representacién de su operador de Scattering S en
funcidén del potencial V' asociado. Asi, resta uno de los problema cruciales en la teorfa de
Scattering: recuperar el potencial V a partir de su operador de Scattering S.

Nosotros presentaremos una solucién al problema inverso para potenciales V en M
tales que V’'(z) > —1. La condicién V'{z) > —1 nos asegura la monotonfa de la funcién
IA/(.I') = z -+ V(z) que es fundamental para recuperar V. Al exigir que la derivada del
potencial sea mayor que —1 amplia significativamente el universo de posibles potenciales
que podemos recuperar a partir de su operador de Scattering S, ya que es posible que V
admita varios maximos locales siempre y cuando la depresidn del potencial a medida que
x crece sea menor de 45 grados.

Teorema 8. Sea V' un potencial que satisface en M, con a finito. Entonces, si V'(z) > 1

se tiene
_ ¥ S (V2F
Vi) =-y+a + 5V28) o
Vi — E

donde

S:(p) = V20b— p+ /12 +2(g — o))
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DEMOSTRAGION. Por el Corolario 4 de la seccién anterior tenemos que

“YE) d
$1(VIE) = / R —
vV E—-Vi{z)
donde V(z) =z -+ V(z). Luego para todo a < E < y se tiene
i A ,‘ !

S 1( dE f / (5) dsdE.

VY VY — E\/ -3
Gracias al teorema de Fubini obtenemos

y/\
: :Tr] V=(s) ds

=7(V(y) — a).

Y la demostracién concluye considerando la igualdad V=(y) = y + V~1(y). [ |

La férmula determinada en el teorema anterior, que nos permite recuperar el potencial
V' a partir del operador de Scattering S, es similar al encontrado en el Corolario 18
ael capitulo 2. Un aspecto que se puede pasar por alto es que las integrales estén bien
definidas. Un célculo sencillo demuestra que la familia de potenciales V' en M permiten
que las integrales en el anterior teorema estén bien definidas, y no tengan problema al
intercambiar integrales por medio del teorema de Fubini.

Iy z

Figura 4.1: Potenciales asociados

En general, el problema inverso de Scattering Clasico para los Hamiltonianos Stark
depende fuertemente de la geometria del potencial. Ya hemos visto que es posible recu-
perar el potencial V' si este satisface la relacién V'(z) > —1, pero deja la incégnita para
el resto de los casos.
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El siguiente resultado permite sanjar categéricamente la pregunta de qué potenciales
en M pueden ser recuperados en su totalidad a partir del operador de Scattering

Teorema 9. Sean V € M y Sy su operador de Scattering asociado. Supongamos que
existe z tal que V'(z) < —1. Luego existe un potencial Vo € M, con operador de Scatiering
S, tal qgue Sy = Sy, salvo un conjunto de medida cero.

DEMOSTRACION. Mediante un simple cambio de variable se tiene

/‘”1 dzx _f“ dx
20 /P2 aV(z) =0 (/P2 2V(x)

donde P? es el doble de la energia conservada del sistema, ¢ es un punto de méximo
de V y z; es el menor z > 24 tal que V(zy) = V(z;). El resto de la demostracién es
consecuencia del Teorema 5, para potenciales en M. E

Notemos que V; puede no ser un potencial que admita derivada en todo punto de
la recta real. Por ello la extensién de la teoria de Scattering a potenciales que admiten
discontinuidades es fundamental para la demostracién anterior, ya que Vy puede ser con-
siderado como una funcién con discontinuidades en zg v x1, siendo asi posible construir
el operador de Scattering asociado al potencial Vj.
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