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Capitulo 1

Introduccion

El problema de la unicidad de las soluciones radiales de tipo ground state de la
ecuacion A,u + f(u) = 0, donde Ayu := div (|Vu[P"2Vu) denota el p-Laplaciano
de u, asi como de otras ecuaciones relacionadas, ha sido estudiado con gran detalle
durante las tltimas décadas. En [11] se dio un primer paso en el estudio de la
unicidad de las soluciones radiales de tipo ground state y de algunas propiedades
cualitativas de las soluciones de

—div (A(|z))|VulP~2Vu) = B(|z|) f(u), z€R", n>1, (1.1)

donde p > 1y A, B son funciones positivas, continuamente diferenciables y defi-
nidas en R* (llamamos solucién de tipo ground state a una solucién no negativa
de (1.1) que tiende a anularse cuando |z| — 00). Esto se logré para el caso de una
funcién f sublineal.

En [2] CORTAZAR, FELMER y ELGUETA trabajaron sobre la ecuacién Au +
f(u) = 0 considerando funciones f de tipo superlineal, a partir de propiedades
que conocian de las soluciones de la ecuacion cuando f es de signo negativo, y
de un método introducido por KWONG que involucra en el estudio del comporta-
miento de las soluciones la diferenciabilidad de estas con respecto al valor inicial.
Posteriormente, en [3] CORTAZAR y GARCfA-HUIDOBRO, basadas en el trabajo
anteriormente mencionado lograron tratar el caso superlineal de la misma ecua-
cién pero incluyendo un factor que depende del término espacial, un peso K(|z|)
que transforma la ecuaciéon en Au(x)+ K(|z|) f(u(z)) = 0, que corresponde a (1.1)
para el caso en que p = 2. El presente trabajo de tesis esta basado en una observa-
cién del autor que lo llevé a la conclusion de que los argumentos empleados en [2], y
la metolodogia que permitia el tratamiento de la ecuacién con peso en [3], seguian
siendo vélidos al reemplazar Au por A,u, a pesar de que parecia, inicialmente,
que la linealidad del operador de Laplace jugaba un rol fundamental en el buen
funcionamiento de las demostraciones y que no habria una extensién directa de los
trabajos anteriores al caso en que se introduce en la ecuacion la no linealidad del
operador p-Laplaciano.



Los resultados obtenidos fueron escritos, en conjunto con GARCIA-HUIDOBRO,
M., en [7], y se presentan ahora nuevamente. Por otra parte, algunas de las pro-
piedades de las soluciones de la ecuacion diferencial a las que refiere dicho articulo
son de conocimiento de quienes trabajan en el tema y para quienes se escribe el
articulo, de modo que apenas se mencionan; en el presente trabajo, en cambio,
todos los aspectos relevantes son tratados en detalle de modo que se ha logrado en
él una exposicion mas acabada y mejor lograda de la problematica bajo conside-
racion. Dadas las singularidades asociadas al operador p-Laplaciano consideramos
relevante el formular por escrito la demostracién de algunos hechos basicos que a
veces se dan por sentado. Del mismo modo, considerando las dificultades que se
presentaron al autor al enfrentarse a este area de especialidad por primera vez, este
trabajo ha sido escrito pensando no soélo en el lector especializado sino que también
en quien tenga interés de conocer un trabajo en este tema aunque no cuente con
experiencia previa. La presente tesis tiene asi una doble intencionalidad, por un
lado el comunicar una contribuciéon hecha por el autor al problema tratado, y por
otro ha sido pensada como un trabajo de caracter expositivo e introductorio, se ha
procurado aminorar la dificultad técnica que implica su lectura y se ha intentado,
en el marco impuesto por las limitaciones de tiempo y de las propias capacidades,
hacer una presentacion de los resultados lo mas completa y lo mejor escrita posible.

Como resultado principal, establecemos la unicidad de las soluciones de simetria
radial de tipo ground state del problema

Agu(e) = K(a)f(u(x), 7€R", n>p>1,
>0, u#Z0, ze€R", lim u(x)=0, (1.2)

u(z) dim

como también la unicidad de las soluciones positivas de

—Apu(r) = K(|z|) f(u(z)), @€ Bgr(0), n>p>1,

w(z) >0, xz€ Bg(0), wu(z)=0, |z|=R. (1.3)

Tratamos también el correspondiente problema homogéneo de condiciones de fron-
tera de Dirichlet - Neumann

—Apu(x) = K(|z]) f(u(z)), x€ B.(0), n>p>1,
ou (1.4)
u(z) >0, z€ Bgr(0), u= i 0 sobre 0Bg(0),
que puede verse como un caso particular de (1.2) (corresponde al caso de una
solucién de soporte compacto), o bien de (1.3).
Asumiremos que K : Rt — R™ es una funcién positiva y continuamente
diferenciable que satisface la siguiente condicion:

K'(r)
K(r)

(K7) la funcién r — p+r es estrictamente positiva y decreciente en (0, 00).



De la funcién f : [0, 00) — R suponemos que

(f1) f(0) =0,y existe ug > 0 tal que f(u) > 0 parau > ug,y f(u) <0, f(u) Z0,
para u € (0,up).

(f2) f es continua en [0, 00) y satsiface localmente la condicién de continuidad de
Lipschitz en (ug, 00).

Bajo la hip6tesis (f2) se tiene que f es diferenciable casi en todas partes. Denotando
por D el subconjunto de [ug,00) en que existe f’, asumiremos también que se
satisfacen las siguientes condiciones de superlinealidad y convexidad:

(f3) (p—1)f(u) < f'(u)(u — ug), para todo u € D,

(f1) % es decreciente en D como funcién de wu.

(K1) no parece ser una hipétesis que exija més de lo necesario, porque casi en
todas partes en donde se hace uso de ella resulta ser exactamente lo que se nece-
sita, no proporciona mucha holgura y siempre alcanza para salvar la situacin pero
no para mucho mas. En particular, esto se evidencia en la integrabilidad de K v
cerca de cero, la cual permite la transformacion de la ecuacién diferencial que pre-
sentamos al comienzo del proximo capitulo, o en el estudio de la integrabilidad de
r" 1K (r), lo cual es fundamental por el papel que cumple la funcién for t" LK (t)dt.

(f3) expresa la condicién de superlinealidad; de (f;) diremos que esta presente
también en otros trabajos, como [14].

Al considerar soluciones de simetria radial, (1.2) y (1.3) se formulan en términos
de los siguientes problemas:

—(r" (' (1)) = " K (r) f(u), >0, n>p>1,

w'(0)=0, limu(r)=0, wu(r)>0parar >0, (1.5)

—(r" g ((r))) ="K (r) f (u
w'(0)=0, u(R)=0, wu(r

), >0, n>p>1,
> 0 para r € (0, R),

)
) := |s|P72s, ¢(0) = 0. Consideramos
1.6) son de clase C'[0, 00) y tales que

(1.6)

(
respectivamente, donde hemos llamado ¢,(s
que las soluciones de la ecuacién en (1.5) y (

1o, (u/'(r)) € CH0,0).
Estos son los resultados principales del trabajo que en esta tesis se expone:

Teorema 1 Si f satisface (f1)— (fs) y el peso K satisface (K1) podemos asegqurar
que el problema (1.5) tiene a lo mds una solucion no trivial.

Teorema 2 Si f satisface (f1) — (f1) y el peso K satisface (K1) podemos asequrar
que el problema (1.6) tiene a lo mds una solucion no trivial.
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Nuestros resultados cubrirdn también la unicidad de las soluciones de tipo
ground state de

—(a(r)|d' ()" (1)) = b(r) f(u(r)), r>0, n>1, (1.7)
versién radial del problema generalizado (1.1), donde a y b corresponden a Ay a B
segtin la convencién de que a(r) = r"tA(r) y b(r) = " 'B(r),sia,b: (0,00) = R
son funciones positivas y continuamente diferenciables tales que
(wy) a'* € LY(1,00) \ L'(0,1), (de modo que h(r) = [ al~P(t)dt estd bien
definida) y

1d 1Y h . 1d
(ws) (53 + ) 77 Sea decreciente en (0,00), con rlggo (55 +

1y h
)z =1,
En efecto, si a y b satisfacen (wy) — (wy) y N > p es arbitrario

t(r) == =¥ (r)

define un difeomorfismo creciente de (0,00) en (0,00), y es tal que si escribimos
v(t(r)) = u(r) entonces u es solucién de (1.7) si y sélo si

—(t T op(e(t)e = — (VT () TPy (r))) (' ()

- - ((—ﬁ__; (t‘w<r>)'>l_p¢p<u'<r>>> ()

_ (U) () () (£ (1)

p—1
= "R () f(u(1)),

si es que llamamos K (t) a

R(t) = @ - f)p_l UG R

-(571) womt
_ <U)p (a;(r)bpl’(r)yl N ()

p—1

= (Z__f) (a7 ()

esto es, (1.7) puede transformarse en la ecuacién en (1.5) y K (t) esta definida, es
positiva y es continuamente diferenciable en (0, 00), y es tal que

i = e (G5 7w )
- =2 (G 7)o 0):
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i.e., K(t) satisface (K1) y de v podra concluirse aquello que sea presentado en este
trabajo; como todo lo que se diga sobre v es un enunciado sobre u, se concluye que
lo que ha de exponerse se aplica también a (1.7) y al problema (1.1).

Esta tesis se divide en tres capitulos. El primero es éste capitulo de introduccién,
el segundo trata algunos aspectos preliminares, y el tercero expone los resultados
principales. Esperamos que el presente trabajo sea del agrado del lector.



Capitulo 2

Aspectos preliminares

2.1. Transformacion de la ecuacion diferencial

Algunos aspectos del problema podréan ser tratados de una manera mas conve-
niente y mas comprensible después de transformar la ecuacién

S )P @) = T K@) ), >0, asp>1 (20)

en una en que los factores que acompanan a |u'(r)[P~2u/(r) y a f(u(r)), al lado
izquierdo y al derecho de la ecuacion, respectivamente, sean iguales. Esto es, hare-
mos un cambio de variable mediante un difeomorfismo que transforme la ecuacién
anterior en una ecuacion de la forma

—(@@]o O Pu(t)e = at) f(0(t), >0 (2.2)

en donde t sea la nueva variable independiente y en donde el subindice ¢ denota
diferenciacion con respecto a t. Deduciremos de los célculos siguientes las condicio-
nes que debemos imponer sobre K asi como el difeomorfismo indicado para lograr
nuestro propdsito. Escribamos ¢ = ¢(r), como si ya conociéramos el difeomorfismo
que en realidad buscamos, y escribamos u(r) = v(t(r)). Asi, u/(r) = v, (t)t'(r) y la
ecuacion se convierte en

()P )P )t (r) = 1 ) ()

asumiendo que t'(r) sea mayor que cero para todo r.
El cambio de variable ¢t = ¢(r) nos llevard a la ecuacién que queremos si

r" 1K (r)
t'(r)

t(r) = " ()P =

Por esta razon definimos

t(r) = /OTK;(s)ds.
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Para que t(r) esté bien definido y para que tengamos que r = 0y r = 00

correspondan a los valores de ¢ = 0 y ¢ = 00, respectivamente, es preciso que
1

K» € L'(0,1) — L'(1,00). Esto, sin embargo, es consecuencia de (K1), la pro-

rK'(r)

K(r)

positiva y decreciente en (0, 00) como funcién de r. En efecto, para r € (0, 00)

sea estrictamente

piedad que hemos pedido que cumpla K(r): que r — p +

p{rK#(r)} = K»(r) {p + TZE};)} >0 (2.3)

luego

{p—i—%(;()l)}/:[(;(r)dr < /:Kzl)(r){p—l—rf((;g)}dr
= p{1-K»(1) = €K7 (e)},

y como TK%(T) es creciente (por (2.3)) y por ende h’m+ K (€) existe, se tiene que
e—0

Kv € LY(0,1); dicho sea de paso, ll'm+ T’K%O‘) puede interpretarse como
r—0

esto es, como una comparacion de dos funciones, una que hemos demostrado inte-
grable cerca de r = 0 y otra que no lo es, de esto obtenemos como consecuencia
que

rlir(r)l+ rKe(r)=0. (2.4)
Por otro lado )
Kr 1
lim 1(7“) = lim rK#(r)

existe y es positivo, o infinito (nuevamente por el hecho de que rK %(T) crece al
crecer 1), luego la integral impropia floo K (r)dr puede compararse con la integral
de %, que es divergente, y se concluye que K ¢ L'(1,00).

Habiendo definido asi ¢(r) se tiene que t'(r) > 0, esto da a la sustitucién t = ¢(r)
el cardcter de difeomorfismo y nos permite escribir también r = r(¢). Al mismo
tiempo, la condicién #(r) > 0 era lo unico que necesitdbamos para concluir la
validez del célculo que nos mostraba que si u(r) satisface (2.1) y definimos ¢(t) =
T”_l(t)Ki(r(t)), P el conjugado de Hélder de p, entonces v(t) = u(r(t)) satisface
(2.2). Reunamos, por conveniencia, la informaciéon que tenemos y usaremos méas



adelante:

a(t) = IO K (r (1)) (2:5)
A(0)6p(0a(1)) = LI (1) (ue(1)) = 1716, (ul (1))

(recuérdese que hemos definido ¢,(s) como |s|P~2s).
Dados los propositos de nuestro trabajo es preciso que estudiemos el problema
de valores iniciales

—(r" (' (r))) = " K (r) f(u(r)
u(0) = « (2.6)
u'(0) = 0.

Recordemos que de f suponemos que es no positiva entre 0 y un valor distin-
guido ug, que se anula en 0 y en ug y que crece en forma superlineal en (ug, 00). Por
motivos que aclararemos més adelante, consideraremos solo valores de o mayores
que ug. En particular asumimos que f(«) > 0.

Por solucion del anterior problema de valores iniciales nos referimos a una fun-

cién u(r) que suponemos definida y de clase C! en [0, ), que es tal que "~ 1u/(r)
es también de clase C! en [0, 00) y ademaés satisface las ecuaciones descritas ante-
riormente.
Nota. Es por comodidad que le pedimos a una funcién, como uno de los requisitos
para considerarla solucion de la ecuacion, que tenga como dominio todo el intervalo
[0,00). Sin embargo esto es completamente arbitrario y puede ademds presentarse
el siguiente inconveniente: demostraremos que dado a > 1 hay una tnica solucién
local u(r) que adopta a a como valor inicial y que se contintia en forma tnica
hasta que «/(r) = 0 o bien hasta que u(r) = 0. Si u(r) se anula es posible que
solo pueda continuarse si se le permite adoptar valores negativos. Sin embargo, si
u(r) < 0, el sentido de la ecuacién (2.1) no es claro, puesto que f estd definida
en principio sélo en [0,00) (y esto es asi porque nuestra intencién es estudiar el
comportamiento de soluciones positivas de la ecuacién). Podemos de todos modos
permitirnos imponer que toda solucién esté definida en [0, c0) y salvar la dificultad
senalada definiendo f(s) = 0 para valores negativos de s, segiin lo cual, cualquier
solucién u(r) definida sobre un intervalo [0, R] que sea tal que u(R) = 0 puede
extenderse a [0, 00) segin la expresién

u(r) = —iji {1 - (5)} R|u'(R)],

lo cual se deduce facilmente de la ecuacién

(r" M ()P~ () = =" K (r) f (u(r)) = 0.
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Esta observacién se propone mostrar que lo importante no es que la solucién
esté definida para valores arbitrariamente grandes de r, sino que lo significativo de
aquello que se esta pidiendo a una funcién para ser solucion es su comportamiento
alrededor de r = 0.

Veamos que (2.6) se transforma en

(2.7)

en el sentido que si u es solucién de (2.6), y si definimos ¢(t) y v(t) = u(r(t))
tal como antes, entonces v(t) y q(t)d,(v,(t)) son de clase C*[0, 00) y satisfacen las
ecuaciones (2.7).

Tenemos, en primer lugar, que

(o) = Zloga(t) = (0= 170 + A (28)

B 1 n—1 r(t)K'(r(t))
C pr() K (r(t) {p— T TRG) }

luego, como n > p y K(r) satisface (K1), ¢:(t) > 0 en (0,00); en segundo lugar,
sabiendo que

ltm ()6, (vr(t)) = lim "6, (u (1)) = 0,

t—0t+ r—0t

(2.2) nos permite escribir

bp(r(t)) = ——— / o(5)F(0(s))ds.

Esto muestra que mientras que el factor f(v(s)) se mantenga positivo (lo cual
sucede por lo menos para valores pequeiios de s porque v = u o r es continual! y
v(0) = a > uyp) v(t) es decreciente; asi, mientras v(s) sea mayor que ug, como ¢(t)
se demostro creciente? en (0, 00) y puesto que f es creciente en (ug, 00) tendremos

que
I f
ol = = [ a() s < 1@ < gy, 29
q(t) Jo q(t)
y esto implica finalmente que 11’151+ v(t) = 0. No es claro que ¢(r) sea diferenciable
t—

en r =0, 0, en caso que exista t'(0), no es claro que sea positivo; todo depende de
que exista y de cuanto valga lim K P( ). En consecuencia no es posible establecer

r—0t

Lestamos suponiendo que u es solucién de (2.1), en particular que es continua

1
7

20tra manera de ver que es creciente es escribiendo q(¢(r)) = r" P (rPK(r))?
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que v(t) es diferenciable en t = 0 y que v,(0) = 0 s6lo del hecho que «/(0) = 0. Sin
embargo si podemos terminar de establecer que v es de clase C* en [0, 00) usando
la regla de L'Hopital: si tenemos que v(t) = u(r(t)) es continua en ¢t = 0 y que
v(0) = «a luego
., o(t) —« . u(t)
0)=lim ——— = lim —= =
0=l =
Anslogamente q(t)¢,(vi(t)) es de clase C'[0,00), y su derivada se anula en
t = 0: esto se puede ver, por ejemplo, escribiendo

A6 (0n(t)) = — / 4(s) (v(s))ds
y considerando que
g(t) = r" O KV (r(t) = 7" (rKF ()P,

de manera que h’rn+ q(t) = 0 pues n > py el factor rK » es acotado (debido a su

t—0

monotonfa?).

Nuestra intencion de estudiar una ecuacion con el mismo peso a ambos la-
dos de la igualdad estda motivada por lo mucho que se ha estudiado la ecuacion
—Au = f(u), cuya versién radial es —(r"'u/(r)) = "1 f(u), y de la exten-
sion de los argumentos que se han ofrecido para estas ecuaciones a la ecuacién
—Ayu = f(u) y su versién radial —(r" =o' (r)[P~2u/(r)) = r"~' f(u) (para ser mas
explicitos respecto a cudl es la motivacién, obsérvese que el factor que acompana a
¢p(u') es el mismo que acompana a f(u)). Concretamente, basados en el tratamien-
to de estas ecuaciones podremos demostrar, por un lado, la existencia y unicidad
locales del problema de valores iniciales (2.7) y, por otra parte, la diferenciabilidad
de la solucion de dicho problema con respecto al dato inicial «; finalmente, va-
liéndonos de los recursos expuestos en esta seccion, seremos capaces de transferir
estos resultados al problema (2.6), que es del que trata esta tesis.

2.2. El problema de Cauchy

La ecuacion diferencial (2.2) puede escribirse como
q
(0p(v:))e + j%(vt) +f(v) =0. (2.10)

Se puede decir que la conveniencia de que la ecuacion tenga el mismo peso a ambos
lados esta relacionada con el hecho de que el dltimo término en la ecuacién anterior
depende directamente de v y de t depende sélo indirectamente.

3refibrase nuevamente a (2.3); también se deduce de (2.4).
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Recordemos que hemos establecido que lim rK P( ) =0 (ver (2.4)). Conside-

r—0+t

rando esto y que, segun (K1), hm {p Ip4 - (()) } existe y es positivo (o infinito),

vemos de la expresion (2.8):

Gty 1 n—1 rK'(r) -
q(t) p"f’K%(T) {p_1p+ K(r) }’ )

que el problema de valores iniciales para la ecuacién (2.10) en ¢ = 0 es singular
debido al término %(¢) y a la posible singularidad de ¢,(s) = |s|P~2s cuando s = 0.
Esto hace que no nos sea posible abordar el problema de la existencia y unicidad
locales para dicho problema de valores iniciales segiin el tratamiento usual del
problema de Cauchy. Con esto nos referimos a lo siguiente: (2.10) puede ser vista

(p = Dou(t) = q( o) = F () )* 7,

como
una ecuacion diferencial de segundo orden vy (t) = g(t,v(t), v,(t)). La teoria estdndar
nos dice que si alrededor del trio (tg, v, po) que determina el problema de valores
iniciales

v = g(t,v(t),v(t)), v(to) =wvo, v(to) = po
g es Lipschitz con respecto a su segundo y tercer argumentos podemos asegurar la
existencia y unicidad locales para soluciones de ese problema. Si tg > 0, po < 0y
vo > up, dado que f es localmente Lipschitz en (ug, 00), no se presenta ninguna
dificultad. Sin embargo, cuando ¢ty = 0, como queremos que v;(0) = 0, el factor
|v(t)|*7P hara que establecer la unicidad local requiera un tratamiento diferente.
Es mas, ni siquiera seremos capaces de demostrar de ese modo la existencia local
de soluciones, por la falta de continuidad debida a la singularidad del factor % (¢)
en t = 0. Seremos capaces de reemplazar la condicion de Lipschitz y demostrar
existencia y unicidad locales, asi como la dependencia continua con respecto a las
condiciones iniciales, valiéndonos de caracteristicas propias de nuestro operador
el p-Laplaciano, y de las hipé6tesis que hemos supuesto para el peso ¢(t) que lo
acompana en la ecuacién. Una vez superada la dificultad que se encuentra en
t = 0 podriamos recurrir a la teoria estandar. No obstante, nos econtramos con
una segunda dificultad: que dado o > wug hay una unica solucién del problema
y que ella puede continuarse podréa establecerse mientras la funciéon permanezca
en (ug,00), en donde f satisface localmente la condicién de Lipschitz, pero no

4siendo el valor inicial mayor que ug, sabemos que toda solucién v(t) de (2.10) es decreciente
inicialmente y su derivada puede escribirse como

at)=-{ [ t Zij))fws))ds}p,l ;

esto nos muestra que v (t) existe si ¢ > 0.
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podremos argumentar del mismo modo que pueda continuarse en forma tnica
debajo de ug. Para salvar esta situacién, y considerando que las soluciones de esta
ecuacién son decrecientes por lo menos hasta alcanzar el valor ug, y por lo tanto
invertibles, deduciremos los resultados que necesitamos aplicando la teoria clasica
a las funciones inversas, deduciendo para ellas una ecuaciéon diferencial; de esta
manera, en la nueva ecuacién f aparecera evaluada en la variable independiente,
y no en la solucion de la ecuacién, y no requeriremos de f que sea Lipschitz-
continua. Esto lo veremos en detalle, por el momento sélo digamos que serd mas
facil conseguir este ultimo resultado trabajando directamente con (2.1) y no con
la ecuacién transformada (2.2).

Para demostrar existencia escribimos la ecuacién como una ecuacién integral y
hacemos uso del teorema de punto fijo de Schauder. Este resultado de existencia
no hace uso del hecho que f es localmente Lipschitz-continua en (ug,o0) y por lo
tanto no discrimina entre soluciones que permanecen en ese intervalo y soluciones
que atraviesan ug.

Teorema 3 (Teorema de Existencia) Dados to > 0, vy y po arbitrarios existe
T >ty y una solucidon v(t) del problema de valores iniciales®

—(q(t)pp(ve(t)))e = q(t) f (v (1))
U(to) = Vo (211)
vi(to) = po
definida en [to, T'). En particular, dados R > 0 yT > 0 lo suficientemente pequenios

es posible garantizar que los problemas (2.6) y (2.7) tienen una solucion definida
en [0, R) y [0,T), respectivamente.

Demostracion. Sea ¢ un real arbitrario. Llamemos C al conjunto de funciones
C={velty,T]: ||[v—uolleo <c}

donde T es un valor que pronto elegiremos y || - ||« denota la norma estandar en
el espacio de Banach C[ty, T] de funciones reales continuas definidas en [to, 77,

[0]loc = sup_[o(t)]-
te(to,T)

C es cerrado y convexo. Definimos sobre C el operador 7 dado por

70 =+ | y (%% gy~ [ 9T ptu(rpar ) as,

q(s) o 4(s)

5Si vy < 0 definimos, tal como hemos sefialado en una instancia anterior, f = 0 en (—o0,0)
para que la ecuacién diferencial en (2.11) tenga sentido. De cualquier modo, si vy > 0, veremos
que del teorema podemos concluir, si asi lo deseamos, la existencia de una solucién positiva del
problema de valores iniciales segtin lo cual el que f esté definida en [0, 00) no es un inconveniente.
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donde hacemos notar que ¢, es funcién inversa de ¢, ¢, (s) = |s|” ~2s. Demostra-
remos que 7 tiene un punto fijo, que es la solucién buscada al problema de valores
iniciales.

Usando la continuidad y la monotonia de ¢,y en (—o0, 00), la continuidad de f,
el hecho de que toda funcién v € C permanece en el intervalo acotado [vg— ¢, vg+¢]
y la monotonia de ¢(t) deducimos la existencia de M > 0 tal que |f(v(t))] < M
para toda v € C, t € [tg, T]; que 7T esta bien definido, y que

TRl® — vl < [ (il + M(T — ta)ds
= (T —to){|polP™ + M(T —to)}' .

Pediremos a T' inicamente que el lado derecho de la igualdad anterior esté acotado
por ¢, de modo que 7 (C) C C (no hay problema en imponer esto puesto que M es
independiente de la eleccién de T)).

Para aplicar el teorema de Schauder debemos verificar que 7 sea continuo y que
7 (C) sea relativamente compacto. Consideremos una sucesion {vg} de funciones
en C, sean ty,ts € [to, T], t1 < to. Entonces

p'—1

ds

Tlog) (1) — Tlogl(82)] < / 2

alto) — Sm v(T))dT
Leloton — [ 4T s

to
= / (IpolP™" + M (s — to) )~ ds,

t1

luego la familia {7 [vx]} es equicontinua. Apelando al teorema de Arzela - Ascoli se
tiene que toda sucesion en 7 (C') tiene una subsucesién que converge en C, porque
C es cerrado.

Finalmente, demostremos la continuidad de 7. Sean v € C y {v} C C tales
que khjgo |lur — v]| = 0. Considerado que en

(2%, 00) - /| 2 foryar ) ds

todas las expresiones estdn uniformemente acotadas® con respecto a k y la integra-
cién se realiza sobre intervalos finitos, podemos aplicar el teorema de convergencia
dominada de Lebesgue para intercambiar dos veces el limite con el signo integral y
concluir que 7 [vy] converge puntualmente a 7 [v] en [ty, 7] cuando k — oco. Usan-
do esto y que toda sucesion en 7 (C) tiene un punto limite en C obtenemos que
{T[vx]} contiene una subsucesién que converge uniformemente a 7 [v] en [ty, T']; sin

Tl =w+ [ o

to

6La acotacién proviene de la constante M encontrada para f, valida para toda funcién de
C; las fracciones que involucran a ¢ podrian, en principio, hacer dudar que los integrandos sean
acotados debido al hecho de que lim ¢(t) = 0, pero esto se resuelve con su monotonia.
t—0t
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embargo, como el mismo argumento es valido no sélo para {7 [v;]} sino también
para cualquiera de sus subsucesiones, podemos establecer que la sucesiéon completa
converge a 7T [v].

La validez de lo que sera expuesto a continuacién se tiene cualquiera sea la
eleccion de tg, vy y po. Sin embargo nos interesa mas, se entiende mejor y es mas
significativo si nos restringimos al caso en que ty = 0, vg = a > ug, pp = 0, y
el problema (2.11) se convierte en (2.7). En este caso, elegimos ¢ de modo que
[ — ¢, a+ ¢] C (ug,0), donde f es positiva.

Por el teorema del punto fijo de Schauder, existe v € C tal que 7 [v] = v. Como
v € C entonces v es continua en [0,7]. A partir de la expresién

o(t) = o — /Ot {/0 %f(v(f))df}pl_l ds

se obtiene que v(0) = . Se obtiene también que v € C'[0,T): por un lado

) =~{ [ D jionas}

sit > 0y, por otro lado, usando la regla de L’Hopital tenemos que

-1

(0) = lim vy(t) = — { Ifm /Ot @f(v(s))ds}p/_l —0,

t—0+ Jo q(t)

habiéndose obtenido la tltima de las igualdades acotando fot % f(v(s))ds por Mt.
Finalmente,

q(t)p(ve(t)) = q(t)dp (— {/O %f(v(S))dS} _ ) :

2(£)6,(v(t)) = — / 4(s) (v(s))ds, (2.12)

de esto se infiere que q(t)p,(v(t)) € CH[0,T), que 11’151+ q(t)pp(ve(t)) =0, y que
i—

{g()p(vi(t)) 12 = —q(t) f (v (1)),

como deseabamos. Notese que hemos establecido también que v es decreciente.
Una vez sabida la existencia de una solucién v del problema (2.7), definida en
[0,7), definamos R = r(T), u(r) = v(t(r)), r € [0, R), donde, recordemos,

t(r) = /OTK;(s)ds
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y 7(t) denota su inversa. En términos de u, la representacién

o(t) = o — /Ot {/0 %f@@))m}ﬂ_l ds
u(r) = o — /0 . { /0 S % f(v(T))dT}pll ds

y, haciendo las sustituciones 7 = t(0), s = t(p),

se convierte en

dr = K7 (0)do, ds= Kv(p)dp,

nos dice que

/

ulr) =a— /0 {/Op%f(u(a))[(;(a)da}pl K7 (p)dp.

Usando (2.5), en particular que

a(t) = " (O K7 (r(2),

/
—1

y que 22 = 1 obtenemos finalmente que
p p

u(r) = a — /0 {/Op Sn_lK(s)f(u(s))ds}pll dp, re[0,R)

pnfl
de donde deducimos, del mismo modo como se dedujo para v, que:

= u(0) = a.

ue OO, R) y ()=~ {f7 %K(s)f(u(s))ds}pl.
uw'(0) = 0.

o) = = [y s (s) f (u(s))ds.

"¢, (u/'(r)) € C0, R) y tiende a cero cuando r — 07, y

(716, ()Y =~ K () (ulr)).

Esto demuestra la existencia de una solucién local del problema (2.6). n

Nota. La ultima parte de la demostracion anterior completa lo que comenzé a
exponerse en la seccion anterior y ahora enunciamos mediante la siguiente propo-
sicién:
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a cada solucién del problema de valores iniciales (2.6) corresponde una solucién
del problema de valores iniciales (2.7) y viceversa.

En particular, resulta claro que para obtener la unicidad local de ambos proble-
mas basta demostrar la unicidad de uno de ellos. Tal como habiamos anticipado,
preferiremos tratar con (2.7) cuando el problema sea en ¢t = 0, y con (2.6) cuando
podamos controlar que u/(r) no se anule.

Teorema 4 Sean vy y vy dos soluciones de (2.7) definidas sobre un intervalo [0, ty],
cuyos valores iniciales v1(0) = a1 > up y v2(0) = e > ug no son necesariamen-
te los mismos. Supongamos que v1(t) y va(t) permanecen en un cierto intervalo
[c1, e2) C (ug, 00) mientras t € [0, o). Entonces, para todo t en ese intervalo

q(s)

hﬂﬂ—%@NS%@mQ{f<ig)ﬂ1%>Mr%m

hmw—waMSme{[(agdﬂ1w>my—%L

donde hemos escrito Q(t) = fotq(s)ds, y C' es un cierto valor que depende sdlo de
[c1, 2], no depende de oy, de ag ni de t.

m&wa¢u»—qQMA%a»hsumwmp(cl C”@)w>kn—aﬂ

Nota. Como ¢(t) es creciente de las anteriores relaciones entre vy y vy se deducen
las siguientes:

/ / < Cp’—l Ci
01 (t) = vh(t)] < O e " on — g

P
y o |ui(t) —va(t)] < 6Ct’7|@1 — gl

Demostracion del teorema 4. Estamos suponiendo que vy (t) y vo(t) permanecen en
(ug, 00), de modo que vj(t) < 0y v)(t) <0 en virtud de las expresiones

qw@ww»z—/q@ﬂm@Ma
0 (2.13)

q@%@%ﬂ=—lq@ﬂw@ﬂ&

Llamemos O1(t) y Oq(t) a q(t)|vy(t)[P~1 y q(t)|v5(t)[P~!, respectivamente; al restar
en (2.13) observamos que

|@@—@wns4q@uw@»—NM$w&

"No habiendo ahora riesgo de confusién, por simplicidad hemos modificado la notacién con la
que indicamos la diferenciaciéon con respecto a la variable independiente t.
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Recordemos que f es localmente Lipschitz en (ug,00); si L es la constante de
Lipschitz para f sobre el intervalo [c1, c2] C (ug, 00) obtenemos entonces que

(1) — (1) < L / 9(8)]eas) — vi(s)|ds:

si ademas tenemos en cuenta que

[0a(t) = vi(B)] < |ag — | + /O |v5(s) — vi(s)|ds, (2.14)

podremos deducir la siguiente inecuacion:

02(0) - €1(0) < (1) {lox — eul + [ o)~ f(o)las |, v€ bl (219

Tenemos de este modo una relacién entre |9y (t) — Oq(t)| y |vi(t) — vh(t)| obte-
nida, indirectamente, a través de la ecuacion diferencial; obtenemos una segunda
relacion entre dichas expresiones, una relacién directa, a partir de la definicién
misma de ©(t) y aplicando el teorema del valor medio a ¢,,:

a0 Huy(t) — v ()] = [0 (O2(1)) — 8 (O1(t))] = (' = 1)E)” ?O2(t) — O1(2)]

donde £(t) es algin valor entre ©1(t) y O4(t). La ecuacién (2.13) nos muestra® que
£(t) estd entre f(c)Q(t) y f(ea)Q(t) luego, sin importar el signo de p’ — 2 tenemos
que

c Q(t))”’l
v’t—v'tﬁ—(— O,(t) — ©1(t)], 2.16
50 01 < o0 (Gyy) 100 -0 (216)
donde hemos escogido C' como el valor que resulta de multiplicar L, p’ — 1, y el
mas grande de los valores f(c)? =2y f(ca)?' =2,

C = (¢ = DLmix{f(c))}" >, fle)” "}

Asi,

03(t) — ()] < C (%) {los=auf+ | Joj(s) — (5)lds

8dado que f es creciente en (ug, 00),

9Es aqui donde se evidencia que las soluciones deben estar estrictamente por sobre ug para
que el argumento funcione: la positividad de f en ¢; y ¢o nos permite concluir que aunque O(t)
tiende a anularse cuando ¢t — 0, lo hace al menos con la misma rapidez que Q(t), lo cual, en
ultimas, permitira salvar la singularidad asociada al operador p-Laplaciano en el caso en que
p> 2.
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una vez obtenida esta inecuacion diferencial de primer orden, el argumento concluye
de la manera usual: como funcién'® de ¢

exp (—c/ot (if;)pllds) {|oz2 — o +/Ot ) (s) —v’l(s)|ds}

es decreciente, lo cual, al ser aplicado en (2.14), luego en (2.15) y finalmente en
(2.16) se traduce en las conclusiones que se nos pidi6 formular. Esto completa la
demostracién. m

Observamos inmediatamente que si a; = «q, eligiendo adecuadamente [c1, o]
y to se obtiene que v; = v, en un intervalo a la derecha de ¢t = 0, esto es, de este
teorema se deduce, en particular, la unicidad local de las soluciones al problema de
valores iniciales (2.7). Posteriormente obtendremos también, usando este teorema,
la dependencia continua de las soluciones respecto de los valores iniciales.

Extender el argumento de unicidad del teorema anterior no reviste ninguna
complicacion; por el contrario, el argumento se simplifica porque el problema de
no poder controlar la magnitud de [£(2)|P~2, con un £(t) entre q(¢)|v)(t)|P~" y
q(t)|vy(t)[P~t, ambos cercanos a cero, deja de ser vigente si nos alejamos de t = 0 y
se pide que |v](t)| y |v5(t)| sean uniformemente positivas, apelando a la continuidad
de las derivadas de v; y vy. Debemos solo tener presente que hemos hecho uso de
la continuidad de Lipschitz de f.

Sea v(t) una solucién de (2.7), supongamos definida en [0, T"). Mientras que v(t)
permanezca en (g, 00),

4(B)0p(n(1)) = — / 4(3)f (v(s))ds

nos muestra no sélo que v es decreciente y que en consecuencia lim v(t) existe
t—=T~

y es finito, sino que también th’rjr} |vi(t)| existe y es finito por la monotonia de
q(t)pp(ve(t)). Haciendo uso de la teoria estandar de continuacién de ecuaciones
diferenciales ordinarias, concluimos entonces que dado o > uy hay una tnica solu-
cién de (2.7) definida, en principio, en un pequenio intervalo que incluye a t = 0,
y, a posteriori, extendible en forma tinica hasta un cierto intervalo maximal de tal
suerte que v(t) permanezca en (ug,00). S6lo pueden presentarse dos situaciones:
o bien v queda definida en un intervalo [0,7], T' < oo, caso en el cual v(T) = g
y v(T) es estrictamente negativa, o bien la solucién de (2.7) se define en [0,00) y
v(t) > uy para todo t. Insistimos que, en ambos casos, la solucién es estrictamente
decreciente!!.

. .. l_ . . z
1075, integrabilidad de (%)p ! se sigue de acotar Q por t, consecuencia a su vez de la monotonia

q
de q.
Posteriomente demostraremos que, en el segundo caso, se tiene que th’m v(t) = g, luego
— 00

puede decirse que en ambos casos la solucion decrece estrictamente hasta llegar a ug, s6lo que en
el segundo esto se produce en t = co.
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Todo lo dicho hasta el momento puede por supuesto traducirse en términos
de u(r) y (2.6). A continuacién nos proponemos demostrar que para todo o > ug
existe una solucién de (2.7) y que ella puede extenderse en forma tnica no sélo
hasta que u(r) = ug, sino hasta que u(r) = 0 o bien hasta que /() = 0, esto es,
podremos asegurar que u puede extenderse mientras sea positiva y decreciente. Tal
como se ha dicho anteriormente, el problema de la existencia local estd ya resuelto
incluso por debajo de ug, luego debemos proceder a resolver los problemas de la
unicidad local y el de la dependencia continua de los valores iniciales, debajo de
ug; con este objeto y considerando que estamos tratando con soluciones que son
decrecientes, plantearemos el problema en términos de sus respectivas funciones
inversas.

Sea u(r) una solucién de la ecuacién diferencial (2.1), definida en un cierto
intervalo (rg,71), tal que u/(r) < 0 para todo r € (rg,r1). Sean sg = u(rg), $1 =
u(ry), so > s1. Dado que r" ¢, (u/(r)) € C*(ro,r1), que r > 0y que u/(r) # 0 para
r € (rg,m1) se concluye que u € C?%(rg,r1). La funcién inversa de u, t(s), definida
en el intervalo (s1, o), es entonces diferenciable, satisface las relaciones

t(u(r)) =r, € (ro,m)

, 1
1) = ey
)

y, considerando nuevamente que u'(r) # 0 en (rg,71), obtenemos finalmente que
t € C?(s1,80) y que

s € (s1,80),

d 1 n—1 1
i\ e = KO
_p-1 "(u(r))u(r n-l ! = K(r)f(u(r
P ) + e = KU (u(r)

e (p— D)t (u(r) == - L ()] = K ()l [ () .

En resumen, dada u(r) una solucién decreciente de (2.1), su funcién inversa es
solucién de

n—1
t(s)
s € (s1,50). La regularidad de K terminaré por suplir, de este modo, la falta de

Lipschitz-continuidad de f.
Podemos finalmente establecer la conclusién que deseabamos:

(p—1t"(s) = [t'(s)]* = K (t(s)) f()IE' ()", (2.17)

Teorema 5 (Teorema de continuacién) Dado o > ug existe una unica solu-
cion del problema de Cauchy (2.6), positiva y de derivada estrictamente negativa,
definida en [0,00) o bien en un intervalo mazimal [0, R], caso en el cual u(R) = 0

o bien v'(R) = 0.
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Este teorema, y la dependencia continua de la solucién de (2.6) con respecto a
«, se obtienen aplicando la teoria estandar de ecuaciones diferenciales ordinarias,
esto es, como consecuencia del siguiente teorema.

Teorema 6 Sean t; y ts soluciones estrictamente positivas de (2.17), definidas
sobre un mismo intervalo cerrado [s1,So|, de derivadas estrictamente negativas en
dicho intervalo. Fxiste entonces M > 0 independiente de s tal que

40) = ()] < (Ifh(s0) — th(so)| + Mlta(s0) — talso) e,

)~ (5] < My (on) — ) S (o) — ol )
para cada s € [s1, So|.
Demostracion. Escribamos
wi(s) = [t1(s)| = —ti(s) p1 = t1(s0) p2 = ta(s0)
w(s) = [ty(s)| = —t5(s)’ p = wi(so)’ fi2 = wa(s0)

Se satisfacen entonces las siguientes ecuaciones integrales:

ti(s) =p1 + /SO wy (§)dE
t(s) = o+ | " n(€)de

s € [s1, 0],

y para sus derivadas:

i) =t -1 [ {” L0 - K(tl(C))f(C)wl(O”“} ac

s € [s1, s

un(s) =+ (= 1) [ {00 — K@) FQualer™ fdc

En general, dada una funcién de dos variables h(z,y) definida y continuamente
diferenciable sobre algin dominio del plano se tiene por el teorema del valor medio
que

(2, y2) = h(z1,91)] < Calwa — 2] + yly2 — w1
si las derivadas parciales h, y h, de h estan acotadas por constantes ¢, y ¢, en el
dominio sobre el cual h esta definida y al cual pertenecen (z1,y1) y (x2,%2). En
particular, esto podra aplicarse a h(zx,y) = —yé, de derivadas parciales

y2
hx(may> = §7 hy(l‘,y) =—-2

Y

Y
x
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si z es uniformemente positivo e y es acotada, y a h(x,y) = K(z)y?*!, de derivadas
parciales

hx(iE, y) = K/(x)yp—H’ hy(aja y) = (p + 1)K(x)yp’

si x e y son acotados en el dominio sobre el que aplicamos el teorema del valor
medio.

Por lo tanto, considerando que ¢ y t, son estrictamente negativas y continuas,
asi como ty y to son estrictamente positivas y continuas sobre el intervalo cerrado y
acotado [s1, o], ademds de la continuidad de f, se concluye la existencia de L > 0
tal que para todo s € [sq, S

— wa(s _ n—1 [*wi() _ w3(§)
[wi(s) —wa(s)] < [ — pol +p— 1/3 t(§)  ta(8)

+' - 1) /SO [FONK (#1(8)wi ()P — K (t2(€))w2(§)"|dg

‘df

S0 S0
< =gl + L[ () —ua@ldE + L [ 1) - (s
Uniendo esto a las expresiones que teniamos para t; y to obtenemos que
S0
wnls) = was)] < D =gl + L [ (€)= wa(€)lde

VLl — o+ [ [ . dcd
o1 — pal(s0 — 9) / /g 03(C) — ws(C)|dCde
< |p1 — po| + Llp1 — pa|(s0 — 5)

L+ (=) [ wnl6) - walo)ldg

< — pual + Mipy — pof + M / "l (€) — wa(©)]de (2.18)

para cada s € [sy, So], donde hemos llamado M a L(1 + sy — s1).
Podemos, a partir de esta inecuacién diferencial, obtener los resultados pedidos:

d *
_@ {e—M(So—S)/S |w1(€) — w2<§)’d€}

= e Lot [ (€)= (@l — o) - walo)l}

< e—M(so—S){|lu1 — Iu2| =+ M|p1 - p2|}
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luego

eM(SoS)/ ’ ’wl(f) — U)Z(g)|df

I A (S VT _ }
_ / dg{e /5 w1 (€) — wa(O)ldc \ de

50
< (1 — sl + Mlpy — pal) / MO,

i.e.
6M(so—s) -1

[ () — wn(©)de < (i — el + Mlor )

Al reemplazar en las expresiones (2.18) y

t1(8) — ta(s)] < |pr — pal + / " un(€) — wale)de

se completa la demostracion del teorema. m

Nota. La constante M depende del largo del intervalo, de alguna cota inferior
positiva y una cota superior vélidas tanto para ¢;(s) como para t3(s), y de una
cota superior comun para [t}(s)| y [t5(s)|. Esta observacién hemos de tenerla pre-
sente cuando consideremos el problema de la dependencia continua con respecto
a los valores iniciales puesto que en ese caso trataremos al mismo tiempo con las
inversas de soluciones cuyos valores iniciales pertenecen a toda una vecindad de
un « > ug fijo, y esto impone un requerimiento de uniformidad que no se alcanza
a apreciar cuando se consideran sélo dos funciones t1(s) y t2(s) para las cuales es
facil establecer limites comunes para ellas y sus derivadas.
Demostracion del teorema 5. Sea v > ug, llamemos S al conjunto de todos los R > 0
tales que existe alguna solucién u(r) de (2.6) definida sobre [0, R) que sea tal que
u(r) > 0y u/(r) < 0 para todo r € (0, R). Hemos de establecer, en primer lugar,
que si ui(r) y ug(r) son dos soluciones que satisfacen estas propiedades y estéan
definidas sobre un intervalo comun [0, R), entonces u; = uy en dicho intervalo. El
teorema 4 nos permite concluir que u; = uy en un pequeno subintervalo [0, rg)
de [0, R). En general, si u; = ug en [0,71) y 1 < R entonces ui(r) y ug(r) y sus
derivadas estdn definidas en r = r; y a la derecha de 71, y u(r1) = ug(r1) >0y
uy(r1) = uhy(ry) < 0. Del teorema 6 se obtiene como consecuencia la existencia de
un § > 0 tal que u; = ug en [r1,r1+9) C [0, R). Es facil ver que esto demuestra que
el conjunto de los 1 < R tales que u; = us en [0,71) es no vacio y que su supremo
no puede ser inferior a R, esto es, que u; = ug en [0, R) como desedbamos.
Observemos, en segundo lugar, que el teorema de existencia (teorema 3) nos
garantiza que S es no vacio. Es claro a partir de este par de observaciones que
podemos definir una solucién u;(r) de (2.6) sobre [0, R), donde R = sup S, y que
hay una tnica manera de hacerlo. Se tiene ademés que uy(r) > 0y wj(r) < 0
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para todo r € [0, R). Si R = oo hemos demostrado ya el resultado pedido, luego
supondremos en adelante que R < oo. Consecuencia de la monotonia de u; es la
existencia de lim wuy(r), valor al que denominaremos u;(R). Que dicho valor es

iy
finito se sigue de la positividad de u;. Claramente se tiene que u(r) > u;(R) para
todo r < R. Si u1(R) > ug escojamos r; = 0y si uy(R) < up sea r; < R tal que
uy(r) < up para r € (r1, R). La eleccién de r es tal que f(uy(r)) tiene un mismo
signo para todo r € (1, R). A partir de la ecuacién

P ()P = el ()P +/ LK () f (ua(t))dt

T1

se concluye entonces la monotonia de r™~!|u/} (r)[P~! con respecto a r y la existencia
de un limite, finito por el hecho de tratarse de la integral de un integrando continuo
sobre un intervalo cerrado y acotado, para dicha expresion cuando » — R~. Siendo
R < oo ello implica la existencia de un valor finito de lim u}(r) que llamaremos

r—R~

u)(R). Finalmente, si uy(R) > 0y u}(R) < 0 el teorema de existencia aplicado al
problema de valores iniciales

nos permitiria extender u; a una solucién u(r) definida sobre un intervalo mas
grande que [0, R) el cual, considerando que u es de clase C'!, puede ser escogido de
modo tal que u y v/ permanezcan positiva y negativa, respectivamente. No obstante
esto es imposible dada la eleccién de R, razén por la cual debe tenerse, necesaria-
mente, que u;(R) = 0 o bien que u}(R) = 0, completando asi la demostracién del
teorema. [

2.3. Clasificacion de las soluciones

Estudiemos ahora algunas propiedades generales de las soluciones del problema
de valores iniciales (2.6) que nos permitiran hacer de ellas una clasificaciéon en
términos de la cual podran expresarse adecuadamente tanto el problema del que se
ocupa el presente trabajo como la manera en que este problema ha sido enfrentado.

Sea u(r) una solucién del problema; no supondremos, por ahora, que el valor
inicial o sea necesariamente mayor que ug, y, en particular, no asumiremos aun
que u’ sea negativa. Sea F(s) = [/ f(t)dt y definamos el funcional

' (r) "

E(r) = PR + F(u(r)).
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Dicho funcional puede ser pensado como %ﬁ’)(ﬂ)) + F(u(r)), en donde ®,(s)
denota la integral

s lsl sl
/ O (€)ds = | & 71dE = Q
0 p

0
de ¢, funcién inversa de ¢,. Por otra parte, para r > 0, sabemos por la diferen-
ciabilidad de r"~1¢,(u'(r)) que ¢,(u'(r)) es diferenciable’ con respecto a r y que
(2.1) puede ser reescrita como

n—1

(6p(u'(r)) + p(u'(r)) + K (r) f(u(r)) = 0. (2.19)

r

Por lo tanto,

G (Pp(u' (1)) (0p (W (1)) K'(r) [/ (r)[”

E/ — . /
") K(r) i) picr) HI
u(r)P (n—1 rK'(r
WP fn=1 rKG)Y
prE(r) \p—1" K(r)
Puesto que n > p tenemos en virtud de (K1) y de esta expresién que E es
decreciente con respecto a r. Ademdas podemos establecer que 11’:0[1+ L;ﬁ/](g()l;) =0,
r—0

usando, por ejemplo, la regla de L'Hopital'®:

/ D o, n—1 / o, (r" 1 / !
o WO RGN0 o)
o pKG) T e R ()
o )G, () () )
B lIn+ n-ly 9 -1 K'(r) N H(%‘ n-l rK'(r) -
T P K(T){%p""rl((r)} o Ep_‘_ K(r)

Se concluye que E(0) = F(u(0)) = F(a). Como consecuencia de esto se tiene que
si @ < ug, entonces E(r) < 0 para todo r > 0 y no existe 0 < R < oo tal que
u(R) = 0. Como el problema del presente trabajo consiste en demostrar que dado
R € (0, 00 existe a lo més un valor de « tal que la correspondiente solucién u(r) se
anula en r = R, esto es, como estamos interesados en soluciones que llegan a valer
cero, aunque sea bajo la modalidad descrita por TliI?o u(r) = 0, consideraremos, por

lo tanto, solo valores de o mayores que ug.

Una vez dicho esto, podemos acudir finalmente al teorema 5. En adelante de-
notaremos por u(r,a) y por R(«a), respectivamente, a la tnica solucién de (2.6), y
al valor de R mencionados en este teorema. En el caso en que u(r, a) esté defini-
da en [0, 00), diremos que R(«) = oco. Asi, dado o > ug, u(r, ) estd definida en

2incluso cuando u/(r) = 0

n—1
13Que el denominador r»=1P K (r) tiende a desaparecer puede deducirse de lo que ha sido dicho
sobre P K(r) considerando que n > p

25



0, R(a)), u(r,a) > 0y u'(r,a) < 0 parar € (0, R(«)). Se sigue de esto que u(r, «)
es invertible. Denotaremos su inversa por t(s, «).

Si R(«r) < 00, el teorema 5 nos dice también que u(r, o) tiene una extensién con-
tinuamente diferenciable a [0, R(«)] de modo que u(R(«)) = 0 o bien v/(R(«)) = 0,
resultado cuya obtencion, recordemos, se hizo posible gracias a la monotonia de
u(r, ) y de r" ! (r, @)|P~! con respecto a r (ademds de los teoremas de existencia
y unicidad locales 6, 3 y 4). Anédlogamente, si R(a) = oo se tiene, como conse-
cuencia de la monotonia de u(r, ), la existencia de TlLrgo u(r, ), que seré denotado

por u(R(«), «). La existencia de u/(R(a),a) = lim v/(r, ), en cambio, no puede
asegurarse a menos que u(R(«),a) < up. Si tal es el caso, no sélo sabemos que
u'(R(«), ) existe sino también que su valor es cero, y que lim r|u/(r,a)| = 0 (lo

primero es consecuencia de lo segundo).
Para demostrar esto observemos que si elegimos r; > 0 tal que f(u(r,a)) <0
para r € (ry,00) entonces la expresion

P () P = T ()P / LK () f (ult, o))t

r1
es decreciente y converge a un limite finito y no negativo, que llamaremos A, cuando
r — oo . Como n > p tenemos que

(rn—llu/|p—1)p/—1
H
re-1

=0

lim 7|u'(r, )| = lim
T—00 T—00
puesto que el numerador tiende a A’ ~! y el denominador tiende a infinito.
Mediante un razonamiento parecido podemos demostrar una propiedad adicio-
nal de u(r, a): u(R(a), ) < g, y en el caso en que R(«) < oo esta desigualdad es
estricta. En efecto, si R(«) es finito y u(r,a) > ug para todo r € (0, R(«)), nece-
sariamente u/'(R(a), @) = 0 porque u(R(a), @) no puede ser cero, y seria imposible
que

" () = / () f (ult, @)t

Supongamos ahora que R(a) = oo y que u(R(a), ) = v > uy, y lleguemos a

una contradiccion. Comon > py p+ rfg(?f)" es estrictamente positiva y decreciente

como funcién de 7 en (0, co) tenemos que n+ Tﬁg) converge a un valor 0 < A < oo.
Jo t"IK(Hdt . Aot K (t)dt B
K (r) for tn=1K(t) {n + tg(g)} dt
CJorTE® {A - (n + tﬁ(g)) } dt
B K (r) '

MMHacemos notar que hasta este punto no hemos hecho mas que proceder tal como en la
demostracién del teorema 5.
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Si consideramos ademas que

T in—1 T r
Jo K ()t _ p(n=p) / gt PEQ) <y (P / R T
rm K (r) 0 P K (r) 0 n—p

y que r" K (r) tiende a infinito cuando r se hace muy grande, podemos concluir que

VK () dt
lim —fo ®) = l
r—00 T"K(T) A

A partir de esto deducimos que

Pl (o) P = / LU () f(ult @)t > CF () (r)

para alguna constante positiva C'y r lo suficientemente grande; luego, como 7 K (r)
es creciente, TP u/(r, a)|P~! > Cy > 0 para alguna constante positiva Cy, y esto
contradice la integrabilidad de u’ en (0, 00).

No puede garantizarse que la desigualdad u(R(a), ) < ug sea estricta en el
caso en que R(a) = oo, como lo muestra el siguiente ejemplo, extraido de [3]: sea
up =1, f(u) =8(u—1)> parau > 1y tal que f(0) =0, f(u) <0 para u € (0,1),
f(u) Z0en (0,1). Sea n = 4, entonces

u(r) =1+ 1 —:rz
satisface
—Au(r) = f(u(r))
u(0) =2
uw'(0)=0

y es tal que u(r) > 1 para todo r > 0.
Tal como en [12], [13] y, posteriormente, en [3], articulo del cual el presente
trabajo es una extension, definimos los siguientes conjuntos de valores iniciales:

N = {a>uy: u(R(a),a) =0y v (R(a),a) < 0}
G = {a>up: u(R(a),a) =0y v (R(a),a) =0}
P = {a>uy: u(R(a),a) > ug}

Si a € N nos referiremos a u(-, @) como una solucién de tipo crossing, y si
a € G nos referiremos a u(-, ) como una solucién de tipo ground state.

Asi como hablamos de u(r, ) en vez de u(r), en vez de E(r) nos referiremos
al funcional E(r, ). Cada uno de los tres tipos de soluciones puede caracterizarse
en términos de este funcional:
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Si a € N entonces R(a) < oo y E(R(a),a) > 0 luego

R(a) / p o !
|W/(t, )P [n 1p tK'(t) Q>0
PEE@) \p—1"  K(1)

E(r.0) = E(R(a),a) + [
para r € [0, R(«)].
Sea ahora a € G. Como lim)i r|u/(r,a)| = 0y rPK(r) es creciente se concluye

r—R(a

que E(R(a),a) = l}'%r(n)_ E(r,a) =0,y que para r € [0, R(«))

WP n—1 tK(t)
E(r,a)—/r R0 {p_1p+ K1) }dt>0.

Finalmente, si a € P tenemos que E(R(«a),a) = F(u(R(a),a)) < 0 puesto
v (r, ) [P

K0 existe y vale cero. En efecto, este limite existe porque E(r, «)

que lim
r—R(a)~

tiene algin limite cuando r — R(«)~, porque es decreciente con respecto a r. Este
limite claramente es cero si R(a) < oo. En el caso en que R(a)) = oo, y usando que
)P P (o) |

1 - B Dl N s B
e K(r)  rese rPK(r)

concluimos, dado que r?K(r) es creciente y converge a un limite positivo o bien a
infinito cuando r — oo, que debe ser igual a cero'® (o si no lim inf r|u/(r, )| > 0,
r—00

y esto va en contra de la integrabilidad de u’ en (0, 00)).

En lo que resta de la presente tesis nos abocaremos a probar que N’y P son
conjuntos abiertos de valores iniciales, y que alrededor de cada valor inicial &« € G
hay un intervalo cuyos elementos pertenecen a N o bien a P, dependiendo de si son
mayores o menores que «, respectivamente. Esto nos llevard, en ultima instancia,
a las conclusiones que deseamos. Por lo pronto sélo haremos notar que la carac-
terizacion de las soluciones con valores iniciales cercanos a un a € G constituye
el resultado fundamental de este trabajo!®, y se ha llegado a ¢l estudiando cémo
cambia la solucion con respecto al valor inicial «; sera preciso, por lo tanto, que
estudiemos la continuidad y la diferenciabilidad de la solucién de la ecuacién con
respecto a su valor inicial.

2.4. Dependencia continua con respecto al valor
inicial

Teorema 7 t(s,a) y t'(s,«) son continuas, como funciones de a, en a =
cualesquiera sean los valores de s y oy tales que ag > s > uyg.

5Recordemos que solo podemos asegurar que r|u’| — 0 si u < ug desde un cierto r en adelante.
6como también el de trabajos similares como el expuesto en los articulos [3], [2],
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Demostracion. Sean ¢ un valor entre ug y s cualquiera, y co cualquier valor mayor
que . Sea « € (c1,c2) un valor inicial cercano a «ap; denotemos por 9 y ra,
respectivamente, a los valores (s, ag) v t(s,a), que identifican a los puntos de
corte de u(r,ag) y u(r,a) con la recta horizontal u = s, que ciertamente existen
dado que s > ug y u(R(), a) < ug sea cual sea el valor de . Sea € > 0 un nimero
pequeno, de modo que u(rg + €, ap) siga siendo mayor que ¢;. Sea h la menor de
las cantidades |u(rg — €, ap) — s| y |s — u(ro + €, )|
Si consideramos sélo valores de r € [0, 79 + €], usando la continuidad del factor
exponencial de magnificacion que aparece en el enunciado del teorema 4 podemos
acotar dicho factor e inferir de este teorema la existencia de una constante M > 0
tal que
lu(r, a) — u(r, ap)| < Mo — apl, r € [0,7r9 + €] (2.20)

siempre que u(r,a) > c¢;. Pretendemos demostrar que para todo « en alguna
vecindad de «ayg, |1 — ro| < € y concluir, dado que € se eligié en forma arbitraria,
que r, — 1o cuando o — . Si supiéramos de antemano que u(r, &) permanece
sobre ¢; por lo menos mientras r < rg + €, podriamos usar (2.20) y demostrar que
|7 — 70| < € de este modo: si § es tal que IM < hy a € (ag — J, g + §) entonces
u(rg — €,a) > sy u(ro + €,a) < s luego el corte con u = s debié producirse
en rg — € < ro < 19+ € en virtud de la continuidad de u(r,«) y el teorema del
valor intermedio. Sin embargo no sabemos de antemano que u(ry + €,a) > .
Para salvar la situacion basta que le pidamos a ¢ en forma adicional que sea tal
que s — M > ¢;. Asi, no puede ser que u(rg — €, a) < ¢; puesto que si llamamos
r1 a t(e,a), el valor de r tal que u(r,a) = ¢, tendremos que 1 < 19 — €y
que u(r,a) y u(r,ap) permanecen en [ci,co] mientras que r € [0,7] y, por lo
tanto, tendremos que |u(ry,«) — u(ry, ap)] < 0M, lo cual es imposible porque
u(ry, ap) > u(ro—e€, ap) > s. Si, por otra parte, u(ro+e€, ) < ¢, considerando que
podemos concluir legitimamente que u(ro — €, &) > s a partir de todo lo anterior y
dado que ¢; < s, usando el teorema del valor intermedio tendremos una vez mas
que rg — € < 1o < 19+ € lo cual termina de demostrar lo que queriamos.

Una vez que hemos demostrado que (s, a) — t(s, o) cuando o« — o no ten-
dremos problemas para concluir del teorema 4 la continuidad de #'(s, «), basta
considerar lo siguiente: (s, «) es el reciproco de u/(ry, @); si v/(rq, @) y u/(rq, ag)
difieren poco entre si, si |r, — ro| < € y si € es pequeno, dado que u(r, «p) es con-
tinuamente diferenciable en [0, R(cy)) se sigue de la continuidad de u/(r, o) que
t'(s, ) = 1/u/(ro, ap) y (s, ) son cercanos también. Esto completa la demostra-
C1011. [

Teorema 8 Dada una solucion ti(s) de (2.17) definida en un intervalo cerrado
[s1, S0], estrictamente positiva y de derivada estrictamente negativa, existen §; > 0
y 02 > 0 tales que |ty —t1(s0)| < 01 y |po — t1(s0)| < 92 son condiciones suficientes
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para asequrar la existencia de una solucion del problema de valores iniciales

n—1

(p—1)t"(s) = 10s) [t'(s)* — K (t(s)) f(s)]t'(s)P*!
#(s0) = to (2.21)
t'(s0) = to

correspondiente al par (to, o), definida sobre el mismo intervalo [s1, s¢] sobre el
que esta definida ty, que define una trayectoria uniformemente apegada a la de t;.

Demostracion. Puesto que el teorema 3 (el teorema de existencia) puede escribirse
en términos del respectivo problema de valores iniciales para las funciones inversas,
dado que el teorema 6 asegura la unicidad local de la solucién a dicho problema de
valores iniciales y adaptando la demostracion del teorema de continuacién (teorema
5) en términos de las funciones inversas podemos concluir, dados to > 0y o < 0
arbitrarios, la existencia de una tnica solucién ¢(s) definida sobre un subinterva-
lo maximal [sq, S| de [s1, o], estrictamente positiva y de derivada estrictamente

negativa, tal que sy = s1 0 bien t/(s3) = —oc.
Sea A = sup |t}(s)], el cual es ciertamente finito (puesto que t; € C'[sy, 5]
[51,50]

y [s1,80] es cerrado y acotado). Sea € > 0 arbitrario. El teorema 6 asegura la
existencia!” de una constante M > 0, que depende de e, tal que

M(so—s) _
t(5) = ta(s)] < o — 4 (s0)| ——7—— + [to — ta(s0) |0 (2.22)
[#(s) = t1(5)] < (ltto — #4(50)| + M[tg — ta(s0) )0~
si s es tal que
sup [t'(§)] < A+,
[s,50]
H(so) = nf #(¢&) = t1(s0) — € (2.23)
y t(s)= Esup] t(€) < ti(s1) +e
8,80

Sid; > 0y dy > 0 son tales que

01 < €,

(52 —+ M(Sl)eM(Soisl) < €,
M(so—s1) __ 1
y 52€T + 51€M(SO_51) <€
y si [t1(so) —to| < d1y [t (s0) — po] < d2, las férmulas (2.22) son validas para todo
s € [s1, 80]. En efecto, llamemos s3 al infimo sobre todos los s > sy para los cuales

7ver la nota después de la demostracién del teorema.
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se satisfacen las tres condiciones (2.23), de manera que la validez de las férmulas
pueda garantizarse hasta [ss, so]; en virtud de ellas se tiene que [t'(s3)| < A+ €y
que t(s3) < t1(s1) +¢€, y esto es posible, dado que t € C'[sq, 50 v las desigualdades
son estrictas, sélo si s3 = s5. Al mismo tiempo esto descarta la posibilidad de que

t'(sg) = —00, y esto a su vez implica que sy = 1.
Se concluye que cuando (tg, o) — (t1(80),t1(s0)), sup |ti(s) —t(s)] — 0y
[s1,50]
sup [t)(s) —t'(s)| — 0, lo cual finaliza la demostracién del teorema. n

[51,50]

Si unimos los dos teoremas lo que habremos demostrado es lo siguiente:
Teorema 9 (Teorema de dependencia continua) Dados ag y s tales que
s > u(R(ag), ), t(s,ag) <oo y |t'(s,ap)| < oo,

para todo a en una vecindad de o se tiene que u(R(«), o) < s, que t(s,a) yt'(s,a)
son finitas y que son continuas como funciones de a en o = qy.

No sobra explicitar que la condicién |t'| = oo corresponde a esta otra: u' = 0.
En particular, al elegir s = 0 se observa de inmediato que un corolario de este
teorema es la siguiente

Proposicién 10 N es un conjunto abierto y R(«) y u'(R(a), ) son continuas en
a = o para todo ag € N.

Que N sea abierto se sigue también de la consideracién conjunta del hecho de
que a € N siy solo si E(R(«), ) > 0, y de la siguiente observacién:

Proposiciéon 11 Vista como funcion de «,

es continua sobre N .

Con respecto a las soluciones con valores iniciales en P tenemos la siguiente
proposicion:

Proposicién 12 P es un conjunto abierto.
Demostracion. Vimos en la seccién anterior que o € P siy solo si E(R(«), ) < 0.

Vimos también que E(r, ) es continua y decreciente como funcién de r para cada «
fijo. Sea oy € P, sea s un poco mayor que u(R(ay), ap) de modo que E(t(s, ap), ap)
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no deje de ser negativo. Aplicando el teorema de dependencia continua observamos

que
|/ (t(s, @), @) |7
E(t = F
(Hs.0), ) = EBTL L 4 ()
estd bien definida y es negativa en una vecindad de ag; como FE(r,«) decrece con
r esto implica que F(R(a),a) < E(t(s,a),a) < 0, i.e. que o € P en una vecindad
de ap. [ ]

Podemos ofrecer un argumento alternativo para demostrar que un valor de
a pertenece al interior de P, un argumento directo que no esta formulado en
términos del funcional E(r,«). Lamentablemente no es aplicable al caso en que
u(R(a), ) = ug, lo cual da cuenta de que esa condicién refleja una situaciéon
excepcional, que merece quizds una atenciéon particular en algin nuevo estudio
de las propiedades de las soluciones de la ecuacién. Sin embargo, el argumento
a continuacion nos proporciona una valiosa intuicién del comportamiento de las
soluciones sobre las cuales puede ser aplicado, entre las que se encuentran, ademas
de una gran parte de las que tienen valores iniciales en P, las de tipo ground state,
de modo que podemos comprender algo de la sensibilidad respecto al valor inicial
alrededor de una de ellas!®.

Intuitivamente, el argumento es el siguiente: conocido el hecho de que debajo
de ug la magnitud de v’ decrece, y lo hace por lo menos a una cierta velocidad, si
en algiin momento || es muy pequeno y u no lo es tanto la solucién no tendra nin-
guna posibilidad de llegar a anularse porque no alcanza a decrecer lo suficiente;
si v/ (R(a),a) = 0y r estd cerca de R(«), v/(r, ) es arbitrariamente cercano a
cero y el teorema de dependencia continua nos asegura entonces que u/(r) es muy
pequeno para toda solucién cuyo valor inicial sea cercano a «; uniendo las dos con-
sideraciones concluimos que alrededor de ciertos valores iniciales hay soélo valores
iniciales en P.

Teorema 13 Sea u(r) definida sobre un intervalo [rq,rs] una solucion de

(7l ()P = e ) f ()

que permanece por debajo de ug, entonces

n—p

ulra) — u(ry)] < 22 1—(7"—1)’” ()

T2

Demostracion. Para cada r € (ry,ry) tenemos que

P ()P = () [P / L) )t <l ()P

T1

18Uno de los resultados principales de este trabajo es que existe a lo mds un ground state, lo
cual, unido a la presente observacién, nos muestra de un oy € G su condicién de valor inicial
critico.
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esto es,

n—1

W)l < (B)7 W)
r
escribiendo u(ry) — u(ry) = f:f u'(r)dr se tiene entonces el resultado pedido. m

Sea ag € GUN tal que sp := u(R(ayp), ap) < ug. Sea € > 0 un niimero cualquiera
que sea pequeno en relacién a uy — so. Como ru/(r, o) — 0 cuando r — R(ag)~
podemos escoger 71 () tal que

s1 =u(ri(a), ) < so + ¢,
n—p
p—1

r1(ap)|u' (r1 (), )| < €

y tal que r1(ag) > R(ap) — € (o, si R(ap) = 0o, mayor que cierto 7 elegido arbitra-
riamente pero con anterioridad). Si llamamos () a t(sy, ), en virtud del teorema
anterior y del teorema de dependencia continua aplicado a s = s; se concluye que
R(a) > R(ag) — € (o bien R(a) > 7 en el caso correspondiente a R(«p) = 00), que

n—p
p—1

r|u' ()] < €

¥y que

n—p
w(R(a), ) > s1 — - 17“1\1/(7“1,04)\ > 50— €
en una vecindad de «y.
La primera de las relaciones obtenidas nos lleva a concluir que
liminf R(a) > R(ap) — €
a—ag
para todo € > 0 (o que es mayor igual que 7 para todo 7), lo cual implica la se-
micontinuidad inferior de R(«) en av = ap. Examinando el argumento con cuidado
vemos que esta conclusion es valida aunque sy = ug. Una importante consecuencia
de esto es que si u(R(ap), ) = ug entonces t(ug, ), que mas adelante serd co-
nocido como ro(«) y jugard un rol distinguido en la parte principal del presente
trabajo, es tal que lim ro(a) = oco. Otra situacién importante en la que se presen-
a—aq

ta esto mismo es cuando u(R(ap), ) = 0y R(ap) = 00, esto es, cuando ag es el
valor inicial de un ground state que no es de soporte compacto, pues mas adelante
concluiremos que alrededor de ag hay un intervalo de valores iniciales en N, y la
condicién lim R(a) = oo significard que el punto en el que cortan el eje u = 0

a—QaQ0

las soluciones con valores iniciales alrededor de « tiende a desplazarse hacia el
infinito, lo cual vislumbra el tipo de dependencia continua con respecto al valor
inicial que cabe esperar de las soluciones de nuestra ecuacién diferenciall®.

19En general, siempre que R(ap) = oo se tendrd que R(a) — oo cuando o — ap.
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La tercera y tltima de las relaciones implica que |u(R(a), o) —u(R(ap), ap)| < €
en una vecindad de «q y, siendo € arbitrario, esto se traduce en la continuidad de
u(R(«), ) como funcién de o en a = ay.

Finalmente, de la segunda de las relaciones, considerando que r|u/(r, )| es de-
creciente con respecto a r para cada « fijo?, se concluye que R(«a)|u'(R(«), )| < €
en una vecindad de « y esto no es otra cosa que la continuidad de R(«a)|u'(R(a), «)|
en a = qp. De esta manera hace su segunda aparicién en escena la expresion
ru'(r, ), y empieza a mostrarse ya como una expresion importante que, mas tem-
prano que tarde, terminara por convertirse en el elemento clave de todo el analisis
que estamos haciendo sobre la ecuacion diferencial. Del estudio del comportamiento
de ru’, esencialmente, serdn extraidos todos los resultados principales de la tesis.

2.4.1. Diferenciabilidad con respecto a «

Cerramos la presente seccién y el presente capitulo demostrando la diferen-
ciabilidad de las soluciones con respecto al valor inicial, lo cual presenta mayores
inconvenientes cerca de r = 0, nuevamente por las caracteristicas del operador
con el que tratamos. Esto nos llevarda a hacer uso, por iltima vez, de la transfor-
macién de la ecuacion diferencial introducida al comienzo de esta exposicién de
aspectos preliminares. Tal como al comienzo, t(r) denotard el cambio de variable

tr)= [ K %(s)ds y s serd nuevamente una variable de integracién cuyo recorrido
no debe ser pensado como el de los valores posibles que puede alcanzar la funcion
u, como en la seccién anterior donde s se usaba como variable independiente de
la funcién inversa t(s, ). Por el momento no necesitaremos de la funcién inversa
t(s,a) luego no habrd riesgo de ambigiiedad, sin embargo nos excusamos con el
lector por la confusién que pueda generar esta forzosa eleccion de notacién, para
la cual hemos sido incapaces de encontrar un sustituto mejor. Dicho esto volvamos

a poner en escena a las funciones ¢(t(r)) = P K (r)y

t(r) r
Qt(r) = / a(s)ds = / UK (0)dp.

la segunda de ellas bien definida por cuanto la integrabilidad de "1 K (r) se sigue
de la monotonia de q.

20lo cual se puede verse mediante un célculo directo: por ejemplo, escribiendo

()

pl

=P, (" gy (Ju])

tal como en un calculo anterior, al derivar con respecto a r obtenemos
—|u'{(n = p)r? o [P+ P K (r)| f (u(r)]}.

Es importante senialar que el resultado anterior es valido si u(r) < ug.
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Sea a > wug dado, sea {h;} una sucesién cualquiera de nimeros reales que
converja a 0; sean ¢; y ¢ tales que uy < ¢1 < o < ¢ y sea r* tal que toda solucion
con valor inicial en alguna vecindad de a se mantenga en [c1, cy] mientras que
r € [0,r*]. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que « + hy estd en esa
vecindad para cada n.

Definamos
n—1 / _ n—1 /
Ou(r.a) = "oy (u (r,a+ hy)) — " o, (W (1 04))’

R,

u'(r,a+ hy) —u'(r, «

wk (7’, O{) = ( }kL> ( ) )

k

ou(r, ) = u(r, o + hhk) —u(r, a)
k

r ien n forma and mostracion rem m mostrar
Procediendo en forma andloga a la demostracion del teorema 4 podemos demostra
que si r; < ry < r* entonces

T2 P
utrne) - entraall <2 [ oK {1+ [ ot alas fap
r1 0
donde L es una constante de Lipschitz de f para el intervalo [cq, ¢z]; por otro lado,
en virtud del mencionado teorema sabemos que

(1, )| < %eXp (C /07’ (22((;((5;;) ) t/(P)dp> : r>0

donde C' = (p' — 1)L méx{f(c1)?” 2, f(c2)? ~2}. Puesto que aparece recurrentemen-
te, nos convendra dar un nombre al factor exponencial que esta siendo derivado en
la expresién anterior: sea éste ¥(r). Aplicando esto a la expresion anterior vemos
que

O4(r1,0)~Ou(raya)| < L ( A p”-lmp)dp) S(ra) = LIQ(H(r2))—Q(t(r1))[S(ra).

1

Asi, {Ok(r, )} es una familia equicontinua de funciones definidas sobre el interva-
102! cerrado y acotado [0,7*], y, en particular, dado que ©4(0,a) = 0, es también
una familia equiacotada. Podemos aplicar entonces el teorema de Arzela - Asco-
li y establecer que alguna subsucesion converge uniformemente a alguna funcién
continua ©(r, ). Restringimos nuestra atencién a la subsucesion convergente; por
simplicidad de notacién, diremos que es {O(r, a)} la que converge uniformemente

a0(r a).

21Recordemos que « estd fijo.
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Sea (r,a) = (p/ — 1)7’*(”*1)|u’(7", a)|>7PO(r, a), definida en (0, r*]; como

Gl a) = i Lo (r o+ hk)izz — Oy (" (v (r,0)))

aplicando el teorema del valor medio a ¢,; (tal como en el teorema de unicidad
local) y considerando que r" ¢, (v (r,a + hy)) — "o, (u/(r,«)) gracias a la
dependencia continua demostrada para u y u’' con respecto al valor inicial «, se
tiene que ¥ (r, a) converge puntualmente a ¥ (r, ) en (0, r*].

Ahora bien,

" (p, a0+ hy) — U (p, "
or(r,a) = 1+/ (v ;2 (v )dpz 1+/ Yi(p, a)dp,
0 0

y como para cada n se tiene que ¥ (r, ) < ¥'(r), funcién integrable en [0, 7*], al
aplicar el teorema de convergencia dominada de Lebesgue tenemos que ¢y (r, @)
converge puntualmente a

p(r,a) =1+ /0 Y(p, a)dp,

que esta bien definida (y es continuamente diferenciable) en [0, 7*] aunque ¥(p, «)
no estuviera definida en p = 0, como puede suceder si es que 2 — p < 0.

Noétese que O(r, o) implica la existencia de las funciones 1 (r, ) y ¢(r, a) y las
determina completamente. Demostremos que no puede haber mas que una funcion
O(r,a) que sea limite de alguna subsucesion de la sucesién Oy (r, «) original: si
demostramos esto, y como el argumento puede aplicarse a cualquier subsucesion
de la sucesion original, habremos demostrado que la sucesiéon original converge uni-
formemente a la ﬁnica posible funcién ©(r, «); siendo {hy} una sucesién arbitraria
esto implicard que =7 ¢, (u/(r, )) = O(r, a), y finalmente implicara también la
existencia de las derelvadas de u y v’ con respecto a . Supongamos entonces que
hay dos soluciones 11, p1, ©1 v Vs, o, O del sistema de ecuaciones

b(ra) = (& — Dr D (r, @) PO )
pra) = 1+/wp,

O(ra) = - / " () (u(p, ) (. 0)dp.

(Que la tercera de las ecuaciones debe satisfacerse se sigue de aplicar el teorema
de convergencia dominada de Lebesgue a

Oura) = - [ pi(p et b= Ine))
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y considerando que segin el teorema 4 el integrando estd acotado, uniformemente
con respecto a n, por

Lo K(p)leelr.0)] < Lo K(0)S(0) < L-QUi(r) sup 2(0),

funcién integrable en [0, 7*].) Al restar obtenemos
O1(r, @) = Os(r,a)) = —/ P K (p) f (u(p, ) (@1(p; @) — pa(p, @))dp
0

pi(r,a) —ga(r,0) = (p - 1)/ p~ "IN (p, @) PP(1(p, ) — Oa(p, ))dp;
0
recordemos que

(= V) I (p, )27 = (pf = 1)p 51 (p" Lyt (p, )P 2
C _n=1 P —1
< Wﬂ =1 (t(p))

C (Q)\" ",
Q) ( an) ) “e).

luego

o1 (1, ) — a(r,@)| < /OT tp/_l(p)t/@) 1©1(p, a) — Oa(p, a)|dp

LQ(t(p)) 7
|©1(r, ) — Ox(r, a)]

LOUM) < sup |1(p, @) = pa(p, @)

Sabemos que ¢1(0, @) = @2(0,a) = 1; sea
ry =sup{r € [0,7] 1 v1(s,a) = a(s, a) para todo s € [0,r]}.

Claramente ¢ = o y ©1 = Oy en [0, 7], y al introducir la variable r, se deduce
del sistema anterior la relacion

o1(r, @) — pa(r, )| < sup |pi(p, ) — a(p, @) |[t7 (1) — 7' (r1)], r < <ot

pElr1,r]

de la definicién de r; y la continuidad de t'(r) se concluye que r; sélo puede ser
"y que o1 = @y, ©1 = Oy en [0, r*].
Hemos demostrado asf la existencia y regularidad de O(r, a) = 21" 1¢,(u/(r, o))
i) 0

y de ¢(r,a) = s-u(r,a) para r € [0,7*], y la existencia de ¥ (r,a) = z=u'(r, @)

para r € (0,7*]. Hemos demostrado también algunas relaciones existentes entre

ellas, en particular que
g , 0 (0
8_u (r,a) = or (a—au(ﬁ 04)) )

«
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y que ¢(r, ) satisface la ecuacién integral

(b — Dl (r, )P 20 (1, ) = / K (o) (ulp,0))e(poa)dp,  (2:24)

r € [0,7%], que corresponde a derivar la ecuacién original (2.1) una vez que se
sabe que se puede intercambiar el orden de la derivacion y que las derivadas con

respecto a « existen incluso en r = 0.

Aunque ¥(0,a) = }Lﬁ%w

;- = 0 estd bien definido, hacemos notar

que a partir de la expresion
U(r,a) = (0 = D)r= "D (r,0) PPO(r, )

podemos garantizar que h’m+ Y(r,a) = 0 = ¥(0,«) sélo cuando 1 < p < 2;
r—0

cuando p > 2, el que O(r, ) tienda a cero nos da esperanza de poder demostrar la
continuidad de ¥ (r, @) en todo [0, r*]. Esta conviccién se ve disminuida al considerar

que la cota
.. T QU
& p<c/o (G ) ”p)dp>

encontrada para [¢(r, )| = | Zu/(r,a)| en el teorema 4, parece no ser necesaria-
mente acotada (aunque es integrable, lo cual fue suficiente para aplicar el teorema
de convergencia dominada y concluir lo que necesitdbamos). Sin embargo, a partir
de la expresion

u'(r,a) [ p T K (p) f (u(p, ))e(p, o)dp
Lo, (u/(r, @)

podemos finalmente establecer que ¥(r, «) si es continua en r = 0, del siguiente
modo: usando la regla de L’Hopital y la continuidad de ¢ vemos que

. Jo 0" K(p)p(p,a)dp 1

=0 gy (u(ra)  f(a)

luego el que lfII(l) (r,a) = 0 se sigue del hecho de que v/(0,a) = 0 y de acotar f’

b(r,a) == —1)

por L.

Necesitamos completar el resultado de diferenciabilidad obtenido, por lo menos
hasta que las soluciones alcancen el valor ug, segin el tratamiento que haremos del
problema principal en el capitulo préximo. Precisaremos de un argumento nuevo
para lograr este proposito, pues lo hecho hasta ahora depende fuertemente de la
condicién de Lipschitz impuesta sobre f. En particular, las constantes L y C, y
el factor ¥(r) que nos han permitido salir bien librados hasta este momento, son
vélidos mientras las soluciones permanezcan en [c1, ¢o]. Sin embargo, veremos que
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la condicion de Lipschitz de f es necesaria sélo para la salvar la dificultad que
plantea la posible singularidad asociada a r~™=Y|u/(r,a)|>7? cerca de r = 0; lejos
de 7 = 0 podemos controlar que u/(r, ) esté lejos de anularse y extender ¢, ¥ y
© como deseamos.

Denotemos por ro(«) al valor de r tal que u(r, a) = ug. Ciertamente ¢ es finito
para @ € GUN (puede ser infinito para algunos valores de « € P. En lo que sigue
asumiremos que 7o(a) < 00, y como hemos demostrado ya que en tal caso ro(a) es
funcion continua de «, tenemos entonces también que r( es finito en una vecindad
de . Llamemos ¢*(a) = ¢(1*, ), ©*(a) = O(r*, ) y procedamos de este modo:

o) = ¢+ [ vl
O(r,a) = (p—Dr" Hu'(r, )P 2p(r, )
Ora) = &)+ [ 0" Klp)f (ulpc))iplp. a)dp
Sea <(r,a) = [0(r, )| + | (r, )],
) < lp@l+ [ =0 Ol 0P el a)ldp +
Her()l+ [ oK) (ulp,o))lelp,)ldp

< |e*(a)| +[07(a)] +/ {0 = 1)p~ "V (p, ) P77 +
+p" T K () f (u(p, @) }s(p, a)dp
Podemos aplicar la desigualdad de Gronwall a ¢(r, ) y obtener que
(ra) = {o"(a)] + |0 (a)|}el (F=D D (o) 4o K (o) (ulp.0)) o
{1+ LQt(r"))}S(r*)e® 1 Jix o=V (o) P77dp o L' f(u(re))

donde L' es cualquier cota de 7" 'K (r) sobre un intervalo cerrado [r*,r] que
incluya a 79(«) en su interior.
Notemos que

Pl = [ a)i

*

v

| o K suto. o
> {e)QUHr))

y, si acotamos f en [ug, cz], podemos también acotar inferiormente la expresion
r" ' (r, «) P71, uniformemente con respecto a «, para todo 7 en [r*, ry].
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Esto nos permite controlar la magnitud de p~ ™Y |u/(p, a)[P~2 en [r*, 1] y con-
cluir, primero, que ¢(r, @) y O(r, @) son uniformemente acotadas hasta ro(«) y, des-
pués, que p, 1 y © pueden extenderse continuamente al intervalo cerrado [0, ro(a)].
Procediendo cuidadosamente a la manera del teorema de la funcién implicita, uno
puede convencerse de que esto es suficiente para garantizar ademas la diferencia-
bilidad de r¢(«) con respecto a vy para obtener de u(ro(«), @) = ug la expresién

0D s (rofa), ) + plrol), @) =0

que necesitamos en el capitulo que sigue.

De cualquier manera u y ' son diferenciables con respecto a « no sélo mientras
permanezcan en [ug,o0) sino que mientras ' < 0. Para ver esto el proceder es
andlogo al del caso ya estudiado en que las soluciones permanecen en [y, ¢o], pero
ahora en un intervalo [s1, 1], con s; > u(R(a),«), y escribiendo el problema
en términos de las funciones inversas, de modo que f aparezca evaluada en la
variable independiente y el que no satisfaga la condiciéon de Lipschitz no sea algo
tan importante. Finalmente, uno y otro resultado pueden conectarse haciendo uso
del teorema de la funcién implicita.
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Capitulo 3

Resultados principales

Para demostrar nuestros resultados dividimos el anélisis en dos partes. Primero
mostraremos que si a; € GUN y ay > ug son tales que las soluciones u; y s
correspondientes a los valores iniciales a; y «y satisfacen las siguientes relaciones:

w to(ug) < th(uo)

= to(uo)|uy(ta(uo))| > t(uo)lu) (T (uo))l,

donde t; y t5 denotan las respectivan inversas de uy y ug, entonces R(as) < R(a)
y R(ag)ub(R(az)) < R(aq)uj(R(aq)), donde la dltima expresién debe entenderse
como un limite cuando R(«a;) = oco. Esto implica, en particular, que ap € N, y
que uh(R(aw)) < uy(R(cv)).

Anéalogamente, si a1 € G y
 ty(uo) > t1(uo)

= to(uo) uy(ta2(uo))| < ti(uo)lui(ti(uo))l,

entonces u(R(az)) > 0y asi ap € P.

Esto dirige nuestra atencién hacia la funcién ro(a) = t(ug, ), y a la funcién
ru’ cuando u alcanza uy. La segunda parte de este trabajo consiste entonces en
demostrar que ro(a) es decreciente y que ro(a)|u(ro(cr), )| es creciente con res-
pecto a « cerca de @, siendo @ el valor inicial de una solucién de tipo ground state
o bien de una solucién que cruza el eje u = 0. Se verd que

Oro(@) _ p(roa), @)

0o |u/(ro(a), o)
y 0 0
rofe) S (ro(a). @) = 2 {riFe(r )}

Por lo tanto, es natural analizar cuidadosamente los ceros de la funcién p(r, «)
para « cerca de a.
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Estos dos resultados unidos nos llevan a un resultado de separacién que final-
mente daran lugar a los teoremas de unicidad deseados.

Como se mencioné en [2], la funcién ¢(r,a) y la idea de estudiar sus ceros
apareci6 primero en el trabajo de COFFMAN [4]. Como estamos interesados en la
funcién ru/, la funcién r|u'(r, a)|/u(r, @), que segin demostr6 KwoONG [9] resulta
ser creciente como funcién de r para r € (0,79(«)), jugard un importante rol.

Mencionamos finalmente que dado que todas las ecuaciones diferenciales que
nos han sido dadas son de la forma

(" PR = ()
para alguna funcién apropiada &(r), y v cualquiera entre u, v’ y ¢, la identidad
(Tn—1|ul|p—2(vlw . vw'))' — (Tn—1|u/|p—21]/)/w . (Tn—1|u/|p—2w/)l,0’

que puede ser considerada analoga a la identidad de Green, demostrara ser de im-
portancia crucial por cuanto hard irrelevante la no linealidad del operador diferen-
cial con el que trabajamos, al permitirnos obtener informacién acerca de v'w —vw’,
que serd especialmente significativa cuando alguna de las funciones v, v', w o w’ se
anulen.

3.1. Comportamiento de u(r,a) debajo de v

Proposicién 14 Sea oy € GUN, y sea ag > ug. Sean t1 y ty las inversas de
ur(r) = u(r,ay) yus(r) = u(r, ag) respectivamente. Si

ta(uo) < ti(ug) <00y ta(uo)|uy(taluo))l > ti(uo)|ui(t(uo))l
entonces uz(R(az)) =0, y
b(s) <ti(s) ¥ t()Eh(t()] > b ((s)] para s € [0, uo),
A la inversa, si
t1(uo) < ta(ug) < ooy taluo)lus(ta(uo))| < ti(uo)|u(ti(uo))l
entonces
ta(s) > ti(s) y  tals)|ua(ta(s))] < tu(s)luy(ta(s))]  para s € [uz(R(a2)), uo).

Nota. Cuando s = 0y a; € G en el primero de los enunciados de la proposicion,
la conclusién debe enterse como que R(az) < 0oy R(az)|ub(R(aw))| > 0.
Demostracion. Definamos

Fs) = / FOROK (1 (€)de
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W' (t(s, @), )P =
p + F(s).

F(s) esté bien definida: en efecto, por una parte tenemos que

PPN ) = U ) L — K () F (o
(7” o ) (r, ) {(n = p)r? =/ (7, ) K(r) f(u(r,a)}  (3.1)

I(s,a) = tP(s, )

(esto se obtiene, por ejemplo, escribiendo

/\p
p|?';/| _ Tf(nfp)p’q)*(rnflwl‘p—l)

y derivando la expresién anterior con respecto a r) de manera que

s R(oa)
/Of(ﬁ)th(tl(ﬁ))dﬁ = /t() rP K (r) f(ua (r))uy (r)|dr

ol

R(Oél) R(al) ) 1
E ren [ e P )
t

tl(s) 1(5)

por otro lado 12{1 )ru’l(r) =0, luego 77~ Hu) (r)[P~! es acotado y
r—R(aq

PPNy ()P ()] € 210, Rien)),

lo cual demuestra finalmente la integrabilidad de f ()&} (&) K (t1(€)) que requerfamos.
Usando nuevamente (3.1) obtenemos ahora

4 = t'(s,« ﬁ Tp—]u’(r,a)]p )t (s S
El(s,a) = (s, )87“{ v }rt(s,a) + [ ()5 () K (t1(s))

= (n=p)t" (s, )|/ [P~ + f(){H(s) K (ti(s)) — 17 (s, ) K (t(s, @)}
Al evaluar en o = a1 nos queda

S 1(5,00) = (0= D) () >0

Ademas,

plur(R(an)) P
p/

si R(aq) = oo esto sigue siendo cierto or lo tanto

( g YD

I(0,0él) = R(al) +0 Z 0

I(s,a1) >0 Vse(0,aq). (3.2)
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Una de las caracteristicas del funcional I(s,«) es que dado un valor fijo de s
nos permite comparar la cantidad r|u’| asociada a dos soluciones distintas cuando
alcanzan el valor u = s. Esta idea juega un papel muy importante en la demostra-
cién pues esta consiste esencialmente en mostrar que (s, aq) — (s, az) no puede
cambiar de signo, lo cual sucederia si las soluciones se cruzaran por debajo de ug, o
sity(s)|uy(t1(s))] — ta(s)|ub(ta(s))| cambiara de signo al desplazarse s desde s = wg
hacia s = 0. Esto, por supuesto, lo veremos con detalle.

Comencemos demostrando la primera de las dos partes de la proposicién. Su-
pongamos, esperando encontrar una contradiccién, que existe sy € [0,ug) tal que
ta(s) < t1(s) para todo s € (s1,up) y ta(s1) = ti(s1) < oo (si se diera el caso de
que ta(ug) = t1(ug), como

ta(uo)|us(ta(uo))| > t1(uo)|uy (t(uo))|

entonces ty(s) seria estrictamente menor que ¢;(s) en una vecindad debajo de wuy).
Para valores de s mayores que s; pero arbitrariamente cercanos tendremos que

t2(8) — t2(81) < t1<8) — tl(Sl)
S — 851 S — 51
luego th(s1) < t)(s1)y
ta(s1) t1(s1) /
t H(t = — <——==1 t
2(s1)|ug(ta(s1))] th(s1) =  t.(s1) 1(s1)|uy (t1(s1))]
(también estd siendo considerada la posibilidad de que }(s1) = —o0). Se sigue de

este modo la existencia de 5 € [0, ug) tal que

I(s,a0) > I(s,a1) >0 para s € (5, ug
I(g, leg) = [(5, Ozl) Z 0 (33)
to(s) < t1(s) para s € [S, ug).

Si, a diferencia del caso anterior, tuviéramos que ts(s) < t1(s) para todo s € (0, ug),
uy y ug estuvieran definidas en (0, 00), y tanto u;(r) como uy(r) tendieran a cero
cuando r — oo, entonces

lim I(s,a) = lim r|u/(r, )] =0

s—0 r—00

tanto para a = a; como para a = «p, luego podemos escoger s como el valor de s
a partir del cual la relacién

I(¢,02) > I(§,01) para todo € € [s, ug

deja de satisfacerse. Esto también puede lograrse si ap no estuviera en G ni en N/
y ta(s) < t1(s) para s € (ua(R(az)),up), pues en tal caso tendriamos que

ta(uz(R(az)))uy(R(az))| = 0 < t1(uz(R(az2)))[u; (R(az))|.
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Finalmente, observamos que si as € G UN, ta(s) < t1(s) para todo s € (0,ug) y
la condicion

ta(s)|us(ta(s))] > ti(s)lui(ti(s))] para s € [0,u)

no se satisficiese, nuevamente podria encontrarse s para el cual se cumplirian las
relaciones descritas en (3.3). En conclusion, todas las situaciones imaginables que
falsarian lo que se afirma en el enunciado de la proposicién nos llevarian a la
existencia de § y a las relaciones (3.3).

En (3.3) se ha explicitado que una de las cosas que podemos asegurar para
cada s en (5, ug] es que I(s,aq) y I(s, az) son positivos, esto muestra que podemos
podemos bien definir, para cualquier s € [5, ug], W (s, a) = I(s, a)% para a = a; y
a = ag; de (3.3) se deduce también que W (s, ag) —W (s, ay) es positivaen s = ug y
se anula cuando s = 5. Esto, sin embargo, es imposible, porque W (s, as) —W (s, ay)
tendria que ser decreciente en [s, 1], de acuerdo a las relaciones (3.3). En efecto,

0 1 _1 0 _1 0
a{W(S,OZQ) —Wi(s,a1)} = 5 {](s,ag) P al(S,Qg) —I(s,ay) » al(s,al)}

=

IR w00 S T
O (M p) T (MO )
+ 2 IO ) K (4(5)) — B K (12(5))).
PI(s,a)?

Con respecto al primer término, usando la identidad p — 1 = 1% tenemos que
(alup))”"  (fus )P

1
(Ll + F)" (Stiluily + F)”
_ 1 1

_ (L, F , L F [
P Bl po P/ T

pues to|ub| > t|uf| vy F(s) < 0 para s < ug.
Con respecto al segundo término, como 77 K () es creciente y como to(s) < t1(s)

tendremos que f(s) (TPK(T)|tl(S) )) < 0 porque f(s) < 0 porque f(s) < 0 para

r=ta(s

1
7

s < ug. Esto completa la demostracion de la primera parte de la demostracion.
Para demostrar la segunda parte supongamos, con la intencién de llegar a una
contradiccién, que existe 5 € [ug(R(w)), up) tal que

I(s,a2) < I(s,a1) >0 para s € (5, ug
](5, 042) = [(5, Oél) > 0 (34)
ta(s) > t1(s) para s € [S, ug).
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Como

0 _ -

o1 (5,02) = (n =P (5)|uy ()"~ + F(){H(5) K (t1(5)) — t(5) K (ta(s))} > 0

para s € (5,up), y I(5,0) = I(5,1) > 0 entonces W (s, as) estd bien definido para
s en ese intervalo. De (3.4) obtendriamos que W (s, as) — W (s, o) serfa negativo
en s = up y se anularfa en s = 3, lo cual no es posible pues W (s, as) — W(s, ay)
tendria que ser creciente de cumplirse las relaciones descritas en (3.4). En efecto,

0 1 10 _10
&{W(S,@Q) —W(s,a1)} = . {I(s,ag) P %I(S,CYQ) —I(s,aq) P af(S,Oél)}

_ney 0 N o L2100 i
p (t}20<8>|uz<t]29§3))‘p —|—F(8)) v (t€(8)|u1(t;gs))’p —I—F(S)) v/
LT K1 (s) - 85K (ta(s)).
PI(s, )"

El primer término serd positivo pues F(s) < 0y to|luy| < t1|u}], v el segundo
término serd positivo pues t3(s) > t1(s) y f(s) < 0. Se concluye de este modo la
demostracion de la proposicion. m

Nota. Esta demostracion no funciona cuando intenta replicarse para estudiar el
comportamiento de las soluciones sobre ug. Al cambiar los signos de f y F no
se llega a contradiccion al suponer que no se cumple la proposicién, sino que los
mismos argumentos hacen plausible que no se cumpla. Desde otro punto de vista,
esta proposicién no tiene ninguna opcion de ser verdadera sobre ug: en ella se
afirma béasicamente que una vez que las soluciones llegan separadas a ug se siguen
separando hasta que dejan de estar definidas; lo que haremos en lo que resta del
presente trabajo es mostrar que dadas dos soluciones de la ecuacion es la del valor
inicial mas alto la que alcanza el valor u = ug siendo r mas pequeno; al unir los
dos resultados se concluira que mientras mas alto el valor inicial mas réapido tiende
a anularse la solucién (o bien u'). En particular, soluciones de valores iniciales
distintos deben cruzarse sobre ug, luego es imposible que la proposicion que es
valida bajo wug, que dice que las soluciones se mantienen separadas, sea valida
sobre uyg.

3.2. Estudio de u(r,a) para r € [0, rg(a)]
Notemos primero que si u es tal que
(r" ' gp(u/(r))) = —r" T K (r) f(u(r))
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y definimos
v(r) :==ru'(r) + cu(r),
donde ¢ es una constante arbitraria, mediante un calculo directo obtenemos que

v(r) = (C = _p) A () — (F — DrE(r) Y

p—1 ! (r) P2

(escribiendo ru/(r) = T_Z%lgbp/ (r"=t¢,(u/(r))), por ejemplo); también necesitare-
mos saber que

(=D
= —(clp=1) = (n=p))r" K1) f(u) = (" K(r)f(u)

— K () f(w) {c(p 1)+ (p + rlfi,((:; > + ru’(r)J;/((Z)) } ., (3.6)

y esto se obtiene a partir de la expresion anterior y la ecuacion diferencial.
En adelante escribiremos ro(a)) para denotar la expresion t(ug, av).

(3.5)

Lema 15 Sia € GUN, ru/(r)/u(r) es estrictamente decreciente en (0,7q), donde
u(r) == u(r,a) y o :=ro(@).

Demostracion. Tal como en [2] y en [3], llamemos w(r) a ru/(r). De la ecuacién

() 0 = /) -

u

vemos que basta demostrar que wu’ — uw’ es positiva en (0, 7). Sea r € (0,7). Se
ve con facilidad que

(= 1" o P2 (r) — (1)
= [ o= 0 WPy = (- D e u

y como w(r) es un caso particular de la funcién v(r) definida arriba (el caso que
resulta de elegir ¢ = 0),

(p = D" ' P2) = =" K (r) f(w) { (P * fT())) i w(”%} |

Por lo tanto,

(p = D" ' P2 (w (r) — uw'(r)) = /0 " K (Bw(t) (u(t) f'(u) — (p — 1) f (u))dt

v [k s (v ) a
- / PR (@) — pf)dt+ [ 0 K@) () <p + tfi(f:t))) dt.
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Definamos .
Rols) = [ Fe
uQ
tenemos entonces que

/OT K () ((uf () — pf(u)u')dt

0 uf(u) K(t)
v luego
(p = V)" o/ P72 (wad' (1) — ww'(r)) = 7" K (r) (uf (u) — pFo(u))
+/OT VK (B f () {pf;—% (n + t[[((((:))) ~ (- p)} dt. (3.7)

Claramente, la hip6tesis f'(u)(u —ug) > (p — 1) f(u) para u > ugy implica que
pFo(u) < f(u)(u —up) si u > up, (3.8)

luego resta solo mostrar que

[ e scems {pygs (n g )~ p >0 parar e 00
(3.9)

Sea

G@ﬂﬂzp(n+ﬂaafcﬁ@a»)FMﬁ

Ki(s.a) ) siis) ")

Primero vemos que al evaluar en r = 7 la ecuacién (3.7) se convierte en

(0 — 1) ol (7o) 2w () — ! (7)) = / " K (1) £ (u(£)) G () .

(3.10)
Por otra parte, al usar (3.5) obtenemos que w'(7y) = —J=Fu/(7y), esto es,
(= =\ __ 1= n—p 1=
wu' (7o) — uw' (7o) = —|u'(7o)] <p — o +ru (7“0)> :

Usando (3.5) otra vez obtenemos que

0 [n—p : ri(r) f(u)
E{p_lu(r)jtru (7")} =1 = >0

para r € (o, R(@)), y como @ € G UN debemos tener que

, p /
lim w(r) +ru(r) <0,
r—»R(&)p—l () ()
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lo cual implica que

(n — fuo + Tu/(To)) < 0;

p J—
asi, wu'(ry) — uw'(r9) > 0y de (3.10) vemos que G no puede ser negativa en todo
(ug, @). La relacién (3.8) nos muestra que

F
0 < Tim PEOG)
s—ud f(s) s—ugd

y comon >pyn+t(s,a) [g((;((jf)))) es estrictamente positiva sabemos que G(ug) =

—(n — p) < 0. Finalmente observemos que

(8 - - (781}

Por hipdtesis, SJ{;S) decrece cuando s crece, luego sf(s) — Fo(s) (1 + %) es
Fo(s)

creciente con respecto a s y vale cero cuando s = wuy. Esto implica que )

K((t((sSS)))) es creciente también, pues n > p, luego G(s) es

creciente. Se concluye que existe s; € (up, @) tal que G(s;) = 0, G(s) < 0 para
s € (ug,s1) y G(s) > 0 para s € (s1,@).
Si u(r) > s; se satisface entonces (3.9). Si u(r) < s,

e il (v g )

)
- [ 45 o 5) )
>

= (p— D)ig~ ' (Fo) P~ (wd' (Fo) — uw'(7o)) > 0;

se sigue de esto que el lema es verdadero. n

es creciente. n + t(s, )

dt

Proseguiremos con un resultado de separacién.

Teorema 16 Si & € GUN entonces ro(a) es decreciente y ro(a)u'(ro(a), o) es
estrictamente decreciente en una vecindad de a.

Demostracion. De la relacion u(ro(a), ) = ug, como vimos al final del capitulo
anterior, obtenemos que

or ro(a),
oo ' (ro(a), @)
Por otro lado, usando (3.5) tal como en la demostracién del lema anterior somos
capaces de derivar ru/(r, ) con respecto a r, y a partir de esto y haciendo uso de
la regla de la cadena vemos que

0 / ==
%{ro(a)u (ro(a),a)} = p— 1

p(ro(a), a) + ro(a)¢' (ro(@), ). (3.12)
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Para r € (0,7(c)) tenemos que

(p = D" [P72) (u = wo) = {(p — 1)r" o/ P72 (u — o)}’
—(p— 1) r" gy (u)
= (p— D" P29 (u—ug) — or™ ' gp(u)Y 4+ (p — Dp(r™ g (u))
= (p—D{r" P2 (w—uo) — U]} — (p— L)r" K fo

y por lo tanto tenemos de la ecuacién (2.24) que

(p=D{r" ' P72 (w—uo) — ']} + 1" K fool f/(w) (u — uo) — (p— 1) f(w)] = 0.
(3.13)
En particular

(p = 1)rg ™' (ro) P~ p(ro, ) + /0 ! LK o[ (u)(u — up) — (p — 1) f(w)]dr = 0,

(3.14)
y esto es valido para todo « (y no sélo @). Por simplicidad escribiremos ry = ro(a),
o = ro(@) vy ¢o(r) = ¢(r,@). Sabemos, gracias a (2.24), que ¢(0) = 1. Como
f'(u)(u—up)— (p—1)f(u) > 0 para u € D segun la hipétesis (f3), (3.14) nos lleva
a concluir que no puede ser que (r) > 0 en todo (0, 7), a menos que ¢(79) = 0 (lo
cual implica inmediatamente que ¢'(79) < 0) y f'(s)(s—up) —(p—1)f(s) = 0 para
s € (ug, @). Si ese fuera el caso, de (3.14) y de la continuidad de ¢ deduciriamos que
©(ro, @) < 0 para todo v en una vecindad de a: si a < @& entonces u(r, «) € (ug, @)
para todo r € (0,79); en el caso en que o > @, si bien no podemos asegurar que
f'(s)(s —up) — (p—1)f(s) = 0 para s € (&, «), si debemos tener que ¢(r,a) > 0
para r € (0,t(a, a)), si t(a, a) es pequeno.

Suponemos entonces que ¢(r) tiene un primer cero r en (0,7). La idea es
mostrar que r; es el unico cero de ¢(r) en (0,7] (lo cual implica que ¢(7p) < 0
y que 873—((;“) < 0), y también que Z%fgo(fo, a) + 1oy’ (7o, @) < 0, para concluir otra
vez que = {ro(a)u'(ro(e), a)} < 0. Usaremos aqui nuestro lema 15.

Tal como antes, sea v(r) = ru'(r) + cu(r), donde u(r) denota a u(r,a@). De la
ecuacion (3.6) vemos que v satisface

(p— D" ' P20 4+ 7" LK (r) f/ (u)v = v 1Q(r) (3.15)
donde K ,
() = K ()0 {etp = 1)+ (p+ 153 ) = T

Q(r) puede también escribirse como

e [ KON @)~ - Dfw)
fr) =~k >{<p+ K<r>) 0 °f<u>}'
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Q(ry) seria negativa si ¢ = 0; por hipétesis,

J'(u(r)(u(ry) —uo) — (p — 1) f(u(r))
‘ Fla(rn) =0

si ¢ > 0 porque 1 € (0,7); y como ug ];((5((:11)))) es positivo, la expresion

K'(r1) f'(u(ry))

K(r) O f(u(m))

puede hacerse negativa si se escoge ¢ lo suficientemente grande. Por lo tanto existe
¢ > 0 tal que Q(r;) = 0. Como, por la hipétesis impuesta sobre K y sobre f

K0)) _ 0wt
Ky) ~ Fuln)

es decreciente con respecto a r, tenemos que (r) es negativa en (0,7;) y positiva
en (r1,7g).
Usando las relaciones (3.15) y (2.24) vemos que

(o= D P ev'() - ')
= =) [ A Y= (e o

p+m

clp—1)+ (p+r

- / () (w)ot) + Q) Yo () + / K () ()t e
= / " 1Q(t)p(t)dt

0

Concluimos por lo tanto que

@(r)v'(r) —v(r)e'(r) <0 (3.16)

para todo r € (0,r], y también para r € (r1, 7o mientras ¢ se mantenga negativa
en (r,7). En particular (3.16) se satisface para r = 71, luego tenemos que v(r;)
necesariamente no puede ser positiva. Ahora podemos mostrar que () no tiene
ceros en (r1, 7o, porque de otro modo habria un primer cero r5 después de r1, para
el cual deberfamos tener, de acuerdo a (3.16), que v(ry) > 0. Pero como ru’(r) /u(r)
es estrictamente decreciente en (0, 7),

() = u(r) (”"(T) + c> < u(r) (““l(“) + c) LG I ——

u(r) u(r1) u(ry)

Podemos probar finalmente nuestro teorema. Tenemos que ¢(7) < 0 luego
ya hemos probado su primera parte. Si también tuviéramos que ¢'(7) < 0 la
demostracion estarfa lista, entonces pongdmonos en el caso de que ¢'(7y) > 0.
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Este caso puede ocurrir sélo si ¢ < %. En efecto, si ¢ > %, entonces, como
puede verse en la ecuacién (3.5), tendriamos que

f(u) fu)

= (e "2V —(—1r k() —2Y <« (1K () —
v = (o= 22 ) )= -0k (0 IO < <) <o

para todo r € (0,7p). Como v(r) < 0, si ¢'(T9) > 0 se contradiria la relaciéon
(3.16).

Asumiremos entonces que ¢ < 2=% y que ¢'(7) > 0. Como (3.16) se satisface
para todo r € (0,7), usando (3.5) tenemos que

{go(r)lu’(r)| (Z:f B C) B w’(r)v(r)} ~ rK(r) f(we(r) <0

p—1 |ufr?

luego haciendo r — 7 obtenemos que

(7o) U (7o) (Z :f - c> — (Fo)u(Fo) < 0.

Por otro lado,

< - <C— Z:?) foul(fo)

porque 7ot/ (7o) + 7=5u(rp) es negativa cuando a € GUN', como se demostrd para
el lema 15. Tenemos por lo tanto que

Aol (222 - ) < St

p—1

y esto implica, al dividir por <ﬁ — c) |/ (To)], que

como requeriamos. n

El resultado anterior basta para demostrar el teorema 1, pero gracias a la
proposicién 14, puede extenderse a un resultado de separacion mas fuerte.
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Teorema 17 Sia € GUN existe 6 > 0 tal que para o € (@, a+9), u(R(a),a) =0,
t(s,a) <t(s,a) y t(s,a)|u(t(s,a),a)| <t(s,a)lu(t(s, a),a)l

para cada s € [0,ug) fijo. Si, en cambio, o« € (& — I, &), entonces
t(s,a) > t(s,a) y t(s,a)|u(t(s,a),a)| <t(s,a)lu(t(s, a),a)l

para cada s € [u(R(a),a),up) fijo.

Demostracion. Sabemos del teorema (16) que existe d > 0 tal que ro(a) decrece y
ro(a)|u (ro(), )| crece estrictamente en (& —d, @+ ¢). Tenemos por lo tanto para
a € (a,a+9) que

o ) < Huo, @) < 00y Hutg, ) u! (H(ug, @), )| > H(uto, )| (£ (0, @), @),
y si a € (& — J, @) entonces
t(ug, ) > t(ug, @) 'y t(ug, @)|u (t(ug, ), )| < t(ug, @)|u'(t(ug, @), @)|.

El resultado se sigue entonces de la proposiciéon 14. n

Deduciremos ahora el siguiente teorema de separacién que nos permitira de-
mostrar la unicidad de las soluciones radiales de tipo ground state al problema
(1.2).

Teorema 18 Si a € G entonces existe 6 > 0 tal que
(@,a+0)CN y (a—d,a) CP.
Demostracion. Tenemos del teorema anterior que u(R(«), o) = 0,

R(a) =t(0,a) < t(0,a) < oo

R(@)[u/(R().0)| > lim riu/(ra)] =0,

para cada « € (@, @ + d); tales condiciones describen el pertenecer a N
Demostremos que (@ — §,&) C P por contradiccién: sea o € (@ — 6,@) y
supongamos que u(R(a),a) = 0. Del teorema anterior obtenemos entones que

R(a)|u'(R(a), )| < lim ru'(r,a)] =0,

r—R(&)

lo cual claramente no puede ser cierto. n
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Demostracion del teorema 1. Supongamos por contradiccién que hay dos soluciones
de tipo ground state diferentes, y sean a; < ay sus valores iniciales. Sea

a = sup{a € (a1, a2) : (a1,0) C N}

@ estd bien definido segin nos muestra el tltimo teorema aplicado a a;. @ no puede
estar ni en N ni en

P porque ambos conjuntos son abiertos, pero tampoco podria estar en G si no
queremos contradecir que alrededor de cada a € G existe una vecindad inferior
contenida enteramente en P. Esto completa la demostracion. n

Para demostrar el teorema 2, establecemos a continuacién el siguiente resultado
de monotonia.

Teorema 19 Si @ € GUN entonces « € N para a > @ y R(a) = t(0,a) es
estrictamente decreciente en [&, 00).

Demostracion. Segin el teorema 17 existe 0 > 0 tal que R(«) decrece estrictamente
y R(a)|u/(R(a), )| crece estrictamente para o € [, @+ d). Esto implica, como en
la demostracién del teorema 18, que (@, @ + 0) C N. Definamos

a; =sup{a >a: (a,a) C N}

Si «; fuese finito, oy no podria estar ni en N ni en P por la condicién de abiertos
de tales conjuntos, y no podria estar en G por el teorema 18; concluimos que a;
debe ser infinito. La monotonia de R(«) para a € [a, 00) se sigue facilmente de lo
anterior y de la proposicion 14, finalizando de este modo la demostracién. n

La demostracion del teorema 2 se sigue directamente del teorema 19.

3.3. Algunos ejemplos

Un ejemplo de una ecuacion de la forma (1.5) es la ecuaciéon de Matukuma [10],

a saber
T A C) R Y (3.17)
1+7r°
Otro ejemplo es la ecuacion
7 fuw)

Au + =0, n>2, o>0. (3.18)

(1 + T2)0’/2 r2

La ecuacién (3.18) fue introducida por primera vez en [1], como un modelo de
estructura estelar. La siguiente ecuacién incluye a las dos anteriores como casos
particulares:

o4



®|Q

div(|z|*| VulP~2Vu) + |z|* (L) flu)=0, zeRN, N>1,

1+ |z|* (3.19)
keR, (eR, s>0, o>0.
Aqui
_ o N+k-1 b(r) = N1 o\ '
alr) = L ae) = (L)
Las condiciones (wl) y (w2) se satisfacen si
N+k>p vy (>k—p. (3.20)

En efecto, bajo la primera de las condiciones en (3.20) tenemos que

al_p/(g) = SN;rlcx;l

es integrable en 0o y no en 0, luego (w1) se satisface. En este caso

o0 N+4k—1 p — ]_ N+k—
h = 1— d = — Pl —D.
(r) [ R P

Ademas, de la segunda de las condiciones obtenemos que N —1+ % —i—ﬁ > N+k—p,
y asf al usar la primera de las condiciones en (3.20) obtenemos que

1a’+1b’ h N 1+k+€+a 1 p—1
pa  pb) N p v p1l+r ) N+k—p

es decreciente pues 0 > 0y s > 0, y tiende a

kL p—1
N-1l4+-—4+-=) "
( p ﬂ>N+k—p

cuando 7 — oo. Como esta cantidad es mayor o igual que p — 1, vemos que (ws)
se satisface.

Finalmente mencionamos que nuestras hipotesis cubren también pesos de la
forma

1 2
K(r) =r"exp <—%) cercader =0, K(r)=r"log*(1+7),

con § > —py a > 0. En efecto, (K;) claramente se verifica pues

K/
p+r% = p+6-+|logr| cercader =0,
TSI R 4
PPy 7 (1+7)log(1 +7)’
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respectivamente, son decrecientes. Debe senalarse que en el primer caso

r—0t K(?”)
en el segundo ejemplo, en cambio,

rK'(r)
i =
o5 K (r) 9,

de manera que (K;) se satisface para § > —py a > 0.
En lo que se refiere a las funciones f que cubre el presente trabajo, mencionamos

el ejemplo candnico
f(u> =8 — UQ27

con0<qgp<p—1<q.
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