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Caṕıtulo 0

Introducción

Partiremos por recordar un poco acerca de la Topoloǵıa en espacios de
medida.

Definición 0.0.1. Sea X un espacio de medida y sea P (X) el conjunto de
medidas de probabilidad sobre X. Denotamos por

C0
c (X) = {f : X → R continua y de soporte compacto} .

Diremos que una sucesión νn ⊂ P (X) converge a ν ∈ P (X) si para cualquier
función f ∈ C0

c (X), se tiene que

ĺım
n→∞

∫
X

fdνn =

∫
X

fdν,

Este hecho lo denotamos por νn → ν.

Dado un punto y ∈ X se denotamos por δy la medida de Dirac soportada
en y. Esta cumple que ∫

X

fdδy = f(y)

para toda f ∈ C0
c (X). De manera más general, si V ⊂ X es un conjunto

finito, definimos la medida

δV =
1

#V

∑
y∈V

δy.
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Esta cumple con ∫
X

fdδV =
1

#V

∑
y∈V

f(y)

para toda f ∈ C0
c (X).

Definición 0.0.2. Sea L ⊂ X y ν ∈ P (X). Decimos que ν está soportada
en L si para toda f ∈ C0(X) cuyo soporte es disjunto a L, se tiene que∫

L

fdν = 0.

Definición 0.0.3. Diremos que una sucesión Vn ⊂ X, donde cada Vn es
un conjunto finito, se equidistribuye con respecto a una medida ν ∈ X si
δVn → ν cuando n→∞.

Se define por H el semiplano superior de Poincaré como

H := {z ∈ C : Im z > 0} .

Sea V un subespacio vectorial de funciones SL(2,Z)-invariantes del espacio
{f : H→ C}. Para cada n ∈ N, consideremos el n-ésimo operador de Hecke
definido como

Tnf(z) :=
∑
ad=n

∑
b mód d

f

(
az + b

d

)
.

Pasemos a definir nuestro problema. El objetivo central de esta tesis es
estudiar el problema de la Equidistribución de puntos de Hecke, a saber:

Para toda f ∈ C0
c (SL(2,Z)\H) y todo z ∈ SL(2,Z)\H se tiene que

ĺım
n→∞

1

σ(n)
Tnf(z) =

1

vol(SL(2,Z)\H)

∫
SL(2,Z)\H

fdµ,

donde dµ = y−2dxdy es la medida hiperbólica y σ(n) =
∑

d|n d.

Estudiaremos dos demostraciones del problema anterior: una que involu-
cra la Teoŕıa Espectral de Formas Automorfas y otra con herramientas de la
Teoŕıa Ergódica. En ambos casos, la demostración es una revisión bibliográfi-
ca de los art́ıculos:
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1. Equidistribution des points de Hecke de Laurent Clozel y Emmanuel
Ullmo (2004) [5],

2. Ergodic theoretic proof of equidistribution of Hecke points de Alex Eskin
y Hee Oh (2006) [7].

En el primer caso, la demostración se expone en el Caṕıtulo 3 de [5]. Se
usará fuertemente la descomposición espectral del laplaciano

∆ = y2

(
∂2

∂2x
+

∂2

∂2y

)
en una parte discreta y continua, la cual viene dada por el Teorema 2.6.1.
La estrategia principal, será estudiar la acción de Tn sobre funciones en el
espectro discreto y sobre funciones en el espectro continuo. Esta técnica per-
mite considerar clases de funciones más grandes como el espacio de funciones
que tienden a 0 al infinito. Además, no sólo se obtiene una convergencia pun-
tual, sino también una convergencia L2 y una convergencia uniforme sobre
compactos (ver Teorema 3.1.1).

El segundo caso es la demostración Ergódica la cual se presenta en [7].
Los autores utilizan consecuencias del teorema de clasificación de medidas
de Ratner (ver [13], Corollary 1.3.7, página 22), tales como la Proposición
2.1 y el Teorema 2.2 de [7]. Dicho enfoque en cierto sentido es más general,
pues se obtiene un teorema sobre un cubrimiento del espacio SL(2,Z)\H.
Además, las mismas técnicas nos permitirán reemplazar SL(2,R) por otros
grupos algebraicos y SL(2,Z) por subgrupos aritméticos. Sin embargo, la
desventaja de esta técnica, es que no entrega información sobre funciones
test más generales ni sobre convergencia en otras normas, aśı como tampoco
tasas de convergencia.

En esta tesis, el enfoque ergódico será desarrollado en el Caṕıulo 4, en el
cuál partimos por transformar el problema en SL(2,Z)\H a SL(2,Z)\SL(2,R)
(Ver Observación 4.1.1) y comprendiéndolo desde el punto de vista de la equi-
distribución. En efecto, los operadores de Hecke Tn pueden escribirse como

Tnf =
1

#Γ\ΓanΓ

∑
γ∈Γ\ΓanΓ

f(γz),

donde Γ = SL(2,Z) y an es una sucesión adecuada en GL(2,R). Ahora bien,
será posible ver que Tn define una medida δn sobre Γ\SL(2,R):

δn :=
1

#Γ\ΓanΓ

∑
y∈Γ\ΓanΓ

δy
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es decir, nuestro problema se reduce a estudiar la convergencia de medidas

δn → µG, n→∞

donde µG es la medida de Haar sobre Γ\SL(2,R). En otras palabras, estu-
diamos la equidistribución de los conjuntos Γ\ΓanΓ con respecto a la medida
µG.

Finalmente, el resultado que nos permite comprender más profundamente
este punto de vista se presenta en la seción 4.4 y se formula para el grupo
algebraico SL(n,R) y para subgrupos aritméticos de éste. La demostración
se expone en la sección 4.5.



Caṕıtulo 1

Algebras de Hecke

1.1. Clases Dobles

Sea X un conjunto no vaćıo. Si H es un grupo que actúa por la izquierda
sobre X, denotamos por H\X al conjunto de órbitas de X bajo esta acción
(análogamente, cuando el grupo actúa por la derecha el conjunto de órbitas
se denota X/H). Por ejemplo, si X = G es un grupo, con H ≤ G, H actúa
sobre G por traslación izquierda y H\G es el conjunto de clases derechas
Hg con g ∈ G. Análogamente, v́ıa traslación por la derecha, formamos el
conjunto de órbitas G/H.
En un caso más general, si H1 y H2 son grupos que actúan sobre X por la
izquierda y derecha respectivamente, tal que

(h1x)h2 = h1(xh2)

para h1 ∈ H1, h2 ∈ H2, x ∈ X, entonces se tiene también un conjunto de
órbitas: diremos que x, y ∈ X están en la mı́sma órbita si x = h1yh2 para
algún h1 ∈ H1, h2 ∈ H2. El conjunto de órbitas es denotado por H1\X/H2.
En el caso especial de que X = G sea un grupo y H1, H2 son subgrupos de G,
H1\G/H2 se denomina el conjunto de clases dobles. Notar que H1\G/H2 pue-
de ser visto como el conjunto de órbitas producido por la acción de H1 sobre
G/H2 por la izquierda, aśı como también el conjunto de órbitas producido
por la acción de H2 sobre H1\G por la derecha.
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1.2. El Conmensurador y sus Propiedades

Definición 1.2.1. Sean Γ1,Γ2 dos subgrupos de G. Diremos que éstos son
conmensurables, si es que Γ1 ∩ Γ2 tiene ı́ndice finito en Γ1 y Γ2. Cuando dos
grupos son conmensurables, lo denotaremos por Γ1 ∼ Γ2.

Proposición 1.2.1. Sea S el conjunto de subgrupos de G. La relación de
conmensurabilidad definida sobre S es transitiva.

Demostración. Ver([1], Lemma 1.3, página 95).

Sea ahora Γ un subgrupo de G. Definimos el conjunto

Comm(Γ) =
{
g ∈ G : gΓg−1 ∼ Γ

}
,

y lo llamamos el conmensurador de Γ.

Lema 1.2.1. Para Γ un subgrupo de G, el Comm(Γ) es un subgrupo de G.

Demostración. Observemos que Comm(Γ) es un conjunto no vaćıo, pues cla-
ramente la identidad de G pertenece al conmensurador. Sea g ∈ Comm(Γ),
y consideremos el automorfismo interno σg : G → G, x 7→ g−1xg. Sabemos
que este es un automorfismo que respeta las intersecciones de subgrupos de
G y que también satisface que σg(Γ) = g−1Γg, σg(gΓg−1) = Γ. Luego

σg(Γ ∩ gΓg−1) = g−1Γg ∩ Γ.

Como g ∈ Comm(Γ), entonces Γ ∩ gΓg−1 tiene ı́ndice finito en Γ y gΓg−1,
luego σg(Γ ∩ gΓg−1) = g−1Γg ∩ Γ tiene ı́ndice finito en σg(Γ) = g−1Γg y en
σg(gΓg−1) = Γ, de donde se tiene que g−1 ∈ Comm(Γ).

Además a, b ∈ Comm(Γ), luego aΓa−1 ∼ Γ, bΓb−1 ∼ Γ ⇒ abΓb−1a−1 ∼
aΓa−1 ∼ Γ, y por transitividad, abΓb−1a−1 ∼ Γ, es decir, ab ∈ Comm(Γ) y
por tanto, ab ∈ Comm(Γ).

Ejemplo. Consideremos G = GL(n,Q),Γ = SL(n,Z), y N un natural cual-
quiera. Sea

Γ(N) = {γ ∈ Γ : γ ≡ 1n mód N} ,

donde 1n es la matriz identidad de tamaño n× n. La primera afirmación es
la siguiente: Comm(Γ) = G. Para ver esto, usemos el siguiente lema:
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Lema 1.2.2. Sea β ∈Mn(Z), con det β = b 6= 0. Luego

Γ(Nb) ⊂ β−1Γ(N)β ∩ βΓ(N)β−1.

Demostración. Sean β′ = bβ−1, γ ∈ Γ(Nb). Como γ ≡ 1 mód Nb, luego
β′γβ ≡ β′β ≡ b1n mód (Nb), y por lo tanto β−1γβ ≡ 1n mód N y en
particular β−1γβ ∈ Mn(Z). Además, es claro que det β−1γβ = 1, de donde
se tiene que β−1γβ ∈ Γ(N) y por lo tanto γ ∈ βΓ(N)β−1. Análogamente, se
tiene que γ ∈ β−1Γ(N)β.

Teniendo esto en mente, consideremos α ∈ G, luego α = cβ con c algún
racional, y β ∈Mn(Z). Obviamente, dado que c es una constante, se tiene que
αΓα−1 = βΓβ−1. Usando el lema anterior, Γ ∩ βΓβ−1 ⊃ Γ(b), con b = det β.
Como [Γ : Γ(b)] < ∞, tenemos que [Γ : Γ ∩ αΓα−1] < ∞. Considerando el
autormorfismo ξ 7→ α−1ξα y cambiando α−1 por α, obtenemos que

[αΓα−1 : αΓα−1 ∩ Γ] <∞.

Aśı, α ∈ Comm(Γ), y en conclusión Comm(SL(n,Z)) = GL(n,R).
Sea Λ un conjunto no vaćıo, y consideremos una familia arbitraria {Γλ}λ∈Λ

de subgrupos de G los cuales son conmensurables con Γ. Notar que si α ∈
Comm(Γ), entonces, por transitividad, los grupos αΓλα

−1 y Γµ son conmen-
surables para cualquier par de ı́ndices µ, λ ∈ Λ.

Proposición 1.2.2. Si α ∈ Comm(Γ), entonces la clase doble ΓλαΓµ tiene
descomposiciones en clases laterales disjuntas tanto derechas como izquier-
das:

ΓλαΓµ =
N⋃
i=1

Γλαi

ΓλαΓµ =
M⋃
j=1

βjΓµ

donde N = [Γµ : Γµ ∩ α−1Γλα],M = [Γλ : Γλ ∩ α−1Γµα].

Demostración. Como α−1Γλα ∼ Γµ (si α ∈ Comm(Γ) ⇒ α−1 ∈ Comm(Γ)),
entonces [Γµ : Γµ∩α−1Γλα] es un número natural N . Aśı, podemos considerar
una descomposición en clases laterales disjuntas de Γµ como sigue:

Γµ =
N⋃
i=1

(Γµ ∩ α−1Γλα)δi (1.1)
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luego α−1ΓλαΓµ =
⋃N
i=1 α

−1Γλαδi, y por lo tanto

ΓλαΓµ =
N⋃
i=1

Γλαδi.

Para ver que la descomposición es disjunta, supongamos que no, y conside-
remos ω ∈ Γλαδi ∩ Γλαδj. De esta manera, existen γλ, γ̃λ ∈ Γλ tal que

γλαδi = γ̃λαδj

de donde δiδ
−1
j = α−1γ−1

λ γ̃λα ∈ α−1Γλα. Además, los δ′is son representantes

en Γµ, y por lo tanto δiδ
−1
j ∈ Γµ, pero dado que la descomposición (1.1) es

disjunta, δiδ
−1
j ∈ Γµ ∩ α−1Γλα sólo cuando i = j, de donde se concluye que

la descomposición es disjunta. La otra descomposición es análoga.

Definición 1.2.2. Sean λ, µ ∈ Λ. Se define el conjunto

Rλµ =

{
m∑
k=1

ck · (ΓλαkΓµ) : ck ∈ Z, αk ∈ Comm(Γ),m ∈ N

}
.

Dada una doble clase ΓλαΓµ, definimos su grado como el número de clases de-
rechas Γλε contenidas en ΓλαΓµ. Este número será denotado por deg(ΓλαΓµ).
Además, si x =

∑
k ck ·(ΓλαkΓµ) ∈ Rλµ, entonces podemos extender la noción

de grado de la manera siguiente:

deg(x) =
∑
k

ck · deg(ΓλαkΓµ)

Notamos queRλµ es un conjunto no vaćıo el cual es un Z-módulo. Además,
se puede verificar que en general no se cumple que Rλµ = Rµλ. En efecto,
podemos considerar G = S3, y Γ = 〈(1 2 3)〉, luego Comm(Γ) = G (esto es
porque G es grupo finito), si denotamos por Γλ = 〈(1 2)〉,Γµ = 〈(1 3)〉, es
posible verificar que si id es la identidad de G, entonces ΓλidΓµ /∈ Rµλ, y por
lo tanto Rλµ 6= Rµλ.

La definición del grado de una doble clase se podŕıa considerando la can-
tidad de clases izquierdas contenidas en la clase doble, pero de hecho, es
posible demostrar que no necesariamente estos dos grados son iguales.

Ahora, nos gustaŕıa definir una ley de multiplicación: Rλµ ×Rµν → Rλν .
Para esto, sean α, β ∈ Comm(Γ), y consideremos las descomposiciones

ΓλαΓµ =
⋃
i

Γλαi
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ΓµβΓν =
⋃
j

Γµβj.

Notar que de esto último se tiene que ΓλαΓµβΓν es una unión finita de dobles
clases de la forma ΓλξΓν . Esto se deduce de:

ΓλαΓµβΓν =
⋃
j

ΓλαΓµβj =
⋃
i,j

Γλαiβj.

De esta forma, si colocamos x = ΓλαΓµ, y = ΓµβΓν , se define el producto

x · y =
∑

m(x · y; z)z ∈ Rλν ,

donde la suma recorre todas las clases dobles z = ΓλξΓν ⊂ ΓλαΓµβΓν , y

m(x · y; z) := # {(i, j) : Γλαiβj = Γλξ, para un ξ fijo} . (1.2)

Se observa que el último número mencionado, depende sólo de la elección
de x, y, z y no de la elección de representantes {αi} , {βj} , ξ. En efecto, para
esto notemos que Γλαjβj = Γλξ ⇐⇒ Γλαi = Γλξβ

−1
j . Además, dado un j,

existe un único i que cumple la igualdad anterior, pues si hay un k 6= i tal
que

Γλαk = Γλξβ
−1
j = Γλαi

entonces las clases son iguales y esto es imposible, dado que los αi son repre-
sentantes de clases laterales. Por lo tanto

# {(i, j) : Γλαiβj = Γλ} = #
{
j : ξβ−1

j ∈ ΓλαΓµ
}

= #
{
j : βj ∈ Γµα

−1Γλξ
}

= #
{
j : Γµβj ⊂ Γµα

−1Γλξ
}

= el número de clases de la forma Γµε en ΓµβΓν ∩ Γµα
−1Γλξ

y notar que este último número es independiente de la elección de {αi} y
{βj}. Demostremos ahora que es independiente de ξ. Notemos que si ΓλξΓν =
ΓληΓν , entonces ξ = γληγν , con γλ ∈ Γλ y γν ∈ Γν . Por lo tanto

ΓµβΓν ∩ Γµα
−1Γλξ = (ΓµβΓν ∩ Γµα

−1Γλη)γ

de donde se desprende que el número tampoco depende de la elección de ξ.
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Proposición 1.2.3. Sean x, y, z, {αi} , {βj} , ξ como antes. Luego

deg(z) ·m(x · y; z) = # {(i, j) : ΓλαiβjΓν = ΓλξΓν} .

Demostración. Sea ΓλξΓν =
⋃S
k=1 Γλξk una descomposición en clases latera-

les disjuntas. Luego,

ΓλαiβjΓν = ΓλξΓν ⇐⇒ Γλαiβj = Γλξk para algún k.

Pero la igualdad anterior es válida para exactamente un k, por lo tanto

# {(i, j) : ΓλαiβjΓν = ΓλξΓν} =
S∑
k=1

# {(i, j) : Γλαiβj = Γλξk}

= S ·m(x · y; z)

pues precisamente S es el número de clases derechas contenidas en z.

Proposición 1.2.4. Para todo x ∈ Rλµ, y ∈ Rµν, se cumple

deg(x · y) = deg(x) · deg(y).

Demostración. Utilizando la notación precedente y la Proposićıon 1.2.3, sa-
bemos que

deg(x · y) =
∑

z=ΓλξΓν⊂ΓλαΓµβΓν

m(x · y; z) deg z

=
∑

z=ΓλξΓν⊂ΓλαΓµβΓν

# {(i, j) : ΓλαiβjΓν = z}

= deg x · deg y

Proposición 1.2.5. La ley de multiplicación anterior es asociativa, en el
sentido que (x · y) · z = x · (y · z) para x ∈ Rκλ, y ∈ Rλµ, z ∈ Rµν.

Demostración. Consideremos el Z-módulo

Mµ =

{
n∑
k=1

ckΓµξk : n ∈ N, ck ∈ Z, ξk ∈ Comm(Γ)

}
.
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Sea u = ΓλαΓµ =
⋃
i Γλαi, la descomposición en clases laterales disjuntas.

A u podemos asignarle una función Z-lineal de Mµ → Mλ por medio de la
acción

u.
∑
k

ckΓµξk =
∑
i,k

ckΓλαiξk.

Se observa que esta acción no depende de {αi} , {ξk}. Por linealidad, se ob-
tiene una función Ω : Rλµ → Hom(Mµ,Mλ), el cual es inyectivo. En efecto
si
∑

α cα · (ΓλαΓµ) · Γµξ = 0 entonces Γλα1ξ = Γλα2ξ para algunos α1, α2.
Luego Γλα1Γµ = Γλα2Γµ y esto no puede ser posible. Consideremos

ΓλαΓµ =
⋃
i

Γλαi

ΓµβΓν =
⋃
j

Γµβj

ΓλξΓν =
⋃
k

Γλξk

para cada ΓλξΓν ⊂ ΓλαΓµβΓν . Luego,

(ΓλαΓµ) · {(ΓµβΓν) · (Γνη)} =
∑
i,j

Γλαiβjη

=
∑
ξ,k

m(ΓλαΓµ · ΓµβΓν ; ΓλξΓν)Γλξk

= {(ΓλαΓµ) · (ΓµβΓν)} · Γνη.

Esto muestra que (y · z) · a = y · (z · a) para todo y ∈ Rλµ, z ∈ Rµν y a ∈Mν .
Si además x ∈ Rκλ, tenemos

((x · y) · z) · a = (x · y) · (z · a) = x · (y · (z · a)) = x · ((y · z) · a) = (x · (y · z)) · a

y por lo tanto, de la inyectividad de Ω, se tiene que (x · y) · z = x · (y · z).

Lema 1.2.3. Sea α ∈ Comm(Γ). Supongamos que el número de clases de la
forma Γλξ en ΓλαΓµ es igual al número de clases izquierdas ηΓµ en ΓλαΓµ.
Luego, existe un conjunto de representantes {αi}, tal que

ΓλαΓµ =
⋃
i

Γλαi =
⋃
i

αiΓµ.
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Demostración. Sea Γλξ ⊂ ΓλαΓµ y ηΓµ ⊂ ΓλαΓµ, con Γλξ ∩ ηΓµ 6= ∅, luego
ξ = γληγµ con γλ ∈ Γλ, γµ ∈ Γµ. Si colocamos γ̃ := γ−1

λ ξ, entonces Γλξ = Γλγ̃
y ηΓµ = γ̃Γµ, es decir γ̃ es un representante común para Γλξ y ηΓµ.

Proposición 1.2.6. Sean α, β ∈ Comm(Γ). Luego,

1. ΓλαβΓµ = (ΓλαΓλ) · (ΓλβΓµ) si Γλα = αΓλ y

2. ΓλαβΓµ = (ΓλαΓµ) · (ΓµβΓµ) si Γµβ = βΓµ.

Demostración. Como Γλα = αΓλ, entonces

(ΓλαΓλ) · (ΓλβΓµ) = ΓλαΓλβΓµ = ΓλαβΓµ.

Análogo en el otro caso.

Sea S un semigrupo tal que Γ ⊂ S ⊂ Comm(Γ). Definimos por R(Γ, S)
el Z-módulo de todas las sumas formales finitas∑

k

ck · ΓαkΓ

con ck ∈ Z y αk ∈ S. Con la ley de multiplicación introducida anteriormente,
R(Γ, S) es un anillo asociativo, y lo llamamos el anillo de Hecke con respecto
a Γ y S. Además, el elemento Γ = Γ · 1 · Γ es el elemento identidad.

Definición 1.2.3. Sea G un grupo. Diremos que una biyección ∗ : G→ G es
un anti-automorfismo, si (αβ)∗ = β∗α∗, para todo par de elementos α, β ∈ G.

Ejemplo. Si consideramos G como cualquier grupo de matrices, un anti-
autormofismo puede ser A 7→ At, donde At denota la traspuesta de una
matriz.

Proposición 1.2.7. Si G tiene un anti-automorfismo α 7→ α∗, tal que Γ∗ =
Γ y (ΓαΓ)∗ = ΓαΓ para todo α ∈ S, luego R(Γ, S) es conmutativo.

Demostración. Supongamos que G tiene un anti-automorfismo ∗ : G → G.
Como una doble clase ΓαΓ, tiene la descomposición

ΓαΓ =
⋃
j

Γηj
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aplicando el anti-automorfismo a esta igualdad nos queda

ΓαΓ =
⋃
j

η∗jΓ

y por lo tanto se desprende que el número de clases laterales derechas e
izquierdas son iguales. Al utilizar el Lema 1.2.3 se tiene que para todo par de
elementos α, β ∈ S existe un conjunto de representantes {αi} , {βj} tal que

ΓαΓ =
⋃
i

Γαi =
⋃
i

αiΓ

y

ΓβΓ =
⋃
j

Γβj =
⋃
j

βjΓ.

Luego

ΓαΓ = (ΓαΓ)∗ = Γα∗Γ =
⋃
i

Γα∗i

ΓβΓ = (ΓβΓ)∗ = Γβ∗Γ =
⋃
j

Γβ∗j .

Ahora, si ΓαΓβΓ =
⋃
ξ ΓξΓ, luego

ΓβΓαΓ = Γβ∗Γα∗Γ = (ΓβΓαΓ)∗ =
⋃
ξ

ΓξΓ.

Aśı
(ΓαΓ) · (ΓβΓ) =

∑
ξ

cξ(ΓξΓ)

(ΓβΓ) · (ΓαΓ) =
∑
ξ

c′ξ(ΓξΓ).

Solo resta demostrar que cξ = c′ξ. Usando la Proposición 1.2.3 tenemos que

cξ · deg(ΓξΓ) = # {(i, j) : ΓαiβjΓ = ΓξΓ}
= #

{
(i, j) : Γβ∗jα

∗
iΓ = ΓξΓ

}
= c′ξ · deg(ΓξΓ)

de donde se desprende que cξ = c′ξ y la prueba concluye.
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1.3. El caso GL(2,R) y Operadores de Hecke

Consideremos G = GL(2,R) y Γ = SL(2,Z). Sea S = GL(2,Q)+ el
semigrupo de matrices en GL(2,Q) cuyo determinante es positivo.

Proposición 1.3.1. Un conjunto completo de representantes de dobles clases
para

Γ\GL(2,Q)+/Γ

consiste de matrices diagonales

diag(d1, d2) =

(
d1 0
0 d2

)
donde d1, d2 ∈ Q, donde d1/d2 es un entero positivo.

Demostración. Ver página 44 de [3].

Proposición 1.3.2. Con G y Γ como antes, R(S,Γ) es conmutativa.

Demostración. En vista de utilizar la Proposición 1.2.7 notamos que como
G = GL(2,R), entonces la traspuesta t : G→ G es un anti-automorfismo de
G, el cual cumple que (Γ)t = Γ y que (ΓαΓ)t = ΓαΓ, para cualquier α matriz
diagonal como en la Proposición anterior. Precisamente dicha proposición
muestra que la igualdad anterior se cumple para todo α ∈ S.

Ahora pasamos a definir un operador de Hecke. Si V es un subespacio
vectorial de funciones Γ-invariantes de {f : H→ C}, entonces definimos un
operador de Hecke como un elemento de la forma Tα, definido como sigue.
Sea

ϕ : R(S,Γ)→ End(V )

ΓαΓ 7→ Tα

Donde Tα : V → V , es definido por f(z) 7→
∑

i f(αi.z), con

αi.z =
az + b

cz + d
,

y

ΓαΓ =
⋃
i

Γαi
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La definición anterior se extiende a cualquier elemento t́ıpico de R(S,Γ), por
linealidad, es decir

R(S,Γ) 3
∑
k

ck · ΓαkΓ 7→
∑
k

ckTαk ∈ End(V ).

Sea R el grupo abeliano libre generado por los Tα cuando α recorre un
conjunto completo de representantes para Γ\GL(2,Q)+/Γ. Dados α, β ∈
GL(2,Q)+, definimos una multiplicación de operadores de Hecke definida
como:

Tα · Tβ =
∑

m(α, β;σ)Tσ

donde la suma recorre los σ ∈ Γ\GL(2,Q)+/Γ. Acá m(α, β;σ) = m(x, y; z),
con x = ΓαΓ, y = ΓβΓ, z = ΓσΓ, como en la Definición (1.2).

Proposición 1.3.3. Dados α, β, se tiene que Tαβ = Tα · Tβ. Además, la
multiplicación es asociativa y conmutativa.

Demostración. Ver ([3], páginas 43-44).

1.4. Formas Modulares

Primeramente, definimos el grupo modular, recordamos algunas cualida-
des de éste, y procedemos entones a definir las formas modulares clásicas. Se
llama grupo modular a

SL(2,Z) =

{(
a b
c d

)
: ad− bc = 1, a, b, c, d ∈ Z

}
.

Proposición 1.4.1. El grupo modular está generado por las transformacio-
nes

T =

(
1 1
0 1

)
y S =

(
0 −1
1 0

)
.

Demostración. Ver ([3], Proposition 1.2.3, página 20).

Sea H el semiplano superior de Poincaré, es decir:

H = {x+ iy ∈ C : y > 0} .
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Definición 1.4.1. Sea Γ un subgrupo de SL(2,R). Diremos que la acción
de Γ sobre H es discontinua si para cualquier par de compactos K1, K2 ⊂ H,
se tiene que el conjunto

{γ ∈ Γ : K2 ∩ γ(K1) 6= ∅}

es un conjunto finito.

Definición 1.4.2. Sea Γ ⊂ SL(2,R) un subgrupo que actúa discontinuamen-
te sobre H. Un dominio fundamental para Γ es un conjunto abierto F ⊂ H
tal que

1. Para todo z ∈ H, existe γ ∈ Γ tal que γ(z) ∈ F ,

2. Si z1, z2 ∈ F son tales que γ(z1) = z2, para algún γ ∈ Γ, entonces
z1 = z2 y γ = ±I, donde I denota la matriz identidad.

Proposición 1.4.2. Un dominio fundamental para Γ = SL(2,Z) es

F =

{
z = x+ iy ∈ H : −1

2
< x <

1

2
, |z| > 1

}
.

Demostración. Ver ([3], Proposition 1.2.2, página 19).

Definición 1.4.3. Sea f : H → C una función holomorfa y k un entero
positivo par. Diremos que f es una forma modular de peso k si se satisface
la relación

f

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)kf(z) para todo γ =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,Z), (1.3)

y la condición de que f sea holomorfa en ∞.

Observación 1.4.1. Notar que una función holomorfa f : H → C que
cumple la relación (1.3), en particular cumple que f(z + 1) = f(z) para
todo z ∈ H. Sea D′ = {z ∈ C : |z| < 1} − {0}. Recordemos que la función
z 7→ q = e2πiz es tal que lleva H en D′. Aśı, la función g : D′ → C, dada por
g(q) = f(log(q)/(2πi)) está bien definida aún cuando el logaritmo está solo
determinado hasta 2πiZ y f(z) = g(e2πiz) = g(q). Como f es holomorfa
en el plano superior, entonces g es holomorfa sobre D′, y por lo tanto g
tiene desarrollo de Laurent g(q) =

∑
n∈Z anq

n para q ∈ D′. Además, como
|q| = e−2πIm (z), entonces se tiene que q → 0 cuando im(z) → ∞. De esta
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manera, decimos que f es holomorfa en ∞ si g se extiende anaĺıticamente a
todo el disco, y llamamos a :

f(z) =
∞∑
n=0

anq
n

donde q = e2πiz, la expansión de Fourier de f .

Definición 1.4.4. Una forma modular f es cuspidal si a0 = 0.

Notación. Sea Γ = SL(2,Z). Denotaremos por Mk(Γ) el conjunto de formas
modulares de peso k y por Sk(Γ) el conjunto de formas cuspidales de peso k.

Obviamente, Sk(Γ) ⊆Mk(Γ). Es fácil ver que ambos son C-espacios vec-
toriales. Mas aún, Mk(Γ) es finito dimensional (ver [3], Proposition 1.3.2,
página 27). Además, la colección de todas las formas modulares forma un
anillo graduado, pues si f ∈Mk(Γ), g ∈Ml(Γ), entonces fg ∈Mk+l(Γ).
Ahora, nos gustaŕıa saber que existen formas modulares. Para esto, vamos a
considerar las series de Eisenstein. Sea k ≥ 4. Definimos

Ek(z) =
1

2

∑
m,n∈Z

(m,n)6=(0,0)

1

(mz + n)k
.

Ésta es una serie absolutamente convergente cuando k ≥ 4. Es posible verifi-
car que cumple la condición (1.3). Por otra parte, también es posible verificar
que es anaĺıtica en ∞ y para eso, se puede mostrar que Ek(z) tiene el desa-
rrollo en serie de Fourier (ver [9], Proposition 5, página 16):

Ek(z) = ζ(k) +
(2π)k(−1)k/2

(k − 1)!

∞∑
n=1

σk−1(n)qn

donde
σr(n) =

∑
d|n

dr,

y

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
,

es la función zeta de Riemann, definida para s ∈ C con Re s > 1. Notar que
la contribución ζ(k) inmediatamente muestra que Ek(z) no es cuspidal.
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Por otra parte, para un k dado hay dos posibilidades:

Sk(Γ) = Mk(Γ)

o bien
dimMk(Γ) = 1 + dimSk(Γ).

Si k = 2 se sabe que M2(Γ) = {0}. Para cada k ≥ 4, existe la serie de
Eisenstein Ek definida mas arriba. Luego, a toda forma modular f ∈ Mk se
le puede restar un múltiplo adecuado de Ek digamos λEk tal que f − λEk ∈
Sk(Γ).

Denotemos por Gk := ζ(k)−1Ek(z). Notamos que ésta es una forma mo-
dular con coeficientes racionales (ver [9], Proposition 5, página 16). La idea
ahora es construir formas modulares que sean cuspidales. Si bien esto es algo
complicado, es posible usar el hecho de que el anillo de formas modulares es
graduado. Consideremos las formas modulares

G4(z) = 1 + 240
∞∑
n=1

σ3(n)qn

G6(z) = 1− 504
∞∑
n=1

σ5(n)qn,

y construyamos una nueva forma modular dada por

∆ =
1

1728
(G3

4 −G2
6) = q − 24q2 + 252q3 − 1472q4 + 4830q5 + . . . .

Mediante el cálculo expĺıcito de los primeros términos, es claro que esta
expresión es una forma cuspidal, y como G4 ∈M4(Γ), G6 ∈M6(Γ), entonces
G3

4, G
2
6 ∈M12(Γ), y por lo tanto ∆, pertenecen a M12(Γ).

En general, es posible dar fórmulas para la dimensión de espacios de
formas modulares.

Proposición 1.4.3. Supongamos que k es entero par no negativo. Sea k =
12j + r con 0 ≤ r ≤ 10. Entonces

dimM12j+r(Γ) =

{
j + 1, si r = 0, 4, 6, 8
j, sir = 2.

Además, el anillo de formas modulares
⊕∞

k=0Mk(Γ) es generado por G4 y
G6.

Demostración. Ver ([3], Proposition 1.3.4, página 31).
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1.5. Producto interno de Petersson

Sobre Sk(Γ) existe un producto interno natural, conocido como el pro-
ducto interno de Petersson. Si f(z), g(z) ∈ Sk(Γ), es fácil ver que f(z)g(z)yk

es invariante bajo la tranfprmación z 7→ az+b
cz+d

, para todo

(
a b
c d

)
∈ Γ.

Lema 1.5.1. La medida dxdy
y2

= dzdz
Im (z)2

es una medida SL(2,R)-invariante
de H.

Como f(z)g(z)yk es Γ-invariante, usando el lema anterior se tiene que la
integral

〈f, g〉 :=

∫
Γ\H

f(z)g(z)yk
dxdy

y2

está bien definida. Mas aún, es posible probar que como f, g ∈ Sk(Γ), entonces
la integral que define al producto interno es finita (ver [3], página 32).

1.6. Operadores de Hecke y Formas Modula-

res

En sección 1.3, se definió una acción de los operadores de Hecke sobre
ciertos espacios vectoriales V de funciones complejas. En esta sección con-
sideraremos los operadores de Hecke actuando sobre formas modulares, es
decir, tomando como V el C-espacio vectorial de formas modulares de peso
k, Mk(Γ).

Proposición 1.6.1. Sea α ∈ GL(2,Q)+. Luego, el operador de Hecke Tα
sobre Sk(Γ) es autoadjunto con respecto al producto interno de Peterson.

Demostración. (Ver [3], página 47)

Recolectando resultados se tiene que el anillo de Hecke es una familia
conmutativa de operadores autoadjuntos sobre el espacio finito dimensional
Sk(Γ). En consecuencia, existe una base de funciones en Sk(Γ) en la que cada
una es función propia de todos los operadores de Hecke simultáneamente.
Llamaremos a una tal f , una función propia de Hecke.
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Definición 1.6.1. Sea n un entero positivo. Se define

T (n) :=
∑

d1d2=n
d2|d1
d1,d2>0

Tdiag(d1,d2).

Notar que, dado n entero positivo, la suma anterior es sobre aquellas
matrices que están en la misma doble clase modulo Γ de la matriz(

n 0
0 1

)
,

por lo tanto si

Γ

(
n 0
0 1

)
Γ =

⋃
j

Γδn,j

entonces T (n)f(z) =
∑

j f(δn,j.z). Lo interesante es que en este caso tenemos
una descripción expĺıcita de la descomposición de la doble clase involucrada.

Proposición 1.6.2. Se tiene la siguiente descomposición:

Γ

(
n 0
0 1

)
Γ =

⋃
ad=n

b mód d
a,d>0

Γ

(
a b
0 d

)
.

Demostración. Ver ([3], Proposition 1.4.4, página 47).

Observación 1.6.1. De esta proposición notamos que si a es matriz de

determinante n, entonces ΓaΓ = Γ

(
n 0
0 1

)
Γ, y por lo tanto

deg(ΓaΓ) =
∑
ad=n

b mód d
a,d>0

1 =
∑
d|n

d = σ(n).

Sea f ∈ Sk(Γ) con expansión de Fourier
∑
A(m)qm, y sea Tnf con ex-

pansión de fourier
∑
B(m)qm. Es posible demostrar la siguiente relación:

B(m) =
∑
ad=n
a|m

(a
d

)k/2
dA

(
md

d

)
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(ver [3], página 48). Sea f(n) una función propia de Hecke, y supongamos
que normalizamos su valor propio de tal forma que podemos escribir

1

n1−k/2Tnf = λ(n)f.

Proposición 1.6.3. Sea f una función propia de Hecke con valores propios
λ(n) normalizados como en la ecuación anterior. Luego, los coeficientes de
Fourier A(n) de f satisfacen:

1. A(1) 6= 0

2. Si A(1) = 1 entonces λ(n) = A(n) para todo n

3. Si A(1) = 1 entonces los coeficientes A(n) son multiplicativos, es decir
si (n,m) = 1 entonces A(nm) = A(n)A(m).

Demostración. Ver ([3], página 48).
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa Espectral

A lo largo de esta sección Γ = SL(2,Z).

2.1. Laplaciano hiperbólico

Definimos el Laplaciano hiperbólico no Euclideano ∆ (de aqúı en adelante,
Laplaciano), como el operador diferencial de segundo orden, que actúa sobre
funciones definidas H dado por:

∆ = y2

(
∂2

∂2x
+

∂2

∂2y

)
.

Es posible verificar que este operador es SL(2,R)-invariante, es decir, si g ∈
SL(2,R), y ∆(f) = F , entonces ∆(f ◦g) = F ◦g para cualquier función f que
sea suave sobre H. Recordemos que una función propia f para este operador,
con valor propio λ, es una función que satisface la ecuación ∆f = λf .

2.2. Series de Eisenstein para SL(2,Z)
Sea z = x+ iy ∈ H. Definimos la serie de Eisenstein como la serie

E∞(z, s) =
1

2

∑
γ∈Γ∞\Γ

(Im (γ.z))s.

Lema 2.2.1. La serie es absolutamente convergente si Re (s) > 1. Además
verifica que

E∞(γ.z, s) = E∞(γ, s)



24 Teoŕıa Espectral

para todo γ ∈ Γ.

Demostración. Ver([3], Exercice 1.6.1, página 74).

Una propiedad fundamental de la serie de Eisenstein es la existencia de
una prolongación anaĺıtica y de una ecuación funcional. Sea

E∗(z, s) = π−sΓ(s)ζ(2s)E∞(z, s), (2.1)

donde ζ(s) denota la función zeta de Riemann.

Teorema 2.2.1. La función E∗(z, s) definida por (2.1) para Re s > 1, ad-
mite una prolongación meromorfa a todo el plano complejo. Es anaĺıtica en
todo C salvo en s = 0, s = 1, donde E∗(z, s) tiene polos simples. El residuo
en s = 1 es la función constante z = 1/2. La serie de Eisenstein completa
(2.1) verifica la ecuación funcional

E∗(z, s) = E∗(z, 1− s).

Además
E∞(x+ iy, s) = O(yσ) cuando y →∞

donde σ = máx {Re s, 1− Re s}.

Demostración. Ver([3], Theorem 1.6.1, página 66).

Observación 2.2.1. Del Teorema anterior deducimos que E∞(z, s) admite
una prolongación meromorfa al plano complejo. De hecho, el residuo en s = 1
es

ress=1E∞(z, s) =
π

2Γ(1)ζ(2)
ress=1E

∗(z, s) =
3

π
.

2.3. Formas de Maass

En esta sección definiremos las formas de Maass para el grupo modular
Γ.

Definición 2.3.1. Diremos que una función suave f : H→ C es una forma
de Maass para Γ si cumple las siguientes tres condiciones

1. f es invariante bajo Γ, es decir, f(γ.z) = f(z) para todo γ ∈ Γ,
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2. f es una función propia de ∆,

3. f tiene a lo más crecimiento polinomial al infinito, es decir, f(x+ iy) =
O(yN) cuando y →∞ para algún N , donde x ∈ K, con K compacto.

Denotaremos por As(Γ\H) al conjunto de formas de Maass cuyo valor
propio es λ = s(1 − s) y por A(Γ\H) el conjunto de todas las funciones
suaves que cumplen solo con la primera propiedad anterior.

Ejemplo. La serie de Eisenstein E∞(z, s) es una forma de Maass, con valor
propio s(1− s).

Observación 2.3.1. Existe una relacion entre formas modulares y formas
de Maass: dada una forma modular de peso k, la función yk/2f(x+ iy) es una
forma de Maass de peso k, con respecto al Laplaciano de peso k definido por

∆− y2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+ iky

∂2

∂x
,

con valor propio asociado λ = k
2
(1 − k

2
) (ver [3], Exercise 2.1.7(a), Página

145).

En general, si f ∈ A(Γ\H), se tiene que

f

((
1 m
0 1

)
.z

)
= f(z)

es decir f(z + m) = f(z) para todo m entero, y por lo tanto tiene sentido
escribir la expansión en series d Fourier

f(z) =
∑
n∈Z

fn(y)e2πinx

donde los coeficientes están dados por

fn(y) =

∫ 1

0

f(z)e−2πinxdx.

Si f es suave, la serie converge absolutamente y uniformemente en com-
pactos. Mas aún, en el caso de series de Eisenstein, la expansión de Fourier
puede ser mas expĺıcita:
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Proposición 2.3.1. Sea Re s > 1. Entonces

E(z, s) = ys + ϕ(s)y1−s +
∑
n6=0

ϕ(n, s)Ws(nz)

donde

ϕ(s) :=
√
π

Γ(s− 1/2)

Γ(s)

ζ(2s− 1)

ζ(2s)
,

ϕ(n, s) := πsΓ(s)−1ζ(2s)−1|n|−1/2
∑
ab=|n|

(a
b

)s−1/2

,

Ws(z) := 2
√
yKs−1/2(2πy)e2πix

y

Ks(y) =
1

2

∫ ∞
0

e−
y
2 (t+ 1

t )ts−1dt.

Demostración. Ver [11], página 60.

De hecho, mas generalmente, toda forma de Maass tiene una descompo-
sición en serie similar a la descrita anteriormente.

Proposición 2.3.2. Sea f una forma de Maass con valor propio s(1 − s),
tal que

f(z) = o(e2πy) cuando y →∞.
Entonces

f(z) = a0(y) +
∑

n∈Z−{0}

a(n)Ws(nz)

donde el término a0 es

a0(y) =
A

2
(ys + y1−s) +

B

2s− 1
(ys − y1−s).

Ademas, los coeficientes an no nulos, satisfacen

an = O(eε|n|),

para todo ε > 0, donde la constante involucrada depende de ε y f . Finalmen-
te, cuando y →∞, tenemos que

f(z) = a0(y) +O(e−2πy).

Demostración. Ver ([11], Theorem 3.1, página 54).

Definición 2.3.2. Se define como C(Γ\H) al espacio generado por todas las
formas cuspidales, es decir, el espacio de todas las formas de Maass acotadas
tales que su coeficiente de Fourier constante a0 es nulo.
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2.4. Propiedades del Laplaciano

Denotemos por L2(Γ\H) el espacio de formas de Maass las cuales son
cuadrado integrables sobre el cuociente Γ\H, con respecto a la medida

dµ = y−2dxdy,

es decir,

L2(Γ\H) =

{
f ∈ A(Γ\H) :

∫
Γ\H
|f(z)|2dµ(z) <∞

}
.

Este espacio puede ser visto como

L2(F ) =

{
f : F → C :

∫
F

|f(z)|2dµ(z) <∞
}
,

donde F es el dominio fundamental para SL(2,Z). El espacio L2(Γ\H) es
equipado con un producto interno:

〈f, g〉 =

∫
Γ\H

f(z)g(z)dµ(z),

el cual está bien definido: si f, g ∈ L2(Γ\H), entonces por la desigualdad de
Cauchy-Schwartz,∫

Γ\H
|f(z)g(z)|dµ(z) ≤

(∫
Γ\H
|f(z)|2dµ(z)

) 1
2
(∫

Γ\H
|g(z)|2dµ(z)

) 1
2

<∞.

Notar que como Γ\H es de medida finita, se tiene que las constantes perte-
necen a dicho espacio. En efecto

vol(Γ\H) =

∫ 1/2

−1/2

∫ ∞
√

1−x2

dydx

y2

=
π

3
.

Definición 2.4.1. Denotamos por

B(Γ\H) = {f ∈ A(Γ\H) : f es acotada} .



28 Teoŕıa Espectral

De la definición se desprende inmediatamente que B(Γ\H) ⊂ L2(Γ\H).
Para el proposito de una resolución espectral de L2(Γ\H), reducimos el do-
minio de ∆ a

D(Γ\H) = {f : f,∆f ∈ B(Γ\H)} ,

el cual es denso en L2(Γ\H).

Lema 2.4.1. Sea F el dominio fundamental para Γ. Para f, g ∈ D(Γ\H)
tenemos

〈−∆f, g〉 =

∫
F

∇f∇gdxdy.

Demostración. Ver ([11], Lemma 4.1, página 64).

De esta proposición, se desprenden fácilmente dos corolarios importantes:

Corolario 2.4.1. Para f, g ∈ D(Γ\H) tenemos

〈∆f, g〉 = 〈f,∆g〉.

Corolario 2.4.2. Para f ∈ D(Γ\H) tenemos

〈−∆f, f〉 =

∫
F

|∇f |2dxdy ≥ 0.

2.5. Recuerdos de Análisis Funcional

La presente sección es para recordar algunas definiciones y hechos que
servirán para la descomposición espectral de L2(Γ\H) con respecto al lapla-
ciano hiperbólico. El resultado principal será presentado como el Teorema de
Hilbert-Schmidt (ver Teorema 2.5.2), el cual dará una descomposición espec-
tral para una clase especial de operadores lineales acotados sobre un espacio
de Hilbert: la clase de los operadores compactos y autoadjuntos.

2.5.1. Operadores Autoadjuntos

Sea H un espacio de Hilbert, y T : H → H un operador lineal no acotado.
Denotamos por D(T ) su dominio y R(T ) su rango, y asumimos que ∆(T ) es
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denso en H. El operador adjunto T ∗ se define v́ıa 〈Tf, g〉 = 〈f, T ∗g〉. Diremos
que un operador T es simétrico si

〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉

para todo x, y ∈ D(T ) y autoadjunto si T = T ∗.

Lema 2.5.1. Los valores propios de un operador simétrico son reales. Además,
funciones propias correspondientes a valores propios distintos son ortogona-
les.

Demostración. Ver ([11], Lemma A.1-A.2, página 185).

Diremos que un operador T es no negativo si es que para toda función
f ∈ D(T ) se tiene 〈Tf, f〉 ≥ 0. Por lo tanto, los valores propios de un
operador simétrico y no negativo son reales y no negativos.

Ejemplo. Notemos que los últimos dos corolarios de la sección pasada di-
cen que el operador −∆ es simétrico y no negativo. Luego, por la reciente
observación, sus valores propios son no negativos.

Sea ahora T un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert H. Se
define Rλ = (T − λI)−1.

Definición 2.5.1. Un complejo λ es un punto regular si Rλ es definido
sobre H y acotado. El resto de los puntos de C conforman el espectro de T ,
denotado por σ(T ). Éste conjunto es particionado en el espectro puntual y
espectro continuo (no es necesariamente una partición disjunta):

λ está solo en el espectro puntual si y sólo si D(Rλ) es un conjunto no
denso en H y Rλ es acotado.

λ está solo en el espectro continuo si y sólo si D(Rλ) es un conjunto
denso en H y Rλ es acotado.

λ está en ambos espectros si y sólo si D(Rλ) es un conjunto no denso
en H y Rλ es no acotado.

Si bien el resultado que nos guiará a la descomposición espectral se aplica
a operadores definidos sobre un espacio de HilbertH, será posible extender tal
resultado a nuestro operador ∆, no acotado, mediante el siguiente teorema.
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Teorema 2.5.1. Sea H un espacio de Hilbert y D un subconjunto denso
de H. Si T es un operador lineal definido sobre D, no negativo y simétrico,
entonces T admite una extensión a todo el espacio. Además, dicha extensión
es autoadjunta.

Demostración. Ver([11], Theorem A.3, página 186).

2.5.2. Operadores integrles de Hilbert-Schimdt

Sea F un dominio en R2. Un operador integral

(Lf)(z) =

∫
F

k(z, w)f(w)dw

con kernel k ∈ L2(F × F ) es llamado de tipo Hilbert-Schmidt. Usando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz,

‖L‖2 ≤
∫ ∫

F×F
|k(z, w)|2dzdw

y por lo tanto se deduce que L es un operador acotado. Mas aún, si k(z, w) =
k(z, w) entonces L es simétrico.

Ejemplo. Si F tiene medida finita, entonces un operador integral con kernel
acotado, es un operador de tipo Hilbert-Schmidt.

A continuación, presentamos el teorema que nos permitirá hacer la des-
composición espectral.

Teorema 2.5.2 (Hilbert-Schmidt). Sea L 6= 0 un operador integral simétri-
co de tipo Hilbert-Schmidt. Luego

1. L tiene espectro puramente discreto,

2. Los espacios propios de L tienen dimensión finita,

3. Los valores propios de L pueden acumularse solo en 0,

4. L tiene a lo menos un valor propio, y el mas grande de ellos es dado
por

λ0 = sup
f 6=0

‖Lf‖
‖f‖

= ‖L‖,

donde el supremo es alcanzado por una función propia de L,



2.6 Descomposición Espectral 31

5. El rango de L en L2(F ) es generado por funciones propias de L. Sea
{uj}j≥0 un sistema ortonormal maximal de funciones propias de L en

L2(F ), es decir

〈uj, uk〉 = δjk, Luj = µjujcon|µ0| ≥ |µ1| ≥ · · · .

Luego, cualquier f en el rango de L tiene una representación en series

f(z) =
∑
j≥0

〈f, uj〉uj(z).

Demostración. Ver [8], páginas 372, 377, 382 y 383.

2.6. Descomposición Espectral

La idea de esta sección es dar un paseo por los elementos principales para
una demostración del siguiente teorema:

Teorema 2.6.1. Para toda función u ∈ C(Γ\H)⊕ E(Γ\H)1, se tiene que

u(z) =
∑
j≥0

〈u, uj〉uj(z) +
1

4π

∫
R
〈u,E(·, 1/2 + ir)〉E(z, 1/2 + ir)dr.

Donde {uj}j≥1 es un sistema ortonormal completo de formas de Maass cus-

pidales y u0 =
√

3
π

. Si además u pertenece al dominio D(Γ\H) del Laplaciano

hiperbólico, entonces la serie converge absolutamente y uniformemente sobre
todo compacto. También se tiene una fórmula para la norma:

‖u‖2
L2(Γ\H) =

∑
j≥0

|〈u, uj〉|2 +
1

4π

∫
R
|〈u,E(·, 1/2 + ir)〉|2dr.

Este resultado será una consecuencia inmediata de los teoremas 2.6.4 y
2.6.5 demostrados mas adelante.

1 Ver la definición de E(Γ\H) en la página 37.
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2.6.1. Parte discreta

Notamos que de los corolarios 2.4.1-2.4.2, se puede observar que un valor
propio λ = s(1− s) asociado a una función propia f ∈ D(Γ\H), es real y no
negativo. Por lo tanto, se tiene que s = 1

2
+ it (con t ∈ R) o s ∈ [0, 1].

Para realizar la descomposición espectral de ∆ en C(Γ\H), se introdu-
cirán operadores integrales sobre este espacio y se estudiarán propiedades
relacionados a ellos.

Definición 2.6.1. Vamos a denotar por operador integral invariante, con
kernel k(z, w) a uno de la forma

(Lf)(z) =

∫
H
k(z, w)f(w)dµ(w),

donde el kernel es invariante en el sentido que k(z, w) = k(u(z, w)), y f :
H→ C, donde u(z, w) es definido por

cosh ρ(z, w) = 1 + 2u(z, w)

ρ(z, w) = log
|z − w|+ |z − w|
|z − w| − |z − w|

,

y por lo tanto

u(z, w) =
|z − w|2

4Im zIm w
.

Una propiedad importante es la siguiente:

Proposición 2.6.1. Un operador integral invariante conmuta con el lapla-
ciano.

Demostración. Ver ([11], Theorem 1.9, página 67).

Notamos que si restringimos el dominio de L a A(Γ\H), podemos escribir

(Lf)(z) =

∫
F

K(z, w)f(w)dµ(w),

donde F es el dominio fundamental para Γ y el nuevo kernel es dado por la
serie

K(z, w) =
∑
γ∈Γ

k(z, γw).
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Definición 2.6.2. El kernel K(z, w) es llamado kernel automorfo.

Observación 2.6.1. De aqúı en adelante asumiremos que el operador L,
actúa sobre A(Γ\H). Además, asumiremos que k(u) es una función suave,
con soporte compacto en R+ (k debemos entenderla como una función que
depende de u(z, w), y por lo tanto, toma valores no negativos).

Notar que con estas suposiciones, el operador L visto con dominio B(Γ\H),
satisface que L : B(Γ\H)→ B(Γ\H). Más aún, se tiene la siguiente proposi-
ción

Proposición 2.6.2. Un operador integral invariante L, satisface que

LC(Γ\H) ⊆ C(Γ\H).

Demostración. Ver ([11], Proposition, página 65).

En vista del Teorema de Hilbert-Schmidt, notamos que el kernel de nues-
tro operador ∆, ni siquiera es acotado sobre F ×F . Por consiguiente, la idea
es relacionar ∆ con un kernel acotado, y para esto consideramos:

H∞(z, w) =
∑

γ∈Γ∞\Γ

∫
R
k(z, t+ γ.w)dt.

Notar que esta es una función automorfa en la segunda variable, bien definida
(acá es vital que k(u) tenga soporte compacto).

Lema 2.6.1. Para z, w ∈ H tenemos uniformemente la desigualdad

H∞(z, w)� 1 + Im z.

Demostración. Ver ([11], Lemma 4.2, página 65).

Como la cota involucrada en el lema precedente es uniforme, se tiene que
H∞ es acotada en la segunda variable. Por lo tanto H∞(z, ·) ∈ B(Γ\H).

Proposición 2.6.3. Dado z ∈ H, la función w 7→ H∞(z, w), es ortogonal al
espacio C(Γ\H).

Demostración. Ver ([11], Proposition 4.3, página 66).
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Consideremos la diferencia

K̂(z, w) = K(z, w)−H(z, w).

A esta diferencia la llamaremos la parte compacta de K(z, w). Podemos con-

siderar un nuevo operador integral L̂, actuando sobre funciones f : F → C,
cuyo kernel sea K̂(z, w).

Corolario 2.6.1. L̂ = L sobre C(Γ\H).

Demostración. Ver ([11], Corollary 4.4, página 66)

Para ver que la construcción de este nuevo kernel es importante, es posible
conseguir el siguiente teorema.

Teorema 2.6.2. Sea F el dominio fundamental para Γ. Luego, el kernel K̂
es acotado sobre F × F .

Demostración. Ver ([11], Proposition 4.5, página 67).

Observación 2.6.2 (Ver ([11], Remarks, página 68)). Si bien, para lograr
los resultados anteriores, hemos pedido que los operadores tengan kernel k(u)
con soporte compacto, también es posible obtener los mismos resultados para
kernels k(u) que no tengan soporte compacto, pero que tengan una condición
de decaimiento rápido al infinito. Por ejemplo, es suficiente pedir que el kernel
satisfaga:

k(u), k′(u)� (u+ 1)−2.

Antes de comprender el espectro de ∆ es necesario pasar por los ope-
radores resolventes Rs. De hecho, veremos que la resolvente es un operador
integral. Para esto, comenzamos por definir

Gs(u) :=
1

4π

∫ 1

0

(ξ(1− ξ))s−1(ξ + u)−sdξ.

Supongamos que s ∈ C con Re s > 1. Sea −Ts el operador integral
invariante con kernel Gs, es decir:

−(Tsf)(z) :=

∫
H
Gs(u(z, w))f(w)dµ(w).

El primer resultado es el siguiente:
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Teorema 2.6.3. Si f es una función suave y acotada sobre H, entonces

(∆ + s(1− s))Tsf = f.

Demostración. Ver ([11], Theorem 1.17, página 32).

De esta manera, Ts es la inversa por la derecha del operador (∆+s(1−s)),
es decir coincide con Rs donde éste sea bien definido y cuando Re s > 1. El
kernel Gs tiene algunas propiedades las cuales serán de utilidad.

Proposición 2.6.4. La integral que define a Gs converge absolutamente para
Re s = σ > 0. Esto da una función Gs(u) sobre R+ que cumple

(∆ + s(s− 1))Gs = 0.

Además, se tienen las siguientes cotas para Gs(u) :

Gs(u) =
1

4π
log

1

u
+O(1) cuando u→ 0 (2.2)

G′s(u) = − 1

4πu
+O(1) cuando u→ 0 (2.3)

Gs(u) = O(u−σ) cuando u→ +∞. (2.4)

Demostración. Ver ([11], Lemma 1.7, página 25).

2.6.2. Descomposición espectral de ∆ en C(Γ\H)

La idea principal será definir un operador conveniente L en términos
de la resolvente. De esta forma, por el Teorema 2.6.3, la resolvente es un
operador integral con kernel Gs(u). Partamos entonces por considerar L =
Rs, para s ≥ 2 (aśı, por las estimaciones dadas en la Proposición 2.6.3,
el kernel k(u) = Gs(u) satisface la condición de decrecimiento rápido al
infinito estipulada en la Observación 2.6.2, y por lo tanto podŕıamos usar los
resultados de compactificar el operador integral L). Además, notamos que el
rango es denso en C(Γ\H), pues dada f ∈ C(Γ\H)∩D(Γ\H) (el cual es denso
en C(Γ\H)) definimos

g := (∆ + s(s− 1))f

de donde f = Rsg. Como s ≥ 2, el kernel Gs(u) satisface esta condición de
decrecimiento, y por lo tanto intentaŕıamos considerar la compactificación
L̂ de L = Rs. Pero de (2.2) (ver Proposición 2.6.3) se tiene que Gs(u) es
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singular en u = 0, y por lo tanto no podemos compactificar L. Ahora bien,
el problema es generado por log 1

u
el cual aparece en la estimación 2.2. Dado

que esto no depende de s, para eliminar la singularidad, podemos considerar
el nuevo operador

L = Rs −Ra

para a > s ≥ 2. Efectivamente en este caso eliminamos la singularidad, y
además tenemos un kernel k(u) = Ga(u)−Gs(u) suave que tiene un decreci-
miento según lo pedido en la Observación 2.6.2. Veamos ahora que el rango
sigue siendo denso, tal como en el caso de nuestra primera elección de L.
Para esto, notamos que podemos escribir

L = Rs −Ra = (s(1− s)− a(1− a))RsRa.

Para ver esto último, como

I−(∆−s(s−1))Ra = [(∆−a(1−a))−(∆−s(s−1))]Ra = (s(1−s)−a(1−a))Ra

podemos aplicar Rs a ambos lados de la ecuación y obtener lo deseado. Sea
f ∈ D(Γ\H). Escribiendo

g = (s(1− s)− a(1− a))−1(∆ + a(1− a))(∆ + s(1− s))f ∈ D(Γ\H)

se tiene que Lg = f . Además, si f ∈ C(Γ\H), luego g ∈ C(Γ\H), y entonces

por el Corolario 2.6.1, también tenemos que L̂g = f . Por lo tanto, el subes-
pacio C(Γ\H) ∩D(Γ\H) está en el rango de L̂, y como C(Γ\H) ∩D(Γ\H) es

denso en C(Γ\H), se tiene que el rango de L̂ es denso en C(Γ\H).

De lo anterior, mas el teorema de Hilbert-Schmidt, se desprende la siguiente
proposición.

Proposición 2.6.5. Sea L : D(Γ\H)→ D(Γ\H) el operador integral definido
por L = Rs − Ra. Entonces L lleva el subespacio C(Γ\H) densamente en si
mismo, donde este tiene espectro puramente puntual. Sea {uj}j≥1 un sistema
ortonormal de funciones propias de L en C(Γ\H). Luego, toda f ∈ C(Γ\H)∩
D(Γ\H) tiene la expansión

f(z) =
∑
j≥1

〈f, uj〉uj(z)

la cual converge uniforme y absolutamente sobre compactos.
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Afirmamos que el conjunto de funciones propias de L̂, {uj}j≥1, es también
un conjunto de funciones propias de ∆. En efecto, sea Eλ el espacio propio de
L̂. Del Teorema de Hilbert-Schmidt, estos espacios son finito dimensionales.
Como ∆ y L̂ comutan (pues L̂ es un operador integral, ver Proposición 2.6.1),
tenemos que ∆ : Eλ → Eλ. Utilizaremos el siguiente resultado del Álgebra
Lineal.

Lema 2.6.2. Sea L un operador simétrico en un espacio de Hilbert H con
espacios propios de dimensión finita. Sea ∆ otro operador simétrico en H el
cual conmuta con L. Luego existe un sistema ortonormal maximal de funcio-
nes propias de L las cuales son también funciones propias de ∆.

Demostración. Ver ([11], Corollary A.9, página 188).

Finalmente, podemos concluir la descomposición espectral de ∆ en C(Γ\H).

Teorema 2.6.4. C(Γ\H) es generado por funciones propias de ∆. Sea {uj}j≥1

un sistema ortonormal completo de funciones propias de ∆. Luego, toda
f ∈ C(Γ\H) tiene la expansión

f(z) =
∑
j≥1

〈f, uj〉uj(z)

la cual converge en la topoloǵıa inducida por la norma. Si f ∈ C(Γ\H) ∩
D(Γ\H), entonces la serie converge absoluta y uniformemente sobre compac-
tos.

2.6.3. Series de Eisenstein Incompletas

Sea

E∞(z|ψ) =
∑

γ∈Γ∞\Γ

ψ(Im γz)

con ψ : R+ → C, ψ ∈ C∞c (0,∞) . Llamamos a esta serie, una serie de
Eisenstein incompleta. Notamos que como ψ es de soporte compacto, esta es
una serie finita.

Corolario 2.6.2. Si ψ ∈ C∞c (R+) la serie de Eisenstein incompleta es aco-
tada, y por lo tanto E∞(z|ψ) ∈ L2(Γ\H).
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Denotemos por E(Γ\H) el subespacio de L2(Γ\H) generado por las series
de Eisenstein incompletas. La primera relación entre dichas series y las formas
de Maass cuspidales, se puede descubrir en el siguiente lema.

Lema 2.6.3. Sea f(z) una función automorfa absolutamente integrable sobre
F . Sea E∞(z|ψ) una serie de Eisenstein incompleta y ψ ∈ C∞c (R+). Entonces

〈f, E∞(·|ψ)〉 =

∫ ∞
0

f∞(y)ψ(y)y−2dy (2.5)

donde f∞(y) es el término constante de la expansión de Fourier de f .

Demostración. Ver [11] página 57-58.

De este último lema se deduce que f es ortogonal a E(Γ\H) si y sólo si
f∞(y) = 0. Recordando la Definición 2.2.1, lo anterior se puede escribir como

L2(Γ\H) = C(Γ\H)⊕ E(Γ\H),

ecuación en la cual consideramos las clausuras topológicas con respecto a la
norma.

2.6.4. Representación Integral

En esta sección, construiremos una representación integral para las series
de Eisenstein incompletas. Partiremos por introducir la Transformada de
Mellin. Para ψ ∈ C∞c (R), definimos su Transformada de Mellin como la
integral

ψ̂(s) :=

∫ ∞
0

ψ(y)y−s−1dy

para s ∈ C. Notamos que como ψ tiene soporte compacto, entonces la integral
está bien definida para todo s ∈ C y por lo tanto ψ̂(s) está bien definida para
todo número complejo s. La elección de ψ con soporte compacto está tomada
en la dirección de relacionar la transformada de Mellin con las series de
Eisenstein incompletas.

Lema 2.6.4. En general, si ψ ∈ C∞c (R+), se tiene que

ψ̂(s)� (|s|+ 1)−N

en cualquier banda σ1 < Re s < σ2, con N > 0.
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Demostración. El resultado se sigue haciendo integración por partes N -veces.

Podemos escribir la fórmula de inversión de Mellin (Ver ([15], Exercise
1.4.1, página 61)) dice que

ψ(y) =
1

2πi

∫
(σ)

ysψ̂(s)ds

donde (s) denota que la integral es sobre la recta de parte real igual a un
cierto σ. Veamos que no depende de σ. Sean σ1, σ2 reales cualquiera y sea T
un real positivo. Consideremos la integral de ĺınea

1

2πi

∫
∂R

ysMψ(s)ds

donde R denota el rectángulo con vértices σ1±iT, σ2±iT . Usando un teorema
de Cauchy en Variable Compleja, con la función s 7→ ysψ̂(s), se tiene que

1

2πi

∫
∂R

ysψ̂(s)ds = 0.

Sean H1, H2 los lados horizontales del rectángulo δR. Usando el Lema 2.6.4
con N = 2, se obtiene que∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Hi

ysψ̂(s)ds

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫ σ2

σ1

ytC(1 + |t+ iT |)−2dt = O
(
yσ2T−2

)
.

Por lo tanto, haciendo T → ∞, se consigue que las integrales sobre los
lados horizontales son nulas. De esta forma se desprende que la integral de
la inversion de Mellin, es invariante del σ:

1

2πi

∫
(σ1)

ysψ̂(s)ds =
1

2πi

∫
(σ2)

ysψ̂(s)ds.

Mediante inversión de Mellin, dada ψ como antes, escribir

ψ(y) =
1

2πi

∫
(σ)

ψ̂(s)ysds,

para σ > 1, de manera que si sumamos sobre γ ∈ Γ∞\Γ, entonces se obtiene
la siguiente representación integral de una serie de Eisenstein incompleta:

E∞(z|ψ) =
1

2πi

∫
(σ)

E∞(z, s)ψ̂(s)ds,
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con σ > 1. Además, por el Lema 2.6.4, ψ̂(s) � (|s| + 1)−N en las ban-
das verticales σ1 ≤ Re s ≤ σ2 con σ1, σ2, N constantes, y por lo tanto, la
representación integral de la serie de Eisenstein incompleta, converge abso-
lutamente.

2.6.5. Parte Continua

Consideremos el subespacio C∞c (R+) del espacio de Hilbert L2(R+), do-
tado del producto interno

〈f, g〉 =
1

2π

∫ ∞
0

f(r)g(r)dr.

Definimos la transformada de Eisenstein

E∞ : C∞c (R+)→ A(Γ\H)

f(r) 7→ 1

4π

∫ ∞
0

f(r)E∞(z, 1/2 + ir)dr.

Como las series de Eisenstein satisfacen la cota

E∞(z, s) = ys + ϕ(s)y1−s +O(e−2πy)

cuando y → ∞, integrando por partes, se obtiene que (E∞)f(z) = O(
√
y

log y
)

cuando y →∞. Esta cota es suficiente para observar que en realidad

E∞ : C∞0 (R+) ⊆ L2(Γ\H).

Proposición 2.6.6. Dadas dos funciones f, g ∈ C∞0 (R+) se tiene

〈E∞f,E∞g〉 = 〈f, g〉

Demostración. Ver página 96 de [11].

Es decir, la transformada de Eisenstein mapea C∞c (R+) isométricamente
en L2(Γ\H). Denotamos por E∞(Γ\H) la imagen de C∞0 bajo la transformada
de Eisenstein. Notar que este es un subespacio invariante para el operador
de Laplace, pues

∆E∞ = E∞M

donde

(Mf)(r) = (r2 +
1

4
)f(r).

Algunas observaciones con respecto a este espacio son las siguientes ([11],
Remark, página 98):
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1. E∞(Γ\H) es ortogonal al espacio C(Γ\H).

2. E∞(Γ\H) es ortogonal al espacio de funciones constantes.

2.6.6. Descomposición espectral de ∆ en E(Γ\H)

Partamos primero por observar que es posible conseguir la fórmula

〈E∞(·|ψ), E∞(·, 1/2 + ir)〉 =

∫ ∞
0

(y1/2−ir + ϕ(1/2− ir)y1/2+ir)ψ(y)y2dy

para ψ ∈ C∞c (R+).

Dado que E(Γ\H) es generado por series de Eisenstein incompletasE∞(z|ψ),
basta descomponer E∞(z|ψ) para cualquier ψ ∈ C∞0 (R+). De la representa-
ción integral para la serie de Eisenstein, obtenemos

E∞(z|ψ) =
1

2πi

∫
(σ)

ψ̂(s)E(z, s)ds.

Moviendo la integral a la ĺınea Re s = 1
2

(ver detalles en ([11], Equation 7.12,
página 101), obtenemos que

E∞(z|ψ) =
1

2πi

∫
( 1
2

)

ψ̂(s)E∞(z, s)ds+ ψ̂(1)u0, (2.6)

con u0 =
√

3/π. Por otra parte, usando el Lema 2.6.3 se obtiene que

〈E∞(·|ψ), E∞(·, s)〉 =

∫ ∞
0

(y1−s + ϕ(1− s)y−s)y−2ψ(y).

Recordemos la ecuación funcional

E∞(z, 1− s) = ϕ(s)E∞(z, s).

Luego, usando la ecuación funcional, y si multiplicamos esta igualdad por
E∞(z, s), conseguimos

〈E∞(·|ψ), E∞(·, s)〉E∞(z, s) = ψ̂E∞(z, s) + ψ̂(1− s)E∞(z, 1− s).
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Por lo tanto, si integramos sobre la linea Re s = 1
2
, y usando 2.6 obtenemos

la expresión

1

4πi

∫
(1/2)

〈E∞(·|ψ), E∞(·, s)〉E∞(z, s)ds =
1

2πi

∫
(1/2)

ψ̂(s)E∞(z, s)ds

= E∞(z|ψ)− ψ̂(−1)u0

Aśı, de la ortogonalidad entre u0 y E∞(z, 1
2

+ it), se deduce que

E∞(z|ψ) =
1

4πi

∫
(1/2)

〈E∞(·|ψ), E∞(·, s)〉E∞(z, s)ds+ 〈E∞(·|ψ), u0〉u0.

Finalmente el resultado se extiende a funciones f ∈ E(Γ\H) por linealidad.
De esta manera, conseguimos el teorema

Teorema 2.6.5. El espacio E(Γ\H) de series de Eisenstein incompletas, se
descompone ortogonalmente en subespacios ∆-invariantes:

E(Γ\H) = 〈1〉 ⊕ E∞(Γ\H).

Toda f ∈ E(Γ\H) tiene la expansión

f(z) = 〈f, u0〉u0(z) +
1

4π

∫
R
〈f, E∞(·, 1

2
+ ir)〉E∞(z,

1

2
+ ir)dr,

la cual converge en la topoloǵıa de la norma, y si f pertenece al dominio
inicial D(Γ\H), la expansión anterior converge puntual, absoluta y unifor-
memente, en compactos.



Caṕıtulo 3

Equidistribución de Puntos de
Hecke

3.1. Introducción

En este caṕıtulo tendremos el primer acercamiento al objetivo de esta
tesis, es decir, el problema de Equidistribución de Puntos de Hecke. Más
precisamente, probaremos el siguiente teorema

Teorema 3.1.1. 1. Para toda función f ∈ C∞(Γ\H) y todo ε > 0, existe
una constante Cε > 0, tal que∥∥∥∥ 1

σ(n)
Tnf −

1

vol(Γ\H)

∫
Γ\H

fdµ

∥∥∥∥ ≤ Cεn
7
64
− 1

2
+ε‖f‖,

donde σ(n) =
∑

d|n d y la norma involucrada es definida por:

‖f‖2 =

∫
Γ\H
|f |2dµ

y dµ = dxdy
y2
. En particular, se tiene una convergencia en el sentido de

L2(Γ\H, µ), cuando n→∞. La constante Cε depende sólo de ε.

2. Para toda función f ∈ D(Γ\H), todo z ∈ Γ\H y todo ε > 0, existe una
constante Cε,z,f tal que∣∣∣∣ 1

σ(n)
Tnf(z)− 1

vol(Γ\H)

∫
Γ\H

f(w)dµ(w)

∣∣∣∣ ≤ Cε,z,fn
− 1

2
+ 7

64
+ε.
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Además, si z ∈ K un compacto, la constante Cε,z,f puede ser tomada
independiente de z.

3. Sea C0(Γ\H) es el espacio de las funciones continuas tendiendo a 0 en
el infinito. Para toda f ∈ C0(Γ\H) y toda z ∈ Γ\H, tenemos que

ĺım
n→∞

1

σ(n)
Tnf(z) =

1

vol(Γ\H)

∫
Γ\H

f(w)dµ(w). (3.1)

Esta convergencia es uniforme sobre los compactos.

En esta dirección, utilizamos en gran medida el Teorema 2.6.1, y la de-
mostración se hace siguiendo principalmente la sección 2 del paper Equidis-
tribution des points de Hecke, “Le cas classique”(ver [5], página 197).

Como bien dijimos en el párrafo anterior, será útil el hecho de que toda
función f se descompone como una suma g + h donde g está en el espectro
discreto y h en el continuo. En consecuencia, dado que el problema parte por
estudiar las imágenes {Tnf}n∈N, será importante estudiar los valores pro-
pios de los operadores de Hecke, en el sentido de tener buenas estimaciones.
Partiremos entonces por estudiar la acción de los operadores de Hecke sobre
formas de Maass.

3.2. Operadores de Hecke sobre formas de

Maass

Consideremos el operador de Hecke actuando sobre formas de Maass:

Tn : As(Γ\H)→ As(Γ\H)

f(z) 7→ (Tnf)(z) =
∑
ad=n

∑
b mód d

f

(
az + b

d

)
.

Observación 3.2.1. Ya que los operadores de Hecke conmutan con el lapla-
ciano ∆, se tiene para toda f ∈ As(Γ\H) la implicación ∆f = λf ⇒ ∆Tnf =
λTnf . De esto se concluye que Tnf ∈ As(Γ\H).

Partiremos por ver como actúan los operadores de Hecke sobre las series
de Eisenstein.
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Proposición 3.2.1. La serie de Eisenstein E∞(z, s) es una función pro-
pia para los operadores de Hecke. El valor propio correspondiente a Tn es
nsσ1−2s(n), donde

σs(n) :=
∑
ad=n

ds.

Demostración. Primero notemos que si f(z) = ys, con y = Im z, entonces

Tny
s =

∑
ad=n

∑
b mód d

(ay
d

)s
=
∑
ad=n

ns

d2s−1
ys

= ns
∑
ad=n

d1−2sys.

De esta manera, si denotamos por y a la parte imaginaria de γ.z, con γ ∈
Γ∞\Γ, el resultado es el mismo. Finalmente, el enunciado se deduce utilizando
la linealidad de Tn.

Veamos ahora como actúan sobre formas de Maass cuspidales. Sea Ej
el espacio propio de formas de Maass cuspidales asociado a un valor propio
λj = sj(1− sj). Notamos que

Tn(Ej) ⊆ Ej.

En efecto, sea f ∈ Ej, es decir ∆f = λjf . Como ∆ y Tn conmutan, se tiene
que

∆Tnf = Tn∆f = Tnλjf = λjTnf,

es decir, Tnf ∈ Ej. Aśı, si λj tiene multiplicidad 1 (es decir, dimEj = 1)
entonces una forma de Maass cuspidal uj(z) con valor propio λj es automáti-
camente una función propia para todos los operadores de Hecke Tn. Por tanto
podemos escribir

Tnuj(z) = λ̃j(n)uj(z)

para ciertos λ̃j(n). Si λj no tuviese multiplicidad 1, entonces igualmente esta
propiedad puede ser asegurada aplicando el Lema 2.6.2 a la familia compuesta
por ∆ y todos los operadores Tn, de donde se consigue el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1. Existe un sistema completo ortonormal en el espacio de las
formas de Maass cuspidales, el cual consiste de funciones propias comunes
para todos los operadores de Hecke.
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Escojamos una base ortonormal {uj(z)}j≥1 de C(Γ\H) como lo indica el
teorema anterior. Luego

(∆− λj)uj(z) = 0

Tnuj(z) = n1/2λj(n)uj(z) n ≥ 1

y 〈uj, uk〉 = δjk,

donde hemos definido λj(n) = λ̃j(n)n1/2. Veamos ahora como actúa Tn sobre
los coeficientes de Fourier de uj(z). Sea

uj(z) =
∑
m 6=0

aj(m)Wsj(mz).

Notamos que

Tnuj(z) =
∑
m6=0

aj(m)TnWsj(mz)

=
∑
m6=0

aj(m)
∑
ad=n

∑
b mód d

Wsj

(
m
az + b

d

)
=
∑
m6=0

aj(m)
∑
ad=n
d|m

dWsj

(amz
d

)
=
∑
k 6=0

Wsj(kz)
∑
δ|(k,n)

aj

(mn
δ2

) n
δ

y como Tnuj = n1/2λj(n)uj, se deduce que

n1/2λj(n)aj(m) = n
∑
d|(m,n)

aj

(mn
d2

) 1

d
.

Sea
√
|m|aj(m) =: ρj(m). Luego

λj(n)ρj(m) =
∑
d|(m,n)

ρj

(mn
d2

)
. (3.2)

En particular, para m = 1 se tiene que

ρj(n) = λj(n)ρj(1) (3.3)

y de aqúı se deduce que ρj(1) 6= 0, λj(1) = 1. Reemplazando (3.3) en
(3.2), se obtiene el siguiente teorema.
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Teorema 3.2.2. Si λj(n) son valores propios normalizados de los operadores
de Hecke Tn para una forma cuspidal propia común uj(z), entonces

λj(m)λj(n) =
∑
d|(m,n)

λj

(mn
d2

)
.

3.3. Estimaciones de Valores Propios

Dado que los Tn son operadores autoadjuntos, se tiene que todos los va-
lores propios λj(n) son reales. Ahora bien, como las series de Eisenstein son
funciones propias para los operadores de Hecke, consideremos la serie en par-
ticular con s = 1

2
+ it. Por la Proposición 3.2.1 se tiene que, si normalizamos

el valor propio asociado a esta serie de Eisenstein por el factor n1/2, entonces
n1/2nitσ−2it(n) =: n1/2ηt(n) y

ηt = nit
∑
ad=n

d−2it =
∑
ad=n

(a
d

)it
,

el cual claramente cumple con

|ηt| ≤
∑
ad=n

∣∣∣∣(ad)it
∣∣∣∣ =

∑
ad=n

1 = d(n),

donde
d(n) :=

∑
d|n

1.

De hecho, la conjetura de Ramanujan-Petersson establece que

|λj(n)| ≤ d(n),

donde λj(n) son los valores propios que hemos considerado hasta ahora. La-
mentablemente esto sigue a nivel de conjetura. Sin embargo, se han podido
probar algunas estimaciones. Por ejemplo, en [14] aparece que

λj(n) ≤ d(n)n1/5,

Mientras que en las notas de Iwaniec, se consigue la potencia 1/4 (ver [10]).
Tiempo después, Bump, Duke, Hoffstein, Iwaniec, en [4] probaron que el
exponente puede bajarse a 5/28. Finalmente Kim y Sarnak, cambiaron el
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exponente 5/28 por 7/64 (ver [12]).

Dado que en las estimaciones anteriores está involucrada la función d(n),
no está demás tener alguna cota para dicha función. Para esto, consideremos
el siguiente hecho.

Lema 3.3.1. Sea f : N → C una función multiplicativa tal que f(pk) → 0,
cuando pk →∞. Luego f(n)→ 0 cuando n→∞.

Demostración. Notamos que la hipótesis f(pk)→ 0, cuando pk →∞ quiere
decir que dado ε > 0, existe una constante K > 0 tal que para todo primo
p y entero positivo k que cumple pk > K, satisface |f(pk)| < ε. Afirmamos
que f es acotada. En efecto, sea

n =
∏
pk‖n
pk≤K

pk
∏
pk‖n
pk>K

pk =: n1n2.

Como f es multiplicativa, se tiene que |f(n2)| < ε. SeaM := máxpk≤K |f(pk)|,
y por lo tanto |f(n)| = |f(n1)||f(n2)| < MKε de donde se tiene que f es aco-
tada. Finalmente, sea R = sup |f(n)|. Si escribimos n = n1n2. Como antes,
entonces |f(n)| < Rε, y por lo tanto se deduce el enunciado.

De esto se desprende que, para todo ε > 0, d(n) = O(nε). En efecto, para

cada ε > 0, consideremos la función fε(n) := d(n)
nε

, y notamos que para cada
α ∈ N, se tiene que d(pα) = α+ 1. Luego f(pα) = α+1

pαε
y por lo tanto es claro

que f(pα)→ 0 cuando pα →∞. De esta forma se concluye que la función es
acotada, es decir, d(n) ≤ kεn

ε.
Por otra parte, hay una cota para los coeficientes de una forma de Maass
cuspidal, llamada la cota trivial:

Proposición 3.3.1. Sean an los coeficientes en la expansión de Fourier de
una forma de de Maass cuspidal. Luego,

a(n) = O(|n|1/2).

Demostración. Sea f una forma de Maass cuspidal. Escribiendo su expansion
en series

f(z) =
∑
n6=0

an
√
yKs− 1

2
(2π|n|y)e2πnx.
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Luego,

an
√
yKs− 1

2
(2π|n|y) =

∫ 1

0

f(x+ iy)e−2πnxdx,

y como f es acotada, entonces existe una constante M > 0 tal que

|anKs− 1
2
(2π|n|y)| ≤My−1/2.

Finalmente el enunciado se deduce después de tomar y = c
|n| , donde c es tal

que Ks− 1
2
(2πc) 6= 0.

De esta cota se deduce la siguiente estimación sobre valores propios: para
todo j, existe constante Cj > 0 tal que

λj(n) ≤ Cjn,

para todo n ≥ 1. Lamentablemente esta cota no es suficiente para probar la
equidistribución de puntos de Hecke. Asumiremos entonces la mejor de las
cotas anteriormente expuestas:

λj(n) ≤ d(n)n
7
64 .

3.4. Demostración del Teorema 3.1.1

La demostración de la equidistribución usa fuertemente la descomposición
espectral de L2(Γ \ H) en la parte continua y discreta del Laplaciano, las
cuales fueron desarrolladas en el caṕıtulo anterior. Es decir, podemos escribir
f según su descomposición espectral, como

f(z) =
∑
j≥0

〈f, uj〉uj(z) +
1

4π

∫ ∞
−∞
〈f, E∞(z,

1

2
+ it)〉E∞

(
z,

1

2
+ it

)
dt.

Además, recordemos que de la última sección, tenemos la siguiente cota
para los valores propios de los operadores de Hecke:

|λj(n)| ≤ d(n)n
7
64 .

Notamos que si f es constante, entonces Tnf = σ(n) y

Tnf

σ(n)
− 1

vol(Γ\H)

∫
Γ\H

fdµ = 0.
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Por lo tanto, el Teorema 3.1.1 es trivial en este caso. Partamos entonces por
demostrar resultados para las funciones en la parte discreta y para funciones
en la parte continua.

Lema 3.4.1. Para todo j ≥ 1 y todo z

ĺım
n→∞

Tnuj(z)

σ(n)
= 0 =

∫
Γ\H

uj(z)dµ

Demostración. Como las formas de Maass cuspidales, son ortogonales a las
constantes, se tiene que

∫
Γ\H ujdµ = 0. Por otro lado, como uj es función

propia para todos los operadores de Hecke, entonces escribimos

Tnuj = n1/2λj(n)uj.

Usando que σ(n) =
∑

d|n d ≥ n y d(n) = O(nε)∣∣∣∣Tnuj(z)

σ(n)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣n1/2λj
σ(n)

uj(z)

∣∣∣∣
≤ n1/2kεn

ε+7/64

n
|uj(z)|

≤ kεn
ε+ 7

64
− 1

2 |uj(z)|

lo cual tiende a 0 cuando n→∞.

Lema 3.4.2. Sea f una función en E(Γ\H) ∩ D(Γ \H). Luego

ĺım
n→∞

Tnf(z)

σ(n)
= 0 =

∫
Γ\H

fdµ.

Demostración. En este caso, podemos escribir

f(z) =

∫
R
h(t)E∞

(
z,

1

2
+ it

)
dt

con h(t) = 1
4π
〈f, E∞(1

2
+ it)〉. También recordamos que f es ortogonal a las

funciones constantes, de donde se deduce que su integral es 0. Además,

TnE∞(z, s) = nsσ1−2s(n)E∞(z, s)
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y como d(n) = Oε(n
ε), se tiene que∣∣∣∣Tnf(z)

σ(n)

∣∣∣∣ ≤ 1

n

∫
R
|σ−2it(n)n

1
2

+ith(t)E∞

(
z,

1

2
+ it

)
|dt

≤ n
1
2

n

∫
R
d(n)|h(t)E∞

(
z,

1

2
+ it

)
|dt

≤ kεn
− 1

2
+ε

∫
R

∣∣∣∣h(t)E∞(z,
1

2
+ it)

∣∣∣∣ dt
con ε > 0. Escogiendo ε < 1

2
, se deduce que esto último tiende a 0, cuando

n→∞.

Demostremos ahora el Teorema 3.1.1.

Demostración. 1. Sea f ∈ C∞(Γ\H) y ε > 0. Estudiemos la diferencia∥∥∥∥Tnf(z)

σ(n)
− 1

vol(Γ\H)

∫
Γ\H

fdµ

∥∥∥∥ . (3.4)

Sea u0 =
√

3
π
. Entonces

Tn(〈f, u0〉u0) =
∑
ad=n

∑
b mód d

〈f, u0〉u0

= 〈f, u0〉u0σ(n)

= σ(n)

√
3

π

∫
Γ\H

f

√
3

π
dµ

=
σ(n)

vol(Γ\H)

∫
Γ\H

fdµ

luego (3.4) es igual a∥∥∥∥∥∑
j≥1

〈f, uj〉n1/2λj(n)uj
σ(n)

+
n

1
2

σ(n)

∫
R
h(t)nitσ−2it(n)E∞(z,

1

2
+ it)dt

∥∥∥∥∥ =: ‖gn‖.
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Por el Teorema 2.6.1

‖gn‖2 =
n

σ(n)2

∑
j≥1

|〈f, uj〉|2λj(n)2 +
1

4π

n

σ(n)2

∫
R
|〈f, E∞(·, 1

2
+ it)〉|2|σ−2it(n)|2dt

≤ n

σ(n)2

(∑
j≥1

|〈f, uj〉|2k2
εn

2εn2· 7
64 +

k2
εn

2ε

4π

∫
R
|〈f, E∞(·, 1

2
+ it)〉|2|dt

)
≤ k2

εn
−1+2ε+2· 7

64‖f‖2

de donde se desprende que (3.4) es menor o igual a kεn
− 1

2
+ε+ 7

64‖f‖, y
por lo tanto conclúımos la primera parte del teorema.

2. Sea f ∈ D(Γ \H) y fijemos z ∈ Γ \H. Notamos que

∣∣∣∣Tnf(z)

σ(n)
− 1

vol(Γ\H)

∫
Γ\H

fdµ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
j≥1

〈f, uj〉n
1
2λj(n)

σ(n)
uj(z) +

n
1
2

σ(n)

∫
R
h(t)nitσ−2it(n)E∞(z,

1

2
+ it)dt

∣∣∣∣∣
≤
∑
j≥1

|〈f, uj〉|kεn
7
64
− 1

2
+ε|uj(z)|+ kεn

− 1
2

+ε

∫
R
|h(t)E∞(z,

1

2
+ it)|dt

≤ kεn
− 7

64
− 1

2
+ε

(∑
j≥1

|〈f, uj〉uj(z)|+
∫
R
|h(t)E∞(z,

1

2
+ it)|dt

)

definiendo

Cε,z,f := kε

(∑
j≥1

|〈f, uj〉uj(z)|+
∫
R
h(t)E∞(z,

1

2
+ it)dt

)
∈ R+

se obtiene la desigualdad pedida. Dado que f ∈ D(Γ\H), la convergen-
cia es uniforme en compactos, luego, si z ∈ K, entonces Cε,z,f puede
ser escogida independiente de z.

3. Finalmente, sea f ∈ C0(Γ\H). Sea z ∈ Γ\H y ε > 0. De la densidad de
D(Γ\H) en L2(Γ\H), podemos encontrar φ ∈ D(Γ\H) tal que

sup
x∈Γ\H

|f(x)− φ(x)| ≤ ε.
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En consecuencia con la parte anterior del teorema∣∣∣∣ Tnσ(n)
φ(z)−

∫
Γ\H

φdµ

∣∣∣∣ ≤ ε,

para todo n suficientemente grande. Luego,∣∣∣∣ Tnσ(n)
f(z)− Tn

σ(n)
φ(z)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣Tnf(z)

σ(n)
− 1

vol(Γ\H)

∫
Γ\H

fdµ

∣∣∣∣+

∣∣∣∣Tnφ(z)

σ(n)
− 1

vol(Γ\H)

∫
Γ\H

φdµ

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣ 1

vol(Γ\H)

∫
Γ\H

(φ− f)dµ

∣∣∣∣ .
Notamos que el primer sumando es menor o igual a ε :∣∣∣∣ Tnσ(n)

f(z)− Tn
σ(n)

φ(z)

∣∣∣∣ ≤ 1

σ(n)

∑
ad=n

b mód d

|f−φ|(az + b

d
) ≤ sup

x∈Γ\H
|f(x)−g(x)| ≤ ε.

Además, es claro que tanto el segundo como el tercer sumando, son
menores o iguales que ε. Finalmente, tenemos que para todo n suficien-
temente grande, ∣∣∣∣ Tnσ(n)

f(z)− Tn
σ(n)

φ(z)

∣∣∣∣ ≤ 3ε,

de donde se deduce la tercera parte del teorema.
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Caṕıtulo 4

Equidistribución via Teoŕıa
Ergódica

4.1. Introducción

La idea de este caṕıtulo es usar métodos de la Teoŕıa Ergódica para
generalizar en cierta medida, el resultado de la Equidistribución de Puntos
de Hecke. En la sección 4.3 de este caṕıtulo mostraremos que para Γ y G (por
ahora podŕıamos pensar Γ y G como SL(2,Z) y SL(2,R) respectivamente),
una sucesión {an}n ⊂ Comm(Γ) con deg ai → ∞, y para todo punto x ∈
Γ\G, entonces se tiene que

1

deg an

∑
γ∈Γ\ΓanΓ

f(γx)→
∫

Γ\G
fdµG (4.1)

donde µG en este caso es la medida de Haar normalizada, y f es una función
adecuada.

Si volvemos a mirar el Caṕıtulo 3, observamos que nuestro problema es en
escencia estudiar convergencias del estilo anterior: en dicho caṕıtulo deb́ıamos
mostrar que

1

σ(n)
Tnf converge a

∫
Γ\H

fdµ0

(atención, acá la medida µ0 es la medida µ sobre Γ\H normalizada).

Observación 4.1.1. Para ser mas estrictos, hay varios apuntes que hacer
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antes de pensar en una equivalencia con el problema del Caṕıtulo 3. Acá di-
rectamente colocamos G = SL(2,R) y Γ = SL(2,Z).

La integral de la derecha en (4.1) está sobre Γ\G y no sobre Γ\H tal
como en (3.1). Para ver esto, consideramos la acción de G sobre el
semiplano superior de Poincaré, definida por

G×H 3
((

a b
c d

)
, z

)
7→ az + b

cz + d
∈ H.

Es conocido que esta acción es transitiva, en particular, la órbita de
i es H. Por lo tanto ocupando el Teorema de Órbita-Estabilizador, se
deduce que hay una biyección

SL(2,R)/StabSL(2,R)(i)→ H
la cual induce una biyección

Γ\SL(2,R)/SO(2,R)→ Γ\H,

pues StabSL(2,R)(i) =

{(
a −b
b a

)
: a2 + b2 = 1

}
∼= SO(2,R).

Recordar que en el caso del Caṕıtulo 3, las clases básicamentes están ca-
racterizadas por su determinante, digamos n, para todo n ∈ N. De esta
forma, estamos pensando en clases de la forma ΓanΓ, donde det an = n.
Recordemos que de la Proposición 1.6.2 degan = σ(n) de manera que
la normalización σ(n) no era arbitraria.

Establezcamos el caso general. Sea G = SL(n,R), y sea Γ un subgrupo
arimético de G (ver Definición 4.2.3). Volvamos ahora al caso mas gene-
ral. Para cada n, sea Vn = Γ\ΓanΓ. Si x ∈ Γ\G podemos considerar una
medida δxVn definida por

δxVn =
1

#Vn

∑
y∈Vn

δyx

y por lo tanto si x = Γe, nuestro problema se pueden entender desde el punto
de vista de la equidistribución: la sucesión Vn se equidistribuye con respecto
a la medida µG. Sin embargo, el objetivo primordial es demostrar que para
todo x ∈ Γ\G, δxVn → µG.

De esta manera, necesitamos estudiar ĺımites débiles de medidas en algún
conjunto adecuado de éstas. Antes de estudiar esto, necesitamos considerar
nociones de grupos algebraicos y herramientas de la Teoŕıa Ergódica que nos
permitirán estudiar dichas convergencias.
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4.2. Grupos Algebraicos

Sean k ⊂ K cuerpos con K algebraicamente cerrado, y supongamos que
tienen caracteŕıstica 0. Recordemos que una variedad af́ın se entiende por
un subconjunto V ⊂ Kn el cual es el conjunto de ceros de algún ideal de
polinomios en K[x1, . . . , xn]. También decimos que V es definido sobre k,
o que es una k-variedad af́ın si V es el conjunto de ceros de un ideal de
polinomios con coeficientes en k. Las (k−) variedades afines contenidas en
V son los subconjuntos cerrados de una topoloǵıa en V , llamada la (k-)
topoloǵıa de Zariski. Si miramos una matriz de n× n con coeficientes en K
como una función de las entradas de la matriz, es decir en n2 variables, se
tiene que GL(n,K) es un abierto en Kn2

.

Definición 4.2.1. Un (k−) grupo algebraico es un subgrupo de GL(n,K)
el cual es (k−) Zariski cerrado.

Ejemplo. SL(n,K) es un Q-grupo algebraico (recordar que como charK = 0,
entonces Q ⊂ K).

Proposición 4.2.1. Sea K un cuerpo. Supongamos que G ⊂ GL(n,K) es
un grupo algebraico y que G(k) := G ∩ GL(n, k) es un Zariski denso en G
para algún subcuerpo k ⊂ K. Entonces G es definido sobre k.

Demostración. Sea

Id = {polinomios de grado menor o igual a d anulando a G} .

Como G∩GL(n, k) es Zariski denso en G, un polinomio p de grado≤ d está en
Id si y sólo si p(g) = 0 para todo g ∈ G∩GL(n, k). Podemos considerar estas
anulaciones como un sistema homogéneo de ecuaciones lineales, una ecuación
por cada g ∈ G ∩GL(n, k) donde las ecuaciones son los r coeficientes de las
ecuaciones que están en k. Dado que hay r incógnitas, podemos encontrar r
de estas ecuaciones tal que las soluciones del sistema original son las mismas
que las soluciones de este sistema. Pero el kernel de una matriz de r × r
con coeficientes en k considerado como una transformación lineal sobre Kr

tiene una base de elementos en kr. Aśı, Id tiene una base de elementos con
coeficientes en k, y dado que esto es verdad para todo d, es claro que G es
definido sobre k.

Definición 4.2.2. Si G es un k-grupo, G es llamado k-simple si todo k-
subgrupo propio normal es trivial.



58 Equidistribución via Teoŕıa Ergódica

Los siguientes resultados serán importantes en la demostración del pro-
blema.

Proposición 4.2.2. Sea G un grupo Q-simple. Luego todo subgrupo de G×G,
definido sobre Q conteniendo a la diagonal ∆(G) := {(g, g) : g ∈ G}, es G×G
o ∆(G).

Demostración. Supongamos que G′ es un subgrupo de G×G, definido sobre
Q, conteniendo a ∆(G). Sean πi : G × G → G, i = 1, 2 las proyecciones a
la primera y segunda coordenada respectivamente. Notamos que ambos son
definidos sobre Q pues son polinomios con coeficientes racionales, entonces
kerπi es una Q-variedad. Además, como G′ contiene a la diagonal se tiene
que πi(G

′) = G, i = 1, 2.

Sea H := G′ ∩ kerπ2. Como kerπ2 y G′ son definidos sobre Q, entonces
H también lo es, y además notamos que H es normalizado por ∆(G). Para
ver esto último, observemos que

(g, g)H(g−1, g−1) = (g, g)G′(g−1, g−1)∩(g, g) ker π2(g−1, g−1) ⊂ G′∩kerπ2 = H

donde la primera contención se produce pues ∆(G) ⊂ G′ ⇒ (g, g)G′(g−1, g−1) ⊂
G′ y por el hecho de que

(g, g) ker π2(g−1, g−1) =
{

(gag−1, e) : a ∈ G
}
⊂ kerπ2.

Aśı, hemos construido un subgrupo normal H de G × G definido sobre Q.
Ahora bien, notamos que la imagen π1(H) también es un subgrupo normal
definido sobre Q. Como G es Q-simple, entonces π1(H) o bien es G o bien es
{e}. Veamos cada caso:

Si π1(H) = {e} , entonces H = G′ ∩ kerπ2 ⊂ {(e, g) : g ∈ G}. Por otra
parte G′ ∩ kerπ2 ⊂ kerπ2 = {(g, e) : g ∈ G}, de donde se desprende
que G′ ∩ kerπ2 = (e, e). De esto se concluye que G′ = ∆(G), pues si
(a, b) ∈ G′, como ∆(G) ⊂ G′ entonces (b−1, b−1) ∈ G′, de donde se
deduce que (ab−1, e) ∈ G′, elemento que al mismo tiempo pertenece
a kerπ2. Aśı (ab−1, e) = (e, e), y por lo tanto a = b. En consecuencia
G′ = ∆(G).

Si π1(H) = G, entonces existe a ∈ G tal que

{(g, a) : g ∈ G} ⊂ H.
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Por otro lado, H = G′ ∩ kerπ2 ⊂ {(g, e) : g ∈ G} por lo cual a = e,
y G′ ∩ kerπ2 = {(g, e) : g ∈ G} = kerπ2. Como kerπ2 ⊂ G′, necesa-
riamente G′ = G × G. En efecto, supongamos que hay un (a, b) /∈ G′.
Entonces (ab−1, e) /∈ G′ (pues de otro modo, si (ab−1, e) ∈ G′ como
∆(G) ⊂ G′, entonces (a, b) = (ab−1, e)(b, b) ∈ G′ lo cual es una contra-
dicción). Pero (ab−1, e) /∈ G′ es absurdo dado que (ab−1, e) ∈ kerπ2 ⊂
G′. Por lo tanto G′ = G×G.

SeaG un k-grupo algebraico. SeaG◦ la componente conexa de la identidad
en G, es decir, el subgrupo algebraico conexo maximal de G.

Proposición 4.2.3. G◦ es un subgrupo normal de ı́ndice finito en G. Además,
G◦ es definido sobre k y todo subgrupo algebraico de ı́ndice finito en G con-
tiene a G◦.

Demostración. Ver ([2], Proposition 1.2, página 46).

Observación 4.2.1. De este hecho deducimos lo siguiente: si H es un sub-
grupo de Zariski denso y F un subgrupo de ı́ndice finito en H, entonces la
clausura de Zariski de F , F , contiene a G◦.

Usaremos esta observación para probar la siguiente proposición.

Proposición 4.2.4. Si H1 y H2 son dos subgrupos conmensurables de un
grupo algebraico conexo G, entonces H1 es Zariski denso en G si y sólo si
H2 es Zariski denso en G.

Demostración. Supongamos que H1 es denso en G. Como H1, H2 son con-
mensurables se tiene que H1∩H2 tiene ı́ndice finito en H1. De la observación
(4.2.1) se deduce

G◦ ⊂ H1 ∩H2 ⊂ H2 ⊂ G

y como G es conexo, se deduce que H2 es denso. La demostración del otro
caso es análoga.

Definición 4.2.3. Un subgrupo Γ de G(Q) es llamado un subgrupo aritméti-
co si éste es conmensurable con G(Z) = G(Q) ∩GL(n,Z).
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4.3. Una Generalización del Problema

Ya con todos los preliminares establecidos podemos enunciar una genera-
lización del teorema de la equidistribución de puntos de Hecke.

Teorema 4.3.1. Sea G = SL(n,R)y sea Γ ⊂ G(Q) un subgrupo aritmético
de G. Sea {ai ∈ Comm(Γ)} una sucesión tal que ĺımi→∞ deg(ai) = ∞. En-
tonces, para toda función f continua acotada sobre Γ\G y para todo x ∈ Γ\G,
se tiene que

ĺım
i→∞

1

deg(ai)

∑
γ∈Γ\ΓaiΓ

f(γx) =

∫
Γ\G

f(g)dµG(g),

donde µG es la medida de Haar normalizada.

4.4. Ĺımites de medidas invariantes

Como hemos discutido antes, dado que la naturaleza del problema implica
el estudio de convergencia de medidas, es necesario un resultado precisamente
en esa área. Sean G y Γ como en el enunciado del Teorema 4.3.1. Sea H =
∆(G) := {(g, g) : g ∈ G} la diagonal de G, y sea {gm ∈ G} una sucesión tal
que g−1

m Γgm ∩ H es conmensurable con Γ ∩ H. Es posible demostrar que
existe una única medida de probabilidad νm en Γ\G, que sea H-invariante y
soportada sobre Γ\ΓgmH (ver [7], página 2).

Proposición 4.4.1. Supongamos que νm converge débilmente a una medida
ν en P (Γ\G) cuando m → ∞. Luego, existe un subgrupo cerrado conexo L
de G, conteniendo a H, tal que

1. ν es una medida L-invariante soportada sobre Γ\Γc0L para algún c0 ∈
G.

2. Γ∩ c0Lc
−1
0 es un lattice Zariski denso en c0Lc

−1
0 y en particular c0Lc

−1
0

es definido sobre Q.

3. Existe m0 ∈ N y una sucesión {xm ∈ ΓgmH} que converge a c0 cuando
m→∞ tal que c0Lc

−1
0 contiene el subgrupo generado por {xmHx−1

m : m ≥ m0}.

La demostración de este resultado se puede ver en [7].



4.5 Demostración de la Equidistribución 61

4.5. Demostración de la Equidistribución

Definición 4.5.1. En general sea X un G-espacio y M un subgrupo de G.
Definimos a P (X)M el espacio de medidas borelianas de probabilidad sobre
X, que son M -invariantes.

Para cada ν ∈ P (Γ\G)Γ, se define una nueva medida ν̃ sobre Γ\G×Γ\G
como:

ṽ(f) :=

∫
Γ\G

∫
Γ\G

f(g, hg)dµG(g)dν(h) (4.2)

para cualquier función f acotada sobre Γ\G× Γ\G.

Lema 4.5.1. Se tiene que ν̃ ∈ P (Γ\G× Γ\G)∆(G). Además la función

P (Γ\G)Γ → P (Γ\G× Γ\G)∆(G)

ν 7→ ν̃

es un homeomorfismo.

Demostración. 1. ν̃ ∈ P (Γ\G×Γ\G)∆(G). Sea δ(l,l)f(a, b) = f(al, bl). Por
demostrar que ν̃(δ(l,l)f) = ν̃(f). Notamos que

ν̃(δ(l,l)f) =

∫
Γ\G

∫
Γ\G

f(gl, hgl)dµGdν(h)

haciendo el cambio g 7→ gl−1, h 7→ h, y usando que µG es G-invariante
se deduce que

ν̃(δ(l,l)f) =

∫
Γ\G

∫
Γ\G

f(gl, hgl)dµGdν(h) =

∫
Γ\G

∫
Γ\G

f(g, hg)dµGdν(h) = ν̃(f).

Por lo tanto ν̃ es ∆(G)-invariante.

2. Inyectividad. Sean µ, ν ∈ P (Γ\G) tales que ν̃ = µ̃. Sea f ∈ C(Γ\G).
Definamos la función F (x, y) = f(yx−1) ∈ C(Γ\G×Γ\G). Como ν̃ = µ̃
se tiene que∫

Γ\G

∫
Γ\G

f(hgg−1)dµG(g)dν(h) =

∫
Γ\G

∫
Γ\G

f(hgg−1)dµG(g)dµ(h)

de donde ∫
Γ\G

f(h)dν(h) =

∫
Γ\G

f(h)dµ(h)

y por lo tanto ν = µ.
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3. Sobreyectividad. Sea ν ∈ P (Γ\G×Γ\G), y sea F (x, y) := f(x−1y). Sea
ν0 ∈ P (Γ\G) definida de la siguiente manera

ν0(f) := ν(F ) =

∫
Γ\G×Γ\G

f(x−1y)dν(x, y).

Verifiquemos que ν0 es Γ-invariante. En efecto, si denotamos por δhf(y) =
f(yh) para h ∈ Γ, entonces queremos verificar que ν0(δhf) = ν0(f). No-
tamos que

ν0(δhf) =

∫
Γ\G×Γ\G

f(x−1yh)dν(x, y)

=

∫
Γ\G×Γ\G

f(hx−1y)dν(x, y) (4.3)

=

∫
Γ\G×Γ\G

f(x−1y)dν(x, y) (4.4)

donde (4.3) se consigue mediante los cambios x 7→ xh−1, y 7→ yh−1 y
(4.4) se cumple pues f es Γ-invariante. Aśı ν0 es Γ-invariante. Se afirma
que ν̃0 = ν. En efecto, sea f ∈ C(Γ\G× Γ\G), luego

ν̃0(f) =

∫
Γ\G

∫
Γ\G

f(g, gh)dµGdν0(h)

=

∫
Γ\G

f0(h)dν0(h) (f0(h) :=
∫

Γ\G f(g, gh)dµG(g)dν0(h))

=

∫
Γ\G×Γ\G

f0(x−1y)dν(x, y)

=

∫
Γ\G

∫
Γ\G

∫
Γ\G

f(g, gx−1y)dµG(g)dν(x, y)

=

∫
Γ\G

∫
Γ\G

∫
Γ\G

f(gx, gy)dν(x, y)dµG(g)

=

∫
Γ\G

∫
Γ\G

∫
Γ\G

f(x, y)dν(x, y)dµG(g) (4.5)

=

∫
Γ\G

∫
Γ\G

f(x, y)dν(x, y) = ν(f),

donde (4.5) se cumple puesto que la medida ν es ∆(G)-invariante. Se
observa que lo anterior define la función inversa

P (Γ\G× Γ\G)∆(G) 3 ν → ν0 ∈ P (Γ\G)Γ.
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4. Continuidad (y de la inversa también). Sea {µn}n ⊂ P (Γ\G) una suce-
sión tal que µn → µ y demostremos que µ̃n → µ̃ cuando n→∞. Para
ver esto, consideremos f ∈ Cc(Γ\G× Γ\G). Entonces∣∣∣∣∫

Γ\G

∫
Γ\G

f(g, hg)dµG(g)dµn(h)−
∫

Γ\G

∫
Γ\G

f(g, hg)dµG(g)dµ(h)

∣∣∣∣ ≤∫
Γ\G

∣∣∣∣∫
Γ\G

f(g, hg)dµn(h)−
∫

Γ\G
f(g, hg)dµ(h)

∣∣∣∣ dµG(g).

(4.6)

Definiendo

W (g) :=

∫
Γ\G

f(g, hg)dµn(h)−
∫

Γ\G
f(g, hg)dµ(h)

se tiene que W (g) es acotado y por lo tanto por convergencia domina-
da se deduce que el lado izquierdo de la desigualdad (4.6) converge a
0 cuando n → ∞. La continuidad de la inversa se demuestra análoga-
mente.

Por lo tanto la aplicación ν 7→ ν̃ es un homeomorfismo.

Lema 4.5.2. Sea a ∈ Comm(Γ). Si denotamos por

νa :=
1

deg a

∑
y∈Γ\ΓaΓ

δy

donde δy es la medida de Dirac concentrada en y, entonces ν̃a es la única
medida de probabilidad ∆(G)-invariante, soportada sobre

[(e, a)]∆(G) ⊂ Γ× Γ\G×G.

Acá [(e, a)] denota la clase del punto (e, a) ∈ G×G , módulo Γ× Γ.

Demostración. Comencemos por demostrar que νa es Γ-invariante. Sea h ∈ Γ,
luego

νa(δhf) =
1

deg a

∑
y∈Γ\ΓaΓ

f(hy) =
1

deg a

∑
y∈Γ\ΓaΓ

f(y) = νa(f),
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y por lo tanto, podemos construir ν̃a. Expĺıcitamente

ν̃a(f) =

∫
Γ\G

∫
Γ\G

f(g, hg)dµG(g)dνa(h)

=
1

deg a

∑
y∈Γ\ΓaΓ

∫
Γ\G

f(g, yg)dµG(g)

la cual es una medida de probabilidad ∆(G)-invariante. Veamos que está so-
portada sobre [(e, a)]∆(G). Para ver esto, consideremos f tal que suppf ∩
[(e, a)]∆(G) = ∅. Luego, para todo y ∈ Γ\ΓaΓ, se tiene que suppf∩[(e, y)]∆(G) =
∅, es decir, para todo y ∫

Γ\G
f(g, yg)dµG(g) = 0

de donde se tiene que ν̃a(f) = 0. Por lo tanto ν̃a está soportada sobre
[(e, a)]∆(G). Notamos que ν̃a es única, pues ésta es una medida de Haar
para el grupo ∆(G).

Lema 4.5.3. Sea a ∈ G. Entonces a ∈ Comm(Γ) si y sólo si la órbita
[(e, a)]∆(G) es cerrada y soporta una medida finita ∆(G)-invariate.

Demostración. Sea a ∈ Comm(Γ). Por el Lema 4.5.2, se tiene que hay una
medida finita ∆(G)-invariante, soportada sobre [(e, a)]∆(G). La demostra-
ción de que la órbita es cerrada, se encuentra en ([6], Lema 4.1). En la otra
dirección, utilizando el Lema 4.5.1, como hay una única medida soportada
sobre [(e, a)]∆(G), la cual es ν̃a, entonces podemos construir su preimagen
dada por νa = 1

deg a

∑
y∈ΓaΓ δy. Dado que νa es una medida finita, bien defi-

nida, no nula, se deduce que deg a < ∞. Por lo tanto [Γ : Γ ∩ a−1Γa] < ∞,
de donde [aΓa−1 : Γ ∩ a−1Γa] <∞, es decir, a ∈ Comm(Γ).

4.5.1. Demostración del Teorema 4.3.1

Sea {ai}i∈N ⊂ Comm(G) tal que deg ai →∞. Sea X = (Γ× Γ)\(G×G)
y definamos

X =

{
X, si X es compacto
X ∪ {∞} , en otro caso.

donde X ∪ {∞} es la compactificación por un punto de X. Como P (X) es
compacto con respecto a la topoloǵıa débil ∗, de los lemas anteriores se deduce
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que es suficiente mostrar que, asumiendo que la sucesión {ν̃ai} converge a ν̃ ∈
P (X), entonces ν̃ es G×G-invariante y soportada sobre X. Para mostrar que
ν̃ está soportada sobre X, demostremos que para cada i, ν̃ai está soportada
sobre X. Sea f con soporte compacto, tal que

suppf ∩X = ∅.

Luego, necesariamente, f(x) = 0 para todo x ∈ X. Por lo tanto, es claro que∫
X

fdν̃i = 0

de donde se tiene que ν̃ es soportada sobre X.

Teorema 4.5.1. ν̃ = µG × µG.

Demostración. Sean

F =
{

(g, aiga
−1
i ) : g ∈ Γ

}
= (e, ai)∆(Γ)(e, a−1

i ),

y
F̃ = (e, ai)∆(G)(e, a−1

i ) ∩ (Γ× Γ).

Notemos que F ∼= Γ y que F̃ es isomorfo al conjunto de elementos de Γ
normalizados por ai, es decir F̃ ∼= Γ ∩ a−1

i Γai. Como ai ∈ Comm(Γ) se tiene

que F̃ es conmensurable con F .
Además notemos que F es Zariski denso en (e, ai)∆(G)(e, a−1

i ), pues ∆(Γ)
es Zariski denso en ∆(G). Utilizando la Proposición 4.2.4, como F es Zariski

denso en (e, ai)∆(G)(e, a−1
i ) y F conmensurable con F̃ , entonces F̃ es Zariski

denso en (e, ai)∆(G)(e, a−1
i ). Por otra parte, como

F̃ ⊂ (e, ai)∆(G)(e, a−1
i ) ∩ (G×G)(Q)

se deduce que
F̃ ⊂ (e, ai)∆(G)(e, a−1

i )(Q).

Aśı, por la Proposición 4.2.1 tenemos que (e, ai)∆(G)(e, a−1
i ) es un Q-subgrupo

deG×G. ComoG es Q-simple, se deduce que los subgrupos ∆(G) y (e, ai)∆(G)(e, a−1
i )

son subgrupos definidos sobre Q cerrados conexos maximales. En efecto, sea
T subgrupo definido sobre Q tal que ∆(G) ⊂ T . Por la Proposición 4.2.2,
T = ∆(G), o bien T = G × G. Análogo para (e, ai)∆(G)(e, a−1

i ). Por lo
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tanto, son subgrupos máximales definidos sobre Q. Es claro que ambos son
cerrados y conexos. En consecuencia, utilizando la primera parte de la Pro-
posición 4.4.1 con H = ∆(G), se desprende que ν̃ es G×G invariante o ∆(G)
invariante soportada sobre una órbita x∆(G), para algún x ∈ X. El primer
caso es el que estabamos buscando y por lo tanto intentamos descartar el
segundo. Utilizando la tercera parte de la Proposición 4.4.1, se deduce que
existe una sucesión yj ∈ Γ× Γ y un i ∈ N tal que:

yj(e, aj)∆(G)(e, a−1
j )y−1

j = (e, ai)∆(G)(e, a−1
i )

para todo j ≥ i. Aśı (e, a−1
i )yj(e, aj) ∈ NG×G(∆(G)) para todo j ≥ i. Co-

mo ∆(G) tiene ı́ndice finito en su normalizador en G × G, se deduce que
(e, a−1

i )yj(e, aj) ∈ ∆(G) para infinitos j. Aśı, para infinitos bj ∈ ∆(G)

(e, a−1
i )yj(e, aj) = bj ⇒ yj(e, aj) = (e, ai)bj.

Pero como yj ∈ Γ × Γ y bj ∈ ∆(G) de donde se deduce que [(e, aj)]∆(G) =
[(e, ai)]∆(G), es decir,

(Γ× Γ)(e, aj)∆(G) = (Γ× Γ)(e, ai)∆(G)

para infinitos j, y en consecuencia Γaj = Γai para infinitos j. Lo último
implica que deg aj es constante para infinitos j, lo cual es una contradicción
con el hecho de que deg aj →∞ cuando j →∞. Por lo tanto, la única opción
válida es que ν̃ sea G×G invariante, es decir, la medida de Haar asociada a
G×G, de donde se deduce el Teorema.
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