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Capitulo 0

Introduccion

Partiremos por recordar un poco acerca de la Topologia en espacios de
medida.

Definicién 0.0.1. Sea X un espacio de medida y sea P(X) el conjunto de
medidas de probabilidad sobre X. Denotamos por

C%X)={f: X — R continua y de soporte compacto} .

Diremos que una sucesién v, C P(X) converge a v € P(X) si para cualquier
funcién f € CY(X), se tiene que

lim fdl/n:/ fdv,
D' b'e

n—oo
Este hecho lo denotamos por v, — v.

Dado un punto y € X se denotamos por d, la medida de Dirac soportada
en y. Esta cumple que

/X fds, = f(y)

para toda f € C?(X). De manera més general, si V' C X es un conjunto
finito, definimos la medida

1
by = WZ%.

yeVv



2 Introduccién

Esta cumple con

JEEES )

yev
para toda f € C(X).

Definicién 0.0.2. Sea L C X y v € P(X). Decimos que v esta soportada
en L si para toda f € Cy(X) cuyo soporte es disjunto a L, se tiene que

/Lfdy = 0.

Definicién 0.0.3. Diremos que una sucesién V,, C X, donde cada V,, es
un conjunto finito, se equidistribuye con respecto a una medida v € X si
oy, — v cuando n — oo.

Se define por H el semiplano superior de Poincaré como
H:={2€C:Im z > 0}.

Sea V' un subespacio vectorial de funciones SL(2,Z)-invariantes del espacio
{f :H — C}. Para cada n € N, consideremos el n-ésimo operador de Hecke

definido como )
Tjz) =Y 3 f(azd+ )

ad=nb méd d

Pasemos a definir nuestro problema. El objetivo central de esta tesis es
estudiar el problema de la Equidistribucion de puntos de Hecke, a saber:

Para toda f € C%(SL(2,Z)\H) y todo z € SL(2,Z)\H se tiene que

1 1
lim —— T, f(2) = / fdp,
(2) vol(SL(2,Z)\H) Jsrez\m

e ()

donde du = y~*dxdy es la medida hiperbélica y o(n) = 3_,, d.

Estudiaremos dos demostraciones del problema anterior: una que involu-
cra la Teoria Espectral de Formas Automorfas y otra con herramientas de la
Teoria Ergédica. En ambos casos, la demostraciéon es una revisién bibliografi-
ca de los articulos:



1. Equidistribution des points de Hecke de Laurent Clozel y Emmanuel
Ullmo (2004) [5],

2. Ergodic theoretic proof of equidistribution of Hecke points de Alex Eskin
y Hee Oh (2006) [7].

En el primer caso, la demostracion se expone en el Capitulo 3 de [5]. Se
usara fuertemente la descomposicién espectral del laplaciano

0? 0?
A :y2 <8T+ 8T>

en una parte discreta y continua, la cual viene dada por el Teorema 2.6.1.
La estrategia principal, sera estudiar la acciéon de T, sobre funciones en el
espectro discreto y sobre funciones en el espectro continuo. Esta técnica per-
mite considerar clases de funciones mas grandes como el espacio de funciones
que tienden a 0 al infinito. Ademads, no sélo se obtiene una convergencia pun-
tual, sino también una convergencia L? y una convergencia uniforme sobre
compactos (ver Teorema [3.1.1]).

El segundo caso es la demostracion Ergddica la cual se presenta en [7].
Los autores utilizan consecuencias del teorema de clasificacion de medidas
de Ratner (ver [13], Corollary 1.3.7, pagina 22), tales como la Proposicién
2.1 y el Teorema 2.2 de [7]. Dicho enfoque en cierto sentido es mds general,
pues se obtiene un teorema sobre un cubrimiento del espacio SL(2,Z)\H.
Ademas, las mismas técnicas nos permitiran reemplazar SL(2,R) por otros
grupos algebraicos y SL(2,7Z) por subgrupos aritméticos. Sin embargo, la
desventaja de esta técnica, es que no entrega informacion sobre funciones
test mas generales ni sobre convergencia en otras normas, asi como tampoco
tasas de convergencia.

En esta tesis, el enfoque ergdédico sera desarrollado en el Capiulo 4, en el
cudl partimos por transformar el problemaen SL(2,Z)\H a SL(2,Z)\SL(2,R)
(Ver Observacién 4.1.1) y comprendiéndolo desde el punto de vista de la equi-
distribucién. En efecto, los operadores de Hecke T, pueden escribirse como

T,
F= #F\F T er%:anrf 72);

donde I' = SL(2,7Z) y a, es una sucesién adecuada en GL(2,R). Ahora bien,
seré posible ver que T,, define una medida d,, sobre I'\SL(2,R):

#F\Fan 2.

yeM\Tla,T

Op 1=



4 Introduccién

es decir, nuestro problema se reduce a estudiar la convergencia de medidas
On = lbg, M —> 0O

donde pg es la medida de Haar sobre I'\SL(2,R). En otras palabras, estu-
diamos la equidistribucién de los conjuntos I'\I'a,,I" con respecto a la medida
Ha-

Finalmente, el resultado que nos permite comprender méas profundamente
este punto de vista se presenta en la secion 4.4 y se formula para el grupo
algebraico SL(n,R) y para subgrupos aritméticos de éste. La demostracién
se expone en la seccion 4.5.



Capitulo 1

Algebras de Hecke

1.1. Clases Dobles

Sea X un conjunto no vacio. Si H es un grupo que actua por la izquierda
sobre X, denotamos por H\X al conjunto de dérbitas de X bajo esta accién
(anélogamente, cuando el grupo acttia por la derecha el conjunto de 6rbitas
se denota X/H). Por ejemplo, si X = G es un grupo, con H < G, H actia
sobre G por traslacién izquierda y H\G es el conjunto de clases derechas
Hg con g € G. Analogamente, via traslacién por la derecha, formamos el
conjunto de érbitas G/H.

En un caso mas general, si H; y Hy son grupos que actian sobre X por la
izquierda y derecha respectivamente, tal que

(hlf)hg = h1(!L’h2)

para hy € Hy,hy € Hy,x € X, entonces se tiene también un conjunto de
orbitas: diremos que x,y € X estan en la misma orbita si x = hyyhsy para
algin hy € Hy, hy € Hy. El conjunto de érbitas es denotado por Hy\X/Ho.
En el caso especial de que X = G sea un grupo y H;, H, son subgrupos de G,
H,\G/Hj se denomina el conjunto de clases dobles. Notar que H1\G/H; pue-
de ser visto como el conjunto de érbitas producido por la acciéon de Hy sobre
G/H, por la izquierda, asi como también el conjunto de érbitas producido
por la accién de Hy sobre Hi\G por la derecha.
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1.2. El Conmensurador y sus Propiedades

Definicién 1.2.1. Sean I'y, 'y dos subgrupos de GG. Diremos que éstos son
conmensurables, si es que I';y N T’y tiene indice finito en I'; y I's. Cuando dos
grupos son conmensurables, lo denotaremos por I'y ~ I's.

Proposicion 1.2.1. Sea S el conjunto de subgrupos de G. La relacion de
conmensurabilidad definida sobre S es transitiva.

Demostracion. Ver([1], Lemma 1.3, pagina 95). O
Sea ahora I' un subgrupo de . Definimos el conjunto
Comm(I') = {ge G:gl'g " ~T},
y lo llamamos el conmensurador de T'.
Lema 1.2.1. Para I" un subgrupo de G, el Comm(I") es un subgrupo de G.

Demostracion. Observemos que Comm(I") es un conjunto no vacio, pues cla-
ramente la identidad de G pertenece al conmensurador. Sea g € Comm(I),
y consideremos el automorfismo interno o, : G = G,x — g 'zg. Sabemos
que este es un automorfismo que respeta las intersecciones de subgrupos de
G y que también satisface que 0,(I") = g7 'T'g, 0,(gT'g~ ') =T Luego

o,(TNglg™!) =g 'TgnT.

Como g € Comm(T"), entonces I' N gI'g~! tiene indice finito en T y gT'g™},
luego o,(I' N glg™) = ¢g7'T'g N T tiene indice finito en o,(I") = g7 'T'g y en
o4(gTg~ ') =T, de donde se tiene que g~! € Comm(T").

Ademss a,b € Comm(T"), luego al'a™ ~ T, bI'b™! ~ T' = abl'bla™! ~
ala™ ~ T, y por transitividad, abI'b~'a™? ~ T, es decir, ab € Comm(T) y
por tanto, ab € Comm(I"). O

Ejemplo. Consideremos G = GL(n,Q),I' = SL(n,Z), y N un natural cual-
quiera. Sea
'(N)={yeTl:y=1, méd N},

donde 1,, es la matriz identidad de tamano n x n. La primera afirmacién es
la siguiente: Comm(I") = G. Para ver esto, usemos el siguiente lema:
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Lema 1.2.2. Sea € M,(Z), con det 5 =b# 0. Luego
[(Nb) C B7'T(N)BN BT(N)B .

Demostracién. Sean 3 = bB~ ',y € T'(Nb). Como v = 1 méd Nb, luego
f'vp = B8 = bl, méd (Nb), y por lo tanto S71v8 = 1, méd N y en
particular 37'v3 € M, (Z). Ademss, es claro que det 37'v3 = 1, de donde
se tiene que 37!y € I'(N) y por lo tanto v € BT(N)3~!. Andlogamente, se
tiene que v € B7T'(N)B. O

Teniendo esto en mente, consideremos o € GG, luego a = ¢f con ¢ algin
racional, y § € M, (Z). Obviamente, dado que ¢ es una constante, se tiene que
ala™! = BB, Usando el lema anterior, I' N T3~ D T'(b), con b = det 3.
Como [ : T'(b)] < oo, tenemos que [I' : T'N al’'a™!] < co. Considerando el
autormorfismo & — a1 y cambiando a~! por «, obtenemos que

[aTa™' :ala™ ' NI < oo.

Asi, a € Comm(T"), y en conclusién Comm(SL(n,Z)) = GL(n,R).

Sea A un conjunto no vacio, y consideremos una familia arbitraria {I'y}, .
de subgrupos de G los cuales son conmensurables con I'. Notar que si a €
Comm(I"), entonces, por transitividad, los grupos al'ya™! y T', son conmen-
surables para cualquier par de indices u, A € A.

Proposicién 1.2.2. Si a € Comm(I"), entonces la clase doble I'yal',, tiene
descomposiciones en clases laterales disjuntas tanto derechas como izquier-
das:

N
Tyal, = | T

i=1

M
Dol =BT,

j=1

donde N =, :T,Na'Tya], M =y :T\Nna 'T,al

Demostracion. Como a 'Tha ~ T, (si @ € Comm(T') = o' € Comm(I")),
entonces [[', : I',Na'T'\a] es un nimero natural N. As{, podemos considerar
una descomposicion en clases laterales disjuntas de I',, como sigue:

N
.= JT.na ' Tha)s; (1.1)

=1
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luego a~'Tyal', = Y, a~'Tyad;, y por lo tanto
N
Tsal, = | JThad;.
i=1

Para ver que la descomposicion es disjunta, supongamos que no, y conside-
remos w € ['yad; NI ad;. De esta manera, existen vy, 7, € I'y tal que

YA0; = Yrad;

de donde 52-6]71 = a9 € a7 Ta. Ademas, los §)s son representantes
en I',, y por lo tanto 6,6]-_1 € I'y, pero dado que la descomposicién es
disjunta, (57;6;1 e I',Na T« sélo cuando i = j, de donde se concluye que
la descomposicién es disjunta. La otra descomposicion es andloga. O]

Definicion 1.2.2. Sean A, i € A. Se define el conjunto

Ry, = {Z cr - (Daawl'y) - e € Z, 0y € Comm(I'), m € N} .

k=1

Dada una doble clase I'yal',,, definimos su grado como el nimero de clases de-
rechas I'ye contenidas en I'yaI',,. Este niimero serd denotado por deg(I'yal,).
Ademds, siz =), ¢ (Ixaxl'y) € Ry, entonces podemos extender la nocién
de grado de la manera siguiente:

deg(x) = Z cp - deg(Taay,I'y)
k

Notamos que R),, es un conjunto no vacio el cual es un Z-mdédulo. Ademas,
se puede verificar que en general no se cumple que Ry, = R,\. En efecto,
podemos considerar G = S3, y I' = ((1 2 3)), luego Comm(I') = G (esto es
porque G es grupo finito), si denotamos por I'y = ((1 2)),I', = ((1 3)), es
posible verificar que si id es la identidad de G, entonces I',idI', ¢ R,,», y por
lo tanto Ry, # R,

La definicion del grado de una doble clase se podria considerando la can-
tidad de clases izquierdas contenidas en la clase doble, pero de hecho, es
posible demostrar que no necesariamente estos dos grados son iguales.

Ahora, nos gustaria definir una ley de multiplicacién: Ry, X R,, — R,.
Para esto, sean a, f € Comm(I"), y consideremos las descomposiciones

F)\OCF“ = UF,\OJZ‘
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I,A0, = U .5

Notar que de esto tltimo se tiene que I'yaI", 5T", es una unién finita de dobles
clases de la forma I'\&T,. Esto se deduce de:

Tyl 8T, = JTael,B; = | JTaaif;.
J 1,

De esta forma, si colocamos x = I'yal',,,y = I',8T,, se define el producto

Ty = Zm(x-y;z)z € Ry,
donde la suma recorre todas las clases dobles z = I'\¢I', C I'yal', 8T, v
m(x - y;z) = #{(,7) : [aa;5; = '\, para un & fijo}. (1.2)

Se observa que el dltimo nimero mencionado, depende sélo de la eleccion
de x,y,z y no de la eleccién de representantes {a;},{5;},&. En efecto, para
esto notemos que I'\a;3; = 'N\§ <= @a; = F,\fﬁj’l. Ademas, dado un 7,
existe un unico ¢ que cumple la igualdad anterior, pues si hay un k # i tal
que

Dha, =TaE6; =Thay

entonces las clases son iguales y esto es imposible, dado que los «; son repre-
sentantes de clases laterales. Por lo tanto

#{(i,7) : Taifl; =Ta} = # {j : €8, € Thal,}

= # {j . Bj € Fuole,\ﬁ}

= # {j . Fﬂﬁj C Fuole)\é}

= el nimero de clases de la forma I'ye en I',8I", N Fuoflf‘,\f
y notar que este dltimo numero es independiente de la eleccién de {a;} y

{B;}. Demostremos ahora que es independiente de £. Notemos que si I'\¢I', =
I'ynI',, entonces & = v\nv,, con v, € I'y y 7, € I',. Por lo tanto

[,80, NT,a Ty = (T,60, NT,a ' Tan)y

de donde se desprende que el nimero tampoco depende de la eleccion de &.
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Proposicién 1.2.3. Sean z,y, z,{a;},{5;},& como antes. Luego
deg(z) : m(x Y, Z) = # {(Zvj) : F)\ai/BjFV - F)\é.rl/} .

Demostracion. Sea I'\éT, = Ule I'\&, una descomposicion en clases latera-
les disjuntas. Luego,

Iha; 31, =D, <= TIMa;B; = I'\§ para algun k.
Pero la igualdad anterior es valida para exactamente un k, por lo tanto

S
#{(1,) : TacuBiTy, = Ta&T} = Y #{(i,5) : TaciB; = Taéi}

k=1
=5-m(z-y;z)

pues precisamente S es el nimero de clases derechas contenidas en z. O

Proposicién 1.2.4. Para todo x € Ry,,y € Ry, se cumple

deg( - y) = deg(x) - deg(y).

Demostracion. Utilizando la notaciéon precedente y la Proposicion 1.2.3, sa-
bemos que

deg(z - y) = > m(z - y;z) deg 2

2=T'\¢T, CTxal, BT,

- Z #{(1,7) : Tra, BT, = 2}

2=T'\&T, CT'xal L BT,

=degx - degy
O

Proposicion 1.2.5. La ley de multiplicacion anterior es asociativa, en el
sentido que (v -y)-z=x-(y-z) para x € Ro\,y € Ry, 2 € Ry

Demostracion. Consideremos el Z-méddulo

M, = {Z cl'yée in €N, € Z,&, € Comm(F)} )

k=1
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Sea u = I'\al', = J, '\, la descomposicién en clases laterales disjuntas.
A u podemos asignarle una funcién Z-lineal de M, — M, por medio de la

accion
u. Z Ckl—‘#fk = Z Ckr)\Oéifk.
k ik
Se observa que esta accién no depende de {a;}, {&}. Por linealidad, se ob-
tiene una funcién Q : Ry, — Hom(M,, M,), el cual es inyectivo. En efecto

si Y, co- (Ihal'y) - T'u€ = 0 entonces I'xané = I'yao€ para algunos oy, as.
Luego I'ya I, = I'yxaeI'), v esto no puede ser posible. Consideremos

F)\Oéru = UF,\ai
Il = U LB,

J
Da&ly = (T
k

para cada I'\¢I', C I'nal',BT,,. Luego,

(Tral) - {(TLBT) - (T} = 3 Taun

=Y m(Taal, - T,BT,; TAET,)Tagk
&k
= {(Cxaly) - (TufTw)} - Tun,

Esto muestra que (y-2)-a=1y-(2-a) paratodoy € Ry,,z € R,, y a € M,.
Si ademas x € R\, tenemos

((-y)-2)-a=(z-y)-(z-a)=x-(y-(2-0)) =2-((y-2)-a) = (x-(y-2))-a

y por lo tanto, de la inyectividad de €2, se tiene que (z-y) -z =z (y - 2).
0]

Lema 1.2.3. Sea a € Comm(I"). Supongamos que el nimero de clases de la
forma I'\§ en I'yal'y, es igual al nimero de clases izquierdas nI', en I'xal',.
Luego, eziste un conjunto de representantes {«;}, tal que

Taaly, = JTaai = JaT,.
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Demostracion. Sea I')é C I'xal',, y nI', C I'xal'y,, con I'xé Nl # 0, luego
& = yany, con vy € Ty, v, € T Si colocamos 7 := 75 '€, entonces I'§ = I')5
y nI'y, =L, es decir 7 es un representante comun para I'x§ y nl,. O]

Proposicién 1.2.6. Sean «, € Comm(T"). Luego,
1. Thapl', = (Thal'y) - (T2BT,) siTyxa=al'y y
2. Iapl'y = (Txal'y,) - (T',PL,) si T8 = BL,.
Demostracion. Como I'ya = al’y, entonces
(Caal'y) - (TWA,) = Lo’ 0T, = T'aply,.
Anaélogo en el otro caso. [l

Sea S un semigrupo tal que I' C S € Comm(I"). Definimos por R(I',5)
el Z-modulo de todas las sumas formales finitas

Z CL - FO{kF
k

conc, € Zy ay € S. Con la ley de multiplicacién introducida anteriormente,
R(T", S) es un anillo asociativo, y lo llamamos el anillo de Hecke con respecto
al' y S. Ademas, el elemento I' =T"-1-T es el elemento identidad.

Definicién 1.2.3. Sea GG un grupo. Diremos que una biyeccion * : G — G es
un anti-automorfismo, si (af)* = f*a*, para todo par de elementos «, 5 € G.

FEjemplo. Si consideramos G como cualquier grupo de matrices, un anti-
autormofismo puede ser A — A’ donde A’ denota la traspuesta de una
matriz.

Proposicién 1.2.7. St G tiene un anti-automorfismo o — o, tal que ['* =
'y (Tal)* = Tal’ para todo o € S, luego R(I', S) es conmutativo.

Demostracion. Supongamos que G tiene un anti-automorfismo * : G — G.
Como una doble clase I'al’, tiene la descomposicion

Tol' = | JTy

J
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aplicando el anti-automorfismo a esta igualdad nos queda
Lol = Jn;T
J

y por lo tanto se desprende que el nimero de clases laterales derechas e
izquierdas son iguales. Al utilizar el Lema se tiene que para todo par de
elementos «, # € S existe un conjunto de representantes {a;},{3;} tal que

Tol' = | JTa; = ol
rer = Jrg = Jar.
J J

Luego
Fal’ = (Tal')* =Ta'T = U Ta;

TT = (UAT)" =TB'T = JIB;.
J
Ahora, si T'al'SI" = Ug I¢r, luego

['fTal = T Ta'T = (ITal)* U r¢r.

Asi
(Cal) - (TBT) =Y _ ce(TET)
I3

(CAT) - (Tal') = Y c,(TED).
3

Solo resta demostrar que cg = c’g. Usando la Proposicién m tenemos que

ce - deg(TET) = #{(4,j) : Ty B; T =TET'}
= #{(i,j) : TBja;T = T¢I}
= c¢ - deg(T¢T)

de donde se desprende que c¢ = c/5 y la prueba concluye. O
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1.3. El caso GL(2,R) y Operadores de Hecke

Consideremos G = GL(2,R) y I' = SL(2,Z). Sea S = GL(2,Q)" el
semigrupo de matrices en GL(2,Q) cuyo determinante es positivo.

Proposicion 1.3.1. Un conjunto completo de representantes de dobles clases
para

MGL(2,Q)"/T

consiste de matrices diagonales

. di 0
dlag(dbdQ) = ( 01 d2 )

donde dy,dy € Q, donde dy/dy es un entero positivo.
Demostracion. Ver pagina 44 de [3]. O
Proposicién 1.3.2. Con G yT' como antes, R(S,T') es conmutativa.

Demostracion. En vista de utilizar la Proposicién notamos que como
G = GL(2,R), entonces la traspuesta ' : G — G es un anti-automorfismo de
G, el cual cumple que (I')! = T' y que (I'al')! = I'al’, para cualquier o matriz
diagonal como en la Proposiciéon anterior. Precisamente dicha proposicion
muestra que la igualdad anterior se cumple para todo a € S. O]

Ahora pasamos a definir un operador de Hecke. Si V' es un subespacio
vectorial de funciones I'-invariantes de {f : H — C}, entonces definimos un
operador de Hecke como un elemento de la forma T, definido como sigue.
Sea

¢ R(S,T) — End(V)
Tal s T,

Donde T,, : V' — V, es definido por f(z) — ). f(a;.2), con

_az+b
x4 d

Lol = U o
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La definicién anterior se extiende a cualquier elemento tipico de R(S,I"), por
linealidad, es decir

R(S,T)3 ) e -Toxl = Y T, € End(V).
k k

Sea R el grupo abeliano libre generado por los T, cuando « recorre un
conjunto completo de representantes para I'\GL(2,Q)"/T. Dados a,f €
GL(2,Q)", definimos una multiplicacién de operadores de Hecke definida
como:

Ty -Ts = Zm(a,ﬁ; o)T,

donde la suma recorre los o € T\GL(2,Q)" /T". Acd m(«, B;0) = m(z,y; 2),
con x =Tal',y =TT,z =T0ol', como en la Definicién (|1.2)).

Proposicién 1.3.3. Dados «, 3, se tiene que Tog = T, - T. Ademds, la
multiplicacion es asociativa y conmutativa.

Demostracion. Ver ([3], paginas 43-44).

1.4. Formas Modulares

Primeramente, definimos el grupo modular, recordamos algunas cualida-
des de éste, y procedemos entones a definir las formas modulares clasicas. Se
llama grupo modular a

SL(2,7) = {(Z 2) :ad—bc:l,a,b,c,dGZ}.

Proposicion 1.4.1. El grupo modular estd generado por las transformacio-

nes
11 0 —1
T—(o 1) Y S_(l 0 >
Demostracion. Ver ([3], Proposition 1.2.3, pagina 20). O

Sea H el semiplano superior de Poincaré, es decir:

H={zx+iwyeC:y>0}.
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Definicién 1.4.1. Sea I' un subgrupo de SL(2,R). Diremos que la accién
de I' sobre H es discontinua si para cualquier par de compactos K, iy C H,
se tiene que el conjunto

{yeT: Kynn(Ky) # 0}
es un conjunto finito.

Definicién 1.4.2. SeaI" C SL(2,R) un subgrupo que actiia discontinuamen-
te sobre H. Un dominio fundamental para I" es un conjunto abierto F' C H
tal que

1. Para todo z € H, existe v € I" tal que v(z) € F,

2. Si 21,29 € F son tales que y(z1) = 2, para algin v € T', entonces
21 = 2z vy v = *£1, donde I denota la matriz identidad.

Proposicién 1.4.2. Un dominio fundamental para T' = SL(2,7Z) es

1 1
F:{z:x+iy€H:—§<x<§,|z|>1}.

Demostracion. Ver ([3], Proposition 1.2.2, pagina 19). O

Definicién 1.4.3. Sea f : H — C una funcién holomorfa y k£ un entero
positivo par. Diremos que f es una forma modular de peso k si se satisface
la relacion

b

f <Z§j——2> = (cz +d)*f(z) paratodo vy = ( CCL d ) € SL(2,Z), (1.3)

y la condicién de que f sea holomorfa en oco.

Observacion 1.4.1. Notar que una funcién holomorfa f : H — C que
cumple la relacién (1.3)), en particular cumple que f(z + 1) = f(z) para
todo z € H. Sea D' = {2z € C: |z| < 1} — {0}. Recordemos que la funcién
2+ q = ¥ es tal que lleva H en D’. Asi, la funcién g : D' — C, dada por
9(q) = f(log(q)/(2mi)) esta bien definida atin cuando el logaritmo esté solo
determinado hasta 2miZ y f(z) = g(e*™*) = g(q). Como f es holomorfa
en el plano superior, entonces g es holomorfa sobre D', y por lo tanto ¢
tiene desarrollo de Laurent g(q) = > ., anq" para ¢ € D'. Ademds, como
lg| = e72™™ ) entonces se tiene que ¢ — 0 cuando im(z) — oo. De esta
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manera, decimos que f es holomorfa en oo si g se extiende analiticamente a
todo el disco, y llamamos a :

o0

f(2) =) ang"

n=0
donde ¢ = €™, la expansién de Fourier de f.
Definicién 1.4.4. Una forma modular f es cuspidal si ay = 0.

Notacién. Sea I' = SL(2,7Z). Denotaremos por M (I") el conjunto de formas
modulares de peso k y por Si(I') el conjunto de formas cuspidales de peso k.

Obviamente, Sg(I') € M(T"). Es facil ver que ambos son C-espacios vec-
toriales. Mas ain, M (T') es finito dimensional (ver [3], Proposition 1.3.2,
pagina 27). Ademads, la coleccién de todas las formas modulares forma un
anillo graduado, pues si f € M(T'), g € M;(T"), entonces fg € My ().
Ahora, nos gustaria saber que existen formas modulares. Para esto, vamos a
considerar las series de Eisenstein. Sea k > 4. Definimos

1 1
E()=5 2 Gmrar

m,ne”’

(m,n)#(0,0)

Esta es una serie absolutamente convergente cuando k > 4. Es posible verifi-
car que cumple la condicién ([1.3)). Por otra parte, también es posible verificar
que es analitica en co y para eso, se puede mostrar que Fy(z) tiene el desa-
rrollo en serie de Fourier (ver [9], Proposition 5, pdgina 16):

r D

donde
or(n) =Y d,
din
y o
)=

es la funcién zeta de Riemann, definida para s € C con Re s > 1. Notar que
la contribucién ((k) inmediatamente muestra que Ej(z) no es cuspidal.
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Por otra parte, para un k dado hay dos posibilidades:
Si(l') = My(T')

o bien

Si k = 2 se sabe que My(I") = {0}. Para cada k > 4, existe la serie de
Eisenstein E) definida mas arriba. Luego, a toda forma modular f € M, se
le puede restar un multiplo adecuado de Ej, digamos AE}, tal que f — AEy €
Sk(T).

Denotemos por Gy, := ((k)"'Ej(z). Notamos que ésta es una forma mo-
dular con coeficientes racionales (ver [9], Proposition 5, pagina 16). La idea
ahora es construir formas modulares que sean cuspidales. Si bien esto es algo
complicado, es posible usar el hecho de que el anillo de formas modulares es
graduado. Consideremos las formas modulares

Gu(z) = 1+ 240 i os3(n)q"

n=1

Ge(z) =1— 504205(71)(1”,
n=1
y construyamos una nueva forma modular dada por
1
A= m(Gi — G2) = q — 24¢° + 252¢° — 1472¢" + 4830¢° + .. ..

Mediante el calculo explicito de los primeros términos, es claro que esta
expresion es una forma cuspidal, y como G4 € My(I"), G¢ € Mg(T"), entonces
G3, G2 € M5(T), y por lo tanto A, pertenecen a Mio(T).

En general, es posible dar féormulas para la dimension de espacios de
formas modulares.

Proposicion 1.4.3. Supongamos que k es entero par no negativo. Sea k =
1275 +17 con 0 < r < 10. Entonces

7+1, sir=20,4,6,8

Ademds, el anillo de formas modulares @, , Mi(T') es generado por Gy y
Gg.

Demostracion. Ver ([3], Proposition 1.3.4, pagina 31). O
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1.5. Producto interno de Petersson

Sobre S(I") existe un producto interno natural, conocido como el pro-
ducto interno de Petersson. Si f(z), g(z) € Sk(T), es facil ver que f(z)g(z)y*

: . . . a b
es invariante bajo la tranfprmacion z — ZZ:S’ para todo e d el

Lema 1.5.1. La medida di‘;y = Irffzg)g es una medida SL(2,R)-invariante
de H.

Como f(z)g(z)y"* es I-invariante, usando el lema anterior se tiene que la
integral

(f,g) = f<z>mykdz§y

T\H

estd bien definida. Mas atin, es posible probar que como f, g € Si(I"), entonces
la integral que define al producto interno es finita (ver [3], pagina 32).

1.6. Operadores de Hecke y Formas Modula-
res

En seccién 1.3, se definié una accién de los operadores de Hecke sobre
ciertos espacios vectoriales V' de funciones complejas. En esta seccion con-
sideraremos los operadores de Hecke actuando sobre formas modulares, es
decir, tomando como V el C-espacio vectorial de formas modulares de peso
k, My (T).

Proposicién 1.6.1. Sea « € GL(2,Q)*. Luego, el operador de Hecke T,
sobre Sk(I') es autoadjunto con respecto al producto interno de Peterson.

Demostracion. (Ver [3], pagina 47) O

Recolectando resultados se tiene que el anillo de Hecke es una familia
conmutativa de operadores autoadjuntos sobre el espacio finito dimensional
Sk(T'). En consecuencia, existe una base de funciones en Si(I") en la que cada
una es funcion propia de todos los operadores de Hecke simultaneamente.
Llamaremos a una tal f, una funcion propia de Hecke.
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Definicién 1.6.1. Sea n un entero positivo. Se define

Z Tiag(dy dz)-

dida=n
dald1
dy,d2>0

Notar que, dado n entero positivo, la suma anterior es sobre aquellas
matrices que estan en la misma doble clase modulo I' de la matriz

n 0
0 1)
n 0
F(O 1>F:Ur5n,j
J

entonces T'(n) f(2) = >_; f(dn,5.2). Lo interesante es que en este caso tenemos
una descripcién explicita de la descomposicion de la doble clase involucrada.

por lo tanto si

Proposicion 1.6.2. Se tiene la siguiente descomposicion:

n 0 a b
F(O 1>r_ U F(O d).
v
a,d>0

Demostracion. Ver ([3], Proposition 1.4.4, pagina 47). O

Observacion 1.6.1. De esta proposicién notamos que si a es matriz de

determinante n, entonces I'al' =T’ < g (1) ) I', y por lo tanto
deg(l'al) = Z 1= d=o(n)
b “hod d din
a,d>0

Sea f € Sk(I') con expansién de Fourier Y A(m)q™, y sea T,,f con ex-
pansién de fourier Y B(m)q™. Es posible demostrar la siguiente relacion:

oo =3 (3) "4 ()

ad=n
alm
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(ver [3], pagina 48). Sea f(n) una funcién propia de Hecke, y supongamos
que normalizamos su valor propio de tal forma que podemos escribir

1
anf = A(n)/f.

Proposicion 1.6.3. Sea f una funcion propia de Hecke con valores propios
A(n) normalizados como en la ecuacion anterior. Luego, los coeficientes de
Fourier A(n) de f satisfacen:

1. A(1) #0
2. Si A(1) =1 entonces A(n) = A(n) para todo n

3. Si A(1) =1 entonces los coeficientes A(n) son multiplicativos, es decir
si (n,m) =1 entonces A(nm) = A(n)A(m).

Demostracion. Ver ([3], pagina 48). O
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Capitulo 2

Teoria Espectral

A lo largo de esta seccién I' = SL(2,Z).

2.1. Laplaciano hiperbdlico

Definimos el Laplaciano hiperbélico no Euclideano A (de aqui en adelante,
Laplaciano), como el operador diferencial de segundo orden, que actia sobre
funciones definidas H dado por:

0? 0?
2
A=y (a_+a_y)

Es posible verificar que este operador es SL(2, R)-invariante, es decir, si g €
SL(2,R),y A(f) = F, entonces A(fog) = Fog para cualquier funcién f que

sea suave sobre H. Recordemos que una funcién propia f para este operador,
con valor propio A, es una funcion que satisface la ecuaciéon Af = A f.

2.2. Series de Eisenstein para SL(2,7Z)

Sea z = x + iy € H. Definimos la serie de Eisenstein como la serie

Ex(z,8) = % Z (Im (v.2))°.

V€L \T

Lema 2.2.1. La serie es absolutamente convergente si Re (s) > 1. Ademds
verifica que
Eoo(v.2,8) = Exc(7, 5)
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para todo v € T.
Demostracion. Ver([3], Exercice 1.6.1, pagina 74). O

Una propiedad fundamental de la serie de Eisenstein es la existencia de
una prolongacién analitica y de una ecuacién funcional. Sea

E*(z,s) =1 °T(s)((25) Ex (2, 5), (2.1)
donde ((s) denota la funcién zeta de Riemann.

Teorema 2.2.1. La funcion E*(z,s) definida por para Re s > 1, ad-
mite una prolongacion meromorfa a todo el plano complejo. Es analitica en
todo C salvo en s = 0,s = 1, donde E*(z,s) tiene polos simples. El residuo
en s = 1 es la funcion constante z = 1/2. La serie de Fisenstein completa

(2.1) verifica la ecuacion funcional
E*(z,8) = E*(z,1 — s).
Ademds
Ex(x+1iy,s) =0(y’) cuando y — oo
donde 0 = méx {Re s,1 — Re s}.

Demostracion. Ver([3], Theorem 1.6.1, pagina 66). O

Observacion 2.2.1. Del Teorema anterior deducimos que E(z,s) admite
una prolongacion meromorfa al plano complejo. De hecho, el residuo en s = 1
es

ress—1 Foo (2, 8) = ress—1 (2, 8) = —.

2T(1)((2) ™

2.3. Formas de Maass

En esta seccion definiremos las formas de Maass para el grupo modular
r.

Definicién 2.3.1. Diremos que una funcién suave f : H — C es una forma
de Maass para I' si cumple las siguientes tres condiciones

1. f es invariante bajo I, es decir, f(v.2) = f(z) para todo vy € T,
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2. f es una funcién propia de A,

3. f tiene a lo mds crecimiento polinomial al infinito, es decir, f(x+iy) =
O(y") cuando y — oo para algiin N, donde z € K, con K compacto.

Denotaremos por Ag(I'\H) al conjunto de formas de Maass cuyo valor
propio es A = s(1 — s) y por A(I'\H) el conjunto de todas las funciones
suaves que cumplen solo con la primera propiedad anterior.

Ejemplo. La serie de Eisenstein E(z,s) es una forma de Maass, con valor

propio s(1 — s).

Observacién 2.3.1. Existe una relacion entre formas modulares y formas
de Maass: dada una forma modular de peso &, la funcién y*/2 f(x +1iy) es una
forma de Maass de peso k, con respecto al Laplaciano de peso k definido por

0? 0> 0>
p— 2 — — ) —
A-y (81:2 * (91/2) +Zky8:c’

con valor propio asociado A = £(1 — %) (ver [3], Exercise 2.1.7(a), Pdgina

145).

En general, si f € A(I'\H), se tiene que

(7)) -re

es decir f(z +m) = f(z) para todo m entero, y por lo tanto tiene sentido
escribir la expansién en series d Fourier

f(2) =) faly)e™™

neL

donde los coeficientes estan dados por

fn(y):/o f(Z)e_anxde‘.

Si f es suave, la serie converge absolutamente y uniformemente en com-
pactos. Mas atn, en el caso de series de Eisenstein, la expansién de Fourier
puede ser mas explicita:
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Proposicién 2.3.1. Sea Re s > 1. Entonces
E(z,s) =y +@(s)y' "+ > _p(n, s)Wi(nz)

n#0
e (s~ 1/2) (2~ )
s — s —
5) = /T ,
o o) @)
B _ _ a\ s—1/2
P, s) = wT(s)'¢(2s) Ml 2 Y0 ()
ab=|n|
Wal2) = 2y/FK o1 ja(2my)?™
Y | oo
K(y) = —/ e 8 ( )1y,
2 Jo
Demostracion. Ver [I1], pagina 60. O

De hecho, mas generalmente, toda forma de Maass tiene una descompo-
sicién en serie similar a la descrita anteriormente.

Proposicién 2.3.2. Sea f una forma de Maass con valor propio s(1 — s),
tal que
f(2) = o(e*™) cuando y — oo.

Entonces

donde el término ag es

A s 1-s s 1-s
aly) =5 +y )+ o7 -y )
Ademas, los coeficientes a,, no nulos, satisfacen

a, = O(eg‘”l),

para todo € > 0, donde la constante involucrada depende de € y f. Finalmen-
te, cuando y — oo, tenemos que

f(2) = aoly) + O(e™™™).
Demostracion. Ver ([11], Theorem 3.1, pagina 54). O

Definicién 2.3.2. Se define como C(I"\H) al espacio generado por todas las
formas cuspidales, es decir, el espacio de todas las formas de Maass acotadas
tales que su coeficiente de Fourier constante aq es nulo.
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2.4. Propiedades del Laplaciano

Denotemos por L*(T'\H) el espacio de formas de Maass las cuales son
cuadrado integrables sobre el cuociente I'\H, con respecto a la medida

dp =y~ *dady,

es decir,
2o = { e AR s [ WERICE x}.
Este espacio puede ser visto como
(e = {7 e [ 1R <o

donde F es el dominio fundamental para SL(2,Z). El espacio L*(I'\H) es
equipado con un producto interno:

(f.o)y= [ f(2)g(z)du(2),

I\H

el cual estd bien definido: si f,g € L*(T'\H), entonces por la desigualdad de

Cauchy-Schwartz,
/F\H |£(2)9(2)ldu(z) < (/F\H |f(z)|2d,u(z)) (/F\H ]g(z)Pd,u(z))% < 0.

Notar que como I'\H es de medida finita, se tiene que las constantes perte-
necen a dicho espacio. En efecto

1/2 00 dud
vol(T\H) = / / yaz
—12Jvi=2z Y
s

[N

3

Definicién 2.4.1. Denotamos por

B(IMH) ={f € AIT'\H) : f es acotada} .
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De la definicién se desprende inmediatamente que B(I'\H) C L?*(T'\H).
Para el proposito de una resolucién espectral de L*(T'\H), reducimos el do-
minio de A a

DIN\H) ={f: f,.Af € BI"H)},
el cual es denso en L?(T'\H).

Lema 2.4.1. Sea F' el dominio fundamental para T'. Para f,g € D(I'\H)
tenemos

(~ALa) = [ gdedy
Demostracion. Ver ([I1], Lemma 4.1, pagina 64). O
De esta proposicién, se desprenden facilmente dos corolarios importantes:
Corolario 2.4.1. Para f,g € D(I'\H) tenemos
(Af,9) = (. Ag).

Corolario 2.4.2. Para f € D(I'\H) tenemos

(=Af ) =/F|ny2dg:dy > (.

2.5. Recuerdos de Analisis Funcional

La presente seccién es para recordar algunas definiciones y hechos que
serviran para la descomposicién espectral de L*(T'\H) con respecto al lapla-
ciano hiperbdlico. El resultado principal serd presentado como el Teorema de
Hilbert-Schmidt (ver Teorema 2.5.2), el cual dara una descomposicién espec-
tral para una clase especial de operadores lineales acotados sobre un espacio
de Hilbert: la clase de los operadores compactos y autoadjuntos.

2.5.1. Operadores Autoadjuntos

Sea H un espacio de Hilbert, y T': H — H un operador lineal no acotado.
Denotamos por D(T') su dominio y R(7') su rango, y asumimos que A(7T) es
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denso en H. El operador adjunto T se define via (T'f, g) = (f,T*g). Diremos
que un operador T' es simétrico si

(T'r,y) = (z, Ty)
para todo x,y € D(T) y autoadjunto si 7' = T™*.

Lema 2.5.1. Los valores propios de un operador simétrico son reales. Ademds,
funciones propias correspondientes a valores propios distintos son ortogona-
les.

Demostracion. Ver ([11], Lemma A.1-A.2, pagina 185). O

Diremos que un operador 7' es no negativo si es que para toda funcion
f € D(T) se tiene (T'f, f) > 0. Por lo tanto, los valores propios de un
operador simétrico y no negativo son reales y no negativos.

Ejemplo. Notemos que los tltimos dos corolarios de la seccién pasada di-
cen que el operador —A es simétrico y no negativo. Luego, por la reciente
observacion, sus valores propios son no negativos.

Sea ahora T un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert H. Se
define Ry = (T — X))~ 1.

Definicién 2.5.1. Un complejo A es un punto regular si R, es definido
sobre H y acotado. El resto de los puntos de C conforman el espectro de T,
denotado por o(7T). Este conjunto es particionado en el espectro puntual y
espectro continuo (no es necesariamente una particiéon disjunta):

= )\ estd solo en el espectro puntual si y sélo si D(R)) es un conjunto no
denso en H y R) es acotado.

= )\ estd solo en el espectro continuo si y sélo si D(R)) es un conjunto
denso en H y R, es acotado.

= )\ estd en ambos espectros si y sélo si D(R),) es un conjunto no denso
en H y R es no acotado.

Si bien el resultado que nos guiara a la descomposicion espectral se aplica
a operadores definidos sobre un espacio de Hilbert H, sera posible extender tal
resultado a nuestro operador A, no acotado, mediante el siguiente teorema.
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Teorema 2.5.1. Sea ‘H un espacio de Hilbert y D un subconjunto denso
de H. Si T es un operador lineal definido sobre D, no negativo y simétrico,
entonces T admite una extension a todo el espacio. Ademds, dicha extension
es autoadjunta.

Demostracion. Ver([I1], Theorem A.3, pagina 186). O

2.5.2. Operadores integrles de Hilbert-Schimdt

Sea F' un dominio en R2. Un operador integral

(Lfﬂz)=~L}%4UOf@wdw

con kernel k& € L*(F x F) es llamado de tipo Hilbert-Schmidt. Usando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz,

MWs// k2, w)Pdzduw
FxF

y por lo tanto se deduce que L es un operador acotado. Mas aun, si k(z,w) =
k(z,w) entonces L es simétrico.

FEjemplo. Si F tiene medida finita, entonces un operador integral con kernel
acotado, es un operador de tipo Hilbert-Schmidt.

A continuacion, presentamos el teorema que nos permitira hacer la des-
composicion espectral.

Teorema 2.5.2 (Hilbert-Schmidt). Sea L # 0 un operador integral simétri
co de tipo Hilbert-Schmidt. Luego

1. L tiene espectro puramente discreto,
2. Los espacios propios de L tienen dimension finita,
3. Los valores propios de L pueden acumularse solo en 0,

4. L tiene a lo menos un valor propio, y el mas grande de ellos es dado

por
LAl
Ao = sup —=— = || L],
20 Il

donde el supremo es alcanzado por una funcion propia de L,
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5. El rango de L en L*(F) es generado por funciones propias de L. Sea
{u]-}j>0 un sistema ortonormal maximal de funciones propias de L en
L3(F), es decir

(uj, we) = Ok, Luy = pyujeon|po| = |pa| = -+

Luego, cualquier f en el rango de L tiene una representacion en series

F(2) =Y (frui)u(z).

320

Demostracion. Ver [§], paginas 372, 377, 382 y 383. ]

2.6. Descomposicion Espectral

La idea de esta seccién es dar un paseo por los elementos principales para
una demostracién del siguiente teorema:

Teorema 2.6.1. Para toda funcién u € C(I'\H) & E(T\H] se tiene que

u(z) = Z(u, uj)ui(z) + L /R(u, E(-,1/2+ir))E(z,1/2 + ir)dr.

, 47
j=0

Donde {uj}j>1 es un sistema ortonormal completo de formas de Maass cus-

pidales yug = \/g Si ademds u pertenece al dominio D(I'\H) del Laplaciano

hiperbolico, entonces la serie converge absolutamente y uniformemente sobre
todo compacto. También se tiene una formula para la norma:

1 .
ey = 3 )l + 3= [ I B 172+ irPr

Jj=0

Este resultado sera una consecuencia inmediata de los teoremas 2.6.4 y
2.6.5 demostrados mas adelante.

! Ver la definicién de £(I'\H) en la pagina 37.



32 Teoria Espectral

2.6.1. Parte discreta

Notamos que de los corolarios [2.4.1H2.4.2} se puede observar que un valor
propio A = s(1 — s) asociado a una funcién propia f € D(I'\H), es real y no
negativo. Por lo tanto, se tiene que s = 5 + it (cont € R) o s € [0,1].

Para realizar la descomposicién espectral de A en C(I'\H), se introdu-
cirdn operadores integrales sobre este espacio y se estudiaran propiedades
relacionados a ellos.

Definicién 2.6.1. Vamos a denotar por operador integral invariante, con
kernel k(z,w) a uno de la forma

(LfMZ)Iuéj%%Uthwduﬁw,

donde el kernel es invariante en el sentido que k(z,w) = k(u(z,w)), y f :
H — C, donde u(z,w) es definido por

cosh p(z, w) = 14 2u(z,w)

|z —w| + |z — w|

=1
p(z,w) S P p—

y por lo tanto
|z —w]?

U ) =

Una propiedad importante es la siguiente:

Proposicion 2.6.1. Un operador integral invariante conmuta con el lapla-
c1ano.

Demostracion. Ver ([11], Theorem 1.9, pagina 67). O

Notamos que si restringimos el dominio de L a A(I'\H), podemos escribir

@M@ZLK%MﬂMWWL

donde F es el dominio fundamental para I' y el nuevo kernel es dado por la

K(z,w) = Z k(z,yw).

vel
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Definicién 2.6.2. El kernel K (z,w) es llamado kernel automorfo.

Observacién 2.6.1. De aqui en adelante asumiremos que el operador L,
actia sobre A(I'\H). Ademds, asumiremos que k(u) es una funcién suave,
con soporte compacto en R (k debemos entenderla como una funcién que
depende de u(z,w), y por lo tanto, toma valores no negativos).

Notar que con estas suposiciones, el operador L visto con dominio B(I"\H),
satisface que L : B(I'\H) — B(I'\H). Mas aun, se tiene la siguiente proposi-
cién
Proposicion 2.6.2. Un operador integral invariante L, satisface que

LC(T\H) C C(T'\H).
Demostracion. Ver ([11], Proposition, pagina 65). O

En vista del Teorema de Hilbert-Schmidt, notamos que el kernel de nues-
tro operador A, ni siquiera es acotado sobre F' X F. Por consiguiente, la idea
es relacionar A con un kernel acotado, y para esto consideramos:

Hoo(z,w) = Z k(z,t +~y.w)dt.

YEL s \I' R

Notar que esta es una funcion automorfa en la segunda variable, bien definida
(aca es vital que k(u) tenga soporte compacto).

Lema 2.6.1. Para z,w € H tenemos uniformemente la desigualdad
Hy(z,w) < 1+1Im z.
Demostracion. Ver ([11], Lemma 4.2, pagina 65). O

Como la cota involucrada en el lema precedente es uniforme, se tiene que
H,, es acotada en la segunda variable. Por lo tanto Hy(z,-) € B(T'\H).

Proposicién 2.6.3. Dado z € H, la funcion w — H(z,w), es ortogonal al
espacio C(I'\H).

Demostracion. Ver ([11], Proposition 4.3, pdgina 66). O
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Consideremos la diferencia

~

K(z,w) = K(z,w) — H(z,w).

A esta diferencia la llamaremos la parte compacta de K(z,w). Podemos con-
siderar un nuevo operador integral L, actuando sobre funciones f : F' — C,
cuyo kernel sea K(z,w).

Corolario 2.6.1. L = L sobre C(I'\H).
Demostracion. Ver ([I1], Corollary 4.4, pagina 66) ]

Para ver que la construccion de este nuevo kernel es importante, es posible
conseguir el siguiente teorema.

Teorema 2.6.2. Sea F' el dominio fundamental para I'. Luego, el kernel K
es acotado sobre F' x F'.

Demostracion. Ver ([I1], Proposition 4.5, pdgina 67). O

Observacién 2.6.2 (Ver ([11], Remarks, pagina 68)). Si bien, para lograr
los resultados anteriores, hemos pedido que los operadores tengan kernel & (u)
con soporte compacto, también es posible obtener los mismos resultados para
kernels k(u) que no tengan soporte compacto, pero que tengan una condicién
de decaimiento rapido al infinito. Por ejemplo, es suficiente pedir que el kernel
satisfaga:

E(uw), k' (u) < (u+1)"2

Antes de comprender el espectro de A es necesario pasar por los ope-
radores resolventes R,. De hecho, veremos que la resolvente es un operador
integral. Para esto, comenzamos por definir

() = —

/0 (E(1— ) (€ +u)de.

Supongamos que s € C con Res > 1. Sea —T el operador integral
invariante con kernel G, es decir:

TN = [ Gululzw)f(w)dut).

H

El primer resultado es el siguiente:
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Teorema 2.6.3. Si f es una funcion suave y acotada sobre H, entonces
(A+s(l—9s)Tsf = f.
Demostracion. Ver ([11], Theorem 1.17, pagina 32). O

De esta manera, Ty es la inversa por la derecha del operador (A+s(1—s)),
es decir coincide con R, donde éste sea bien definido y cuando Re s > 1. El
kernel GG tiene algunas propiedades las cuales serdn de utilidad.

Proposicion 2.6.4. La integral que define a G4 converge absolutamente para
Re s =0 > 0. Esto da una funcién Gs(u) sobre Rt que cumple

(A+s(s—1))Gs = 0.

Ademds, se tienen las siguientes cotas para Gs(u) :

1 1
Gs(u) = e log - +O(1) cuando u — 0 (2.2)
y 1
= _—— 1 2.
G\ (u) = +O(1) cuando u— 0 (2.3)
Gs(u) =0(u™?) cuando u — +o0. (2.4)
Demostracion. Ver ([I1], Lemma 1.7, pagina 25). O

2.6.2. Descomposicién espectral de A en C(I'\H)

La idea principal serd definir un operador conveniente L en términos
de la resolvente. De esta forma, por el Teorema 2.6.3, la resolvente es un
operador integral con kernel G¢(u). Partamos entonces por considerar L =
R, para s > 2 (asi, por las estimaciones dadas en la Proposicién 2.6.3,
el kernel k(u) = Gs(u) satisface la condiciéon de decrecimiento rapido al
infinito estipulada en la Observacién 2.6.2, y por lo tanto podriamos usar los
resultados de compactificar el operador integral L). Ademas, notamos que el
rango es denso en C(I"\H), pues dada f € C(I'\H)ND(I'\H) (el cual es denso
en C(I"'\H)) definimos

g:=A+s(s=1)f
de donde f = Rsg. Como s > 2, el kernel G4(u) satisface esta condicién de

decrecimiento, y por lo tanto intentarfamos considerar la compactificacion
L de L = R;,. Pero de (2.2) (ver Proposicién 2.6.3) se tiene que Gy(u) es
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singular en u = 0, y por lo tanto no podemos compactificar L. Ahora bien,
el problema es generado por log% el cual aparece en la estimacién 2.2. Dado
que esto no depende de s, para eliminar la singularidad, podemos considerar
el nuevo operador

L=R;—-R,

para a > s > 2. Efectivamente en este caso eliminamos la singularidad, y
ademds tenemos un kernel k(u) = G,(u) — G5(u) suave que tiene un decreci-
miento segtin lo pedido en la Observacién 2.6.2. Veamos ahora que el rango
sigue siendo denso, tal como en el caso de nuestra primera eleccién de L.
Para esto, notamos que podemos escribir

L=R;—R,=(s(1—3s)—a(l —a))RsR,.
Para ver esto ultimo, como
I—(A—=s(s—1))R, = [(A—a(l—a))—(A=s(s—1))|R, = (s(1—s)—a(l—a))R,

podemos aplicar R, a ambos lados de la ecuacién y obtener lo deseado. Sea
f € D(I'\H). Escribiendo

g=(s(1—=3s)—a(l—a) " (A+a(l—a))(A+s(1—s))feDI\H)

se tiene que Lg = f. Ademas, si f € C(I'\H), luego g € C(I"'\H)), y entonces
por el Corolario 2.6.1, también tenemos que Zg = f. Por lo tanto, el subes-
pacio C(I'\H) N D(I'\H) est4 en el rango de L, y como C(I'\H) N D(T'\H) es
denso en C(I'\H), se tiene que el rango de L es denso en C(I"\H).

De lo anterior, mas el teorema de Hilbert-Schmidt, se desprende la siguiente
proposicion.

Proposicién 2.6.5. Sea L : D(I'\H) — D(I'\H) el operador integral definido
por L = Ry — R,. Entonces L lleva el subespacio C(I'\H) densamente en si
mismo, donde este tiene espectro puramente puntual. Sea {uj}j>1 un sistema
ortonormal de funciones propias de L en C(I'\H). Luego, toda f € C(T'\H)N
D(T\H) tiene la expansion

F(2) = (fug)us(2)

j=1

la cual converge uniforme y absolutamente sobre compactos.
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Afirmamos que el conjunto de funciones propias de E, {u; }j>1, es también
un conjunto de funciones propias de A. En efecto, sea E) el espacio propio de
L. Del Teorema de Hilbert-Schmidt, estos espacios son finito dimensionales.
Como Ay L comutan (pues L es un operador integral, ver Proposici(’)n,
tenemos que A : E\, — E). Utilizaremos el siguiente resultado del Algebra
Lineal.

Lema 2.6.2. Sea L un operador simétrico en un espacio de Hilbert H con
espacios propios de dimension finita. Sea A otro operador simétrico en H el
cual conmuta con L. Luego existe un sistema ortonormal maximal de funcio-
nes propias de L las cuales son también funciones propias de A.

Demostracion. Ver ([11], Corollary A.9, pagina 188). ]
Finalmente, podemos concluir la descomposicién espectral de A en C(I'\H).

Teorema 2.6.4. C(I'\H) es generado por funciones propias de A. Sea {u;} -,
un sistema ortonormal completo de funciones propias de A. Luego, toda
f € C(I\H) tiene la expansion

F(2) = (f u)uy(2)

Jj=1

la cual converge en la topologia inducida por la norma. Si f € C(I'\H) N
D(T'\H), entonces la serie converge absoluta y uniformemente sobre compac-
tos.

2.6.3. Series de Eisenstein Incompletas

Sea

Ew(zl) = ) ¢(Imvz)

V€L \T

con P : Rt — C, ¢ € C*(0,00) . Llamamos a esta serie, una serie de
Eisenstein incompleta. Notamos que como v es de soporte compacto, esta es
una serie finita.

Corolario 2.6.2. Si ¢ € C°(RY) la serie de Fisenstein incompleta es aco-
tada, y por lo tanto E.(z|y) € L*(T\H).
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Denotemos por £(T'\H) el subespacio de L*(T'\H) generado por las series
de Eisenstein incompletas. La primera relacién entre dichas series y las formas
de Maass cuspidales, se puede descubrir en el siguiente lema.

Lema 2.6.3. Sea f(z) una funcion automorfa absolutamente integrable sobre
F. Sea Eo(z]1)) una serie de Fisenstein incompleta y ¢ € C°(RY). Entonces

(f, Ex(l) = / T )y dy (2.5)

donde f(y) es el término constante de la expansion de Fourier de f.
Demostracion. Ver [11] pdgina 57-58. O

De este 1ltimo lema se deduce que f es ortogonal a E(I'\H) si y sélo si
foo(y) = 0. Recordando la Definicién [2.2.1} lo anterior se puede escribir como

L*(P\H) = C("'\H) & £(I'\H),

ecuacion en la cual consideramos las clausuras topoldgicas con respecto a la
norma.

2.6.4. Representacion Integral

En esta seccion, construiremos una representacion integral para las series
de Eisenstein incompletas. Partiremos por introducir la Transformada de
Mellin. Para ¢ € C®(R), definimos su Transformada de Mellin como la
integral

B(s) = / Ty dy

para s € C. Notamos que como 1 tiene soporte compacto, entonces la integral
estd bien definida para todo s € C y por lo tanto 1 (s) esta bien definida para
todo niimero complejo s. La eleccion de 1 con soporte compacto esta tomada
en la direccién de relacionar la transformada de Mellin con las series de
Eisenstein incompletas.

Lema 2.6.4. En general, si ¢ € C°(R™), se tiene que
U(s) < (s +1)7"

en cualquier banda 01 < Re s < a3, con N > 0.
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Demostracion. El resultado se sigue haciendo integracién por partes N-veces.
O

Podemos escribir la formula de inversion de Mellin (Ver ([15], Exercise
1.4.1, pagina 61)) dice que

1 —~
60 = 57 [ vies

donde (s) denota que la integral es sobre la recta de parte real igual a un
cierto 0. Veamos que no depende de . Sean o1, 09 reales cualquiera y sea T’
un real positivo. Consideremos la integral de linea

1
— y* M(s)ds
271 OR
donde R denota el rectangulo con vértices o1 +4T, oo +¢T. Usando un teorema

de Cauchy en Variable Compleja, con la funcion s — ys{b\(s), se tiene que

1 -
— sih(s)ds = 0.
omi )Y Y(s)ds

Sean Hi, Hy los lados horizontales del rectangulo d R. Usando el Lema
con N = 2, se obtiene que

1 s
Q_W/my Y(s)ds

Por lo tanto, haciendo T — oo, se consigue que las integrales sobre los
lados horizontales son nulas. De esta forma se desprende que la integral de
la inversion de Mellin, es invariante del o:

1 ~

1 —~
— Si(s)ds = — si(s)ds.
5 (Ul)y Y(s)ds 5 (UQ)y Y(s)ds

I
< 2—/ YO+ [t +iT|)2dt = O (y™=T7?).
m

o1

Mediante inversion de Mellin, dada i) como antes, escribir
1 -
- sd
vy) =5 /(U) Y(s)y*ds,

para ¢ > 1, de manera que si sumamos sobre v € I',,\I', entonces se obtiene
la siguiente representacion integral de una serie de Eisenstein incompleta:

1 ~
= — E o (z,8)Y(s)ds,
| Bt o)b0

271
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con o > 1. Ademés, por el Lema [2.6.4 . U(s) < (Js| +1)7~ en las ban-
das verticales 01 < Re s < 09 con 01,09, N constantes, y por lo tanto, la
representacion integral de la serie de Eisenstein incompleta, converge abso-
lutamente.

2.6.5. Parte Continua
Consideremos el subespacio C>°(R™) del espacio de Hilbert L*(R™), do-

tado del producto interno
1 [ _
o | rngtrar
T Jo

Definimos la transformada de Fisenstein
E. COO(R+) — A(T\H)
b—)—/ f(r)Ex(z,1/2 + ir)dr.
Como las series de Eisenstein satisfacen la cota
Ew(z,8) = y* + @(s)y' ™ + O(e*™)

cuando y — oo, integrando por partes, se obtiene que (E.)f(z) = O(
cuando y — o0o. Esta cota es suficiente para observar que en realidad

E. : C°(RT) C L*(T\H).
Proposicién 2.6.6. Dadas dos funciones f,g € C§°(R") se tiene

(Ewf . Exg) = (f.9)
Demostracion. Ver péagina 96 de [11]. O

)
logy

Es decir, la transformada de Eisenstein mapea C°(R™) isométricamente
en L?(I'\H). Denotamos por &, (I'\H) la imagen de C§° bajo la transformada
de Eisenstein. Notar que este es un subespacio invariante para el operador
de Laplace, pues

AE. = E, M
donde )
(M) = 07 + DI

Algunas observaciones con respecto a este espacio son las siguientes ([I1],
Remark, pdgina 98):
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1. E&(I'\H) es ortogonal al espacio C(I"\H).

2. Ex(I"\H) es ortogonal al espacio de funciones constantes.

2.6.6. Descomposicién espectral de A en £(I'\H)
Partamos primero por observar que es posible conseguir la formula
(Bso(11), Boo(-,1/2 + ir)) = / (Y2 (12 — i)y 2 (y)ydy
0
para ¢ € C°(R™).
Dado que E(I"\H) es generado por series de Eisenstein incompletas Eo(2]1)),

basta descomponer E..(z|)) para cualquier ¢ € C§°(R™). De la representa-
cion integral para la serie de Eisenstein, obtenemos

Fa(el) = 5 /( DB s)ds

Moviendo la integral a la linea Re s = 3 (ver detalles en ([I1], Equation 7.12,
pégina 101), obtenemos que

Eou(2|0)) = % /(1) D(5) (2, 8)ds + (1o, (2.6)

con uy = /3/m. Por otra parte, usando el Lema se obtiene que

(Exlt10) Bl = [0+ (1= 9)y™)y 20(0)
0
Recordemos la ecuacién funcional

Eu(z,1 —38) = ¢(s)Ex(z, 5).

Luego, usando la ecuacién funcional, y si multiplicamos esta igualdad por
E.(z,s), conseguimos

~

(B (1), Ex(+,8))Ex(2,8) = VEx(z,8) + @/b\(l —5)Ex(z,1 = s).
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Por lo tanto, si integramos sobre la linea Re s = %, y usando obtenemos
la expresiéon

1 1 ~
E (1/2)<Eoo('|w)vEoo('as)>Eoo(Z7 S)ds = % (1/2)¢(8)Eoo(z’8)d8
= Bwo(2[t)) = (=)o

Asi, de la ortogonalidad entre ug y Ex(z, % + it), se deduce que

1
4w

Eo(2l) /( | VB8 B ) B3+ (a0,

Finalmente el resultado se extiende a funciones f € £(I'\H) por linealidad.

De esta manera, conseguimos el teorema

Teorema 2.6.5. FEl espacio E(I'\H) de series de Eisenstein incompletas, se
descompone ortogonalmente en subespacios A-invariantes:

E(T\H) = (1) ® £ (T\H).

Toda f € E(T'\H) tiene la expansion

1 1 . 1 .
f(Z) = <f7 U,0>U0<Z> + 4_ /<f7 Eoo<7 -+ ZT)>EOO(27 -+ Zr)dT,
T Jr 2 2
la cual converge en la topologia de la norma, y si f pertenece al dominio
inicial D(I'\H), la expansion anterior converge puntual, absoluta y unifor-
memente, en compactos.



Capitulo 3

Equidistribucion de Puntos de
Hecke

3.1. Introduccion

En este capitulo tendremos el primer acercamiento al objetivo de esta
tesis, es decir, el problema de Equidistribucion de Puntos de Hecke. Mas
precisamente, probaremos el siguiente teorema

Teorema 3.1.1. 1. Para toda funcion f € C°(I'\H) y todo € > 0, existe
una constante C. > 0, tal que

1 1

o(n)

donde o(n) =3, d y la norma involucrada es definida por:

1] = / Mo

y dp = %. En particular, se tiene una convergencia en el sentido de
L*(T\H, p), cuando n — oco. La constante C. depende sdlo de .

2. Para toda funcion f € D(I'\H), todo z € T\H y todo € > 0, existe una
constante C. . ; tal que

1

2) = ——— flw)dp(w ‘ < (., noztaite
vol(T\H) Jru (w)dpulw) d
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Ademds, si z € K un compacto, la constante C; .y puede ser tomada
dependiente de z.

3. Sea Co(I'\H) es el espacio de las funciones continuas tendiendo a 0 en
el infinito. Para toda f € Co(I'\H) y toda z € T'\H, tenemos que

1

{ L = — w w
Jim ST C) = gy o S 3)

Esta convergencia es uniforme sobre los compactos.

En esta direccién, utilizamos en gran medida el Teorema 2.6.1, y la de-
mostracion se hace siguiendo principalmente la seccién 2 del paper Equidis-
tribution des points de Hecke, “Le cas classique” (ver [B], pagina 197).

Como bien dijimos en el parrafo anterior, sera util el hecho de que toda
funcién f se descompone como una suma g + h donde g esté en el espectro
discreto y h en el continuo. En consecuencia, dado que el problema parte por
estudiar las imagenes {7}, f}, .y, serd importante estudiar los valores pro-
pios de los operadores de Hecke, en el sentido de tener buenas estimaciones.
Partiremos entonces por estudiar la acciéon de los operadores de Hecke sobre
formas de Maass.

3.2. Operadores de Hecke sobre formas de
Maass

Consideremos el operador de Hecke actuando sobre formas de Maass:
T, : As(D\H) — A (T'\H)

f(2) = Tz =Y > f<az;b)'

ad=nb mdbd d

Observacién 3.2.1. Ya que los operadores de Hecke conmutan con el lapla-
ciano A, se tiene para toda f € Ag(I'\H) la implicacion Af = A\f = AT, f =
AT, f. De esto se concluye que T, f € A;(I'\H).

Partiremos por ver como actian los operadores de Hecke sobre las series
de Eisenstein.
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Proposicién 3.2.1. La serie de Fisenstein E(z,s) es una funcion pro-
pia para los operadores de Hecke. El valor propio correspondiente a T}, es

nfoq_ss(n), donde
os(n) == Z d’.

ad=n
Demostracion. Primero notemos que si f(z) = y*, con y = Im z, entonces
. ay\°
L= > (%)

ad=nb méd d
s

= > v

ad=n

—ns Z d1—2sys‘

ad=n

De esta manera, si denotamos por y a la parte imaginaria de v.z, con v €
' \I', el resultado es el mismo. Finalmente, el enunciado se deduce utilizando
la linealidad de 7;,. O

Veamos ahora como actian sobre formas de Maass cuspidales. Sea F;
el espacio propio de formas de Maass cuspidales asociado a un valor propio
Aj = s;(1 —s;). Notamos que

T,.(E;) C E;.

En efecto, sea f € I}, es decir Af = \;f. Como A y T}, conmutan, se tiene
que
AT, f =T,Af =T\ f =\T,f,

es decir, T,,f € E;. Asi, si \; tiene multiplicidad 1 (es decir, dim £; = 1)
entonces una forma de Maass cuspidal u;(z) con valor propio A; es automati-
camente una funcién propia para todos los operadores de Hecke T,,. Por tanto
podemos escribir

Touy(2) = Aj(n)u;(2)

para ciertos Xj (n). Si A; no tuviese multiplicidad 1, entonces igualmente esta
propiedad puede ser asegurada aplicando el Lema 2.6.2 a la familia compuesta
por A y todos los operadores T,,, de donde se consigue el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1. Existe un sistema completo ortonormal en el espacio de las
formas de Maass cuspidales, el cual consiste de funciones propias comunes
para todos los operadores de Hecke.
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Escojamos una base ortonormal {u;(2)},., de C(I'\H) como lo indica el
teorema anterior. Luego -

(A= Xj)u;(2) = 0
Touj(2) = n'2X;(n)u;(z) n>1
y o {ug, uk) = 0,

donde hemos definido Aj(n) = );(n)nl/ 2. Veamos ahora como acttia T;, sobre
los coeficientes de Fourier de u;(2). Sea

u;(2) = Z aj(m)Ws,(mz).
m#0

Notamos que

Tou;(z) = Z aj(m)T, Wy, (mz)

m#0
= a;(m) Y Y W, (maz; b)
m#0 ad=nb mdbd d
= a;(m) dWs, ame
i T, (%)
=S W) Y e (57
k£0 8\ (k,n)

y como T,u; = n'/2)\;(n)u;, se deduce que

n'2)\;(n)a;(m) =n Z a; (%) é

d|(m,n)
Sea y/|m|aj(m) =: p;(m). Luego
mn
Ai(m)pi(m) = > p; <?> - (3.2)
d|(m,n)
En particular, para m = 1 se tiene que
pi(n) = A;(n)p;(1) (3.3)

y de aqui se deduce que p;(1) # 0,;(1) = 1. Reemplazando (3.3)) en
(3.2)), se obtiene el siguiente teorema.
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Teorema 3.2.2. Si \;(n) son valores propios normalizados de los operadores
de Hecke T,, para una forma cuspidal propia comin u;(z), entonces

Nmxm) = > A (U

d|(m,n)

3.3. Estimaciones de Valores Propios

Dado que los T}, son operadores autoadjuntos, se tiene que todos los va-
lores propios Aj(n) son reales. Ahora bien, como las series de Eisenstein son
funciones propias para los operadores de Hecke, consideremos la serie en par-
ticular con s = % +it. Por la Proposicién se tiene que, si normalizamos
el valor propio asociado a esta serie de Eisenstein por el factor n'/?, entonces
n'2ntto_gy(n) =: n'n(n) y

it —2it _ a\®
me=n Y a =30 (5)"
ad=n ad=n
el cual claramente cumple con

me| < Z

ad=n

(3

donde

De hecho, la conjetura de Ramanujan-Petersson establece que
Aj(n)] < d(n),

donde \;(n) son los valores propios que hemos considerado hasta ahora. La-
mentablemente esto sigue a nivel de conjetura. Sin embargo, se han podido
probar algunas estimaciones. Por ejemplo, en [14] aparece que

Aj(n) < d(n)n'’®,

Mientras que en las notas de Iwaniec, se consigue la potencia 1/4 (ver [10]).
Tiempo después, Bump, Duke, Hoffstein, Iwaniec, en [4] probaron que el
exponente puede bajarse a 5/28. Finalmente Kim y Sarnak, cambiaron el
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exponente 5/28 por 7/64 (ver [12]).

Dado que en las estimaciones anteriores estd involucrada la funcién d(n),
no esta demas tener alguna cota para dicha funcién. Para esto, consideremos
el siguiente hecho.

Lema 3.3.1. Sea f : N — C una funcién multiplicativa tal que f(p*) — 0,
cuando p* — oo. Luego f(n) — 0 cuando n — .

Demostracion. Notamos que la hipdtesis f(p*) — 0, cuando p* — oo quiere
decir que dado € > 0, existe una constante K > 0 tal que para todo primo
p y entero positivo k que cumple p* > K, satisface |f(p*)| < e. Afirmamos
que f es acotada. En efecto, sea

n= H Pk H P =: nins.

pFln pFln
PP<K  pF>K

Como f es multiplicativa, se tiene que | f(n2)| < e. Sea M := maxr<f | f(p¥)],
y por lo tanto | f(n)| = |f(n1)||f(n2)] < M*¥e de donde se tiene que f es aco-
tada. Finalmente, sea R = sup |f(n)|. Si escribimos n = nyny. Como antes,
entonces |f(n)| < Re, y por lo tanto se deduce el enunciado.

O
De esto se desprende que, para todo ¢ > 0, d(n) = O(n®). En efecto, para
cada ¢ > 0, consideremos la funcién f.(n) := dSZ), y notamos que para cada

a € N, se tiene que d(p®) = a+ 1. Luego f(p®) = O‘pi{j y por lo tanto es claro
que f(p*) — 0 cuando p* — oco. De esta forma se concluye que la funcién es
acotada, es decir, d(n) < k.n¢.

Por otra parte, hay una cota para los coeficientes de una forma de Maass
cuspidal, llamada la cota trivial:

Proposicion 3.3.1. Sean a, los coeficientes en la expansion de Fourier de
una forma de de Maass cuspidal. Luego,

an) = O(|n|"").

Demostracion. Sea f una forma de Maass cuspidal. Escribiendo su expansion
en series

1) = 3 any/HK, s (2nlnly)e™.

n#0
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Luego,
1
an\/ng_l(QW|’)’L|y) = / f(l' + ,L'y)e—%rnacda77
’ 0

y como f es acotada, entonces existe una constante M > 0 tal que

|anK,_1(27[n]y)| < My~'/2.

_1
2

Finalmente el enunciado se deduce después de tomar y = ﬁ, donde c es tal

que K, 1(2mc) # 0. O

1
2
De esta cota se deduce la siguiente estimacién sobre valores propios: para
todo j, existe constante C; > 0 tal que

Aj(n) < Cjn,

para todo n > 1. Lamentablemente esta cota no es suficiente para probar la
equidistribucion de puntos de Hecke. Asumiremos entonces la mejor de las
cotas anteriormente expuestas:

7

Aj(n) < d(n)nss.

3.4. Demostracién del Teorema [3.1.1]

La demostracion de la equidistribuciéon usa fuertemente la descomposicion
espectral de L?(T' \ H) en la parte continua y discreta del Laplaciano, las
cuales fueron desarrolladas en el capitulo anterior. Es decir, podemos escribir
f segin su descomposicion espectral, como

F(z) = (frupu;(z) + %/_ (f, Bx(z, % +it)) B (z, % + it) dt.

[e.e]
320 o

Ademas, recordemos que de la tltima seccién, tenemos la siguiente cota
para los valores propios de los operadores de Hecke:

Ai(n)] < d(n)ner.
Notamos que si f es constante, entonces T,,f = o(n) y

Tnf 1
_ dp = 0.
o(n)  vol(D\H) /F\Hf p=0
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Por lo tanto, el Teorema 3.1.1 es trivial en este caso. Partamos entonces por
demostrar resultados para las funciones en la parte discreta y para funciones
en la parte continua.

Lema 3.4.1. Para todo j > 1 y todo z

Toui(2)
limn—j:():/ w;(2)dp
n—oo o(n) M\H ]<)

Demostracion. Como las formas de Maass cuspidales, son ortogonales a las
constantes, se tiene que fF\H ujdp = 0. Por otro lado, como u; es funcién
propia para todos los operadores de Hecke, entonces escribimos

Touy = n'2\;(n)u;.
Usando que o(n) =>_,,d > ny d(n) =0(n%)
‘Tnuj(z)

a(n)

. 7’1,1/2)\]'

O'(n) Uj (Z)

nl/2f_pe+7/64
(o)

171
< koo 2 |uy(2)]
lo cual tiende a 0 cuando n — oo. O

Lema 3.4.2. Sea f una funcion en E(T\H) N D(I"\ H). Luego

T AN S B,

n—oo o (n) I\H

Demostracion. En este caso, podemos escribir

f(z) = /Rh(t)Eoo (z % + it) dt

con h(t) = =(f, Ex(3 + it)). También recordamos que f es ortogonal a las
funciones constantes, de donde se deduce que su integral es 0. Ademas,

TmEo(2,8) = n'o1_95(n) Ex (2, s)
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y como d(n) = O.(n%), se tiene que

Tn Z 1 1, 1 .
O-{TE’)) S E /R |o‘_2it(n)n2+ th(t)Eoo (Z, 5 + Zt) |dt
2 1
< [ dn)|h(t) Ex (z, . z’t) |dt
n Jr 2

1

con ¢ > 0. Escogiendo € < %, se deduce que esto ultimo tiende a 0, cuando
n — o0. O]

Demostremos ahora el Teorema [B.1.1]

Demostracion. 1. Sea f € C*(I'\H) y € > 0. Estudiemos la diferencia

T.f(z) 1 H
o6 - f7) 34
Sea ug = \/g . Entonces

fuouo Zquo

ad=nb méd d

= fauO UOU

s /F\H ST

_ o) d
vol(F\]I—]I) F\Hf a

luego ((3.4) es igual a

= [lgnll-

(fru)n' 2N (nu;  ne ity () 2 1 i
2 o(n) + /Rh(t)” 00 (n) B (2, 5 + it

Jj=1
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Por el Teorema 2.6.1

I* =

ui)|*\;(n

9

/ [ Bl g )} Pl ) el

47r0

n /{Z2 2e
= o)y (Z [(f, ) PR2n®n? & + = / ([ Bl 5 +Zt)>| |dt)
< k2 —14+2e+2-57 HfH2

de donde se desprende que (3.4) es menor o igual a k.n~z+eter Il v
por lo tanto concluimos la primera parte del teorema.

. Sea f € D(I'\ H) y fijemos z € I' \ H. Notamos que

o o i

= Z: <f7uj0>-nlrjAj(n)Uj(Z)+ n2 /Rh(t)nito-2it<n)Eoo(Z,%—|—it)dt

1
) ka4 a2+ b [ (BB 5 + i)

)_l

Jj=

<k (Z\ frus)ug(z \+/|h +zt)\dt>

j>1
definiendo
1
Cepft Z |(f, uj)u;(z / h(t)Ex(z, = +it)dt | € RT
j>1 R 2

se obtiene la desigualdad pedida. Dado que f € D(I'\H), la convergen-
cia es uniforme en compactos, luego, si z € K, entonces C; . y puede
ser escogida independiente de z.

. Finalmente, sea f € Co(I'\H). Sea z € I'\H y ¢ > 0. De la densidad de
D(T'\H) en L?*(I'\H), podemos encontrar ¢ € D(I'\H) tal que

sup [f(z) — o(x)] <e.

zel\H
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En consecuencia con la parte anterior del teorema

T
_tn gy d
) /F\qu M‘ <e.

para todo n suficientemente grande. Luego,

T p(e) - Of;)eﬁ(z)\
T.f(z) 1 Tao(z) 1
S o@m)  vlOE) /F\H f d’““ o)~ velm\E) /F\H M“ *

+| / o f)dM’ .

Notamos que el primer sumando es menor o igual a ¢ :

1, T, 1 az+b
Tl | S iy T el < s b)) < ¢
b méd d

Ademas, es claro que tanto el segundo como el tercer sumando, son
menores o iguales que €. Finalmente, tenemos que para todo n suficien-
temente grande,

¢(2)

< 3¢,

de donde se deduce la tercera parte del teorema.
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Capitulo 4

Equidistribucion via Teoria
Ergddica

4.1. Introduccion

La idea de este capitulo es usar métodos de la Teoria Ergddica para
generalizar en cierta medida, el resultado de la Equidistribucién de Puntos
de Hecke. En la seccién 4.3 de este capitulo mostraremos que para I' y G (por
ahora podriamos pensar I' y G como SL(2,Z) y SL(2,R) respectivamente),
una sucesién {a,}, C Comm(I') con dega;, — oo, y para todo punto = €
['\G, entonces se tiene que

1
deg a,,

St — /F e (4.1)

vel'\l'a, '

donde u¢ en este caso es la medida de Haar normalizada, y f es una funciéon
adecuada.

Si volvemos a mirar el Capitulo 3, observamos que nuestro problema es en
escencia estudiar convergencias del estilo anterior: en dicho capitulo debiamos

mostrar que

1
——T,,f converge a fdug
a(n) T\H

(atencién, aca la medida pg es la medida p sobre I'\H normalizada).

Observacién 4.1.1. Para ser mas estrictos, hay varios apuntes que hacer
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antes de pensar en una equivalencia con el problema del Capitulo 3. Aca di-
rectamente colocamos G = SL(2,R) y I' = SL(2,Z).

» La integral de la derecha en (4.1)) estd sobre I'\G y no sobre I'\H tal
como en (3.1). Para ver esto, consideramos la accion de G sobre el
semiplano superior de Poincaré, definida por

G xH> a b , 2 HaHbeH.
c d cz+d

Es conocido que esta accién es transitiva, en particular, la orbita de
1 es H. Por lo tanto ocupando el Teorema de Orbita-Estabilizador, se
deduce que hay una biyeccion

SL(Z, R)/Stabg,;(gm (Z) —H
la cual induce una biyecciéon

I\SL(2,R)/SO(2,R) — D\H,

a

pues Stabgror) (i) = {( ) _ab > ca? + b = 1} = SO(2,R).

= Recordar que en el caso del Capitulo 3, las clases basicamentes estan ca-
racterizadas por su determinante, digamos n, para todo n € N. De esta
forma, estamos pensando en clases de la forma I'a,,I', donde det a,, = n.
Recordemos que de la Proposicion dega, = o(n) de manera que
la normalizacién o(n) no era arbitraria.

Establezcamos el caso general. Sea G = SL(n,R), y sea I' un subgrupo
arimético de G (ver Definicién 4.2.3). Volvamos ahora al caso mas gene-
ral. Para cada n, sea V;, = I'\I'a,,I". Si x € I'\G podemos considerar una
medida dy, definida por

Ly

Vi — X

v, 20

y por lo tanto si x = I'e, nuestro problema se pueden entender desde el punto
de vista de la equidistribucién: la sucesion V,, se equidistribuye con respecto
a la medida p. Sin embargo, el objetivo primordial es demostrar que para
todo v € I'\G, 6f, — pua.

De esta manera, necesitamos estudiar limites débiles de medidas en algin
conjunto adecuado de éstas. Antes de estudiar esto, necesitamos considerar
nociones de grupos algebraicos y herramientas de la Teoria Ergddica que nos
permitiran estudiar dichas convergencias.
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4.2. Grupos Algebraicos

Sean k C K cuerpos con K algebraicamente cerrado, y supongamos que
tienen caracteristica 0. Recordemos que una variedad afin se entiende por
un subconjunto V' C K™ el cual es el conjunto de ceros de algin ideal de
polinomios en K{zy,...,x,]. También decimos que V' es definido sobre k,
o que es una k-variedad afin si V' es el conjunto de ceros de un ideal de
polinomios con coeficientes en k. Las (k—) variedades afines contenidas en
V' son los subconjuntos cerrados de una topologia en V, llamada la (k-)
topologia de Zariski. Si miramos una matriz de n x n con coeficientes en K
como una funcién de las entradas de la matriz, es decir en n? variables, se
tiene que GL(n, K) es un abierto en K™ .

Definicién 4.2.1. Un (k—) grupo algebraico es un subgrupo de GL(n, K)
el cual es (k—) Zariski cerrado.

Ejemplo. SL(n, K) es un Q-grupo algebraico (recordar que como charK = 0,
entonces Q C K).

Proposicién 4.2.1. Sea K un cuerpo. Supongamos que G C GL(n, K) es
un grupo algebraico y que G(k) := G N GL(n, k) es un Zariski denso en G
para algun subcuerpo k C K. Entonces G es definido sobre k.

Demostracion. Sea
I, = {polinomios de grado menor o igual a d anulando a G} .

Como GNGL(n, k) es Zariski denso en G, un polinomio p de grado < d estd en
I; siy sélosip(g) = 0 para todo g € GNGL(n, k). Podemos considerar estas
anulaciones como un sistema homogéneo de ecuaciones lineales, una ecuacién
por cada g € G N GL(n, k) donde las ecuaciones son los r coeficientes de las
ecuaciones que estan en k. Dado que hay r incégnitas, podemos encontrar r
de estas ecuaciones tal que las soluciones del sistema original son las mismas
que las soluciones de este sistema. Pero el kernel de una matriz de r x r
con coeficientes en k considerado como una transformacién lineal sobre K"
tiene una base de elementos en k". Asi, I; tiene una base de elementos con

coeficientes en k, y dado que esto es verdad para todo d, es claro que G es
definido sobre k. O

Definicién 4.2.2. Si G es un k-grupo, GG es llamado k-simple si todo k-
subgrupo propio normal es trivial.
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Los siguientes resultados seran importantes en la demostracion del pro-
blema.

Proposicion 4.2.2. Sea G un grupo Q-simple. Luego todo subgrupo de GXG,
definido sobre Q conteniendo a la diagonal A(G) :={(g,9) : g € G}, esGXG
o A(G).

Demostracion. Supongamos que G’ es un subgrupo de G x GG, definido sobre
Q, conteniendo a A(G). Sean m; : G x G — G,i = 1,2 las proyecciones a
la primera y segunda coordenada respectivamente. Notamos que ambos son
definidos sobre Q pues son polinomios con coeficientes racionales, entonces
ker m; es una Q-variedad. Ademads, como G’ contiene a la diagonal se tiene
que m(G") =G,i=1,2.

Sea H := G’ N kermy. Como kermy y G’ son definidos sobre QQ, entonces
H también lo es, y ademds notamos que H es normalizado por A(G). Para
ver esto tultimo, observemos que

(9,9)H(g7 " g7") =(9,9)G (g7 ", g " )N(g,g) kerma(g™ ', g7") C G'Nkermy = H

donde la primera contencién se produce pues A(G) C G' = (g,9)G' (g7, 97! C
G’ y por el hecho de que

(9,9)kerma(g~", g7") = {(gag™",€) : a € G} C kerm,.

Asi, hemos construido un subgrupo normal H de G x GG definido sobre Q.
Ahora bien, notamos que la imagen m(H) también es un subgrupo normal
definido sobre Q. Como G es Q-simple, entonces 7 (H) o bien es G o bien es
{e}. Veamos cada caso:

» Sim(H)={e}, entonces H = G' Nkerm C {(e,g) : g € G}. Por otra
parte G' Nkermy C kerm = {(g,e) : g € G}, de donde se desprende
que G’ Nkermy = (e,e). De esto se concluye que G' = A(G), pues si
(a,b) € G', como A(G) C G’ entonces (b7',b7') € G, de donde se
deduce que (ab~',e) € G’, elemento que al mismo tiempo pertenece

a kermy. Asi (ab™1,e) = (e,e), y por lo tanto a = b. En consecuencia
G' = A(G).

» Sim(H) = G, entonces existe a € G tal que

{(g,a): g€ G} C H.
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Por otro lado, H = G' Nkerm C {(g,¢) : g € G} por lo cual a = e,
y G’ Nkermy = {(g,e): g € G} = kermy. Como kermy C G’, necesa-
riamente G' = G X G. En efecto, supongamos que hay un (a,b) ¢ G'.
Entonces (ab™',e) ¢ G’ (pues de otro modo, si (ab™',e) € G’ como
A(G) C G, entonces (a,b) = (ab!,€)(b,b) € G’ lo cual es una contra-
diccién). Pero (ab™t,e) ¢ G’ es absurdo dado que (ab™',e) € kermy C
G'. Por lo tanto G’ = G x G.

O

Sea GG un k-grupo algebraico. Sea G° la componente conexa de la identidad
en (G, es decir, el subgrupo algebraico conexo maximal de G.

Proposicion 4.2.3. G° es un subgrupo normal de indice finito en G. Ademds,
G° es definido sobre k y todo subgrupo algebraico de indice finito en G con-
tiene a G°.

Demostracion. Ver ([2], Proposition 1.2, pagina 46). O

Observacién 4.2.1. De este hecho deducimos lo siguiente: si H es un sub-
grupo de Zariski denso y F' un subgrupo de indice finito en H, entonces la
clausura de Zariski de F', F', contiene a G°.

Usaremos esta observacién para probar la siguiente proposicion.

Proposicion 4.2.4. St H, y Hy son dos subgrupos conmensurables de un
grupo algebraico conexo G, entonces Hy es Zariski denso en G si y solo si
Hy es Zariski denso en G.

Demostracion. Supongamos que H; es denso en GG. Como Hy, Hy son con-
mensurables se tiene que H; N Hs tiene indice finito en H;. De la observacién

(4.2.1)) se deduce
G°CH NH,CH,CG

y como G es conexo, se deduce que Hy es denso. La demostracion del otro
caso es analoga. ]

Definicién 4.2.3. Un subgrupo I' de G(Q) es llamado un subgrupo aritméti-
co si éste es conmensurable con G(Z) = G(Q) N GL(n,Z).
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4.3. Una Generalizacion del Problema

Ya con todos los preliminares establecidos podemos enunciar una genera-
lizacién del teorema de la equidistribucion de puntos de Hecke.

Teorema 4.3.1. Sea G = SL(n,R)y sea I' C G(Q) un subgrupo aritmético
de G. Sea {a; € Comm(I")} una sucesion tal que lim;_,, deg(a;) = co. En-
tonces, para toda funcion f continua acotada sobre I'\G y para todo x € T'\G,
se tiene que

Z f(yz) F(9)dpa(g),

z%oo deg F G

donde g es la medida de Haar normalizada.

4.4. Limites de medidas invariantes

Como hemos discutido antes, dado que la naturaleza del problema implica
el estudio de convergencia de medidas, es necesario un resultado precisamente
en esa area. Sean G y I' como en el enunciado del Teorema 4.3.1. Sea H =
A(G) :={(g,9) : g € G} la diagonal de G, y sea {g, € G} una sucesion tal
que ¢.'T'g, N H es conmensurable con I' N H. Es posible demostrar que
existe una tinica medida de probabilidad v, en I'\G, que sea H-invariante y
soportada sobre I'\I'g,, H (ver [7], pdgina 2).

Proposicion 4.4.1. Supongamos que v,, converge débilmente a una medida
v en P(I'\G) cuando m — oo. Luego, existe un subgrupo cerrado conexo L
de G, conteniendo a H, tal que

1. v es una medida L-invariante soportada sobre T'\I'coL para algin cq €

G.

2. T'NecoLeyt es un lattice Zariski denso en coLey y en particular coLcy?

es definido sobre Q.

3. Eziste mg € N y una sucesion {x,, € I'g,H} que converge a ¢y cuando
m — oo tal que coLey ' contiene el subgrupo generado por {x,, Hx ;b - m > mq}.

La demostracién de este resultado se puede ver en [7].
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4.5. Demostracion de la Equidistribucion

Definicién 4.5.1. En general sea X un G-espacio y M un subgrupo de G.
Definimos a P(X)M el espacio de medidas borelianas de probabilidad sobre
X, que son M-invariantes.

Para cada v € P(I\G)", se define una nueva medida v sobre '\G x T'\G

3(f) = / o o hclg)an (4.2)

para cualquier funcién f acotada sobre T'\G x T'\G.
Lema 4.5.1. Se tiene que v € P(D\G x T'\G)*@. Ademds la funcién
P(I\G)" - P(T\G x I'\G)*@
ViU
es un homeomorfismo.

Demostracion. 1. v € P(D\G x T\G)*(©). Sea §() f(a,b) = f(al,bl). Por
demostrar que v(d ) f) = v(f). Notamos que

56 f) = / o Ftot abduan

haciendo el cambio g +— gl=!, h + h, y usando que ug es G-invariante
se deduce que

v(6anf) = /F . F\Gf(gl,hgl)duch(h)z /F . f(g,hg)ducdv(h) = v(f).

Por lo tanto v es A(G)-invariante.

2. Inyectividad. Sean p,v € P(I'\G) tales que v = . Sea f € C(I'\G).
Definamos la funcién F(z,y) = f(yz~!) € C(I'\G xT'\G). Como v = [

se tiene que

/ F(hgg™ " Ydpo(g)dv(h) = / F(hgg ™ Ydue(g)du(h)
NG Jra NG Jr\a

de donde
f(h)dv(h) = f(h)du(h)

NG NG
y por lo tanto v = p.
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3. Sobreyectividad. Sea v € P(I'\G xT'\G), y sea F(z,y) := f(z"'y). Sea
vy € P(I'\G) definida de la siguiente manera

w(f) = v(F) = / g T )

Verifiquemos que vy es I-invariante. En efecto, si denotamos por 6y, f (y) =
f(yh) para h € I', entonces queremos verificar que vy(6y, f) = vo(f). No-
tamos que

(Gnf) = / g ey
— / f(haty)dv(z,y) (4.3)
MNGxI'\G

- / f(ay)dv(z,y) (4.4
MN\GxI'\G

donde ([4.3)) se consigue mediante los cambios x — zh™',y — yh~ly
(4.4) se cumple pues f es I-invariante. Asi vy es [-invariante. Se afirma
que vy = v. En efecto, sea f € C(I'\G x I'\G), luego

w0 = [ [ floghduoduo(n)
NG JT\G
= Jo(h)dvo(h) (fo(h) == fp\G f(g, gh)dpc(g)dvo(h))

NG

= / folz™ry)dv(z, y)
M\GxI\G

= / / f(9, 977 y)duc(g)dv(z, y)
NG Jr\e Jra

:/ / flgz, gy)dv(z,y)duc(g)
NG Jr\a Jr\a

:/ / f(z,y)dv(z,y)duc(g) (4.5)
neJneJra
_ / F,y)dv(z,y) = v(f),

neGJrna

donde (4.5 se cumple puesto que la medida v es A(G)-invariante. Se
observa que lo anterior define la funcién inversa

PT\G x T\G)*9 3 v = 1y € P(T\G)".
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4. Continuidad (y de la inversa también). Sea {1, },, C P(I'\G) una suce-
sién tal que p,, — p y demostremos que p,, — pt cuando n — oo. Para
ver esto, consideremos f € C.(I'\G x I'\G). Entonces

/ f(9, hg)dpc(g)dpn(h) —/ f(g,hg)d,ug(g)d,u(h)‘ <
MG JING NG JI\G

o

[ (g, hg)dpn(h) — f(g. hg)du(h)‘ duc(g).
G NG
(4.6)

Definiendo

Wi(g) = F\Gf(g,hg)dun(h)— F\Gf(g,hg)du(h)

se tiene que W(g) es acotado y por lo tanto por convergencia domina-
da se deduce que el lado izquierdo de la desigualdad converge a
0 cuando n — oo. La continuidad de la inversa se demuestra analoga-
mente.

Por lo tanto la aplicacién v — v es un homeomorfismo. O

Lema 4.5.2. Sea a € Comm(I"). Si denotamos por

1
Vg i— Fga Z 52/

yeM\Tal

donde 6, es la medida de Dirac concentrada en y, entonces v, es la inica
medida de probabilidad A(G)-invariante, soportada sobre

[(e,a)]A(G) cT' x T'\G x G.
Acd [(e,a)] denota la clase del punto (e,a) € G x G, mddulo T x T.

Demostracion. Comencemos por demostrar que v, es I'-invariante. Sea h € I,
luego

wlnf) = o 3 f) = o 3 S) = ),

yeM\Tal’ yeM\Tal'
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y por lo tanto, podemos construir v,. Explicitamente

7lf) = / 19, hg)ducg)dva(h)
neJra

1

=— > (9, y9)dpc(g)
dega yel\Tar Y T\G

la cual es una medida de probabilidad A(G)-invariante. Veamos que esta so-
portada sobre [(e,a)]A(G). Para ver esto, consideremos f tal que suppf N
[(e,a)]A(G) = 0. Luego, para todo y € T'\I'al', se tiene que supp fN|(e, y)]A(G) =
(), es decir, para todo y

f(g,y9)dua(g) =0

NG
de donde se tiene que v,(f) = 0. Por lo tanto v, estda soportada sobre
[(e,a)]A(G). Notamos que 7, es unica, pues ésta es una medida de Haar
para el grupo A(G). ]

Lema 4.5.3. Sea a € G. Entonces a € Comm(I') si y solo si la orbita
[(e,a)]A(G) es cerrada y soporta una medida finita A(G)-invariate.

Demostracion. Sea a € Comm(I"). Por el Lema 4.5.2; se tiene que hay una
medida finita A(G)-invariante, soportada sobre [(e,a)]A(G). La demostra-
cién de que la 6rbita es cerrada, se encuentra en ([6], Lema 4.1). En la otra
direccion, utilizando el Lema 4.5.1, como hay una tnica medida soportada
sobre [(e,a)]A(G), la cual es 7,, entonces podemos construir su preimagen
dada por v, = @ ZyEFaF dy. Dado que v, es una medida finita, bien defi-
nida, no nula, se deduce que dega < co. Por lo tanto [I' : T Na"'Ta] < oo,
de donde [al'a™! : T Na"'Ta] < oo, es decir, a € Comm(T). O

4.5.1. Demostracion del Teorema 4.3.1

Sea {a;},.y C Comm(G) tal que dega; — 0o. Sea X = (I' x I')\(G x G)
y definamos

- X, si X es compacto
| XU{oo}, en otro caso.

donde X U {00} es la compactificacién por un punto de X. Como P(X) es
compacto con respecto a la topologia débil *, de los lemas anteriores se deduce
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que es suficiente mostrar que, asumiendo que la sucesién {7,, } converge a v €
P(X), entonces v es G X G-invariante y soportada sobre X. Para mostrar que
v esta soportada sobre X, demostremos que para cada i, 7,, esta soportada

sobre X. Sea f con soporte compacto, tal que
suppf N X = 0.

Luego, necesariamente, f(z) = 0 para todo = € X. Por lo tanto, es claro que

/deﬁ,:o

de donde se tiene que v es soportada sobre X.
Teorema 4.5.1. v = ug X .

Demostracion. Sean
F= {(gyaigai_l) ‘g € F} = (G,ai)A(F)<€,CLi—1),

y ~
F = (e,a;)A(G)(e,a; ") N (T x T).

Notemos que F' = I' y que E es isomorfo al conjunto de elementos de T"
normalizados por a;, es decir F = T'Na; 'Ta;. Como a; € Comm(T') se tiene
que F es conmensurable con F.

Ademés notemos que F es Zariski denso en (e, a;)A(G)(e,a; '), pues A(T)
es Zariski denso en A(G). Utilizando la Proposicién 4.2.4, como F' es Zariski
denso en (e, a;)A(G)(e,a; ") y F conmensurable con F, entonces F es Zariski
denso en (e, a;)A(G)(e,a; ). Por otra parte, como

F C(e,a)A(G)(e,a; ") N (G x G)(Q)

se deduce que

F C (e,a;)A(G)(e,a;)(Q).

Asi, por la Proposiciéntenemos que (e, a;) A(G)(e, a; ') es un Q-subgrupo

de GxG. Como G es Q-simple, se deduce que los subgrupos A(G) y (e, a;) A(G)(e,a; ")
son subgrupos definidos sobre Q cerrados conexos maximales. En efecto, sea

T subgrupo definido sobre Q tal que A(G) C T. Por la Proposicién 4.2.2,

T = A(G), o bien T = G x G. Andlogo para (e, a;)A(G)(e,a; ). Por lo
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tanto, son subgrupos maximales definidos sobre Q. Es claro que ambos son
cerrados y conexos. En consecuencia, utilizando la primera parte de la Pro-
posicién[d.4.1con H = A(G), se desprende que 7 es G x G invariante o A(G)
invariante soportada sobre una 6rbita A(G), para algin = € X. El primer
caso es el que estabamos buscando y por lo tanto intentamos descartar el
segundo. Utilizando la tercera parte de la Proposicién [.4.0] se deduce que
existe una sucesiéon y; € I' x I' y un ¢ € N tal que:

yj(e,aj)A(G)(e,aj_l)yj_l = (e,a;) A(G)(e,a; ")

para todo j > 4. Asf (e,a; ")y;(e,a;) € Naxa(A(G)) para todo j > i. Co-
mo A(G) tiene indice finito en su normalizador en G x G, se deduce que
(e,a; V)y;(e,a;) € A(G) para infinitos j. Asi, para infinitos b; € A(G)

(e, a; Vyj(e, a;) = by = y;(e, a;) = (e, a:)b;.

Pero como y; € I' x I' y b; € A(G) de donde se deduce que [(e, a;)]A(G) =
[(e,a;)]A(G), es decir,

(T x T)(e, a;)A(G) = (T x (e, ;) A(G)

para infinitos j, y en consecuencia I'a; = T'a; para infinitos j. Lo tultimo
implica que dega; es constante para infinitos j, lo cual es una contradiccién
con el hecho de que dega; — oo cuando j — oo. Por lo tanto, la tinica opcion
valida es que v sea G x (G invariante, es decir, la medida de Haar asociada a
G x G, de donde se deduce el Teorema.

O
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