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Introduccion

En general, el hamiltoniano de un sistema cudntico es matemadticamente un ope-
rador autoadjunto en un espacio de Hilbert adecuado, que en la mayorfa de los casos

de relevancia Fisica corresponde a un operador de la forma H = —A + V(z), z €
R™. En este trabajo estudiaremos el correspondiente modelo unidimensional, # =
d2

— 3 + V(z), con H actuando en L?(R) con dominio un subespacio de él.
iy

El fenémeno de resonancia ocurre cuando este operador hamiltoniano H posee
“casi” vectores propios. La existencia de un vector propio se traduce, en la dindmica
que genera H, en un estado estacionario y por lo tanto con un tiempo de vida

infinito.

Por otro lado, la presencia de estados resonantes se traduce en la existencia de
estados que viven una cantidad de tiempo muy grande no siendo ellos valores propios

de H.

La existencia de resonancias y su relacién con el decaimiento exponencial para
2

el caso de hamiltonianos de la forma I = 3 + V(z); en la semirrecta y con la
condicién de Dirichlet ¢(0) = 0, ha sido estudiada por varios autores. La condicién
de Dirichlet »(0) = 0 corresponde a colocar una barrera de potencial de altura
infinita en z = 0 y por ende ¢l movimiento se restringe a la semirecta [0, oo}

Por ejemplo, Lavine en [10] demuestra que ciertas soluciones resonantes presen-
tan un decaimiento casi exponencial en el tiempo. Explicitamente, si V{z) es una
funcién acotada, positiva y con soporte compacto, entonces una solucién truncada
y normalizada en L*([0, R]) de la ecuacién diferencial Hy = zp, donde z = a — if3
corresponde a un polo de la continuacion analitica de la resolvente.

Varios trabajos han estudiado hamiltonianos que involucran barreras de potencial
de altura fija y ancho creciendo al infinito, es decir,

Vo= @ Xia,a+n) Voo = @ Xjo,00) s @ > 0

donde x; denota la funcién caracteristica del conjunto I.




En [1], [4] se estudia este problema, para,
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d d
H, = "&56—2‘?‘ Vilz)y Ho = T + Ve ()

actuando L*(R*) con condicién de Dirichlet (0) = 0. En [4] se demuestra que H,,
converge a H, en el sentido fuerte de la resolvente.

Notemos que cada operador H, es absolutamente continuo, mientras H,., tiene
valores propios. Esto prueba la existencia de estados para los cuales hay un de-
caimiento exponencial aproximado en el tiempo.

En nuestro trabajo, probaremos el mismo tipo de convergencia para una sucesién
{Vn}n de potenciales que no tiene soporte compacto v que satisfacen las siguientes
propiedades:

P1) [Va(z) < e@*2)e, 850, ¥ne N

P2} sop [V.(z)] = [0, 00), no compacto.

En nuestra formulacién los correspondientes operadores autoadjuntos H,, y Ha,

estan dados por:
d? d?

—_ Vn . Hoo —_ —28x
dz? + Valo); dz? te

Especificamente se demuestra que la resolvente saliente de H,, converge. Es decir,

(Hy — 2°)7" - (Hoo — %)™ en L¥([0, R))

H, =

con lo cual se generaliza, para esta clase de operadores H,, que satisfacen P1) - P2),
los resultados obtenidos para soporte compacto en [4].

A continuacién, describimos brevemente el contenido de cada capitulo.

El Capitulo 1 estd dedicado a presentar la ecuacién estacionaria de Schrodinger
en R y enunciar las definiciones y resultados necesarios con el fin de formular nuestro
problema en el lenguaje matemadtico moderno.

El Capitulo 2 tiene como objetivo fundamental demostrar la existencia de fre-
cuencias dispersivas para potenciales de soporte no compacto. Los resultados mais
importantes son Teorema 2.01 y Teorema 2.03.




Finalmente, en Capitulo 3, para una sucesién de potenciales {V..}. que satisfacen
las condiciones P1), P2}, se prueba que el vector propio del operador H,, actua “casi
como vector propio” para los operadores H,,.

La demostracién necesita resultados previos que estn explicitados en Lema 3.1.7
y Lema 3.1.8 y lo esencial en ella consiste en verificar previamente que la resolvente
saliente (continuacién meromorfa de la resolvente del operador H,) converge fuerte-
mente a la resolvente usual del operador Hy, en L*([0, 0o]). Esto significa que hay
una cierta estabilidad entre los valores propios del operador H., y las frecuencias
dispersivas de los operadores H,, en el sentido de que éstas se encuentran cerca de
los valores propios del operador H,,.
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Capitulo 1

La ecuacién estacionaria de
Schrodinger en R

La ecuacién estacionaria de Schrédinger en R es la ecuacién

a2y 2
d—;§+?m(E—V($))v,/}:0, (1.1)

donde la variable z € R, £ es la constante de Plank y m es la masa de la particula.
El pardmetro E es llamado la energia de la particula y la funcidn V{(z) es lamada

la energia potencial de ella. En el caso que V(z) = 0, para todo z € R, la particula
se dice que es libre.

Una solucién ¢ de (1.1) para la cual

| =1

o0

representa desde el punto de vista de la fisica un estado ligado, en el cual las medi-
ciones fisicas son estacionarias.

Por otra parte, cuando la solucién 4 de (1.1) no estd en L*(R), la energia E
esta relacionada con los estados dispersivos de la ecuacién de evolucién asociada.

Para V' un potencial que es constante en un intervalo, V(z) = V;, a < z < b,
se puede calcular las soluciones de la ecuacién (1.1). Uno de los fendmenos carac-
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teristicos de la mecénica cudntica se ven reflejados en este ejemplo. Si la energia es
pequena comparada con V; es decir, A < V; entonces después de atravezar la regién
a < 1 < b, la particula libre *** se descompone es dos pedazos , uno que continda
su trayectoria y otra parte que se refleja, es decir,

A(k)e*® + B(k)e ™"

Por otro lado si la energia es grande, es decir A > 1}, Ia parte que se refleja es
pequeiia. Para més detalles se puede consultar [13].

A continuacién analizaremos con cierto detalle los casos que nos interesa estudiar,
a saber, los casos de energia pequefia y de energia grande.

1.1. Energia pequena: E <V

Consideremos un potencial definido por:

{VO si|z] <a (1.2)

0 s jzj>a
donde V; es una constante positiva.

Para simplificar las constantes llamemos por oy = %m , A2 = apFE v k2 = apVh.
Con esta notacién la ecuacién (1.1) se descompone en las dos ecnaciones siguientes:

"&Eé“-i"/\d}—o, x| > a (1.3)
d2
Y e —By=0, il <a (1.4)

dz?

Denotemos por Hy, H; los operadores diferenciales de segundo orden siguientes

d?
= ~za

d2
H = ~a§+k3



Solucionar las ecuaciones (1.3), (1.4) corresponde formalmente a solucionar los
problema de valores propios correspondientes, es decir, encontrar estados o vectores
Yo, %1 € L*(R) de tal manera que Hyhy = My, para || > a y Hyy = A2 para
|z| < a.

Por otro lado sabemos que la ecuacién (1.3) tiene soluciones de la forma
W(x) = Acoskz + Bsenkx

mientras que la ecuacién (1.4) tiene soluciones con decaimiento exponencial en L*(R)
dadas por

Y(z) =Ce™*, z>aq,
P(z) = Det* | z < —a

donde k = \/k — A2, ya que E < Vj.

Estamos interesados en encontrar soluciones ¢/(z) € H%(R) , es decir, tanto la
funcién como su derivada distribucional son funciones en L?(R), lo cual implica
que tanto 3 como ' deben ser funciones continuas. Por lo tanto las soluciones de
ambos problemas (1.3), (1.4) deben pegarse adecuadamente. Esto es, para z = a
debe cumplirse que

Acoska + Bsenka = (Ce %
—Aksenka + Bkcoska = —kCe ko

y para x = —a se debe tener que

Acoska — Bsenka = De*e
Aksenka + Bkcoska = kDe %@

Las constantes se pueden elegir con la condicién AB = 0, obteniéndose dos tipo de
soluciones

B=0,D=C, resultando que (z) es par, o
A=0,D=-C, resultando que ¢(z) es impar.

Esto muestra que para el caso de energia pequefia con un potencial tipo barrera
dado por (1.2) se pueden encontrar soluciones en H%(R).
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1.2. Ecuaciéon de Schrodinger. Energia grande:
E >V

Consideremos las constantes ap, A, ky definidas antereiormente y consideremos
un potencial V(z) con soporte compacto sop V(z) = [0, g

32715 + Ap(z) =0, z¢sopVi(z) (1.5)
&y,
—5 + (@) =0, z€0,d] (1.6)

En ambos casos se tendra soluciones linealmente independientes del tipo.,
Pi(z) = A%, §_(z) = Be % (1.7)

respectivamente. Estas soluciones describen el movimiento a la derecha y a la izquier-
da de la particula respectivamente.

Para r a la izquierda de sop V{(x), la ecuacién (1.4) coincide con la ecuacién de
la particula libre.

1, (z) = Ae™® es llamada particula entrante por la izquierda.
¥_(z) = Be™® es llamada particula saliente por la izquierda.

Analogamente, para z a la derecha del sop V(z) la ecuacién (1.6) coincide con
la ecuacién de la particula libre.

wo(z) = Ae*® es llamada particula saliente por la derecha.
¥_(z) = Be™*® es llamada particula entrante por la derecha.

Fisicamente se dice que: Be*® es la onda reflejada en la regién z < 0y Aet*® eg
la onda transmitida en la region z > a.

Laa siguiente seccién tiene como objetivo enunciar las definiciones y resultados
necesarios con el fin de formular nuestro problema en el lenguaje de operadores.
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1.3. Preliminares y notaciones

Sean X e Y dos espacios de Banach y 7' : X -+ Y un operador lineal de X en V.
Denotaremos por D(T') el dominio del operador T, donde D(T') es un subespacio

lineal de X.

Recordemos que un operador lineal 7' : D(A) — Y es densamente definido si
D{A) es denso en X.

Para el caso de un operador 1" con dominio D(T") = X se dice que es acotado si
y sélo si existe €' > 0 tal que para cualquier f € X

ITflly < Cllflix

Para un operador acotado se define la norma del operador como

(T = f{C - TSI < ClIFI}

Asociamos a un operador 7' con dominio D(T) su grafico que consiste en el
subconjunto de X x Y

M@ ={(f,Tf): f € D(T)}

Un operador 7' : X — Y con dominio D(T) se dice cerrado si su grafico es un
subconjunto cerrado de X X Y en la topologia inducida por las norma ||(u,v)|] =
(lull% + I3 )72,

El Teorema del Grafico Cerrado afirma que si un operador cerrado tiene como
dominio todo el espacio X entonces el operador debe ser acotado.

En particular un operador lineal densamente definido T : X — Y es cerrado
si para cada sucesién convergente {z,} C D(T} con lim z, =y y lim Tz, = y
n—00 n—oo

entonces ¢ € D(T) y Tz =y.
Denotamos por £{X,Y) la familia de todos los operadores lineales y acotados

de X en Y y por £(X) cuando X =Y. El conjunto L(X,Y") es un espacio vectorial
normado con la norma ||T'||, el cual es ademds completo si el espacio Y es un espacio

de Banach.
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A todo operador T : X — Y lineal con dominio D(T) se le asocia en forma
natural tres subespacios lineales:

i) D(T) C X, dominio de 7.
ii) Ran(T) CY,rangodeT, Ran(T) ={y €Y : y="Taz, alginz ¢ D(T)}.
iii) KerT C X, Kernel de T', Ker(T) = {z ¢ D(T) : Tz = 0}.

Definicién 1.3.1 Un operador lineal T : D(T) C X — X es inverlible si T tiene
una imversa acotada definida en todo X. Al operador inverso lo denotaremos por

T

Observar que el inverso de un operador no acotado T' es un operador acotado, es
decir, 77! esta definido en todo el espacio X y ||T'z|| < C para todo z € X.

Definicion 1.3.2 Sea T : X — X un operador lineal con dominio D(T) C X.

1. Elespectro de T, o(T) ={A € C : (T — AI) es no invertible}.
2. El conjunto resolvente de T, p(T) = {A € C : (T — Al) es invertible}.

8. S8i A€ p(T) entonces la inversa de (T — M) es llamada la resolvente de T' en
A y escribimos Rp(\) = (T — AL

Obsérvese que: o(T)Up(T) =Cy o(T)YNp(T) = ¢.

Una funcién h : Q — L(X), 2 un abierto de C, se dice que es analitica en Ay € {2
si A{A) tiene una expansién en serie de potencia en (A —~ Xg), con coeficientes en
L{X), la cual converge en la norma de £{X) con radio de convergencia diferente de

cero.

Como p(T') es un subconjunto abierto de C podemos aplicar la definicién de
analiticidad a la resolvente Rr(A), resultando que ella depende analiticamente del
pardmetro A. Esto es, existen operadores acotados 7T, tal que

o0

T(A) =) (A= 2o)"Tn

n=0
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La no invertibilidad de (T'— AT) se produce en los siguientes tres casos, generando
cada uno de ellos diferentes clase de espectro:

1. Ker(T — M) # {0}, es decir, (7"~ AJ) no es inyectiva.

2. Ker(T'—AI) = {0}, Ran(TAJ) es denso pero (T — AI) tiene una inversa que
no es acotada.

3. Ker(T'— AI} = {0} pero Ran(T — A) no es denso, en este caso (7"~ A)~!
existe y puede ser acotado sobre Ran(T — X), pero no es densamente definido
y 1o tiene extension tnica como operador acotado sobre X.

Definicién 1.3.3 Sea T': X — X un operador lineal con dominio D(T) C X.

1. 8i A€ o(T) es tal que Ker(T — X} # {0}, entonces A es un valor propio de
T y cualquier w € Ker(T — X), u # 0, es un vector propio de T para )\ y
satisface Tu = du.

Ademds, dim( Ker(T — X)) es lamada la multiplicidad geométrica de A y
Ker(T — X) es el subespacio propio de T asociado al valor propio .

2. Bl espectro discreto de T, 04(T) es el conjunto de todos los autovalores de T
con multiplicidad (algebraica) finita, los cuales son puntos aislados de o(T).

3. El espectro esencial de T es definido como

Uesc(T) = J(T) \ gd(T)

Observaciones.

= Para el caso en que dim X < oo se sabe que si (7" — A) es inyectiva ella es
automaticamente epiyectiva y por lo tanto invertible con rango todo el espacio.
Por lo tanto, o(T) = a4(T).

v 0(T) = 0e(T) U oy(T). Notemos que o0.,(T) puede contener valores propios
de T'. Por ejemplo, un valor propio de multiplicidad infinita o uno que sea el
limite de una sucesién de valores propios es un elemento de o.,(7).
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= El conjunto de todos A € o(T) tal que A no es un autovalor pero Ran(T — A)
no es denso es llamado espectro residual de T.

oes(T) ={A€C : Ker(T—X)={0} y Ran{T — A) no es denso}

Muchos de los mas importantes operadores que se estudian en Fisica Matematica
2

son no acotados. En particular trabajaremos con el operador 7
Z

d?
Ejemplo. El operador 73
El espacio de Hilbert base para este operador es # = L?(R). Como no toda
funcién de L*(R) es dos veces derivable debemos restringir el operador a un do-
minio adecuado de L*(R) de tal manera que é! esté bien definido en ese dominio.
Necesitaremos que el dominio sea denso en L#(R).

2

d
Llamaremos Ag al operador lineal ~ o5 con dominio D{Ay) = C§°(R), las fun-

ciones continuas de soporte compacto en R. Este dominio es un subespacio lineal
denso en L*(R).

. d? .
Otro dominio para 9 es por ejemplo H*(R) que corresponde al espacio
definido por:

H*(R) = {f € L*(R) : las derivadas distribucionales f, f € L*(R)}
Notar que H2(R) es un espacio de Hilbert.

1.3.1. Operadores autoadjuntos

En lo que sigue, H denotard un espacio de Hilbert complejo v separable con
producto interno <, >. Sea T : # -~ H un operador densamente definido en H con

dominio D(T).

Definicion 1.3.4 Sean T y Ty operadores lineales densamente definidos sobre H.
Diremos que 11 es una extension de Ty y se escribe Ty C Ty, si y solo si ') C

(7).
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Equivalentemente,

Definicién 1.3.5 Sea T un operador densamente definido sobre H. Sea
DI™)={eeH : eN: Ty, )= (¥,n) V¢ D)
Defininos el operador adjunto T* de T, T* : D(T*) — H como sigue:
p=>Tp=n
Definicidn 1.3.6 Un operador densamente definido T sobre H es llamado simétrico
si T"CT*. Es decir,
DT cDIT)y To=T"¢, YeeDT)

Es decir, T es simétrico si y sélo si (Tp,v) = {p, T), para todo @,v € D(T)

Definicién 1.3.7 T es llamado autoadjunto si T = T*. Es decir,

T es autoadjunto < [T es simétrico y D(T) = D(T*)]
A partir de estas definiciones vemos un operador T autoadjunto satisface:

Teorema 1.3.1 Sea T' : H — H autoadjunto. Entonces 0(T) C R, 0res(A) = ¢.
Ademds los veclores propios correspondientes a valores propios distintos son ortogo-

nales.

Ejemplo: A = ~2; es un operador simétrico con dominio D(Aq) = C(R). Sin
embargo esto no basta para que sea autoadjunto.

El problema a enfrentar consiste en determinar dominios para los cuales un
operador simétrico sea autoadjunto. En general esta pregunta es dificil de contestar.
Sin embargo podemos restringir la bisqueda a los operadores cerrados. Para ello
mencionamos el siguiente resultado,
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Proposicién 1.3.1 Sea A un operador densamente definido. La clausura A de A
es un operador simétrico.

El siguiente teorema da un criterio de cuando la propiedad de ser autoadjunto
se preserva bajo perturbaciones simétricas. La demostracién puede encontrarse en
[12]. En este trabajo utilizaremos el corolario del siguiente teorema.

Teorema 1.3.2 (Kato-Rellich) Sea A un operador autoadjunto con dominio D(A)
y sea S un operador simétrico con dominio D(S) con D(A) ¢ D(S). Supongamos
que existen constantes no negativas a,b en R de tal manera gue

|Sv]| < allAvi| + b||v]l, para todo v € D(A)
Entonces A+ S es un operador autoadjunto.

Su demostracién se puede encontrar en [8], [12]. En particular nos interesa la
sigulente consecuencia,

Corolario 1.3.1 Sean A un operador autoadjunto y S un operador acotado. En-
tonces A+ S es autoadjunto.

La demostracion es directa puesto que por ser S acotado su dominio es todo el
espacio, luego D(A) C D(S). Por otro lado tomando a = 0 y b = ||S]], la norma del
operador S, se obtiene la desigualdad que se necesita.

1.3.2. El operador de Schrodinger

En esta seccién plantearemos la ecuacién de Schrédinger (1.1) desde el punto de
vista funcional. Para ello representaremos la ecuacién como un problema de valores
propios de un operador. Para lograr este objetivo es necesario definir los espacios
donde el problema esta bien puesto y los dominios donde el operador es autoadjunto.

Una referencia actualizada acerca de los operadores de Schrédinger es [6] donde
se puede consultar la mayorfa de los resultados que aquf se presentan.
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Por simplicidad en (1.1} adoptamos la notacién 1 = 2}1_7;1 donde h es la constante
de Panck. Luego, la ecuacion de valores propios
d?
Y+ (= V(2 =0

se transforma en términos de operadores en:
Hyyp = 3210

dZ
donde H, = —o V(z), con D(H) C L*(R) = H.
Luego, si elegimos un dominio donde el operador Hy sea autoadjunto podremos

asegurar que los valores z para los cuales el problema de valores propios tiene solucién
estan en el eje real.

2
Es conocido el resultado , Hy = —— con dominio D(Hy) = H%(R) es un opera-

dor autoadjunto, ver [8], [12]. Ademds como aplicacién tenemos el siguiente criterio
para garantizar que la perturbacién del laplaciano, por un operador de tipo potencial,
siga siendo autoadjunto con dominio H?(R). :

Proposicién 1.3.2 Sea V' una funcidn real en L>®(R). Llamemos Hy al operador
que actia como:

Hyf=Hof +Vf
para todo f € H?(R). Entonces Hy estd bien definido sobre su dominio D(Hy) =
H%(R) y es un operador autoadjunto.

Este resultado es una consecuencia directa del Teorema 1.3.2 (Kato—Rellich). Re-
sumiendo, perturbaciones por potenciales V € L®(R) de Hy = _d_d;—z con dominio

H?*(R) producen operadores autoadjuntos en el mismo dominio.

En este trabajo los potenciales que consideraremos son funciones en L®(R), de
tal forma que el problema de autovalores para Hy estd bien definido v ademés el
especto de Hy es un subconjunto del eje real.
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1.4. Frecuencias dispersivas

Para un operador autoadjunto H se sabe que la resolvente Ry(z?) = (H —
z?)7! es un operador analitico de p(H) —» L(#H), donde L{H) = {T : H — H
T lineal y acotado}.

De esta manera podemos definir Ry (2?) : L2(R) — L?*(R) por
f= Ry f=0.

Como H es autoadjunto su espectro ¢(H) es un subconjunto del eje real. Ademsis
z € o(H) st z es una singularidad de Ry(-). En otras palabras, tenemos que Ry(-)
es una funcién analitica en el semiplano superior que puede ser extendida a una
funciéon meromorfa en la regién {z € C : Im z > —a}, con a > 0. De esta manera
las frecuencias dispersivas corresponden a los polos de la extensién meromorfa de

Ry(:).

A fin de extender Ry(-) debajo del eje real debemos encontrar z € C con Imz < 0
que haga posible resolver la ecuacién Hiy = z%1), para ello la estrategia usual es
buscar un subespacio en L?(R) (por ejemplo, C,(R) como dominio de Ry(:) y un
espacio (por ejemplo, H*(R)) donde es posible resolver Ry (2%)f = .

Aquellos z € C con I'm z < 0 que cumplen lo anterior se les llama Frecuencias
Dispersivas para H y la resolvente asociada se le llama Resolvente Saliente de H.

2
Para la sucesién de potenciales V,(z) = nxpavo(z) v Hy, = —a + Va(z),
actuando en L*([0,00)] , con condicién de Dirichlet ¢(0) = 0, Emch y Sinha en

[6] demuestran que H,, converge en el sentido fuerte de la resolvente al operador
2

H,, = H; & Hg donde H; es el laplaciano 52 en el interior de la barrera [0, 7],
2

con condicién de frontera ¢(0) = ¢(n) = 0 y Hg es también ~ g Pero actuando
X

en el exterior [ + a, c0) con condicién de Dirichlet (7 + a) = 0.

Por otro lado, P. Covian [3] estudia el caso en que la altura de la barrera se
mantiene fija mientras su ancho crece al infinito. Mds precisamente

dZ

"'&?EE + Va, I/n(l') = € X[a,atn), @ > 0.

H, =
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v la barrera infinita H,, = ~3 + Voo (%), Voo (%) = @ X[0,00)-

Adem3s, Covian en [4] demuestra que cuando n tiende a infinito H, converge a
Hy, en el sentido fuerte de la resolvente. Mas propiedades de esta convergencia se

estudian en {1].

Estamos entonces en la situacién donde se espera que se manifieste el fenémeno
de resonancia, en el sentido de establecer la existencia de estados para los cuales
haya un decaimiento exponencial aproximado.

Nuestro propdsito es demostrar la convergencia de la resolvente saliente para
potenciales del tipo

Vi{z) > 0,V(z) <e™™,5>0; sopV(z)=10,00)
con V potencial no necesariamente de soporte compacto.

De esta manera podemos establecer que en cierto sentido existe estabilidad en-
tre las frecuencias dispersivas de los operadores H,, y los valores propios de H, v
también entre los estados resonantes de H, y los vectores propios de H,,.

Este resultado es importante puesto que en Mecanica Cudntica los potenciales
de interés son en general de soporte no compacto.
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Capitulo 2

Existencia de frecuencias
dispersivas para potenciales de
soporte no compacto

En este capitulo daremos tres definiciones equivalentes de frecuencias dispersivas
y luego probaremos la existencia de éstas, para potenciales de soporte no compacto.

En este capitulo consideramos el laplaciano Hy = —d‘% con dominio H?*(R) y
condiciones de Dirichlet en z = 0, de tal forma que Hy es autoadjunto.

Definicién 2.0.1 Sea Hy = Hy +V(z) en L*[0,00) un operador autoadjunto. Una
frecuencia dispersiva para el operador hamiltoniano Hy es un niimero complejo z =
A=1i€, € > 0 el cual es un polo de la continuacién meromorfa del operador resolvente
desde el semiplano superior al semiplano inferior como se planted en seccidn 1.4.

Es decir,z = A — i¢, € > 0 es una frecuencia dispersiva si el siguiente problema de

autovalores
{ Hvy = (A—ie)®y, z>0
$(0) = 0
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tiene una solucidn saliente no trivial (1(z) = « €”*® cuando £ — co). Dicha funcién
es llamada estado resonante o solucion resonante.

Se observa que la condicidn de solucién saliente es equivalente a |1h(z) —ei*2| < ¢
cuando z — oo que es lo que obtendremos para potenciales de soporte no compacto.

In esta seccién probaremos la existencia de estos polos (frecuencias dispersivas)
cuando el operador hamiltoniano H posee un potencial del tipo

(H) V(z}>0, V(z)<e™, s>0, sopV(z)=][0,00)

Recordemos que si G(x,y) es una funcién de Green de un operador diferencial
L, es decir, si Lu = §{x — y) entonces u(z) = [ G(z,y)h(y)dy es una solucién de
Lu = h, para cualquier funcién % con decaimiento suficiente en infinito, en particular
valido para h una funcién de soporte compacto.

Veamos que la funcién de Green del problema correspondiente entrega una solu-
cidn saliente.

Dado z,y > 0, z € C, afirmamos que la funcién
K(z,y,2) =~ {e=0l — greiervl}

- 2 .
es la funcién de Green para el operador —&f‘x—z — 2%, Para ello debemos verificar que

(_55_2. _ z2) K(z,y,2) =d(z —y)

En efecto, suponiendo z > y > Ose tiene que [z —y| =2 —y, |2+ y| =z +y, v
se verifica directamente que
dQ

‘“@[K(ﬂf, y,2) — 22 K(x,y,2)] = —2%¥(z — y) + 22ei@t)

+22etEE=y) _ 2giaty) _
= §(z—y), paraz#y.

Més adn, es posible demostrar que [ Luw(y)dy = ¢(z), para toda funcién ¢ definida,
y continua en R™ de soporte compacto. Asf resulta que K(z,vy, z) es una funcién de

2
Green para —£; — 2%,
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En otras palabras dada f : R™ — C, con decaimiento suficiente en infinito, la
funcién wu,

umwzﬁmkwa%afwwy

es solucién del problema:

=
—Z U
U

u(z) = — /0 e £ (y) dy + [ el () dy

2
0) = 0

0
ol
Il

e
8
\%
je=)

(2.1)

g

0
oo

- _eiza:/ e—zzyf(y) dy _ e—isz eizyf(y) dy + ez‘sz eizyf(y) dy

t

Entonces cuando |z} es grande y f de soporte compacto, —e™% [* ¢! f(y) dy se
anula y se obtiene que u{z) = we®®® con « € C. Esto significa que la funcién de
Green entrega soluciones salientes de {2.1).

Por otro lado si » es una solucién resonante significa que el problema siguiente:
—u'+V(z)u = 22u+ flz), z>0

u(0) = 0 (2.2)
u(z) = e, z-—00,a€C

-1
. . . . . 2
tiene una tunica solucidn que coincide con la resolvente, (—f? +Viz) - z2) £,
con Im z < 0. Observemos que la ecuacién (2.2) se puede reescribir como sigue:

—u"' —Zu=f-Vu

Entonces la solucién u debe satisfacer la ecuacién integral

mm=£me%amm—vwmw@

Examinemos algunas propiedades de Lyu(z) = — fﬂoo K(z,y)V(y)u(y) dy, con
K(SE, y) — _eizlmmyi -+ ez’z[m+yl
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a) Silm z > 0 entonces K(z,y, z) decrece exponencialmente cuando |z] — co.
b) Si Im z = 0 entonces K (z,y,z) € L™, y ademds || Ko < 2.

¢} 8iIm z < 0 entonces K(z,y,z) crece exponencialmente cuando |z] — oo.

A partir de estas propiedades para el kernel K (z,y, 2) se ve claramente que si VV
tiene soporte compacto Ly tiene sentido para cualquier u, por ejemplo: para u € L?,
o u continua o u € H?(R).

Para el caso en que V' no tenga soporte compacto el problema es més complicado.
Para tal efecto impondremos una condicién del tipo |V(z)| < Ce™**. Con esta
condicién obtenemos que si z = a + b,

leizyefsa:[ S e—bye—s:c

con lo cual obtenemos que K(z,y, 2}V decae exponencialmente para z en la regién
{Im z > —s/2}. Esto nos permite aceptar funciones u que crezcan exponencial-

mente.

De esta manera obtenemos otro criterio para la existencia de frecuencias disper-
sivas, es decir, z es frecuencia dispersiva si en (2.2), f(z) = 0, y ademds la ecuacién
integral

/K:cy,z)V y)dy = /K:cy, W (y)u(y)dy

tiene solucién no trivial, donde K = —K. En resumen hemos probado lo siguiente:

Proposicién 2.0.1 Sea z = A —i¢, € > 0 z es frecuencia dispersiva si y sdlo si la
ecuacion integral

_ f " R(z,0,2)V (@)uly)dy (2.3)

tiene alguna solucidn no trivial. Esta solucidn u esté en H*(R) y decae ezponencial-
mente.

Es asi como el problema de encontrar frecuencias dispersivas para el potencial
V' se reduce a encontrar soluciones de la ecuacién integral (2.3) con V potencial
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satisfaciendo las condiciones (H). Ahora nos abocaremos a definir los espacios donde
esta ecuacién tendrd solucidn.

Consideremos el espacio
X= (e Lu®) [ [0t ds < oo}
0
donde p(z) es la funcién peso dada por p(z) = e#* con 5 > 0.

Se definen el operador integral Ly (z) : X=X

/ K(z,y,2)V(y)¢(y)dy
Notemos que si z = A — 7€, z es una frecuencia dispersiva si y sélo si 7 es vector
propio de Ly (z) con valor propio 1, es decir, Ly (2)y = ¢.

A continuacién probaremos la existencia de soluciones de Ly {z)t) = .

Teorema 2.0.1 Sea z=a 13, 8> 0y V un potencial que satisface
V(z) >0, V(z) <e™, 8> 0, sopV(z) = [0,00) ,5 — 23 > 0.

Entonces Ly(z) es un operador compacto en X.

Demostracion. Usaremos el siguiente resultado.

SigG € L*(X? dx®dz) y Ly esté definido por Ly (z = [7G(z,y, 2)9(y) pu(y)dy
entonces Ly (z) es un operador compacto en X.

En nuestro caso,

/ K(z,y, 2)V (y)9( y)dy—/ K (z,y, 2)e™V (y)(y)eVdy.
Luego bastard con demostrar que G(z,y) = K(z,y,2) e¥V(y) € L?(X?,dz & dz).

En nuestro caso K(z,y, z) = =¥ — ¢#lovl y por ende debemos estimar:
o0 o0 _
[/ R, IV )Py ) s (24)
0 0
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donde para = > ¥,

|K(z,y,2)]* = |ein1‘—y| — eiZIfr-l-yIF = |ei=T (e — giv)|2

Como z = o —if , izx = tax + Jz, luego
K (w,y,2)P = ](e7 - )

Reemplazando en (2.4) se logra que
I = / e2hr (f e — eizy[2 IV(y)IQesydy) e dx (2.5)
0 0

Por otro lado, se tiene que:

|€—izy _ eizyl

[

Yod
My iz 0
[ e
S S 1
< |z|/ eﬁd(?:—[—e V4 efr].
_y B

Por lo tanto N
'e—z’zy -~ eizyIQ < %e—wy(e?ﬁy — 1)2

Reemplazando en (2.5) se obtiene que:

o0 00 2
/ e ( / % e_aﬁy(emy_1)2|V(y),2esydy) e dz
1] 0

pero como [e2% — 1] < 28e*|y| y V(y) < e~ se puede estimar la integral (2.5)

2 o0 [o7]
1< B [T o ([T emgasypy)periy) s
0

4|2 (/ e_(s”gﬁ)?”]mzdy) (/ e‘(s‘%)zdm)
0 0

como § — 203 > 0 la integral converge. o

I

A

El siguiente resultado es una generalizacién de la alternativa de Fredhlom para
operadores compactos.
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Teorema 2.0.2 (Steinberg) Sea {L(z)} una familia de operadores compactos que
depende analiticamente de z con z € £, Q un abierto conezo del plano complejo.
Entonces existe 21, z, ... en el semiplano complejo inferior, tal que se cumple una
y s0lo una de las siguientes alternativas:

i) 8iz € {z}icim entonces Ly (z)y = 1 tiene solucidn no trivial.

it) Siz & {2 }ie1;n entonces dado f de soporte compacto, existe una inica solucion

¥ de Ly(z)y — ¥ = f.
Ademds la solucién 1 en i) es meromorfa con polos {z;}.

Para la versién general y la demostracién de este teorema consultar [11].

Este teorema se aplica para demostrar el siguiente resultado que necesitaremos
mas adelante.

Teorema 2.0.3 Sea z € Q ={z€ C : Im =z > —s/2} y consideremos el operador
H= —dd—; + V(z). Entonces existe a lo mds un conjunio numerable 1, 2s,... con
Imz;, < 0 tal que se cumple una y sélo una de las siguientes posibilidades:

i) Para cada z € {2;}ie1 eziste una solucidn no trivial de Hip = z%9.

i) Dado f de soporte compacto, eziste una tdnica solucién para Hiy — 2% = f
para cada 2 € {Zbic1n-

Demostracién. Por la proposicién 2.1, Ly (z) es un operador compacto en
X =€ Lul®) : [ 19(e)pla)d < o)
0
donde pu(z) = ™%, z > 0.

i) Por el Teorema 2.0.2 existen frecuencias dispersivas z con Imz < 0 y existe
1 € X que cumple:

Ly(2)(a) = ¥(z) = f " R(e,y, 2V )y
25



ii)

Por lo tanto, 1 es solucién de:

V(@) =
$(O) = 0

(z) — we™, z-r00, a€C

Esto es, Hiy = z°1.

Supongamos que z € {2 }ie17 (no son frecuencias dispersivas) y f de soporte
compacto:

Fla) = / " R(ay, o) fy)dy € X

Por Teorema 2.0.2 existe una tnica solucién % de Ly ()¢ — % = F. Luego,
wo) = [ RV )vly) - )y

como K = —K se tiene que
00 = [ K@) - Vil

Luego 1 es solucion del problema

— =2 = f-Vy
9(0) = 0

Y(z) — ae®, z - 00, a € C.

Esto es Hyp — 2% = f.
Ademads, por Steinberg la solucién ¢ = (H — 22)~1 f es meromorfa con polos

{z’i}iél,_n-

A la resolvente construida anteriormente la llamaremos Resolvente Saliente y la

denotaremos por (H — z2)_;.

-1
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Capitulo 3

Convergencia de la resolvente
saliente para potenciales de
soporte no compacto

En este capitulo denotaremos por {V,},, una sucesién de potenciales que satis-
facen las propiedades siguientes:

A1) |Vi(z)] < e~@+2)% con s> 0,¥n e N.
A2) sopV,(z) = [0, 00)

Estos potenciales V;, resultan ser funciones a valores reales, no negativos con V,
L*(R) N L*, para cada n. Notemos que estos potenciales no son necesariamente de

soporte compacto.

Definimos los correspondientes operadores autoadjuntos H,, y Hy, por

d2
d2
o = —@4-6-231.
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El objetivo es probar que la resolvente saliente de f, converge. Es decir,
(H, — 257" = (Hy — 2°)7" en L*([0, R]).
El problema de autovalores para H,, H,u = z?u con z = « — i tiene sentido

si aseguramos la existencia de frecuencias dispersivas. Es decir, pediremos que V,
satisfagan las condiciones del Teorema 2.0.1. En otras palabras los potenciales V,,

cumplen que

P1) [Vu(z)] < e"@P+3)% con s >0,V n e N.

P2) sop V,,(z) = [0, c0)

Para empezar necesitaremos unos resultados previos.

3.1. Resultados previos

Lema 3.1.1 (Poincaré n = 1) Sivy € H'([0, R]) tal que ¢(0) = 0 entonces

B R
f () *dx < 4R? / ! ()P d
0 0

El siguiente resultado nos da una desigualdad a priori que satisface una solucién
de la ecuacidén de valores propios para Hy .

Lema 3.1.2 Supongamos V(x) es acotado con sopV (z) = [0,00) y ¥(z) solucidn

d
° —p" +Viz) = 2%, z>0
6(0) = 0 (h

Entonces para todo z € C y para todo R > 0 se tiene la desigualdad siguiente:

B2 %' (0} ARV =22]]eo
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Demostracion. Sea 9 solucién de (*);, luego satisface
"= V- 2= (V - 2.

Multiplicando por %' e integrando en [0, z] con = > 0, se tiene que

f g = / V— 2 dy... (),

tomando parte real de la igualdad anterior y recordando que
d "2 _ "
se obtiene que
W = WP < [ 12Rel ()0 )iy

De esta manera obtenemos que
W = WOF <20V - 2 [ )] 170l
Sea a = ||V — 2*||o. Aplicando Hélder inequality v la designaldad de Poincaré,

YEP S [ OF + 1ok [ o)y
0
De esta dltima desigualdad se concluye, aplicando la desigualdad de Gronwall que:
[ (@) < I (0)Pels 2P =y (0) et vz > o,

Integrando en [0, R] resulta que
d O)’ 2 2
)Pz |[9'( ARV 2|0 .
/ W (@) Pde < g = (¢ 1), VR>0

finalizando la demostracién. 0O

Lema 3.1.3 Supongamos V(z) es acotado y sopV (z) = [0, c). Entonces el siguien-
te problema de valor inicial

- +V(z)yp = 2%, O<z<R
¥(0) = 0
Y(0) = 1
tiene una solucidn v € L*([0, R]).
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Demostracion. Usando el Lema 3.1.1 y Lema 3.1.2 tenemos que

R

5(640:1?,2 _ 1)

R R
| @ < art [ <
0 . 0

lo cual prueba que ¥ € L*([0, R)).

Observemos que ambos lemas son aplicables a potenciales que satisfacen las
condiciones P1), P2). Mas atn se tiene el siguiente resultado

Corolario 3.1.1 Sea {V,} una sucesidn de potenciales con la propiedad P1), P2).
Sea iy, la solucion de
-+ Vo = 2%, 0<z <R
$(0) = 0
¥(0) = 1
Entonces 1, € L*([0, R]) y la sucesion {1, }, es acotada en L2([0, R)).

Demostracion. Sea cy, = ||V, — 2%||cc. A partir del lema, se obtiene que

[l < 2 (e 1)

72

Es decir 4, € L*([0, R)). Ademds como |V,(z)| < 7267, se puede elegir una cons-
tante, independiente de n, que mayora a la parte derecha de la dltima desigualdad,
con lo cual se obtiene que la sucesién {1y}, es acotada en L*([0, R]). o

Ademds en (4] se demuestra el siguiente lema, también vilido para potenciales
Vo que satisfacen P1) y P2).

Lema 3.1.4 Sea V, satisfaciendo P1), P2) y sea Voo, = =%, Consideremos for
funciones en L'([0, R]) tal que f, — f en casi todas partes. Supongamos que para
cada n, ¥y, es una solucion fuerte de:
—¢:§+Vn?f)n—22¢n = fm 0<$SR
P{0) = 0
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Supongamos ademds que 1, converge a una funcidn ., en casi todas partes de
[0, R|. Entonces 1 es solucién del problema

_¢;+Voo¢oo—22¢oo = f, 0<z<R
77bc>o('0) =0

La demostracién es similar a la dada en [4]. También necesitamos el siguiente
resultado.

Lema 3.1.5 Supongamos para cada n, Yy Wan dos soluciones linealmente inde-
pendientes de la ecuacidn homogénea —y! + Vo, — 224, = 0, 0 < z < R tal que

P10(0) = 0, 91,(0) = 1, than(0) = 1.

Sea [ una funcién de soporte compacto contenido en [0, M] y sea {Cn}n una
sucesion de mimeros reales tal que ¢, — 0. Consideremos la sucesién {1} definida
por:

0a(@) = 5 010(0) [ an(o) s + (o) [ n(o)f (s} (51

donde W es el Wronskiano de 1, y .. Supongamos que la sucesion {Un}n es
acotada en L*([0, R]).

FEntonces la sucesion {1, }, converge a la funcidn nula.

Demostracion. Por el método de variacién de parimetros sabemos que cada 9, es
solucién de la ecuacién

—¢:§+Vn¢n _z2¢n = Cnf

Puesto que ¢,f — 0; por Lema 3.1.4 la funcién %, es solucién del problema ho-
mogéneo

— & — e = 0
Yo(0) = 0
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Por otra parte,

@) = g [ ) ds 400 (0) [ a1 +
6 x , €T
(@) [ ) fds vh,(0) [ a0

Evaluando en z = 0 y reemplazando las condiciones iniciales obtenemos

10 =5 [ dar s, 3.2)

Por hipétesis {¢,}, es una sucesién acotada en L*([0, R]) y por Lema 3.1.3 {¢1 . }n
es también acotada en L*([0, R]). Luego resulta que {1y, }» es una sucesién acotada

en L*([0, R]).

Ademds f es de soporte compacto y ¢, — 0 cuando n — co. Por desigualdad de
Holder aplicada a (3.2) se obtiene que 1 (0} = 0. Por unicidad de la solucién , ¢
debe ser la funcién nula.

En lo que sigue asumiremos que z2 no es una frecuencia dispersiva para H, =
2 1
—f? + Vj,, donde V,(z) < e=@ 20 5 0 vy sop Vi, (z) = [0, 00).
Entonces es posible escoger 9, ,, como arriba, pero 1, n saliente, es decir:
an(z) = k.e¥® para z — oo
Para f € L* con soporte compacto, notemos que si 1, es solucién tinica de
_Tvb:-: “+ Vn"ybn - Zz’lybn = f
(0) = 0

Wp saliente

entonces %, (z) puede ser representado como en (3.1).

Lema 3.1.6 Sea V,, los potenciales que satisfacen las condiciones P1), P2). Para
cada n € N, denotemos por iy, la solucion del siguiente problema:

—¢"+ Ve -2y = f
¥(0) = 0

W saliente
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Entonces la sucesion {t,}n es acotada en L2([0, R]), para cada R > 0.

Demostracién. Supongamos que {¢,} es no acotada, entonces existe una subsuce-
sion que también llamaremos {1, } tal que ||¥,llz > n. Sea ¢, = m y O, =

Cn .-

Observamos que
1
Oullo = ————— flthull2 < 1,
” “2 '1+“¢ﬂ“2 W ”2

Por lo tanto, 8, es acotada en L*([0, R]). Ademds, {0, } estd en H([0, R]); en efecto,

—tby + Vot — 2%, = f
_ang + Vncn'ﬁbn - chnd/n = Cnf
_9;: + Vil ~ Zzan = Cnf

Despejando se obtiene que : 0 = V.8, — 220, — ¢, f. Puesto que V,, 6, v f son
acotadas, 8/ es acotada en L?([0, R]). Luego,

R
ol < [ 1 < ol VE < K
0

donde K es una constante independiente de n. Es decir, 8], es acotada en L2([0, R]).
Asi, {0,} estd acotada en H([0, R)).

Como la inclusién H?([0, R]} — H'([0, R]) es compacto, existe una subsucesién
convergente que también denotaremos por {6,}.

Por Lema 3.1.5, si 6, — 0 con 8, ¢ H([0, R]) entonces 8, = 0. Pero esto es
imposible puesto que

00| = hm llcathnll = l %l =

o T |I¢n!

por lo que concluimos que {%,} es una sucesién acotada. g

Lema 3.1.7 Sea z = o —if3 con B > 0. Entonces, para 8 suficientemente pequeno,
existe una solucion u € L2(R*) del problema

—u ey — 2y = 0
u(0) = 1 (3.3)
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Demostracion. Primero probaremos que si el problema tiene solucién u € LA(RH)
ella es tinica.

Sean wuy,up € L*(R') soluciones de (3.3). Como el problema es lineal se tiene
que v = u; — Uy es una solucién en L*(R*) que satisface v(0) = 0. Por otro lado,
el operador Hoou = ~u"” + e~ %%y es autoadjunto por lo visto en Capitulo 1 seccién
3. Por lo tanto el problema de valores propios es consistente si v s6lo si z es real.
Como Im z # 0 se obtiene que v debe ser identicamente nula.

Es claro que la solucién debe satisfacer la ecuacién integral siguiente:
ua) =1+ [ o= )~ 2ty dy (3.4
0

Puesto que [ye 2% dy < oo, para todo z > 0, la ecuacién integral (3.4) tiene una
tnica solucién u € L?(R*) por el Teorema de Dollard Friedman, [12].

Lema 3.1.8 Sea g una funcidn de soporte compacto. Definamos Y(z) por

P(z) = [@bl(:c / Ua(s)g(s)ds + () / Wi (s s)ds} (3.5)

donde W es el wronskiano de 1y, 1, , soluciones de la ecuacidn homogénea —y" +
—2ﬁz¢ 2¢’_O con ¥1(0) = 0 y 1) como en el Lema 3.1.7.

Entonces para 8> 0 , la funcidn ¢ es una solucién en L*(R*) del problema

"T)Z’” +6_2ﬁm’gb _ 22,¢, = g
{ o =6 e

Demostracion. Por el método de variacién de pardmetros ¥(z) es solucién del pro-
blema de valor inicial (3.6).

Por Lema 3.1.7, 15 estd en Lz( *). Como g tiene soporte compacto se tiene que
para z > R, ¢(z) = & fo (s)g(s)ds . Es decir, para ¢ > R, |¢)(z)] = Clie(z))
¥ en consecuencia 3 € LZ(R+) =

Ahora estamos en condiciones de explicitar el resultado m4s importante de nues-
tro trabajo.
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Teorema 3.1.1 Sea g una funcidn con soporte compacto y z € C no es una frecuen-
. R . 2 1

cia dispersiva de H, = —2L; + V,,(z) donde Vi, (z) > 0, V,(z) < e=@8+3)7 p ¢ N, y

sea 3 > 0 con B suficientemente pequenio. Consideremos H,, = —ﬁ% + e‘QQZX[O,R].

FEntonces
(H, — 22);11[9 — (Hp — 2*)71g  en L2([O, R))

para cualquier R > 0.

Demeostracidn. Sea v, = (H, ~ 2?)_ g entonces 1/, satisface

4+ Vathy — 2%, = g
va(0) = 0 |
Yn(z) — ae®®, z—300,aeC
Sea R > 0y {tn} una subsucesién de {1, }. Por Lema 3.1.6, ella est4 acotada en
L2[0, R) y por lo tanto en H?([0, R]).

Como la inclusién H*([0, R]) < H'([0, R]) es compacta, existe una subsucesién
{®nk; } convergente. Es decir, existe ¢, € H'[0, R].

Probaremos que ¥4 es tnico. En efecto, por Lema 3.1.4 tenemos:
—t + e — iy = 0
T1[)00 =0
donde por Lema 3.1.8, ¢, € L*(RT).
Sea {tnk, } otra subsucesién de ®nk; — h. Aplicando un argumento similar obte-
nemos que h es solucion de
—h" e ¥Th . 22h =
R(0) = 0
y h € L?(R*). Luego, restando
—'(1#00 - h)” -+ e_gﬁm("poo - h) - Zz(woo - h‘) =40
(o0 — h) (0) =0

por lo tanto 2? € o(H,); pero el espectro de H, es real, luego es una contradiccién,
la Gnica manera que esto sea cierto es que, 1., — h sea idénticamente cero y por lo
tanto se tiene que ¢, = h.

35




Es decir, toda subsucesién de {p,} converge a ¢, de forma tnica y por ende,
My, 00 tn = 1o €n L2([0, R]), es decir,

(Hn = 2*)019 = (Ho — 2°)7'g en L*([0, R)).

Este resultado generaliza, en cierto sentido, el resultado de convergencia de la
resolvente saliente para barreras de potencial demostrado por P. Covian en [4] y por
Covian et all [1].

El Teorema anterior implica que la resolvente saliente es estable respecto del
espectro. La demostracién es similar a la demostracién dada en [4]). Es decir, se
obtiene directamente que

Corolario 3.1.2 Sea f € L*(R") tal que
Hof =23 f, f(0)=0
Entonces, dado € > 0, existe zp € C, Imzy < 0 tal que Hyp = z3% tiene una solucién

saliente que satisface 1(0) = 0, para n grande y |N2 — 22| < €.

Por dltimo, en [4] se demuestra que los estados resonantes de I, también convergen
a los vectores propios de Hy,. Sin modificacién se puede aplicar el mismo resultado
en nuestro contexto. Mas precisamente,

Teorema 3.1.2 Supongamos que Hyf = Aif tiene una solucidn no trivial fe
L*(R*) que satisface la condicidn de Dirichlet f(0) = 0 y f(0) = 1. Entonces, dado
€ > 0, eriste una solucion saliente no trivial v, del problema

Hnd)n = Zﬁ%
n(0) =0

tal que |[vn — fll2o,rp < e

Siguiendo las ideas de este trabajo es posible continuar con el problema siguiente:
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Sea V}, una sucesién de potenciales satisfaciendo las hipétesis (H) de tal manera
que el problema

" +Volz)y = 224, 0<z<R
$(0) = 0

1 saliente

tiene una solucion no trivial, con z, = A, — i€, con A, — Ay, €, — 0. El problema
consiste en estimar el orden de decaimiento de €, — 0. Ademds para ¢ truncada y

normalizada se espera probar que
(¢; e—an t¢) o e—zznt

cuando ¢ — co.
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