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CAPITULO 1
Introduccion a los modelos

La investigacion sobre la naturaleza del espectro de un operador auto-
adjunto o unitario, proporciona informacién sobre la estabilidad del sistema
cuantico que describe (ver [4] y [11] ).

Este trabajo trata sobre algunas propiedades espectrales, de dos familias de
operadores que actian sobre [*(Z). La primera que se introducird serd la de
operadores auto-adjuntos aleatorios, denotados por H [1]. La segunda fami-
lia serd de operadores unitarios, introducida en las primeras paginas de [2],
modelos similares han sido profundizados en [5], [6] [7].

En esta tesis evidenciaremos algunos criterios, sobre los pardmetros descrip-
tivos de esos modelos, para excluir la posibilidad de existencia de valores
propios, en el espectro o parte de éste, de los operadores involucrados. Para
esto introducimos la nocién de vector propio generalizado correspondiente
al valor propio o energia E, es decir, una sucesiéon de nimeros complejos
Y = (¥ )nez, que satisface formalmente que Hi = Ev, Uy = e'Eqp.

La representacion matricial sobre la base estandar de ambos operadores
es una representacién en diagonales (matrices de banda), esto nos permi-
tird cuando tenemos un vector propio generalizado, encontrar relaciones entre
las coordenadas, dada por unas matrices de 2x2, que llamaremos matrices de
transferencia. Estas matrices nos daran cotas sobre |¢)(n)[? + [¢)(n+ 1)|?, con

la cual podremos descartar el hecho de que el vector generalizado ¢ esta en
1*(2)
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1.1. Modelo tipo Anderson 1-D

Para definir nuestro modelo inicial, primero construiremos el espacio de
probabilidad (u, o, $2) sobre el cual trabajaremos. Considere (V;,)nez € R
variables aleatorias definidas sobre el espacio de probabilidad (uo, oo, o),
idénticamente independientes y distribuidas, con densidad de probabilidad
r(V) y esperanza cero. Con estas variables aleatorias construimos el espacio

de probabilidad (g, o,), donde Q = [ Qo, y g la medida producto sobre
neE”L
el sigma algebra generada por los conjuntos de la forma [] £2;, donde £; son

(09)-medibles y €; = Q salvo finitos indices.
Asi dado w € €2 asociamos el operador K, definido inicialmente, sobre el
conjunto de sucesiones en ¢?(Z) con soporte finito, por:

(K (w)Y)(n) = Aa, Vi (w)p(n) (1.1.1)
donde V,,(w) = Vp(wn), (@n)ney € Ry A € R . Por otra parte definimos el
operador —A\, sobre ¢*(Z) como (—A¢)(n) =(n+1) +(n —1).

De esta forma, teniendo definido los operadores K y —/A\ construimos
nuestra familia de operadores auto-adjuntos H que acttian sobre £*(Z), de la
siguiente manera:

(H(w)¥)(n) = (=A¢)(n)+ (K(w))(n) (1.1.2)
(H(@)y)(n) = (n+1)+¢n—1)+ da,Va(w)(n)

Asi dado w € €2 asociamos el operador H(w) descrito en 1.1.2.
La sucesion (ay,)nez cumple que, existen Ne Ny 1, Cy > 0 tal quesi [n| > N
entonces,

Cin|™ <lan| < Coln|™®, n #0. (1.1.3)

En lo que sigue supondremos las siguientes condiciones:
170 < 00 (1.1.4)

q:=sup{z>0:E(|V]*) <o} >0 (1.1.5)
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1.1.1. Algunas propiedades

El operador de multiplicacién K, no necesariamente es acotado, pues a
pesar de que (ay,)nez tiene un decaimiento a cero, cuando |n| tiende a infinito,
la sucesién (V' (wy,))nez puede no ser acotada.

SitA={weQ:VYneZV,(w) < oo} entonces A es un conjunto con
probabilidad uno y el operador H(w) para todo w en A, induce un operador
auto-adjunto. Para verificar lo anterior, K por ser un operador diagonal de
coeficientes reales es un operador esencialmente autoadjunto sobre D(K). [8]
pag. 257. Para esto vemos que si

D(K)={a€(*(Z):3IN €Na, =0si|n| >N}

entonces Ran(K + 1) es denso en (*(Z). Esto sucede pues dado (¢(n))nen €
(*(Z), consideramos b = (b(n))nen, con

b(n) = X[—n,n}()‘anvn(w) + i)_lc(n),

donde y es la funcién caracteristica sobre el intervalo [—n,n|, b es bien
definido, debido a que Aa,,V,, es un nimero real, luego

(K () £1)(n) = X[-nmec(n).
Esto prueba que Ran(K 4 i) = (*(Z). Asi probamos que con probabilidad

uno K es auto-adjunto, luego H también.

La representacion matricial sobre la base estandar de H(w) es una matriz
tridiagonal.

0
0
0 = * 0
0 * 0
0 * =*
0

Esta estructura matricial nos permitira relacionar las coordenadas de un
vector propio generalizado, a través de matrices de 2 x 2 que llamaremos
matrices de transferencia.

El principal tema a estudiar son algunas propiedades del espectro de la
familia H en dos casos, uno cuando o« = 1/2 y el otro cuando o > 1/2.
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1.1.2. Resultado central

El teorema central para la familia H es sobre la localizacion del espectro
continuo o parte de él, para el caso o« = 1/2. Las herramientas usadas para
este caso, seran aplicadas al modelo unitario para obtener informacion sobre
el espectro de la familia de operadores U.

Teorema 1.1.1. Si o = 1/2 , ¢ > 2 para cada compacto k contenido en
(—2,2) existe (k) tal que para todo A < \(k), entonces el espectro de H es
puramente continuo en K.

Para esto probaremos dos cosas con probabilidad uno, la primera es que
o(H) 2 (—2,2) y lasegunda, es que bajo las condiciones del teorema anterior,
no existen vectores propios, asociados a las energias E € k.

Otros resultados que también obtendremos seran:

Teorema 1.1.2. Sia > 1/2 y q > 2, el espectro de H contenido en [—2,2]
es puramente continuo.

Teorema 1.1.3. Si ag > 1, el espectro esencial de H es [—2,2]

Aqui veremos que bajo la hipdtesis de que ag > 1 con probabilidad uno,
la sucesién Aa, V,(w) tiende a cero cuando |n| tiende al infinito. Asi asegurar
que K es un operador compacto. Luego poder concluir, por el teorema de
“Weyl” [9], pag. 142, que oss(H) = 0ess(—A) = [-2,2].

1.1.3. Estrategia de trabajo
El teorema 1.1.1 lo demostraremos en 3 pasos resumidos a continuacién:

1. Considerar un vector propio generalizado 1 € CZ, asociado al valor
propio generalizado E € [—2,2] esto es :

G+ 1) + $(n — 1) + AV (@)(n) = Exb(n)

esta ecuacion permite definir las matrices de transferencia como sigue:

E —Xa,V, -1
1 0

y tienen la propiedad de que
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(w$$D>Z(E_TMQ_;)(¢$@D)'
(23}
o

Asi dada una condicién inicial < ) podemos construir un vector

propio generalizado y viceversa.

Con esto asociamos al vector generalizado v, g, = |[¢¥(n)]* + |[¢(n +
1)|? que es lo que nos interesa estudiar (encontrar cotas adecuadas).
Aqui no trabajaremos directamente con las matrices de transferencia,
sino con otras matrices que se definirdn mas adelante (2.1.8) y que nos
permitiran controlar g,, de esta manera obtener informacién sobre la
norma de 1) en (*(Z).

Ahora para todo n € Z dado el vector < 2/}(121(2)1) > en C?, cons-

" ) en C? y matrices M,, de manera que g,

By,
An+1
Bn+1

<$):m<$), (1.1.6)

donde M, es una matriz de 2x2, con la propiedad que det M,, = 1,
dependiendo de E, (V,)n.z ¥ A

Observamos que de lo anterior:

An+1 Al r AO
= MM, -+ -M — M,
()=t (5 ) =% ()

Afn+1 _ —1as-1 -1 Ao _ar Ao
( B_ni1 ) = Mo Mo Mo By ) M- By )

y que dado que el det Mn =1, para todo n € Z.

truiremos vectores <

2

sea equivalente (asintéticamente ) a

1Unall = M| T3 (1.1.7)
IU—all = | M=s]|~H | Dol

M [T

>
IM-nll[To]l =
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Ay
By,

través de la norma de M, y asi controlar g,

Donde U,, = ( ) . Esto nos permitira controlar la norma de U, a

2. Un paso fundamental es acotar superiormente, la variable aleatoria
|| M| de la siguiente manera, para todo e

IM,|| < oc(w)f(E,n, A€ q)

donde o, es una variable aleatoria casi-seguramente finita. Esto con el
fin de obtener una cota superior e inferior de g,,, para ser mas especifico
cuando oo = 1/2

f(E,TL, A, 6) _ ClnCz(E(V2)+E(V‘1)))\2(4—E2)*1neC’q+(1+q/2)*1 (1.1.8)
Donde C, Cs, C, son constantes positivas y q es mayor que 2

3. Concluir teorema 1.1.1. Para esto a grandes rasgos lo que haremos sera.
Primero, dada una condicién inicial Uy € C? y una energfa E dada en
(—2,2) podremos construir, con probabilidad uno, un vector propio
generalizado asociado a la energia E y viceversa, polinomialmente aco-
tado, luego por el Teorema de “Sh’nol” [3], concluir que o(H) D (—2,2).

Segundo, dado un compacto x C (—2,2) y un vector propio generaliza-
do asociado al valor E en k, podremos elegir A y € de manera que:

f2(E7n7 A767q) S n

asi demostrar que

gn = Doo 2 (w)n U || 72

luego casi-seguramente

N N
> g0 = Do ()| Uo]| 2D n!
n=0 n=0

que diverge cuando N tiende al infinito, esto muestra que no pueden
existir vectores propios asociados a valores propios en k.
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1.2. Modelo de Blatter-Browne

Para este apartado tomaremos un modelo trabajado en [2] con algunas
modificaciones, que comparte algunos rasgos con el modelo autoadjunto, co-
mo la representacion candnica en matrices en banda y la relacion entre los
coeficientes de un vector generalizado, a través de unas matrices de transfer-
encia.

Nuestros operadores unitarios actiian sobre (?(Z). Para definir nuestros ope-
radores unitarios, consideramos la base canénica ¢, € £*(Z) y tendremos en
cuenta las siguientes matrices de 2x2, que dependen de ry, ty, Oy:

_ it [ Tkt
Sk € (Ztk Tk>

aqui 0 € [0,27] y r2 + 12 = 1.

Ahora considere P; el proyector ortogonal sobre el espacio generado por
b;, ¢jr1 € (*(Z). Introducimos U,, U, dos operadores unitarios diagonales
por bloques de 2x2 sobre ¢?(Z) definidos por:

Ue - ZPQkSQkPZk (121)
neL

Uo = ZP2k+1S2k+1P2k+1 (1-2-2>
ne”

Para construir U tendremos en cuenta las siguientes hipdtesis sobre ¢y, 7.
tk =1- )\ak (123)

Con A, ar € [0,1], m se define como la solucién positiva de la relacién
r? +t2 = 1, aqui a;, tiene un comportamiento asintético del orden |k|™ con

esto definimos U como
U=U,U, (1.2.4)
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luego para cada k € Z

Uga, =

Udoky1 =

. — (o +0oj

iroptop_re” P2tz
— (o +Oo

+roptop_1€ (021 +025 1)¢2k

Firgpptope Gkt g

it Oor) oy Lo

_i(02k+92k—1)¢2k_1

—toplogs1€
—toptor_1€

+irgp_tope Partloe-1) g

— (01400
Froproppre Gaetla-1) g,
(024021

1roktop+1€” )¢2k+2

11

(1.2.5)

Con respecto a la forma de la matriz resultante, obtenemos una matriz con

la siguiente estructura:

* X X X

EE SR S
* K X K
* % X X

* X X X
* X X X

(1.2.6)

Ya definida la familia de operadores U, enunciaremos el resultado central
para esta familia de operadores:

1.2.1. Resultados principales

Teorema 1.2.1. sia>10(U)=8'={ e C: |\ =1}

Teorema 1.2.2. Si o > 1 para todo A € (0,1], el operador Uy no tiene

vectores propios.

Si o = 1, existe g tal que para todo A < Ao el operador Uy, no tiene

vectores propios.
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Para la demostracién de este teorema usaremos un esquema muy similar
al de la familia auto-adjunta. La estrategia a seguir para este resultado es la
siguiente:

1.2.2. Estrategia de trabajo

El teorema 1.2.2 lo demostraremos en 3 pasos resumidos a continuacién.

1.

Considerar un vector propio generalizado ¢ € CZ (U = e'Fq)), aso-
ciado al valor propio generalizado e, E € [0,27] y tener en cuenta
las matrices de transferencia B,, [2], que relacionan las coordenadas de

1 por:
an _ ¢2n72
( Yant1 > = Bnp ( Yon—1 )
¢2n o L. 1/’0
( VYont1 ) = Bnpbaoip Bue ( U )

wan—Q _ - ) ¢0
( w*anl - B—rlz-s-LEB_}z’E e BO,}S wl ‘

Con esto definimos ¢, = [¢(2n)]* + |¢(2n + 1)]%. Para controlar esta
expresion utilizaremos matrices H, de 2x2, tal que det H,, = 1, y que
cumplan las siguientes desigualdades

con lo cual

Cyl| Ho|[||Us |l = 10Ul = Coll Hol| Y| Us (1.2.7)
donde U, = < Yon )

1/}2n+1

. Acotar superiormente Vn, € Z ||H,|| de la siguiente manera

~ " A
17> < JJ1 + WK)
k=1

Concluir de la misma manera como en el modelo auto-adjunto.
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Observacién 1.2.3. Si miramos el caso auto-adjunto para o > 1/2 obte-
nemos espectro puramente continuo, pero para el caso unitario sélo se asegura
espectro puramente continuo para el caso a > 1. Si bien, es una condicion més
fuerte que el caso a.a, para la demostracion de ésta no es necesario considerar
ningun parametro aleatorio, como se considera en el modelo original [2].



CAPITULO 2
El modelo autoadjunto

Ahora daremos los detalles de como demostrar el teorema 1.1.1 siguiendo
lo expuesto en 1.1.3.

2.1. Vectores propios generalizados y matri-
ces de transferencia

En este apartado nos centraremos en ver con detalle lo expuesto en el
paso uno de 1.1.3.

Definicién 2.1.1. Dada una sucesién ¢ € C* y un nimero F € R, diremos
que 9 es un vector generalizado de H := H(\,w, (an)nez, (Vi)nez), asociado
al valor propio generalizado o energia F, si

Hvy = Eq. (2.1.1)
Asociaremos al vector ¢ la sucesion (g, )nez:
|| e +1) )
e H ( b(n)

Recordemos que nuestro objetivo serd encontrar una cota superior e infe-

= [Y(n)]* + [ (n + 1)%. (2.1.2)

: . A .
rior de g,, para esto veremos como construir el vector U,, = ( " | descrito

B,
en 1.1.3.
Sean ¢ (n) = cos(kn) y ¢_(n) = sin(kn). Estas sucesiones ¢4 son soluciones
de p(n+ 1)+ ¢(n — 1) = E¢(n), con E = 2cos(k), k € [0,27].

14
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Ahora teniendo en cuenta lo anterior para cada n en Z se define U,, , por la
siguiente relacién:
W(n) )
= K,U, 2.1.3
(atnhy (213

donde la matriz K, esta dada por:

¢+(n) ¢—(n) )
K, = 2.14
Loy oy 244
y tiene las propiedades siguientes, tr(K!K,) < 4 y det(K!K,) = sin?(k).
Con estas propiedades podemos concluir que el menor autovalor de esta ma-

. .2 k
triz K, es al menos %().

Lema 2.1.2. Los autovalores de la matriz de 22 KL K,, son mayores que
sin?(k)
—

DEMOSTRACION: Sean \; , A los valores propios de K! K,,. Primero sabe-
mos que la matriz es definida positiva pues

< K!K,U,U >= ||K,U||*> >0

luego sus valores propios son positivos. Ahora teniendo en cuenta las siguien-
tes relaciones, My = det(K!K,,), A\ + X\ = tr(K.K,) obtenemos

_det(K)K,)  det(K}K,) - det(K!K,) - sin?(k)
B A (KUK, — A T tr(KEK,) T 4

de igual manera para .

At

Del lema anterior y 2.1.3 obtenemos que

. 2 k
16(A2 + B2) > g, > 51”4( )2+ p2) (2.1.5)

asi estudiaremos el comportamiento asintético de g, a través del compor-
tamiento asintético de la norma de U, .
Ahora considere las siguientes matrices

. Aan Vi, ¢+(”)¢— (n) QSQ— (n)
A@_1+§a5< ~ 82 (n) —mmm4m) (2:1.6)
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estas matrices verifican que:

Upsr = M, U, (2.1.7)
M, =T+ a, VT, (2.1.8)
donde
_(bamo(n) ()
= ( 6% (n) —¢+<n>¢_<n>) (219)
AV,
W':smw‘ (2.1.10)

Un hecho importante a tener en cuenta, que usaremos més adelante en 2.2 es
que las matrices T}, son uniformemente acotadas en norma sobre el parametro
n, debido a que las coordenadas de la matriz T}, estan en funciéon de ¢4 que
son acotados por uno. Por otra parte

tr(T,) = det(T}) = 0,¥n € Z (2.1.11)

luego se concluye que det(M,,) = 1.
Ahora si definimos

M, = M,M, ,----My, neN

M_,=M_ M ¢ 1y----My, neN

también obtenemos que det(Mn) = 1. Ademés iterando la relacién dada en
2.1.7 obtenemos la relacion expuesta en 1.1.3

An+1 Al r Al )
= MM,y M = M,
<Bn+1> ! 1(31) (31

Afn o —1ys—-1 -1 AO _ ar-1 Ao
(Bm>_M%M%4~~M4(BO =M~} B )

Para obtener informacién sobre el comportamiento asintético de ||U, ||?, serd su-
ficiente acotar superiormente en norma la matriz M,,, de hecho tenemos
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que para todo n en Z, ]T/[/n es una matriz de 2x2 con determinante uno,
asi || M, || = || M,|]. Ahora para n € N

Ul > 1M (2.1.12)
= || M|l Th

por otra parte

[Una || < [M[f| U4 ]

asi
MO = (U || > ([ M|~ UA (2.1.13)

de manera similar
| M_p|[|Uoll = U=l = | M|~ [Tl (2.1.14)

esta ultima ecuacién nos permite controlar ||U,+1|| v ||U-n]| a través de ||Mn||
y ||M_,|| respectivamente, luego nuestro objetivo de aqui en adelante es aco-

tar superiormente, con probabilidad uno, la variable aleatoria HMnH para n
en 7.

2.2. Cotas superiores de H]\f%H

En esta seccién acotaremos la variable aleatoria ||M,| para n € Z.
Primero supondremos que n € N y definimos una variable aleatoria de la
siguiente manera, dado un vector U; € R? de norma uno,

X, es una variable aleatoria que depende de las variables aleatorias {V; }1<i<n
definidas en 2.1.10 . Y en lo que sigue denotaremos E(X,|F,_1) la esperanza
condicional de X,, dado {V;}1<i<n—1, donde F, es el c—algebra generada por
{Viti<i<n- X, es F, medible y E(X,|F,_1) es la esperanza condicional de
X,, con respecto a F,,_1 C F,.

Antes de continuar enunciaremos el teorema que proporciona una cota supe-
rior a || M,||.
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Teorema 2.2.1. Si E(|V]9) < oo para algin ¢ > 2, y siVn e N
V E,E € la,b
ITL(E)|| <T (2.2.2)
IT(E) = Tu(E")|| < T'"|E - E'| (2.2.3)
entonces para todo € > 0, existe una variable aleatoria T.(w), casi-sequramente
finita, tal que:V E € |a,b], Yn € N

-

1

I M,(E)|| < 7o(w) méx(cs, dg yn®+ea/0+a/27!

donde ¢, y d, son nimeros positivos y

n

c, = H(HD”( (V2)+IE(M"))) (2.2.4)

Dy
d = ] (1 + LEOV) +E(V)* ))) (2.2.5)
i=1
Corolario 2.2.2. Dada las hipotesis del teorema anterior, para todo € > 0
Si o =1/2 entonces

IV (E)|| < 7(w) KnCoEVAEMN B ea/2)(145)"!
si oo > 1/2 entonces
||Mn(E)|| < 7'6(w)K€n€+5(1+eq/2)(1+%)71

Observacion 2.2.3. Recordemos que

- (S e
" —¢1(n)  —¢+(n)o-(n)

donde ¢y (n) = cos(kn) y ¢_(n) = sin(kn) y E = 2cos(k). Con esto la
hipétesis 2.2.2 del teorema se cumple para todo n € N y la hipotesis 2.2.3 se
cumple para 3 = 1.
Si bien el teorema es valido sobre n € N, podemos extenderla para encontrar
una cota igual para HM_nH para esto, considere M_,, = M_,M_,_1y----M_;
con n € N, estas matrices cumplen las hipétesis del teorema anterior asi

1

I (B)|| < 7.(w) méx(E, , d2, ) n| /009

Usaremos cuatro lemas previos que nos permitiran, a través del uso de
herramientas de probabilidad, demostrar el teorema 2.2.1.
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2.2.1. Lemas preparatorios

En los préximos lemas, supondremos primero que a; = |i|~* para después
extenderlo al caso general. El siguiente lema nos ayudard a construir una
super-martingala (positiva) para obtener informacién sobre la cota de X,,(F)
pero para un nimero finito de valores de E.

Lema 2.2.4. STE(|V|?) < oo para algin q > 2, entonces existe una constante
D,, dependiente solo de g, tal que

E(XYF,_1) < X1 |14 Dy(n 2aT?*E(V?) + n TIE(|V|9))] (2.2.6)

DEMOSTRACION: Tenemos que

E(X3Fn1) < E([ Ml [ Fn1) = Xo (E(IMn[[*|Fns)
= Xo E([[M]%)

la dltima igualdad se obtiene por la independencia de ||M,||9 sobre F,_;.
Asi de lo anterior se deduce

E(X7|Fn1) < Xg (E( sup [[MU]%). (2.2.7)
10lI=1

Recordemos que M, = I +n~*V, T, ahora si a = 2n=*V,, < U,T,,U >y
b=n"2V?|T,U|?, entonces | M,U||* =1+ a+0b.

Para el caso en que ¢ > 2, el resultado se obtiene de que para a y b dados
anteriormente

(L+a+b)f <1+ Ja+Cylb+bf +a>+a?) (2.2.8)

esta desigualdad se encuentra demostrada en el apéndice A.1.
Ahora teniendo en cuenta que, para todo n en N, |T,,]| <T

E(sup |[MU|Y) < 1+E( sup (I2n—oV, < U, T,U >)
IUll=1 lU|l=1

+D,[n 2 T?E(V?) 4+ n “TE(|V|9)]

< 1+E(V,) sup (g2n’°‘ <U,T,U >)
[Ul=1

+Dy[n 2 T?E(V?) + n *TE(|V]%)]



CAPITULO 2. EL MODELO AUTOADJUNTO 20

y como E(V,) = 0 obtenemos lo que buscamos. El caso ¢ = 2 se obtiene
directamente de

E(sup |[M,U||*) =1+ sup 2n"* < U, T,U >)E(V) + n 2*T*E(|V|?)

IUll=1 1Ul=1
(2.2.9)
usando nuevamente E(V) = 0 y teniendo en cuenta 2.2.7
E(X2F, 1) < X2 [[1+ (n22T*E(|V]?))]. (2.2.10)
0

Antes de pasar al siguiente lema, tendremos en cuenta las siguientes no-
taciones: para todo n en N

Cn = ﬁ[l + Dy (i **T°E(V?) + i 1*TIE(|V]9))] (2.2.11)

i=1

Sp(r) = {5, 0 <k <2 keN}donde i es el entero,tal que 2 < n < 2"+

(2.2.12)
Este conjunto serd importante para nuestro objetivo, pues primero obten-
dremos cotas para X, para valores de E en este conjunto, para después
poder hacerlo para un intervalo [a, b]. El siguiente lema formaliza lo anterior
mencionado.

Lema 2.2.5. Si E(|V|?) < oo para algin q > 2, entonces, para todo € existe
una variable aleatoria Ce(w) dependiendo de w = {wy, }nez casi-sequramente
finita, tal que:

1+e

VneN, VE € S,(r), XI(F) < Cw)n ¢, (2.2.13)

DEMOSTRACION: Del lema 2.2.4 y de la definicién de ¢,
Xoa

Cpn—1

X4
E(—=[Fn) <
Cn
con lo cual tenemos una super-martingala (positiva). Con un clédsico teorema
sobre martingalas [10] prop. 5.13 pag. 88 obtenemos:
X1 1 X1

P(sup — >C(C) < —= sup E(—)
1<n<N Cp 1<n<N Cn
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con lo cual e .
P >0 < —.
(ilelg Cn, )< C

Ahora, por la definicién de S, (r) si ny,ny son tales que 2" < n; < 2r@+D)
donde ¢ = {1,2}, entonces S, (r) = S,,(r), asi si elegimos ng tal que 2" <
ny < 270D obtenemos

X1 X4
{w:  sup sup — > C} C U {w:  sup —>C}
ori<p<2r(itl) E€Sy,(r) Cn BeSn () ori<p<or(i+l) Cn
70

donde S,,,(r) = S, (r), para todo n tal que 2" < n < 2"(+D) agf

X1 X4
P( sup sup — > C) <|[S,,(r)|P( sup —2>C)
2ri<n<2r(i+1) E€Sy(r) Cn ori<n<2r(+l) Cn

con esto si reemplazamos C por C2°0+9) y tomando en cuenta que si, n es

tal que 2" < n < 270+1) por tanto €200+ < cn 2 obtenemos:

Xq € Xq )
P(swp s SRS On) < [S,()|P( swp s 02079
2ri<n<2r(i+1) E€Sn(r) Cn 2ri<n<2r(i+l) Cn

S 2i(02i(1+6))—1 _ (C«Qie)—l

esta tultima es sumable con respecto a i. Luego por el teorema de Borel-
Cantelli, obtenemos nuestro resultado.

O

Los dos lemas siguientes hacen uso de la continuidad en norma de 7),, que
hay con respecto a E, y asi obtener una cota de | X, (Ex;) — Xn(Eri11)]?
donde [ > i=i(n),0<k <2 Ey =%

Lema 2.2.6. Sip > 2, y si las matrices de 2 x 2 T}, satisfacen
| T (E) — T (E")|| < T'nP|E — E| (2.2.14)

entonces

7 —

1 Un E _Un E/
E<H+ﬂ) “()WHE—EW@mW) (2.2.15)
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es una F, super-martingala (positiva), con

E(Zy) = (E - E")? y d, = ﬁ(l + 2i72(T? + T)E(V?)) (2.2.16)

i=1
DEMOSTRACION: Considere las siguientes variables aleatorias
Y, = ||Un+1(E) - Un+1(E,)||2

Para simplificar notacién y diferenciar la dependencia de F'y E’, solo usare-
mos la prima, por ejemplo M,, = M,,(E) y M} = M, (E’)

E(Y?|Foo1) = E(| MU, — MU |?| Fazn)
= E(|M,(U, — U,) 4+ (M — MU, 1| Fr-1)
= E(||M,(Un — U Fa-r) + E((My, — MU, Fr-1)
+ 2R(< Uy, (ML — M )M (U, — U’) > |Fa_1). (2.2.17)

Ahora acotaremos los tres términos de la ecuacién 2.2.17.
Teniendo en cuenta 2.2.9 acotamos el primer termino:

E(| M, (Un=U) 1P| Fa-1) < YL B(IM 1P| Fa) < Yol (L0 TE(V)).

Para acotar el segundo término tenemos en cuenta 2.2.14 (las hipdtesis del
Lema 2.2.6) y la definicién de M y M’ 2.1.8, asi

E(|(My — M;)UnlP|Far) < X3, T7(E = E'n*0 2 E(V?)

Ahora vemos que el tercer término esta acotado por:

< 2X,.,Y, 4E ( sup Y <U, (T — T (1 + &TO U’>>
=l =1 7 ne
V? ,
= 2Xn_1yn_1E <E> sup <U, (Trtl — Tnt)TT/LU/>
nee /=) =1
V2
< 2X,.,Y,E <@> n*|E — E'\T'T
2
<

2
Y2 E (VT) T? + X2_(E — E"*T"”n*°E (V—)
n (63

n2a
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donde se usa que E(V,) = 0y 2.2.14. De esta manera teniendo ya acotado
estos tres términos de la ecuacién 2.2.17 obtenemos que:

E(V?) n2f
E(Y?|Fo1) < Y2, (1 + QTQnT) +2X2 (B - E’)QT’Z@E(VQ)

con esto ultimo y teniendo en cuenta 2.2.10 obtenemos:

Y2 Y2
E (n—gﬁ + (E - E’)2X§|fn_1) < 7;‘;51 (1+2I*E(V*)n—>*)
+2X2 | (E — E)*T"’n *E(V?)
+ (B = B'?X2,(1+n T*E(V?)

Y2 T+ 1"
< ( n2ﬁl + (£ — E’)Xﬁ_l) (1 + QTE(VQ))
luego de la definicién de d,, (2.2.15)
E(Zn‘fnfl) S anl

con lo que Z, es una super-martingala (positiva) con E(Z,) = (E — E')%
O

Lema 2.2.7. Bajo las hipotesis del lema 2.2.6, para todoe, 0 < e <1, r >0,
existe una variable aleatoria D(w), (w = {V;}ien), casi-sequramente finita,
tal que

VneN, VI>i:=i(n), Yk, 0 <k <2

= (3)-= ()]

< D (w)d,n*2711=¢)
donde i(n) es el entero tal que 2" < n < 270tV y d,, es la constante definida
en 2.2.15.

DEMOSTRACION: Como Z, es una super-martingala (positiva), obte-
nemos [10] que para todo [ y k

k k+1 1 k k+1
P Zp(=, == < = B(Zy(=, ~——
(1<S}£N n(QZ, 5 )>C) < oS, ("(21’ 5 )
1 (ﬁl_k—tl)2
< R(Z) =2 20/
2—21

C
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luego
E k+1 22
P I, —)>(C) < —
(iIGIINJ (5 =) >0) = 8
con esto . .
+1 2=
P( sup supZ,(=,——)>C) < —.
(ogkgzl neg (Ql 2! ) ) C

—l(1—¢

Ahora si C' lo reemplazamos por C'2 ) obtenemos que

k+1
P( sup  sup sup Zn(5, —5r—
2ri<p<oriit+l) I>i 0<k<2! 2 2

) > Cl2fl(176)) < 2(0/271(176)21)71
1>
— Z(CIQle)—l
1>

— (Cl2ie)(2e _ 1)—1

como el lado derecho es sumable con respecto a i, nuevamente por el teorema
de Borel-Cantelli obtenemos: para todo n € N, para todo [ > i(n), para
todo 0 < k < 2, Z, (%, 5) < D (w)27079 donde D,(w) es una variable
aleatoria casi-seguramente finita. Para concluir el lema, utilizamos que

kok+1l. o,k k+1 k k+1
Z"(E’T) > Yn(i’ T) > 'Xn (5) - X, ( o )

2

O

Observaciéon 2.2.8. Hasta aqui hemos supuesto que a; = i~ y para el caso

mas general 1.1.3, tenemos en cuenta que los 4 lemas anteriores se basan en
tener una cota uniforme, sobre la norma de la matriz T, en el parametro
n, de esta manera si escribimos M,, = I +n~"*V,n%,T,, = I +n~*V, T y
usando 1.1.3 obtenemos que la norma de 7}, es uniformemente acotada en n.
Asi extendemos nuestros lemas a una caso més general.

Ahora estamos preparados para demostrar el teorema enunciado al principio
de esta seccidn, el cual nos proporcionard una cota para 1 norma de M,

2.2.2. Demostracion Teorema 2.2.1

Para acotar la variable aleatoria HMn(E)H para n € N, primero conside-
ramos, dado U; de norma uno, ||M,(E)U;|| = X,.(F). Sea n dado y suponga-
mos primero que [a,b] C [0, 1]. Cualquier energia E en [0, 1] puede escribirse
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como c
l
E=Y 2
ol
=0

donde ¢ € {0,1} ( es la descomposicién diddica de F ).
N(L)

Sea B = ) & donde N(L) corresponde al subindice del L-ésimo ¢ # 0
L=0

con los ¢ ordenados por el subindice de menor a mayor. De la definicién de

E;, tenemos lo siguiente:
1. F= lim Fj,

L—oo

2. si k(L) es el entero tal que £, = % entonces (1) = %

3. Sea i(n) de la definicién de S,(r) 2.2.12, entonces E puede escribirse

como E = Ej,y + > & donde Ej,y € Sy(r).
I=i(n)+1
El primer item se deduce de la descgmposicién diadica de E.
El segundo item viene de E1y = ;CN(@)) = 215((5)1) donde k(L) es un entero

luego % = F; + 1/2N(L+1) como ey(r+1) 7 0 por tanto igual a uno

entonces By + 1/2NUA+Y = B+ ;%(ﬁﬁ) = Erq1.
1(n)

Y por tltimo el tercer item se debe a que £ =} & Z 3.
=0 l i(n)+1

Teniendo en cuenta lo anterior y como X,,(F) es una funcién continua con

respecto a B

Xa(E) = lim (X, (EL)) = lm (Xo(E;) + (Xa(EL)) — Xn(E3))

L—oo L—o0
L
= lim (Xn(Ei)Jr > (Xu(E) —Xn(EH))>.
I=i+1
Como E; € S,(r)y E_1 = % por tanto E; = k(;vl(gfl donde k;_; es un

entero menor que 2V® y N(I) es mayor que i(n), podemos aplicar los lemas
2.2.5, 2.2.7 en la desigualdad anterior, luego para todo 0 < ¢ < 1y para todo
r € R tenemos

Xo(B) < C(w)Y1c/an 5 + DY (w)dY/2n? Z 2(~11-e)/
I=i(n)+1



CAPITULO 2. EL MODELO AUTOADJUNTO 26

donde C,(w), D.(w) dependen de U;. Como n < 2"+ concluimos

27l(1f€) _ 27(l*i(ﬂ)*l)(l*&)27(7;(71)4’1)(176) < 27(lfi(n)fl)(lfe)nf(lfe)/r'

Con esto
Z (-l1-e)/2 < Z 9—(I=i(n)=1)(1=€)/2,, —(1—€)/2r
I=i(n)+1 I=i(n)+1

n—(l—e)/?r (Z 2—m(1—e)/2>
m=0

Xu(E) < Cuw)"%e}/"n’s + DY (w) (sz@@ﬂ) dY/2p - 01=0)/2
m=0

ahora si elegimos r = 37! (¢~" + 1) sigue que

1:; = BA+e(1+q/2)"

B—(1—e)/2r = B(1+eq/2)(1+q/2)7"

Con lo anterior y teniendo en cuenta que g > 2 obtenemos

Xo(E) < 1(w) méx(ct/?, d4/2)pf0+ea/2)0+a/2) ™ (2.2.18)
donde 7, (w) = max{C,(w), D¥*(w) 322°_, 27 m(1-9/2},
Como X,,(F) = || M,U;|| luego para U; LU, tenemos que, para j € {1,2}

MU < 7elw) méx(cy/, dy*)nCea/? 0ral2)

para todo w € A; con AS de medida cero.
Con esto para cada U de norma uno U = aU; + bU; con |al, |b] < 1 y para
todo w € A; N Ay
HM(E)nUH < ar(w) méx(c}/q, di/Q)nﬁ(Hﬁq/?)(Hq/?)*l
+ b7y (W) méx(c}/q, d;/Q)nﬁ(Heq/?)(lJrq/?)*l

(T1.e(w) + Toc(w)) méx(cgl/g d711/2)nb’(Heq/Z)(1+q/2)*1

IN

— r(w) méx(cd, B ynf0rea2) e
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como A; N Ay es de complemento con medida cero 7.(w), es casi-seguramente
finita y

Ahora de la definiciéon de ¢, y d, se verifica que ¢, < ¢, vy d, < d, y
asi obtenemos el resultado.

2.2.3. Demostracion Corolario 2.2.2

Para demostrar este corolario, solo falta conocer el comportamiento asintotico
de ¢, y d,. Recordemos que ¢, y d,, estan definidos por

cn = ]I+ Dy T E(V) + i “TE(|V|"))]

=1
n

d, = ] +2i2(T+T*)EV?)

i=1

Luego si ¢ > 2
Cny dy < J]I1 4072 Dy (BOV?) + E(IV|)).
i=1
Con esto y teniendo en cuenta el lema A.2 expuesto en el apéndice.
Si o > 1/2, para todo € > 0 existe N = N(e) tal que para todo i > N
(1+ Dy (E(V?) + E([V]1)) < (L +i7"¢)

luego concluimos que
Cny dp < Kynt.

De manera andloga, para el caso en que a = 1/2 obtenemos que

e d, < KnCEVIHEVID)
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2.3. Demostraciéon de los Teoremas 1.1.1, 1.1.2,
1.1.3

Las consecuencias del teorema 2.2.1 fueron resumidas en los teoremas
enunciados al inicio del trabajo (1.1.1, 1.1.2, 1.1.3) y ahora los demostraremos
teniendo una cota para ¢, y d,.

2.3.1. Demostracién del Teorema 1.1.1

DEMOSTRACION: Considere un vector generalizado 1 € C% asociado al
valor propio generalizado F, luego para n € Z tenemos que:

()= ) ()
50

E—Xa,V, -1
1 0

construir un vector generalizado asociado al valor E. Teniendo en cuenta lo
expuesto en 1.1.3, y la cota de ||M,]|| dada por el teorema 2.2.1 concluimos
gn €s polinomialmente acotada en la variable n, luego E € (—2,2) pertenece
al espectro de H, [3] “Sh’nol”.

Suponga que existe un vector propio con valor propio E € k entonces

de manera inversa dado ( > podemos a través de las matrices

N

> (lg)P +lg(n+ 1)) = ZCI\Mn\!_2\!U1|!2

i=1

N
> 7_672<w) Z C«/Kn72C(E(V2)+E(|V\q))72ﬁ(1+eq/2)(1+q/2)_1 HU1”2

i=1

como S =1,q>2,EV?) = NE(V)}(4— E*)2y EV) = ME(V)!(4 —

E?)~7 podemos elegir € y A\(k) de manera que para todo A < A(k)

2C(E(V?) +E(|V]%)) +2B(1 +eq/2)(1 +¢/2) "t < 1
esto muestra que con probabilidad uno 1 no puede ser un vector propio, pues
SV (lg(n))? + |g(n + 1)|?) diverge cuando N tiende a infinito.

O
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2.3.2. Demostracion del Teorema 1.1.2

Esto proviene de que, dado un vector propio generalizado 1 para todo
€ > 0 existe K, tal que ¢,,d, < K.n¢, con esto

HMn” < Te(w)Kenén(HEQ/?)(Hq/?)*l

as{ usando el mismo método descrito en la demostraciéon anterior, elegimos
¢ adecuadamente de manera que S (|g(n)[? + |g(n + 1)|?) sea divergente
cuando N tiende a infinito.

2.3.3. Demostracion del Teorema 1.1.3

Considere

ZE(lanVn|q) = Z |an|"E(|V2]7)
que es finito, pues ag > 1y E(|V,|7) = E(|V|?) < oco. Por otra parte por

Fubini
Z]E(|anvn|q) = E(Z |anVn|q)

n

luego como este nimero es finito, tenemos que casi-seguramente y  |a,V;,|?
también debe ser finito, luego casi-seguramente a,V,, converge a cero.

Asi el operador definido por (K1)(n) = Aa,V,(w)(n) es un operador com-
pacto con probabilidad uno, y como H = —A + K tenemos que, por el
teorema de “Weyl” [9], pag. 142, 0ess(H) = 0ess(—A) = [—2,2].



CAPITULO 3
Familia Unitaria de operadores

3.1. Matriz de transferencia para el operador
Unitario U

En este apartado veremos como demostrar el teorema 1.2.2. Para esto
dado un vector generalizado v (Ut = e'F1)) tenemos que sus coordenadas se
relacionan a través de las matrices B, g [2] :

¢2n o 7702n—2
< w2n+l ) B Bn,E ( w2n71 ) (311>

donde:
t2n72 i
(Bop)y = — 202 i(B4nrtta, )
t2n71
BnEg)a = LBt at0aa) _ T20T20-2 i(B05, 14020 0)
( n,E 22 - e e
ton—1ton ton—1tan
—i—Mei(eZn*BQH,Q) + M
ton—1tan ton—1ton
Top—o _ Pon_1
(BTL,E)12 = 1—Z¢ Z(E+92n—1+92n_2)_2
n—1 ton—1
(BTL,E)Ql g iMe*i(Q%L—Z*GQn) _ Z-Mefi(E+92n_2+92n_l)
ton—1t2n ton—1ton

(3.1.2)

Aqui la relacién entre t, y r, es:

2472 =1, t, =1— Aa,

30
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donde a,, cumple que lim a,|n|* = 1. De 3.1.1 deducimos,

In|—o0

U ) B (W
( Domr1 ) = Bu.egBn1e - Bie ( b ) (3.1.3)
( z/jijil ) = B, EB:7IL,E T Bo_,flz ( Z(l] ) (3.1.4)

Nuestro objetivo de aqui en adelante, es obtener cotas superiores de |t,|* +
|9, 11]? para deducir dos resultados, el primero es decidir cuando el valor ¢
asociado a 1 pertenece al espectro del operador U y le segundo es saber si ¢
es un vector propio asociado valor propio e*¥. En lo que sigue omitiremos el
parametro E en la notacién de B, g.

Primero haremos el caso para n positivo, el caso para n negativo es similar.

Sea U,, = < Yon ) conn €N
¢2n+1

|
Up = BuBooy -+ Bilp = ([ [ det(B)(] | ~) BB -+ - BiUj.

Si H, = Bn y H = H,H,_ - -Hp, entonces

= (ﬁ det(B,-)) H,U, (3.1.5)

‘(Hdet )‘HUOH_ |5, Uall < 1, U

ton—2
ton

(

note que det(H,) =1 asf

luego

por otra parte como det(B,,) = ¢~ #(02n—2702n)
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ton_aton_o ton  ton

= tota  top—6 ton—alon—2 to

ast
th I7—1
= AR
0
El hecho de que det(H,,) = 1, permite que ||H; || = ||H.,||, pues H: H,, (H:H,)

tienen traza y determinante iguales, luego el mismo polinomio caracteristico,
asi la misma norma. Con esto obtenemos

to ~
NI ARE A 516

teniendo presente lo anterior y 3.1.5 obtenemos que, para todo n en N
lo ~ to ~
gHUoHHHnH L < gHUollHHnH- (3.1.7)

Ahora veamos, una ecuacién similar a la anterior, para —n con n positivo.
Para esto, tenemos en cuenta, quesin e N,y H_, = Hy---H_,H_, 1, por
3.1.3 tenemos que:

U — Ea ~ Ctgty toop-2 toon
o= | IT det B | Hou = 2074 220 20y, (3.1)

0 0t-2 tooptat_onio

al igual que el caso anterior usando que det(H_,) = 1 obtenemos:

to tO

Tl H-nll ™" < 1U-all < -

—2n —2n

(Lo vz (3.1.9)

juntando las ecuaciones 3.1.7, 3.1.9 y teniendo en cuenta, la hipdtesis de que

t, converge a uno, cuando |n| tiende al infinito obtenemos que para todo n en
Z.

CLllT I Hall™" < 10l < Col|Uoll|| Ha (3.1.10)
Aqui se aprecia la similitud con el modelo auto-adjunto 2.1. En resumen,
para obtener cotas superiores e inferiores de ||U,||? = |[t2,]? + |[t2n11]* con

n € Z es suficiente acotar superiormente || H,||?. El objetivo siguiente seré en-
contrar cotas superiores del tipo polinomial de || H,|*.
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Cotas superiores de ||H;||

3.2.
Para acotar superiormente
- n
1H = I T Hel
k=1
consideramos M}, = t;f: By, ast || My|| = ||Hg||. Primero observamos que:
(M) 12, (M) [P~ 0 (3.2.1)

— 00

ei(92k71+92k72)(Mk)11 , —etE
k| —o0

_iE

e_i(92k—1+02k) (Mk)22 N

k| —o0

esto nos da una idea de como descomponer M de manera similar a la de
2.1.8, para ser mas preciso Mj la descompondremos de la siguiente manera:

A
My = Dy(I + —=1;
k k( +(2k)0‘ k)

donde Dj;, serd la matriz unitaria:
_e_i(E+92k—1+02k—2) 0 )

Dk = < 0 _ei(E+92k—1+92k)
Para esto si
Loy, _ g tor — tar—1
top—1 tog—1
1 1 —top_1tor_
S TR (3.2.2)
tok—1tor—2 tok—1tok—2

_ 2kl T _tog
y‘ Ty, = Dp =Tk, donde Tk. o
cién y al calcular los coeficientes de T}, tenemos:

By — Dy, obtenemos nuestra descomposi-




CAPITULO 3. FAMILIA UNITARIA DE OPERADORES 34

|2K|* tor, — tog—1

T - 3.2.3
() X by (3.2.3)
(Th)22 = 2RI (L= toeatorz | Tokroks o~ i(2E+2031_1+021 24021

A tok—1lok—2 tok—1lak
_ |2k|0‘ Tok—1T2k—2 e*i(E+92k71+92k72) 1 Tok—1T2k e*i(EJrng,lJrng)
A\ tak—1tak—2 tor_1ton_2
(Tk)lg = — |2k’|°‘ Tak—2lk — r2kl2k e (E+02k—1+025—2)
A tok—1lop—1  tor—1lor—2
(Tk)Ql — _,L'e—i(E+92k+92k,2) |2k|a (7‘2]4;—1 . T2k e_i(E+‘92k71+'92k—2)
A tog—1  Togp—1 ’

Ahora teniendo en cuenta el comportamiento asintético de ay 1.2.3 pode-
mos concluir que

lim 2, =1 para j=—2,—1,0

asi probar que |(Ty,g)i;| < M;; con i,j = 1,2y M;; no dependientes de A, k
y E, asi deducimos que ||T}|| es uniformemente acotada sobre k y E. De esta
manera, hemos concluido que My = Dy (I + ﬁTk), donde D, es una matriz
unitaria y Ty es una matriz uniformemente acotada en norma sobre A, k, .
Recordemos que queremos acotar || H,|* .

Primero consideramos solo el caso cuando k& € N, el caso para n negativo

se hace de manera similar.

MG < 1+ Tl (324
< 1+ B
< 1+ g (5 + G ITIP)
de lo discutido después de 3.2.4, concluimos que (2|]Tk|] + ﬁ HTk”2> es una

expresién acotada por una constante K (que no depende de k, A y F) luego
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A A
I+~ Tl|P<1+-—-""K 2.
17+ Gl < 1+ (3:25)
asi
_ n n )\
H,||?> < Mi||? < 1 K 3.2.6
[ Ha|| _gll k| _g( +(2k)a ) (3.2.6)

como habiamos anticipado en 1.2.2.

Para obtener una cota para H_, con n € N usamos el mismo proceso y
obtendremos una cota similar (||H_,| < []i_,(1+ #K’)).

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos demostrar los teoremas 1.2.1 y 1.2.2:

3.2.1. Demostraciéon Teorema 1.2.1

Considere dado E € [0,27) y el vector Uy = ( zo ), con esto a través
1

de las matrices de transferencia 3.1.1 podemos construir un vector propio
generalizado asociado al valor . Ahora teniendo en cuenta el lema A.2

1/}371 +w§n+1 = ||UTL||2
1T |1 | H.u |2

<
S C/|n|K/

Con esto por el corolario 5.2 [2], como v es un vector propio generalizado
polinomialmente acotado, entonces o(U) = S'.
3.2.2. Demostraciéon Teorema 1.2.2

Supongamos que existe un vector propio ¢ € [*(Z) por 3.1.7
lo ~
Uon +Vopr = Unall* 2 (EHUoHHHnH 2. (3.2.7)

En virtud de 3.2.6 ||H,|®> < [Ir_,(1 + ﬁf(), asi en el caso en que a > 1,

tenemos que o = 1 4 9 donde § > 0 con esto

n

H(1+#K) = ]f[l(ur% (2(2)\k)5K>).

k=1
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Como hm (2k)5K =0, dado € > 0 existe N = N, tal que para todo &k > N

2(2k) K < €, luego si n > N:

H< <22>QK> - ﬁ(”%(

VAN
—1=
N
—_
+
T =
7N
2
)
= >
=,

=
N~
S~
~
[
+
el e}
~—

L
—=
/N
—
+
> o
N—

k=1 k=1
< C.nf
asi . N
D S AU =Y Cln (3.2.8)
n=N n=N

luego si € < 1/2, 1 no pertenece a [*(Z). El caso para a = 1 se obtiene de
que

IH,|? < H 1+ K
S C«nAK
concluyendo que si A < 1/(2K), 1 no pertenece a [*(Z).

O

Observacién 3.2.1. En [2] (3.17) se prueba que cuando 1 — ¢, ~ 1/j* con
a>10,.=S5' Sin embargo para el caso a > 1, con la herramienta utiliza-
da, en esta tesis, se gand la ausencia de valores propios y mas informacion
para el caso en que a =1 .

Observacion 3.2.2. Para el caso en que a = 1, la afirmacién de ausencia de
valores propios sobre S!, es cierta para valores menores que 2/K, y una cota
no muy optimal para K es K < 7 . Pero para lo anterior no hemos impuesto
condiciones sobre 0.

Ahora supongamos por un momento que 6o, + 091 = 0 para todo k en 7Z
con esto, lim T =T donde:



CAPITULO 3. FAMILIA UNITARIA DE OPERADORES 37

Si calculamos los valores propios de TT™ obtenemos que:

A = 4—cF 7 £ 207, [eiB(—e2E | 3eiB 1)

ahora, si estimamos un grafico de la norma de ||Tg| = y/max(Ay,A_) en
funcién de E obtenemos:

\\

\

‘.
/ \

VN

\

algunos calculos que se pueden verificar son
IToll = 2, | Tjall = 14+ V3, | Tx]| = V5 + 1 ~ 3,236067977

Con esto, de la continuidad de la norma y la convergencia de T}, tenemos
que, para todo € > 0, existe § > 0, N tal que para todo E € (0,9) [ J(2r—0, 27)
y k>N

MU < 1+ o (2||Tk||+ﬁ|mn2) (3.2.10)
A
- 1+%(2+e). (3.2.11)

Luego usando los argumentos anteriores, para descartar la existencia de
valores propios, concluimos que si A < 1/(2+¢), entonces no aparecen valores
propios en una vecindad de 1 sobre S!.
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Por otra parte, una aproximacién del maximo de ||Tg|| hecha computa-
cionalmente es de v/5+1 ~ 3,236067977, luego si A < 1/(max || Tz||) podemos
asegurar que nuevamente no aparecen valores propios en S'. De esta manera,
podemos ver que hay una relacién de ausencia de valores propios (una transi-
cién) en la medida que A se acerca a los puntos extremos 1/2 y 1/(méax ||Tx||),
como lo muestran las ilustraciones.

-1 I

(a) A < 1/2, cercano a 1/2 (b) 1/méx |[Tr| < A< 1/3

Figura 3.1: El arco méas oscuro representa la ausencia de valores propios en
Sl

(a) A > 1/(méx ||Tg||) cerca de (b) A < 1/(méax ||Tx||)
1/(méx || Tg|])

Figura 3.2: El arco méas oscuro representa la ausencia de valores propios en

Sl



APENDICE A

A.1. Demostracion desigualdad 2.2.8

Primero tomaremos el caso en que g > 4.
Sil+2>0
(1+2)8 < 1—1—%1’—1—01(3324—\30]%) (A.1.1)
Esta desigualdad sigue, pues (1 + )2 — 1 + 22 es 0(z?) cuando x tiende a
cero y 0(z2) cuando x tiende a infinito (aqui se usa que ¢ > 4). Y tomando
en cuenta que b>0 obtenemos estas desigualdades

Vr>1 (a+b)" < 2"méax(|al,|b])" < 2"(Ja]" +b")
¥ o< b+b?
lal? < a®+al

Asi usando las desigualdades anteriores y A.1.1

1+a+b)f < 1+g(a+b)+01((a+b)2+\(a+b)|%)
< 1+g(a+b)+Cl(22(a2+b2)+2%(|a|%+b%))
< 1+%(a+b)+C’1(22(a2+b+b%)+2%(a2—|—]a|q+b%))
<

1+ ga+cq(b+b% + a2+ |al?)

Para el caso en que ¢ < 4 usamos que:

Nk

1 1+
T L L

r—0 €T

N |

39
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(1+2)2 -1+ iz
2

=0

lim
r—00 €T

Asf deducimos que (1+2)% < 1+ Lz + Cy(2? + |z]2) y de manera similar a
la anterior (caso g > 4) se termina la demostracion.

A.2. Lema A.2

Sea

UHZQ—&

donde C'y « son constantes positivas.

Entonces si a = %,

Cin® e <k, < Cy(n”)
con C1,Cs, K¢ contantes positivas.
Sia# %
e IR < k< Cpen T 1C

DEMOSTRACION: Para esto considere

In (ﬁ 1+— Zm1+—
=1
Ahora

" C - C " C
/ In(1+ @)d:ﬂ < Zln(l + 12_‘1) < /1 In(1+ ﬁ)dx +In(1+C)

1 i=1

estimemos fln In(1 + m%)dx, para esto usamos que existe Ko tal que para
todo z € [1,00], £¢ <In(1+ %) < & con esto

K,
—Cdaj</ ln(1+— /—dx
z? 1

In(nc) < / In(1+ g)dm < In(n%)
1 x

|—=

sl =

[\
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luego
n¢ <k, < (1+C)(n°)
de manera andloga si a # 3

e(n<172a>_1)KC <k < e(n(1*2“)—1)06(1+0)

— n —=

41



Bibliografia

[1] F. Delyon, B. Simon, B. Souillard, From power pure point to continuous
spectrum in disordered systems, Ann. Inst. H. Poincaré Phys. (1985),
no. 3, 283-309.

[2] O. Bourget,J. Howland, A, Joye, Spectral Analysis of Unitary Band
Matrices. Commun. Math. Phys. (2003) no. 234, 191-227

[3] B. Simon, Schrodinger semigroups. Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) 7
(1982), no. 3, 447-526.

[4] H.L.Cycon, R.G Froese, W.Kirsch, B.Simon, Schrédinger Operator,
Springer-Verlag, New York, 1987.

[5] E. Hamza, A. Joye, G. Stolz, Localization for random unitary operators.
Lett. Math. Phys. 75 (2006), no. 3, 255-272.

[6] A Joye, Fractional moment estimates for random unitary operators.
Lett. Math. Phys. 72 (2005), no. 1, 51-64.

[7] A. Joye, Density of states and Thouless formula for random unitary
band matrices. Ann. Henri Poincaré 5 (2004), no. 2, 347-379.

[8] M. Reed, B. Simon, Methods of modern mathematical physics. I. Func-
tional analysis. Second edition. Academic Press, New York, 1980.

[9] P. Hislop, D. Sigal, I. M. Introduction to spectral theory with applica-
tions to Schrodinger operators. Springer-Verlag, New York, 1996. Pag.
142

[10] L. Breiman, Probability, Addison-Wesley, 1968.

42



BIBLIOGRAFIA 43

[11] V. Enss, K. Veselic, Bound states propagating states for time-dependent
Hamiltonians, Ann. Inst. H. Poincaré. (1986), no. 39, 159-191.



