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FACULTAD DE MATEMÁTICAS
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A Maŕıa Magdalena Grandón Grandón, mi madre, quien desde pequeño
me ha inculcado lo importante que es la educación para ser una mejor per-
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por mi bienestar, ha sido testigo de mis fracasos y éxitos alegŕıas y tristezas.
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acompañarte toda la vida

A mis amigos por entender lo que significa estudiar matemáticas, en es-
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Índice general

1. Introducción a los modelos 4
1.1. Modelo tipo Anderson 1-D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1.1. Algunas propiedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.1.2. Resultado central . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1.3. Estrategia de trabajo . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2. Modelo de Blatter-Browne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2.1. Resultados principales . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2.2. Estrategia de trabajo . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2. El modelo autoadjunto 14
2.1. Matrices de transferencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2. Cotas superiores de ‖M̃n‖ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2.1. Lemas preparatorios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.2.2. Demostración Teorema 2.2.1 . . . . . . . . . . . . . . 24
2.2.3. Demostración Corolario 2.2.2 . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3. Demostración de los Teoremas 1.1.1, 1.1.2, 1.1.3 . . . . . . . . 28
2.3.1. Demostración del Teorema 1.1.1 . . . . . . . . . . . . 28
2.3.2. Demostración del Teorema 1.1.2 . . . . . . . . . . . . . 29
2.3.3. Demostración del Teorema 1.1.3 . . . . . . . . . . . . . 29

3. Familia Unitaria de operadores 30
3.1. Matriz de transferencia para el operador Unitario U . . . . . . 30
3.2. Cotas superiores de ‖H̃k‖ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.2.1. Demostración Teorema 1.2.1 . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.2.2. Demostración Teorema 1.2.2 . . . . . . . . . . . . . . 35

A. 39
A.1. Demostración desigualdad 2.2.8 . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
A.2. Lema A.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3



CAPÍTULO 1

Introducción a los modelos

La investigación sobre la naturaleza del espectro de un operador auto-
adjunto o unitario, proporciona información sobre la estabilidad del sistema
cuántico que describe (ver [4] y [11] ).
Este trabajo trata sobre algunas propiedades espectrales, de dos familias de
operadores que actúan sobre l2(Z). La primera que se introducirá será la de
operadores auto-adjuntos aleatorios, denotados por H [1]. La segunda fami-
lia será de operadores unitarios, introducida en las primeras páginas de [2],
modelos similares han sido profundizados en [5], [6] [7].
En esta tesis evidenciaremos algunos criterios, sobre los parámetros descrip-
tivos de esos modelos, para excluir la posibilidad de existencia de valores
propios, en el espectro o parte de éste, de los operadores involucrados. Para
esto introducimos la noción de vector propio generalizado correspondiente
al valor propio o enerǵıa E, es decir, una sucesión de números complejos
ψ = (ψn)n∈Z, que satisface formalmente que Hψ = Eψ, Uψ = eiEψ.

La representación matricial sobre la base estándar de ambos operadores
es una representación en diagonales (matrices de banda), esto nos permi-
tirá cuando tenemos un vector propio generalizado, encontrar relaciones entre
las coordenadas, dada por unas matrices de 2x2, que llamaremos matrices de
transferencia. Estas matrices nos darán cotas sobre |ψ(n)|2 + |ψ(n+1)|2, con
la cual podremos descartar el hecho de que el vector generalizado ψ está en
l2(Z)
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN A LOS MODELOS 5

1.1. Modelo tipo Anderson 1-D

Para definir nuestro modelo inicial, primero construiremos el espacio de
probabilidad (µ, σ, Ω) sobre el cual trabajaremos. Considere (Vn)n∈Z ⊆ R
variables aleatorias definidas sobre el espacio de probabilidad (µ0, σ0, Ω0),
idénticamente independientes y distribuidas, con densidad de probabilidad
r(V) y esperanza cero. Con estas variables aleatorias construimos el espacio
de probabilidad (µ, σ, Ω), donde Ω =

∏
n∈Z

Ω0, y µ la medida producto sobre

el sigma algebra generada por los conjuntos de la forma
∏

Ωi, donde Ωi son
(σ0)-medibles y Ωi = Ω0 salvo finitos ı́ndices.
Aśı dado ω ∈ Ω asociamos el operador K, definido inicialmente, sobre el
conjunto de sucesiones en `2(Z) con soporte finito, por:

(K(ω)ψ)(n) = λanVn(ω)ψ(n) (1.1.1)

donde Vn(ω) = Vn(ωn), (an)n∈N ⊆ R y λ ∈ R . Por otra parte definimos el
operador −4, sobre `2(Z) como (−4ψ)(n) = ψ(n + 1) + ψ(n− 1).

De esta forma, teniendo definido los operadores K y −4 construimos
nuestra familia de operadores auto-adjuntos H que actúan sobre `2(Z), de la
siguiente manera:

(H(ω)ψ)(n) = (−4ψ)(n) + (K(ω)ψ)(n) (1.1.2)

(H(ω)ψ)(n) = ψ(n + 1) + ψ(n− 1) + λanVn(ω)ψ(n)

Aśı dado ω ∈ Ω asociamos el operador H(ω) descrito en 1.1.2.
La sucesión (an)n∈Z cumple que, existen N∈ N y C1, C2 > 0 tal que si |n| ≥ N
entonces,

C1|n|−α ≤ |an| ≤ C2|n|−α, n 6= 0. (1.1.3)

En lo que sigue supondremos las siguientes condiciones:

‖r‖∞ < ∞ (1.1.4)

q := sup{z > 0 : E(|V |z) < ∞} > 0 (1.1.5)
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1.1.1. Algunas propiedades

El operador de multiplicación K, no necesariamente es acotado, pues a
pesar de que (an)n∈Z tiene un decaimiento a cero, cuando |n| tiende a infinito,
la sucesión (V (ωn))n∈Z puede no ser acotada.

Si A = {ω ∈ Ω : ∀n ∈ Z Vn(ω) < ∞} entonces A es un conjunto con
probabilidad uno y el operador H(ω) para todo ω en A, induce un operador
auto-adjunto. Para verificar lo anterior, K por ser un operador diagonal de
coeficientes reales es un operador esencialmente autoadjunto sobre D(K). [8]
pag. 257. Para esto vemos que si

D(K) = {a ∈ `2(Z) : ∃N ∈ N an = 0 si |n| ≥ N}
entonces Ran(K ± i) es denso en `2(Z). Esto sucede pues dado (c(n))n∈N ∈
`2(Z), consideramos b = (b(n))n∈N, con

b(n) = χ[−n,n](λanVn(ω)± i)−1c(n),

donde χ es la función caracteŕıstica sobre el intervalo [−n, n], b es bien
definido, debido a que λanVn es un número real, luego

(K(b)± i)(n) = χ[−n,n]c(n).

Esto prueba que Ran(K ± i) = `2(Z). Aśı probamos que con probabilidad
uno K es auto-adjunto, luego H también.

La representación matricial sobre la base estándar de H(ω) es una matriz
tridiagonal.




. . . . . . 0

. . . ∗ ∗ 0
0 ∗ ∗ ∗ 0

0 ∗ ∗ ∗ 0

0 ∗ ∗ . . .

0
. . . . . .




Esta estructura matricial nos permitirá relacionar las coordenadas de un
vector propio generalizado, a través de matrices de 2 x 2 que llamaremos
matrices de transferencia.

El principal tema a estudiar son algunas propiedades del espectro de la
familia H en dos casos, uno cuando α = 1/2 y el otro cuando α > 1/2.
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1.1.2. Resultado central

El teorema central para la familia H es sobre la localización del espectro
continuo o parte de él, para el caso α = 1/2. Las herramientas usadas para
este caso, serán aplicadas al modelo unitario para obtener información sobre
el espectro de la familia de operadores U .

Teorema 1.1.1. Si α = 1/2 , q > 2 para cada compacto κ contenido en
(−2, 2) existe λ(κ) tal que para todo λ < λ(κ), entonces el espectro de H es
puramente continuo en κ.

Para esto probaremos dos cosas con probabilidad uno, la primera es que
σ(H) ⊇ (−2, 2) y la segunda, es que bajo las condiciones del teorema anterior,
no existen vectores propios, asociados a las enerǵıas E ∈ κ.
Otros resultados que también obtendremos serán:

Teorema 1.1.2. Si α > 1/2 y q > 2, el espectro de H contenido en [−2, 2]
es puramente continuo.

Teorema 1.1.3. Si αq > 1, el espectro esencial de H es [−2, 2]

Aqúı veremos que bajo la hipótesis de que αq > 1 con probabilidad uno,
la sucesión λanVn(ω) tiende a cero cuando |n| tiende al infinito. Aśı asegurar
que K es un operador compacto. Luego poder concluir, por el teorema de
“Weyl” [9], pag. 142, que σess(H) = σess(−4) = [−2,2].

1.1.3. Estrategia de trabajo

El teorema 1.1.1 lo demostraremos en 3 pasos resumidos a continuación:

1. Considerar un vector propio generalizado ψ ∈ CZ, asociado al valor
propio generalizado E ∈ [−2, 2] esto es :

ψ(n + 1) + ψ(n− 1) + λanVn(ω)ψ(n) = Eψ(n)

esta ecuación permite definir las matrices de transferencia como sigue:

(
E − λanVn −1

1 0

)

y tienen la propiedad de que
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(
ψ(n + 1)

ψ(n)

)
=

(
E − λanVn −1

1 0

)(
ψ(n)

ψ(n− 1)

)
.

Aśı dada una condición inicial

(
ψ1

ψ0

)
podemos construir un vector

propio generalizado y viceversa.
Con esto asociamos al vector generalizado ψ, gn = |ψ(n)|2 + |ψ(n +
1)|2 que es lo que nos interesa estudiar (encontrar cotas adecuadas).
Aqúı no trabajaremos directamente con las matrices de transferencia,
sino con otras matrices que se definirán más adelante (2.1.8) y que nos
permitirán controlar gn, de esta manera obtener información sobre la
norma de ψ en `2(Z).

Ahora para todo n ∈ Z dado el vector

(
ψ(n + 1)

ψ(n)

)
en C2, cons-

truiremos vectores

(
An

Bn

)
en C2 y matrices Mn, de manera que gn

sea equivalente (asintóticamente ) a

∥∥∥∥
(

An+1

Bn+1

)∥∥∥∥
2

y

(
An

Bn

)
= Mn

(
An

Bn

)
, (1.1.6)

donde Mn es una matriz de 2x2, con la propiedad que det Mn = 1,
dependiendo de E, (Vn)n∈Z y λ.

Observamos que de lo anterior:

(
An+1

Bn+1

)
= MnMn−1 · · · ·M1

(
A1

B1

)
= M̃n

(
A0

B0

)

(
A−n+1

B−n+1

)
= M−1

−nM−1
−n−1 · · · ·M−1

−1

(
A0

B0

)
= M̃−n

(
A0

B0

)
.

y que dado que el det M̃n = 1, para todo n ∈ Z.

‖M̃n‖‖U1‖ ≥ ‖Un+1‖ ≥ ‖M̃n‖−1‖U1‖ (1.1.7)

‖M̃−n‖‖U0‖ ≥ ‖U−n‖ ≥ ‖M̃−n‖−1‖U0‖
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Donde Un =

(
An

Bn

)
. Esto nos permitirá controlar la norma de Un a

través de la norma de M̃n y aśı controlar gn

2. Un paso fundamental es acotar superiormente, la variable aleatoria
‖M̃n‖ de la siguiente manera, para todo ε

‖M̃n‖ ≤ σε(ω)f(E, n, λ, ε, q)

donde σε es una variable aleatoria casi-seguramente finita. Esto con el
fin de obtener una cota superior e inferior de gn, para ser más espećıfico
cuando α = 1/2

f(E, n, λ, ε) = C1n
C2(E(V2)+E(Vq))λ2(4−E2)−1

nεCq+(1+q/2)−1

(1.1.8)

Donde C1, C2, Cq son constantes positivas y q es mayor que 2

3. Concluir teorema 1.1.1. Para esto a grandes rasgos lo que haremos será.
Primero, dada una condición inicial U0 ∈ C2 y una enerǵıa E dada en
(−2, 2) podremos construir, con probabilidad uno, un vector propio
generalizado asociado a la enerǵıa E y viceversa, polinomialmente aco-
tado, luego por el Teorema de “Sh’nol” [3], concluir que σ(H) ⊇ (−2, 2).

Segundo, dado un compacto κ ⊆ (−2, 2) y un vector propio generaliza-
do asociado al valor E en κ, podremos elegir λ y ε de manera que:

f 2(E, n, λ, ε, q) ≤ n

aśı demostrar que

gn ≥ D2σ
−2
ε (ω)n−1‖U0‖−2

luego casi-seguramente

N∑
n=0

gn ≥ D2σ
−2
ε (ω)‖U0‖−2

N∑
n=0

n−1

que diverge cuando N tiende al infinito, esto muestra que no pueden
existir vectores propios asociados a valores propios en κ.
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1.2. Modelo de Blatter-Browne

Para este apartado tomaremos un modelo trabajado en [2] con algunas
modificaciones, que comparte algunos rasgos con el modelo autoadjunto, co-
mo la representación canónica en matrices en banda y la relación entre los
coeficientes de un vector generalizado, a través de unas matrices de transfer-
encia.
Nuestros operadores unitarios actúan sobre `2(Z). Para definir nuestros ope-
radores unitarios, consideramos la base canónica φk ∈ `2(Z) y tendremos en
cuenta las siguientes matrices de 2x2, que dependen de rk, tk, θk:

Sk = e−iθk

(
rk itk
itk rk

)

aqúı θk ∈ [0, 2π] y r2
k + t2k = 1.

Ahora considere Pj el proyector ortogonal sobre el espacio generado por
φj, φj+1 ∈ `2(Z). Introducimos Ue, Uo dos operadores unitarios diagonales
por bloques de 2x2 sobre `2(Z) definidos por:

Ue =
∑

n∈Z
P2kS2kP2k (1.2.1)

Uo =
∑

n∈Z
P2k+1S2k+1P2k+1 (1.2.2)

Para construir U tendremos en cuenta las siguientes hipótesis sobre tk, rk.

tk = 1− λak (1.2.3)

Con λ, ak ∈ [0, 1], rk se define como la solución positiva de la relación
r2
k + t2k = 1, aqúı ak tiene un comportamiento asintótico del orden |k|−α con

esto definimos U como
U = UoUe (1.2.4)
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luego para cada k ∈ Z

Uφ2k = ir2kt2k−1e
−i(θ2k+θ2k−1)φ2k−1

+r2kt2k−1e
−i(θ2k+θ2k−1)φ2k

+ir2k+1t2ke
−i(θ2k+θ2k+1)φ2k+1

−t2kt2k+1e
−i(θ2k+θ2k+1)φ2k+2

Uφ2k+1 = −t2kt2k−1e
−i(θ2k+θ2k−1)φ2k−1 (1.2.5)

+ir2k−1t2ke
−i(θ2k+θ2k−1)φ2k

+r2kr2k+1e
−i(θ2k+θ2k−1)φ2k+1

ir2kt2k+1e
−i(θ2k+θ2k−1)φ2k+2

Con respecto a la forma de la matriz resultante, obtenemos una matriz con
la siguiente estructura:




. . .

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

. . .




(1.2.6)

Ya definida la familia de operadores U , enunciaremos el resultado central
para esta familia de operadores:

1.2.1. Resultados principales

Teorema 1.2.1. si α ≥ 1 σ(U) = S1 = {λ ∈ C : |λ| = 1}
Teorema 1.2.2. Si α > 1 para todo λ ∈ (0, 1], el operador Uλ no tiene
vectores propios.

Si α = 1, existe λ0 tal que para todo λ ≤ λ0 el operador Uλ, no tiene
vectores propios.
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Para la demostración de este teorema usaremos un esquema muy similar
al de la familia auto-adjunta. La estrategia a seguir para este resultado es la
siguiente:

1.2.2. Estrategia de trabajo

El teorema 1.2.2 lo demostraremos en 3 pasos resumidos a continuación.

1. Considerar un vector propio generalizado ψ ∈ CZ (Uψ = eiEψ), aso-
ciado al valor propio generalizado eiE, E ∈ [0, 2π] y tener en cuenta
las matrices de transferencia Bn [2], que relacionan las coordenadas de
ψ por:

(
ψ2n

ψ2n+1

)
= Bn,E

(
ψ2n−2

ψ2n−1

)

con lo cual
(

ψ2n

ψ2n+1

)
= Bn,EBn−1,E · · ·B1,E

(
ψ0

ψ1

)

(
ψ−2n−2

ψ−2n−1

)
= B−1

−n+1,EB−1
−n,E · · ·B−1

0,E

(
ψ0

ψ1

)
.

Con esto definimos gn = |ψ(2n)|2 + |ψ(2n + 1)|2. Para controlar esta

expresión utilizaremos matrices H̃n de 2x2, tal que det H̃n = 1, y que
cumplan las siguientes desigualdades

C1‖H̃n‖‖U0‖ ≥ ‖Un‖ ≥ C2‖H̃n‖−1‖U0‖ (1.2.7)

donde Un =

(
ψ2n

ψ2n+1

)

2. Acotar superiormente ∀n,∈ Z ‖H̃n‖ de la siguiente manera

‖H̃n‖2 ≤
n∏

k=1

(1 +
λ

|2k|α K)

3. Concluir de la misma manera como en el modelo auto-adjunto.
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Observación 1.2.3. Si miramos el caso auto-adjunto para α > 1/2 obte-
nemos espectro puramente continuo, pero para el caso unitario sólo se asegura
espectro puramente continuo para el caso α > 1. Si bien, es una condición más
fuerte que el caso a.a, para la demostración de ésta no es necesario considerar
ningún parámetro aleatorio, como se considera en el modelo original [2].
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El modelo autoadjunto

Ahora daremos los detalles de cómo demostrar el teorema 1.1.1 siguiendo
lo expuesto en 1.1.3.

2.1. Vectores propios generalizados y matri-

ces de transferencia

En este apartado nos centraremos en ver con detalle lo expuesto en el
paso uno de 1.1.3.

Definición 2.1.1. Dada una sucesión ψ ∈ CZ y un número E ∈ R, diremos
que ψ es un vector generalizado de H := H(λ, ω, (an)n∈Z, (Vn)n∈Z), asociado
al valor propio generalizado o enerǵıa E, si

Hψ = Eψ. (2.1.1)

Asociaremos al vector ψ la sucesión (gn)n∈Z:

gn =

∣∣∣∣
∣∣∣∣
(

ψ(n + 1)
ψ(n)

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

= |ψ(n)|2 + |ψ(n + 1)|2. (2.1.2)

Recordemos que nuestro objetivo será encontrar una cota superior e infe-

rior de gn, para esto veremos como construir el vector Un =

(
An

Bn

)
descrito

en 1.1.3.
Sean φ+(n) = cos(kn) y φ−(n) = sin(kn). Estas sucesiones φ± son soluciones
de φ(n + 1) + φ(n− 1) = Eφ(n), con E = 2cos(k), k ∈ [0,2π].

14
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Ahora teniendo en cuenta lo anterior para cada n en Z se define Un , por la
siguiente relación: (

ψ(n)
ψ(n− 1)

)
= KnUn (2.1.3)

donde la matriz Kn esta dada por:

Kn =

(
φ+(n) φ−(n)

φ+(n− 1) φ−(n− 1)

)
(2.1.4)

y tiene las propiedades siguientes, tr(Kt
nKn) ≤ 4 y det(Kt

nKn) = sin2(k).
Con estas propiedades podemos concluir que el menor autovalor de esta ma-

triz Kn es al menos sin2(k)
4

.

Lema 2.1.2. Los autovalores de la matriz de 2x2 Kt
nKn, son mayores que

sin2(k)
4

.

Demostración: Sean λ1 , λ2 los valores propios de Kt
nKn. Primero sabe-

mos que la matriz es definida positiva pues

< Kt
nKnU,U >= ‖KnU‖2 ≥ 0

luego sus valores propios son positivos. Ahora teniendo en cuenta las siguien-
tes relaciones, λ1λ2 = det(Kt

nKn), λ1 + λ2 = tr(Kt
nKn) obtenemos

λ1 =
det(Kt

nKn)

λ2

=
det(Kt

nKn)

tr(Kt
nKn)− λ1

≥ det(Kt
nKn)

tr(Kt
nKn)

≥ sin2(k)

4

de igual manera para λ2.

¤
Del lema anterior y 2.1.3 obtenemos que

16(A2
n + B2

n) ≥ gn ≥ sin2(k)

4
(A2

n + B2
n), (2.1.5)

aśı estudiaremos el comportamiento asintótico de gn a través del compor-
tamiento asintótico de la norma de Un .
Ahora considere las siguientes matrices

Mn = I +
λanVn

sin(k)

(
φ+(n)φ−(n) φ2

−(n)
−φ2

+(n) −φ+(n)φ−(n)

)
(2.1.6)
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estas matrices verifican que:

Un+1 = MnUn (2.1.7)

Mn = I + anVnTn. (2.1.8)

donde

Tn =

(
φ+(n)φ−(n) φ2

−(n)
−φ2

+(n) −φ+(n)φ−(n)

)
(2.1.9)

Vn =
λVn

sin(k)
. (2.1.10)

Un hecho importante a tener en cuenta, que usaremos más adelante en 2.2, es
que las matrices Tn son uniformemente acotadas en norma sobre el parámetro
n, debido a que las coordenadas de la matriz Tn están en función de φ± que
son acotados por uno. Por otra parte

tr(Tn) = det(Tn) = 0,∀n ∈ Z (2.1.11)

luego se concluye que det(Mn) = 1.
Ahora si definimos

M̃n = MnMn−1 · · · ·M1, n ∈ N

y
M̃−n = M−nM−(n−1) · · · ·M−1, n ∈ N

también obtenemos que det(M̃n) = 1. Además iterando la relación dada en
2.1.7 obtenemos la relación expuesta en 1.1.3

(
An+1

Bn+1

)
= MnMn−1 · · · ·M1

(
A1

B1

)
= M̃n

(
A1

B1

)

(
A−n

B−n

)
= M−1

−nM−1
−n−1 · · · ·M−1

−1

(
A0

B0

)
= M̃−1

−n

(
A0

B0

)
.

Para obtener información sobre el comportamiento asintótico de ‖Un‖2, será su-

ficiente acotar superiormente en norma la matriz M̃n, de hecho tenemos
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que para todo n en Z, M̃n es una matriz de 2x2 con determinante uno,
aśı ‖M̃−1

n ‖ = ‖M̃n‖. Ahora para n ∈ N

‖Un+1‖ ≥ ‖M̃−1
n ‖−1‖U1‖ (2.1.12)

= ‖M̃n‖−1‖U1‖

por otra parte
‖Un+1‖ ≤ ‖M̃n‖‖U1‖

aśı
‖M̃n‖‖U1‖ ≥ ‖Un+1‖ ≥ ‖M̃n‖−1‖U1‖ (2.1.13)

de manera similar

‖M̃−n‖‖U0‖ ≥ ‖U−n‖ ≥ ‖M̃−n‖−1‖U0‖ (2.1.14)

esta última ecuación nos permite controlar ‖Un+1‖ y ‖U−n‖ a través de ‖M̃n‖
y ‖M̃−n‖ respectivamente, luego nuestro objetivo de aqúı en adelante es aco-

tar superiormente, con probabilidad uno, la variable aleatoria ‖M̃n‖ para n
en Z.

2.2. Cotas superiores de ‖M̃n‖
En esta sección acotaremos la variable aleatoria ‖M̃n‖ para n ∈ Z.

Primero supondremos que n ∈ N y definimos una variable aleatoria de la
siguiente manera, dado un vector U1 ∈ R2 de norma uno,

Xn = ‖Un+1‖ = ‖M̃nU1‖ (2.2.1)

Xn es una variable aleatoria que depende de las variables aleatorias {Vi}1≤i≤n

definidas en 2.1.10 . Y en lo que sigue denotaremos E(Xn|Fn−1) la esperanza
condicional de Xn dado {Vi}1≤i≤n−1, donde Fn es el σ−álgebra generada por
{Vi}1≤i≤n. Xn es Fn medible y E(Xn|Fn−1) es la esperanza condicional de
Xn con respecto a Fn−1 ⊆ Fn.

Antes de continuar enunciaremos el teorema que proporciona una cota supe-
rior a ‖M̃n‖.
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Teorema 2.2.1. Si E(|V |q) < ∞ para algún q > 2, y si ∀ n ∈ N
∀ E, E ′ ∈ [a, b]

‖Tn(E)‖ ≤ T (2.2.2)

‖Tn(E)− Tn(E ′)‖ ≤ T ′nβ|E − E ′| (2.2.3)

entonces para todo ε > 0, existe una variable aleatoria τε(ω), casi-seguramente
finita, tal que: ∀ E ∈ [a, b], ∀ n ∈ N

‖M̃n(E)‖ ≤ τε(ω) máx(c
1
q
n , d

1
2
n )nβ(1+εq/2)(1+q/2)−1

donde c̃n y d̃n son números positivos y

c̃n =
n∏

i=1

(
1 +

D1,q

i2α
(E(V2) + E(|V|q))

)
(2.2.4)

d̃n =
n∏

i=1

(
1 +

D2,q

i2α
(E(V2) + E(|V|q))

)
. (2.2.5)

Corolario 2.2.2. Dada las hipótesis del teorema anterior, para todo ε > 0
Si α = 1/2 entonces

‖M̃n(E)‖ ≤ τε(ω)KnCq(E(V2)+E(|V|q))+β(1+εq/2)(1+ q
2
)−1

si α > 1/2 entonces

‖M̃n(E)‖ ≤ τε(ω)Kεn
ε+β(1+εq/2)(1+ q

2
)−1

Observación 2.2.3. Recordemos que

Tn =

(
φ+(n)φ−(n) φ2

−(n)
−φ2

+(n) −φ+(n)φ−(n)

)

donde φ+(n) = cos(kn) y φ−(n) = sin(kn) y E = 2cos(k). Con esto la
hipótesis 2.2.2 del teorema se cumple para todo n ∈ N y la hipótesis 2.2.3 se
cumple para β = 1.
Si bien el teorema es válido sobre n ∈ N, podemos extenderla para encontrar
una cota igual para ‖M̃−n‖ para esto, considere M̃−n = M−nM−(n−1) · · · ·M−1

con n ∈ N, estas matrices cumplen las hipótesis del teorema anterior aśı

‖M̃−n(E)‖ ≤ τε(ω) máx(c̃
1
q

|n|, d̃
1
2

|n|)|n|β(ε+1/q)(1+ q
2
)−1

.

Usaremos cuatro lemas previos que nos permitirán, a través del uso de
herramientas de probabilidad, demostrar el teorema 2.2.1.
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2.2.1. Lemas preparatorios

En los próximos lemas, supondremos primero que ai = |i|−α para después
extenderlo al caso general. El siguiente lema nos ayudará a construir una
super-martingala (positiva) para obtener información sobre la cota de Xn(E)
pero para un número finito de valores de E.

Lema 2.2.4. Śı E(|V|q) < ∞ para algún q ≥ 2, entonces existe una constante
Dq, dependiente solo de q, tal que

E(Xq
n|Fn−1) ≤ Xq

n−1[1 + Dq(n
−2αT 2E(V2) + n−qαT qE(|V|q))] (2.2.6)

Demostración: Tenemos que

E(Xq
n|Fn−1) ≤ E(‖Mn‖qXq

n−1|Fn−1) = Xq
n−1E(‖Mn‖q|Fn−1)

= Xq
n−1E(‖Mn‖q)

la última igualdad se obtiene por la independencia de ‖Mn‖q sobre Fn−1.
Aśı de lo anterior se deduce

E(Xq
n|Fn−1) ≤ Xq

n−1E( sup
‖U‖=1

‖MnU‖q). (2.2.7)

Recordemos que Mn = I + n−αVnTn, ahora si a = 2n−αVn < U, TnU > y
b = n−2αV2

n‖TnU‖2, entonces ‖MnU‖2 = 1 + a + b.
Para el caso en que q > 2, el resultado se obtiene de que para a y b dados
anteriormente

(1 + a + b)
q
2 ≤ 1 +

q

2
a + Cq(b + b

q
2 + a2 + |a|q) (2.2.8)

esta desigualdad se encuentra demostrada en el apéndice A.1.
Ahora teniendo en cuenta que, para todo n en N, ‖Tn‖ ≤ T

E( sup
‖U‖=1

‖MnU‖q) ≤ 1 + E

(
sup
‖U‖=1

(
q

2
2n−αVn < U, TnU >)

)

+Dq[n
−2αT 2E(V2) + n−qαT qE(|V|q)]

≤ 1 + E (Vn) sup
‖U‖=1

(
q

2
2n−α < U, TnU >)

+Dq[n
−2αT 2E(V2) + n−qαT qE(|V|q)]
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y como E(Vn) = 0 obtenemos lo que buscamos. El caso q = 2 se obtiene
directamente de

E( sup
‖U‖=1

‖MnU‖2) = 1 + sup
‖U‖=1

(2n−α < U, TnU >)E(V) + n−2αT 2E(|V|2)
(2.2.9)

usando nuevamente E(V) = 0 y teniendo en cuenta 2.2.7

E(X2
n|Fn−1) ≤ X2

n−1[1 + (n−2αT 2E(|V|2))]. (2.2.10)

¤

Antes de pasar al siguiente lema, tendremos en cuenta las siguientes no-
taciones: para todo n en N

cn =
n∏

i=1

[1 + Dq(i
−2αT 2E(V2) + i−qαT qE(|V|q))] (2.2.11)

Sn(r) = { k

2i
; 0 ≤ k ≤ 2i, k ∈ N} donde i es el entero,tal que 2ri ≤ n < 2r(i+1)

(2.2.12)
Este conjunto será importante para nuestro objetivo, pues primero obten-
dremos cotas para Xn para valores de E en este conjunto, para después
poder hacerlo para un intervalo [a, b]. El siguiente lema formaliza lo anterior
mencionado.

Lema 2.2.5. Si E(|V|q) < ∞ para algún q > 2, entonces, para todo ε existe
una variable aleatoria Cε(ω) dependiendo de ω = {ωn}n∈Z casi-seguramente
finita, tal que:

∀n ∈ N, ∀E ∈ Sn(r), Xq
n(E) ≤ Cε(ω)n

1+ε
r cn (2.2.13)

Demostración: Del lema 2.2.4 y de la definición de cn

E(
Xq

n

cn

|Fn−1) ≤
Xq

n−1

cn−1

con lo cual tenemos una super-martingala (positiva). Con un clásico teorema
sobre martingalas [10] prop. 5.13 pag. 88 obtenemos:

P ( sup
1≤n≤N

Xq
n

cn

> C) ≤ 1

C
sup

1≤n≤N
E(

Xq
n

cn

)
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con lo cual

P (sup
n∈N

Xq
n

cn

> C) ≤ 1

C
.

Ahora, por la definición de Sn(r) si n1, n2 son tales que 2ri ≤ ni < 2r(i+1),
donde i = {1, 2}, entonces Sn1(r) = Sn2(r), aśı si elegimos n0 tal que 2ri ≤
n0 < 2r(i+1), obtenemos

{ω : sup
2ri≤n<2r(i+1)

sup
E∈Sn(r)

Xq
n

cn

> C} ⊆
⋃

E∈Sn0 (r)

{ω : sup
2ri≤n<2r(i+1)

Xq
n

cn

> C}

donde Sn0(r) = Sn(r), para todo n tal que 2ri ≤ n < 2r(i+1) aśı

P ( sup
2ri≤n<2r(i+1)

sup
E∈Sn(r)

Xq
n

cn

> C) ≤ |Sn0(r)|P ( sup
2ri≤n<2r(i+1)

Xq
n

cn

> C)

con esto si reemplazamos C por C2i(1+ε) y tomando en cuenta que si, n es

tal que 2ri ≤ n < 2r(i+1) por tanto C2i(1+ε) ≤ Cn
(1+ε)

r obtenemos:

P ( sup
2ri≤n<2r(i+1)

sup
E∈Sn(r)

Xq
n

cn

> Cn
(1+ε)

r ) ≤ |Sn0(r)|P ( sup
2ri≤n<2r(i+1)

Xq
n

cn

> C2i(1+ε))

≤ 2i(C2i(1+ε))−1 = (C2iε)−1

esta última es sumable con respecto a i. Luego por el teorema de Borel-
Cantelli, obtenemos nuestro resultado.

¤

Los dos lemas siguientes hacen uso de la continuidad en norma de Tn, que
hay con respecto a E, y aśı obtener una cota de |Xn(Ek,l) − Xn(Ek+1,l)|2
donde l > i = i(n) , 0 ≤ k < 2l Ek,l = k

2l .

Lema 2.2.6. Si p > 2, y si las matrices de 2× 2 Tn satisfacen

‖Tn(E)− Tn(E ′)‖ ≤ T ′nβ|E − E ′| (2.2.14)

entonces

Zn =
1

dn

(‖Un+1(E)− Un+1(E
′)‖

n2β
+ |E − E ′|2‖Un+1‖2

)
(2.2.15)
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es una Fn super-martingala (positiva), con

E(Z0) = (E − E ′)2 y dn =
n∏

i=1

(1 + 2i−2α(T 2 + T ′2)E(V2)) (2.2.16)

Demostración: Considere las siguientes variables aleatorias

Yn = ||Un+1(E)− Un+1(E
′)||2

Para simplificar notación y diferenciar la dependencia de E y E ′, solo usare-
mos la prima, por ejemplo Mn = Mn(E) y M ′

n = Mn(E ′)

E(Y 2
n |Fn−1) = E(‖MnUn −M ′

nU ′
n‖2|Fn−1)

= E(‖M ′
n(Un − U ′

n) + (Mn −M ′
n)Un‖2|Fn−1)

= E(‖M ′
n(Un − U ′

n)‖2|Fn−1) + E(‖(Mn −M ′
n)Un‖2|Fn−1)

+ 2E(< Un, (M t
n −M ′t

n)M ′
n(Un − U ′

n) > |Fn−1). (2.2.17)

Ahora acotaremos los tres términos de la ecuación 2.2.17.
Teniendo en cuenta 2.2.9 acotamos el primer termino:

E(‖M ′
n(Un−U ′

n)‖2|Fn−1) ≤ Y 2
n−1E(‖M ′

n‖2|Fn−1) ≤ Y 2
n−1(1+(n−2αT 2E(|V|2)).

Para acotar el segundo término tenemos en cuenta 2.2.14 (las hipótesis del
Lema 2.2.6) y la definición de M y M ′ 2.1.8, aśı

E(‖(Mn −M ′
n)Un‖2|Fn−1) ≤ X2

n−1T
′2(E − E ′)2n2(β−α)E(V 2)

Ahora vemos que el tercer término esta acotado por:

2Xn−1Yn−1E(‖(M t
n −M ′t

n)M ′
n‖)

≤ 2Xn−1Yn−1E

(
sup

‖U‖=‖U ′‖=1

Vn

nα

〈
U, (T t

n − T
′t
n )

(
1 +

Vn

nα
T ′

n

)
U ′

〉)

= 2Xn−1Yn−1E
( V2

n2α

)
sup

‖U‖=‖U ′‖=1

〈
U, (T t

n − T
′t
n )T ′

nU
′
〉

≤ 2Xn−1Yn−1E
( V2

n2α

)
n2β|E − E ′|T ′T

≤ Y 2
n−1E

( V2

n2α

)
T 2 + X2

n−1(E − E ′)2T ′2n2βE
( V2

n2α

)
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donde se usa que E(Vn) = 0 y 2.2.14. De esta manera teniendo ya acotado
estos tres términos de la ecuación 2.2.17 obtenemos que:

E(Y 2
n |Fn−1) ≤ Y 2

n−1

(
1 + 2T 2E(V2)

n2α

)
+ 2X2

n−1(E − E ′)2T ′2 n2β

n2α
E(V2)

con esto último y teniendo en cuenta 2.2.10 obtenemos:

E
(

Y 2
n

n2β
+ (E − E ′)2X2

n|Fn−1

)
≤ Y 2

n−1

n2β

(
1 + 2T 2E(V2)n−2α

)

+2X2
n−1(E − E ′)2T ′2n−2αE(V2)

+ (E − E ′)2X2
n−1(1 + n−2αT 2E(V2))

≤
(

Y 2
n−1

n2β
+ (E − E ′)X2

n−1

)(
1 + 2

T 2 + T ′2

n2α
E(V2)

)

luego de la definición de dn (2.2.15)

E(Zn|Fn−1) ≤ Zn−1

con lo que Zn es una super-martingala (positiva) con E(Z0) = (E − E ′)2.

¤
Lema 2.2.7. Bajo las hipótesis del lema 2.2.6, para todo ε, 0 < ε < 1, r > 0,
existe una variable aleatoria Dε(ω), (ω = {Vi}i∈N), casi-seguramente finita,
tal que

∀n ∈ N, ∀ l ≥ i := i(n), ∀k, 0 ≤ k < 2l

∣∣∣∣Xn

(
k

2l

)
−Xn

(
k + 1

2l

)∣∣∣∣
2

≤ Dε(ω)dnn2β2−l(1−ε)

donde i(n) es el entero tal que 2ri ≤ n < 2r(i+1) y dn es la constante definida
en 2.2.15.

Demostración: Como Zn es una super-martingala (positiva), obte-
nemos [10] que para todo l y k

P ( sup
1≤n<N

Zn(
k

2l
,
k + 1

2l
) > C) ≤ 1

C
sup

1≤n<N
E(Zn(

k

2l
,
k + 1

2l
))

≤ 1

C
E(Z0) =

( k
2l − k+1

2l )2

C

=
2−2l

C
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luego

P (sup
n∈N

Zn(
k

2l
,
k + 1

2l
) > C) ≤ 2−2l

C

con esto

P ( sup
0≤k≤2l

sup
n∈N

Zn(
k

2l
,
k + 1

2l
) > C) ≤ 2−l

C
.

Ahora si C lo reemplazamos por C ′2−l(1−ε) obtenemos que

P ( sup
2ri≤n≤2r(i+1)

sup
l>i

sup
0≤k≤2l

Zn(
k

2l
,
k + 1

2l
) > C ′2−l(1−ε)) ≤

∑

l>i

(C ′2−l(1−ε)2l)−1

=
∑

l>i

(C ′2lε)−1

= (C ′2iε)(2ε − 1)−1

como el lado derecho es sumable con respecto a i, nuevamente por el teorema
de Borel-Cantelli obtenemos: para todo n ∈ N , para todo l > i(n), para
todo 0 ≤ k ≤ 2l, Zn( k

2l ,
k+1
2l ) < Dε(ω)2−l(1−ε) donde Dε(ω) es una variable

aleatoria casi-seguramente finita. Para concluir el lema, utilizamos que

Zn(
k

2l
,
k + 1

2l
) ≥ Y 2

n (
k

2l
,
k + 1

2l
) ≥

∣∣∣∣Xn

(
k

2l

)
−Xn

(
k + 1

2l

)∣∣∣∣
2

.

¤
Observación 2.2.8. Hasta aqúı hemos supuesto que ai = i−α y para el caso
más general 1.1.3, tenemos en cuenta que los 4 lemas anteriores se basan en
tener una cota uniforme, sobre la norma de la matriz Tn en el parámetro
n, de esta manera si escribimos Mn = I + n−αVnnαanTn = I + n−αVnT

′
n y

usando 1.1.3 obtenemos que la norma de T ′
n es uniformemente acotada en n.

Aśı extendemos nuestros lemas a una caso más general.

Ahora estamos preparados para demostrar el teorema enunciado al principio
de esta sección, el cual nos proporcionará una cota para l norma de M̃n

2.2.2. Demostración Teorema 2.2.1

Para acotar la variable aleatoria ‖M̃n(E)‖ para n ∈ N, primero conside-

ramos, dado U1 de norma uno, ‖M̃n(E)U1‖ = Xn(E). Sea n dado y suponga-
mos primero que [a, b] ⊆ [0, 1]. Cualquier enerǵıa E en [0, 1] puede escribirse
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como
E =

∑

l=0

εl

2l

donde εl ∈ {0, 1} ( es la descomposición diádica de E ).

Sea EL =
N(L)∑
L=0

εl

2l donde N(L) corresponde al sub́ındice del L-ésimo εl 6= 0

con los εl ordenados por el sub́ındice de menor a mayor. De la definición de
EL tenemos lo siguiente:

1. E = ĺım
L→∞

EL

2. si k(L) es el entero tal que EL = k(L)

2N(L+1) entonces E(L+1) = k(L)+1

2N(L+1)

3. Sea i(n) de la definición de Sn(r) 2.2.12, entonces E puede escribirse

como E = Ei(n) +
∞∑

l=i(n)+1

εl

2l donde Ei(n) ∈ Sn(r).

El primer item se deduce de la descomposición diádica de E.
El segundo item viene de E(L) = k′(L)

2N(L) = k(L)

2N(L+1) donde k(L) es un entero

luego k(L)+1

2N(L+1) = EL + 1/2N(L+1) como εN(L+1) 6= 0 por tanto igual a uno

entonces EL + 1/2N(L+1) = EL +
εN(L+1)

2N(L+1) = EL+1.

Y por último el tercer item se debe a que E =
ı(n)∑
l=0

εl

2l +
∞∑

l=i(n)+1

εl

2l .

Teniendo en cuenta lo anterior y como Xn(E) es una función continua con
respecto a E

Xn(E) = ĺım
L→∞

(Xn(EL)) = ĺım
L→∞

(Xn(Ei) + (Xn(EL))−Xn(Ei))

= ĺım
L→∞

(
Xn(Ei) +

L∑

l=i+1

(Xn(El)−Xn(El−1))

)
.

Como Ei ∈ Sn(r) y El−1 = k(l−1)

2N(l) por tanto El = k(l−1)+1

2N(l) donde kl−1 es un

entero menor que 2N(l) y N(l) es mayor que i(n), podemos aplicar los lemas
2.2.5, 2.2.7 en la desigualdad anterior, luego para todo 0 < ε < 1 y para todo
r ∈ R tenemos

Xn(E) ≤ Cε(ω)1/qc1/q
n n

1+ε
rq + D1/2

ε (ω)d1/2
n nβ

∞∑

l=i(n)+1

2(−l(1−ε))/2
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donde Cε(ω), Dε(ω) dependen de U1. Como n < 2r(i(n)+1) concluimos

2−l(1−ε) = 2−(l−i(n)−1)(1−ε)2−(i(n)+1)(1−ε) ≤ 2−(l−i(n)−1)(1−ε)n−(1−ε)/r.

Con esto

∞∑

l=i(n)+1

2(−l(1−ε))/2 ≤
∞∑

l=i(n)+1

2−(l−i(n)−1)(1−ε)/2n−(1−ε)/2r

= n−(1−ε)/2r

( ∞∑
m=0

2−m(1−ε)/2

)

Xn(E) ≤ Cε(ω)1/qc1/q
n n

1+ε
rq + D1/2

ε (ω)

( ∞∑
m=0

2−m(1−ε)/2

)
d1/2

n nβ−(1−ε)/2r

ahora si elegimos r = β−1(q−1 + 1
2
) sigue que

1 + ε

rq
= β(1 + ε)(1 + q/2)−1

β − (1− ε)/2r = β(1 + εq/2)(1 + q/2)−1.

Con lo anterior y teniendo en cuenta que q > 2 obtenemos

Xn(E) ≤ τ1,ε(ω) máx(c1/q
n , d1/2

n )nβ(1+εq/2)(1+q/2)−1

(2.2.18)

donde τε(ω) = máx{Cε(ω), D
1/2
ε (ω)

∑∞
m=0 2−m(1−ε)/2}.

Como Xn(E) = ‖M̃nU1‖ luego para U1⊥U2 tenemos que, para j ∈ {1, 2}
‖M̃nUj‖ ≤ τj,ε(ω) máx(c1/q

n , d1/2
n )nβ(1+εq/2)(1+q/2)−1

para todo ω ∈ Ai con Ac
i de medida cero.

Con esto para cada U de norma uno U = aU1 + bU2 con |a|, |b| < 1 y para
todo ω ∈ A1 ∩ A2

‖M̃(E)nU‖ ≤ aτ1,ε(ω) máx(c1/q
n , d1/2

n )nβ(1+εq/2)(1+q/2)−1

+ bτ2,ε(ω) máx(c1/q
n , d1/2

n )nβ(1+εq/2)(1+q/2)−1

≤ (τ1,ε(ω) + τ2,ε(ω)) máx(c1/q
n , d1/2

n )nβ(1+εq/2)(1+q/2)−1

= τε(ω) máx(c
1
q
n , d

1
2
n )nβ(1+εq/2)(1+q/2)−1
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como A1∩A2 es de complemento con medida cero τε(ω), es casi-seguramente
finita y

‖M̃n(E)‖ ≤ τε(ω) máx(c
1
q
n , d

1
2
n )nβ(1+εq/2)(1+q/2)−1

.

Ahora de la definición de cn y dn se verifica que cn ≤ c̃n y dn ≤ d̃n y
aśı obtenemos el resultado.

2.2.3. Demostración Corolario 2.2.2

Para demostrar este corolario, solo falta conocer el comportamiento asintótico
de cn y dn. Recordemos que cn y dn están definidos por

cn =
n∏

i=1

[1 + Dq(i
−2αT 2E(V2) + i−qαT qE(|V|q))]

dn =
n∏

i=1

(1 + 2i−2α(T 2 + T ′2)E(V2))

Luego si q > 2

cn, dn ≤
n∏

i=1

[1 + i−2αDq,T,T ′(E(V2) + E(|V|q))].

Con esto y teniendo en cuenta el lema A.2 expuesto en el apéndice.
Si α > 1/2, para todo ε > 0 existe N = N(ε) tal que para todo i > N

(1 + i−2αDq,T,T ′(E(V2) + E(|V|q))) ≤ (1 + i−1ε)

luego concluimos que
cn, dn ≤ KNnε.

De manera análoga, para el caso en que α = 1/2 obtenemos que

cn, dn ≤ KnC(E(V2)+E(|V|q))
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2.3. Demostración de los Teoremas 1.1.1, 1.1.2,

1.1.3

Las consecuencias del teorema 2.2.1 fueron resumidas en los teoremas
enunciados al inicio del trabajo (1.1.1, 1.1.2, 1.1.3) y ahora los demostraremos
teniendo una cota para cn y dn.

2.3.1. Demostración del Teorema 1.1.1

Demostración: Considere un vector generalizado ψ ∈ CZ asociado al
valor propio generalizado E, luego para n ∈ Z tenemos que:

(
ψ(n + 1)

ψ(n)

)
=

(
E − λanVn −1

1 0

)(
ψ(n)

ψ(−n)

)

de manera inversa dado

(
ψ(1)
ψ(0)

)
podemos a través de las matrices

(
E − λanVn −1

1 0

)

construir un vector generalizado asociado al valor E. Teniendo en cuenta lo
expuesto en 1.1.3, y la cota de ‖M̃n‖ dada por el teorema 2.2.1 concluimos
gn es polinomialmente acotada en la variable n, luego E ∈ (−2,2) pertenece
al espectro de H, [3] “Sh’nol”.
Suponga que existe un vector propio con valor propio E ∈ κ entonces

N∑
i=1

(|g(n)|2 + |g(n + 1)|2) ≥
N∑

i=1

C‖M̃n‖−2‖U1‖2

≥ τ−2
ε (ω)

N∑
i=1

C ′Kn−2C(E(V2)+E(|V|q))−2β(1+εq/2)(1+q/2)−1‖U1‖2

como β = 1 , q > 2 , E(V2) = λ2E(V )2(4 − E2)−2 y E(Vq) = λqE(V )q(4 −
E2)−q podemos elegir ε y λ(κ) de manera que para todo λ < λ(κ)

2C(E(V2) + E(|V|q)) + 2β(1 + εq/2)(1 + q/2)−1 < 1

esto muestra que con probabilidad uno ψ no puede ser un vector propio, pues∑N
i=1(|g(n)|2 + |g(n + 1)|2) diverge cuando N tiende a infinito.

¤
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2.3.2. Demostración del Teorema 1.1.2

Esto proviene de que, dado un vector propio generalizado ψ para todo
ε > 0 existe Kε tal que cn, dn ≤ Kεn

ε, con esto

‖M̃n‖ ≤ τε(ω)Kεn
εn(1+εq/2)(1+q/2)−1

aśı usando el mismo método descrito en la demostración anterior, elegimos
ε adecuadamente de manera que

∑N
i=1(|g(n)|2 + |g(n + 1)|2) sea divergente

cuando N tiende a infinito.

2.3.3. Demostración del Teorema 1.1.3

Considere ∑
n

E(|anVn|q) =
∑

n

|an|qE(|Vn|q)

que es finito, pues αq > 1 y E(|Vn|q) = E(|V |q) < ∞. Por otra parte por
Fubini ∑

n

E(|anVn|q) = E(
∑

n

|anVn|q)

luego como este número es finito, tenemos que casi-seguramente
∑

n |anVn|q
también debe ser finito, luego casi-seguramente anVn converge a cero.
Aśı el operador definido por (Kψ)(n) = λanVn(ω)ψ(n) es un operador com-
pacto con probabilidad uno, y como H = −4 + K tenemos que, por el
teorema de “Weyl” [9], pag. 142, σess(H) = σess(−4) = [−2,2].
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Familia Unitaria de operadores

3.1. Matriz de transferencia para el operador

Unitario U

En este apartado veremos como demostrar el teorema 1.2.2. Para esto
dado un vector generalizado ψ (Uψ = eiEψ) tenemos que sus coordenadas se
relacionan a través de las matrices Bn,E [2] :

(
ψ2n

ψ2n+1

)
= Bn,E

(
ψ2n−2

ψ2n−1

)
(3.1.1)

donde:

(Bn,E)11 = −t2n−2

t2n−1

e−i(E+θ2n−1+θ2n−2)

(Bn,E)22 = − 1

t2n−1t2n

ei(E+θ2n−1+θ2n) − r2nr2n−2

t2n−1t2n

e−i(E+θ2n−1+θ2n−2)

+
r2n−1r2n−2

t2n−1t2n

ei(θ2n−θ2n−2) +
r2n−1r2n

t2n−1t2n

(Bn,E)12 = i
r2n−2

t2n−1

e−i(E+θ2n−1+θ2n−2) − i
r2n−1

t2n−1

(Bn,E)21 = i
r2n−1t2n−2

t2n−1t2n

e−i(θ2n−2−θ2n) − i
r2nt2n−2

t2n−1t2n

e−i(E+θ2n−2+θ2n−1)

(3.1.2)

Aqúı la relación entre tn y rn es:

t2n + r2
n = 1, tn = 1− λan

30
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donde an cumple que ĺım
|n|→∞

an|n|α = 1. De 3.1.1 deducimos,

(
ψ2n

ψ2n+1

)
= Bn,EBn−1,E · · ·B1,E

(
ψ0

ψ1

)
(3.1.3)

(
ψ−2n

ψ−2n+1

)
= B−1

−n+1,EB−1
−n,E · · ·B−1

0,E

(
ψ0

ψ1

)
(3.1.4)

Nuestro objetivo de aqúı en adelante, es obtener cotas superiores de |ψn|2 +
|ψn+1|2 para deducir dos resultados, el primero es decidir cuando el valor eiE

asociado a ψ pertenece al espectro del operador U y le segundo es saber si ψ
es un vector propio asociado valor propio eiE. En lo que sigue omitiremos el
parámetro E en la notación de Bn,E.
Primero haremos el caso para n positivo, el caso para n negativo es similar.

Sea Un =

(
ψ2n

ψ2n+1

)
con n ∈ N

Un = BnBn−1 · · ·B1U0 = (
n∏

i=1

det(Bi))(
n∏

i=1

1

det(Bi)
)BnBn−1 · · ·B1U0.

Si Hn = 1
det(Bn)

Bn y H̃n = HnHn−1 · ·H1, entonces

Un =

(
n∏

i=1

det(Bi)

)
H̃nU0 (3.1.5)

note que det(H̃n) = 1 aśı

H̃−1
n Un =

(
n∏

i=1

det(Bi)

)
U0

luego

∣∣∣∣∣

(
n∏

i=1

det(Bi)

)∣∣∣∣∣ ‖U0‖ = ‖H̃−1
n Un‖ ≤ ‖H̃−1

n ‖‖Un‖

por otra parte como det(Bn) = e−i(θ2n−2−θ2n) t2n−2

t2n
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∣∣∣∣∣

(
n∏

i=1

det(Bi)

)∣∣∣∣∣ =
t0
t2

t2
t4
· ·t2n−6

t2n−4

t2n−4

t2n−2

t2n−2

t2n

=
t0
t2n

aśı

‖U0‖ =≤ t2n

t0
‖Un‖‖H̃−1

n ‖.

El hecho de que det(H̃n) = 1, permite que ‖H̃−1
n ‖ = ‖H̃n‖, pues H̃∗

nH̃n, (H̃∗
nH̃n)−1

tienen traza y determinante iguales, luego el mismo polinomio caracteŕıstico,
aśı la misma norma. Con esto obtenemos

t0
t2n

‖U0‖‖H̃n‖−1 ≤ ‖Un‖ (3.1.6)

teniendo presente lo anterior y 3.1.5 obtenemos que, para todo n en N

t0
t2n

‖U0‖‖H̃n‖−1 ≤ ‖Un‖ ≤ t0
t2n

‖U0‖‖H̃n‖. (3.1.7)

Ahora veamos, una ecuación similar a la anterior, para −n con n positivo.
Para esto, tenemos en cuenta, que si n ∈ N, y H̃−n = H0 · · ·H−nH−n+1, por
3.1.3 tenemos que:

U0 =

(−n+1∏
i=0

det Bi

)
H̃−nU−n =

t−2

t0

t−4

t−2

· ·t−2n−2

t−2n+4

t−2n

t−2n+2

H̃−nU−n (3.1.8)

al igual que el caso anterior usando que det(H̃−n) = 1 obtenemos:

t0
t−2n

‖U0‖‖H̃−n‖−1 ≤ ‖U−n‖ ≤ t0
t−2n

‖U0‖‖H̃−n‖ (3.1.9)

juntando las ecuaciones 3.1.7, 3.1.9 y teniendo en cuenta, la hipótesis de que
tn converge a uno, cuando |n| tiende al infinito obtenemos que para todo n en
Z.

C1‖U0‖‖H̃n‖−1 ≤ ‖Un‖ ≤ C2‖U0‖‖H̃n‖ (3.1.10)

Aqúı se aprecia la similitud con el modelo auto-adjunto 2.1. En resumen,
para obtener cotas superiores e inferiores de ‖Un‖2 = |ψ2n|2 + |ψ2n+1|2 con

n ∈ Z es suficiente acotar superiormente ‖H̃n‖2. El objetivo siguiente será en-

contrar cotas superiores del tipo polinomial de ‖H̃n‖2.
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3.2. Cotas superiores de ‖H̃k‖
Para acotar superiormente

‖H̃n‖ = ‖
n∏

k=1

Hk‖

consideramos Mk = t2k

t2k−2
Bk, aśı ‖Mk‖ = ‖Hk‖. Primero observamos que:

(Mk)12, (Mk)21 −−−−→
|k|→∞

0 (3.2.1)

ei(θ2k−1+θ2k−2)(Mk)11 −−−−→
|k|→∞

−e−iE

e−i(θ2k−1+θ2k)(Mk)22 −−−−→
|k|→∞

−eiE

esto nos da una idea de como descomponer Mk de manera similar a la de
2.1.8, para ser más preciso Mk la descompondremos de la siguiente manera:

Mk = Dk(I +
λ

(2k)α
Tk)

donde Dk será la matriz unitaria:

Dk =

( −e−i(E+θ2k−1+θ2k−2) 0
0 −ei(E+θ2k−1+θ2k)

)
.

Para esto si

t2k

t2k−1

= 1 +
t2k − t2k−1

t2k−1

1

t2k−1t2k−2

= 1 +
1− t2k−1t2k−2

t2k−1t2k−2

(3.2.2)

y Tk = D∗
k
|2k|α

λ
T̃k, donde T̃k = t2k

t2k−2
Bk −Dk obtenemos nuestra descomposi-

ción y al calcular los coeficientes de Tk tenemos:
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(Tk)11 =
|2k|α

λ

t2k − t2k−1

t2k−1

(3.2.3)

(Tk)22 =
|2k|α

λ

(
1− t2k−1t2k−2

t2k−1t2k−2

+
r2kr2k−2

t2k−1t2k

e−i(2E+2θ2k−1+θ2k−2+θ2k)

)

−|2k|
α

λ

(
r2k−1r2k−2

t2k−1t2k−2

e−i(E+θ2k−1+θ2k−2) +
r2k−1r2k

t2k−1t2k−2

e−i(E+θ2k−1+θ2k)

)

(Tk)12 = −i
|2k|α

λ

(
r2k−2t2k

t2k−1t2k−1

− r2kt2k

t2k−1t2k−2

ei(E+θ2k−1+θ2k−2)

)

(Tk)21 = −ie−i(E+θ2k+θ2k−2) |2k|α
λ

(
r2k−1

t2k−1

− r2k

t2k−1

e−i(E+θ2k−1+θ2k−2)

)
.

Ahora teniendo en cuenta el comportamiento asintótico de ak 1.2.3 pode-
mos concluir que

ĺım
|k|→∞

|2k|α
λ

r2k+j = 1 para j = −2,−1, 0

ĺım
|k|→∞

|2k|α
λ

(t2k − t2k−1) = 0

ĺım
|k|→∞

|2k|α
λ

(1− t2k−1t2k−2) = 2

aśı probar que |(Tk,E)ij| ≤ Mij con i, j = 1, 2 y Mij no dependientes de λ, k
y E, aśı deducimos que ‖Tk‖ es uniformemente acotada sobre k y E. De esta
manera, hemos concluido que Mk = Dk(I + λ

(2k)α Tk), donde Dk es una matriz
unitaria y Tk es una matriz uniformemente acotada en norma sobre λ, k, E.
Recordemos que queremos acotar ‖H̃n‖2 .

Primero consideramos solo el caso cuando k ∈ N, el caso para n negativo
se hace de manera similar.

‖Mk‖2 ≤ ‖I +
λ

(2k)α
Tk‖2 (3.2.4)

≤ (1 +
λ

(2k)α
‖Tk‖)2

≤ 1 +
λ

(2k)α

(
2‖Tk‖+

λ

(2k)α
‖Tk‖2

)

de lo discutido después de 3.2.4, concluimos que
(
2‖Tk‖+ λ

(2k)α‖Tk‖2
)

es una

expresión acotada por una constante K (que no depende de k, λ y E) luego
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‖I +
λ

(2k)α
Tk‖2 ≤ 1 +

λ

(2k)α
K (3.2.5)

aśı

‖H̃n‖2 ≤
n∏

k=1

‖Mk‖2 ≤
n∏

k=1

(1 +
λ

(2k)α
K) (3.2.6)

como hab́ıamos anticipado en 1.2.2.
Para obtener una cota para H̃−n con n ∈ N usamos el mismo proceso y
obtendremos una cota similar (‖H̃−n‖ ≤

∏n
k=1(1 + λ

|2n|α K ′)).
Teniendo en cuenta lo anterior, podemos demostrar los teoremas 1.2.1 y 1.2.2:

3.2.1. Demostración Teorema 1.2.1

Considere dado E ∈ [0, 2π) y el vector U0 =

(
ψ0

ψ1

)
, con esto a través

de las matrices de transferencia 3.1.1 podemos construir un vector propio
generalizado asociado al valor eiE. Ahora teniendo en cuenta el lema A.2

ψ2
2n + ψ2

2n+1 = ‖Un‖2

≤ ‖U0‖2‖H̃n‖2

≤ C ′|n|K′

Con esto por el corolario 5.2 [2], como ψ es un vector propio generalizado
polinomialmente acotado, entonces σ(U) = S1.

3.2.2. Demostración Teorema 1.2.2

Supongamos que existe un vector propio ψ ∈ l2(Z) por 3.1.7

ψ2
2n + ψ2

2n+1 = ‖Un+1‖2 ≥ (
t0
t2n

‖U0‖‖H̃n‖−1)2. (3.2.7)

En virtud de 3.2.6 ‖H̃n‖2 ≤ ∏n
k=1(1 + λ

(2k)α K), aśı en el caso en que α > 1,
tenemos que α = 1 + δ donde δ > 0 con esto

n∏

k=1

(1 +
λ

(2k)α
K) =

n∏

k=1

(
1 +

1

k

(
λ

2(2k)δ
K

))
.
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Como ĺım
k→∞

λ
2(2k)δ K = 0, dado ε > 0 existe N = Nε, tal que para todo k > N

λ
2(2k)δ K < ε, luego si n > N :

n∏

k=1

(
1 +

λ

(2k)α
K

)
=

N∏

k=1

(
1 +

1

k

(
λ

2(2k)δ
K

)) n∏

k=N+1

(
1 +

1

k

(
λ

2(2k)δ
K

))

≤
N∏

k=1

(
1 +

1

k

(
λ

2(2k)δ
K

)) (
1 +

ε

k

)−1
n∏

k=1

(
1 +

ε

k

)

≤ Cεn
ε

aśı ∞∑
n=N

ψ2
2n + ψ2

2n+1 ≥
∞∑

n=N

C ′
εn
−2ε (3.2.8)

luego si ε < 1/2, ψ no pertenece a l2(Z). El caso para α = 1 se obtiene de
que

‖H̃n‖2 ≤
n∏

k=1

(1 +
λ

2k
K)

≤ CnλK

concluyendo que si λ < 1/(2K), ψ no pertenece a l2(Z).

¤

Observación 3.2.1. En [2] (3.17) se prueba que cuando 1 − tk ∼ 1/jα con
α > 1 σa.c = S1. Sin embargo para el caso α > 1 , con la herramienta utiliza-
da, en esta tesis, se ganó la ausencia de valores propios y más información
para el caso en que α = 1 .

Observación 3.2.2. Para el caso en que α = 1, la afirmación de ausencia de
valores propios sobre S1, es cierta para valores menores que 2/K, y una cota
no muy optimal para K es K < 7 . Pero para lo anterior no hemos impuesto
condiciones sobre θk.
Ahora supongamos por un momento que θ2k + θ2k−1 = 0 para todo k en Z
con esto, ĺım

|k|→∞
Tk = T donde:

T =

(
0 i(eiE − 1)

−ie−iE(1− e−iE) 2

)
. (3.2.9)
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Si calculamos los valores propios de TT ∗ obtenemos que:

λ± = 4− eiE − e−iE ± 2e−iE
√

eiE(−e2iE + 3eiE − 1)

ahora, si estimamos un gráfico de la norma de ‖TE‖ =
√

máx(λ+, λ−) en
función de E obtenemos:

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

3.2

0 1 2 3 4 5 6

x

algunos cálculos que se pueden verificar son

‖T0‖ = 2, ‖Tπ/2‖ = 1 +
√

3, ‖Tπ‖ =
√

5 + 1 ∼ 3,236067977

Con esto, de la continuidad de la norma y la convergencia de Tk tenemos
que, para todo ε > 0, existe δ > 0, N tal que para todo E ∈ (0, δ)

⋃
(2π−δ, 2π)

y k > N

‖Mk‖2 ≤ 1 +
λ

(2k)

(
2‖Tk‖+

λ

(2k)
‖Tk‖2

)
(3.2.10)

≤ 1 +
λ

(2k)
(4 + ε)

= 1 +
λ

k
(2 + ε) . (3.2.11)

Luego usando los argumentos anteriores, para descartar la existencia de
valores propios, concluimos que si λ < 1/(2+ε), entonces no aparecen valores
propios en una vecindad de 1 sobre S1.
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Por otra parte, una aproximación del máximo de ‖TE‖ hecha computa-
cionalmente es de

√
5+1 ∼ 3,236067977, luego si λ < 1/(máx ‖TE‖) podemos

asegurar que nuevamente no aparecen valores propios en S1. De esta manera,
podemos ver que hay una relación de ausencia de valores propios (una transi-
ción) en la medida que λ se acerca a los puntos extremos 1/2 y 1/(máx ‖TE‖),
como lo muestran las ilustraciones.

–1

1

–1 1

(a) λ < 1/2, cercano a 1/2

–1

1

–1 1

(b) 1/ máx ‖TE‖ < λ < 1/3

Figura 3.1: El arco más oscuro representa la ausencia de valores propios en
S1

–1

1

–1 1

(a) λ > 1/(máx ‖TE‖) cerca de
1/(máx ‖TE‖)

–1

1

–1 1

(b) λ < 1/(máx ‖TE‖)

Figura 3.2: El arco más oscuro representa la ausencia de valores propios en
S1



APÉNDICE A

A.1. Demostración desigualdad 2.2.8

Primero tomaremos el caso en que q ≥ 4.
Si 1 + x > 0

(1 + x)
q
2 ≤ 1 +

q

2
x + C1(x

2 + |x| q2 ) (A.1.1)

Esta desigualdad sigue, pues (1 + x)
q
2 − 1 + q

2
x es 0(x2) cuando x tiende a

cero y 0(x
q
2 ) cuando x tiende a infinito (aqúı se usa que q ≥ 4). Y tomando

en cuenta que b>0 obtenemos estas desigualdades

∀r > 1 (a + b)r ≤ 2r máx(|a|, |b|)r ≤ 2r(|a|r + br)

b2 ≤ b + b
q
2

|a| q2 ≤ a2 + |a|q

Aśı usando las desigualdades anteriores y A.1.1

(1 + a + b)
q
2 ≤ 1 +

q

2
(a + b) + C1((a + b)2 + |(a + b)| q2 )

≤ 1 +
q

2
(a + b) + C1(2

2(a2 + b2) + 2
q
2 (|a| q2 + b

q
2 ))

≤ 1 +
q

2
(a + b) + C1(2

2(a2 + b + b
q
2 ) + 2

q
2 (a2 + |a|q + b

q
2 ))

≤ 1 +
q

2
a + Cq(b + b

q
2 + a2 + |a|q)

Para el caso en que q < 4 usamos que:

ĺım
x→0

(1 + x)
q
2 − 1 + q

2
x

x
q
2

= 0

39
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ĺım
x→∞

(1 + x)
q
2 − 1 + q

2
x

x2
= 0

Aśı deducimos que (1 + x)
q
2 ≤ 1 + q

2
x + Cq(x

2 + |x| q2 ) y de manera similar a
la anterior (caso q ≥ 4) se termina la demostración.

A.2. Lema A.2

Sea

kn =
n∏

i=1

(1 +
C

i2α
)

donde C y α son constantes positivas.
Entonces si α = 1

2
,

C1n
KC ≤ kn ≤ C2(n

C)

con C1, C2, KC contantes positivas.
Si α 6= 1

2

C1e
(n(1−2α)−1)KC ≤ kn ≤ C2e

(n(1−2α)−1)C

Demostración: Para esto considere

ln(
n∏

i=1

(1 +
C

i2α
)) =

n∑
i=1

ln(1 +
C

i2α
)

Ahora

∫ n

1

ln(1 +
C

x2α
)dx ≤

n∑
i=1

ln(1 +
C

i2α
) ≤

∫ n

1

ln(1 +
C

x2α
)dx + ln(1 + C)

estimemos
∫ n

1
ln(1 + C

x2α )dx, para esto usamos que existe KC tal que para

todo x ∈ [1,∞], KC

x2α ≤ ln(1 + C
x2α ) ≤ C

x2α con esto

∫ n

1

KC

x2α
dx ≤

∫ n

1

ln(1 +
C

x2α
)dx ≤

∫ n

1

C

x2α
dx

si α = 1
2

ln(nKC ) ≤
∫ n

1

ln(1 +
C

x
)dx ≤ ln(nC)
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luego
nKC ≤ kn ≤ (1 + C)(nC)

de manera análoga si α 6= 1
2

e(n(1−2α)−1)KC ≤ kn ≤ e(n(1−2α)−1)Ce(1+C)

¤
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