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Resumen

A continuacion se presenta un estudio general de las superficies de
Riemann compactas que admiten la accién de Z, (p primo) con sig-
natura (0;p, p.p,p) (llamadas de ahora en adeclante J,). Ademsds, se
incluye un trabajo del autor sobre el caso de signatura {0;p,p, p) {(su-
perficies de Lefschetz), cuyos resultados ya eran conocidos. El anilisis
involucrd geometria compleja, aritmética en el cuerpo de p elementos,
topologia elemental, grupos discontinuos y un poco de dlgebra. La base
del trabajo es la uniformizacién de estas superficies mediante el disco
unidad {z € C : |z2| <1 }. Entre los resultados se cuentan:

o Superficies de Lefschetz (todos los resultados a continuacién
ya eran conocidos):
— Se da la uniformizacién de estas superficies, explicitando
el grupo hiperbdlico que uniformiza.
~ Se cuenta cudntas superficies hay para cada p.
— Se calcula el normalizador en Aut(S) del Z, involucrado.
— Se da ecuaciones afines para cada superficie.

¢ Superficies 1,

— Se da la uniformizacién de estas superficies, explicitando
el grupo hiperbdlico que uniformiza.

— Se encuentra un espacio modular complejo de dimension
uno que las parametriza.

- Se calcula el normalizador en Aut{S) del Z, involucrado.

— Se da ecuaciones afines para las superficies hiperelipticas
y las superficies especiales (casos equildtero y cuadrado).
Para el caso hipereliptico se calcula Aut(S).




Introducciéon

En general, el problema es estudiar a las superficies de Riemann
compactas en las cuales actie como grupo de automorfismos Z, (p
primo) tal que fije n puntos y el cuociente sea la esfera. Lo anterior
tiene dificultad si » > 2, ya que con n = 0 6 n = 1 no existen tales
superficies y con n = 2 tenemos s6lo a la esfera. Si S es una tal
superficie y g es su género, entonces la ecuacién de Riemann- Hurwztz
se lee g = i’—‘;—m”—_-l—)

A comlenzos del sxglo pasado, Solomon Lefschetz (1884-1972) inicié
el estudio del problema (ver [3]) representando a estas superficies en

ecuaciones del tipo,
n—1

yp = H(JC — ai)“*
i=1
en donde ni los ¢; ni su suma es divisible por p. Notar que,
2mi
<(z,y) = (z,erP y) > = Z,

vy que sus puntos fijos vienen dados por los a; y a, = oo. Lefschetz
hizo una division entre los casos n = 3, n = 4 y n > 5 segun el
comportamiento de la variedad jacobiana asociada a la superficie. Sin

embargo, él estudié parcialmente el caso n = 3 y muy parcialmente los

casos siguientes.

Sin =3 (p = 2¢+ 1), las superficies son llamadas superficies de
Lefschetz. Mucho tiempo después del estudio de Lefschetz han apareci-
do diferentes autores con trabajos sobre el case n = 3, terminando con
la descripcién de dicho caso (ver [6] y [4]). En el capitulo 8 se da una
clasificacién de las superficies de Lefschetz usando un nuevo método de
analisis. Los resultados coinciden con los anteriormente publicados por
diferentes autores.

Para el caso siguiente, n = 4 (p = ¢ + 1), no tengo conocimiento
de trabajos anteriores aparte de la breve descripcién de Lefschetz en
[3]. En el presente trabajo se da una clasificacién completa del caso
n = 4; parametrizando las superficies en un espacio complejo de una
dimensidn, encontrando sus grupos uniformizadores y calculando los
normalizadores en Aut(S) del grupo Z, actuando en ellas.
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4 : INTRODUCCION

Supongamos que S es una superficie de Riemann compacta y g su
género. Una consecuencia interesante de este trabajo estd relacionada
con el siguiente simple hecho.

51T € Aut(S) es tal que |T} = p (primo) y p > g, entonces una de
las sigutentes afirmaciones es verdad:

o M/ <T > esuntoro, g=1yT no fija fija puntos (n=0).

o M/ <T > esla esfera, g=0 y T fija 2 puntos (n=2).

o M/ <T > eslaesfera, p=2g9+1 yT fija3 puntos (n = 3,
superficies de Lefschetz).

o M/ <T > eslaesfera, p=g+1yT fijad puntos (n = 4,
superficies 1,).

DEMOSTRACION. Supongamos que 7 es el género de M/ < T > y

n la cantidad de puntos fijos por T. Por Riemann-Hurwitz tenemos

que: '
29—-2=p(2y-2)+n(p-1).

Notar quesin = 0y p > g, la inica opcidn es la descrita en el enuncia-

do. También se sabe que n = 1 no puede suceder (ver [2]}. Supongamos

v 2 1, entonces v = M"z—;)_——”'(”_l—) > 1 lo que es equivalente a,

> n{p~—1)+2
2
y como p > g,
p(2-n}>(2-n)
lo cual es una contradiccién. Luego, y =0y

_(n-2-1)
2
Como p > g, tenemos que
—2}p—1
o> (n )2(1J )

es decir,

pin—4)<n—-2 .
La anterior desigualdad vale sin = 2, n = 3 y n = 4. Si consideramos
n > 4, tenemos que p < 1 + ﬁ v esto no puede suceder. ]

En otras palabras, el presente trabajo clasifica a las superficies en
las cuales actia un grupo de orden p primo mayor que su género. Ve-
remos que no hay superficies que satisfagan al mismo tiempo dos de

las anteriores afirmaciones, excepto C/ < 1, e’ > la cual es Lefschetz

(P= 3) ¥y Jo.



CAPITULO 1

Planteamiento del problema y base tedrica

Sean p un nilimero primo y .S una Superficie de Riemann compacta
en la cual actia Z, como grupo de automorfismos analiticos con cuo-
ciente de signatura (0; p, p, p, p); lo cual indica que el cuociente por el
grupo es una esfera y el grupo actia con cuatro puntos fijos. A las
superficies anteriores las denotaremos 1,. Se considerard p > 2. Con
p = 2 estamos en género 1 y todos los toros cumplen con dichas car-
acteristicas. Con p > 2 (usando Riemann-Hurwitz) tenemos que el
género g para dichas superficies es p — 1, y de esta forma todas son
uniformizadas por el disco.

Denotemos por A al disco unidad. Sea I' subgrupo de los automor-
fismos de A tal que

M = A/T = (0;p,p,p,p) -
Asi, I' puede ser pensado con la siguiente presentacidn:
F=<z,9,z : 28 =9y’ =2 = (zyz)f >

En la Figura 1.1 se muestra la accién de los generadores de I' en A.
Un dominio fundamental para [" es el hexagono mostrado en tal figura.

FigUra 1.1. A € p~Y{A), B' e p~Y(B), C" € p~YC) y
D e p (D).

4



6 1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y BASE TEORICA

vz

Figura 1.2. Caso p = 3, generalizable.

Notar que los angulos a, 8 y + deben ser tales que

2m
a+pf+y=—.
p

La ecuacién angular anterior nos muestra los dos parametros reales
libres dados por las esferas marcadas con cuatro puntos. Sea

prA— M

la funcién cuociente inducida por I' y R el conjunto de los puntos de
ramificacién de p, es decir,

R=p(A)Up(B)Up H(C)up™ (D),

donde A, B, C y D son las imagenes de los puntos fijos de la accién
de Z, en la superficie. Llamaremos P(e, 3,7) el dominio fundamental
para I explicitado arriba. '
Sea @) el poligono formado por rotar p veces P(a,3,~) alrededor
de A'. Sea pg la proyeccién de S a M inducida por la accién de Z,.
Luego, hay una funcién holomorfa ps : A — Stal que psopa =p,
y esta pa es inducida por la accion de algin grupo I'* en Aut(A).
Maés aun, se tendrd que
r~<ar
Y
r/mr =1z,
Ademas, sin perder generalidad, la situacién nos permite tomar el do-
minio fundamental @ para la accién de I mostrado en la Figura 1.2.
En la figura también se muestra conio se comporta la érbita de P por
la accidén de los generadores de T




CAPITULO 2
Angulos

En este capitulo se estudiard la pavimentacidn generada por el
poligono P(a,3,7) a causa de I'. Dados los dugulos a, Sy v =
2—;’- — o — (3 en ese sentido, tendremos hay un inico poligono hiperbélico
P(a,$,7). Lo iltimo puede ser probado usando un sistema de tres
ecuaciones con tres variables y el teorema del valor medio para fun-
ciones continuas. Luego, P(a,,7) es el mostrado en la Figura 2.1,
es decir, el poligono estara formado por cuatro tridngulos de angulos
interiores &, By ytal que a+ G+~ = 2?". El estudio se enfocaré en las
pavimentaciones hechas por triangulos como los anteriores las cuales
son inducidas por P(q, 3,v). La angulacién de dichos tridngulos sera
tomada como en la Figura 2.1, en sentido anti-horario {(afv y a3 son
distintos sentidos).

NOTACION 1. Una pavimentacién del disco (triangulacion) como la
anterior se enotard Ala, 3,7).

Entonces,

Ao, B,7) = A(B, v, a) = Av,a,5) .

Figura 2.1. El dominio fun_damental P

7



8 2. ANGULOS

Se hace notar que dado un I', v asi una triangulacién inicial, ten-
emos varias formas de obtener triangulaciones. La meta de esta sec-
cién es, dada una triangulacién, encontrar una tnica otra triangulacion
{(canénica) la cual representard a I'. A su vez, cada triangulacién
candnica se relacionard con cada una de las S € I, por medio de la
proveccién desde el disco a la superficie: teniendo que si 5 = ', en-
tonces las triangulaciones candnicas respectivas son las mismas. La in-
plicacion en el otro sentido la dard una cierta combinacién de ntneros.

PROPOSICION 1. Sea Aa.3,7) yr € R. Entonces, existen distan-
cias minimas entre v y cada uno de las cuatro clases de R.

DEMOSTRACION. Primero, R es un conjunto discreto en el sentido
topolégico. Elijamos r € R como €l origen O y r € p~}(A4). Al mismo
tiempo, escojamos b € p~1(B), c € p~YC) y d € p~1(D). Considere-
mos un disco cerrado centrado en O de radio distancia minima entre
O v los anteriores puntos. Luego, dentro del disco hay finitos puntos y
entre ellos estan los minimos correspondientes. O

PROPOSICION 2. Sea A(a, 3,7). Entonces, se puede encontrar otro
dominio fundamental P’ para I, andlogo a P, tal que o, 3, v S %,

DEMOSTRACION. Sea P(a, 3,v) el dominio fundamental hexagonal
para I' mostrado arriba con un vértice igual al origen (O € p~1(4)).
P(a, 3,7) lo rotamos alrededor del origen para formar un poligono ¢
de 4p lados. En la frontera de ¢ tendremos como vértices puntos de
p~YB), p~}C) y p~}(D), uno de 2p puntos y los otros de p puntos.
Esto es explicado en la Figura 2.2.

Supondremos que hay un angulo > % ¥y mostraremos un proced-
imiento para cambiar el dominio P por otro similar, con la propiedad de
que la distancia con una de las clases de vértices del nuevo Q (vértices
alrededor de Q) es estrictamente menor, y la distancia con las otras
dos clases sigue igual a la que habia con el € inicial.

Como esto producird un descenso en las distancias entre O (O se
mantiene fijo) y los vértices, y sélo tenemos un finito nimero de valores
para cada una de ellas {proposicién 1.1), se tendra que el procedimiento
debe parar vy asi todos los angulos deben llegar a ser menores o iguales
a ’—;- (el argumento puede ser repetido sienmpre que un angulo sea mayor
a -;5). El procedimiento para cambiar F es mostrado en la Figura 2.3.
En esta Figura, se supone que el dngulo v es mayor que %.

Luego, v es divididoen by c.ya+8=a < %. De esta forma. se
mantienen las distancias A’D' v A'CY, y se disminuye la distancia



2. ANGULOS 9

FiGcura 2.3

A'B’ estrictamente, fijandose en lo que sucede con A'B”. Como
v > %, distA’B’ >distA’B” (Teorema del coseno hiperbdlico). ]

PROPOSICION 3. Sea Ao, 3,7) tal que los dngulos son como los
de la proposicion anterior y estd centrada en el origen. Entonces. las
distancias minimas entre O € p~'(A) y R son dadas por los tres lados
del tridngulo ABC generador, y son alcanzadas por:

1. p o 2p puntos entre O y p~}(D) sia < Z o a =% respectiva-
mente.



10 2. ANGULOS

Ficura 2.4. Eligiendo P.

2. p puntos entre O y p~(B).
3. p puntos entre O y p~1(C).

Los anteriores puntos se encuentran en el borde del poligono Q corre-
spondiente.

DEMOSTRACION. La proposicién sera demostrada en forma geomé-
trica y se usaran varias figuras explicativas-demostrativas. Supongamos
pavimentado el disco con P, el cuél tiene seis vértices: uno de p~!(A4),
uno de p~}(B), uno de p7}(C) v tres de p~}(D). Se demostrari la
minimalidad con p~!(D) ya que podemos construir P con tres puntos
de las otras dos clases restantes (p~!(B) y p~}(C)), como se explica en
la Figura 2.4. '

Supongamos que la distancia minima es alcanzada por w € p~!(D)
tal que no pertenece al borde de Q (@ es el poligono de 4p lados formado
al rotar P alrededor de O). Luego, tenemos una situacién como la de
la Figura 2.5. Aqui, T e ¥ pertenecen a Rperono a p~'(D) vy z # y.
El tridAngulo zwy es uno de los tridngulos de la triangulacién. es decir,
sus angulos interiores son «, § v -y en algin orden.

Si tenemos que Z0yw o ZOzw es mayor o igual a <&, entonces
podemos contradecir la minimalidad de w. Esto es explicado en la
Figura 2.6. En esta figura se supone que Lw'yw = 27" yu' € p (D).
Entonces, la distancia desde el origen a w’ es menor que la del origen
a w, contradiciendo lo supuesto.

En la anterior explicacién se usa el Teorema del coseno hiperbdlico.
Dos tridngulos con dos lados iguales y el angulo entre ellos distinto
poseerd el lado restante mayor si el angulo es el mayor.

27




2. ANGULOS 11

Figura 2.6

w

P;O ‘...”.-..‘.-.....-..

Ficura 2.7

Ahora supondremos que £0yw y ZOxw es menor a 2Z. Consider-

emos el poligono P (vértices zw”zwyw’) como en la Figura 2.7 el cual
representa la situacidn.

Por otro lado, las condiciones

a, B,y =

SEE)

27
at+f+y=—,
P
implican que la suma de cualquiera dos déngulos es mayor que % Luego.
Zzzwy Lzyw son 2 -”{, y de esta forma Z0zw” £ ZOzw. Sies menor.
estamos listos. Si es igual, se tendra que LOyw' < ZOyw con lo que
se llega a una contradiccidn con la hipdtesis de que w alcanzaba la




12 2. ANGULOS

A

e
FiGURraA 2.8. o = g.

distancia minima con O. Notar que el poligono P usado (w € P) no
pertenecia a ¢, lo cual se asumio en la discusién anterior.

De esta manera, los valores minimos de las distancias entre O y
p (D) tienen que ser vértices de ). Se puede ver que tenemos sélo
dos casos: todas las preimagenes de D en @ son minimales (2p puntos)
0 una por medio (p puntos). Esto dependera de si el dngulo « es igual
0 mMenor a % respectivamente. (]

PROPOSICION 4. Sea T' < Aut{A) con A/T = (0;p,p,p.p) (0 > 2
primo). Entonces se puede elegir una A(a, B,7v) para T con a £ L
8,y < % de manera unica salvo en el caso en que o = %, en donde se

tienen dos pavimentaciones (cambiando el sentido de los dngulos).

DEMOSTRACION. Suponer que todos los 4ngulos son menores as.
Luego, por Proposicidn 1 de este capitulo, tenemos p puntos minimales
para cada ramificacién (alrededor de Q). Si suponemos que hay otra
pavimentacién por tridangulos de angulos cuya suma es 2?“ y son menores
o iguales a %, tendremos de partida que son sélo menores (hay p pun-
tos minimales para cada clase) y finalmente tienen que coincidir por
Proposicién 3 (distancias minimales). Asi, los dngulos son los mismos
v la pavimentacidén es igual.

Analogamente si uno de los angulos es igual a > se tendrdn dos
posibilidades de pavimentacién dado I', pero los angulos son iguales
(estardn en otro orden). La Figura 2.8 es explicativa al respecto.  {J

De ahora en adelante la triangulacién A(a, 4, ) serd pensada como
la proposicién anterior, cuocientando en el caso a = -’}E las dos distintas
triangulaciones. La triangulacién asi elegida se llamard candnica.
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Las anteriores demostraciones se han hecho en base a geometria
hiperbélica (sobre el disco). De esta forma, no tomamos en cuenta el
caso p = 2. Sin embargo, para todos los toros se aplica exactamente lo
dicho en el anterior teorema {aqui todo triangulo cumple con a+38+v =

%’3 = 7). Esto se demostrara en el estudio de la parametrizacién de 1.

Ejemplo: Si se considera el toro generado por < 1,v/3¢ >, en uu

comienzo le corresponden dos triangulaciones: A(Z. %, Z) y A(F. £.Z).

dadas por los vértices {0, v/34, 1} 0 {0, v3i+1, 1} respectivamente. Sin
embargo, desde ahora son las mismas.

Ahora vienen dos teoremas muy importantes para la posterior clasi-
ficacién de las J,. Sea Gs = Z, el grupo elegido inicialmente para
S € 1, el cual fija cuatro puntos sobre la superficie.

LEMA 1. 81 S € J, con p wmpar, entonces

(p, LA0(S)]
P

DEMOSTRACION. Suponer que p?/| Aut(S)[. Por Teorema de Sy-
low, existe un H < Aut(S) tal que |H| = p* y Gs < H. Entonces,
H/Gs (orden p) actia en S/Gg (esfera). Estudiaremos el orden del
estabilizador en H de los puntos fijos por Gg. Luego, tenemos dos
posibilidades: p o p?.

Sea A fijo por Gs y supongamos que |Staby(A)| = p. Luego, la
imagen de A por la proyeccién S — S/Gs no es punto fijo de la accion
de H/Gs en S/Ggs. Entonces, la cardinalidad de la érbita de A por la
accién de H en S puede ser: '

l1+(-1p, 2+(p—2)p o 3+(p—-3)p o 44+(p—4p.

Como la cardinalidad de la érbita es divisible por p, esto no puede
ser para todo p > 3. Sip = 3, entonces la 6rbita debe tener cardinalidad
3. Esto significa que tres de los puntos fijos por G estdn en érbita por
H. Si miramos el cuarto punto, este debe ser fijo por A (mirar su
érbita, 1 + (p — 1)p), v asf tenemos un automorfismo H que fija un
punto fijo por Gg y los otros son permutados. Sin embargo, para p = 3
esto no es posible y serd mostrado mas adelante en las posibilidades
que hay para automorfismos que permuten los puntos fijos de Gs. De
esta forma, el estabilizador de A no tiene orden p.

Luego, todo punto fijo por G debe ser fijo por H. Sin embargo,
un automorfismo de la esfera en la esfera de orden p (H/Gs) sélo fija
dos puntos. Asi, no puede existir un tal H.

y=1.
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TEOREMA 1. 857 5,5 € 1, son isomorfas, entonces eziste un iso-
morfismo F entre ellas tal que F(Fix(Gs)) = Fix{Gg ).

DEMOSTRACION. Por el Lema anterior y Teoremas de Sylow, ten-
emos que todo subgrupo de Aut(S) isomorfo a Z,, es conjugado a Gs.
Sea H : § — 5 isomorfismo. Eutonces, H o Gg o H™! es un

automorfisino de S’ de orden p que fija cuatro puntos. Luego, existe
L € Aut(S’) tal que

LoHoGsoH oL ' =Gy .
Si F = Lo H, se tiene lo pedido. 0

TEOREMA 2. Sean S, S’ € 1, analiticamente isomorfas con p primo
cualguiera. Enlonces,

Ao, B.7) = Ao, 8,7}

DEMOSTRACION. Simiramos el isomorfismo inducido entre los cubrim-
ientos universales a causa del isomorfismo entre las superficies (per-
mutando los puntos fijos), notamos que al ser conformes llevan una
triangularizacién en la otra (la proposicién 4. no permite otra alterna-
tiva). O

Para el caso de los toros, el anterior teorema es condicion necesaria
y suficiente, y se tratard después.



CAPITULO 3

Uniformizacion

Ahora empezamos con el probleina combinatorial. Fijemos un T
y con esto una A(a, 3,7) canéunica. Cousideraremos la triangulacion
centrada en el origen (O € p~!(4)} y un dominio P(a,f3,y) como el
de la Figura 1. Recordamos que ¢ es el poligono de 4p lados formado
por p P{a, B,7) alrededor de O. @ sera nuestro dominio fundamental
inicial para I'™.

La pregunta quién es I'™* es equivalente a como se identifican los la-
dos de @), los cuales son nombrados como en la Figura 3.1 generalizada.
Esto es equivalente a mirar las posibilidades para los homomorfismos
de grupos ¢ : I’ —» Z, =< u,uP = 1 > tal que ker{¢p) = I'*, fijan-
do que ¢{x} = u. Estas posibilidades estardn dadas por ¢(y) = u' y
¢z = coni,j€{1,2,...,p~1} (¢(zyz) # 1 = pti+j+1). Sin
embargo, queremos dar un punto de vista geométrico de lo anterior v
ese serd el siguiente trabajo.

Notar que b; y ¢; no pueden ser identificados Vi,j € {1,2, ..., 2p}.

NOTACION 2. Si z; lo identifico con x; esto se anotard T; <« ;.
En posteriores cdlculos los subindices serdn tomados mddulo 2p por
razones obvias.

PROPOSICION 5. Segin la Figura 8.1 generalizada, sélo se pueden
identificar by « by, €1 < Cpj42 con i, j € {0,1,2,...,p— 1}, excepto:
1. bl — bg, C1 < Ca542 VJ (3 = 0)
2. by & boiyg, 1 2 Vi, (F=0)
3. by e bgiys, €1 < Cop—i) = Co(poi-1)+2 Vi- (1+j+1=0)
Las combinaciones posibles son p? —3p+3. y de esta manera. se tendrdn
P’ — 3p + 3 superficies para analizar (sin saber si son o no isomorfas).

DEMOSTRACION. Primero, ni b; ni ¢; pueden ser identificados con
un lado de subindice impar, ya que la superficie sufre una desori-
entacion.

Si 1. o 2. suceden, B o C sera un punto fijo de I'* respectivamente,
Si 1. y 2. no suceden, entonces B y C corresponden a un sélo punto

15
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Fi1GURA 3.1. Se generaliza para todo p.

en el cuociente por I'* {pensarlo como superficie de Lefschetz, capitulo
8). Ahora tiene que suceder que D también sea un unico punto sobre
la superficie cuociente.

Se analizard como pueden ser ”"pegadas”las 2p preimagenes de D.
Sean Dy, los D entre C y B, y Dy, lo correspondiente. Entonces por
simetria, los p Dy v los p Ds. son pegados entre ellos en paquetes de
igual cantidad. Sea la cantidad de paquetes n, entonces:

n{paguete) = 2p

con lo que n puede ser 1,2, p, 2p.

Si n = 2p el paquete es de un punto, y no puede ser.

Si n = 2, el paquete tiene tamafio p y en el paquete hay tantos D
como Dy, y p no es divisible por 2.

Si n = p, los paquetes serian de dos y puede suceder. Esto no se
desea, ya que habrian p puntos D sobre la superficie. Para paquetes
de a dos, se tendria un paralelismo en los saltos dade por

by > baiga  Coig1 & C2p

con lo que se obtiene i + j + 1 = 0(p).

Sin =1, todos son pegados en uno v es lo que se quiere. Contando
los pares ordenados totales p? y restando las 3p — 3 excepciones se
obtiene lo dicho. Notar que en las excepciones aparecen elementos
elipticos en el grupo I'*. O

NOTACION 3. Si z; «» z;, entonces el automorfismo que identifica
x; con z; se anotard Ty .., € .
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PROPOSICION 6. Si by « boiro y €1 < cojy2, entonces el grupo T*
esta totalmente caracterizado y es generado por:

{Tosrsrmbaignynysz * con k€{0,1,...,p—1}}

Y
{TC2jk+l'_‘c2j(k+])+2 con k € {U L.p— 1}}
donde
S I .|

Tbl'_‘bZ%H-Q =Ly TC]HC‘2_1+2 =77z
[}

ki ki _kj kg
szikn*—‘bzxiwnu =T Tbl'—'bzz‘+2$ TCQ)k+l'_"5'2j(i-+lj+2 =T ch—-czj»r'z*r :

DEMOSTRACION. La demostracion es andloga en b; v ¢; a la hecha
para a; con las superficies de Lefschetz (Revisar en el capitulo 8 seccidn
8.3). Lo que importa es la eleccién z* = y y 27 = z, y el hecho de estar
trabajando con p primo (trabajo en ecuaciones médulo p). U

Entonces, dada O{a, 3, y), para cada pegado de b; y ¢ se tendra
su correspondiente I'y; ;y ¥ Siij) = A/IY; ;). La Figura 3.2 muestra la
armonia de las identificaciones vista con esos generadores.

(2.2) (2.1 (1.2)

FIGURA 3.2. Caso posibles para p = 3.

De esta forma, una superficie S € J, podria pensarse como
{a.3.)
S(i.j)
Sin emibargo, distintas identificaciones iniciales dardn en muchos ca-
sos superficies equivalentes. Usando los Teoremas 1 v 2, lograremos
identificar cuales son isomorfas y cuales no.




CAPITULO 4

Dominios especiales, saltos y teorema de
isomorfismo

Como consecuencia del Teorema 1, nos tendremos que fijar en do-
minios () tales que estén centrados en puntos de R (la ramificacién de
p inducida por los puntos fijos de Gg =~ Z, inicial}, tomando todas
las posibilidades. Esto porque cuando miremos un isomorfismo entre
superficies miraremos el inducido entre los discos {como cubrimientos
universales), y como se permutan los R (Teorema 1), se mirardn los
dominios centrados en cada una de las clases de R. En esta parte
seran esenciales las proposiciones de la seccion 2 acerca de los dngulos
y minimalidad. Partiremos usando el dominio de la seccién anterior,
centrado en O € p~!(A) y rodeado de 2p pre-imégenes de D. A este
dominio lo lamamos [AD].

A partir de [AD], construimos los dominios [AB], [AC], [BC], [BA],
[BD], [CA), [CB], [CD), [DA], [DB] y [DC], como se indica en las
Figuras 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4. En estas figuras y en el posterior trabajo
no hacemos distincién entre preimagenes de un punto € R y el punto
de cual proviene. _

Cuando miremos un isomorfismo en el disco, las posibilidades seran
inyecciones entre estos dominios. Eso si, tendrdn que ser idénticos
entre si y debera coincidir la accién de I'* en los lados. Todo el anterior
trabajo ha sido para esto y nos queda saber, a partir de como es I'* en
[AD], como trabaja I'* en cada uno de los dominios especiales. Eso se
llamara el salto del dominio.

Un salto serd un par ordenado con un sub-indice n € {1,2.3} el
cual indica si el dngulo central es a, 3 o -y respectivamente. Se define,
acorde a lo anterior, el salto para [AD] como,

sIAD] = (i.jh

ya que by = byyo, ¢ < o542 ¥ @ es el dngulo central. Supondremos
que el dngulo de mayor medida es a.

19
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Ficura 4.3. [CA], [CB] y [CD].

DEFINICION 1. (Salto) El salte s{XY| para un dominio especial
[XY] se define como el par ordenado con sub-indice (a.b), (a,b € Z,
yn € {1,2,3}) el cual indica como es la accion de T en los lados de
la frontera (como en el dominio [AD]) en el sentido anti-horario y n
indica si el dngulo central es a, 3 o .
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FiGura 4.4. [DA], [DB) y [DC].

DEFINICION 2. (Igualdad entre saltos) Dos saltos (a,b), y (¢, d)m
se dirdn iguales st y s6lo sta=c, b=d yn =m. '

A continuacién se calculan los saltos restantes.
PROPOSICION 7. Sea iy yk=—(i+7j+1), entonces:
s[AD] = (1,5)1 s[AB] = (j,k)s s[AC]= (k,i);
s[BD) = (i715,i 1), s[BC]= ("1 i k)1 s[BA] = (i 'k, i715);
s[CD}= (371,47 ")s s[CAl= (571,77 k)2 s[CB]=(57"k,57")
s[DA] = (jk7',ik™), s[DC] = (sk~1,k™1)y s[DB] = (k7,557 1),

donde todos los nimeros son tomados desde {1,2,...,p— 1}, el sistema
completo de residuos médulo p.

DEMOSTRACION. Se parte con el dominio [AD] y su salto (3, j),
v se elige uno de sus hexdgonos. En él se mira alrededor de cada
vértice que sucede segin ['*. Esto es traducido en ecuaciones modulares
(ecuaciones médulo Z,), las cuales vienen dadas segin se identifican
los lados de cada uno de estos dominios centrados en A, B, C o D.
El célculo para cada uno es semejante al hecho en el capitulo 8 con
las superficies de Lefschetz. Las ecuaciones usadas son copiadas de la
Proposicién 2. ()

La idea ahora es asignarle a la superficie 5((:1 J? v e 1, un conjunto

que le de informacién necesaria para compararse con otra de su es-
pecie, y con esto verificar isomorfismos. El conjunto dependerd de la
triangulacién y serd:
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1. En los casos distintos a los que siguen,
AJ(Di,j) = {(¢,7, (4, k), (k, 1)z,

(175,47 e, L ATTR), (e A s
G s, G 5T ) (TR T,
(A iDL GRE R (A )
2. §i A(E, 2 2y

3pT ..’.p 3p

A(,J)‘ {09, (7 R) (ki)

(:w ViDL G ) (T s,
G a5, (57 5 )L (k570
(Jk -1 Zk_l)la(zkh]wk_ )13('1;"— 1jk— )1} .

P 217’ 2P)

3. Si A(Z,
P —

Afipe = Mgy Y AG -

El porqué de esta asignacién serd visualizado en la demostracién

del Teorema 3 en donde tendrémos tres maneras distintas de mirar a

una superficie en 1,. Por esta razdn,

2r 27 27

3. 52 &), entonces se dird

1. Si S € 1, y su pavimentacion es A(
que S € 1> y S es equildtera.

2. 8i S € 1, y su pavimentacién es A%
que S € I5 y S es cuadrada.

3. En otro caso se dird que S € I v S es aguda.

il

ko - 2
+ 357 35), entonces se dird

TEOREMA 3. Sean 4,j,¢,7 € {1,2,..,p—1} conp{i+j+ 1.
Entonces S(aﬂﬂ S(IQJ?) ") e 1, son analiticamente equivalentes si y
solo si

A(Ct,ﬁ,’}’) A(Of,f)' 7) v AZJ) _A‘?i’,j’)
considerando los A sequin la triangulacién.

DEMOSTRACION. Si A(a.B,7) = A(a”.8'.7") vy Al ;) = Aly, en
alguna triangulacion, entonces se considera uno de los dominios espe-
ciales para cada uno, en los cuales el salto sea el mismo. Luego se
construye una biveccion analitica entre los dominios (automorfisimo del
disco} tal que se respete exactamente la accién de I'™ en cada uno de
ellos. Por ejemplo se pueden centrar en el origen cada uno de los cen-
tros de los dominios y rotarlos adecuadamente. Luego. las superficies
correspondiente son equivalentes.
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Suponer que las superficies son equivalentes analiticamente. En-
tonces las triangulaciones son las mismas (teorema 2), y existe un iso-
morfismo F : .S’((fﬁ‘v) — S(ﬁ:ﬁr”') tal que F(Fix(Gs)) = Gg (teorema
1). Supongamos que Fix(Gs) = {4, B,C,D}. Ahora subiremos al
disco y consideramos los dominios especiales [AD] y [F'(A)F(D)| cen-
trados en el origen. Entonces, el isomorfismo F induce una rotacion f :
A — A, f(2) = €%z Por Proposicion 3 y como F(Fix(Gg)) = Gg,
se que f([AD]) = [F(A)F(D)]. Explicaremos segtin la triangulacion,

1. Si estamos en una triangularizacion aguda o equilatera,

s(AD] = s{F(A)F(D)] .

2. Si estamos en la triangulacion cuadrada tenemos dos posibili-
dades,
S[AD] = s[F(A)F(D)] = (i,5): o s[AD]=(j,i}
ya que tenemos mas distancias minimales entre A y D (2jo
puntos D’s).

Luego, ambas superficies tienen un salto igual. Lo que sucede es

que al tener un salto, uno puede generar todos los demas de una 1inica
forma lo cual sera probado en la siguiente seccién. De esta forma,

P __ AP
A(t’.;") - A(i’J") '



CAPITULO 5

Ntimeros

Por ¢l momento, me referiré a los elementos de A?ﬁj) como simples
pares ordenados, sin coutar el subindice de sus saltos. Asi, por ahora,

AM {(,9), (4. k). (K, %),
(171,471, (57,57 k), (i ki),
G, G T R), (G R, 5T,

(Gk71, 4671, (k7L ETY), (878 5ET))

DEFINICION 3. El conjunto I, corresponde al subconjunto de Z,, x
Z, en el cual pueden tomar posicion los pares ordenados de A’{’i’ - Asi:

T ={(i,5) €Ly xZy - i#£0,#0,i+7+1#£0}
PROPOSICION 8. Los A, . particionan al conjunto T,

DEMOSTRACION. Notar que los Afi ;) tienen la particularidad de

que son generados por cualquiera de sus elementos, realizando las op-
eraciones:

(a,0) = (ba™',a™") y (a,b) = (b, —(a+b+1)).
Con lo anterior se prueba que particionan X,. (]

PROPOSICION 9. Sea p > 3. Entonces, hay sélo cuatro tipos de
conjuntos Ap.j) en donde se repiten elementos, dados por:

a) A(; y = {(1,1), ( 3) (=3.1), (=371, =371}

b) A (1p—1)"‘ {( ~1,-1), (-1, 1}}.
c) A (1p 1y = {(4, —i), (=1,4), (=7, (L 1) (=1 =i}
coni# x1.

d) 12 pares ordenados distintos en todos los demds casos.
Para el caso p =3 se tiene sélo 1 conyunto:

Ada = {(2.2).(2.1), (1.2)}

DEMOSTRACION. Se igualan pares ordenados v se revisan las posi-
bilidades. O

25
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A causa de la Proposicién 7, para ordenar el estudio de los conjuntos
Aﬁ.lj) (vistos como antes}, tendrenios que estudiar cada una de las clases
de la Proposicién 8. No obstante, como los conjuntos Af, ;) son mds
complejos (tienen un subindice que representa al angulo central), estos
se tendran que subdividir todavia en m4s clases, correspondiendo estas
a los saltos de igual subindice. La meta final de este estudio es:

L. Saber [I¢f, |35] ¥ |35]. De esta forma sabremos cuantas ramas
tiene la parametrizacién de J, y como van unidas.

2. Saber los automorfismos de las superficies. Al conocer cuales
saltos en Afi' ;) son iguales, sabremos las combinaciones posibles

del dominio inicial [AD] con otros dominios.
Para comenzar volvemos al A?z. h de siempre,

Aj[()i,j) = {(i,j)l, (.71 k):}, (k, i)g,

(inlj: 7:&1)2: (2._11 i_lk)l 1 (ihlk’ i_lj)?n

(jm:l??:j_l)&-(?:jml':j-nl'k)?s (jﬁlkaj_l)la

(k™1 k™, (kY B g, (K7 R )}
usado para las triangulaciones agudas. El caso mds simple de analizar
es J;, ya que ahi todos los dominios coinciden {geométricamente) y los
Gnicos casos a estudiar son los obtenidos desde la Proposicion 8 (nos
olvidamos del subindice). Por otro lado, el caso mds complicado es
J; ya que se unen dos A‘?ij) teniendo mas postibilidades. En ese caso
tendremos que poner atencion en las clases de X, que contienen pares
reflejados (contienen a (4,7) y a (J,1), y asi a todos los reflejados de la
clase) o buscar a las clases que las reflejan. A causa de las I, tendreinos
que analizar los siguientes 6 casos (cada caso en general contiene varias
clases de I,):

1. Caso ky: Esla clase en £, de (1,1) y es su reflejado.

2. Caso k2: Son las clasesen £, de (i.7) conz € {2,3,....p— 2} ¥
i # —271 ~3-1. La clase contiene 12 pares ordenados distintos
v es su reflejado.

3. Caso k3: Es la clase en I, de (—1.~1). Consta de 4 pares
distintos y es su reflejado.

4. Caso kq: Son las clasesen X, de (—1,¢) coni € {2.3.....p — 2}
y pti®+ 1. Estas clases no son su propio reflejado, pero la
que lo es pertenece a Ky.

5. Caso ns: Es la clase en &, de (—1,7) con > = —1(p). Este
caso contiene una clase si p = 1(4) v es vacio en caso contrario.
La clase si es su propio reflejado.
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6. Caso kg: Son las clases en %, de todos los restantes y ninguna
es su reflejado, pero su reflejado estd en &g.
Notar que los casos dependen de si un i en el par es 1 o —1, tinicos
numeros en Z, que son su propio inverso. Para finalizar esta parte,
contaremos cuantas superficies hay para cada triangulacién.

PROPOSICION 10. Sea p > 3. Entonces.

p?+11
T

y si p = 3 hay sdlo una superficie.

DEMOSTRACION. Se usa la proposicién 8 y se hace notar que no

importan los dominios en si ya que son todos geométricamente iguales.

O

Se observa que el anterior nimero es la cantidad de clases de I,
(bajo las operaciones de Proposicion 7).

PROPOSICION 11. Sea p impar. Entonces,
p*+3
T
DEMOSTRACION. Para calcularlo hay que tener presente que dado

(1,7 )n, los siguientes saltos {en el mismo conjunto) que tienen a n como
angulo central son:

(i GG GR Y,
lo cual genera tres subdrbitas en cada uno de los /\.’D (1,5 considerados,

dadas por los tres dngulos centrales (esto es facil de chequear). A priori
pensariamos que por cada clase en ¥, tengo tres superficies distintas
" (ya que tengo tres nuevas drbitas dentro de cada Afi‘ j}). No obstante,
estas orbitas pueden interceptarse. Esta intercepcion sélo puede pro-
ducirse cuando nos referimos al caso k, el cual es dividido en tres érbitas
iguales. Luego,usando el cdlculo anterior. se tendran

12 p?+ 11 P+ 3

T3 1
superficies si p no es 3. Para p = 3 se tienen 3 superficies distintas. v
coincide con el numero anterior. J

[l =

—)+1=




28 5. NOMEROS

PROPOSICION 12. Sea p impar. Entonces,

2+ 2p+5
|:;;=p——8£i— oip=1(4)
0 9 2
C pe+2p -1 .
20 = B sip= -1

DEMOSTRACION. Para calcular este nimero, se debe encontrar en
que caso las clases de £, vy las subclases de los A?LJ.) contienen saltos
reflejados, como expliqué en un comienzo. A continuacion. se analizara
cada uno de los casos,

k1 Aqui cada una de las subclases es igual (como par ordenado) y
contiene a su reflejado. Por eso hay una superficie.

K2 ¥ Ka: Se tienen Egﬁ clases de X, para analizar, cada una conte-
niendo a su reflejado. Mirando las tres subclases de cada clase, vemos
que dos se unen por sus reflejados y la tercera se mantiene con sus
propios reflejados. De esta forma, tenemos 2 superficies distintas por
cada clase. Luego, hay p — 3 superficies.

k4. En este caso tenemos que cada clase (hay P%‘q’- sip=-~1(4)y
E‘; si p = 1(4)) no es su reflejado, pero este se encuentra en &4. Como
cada una aportaba con 3 superficies, al cuocientar por su reflejado se
divide por dos.

kg Este caso a veces estd (dependiendo de si p es 0 no congruente
a 1 médulo 4) y cuando estd aporta con dos superficies.

Kg: Este caso funciona como funciond para k4, aporta con tres cada
clase, pero al no ser su reflejado se cuocienta por dos.

De esta forma la suma es,
2

SipEl(4):%(22..“'5]*_1_&;_1)+1+2(13;_1)x9+ge+1.



CAPITULO 6

Parametrizacién de J,

En este capitulo se buscard un espacio que represcute a J,. Partire-
mos por encontrar una variedad compleja de dimension 1 que represente
a las triangulaciones candnicas. Para esto, tendremos que trabajar un
poco con los toros. Como primer resultado tendremos que las triangu-
laciones candnicas pueden ser representadas por el moduli de los toros.

DEFINICION 4. Consideremos el toro T = C/ < wy,wo >. Una
triangulacion Ao, 8,7) para el toro T es la pavimentacion inducida
por el tridngulo de vértices 0, wy, wa, cuyos dngulos interiores son Q,
By~ (gratis quea+ 8 +v = %71 = ).

Por supuesto, tendremos muchas triangulaciones para un mismo
toro, dependiendo de la eleccién de los generadores del reticulado. Sin
embargo, al igual que antes, podemos encontrar una candnica.

PROPOSICION 13. Siempre podemos encontrar una triangulacion
para cualquier toro tal que o, 3,7 £ § de manera dnica, salvo cuando

o = Z en donde tenemos dos (cambia el sentido de los dngulos).

FIGURA 6.1. Dominio fundamental para los toros.

29
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DEMOSTRACION. Consideremos el dominio fundamental para la
clase de los toros en el semi plano superior comprendida entre las
geodésicas z = 0, 2 = 1, 2+ 32 = 1y (z — 1)*+4? = 1. En esta
regién, cada punto 7 representa al toro C/ < 1,7 > de manera tnica
salvo en su frontera. Los vértices de la frontera son los casos especiales
cuadrado y equilatero de antes. Es facil demostrar que cada punto 7
en el interior del dominio se corresponde con la triangulacion aguda
generada por 7 v 1 de manera tnica (sdlo falta revisar los restantes
triangulos entre x = 0y z = 1). Parael borde »r = 0 v = = 1 ten-
emos las dos triangulaciones posibles cuando a = Z. En el resto de la
frontera tenemos tridngulos isésceles, los cuales aportan con la misma
triangulacién (ya que tienen dos angulos iguales). il

Ahora buscaremos un variedad real de dos dimensiones que refleje
las triangulaciones candnicas en general (para todo p primo). Consid-
eremos en R? el tridngulo A de vértices (Z,0), (0,%) y (%, ) junto con
su interior y sin sus vértices. (@, 3) € A seran los correspondientes a la
Ala, 3,7) candnica. Como

A, B,7) = A(B, v, a) = Ay, o, 5)

27
a+pf+y=—
se debera cuocientar A por el grupo (Z;) generado por,
m

Al mismo tiempo, los puntos del borde de A (si un angulo es %) serdn
identificados segin {g, 3) = (8, a).

Teniendo en cuenta lo anterior, el cuociente A representara al con-
junto de todos los A(a, 3, v) candnicos de manera tnica. Esta variedad
real, j\ es isomorfa a una esfera menos un punto. y tiene como puntos

marcados a ( o 2p) va g; ﬁ” ), cuadrado y equildtero respectivamente.

PROPOSICION 14. Sean T y T toros y A, ' sus respectivas trian-
gulactones candnicas. Entonces,

T=T o A=A",

DEMOSTRACION. Para probar que las triangularizaciones serdn iguales
basta subir el isomorfismo a C (usando los generadores de las triangula-
ciones candnicas) y usar la anterior proposicion. Si las triangulaciones
son iguales, los toros son isomorfos. O
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Finalmente, al espacio de las triangulaciones canénicas con p arbi-
trario le traspasamos la estructura algebraica del espacio de médulos
de los toros, usando la biyeccién continua:

A 2 2 ! 1. 2 1 1
T (;avg(r),;arg( — ;),;(TI'"-(}.TQ(T) —arg(l — ;))) .

El 7 anterior es el de la correspondiente triangulaciéon canduica. La
funcidn esta bien definida por las proposiciones anteriores.

NOTACION 4. El espacio de las triangulaciones (isomorfo analiticamente
al méduli de los toros) se anotard A. Este espacio tiene dos puntos es-
peciales, llamados cuadrado y equildtero.

El paso siguiente, para construir un espacio para J,, es tomar varias
copias disjuntas de A (|1%| copias) y cuocientarlas segiin las reduccionés
que hacen las superficies cuadradas y equildteras para cada p. Esto fue
calculado en la seccién anterior, y sélo falta decir como se cuocientan
lo cual se hard segun los casos antes definidos. Suponer p > 3.

k1. En esta situacidn tenemos un sélo A el cual no se conectara
con ningtn otro. Lo encontraremos para todos los p > 3 y para p = 2
(funcionando como el espacio méduli usual para toros). La llamaremos
configuracion tipo-1.

ko ¥ K3 ¥ ks: {cada clase es su reflejado) En estos casos tendremos
9—5—3- componentes disjuntas iguales sip = ~1{4) o P;—l en caso contrario,
cada una de las cuales esta formada por 3 A cuocientados dos en el
punto cuadrado y las tres en el punto equilidtero. Una configuraciéon
como la anterior se llamara configuracion tipo-2. .

K1 Y Ke: {cada clase no es su reflejado) Para estos casos tendremos
i"ff—ts componentes disjuntas sip = 1{4) o L‘Sﬂ—ﬂ sino. Cada compo-
nente estd formada por 6 A cuocientados de a dos en el punto cuadrado
y de a tres en el punto equildtero (tomando de cada par cuadrado una
hoja). Una configuracién como esta se llamara configuracién tipo-3.

Para p = 3 tenemos sblo una configuraciéon tipo-2 v nada maés.
Finalmente hemos descrito al espacio 1, en varios bloques disconexas.

p? +6p+ 17

51 blogues

Si p=1(4)

_ 5+

Si p=-1(4) 7

blogues .
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/ h__
L] T L

tipo—1

W ~
| SN

tipo—2

tipo—3

FIGURA 6.2. configuraciones de los bloques.

Los caso Jo v Js son los tinicos conexos, uno del tipo-1 y el otro del
tipo-2, respectivamente. Al espacio anteriormente descrito, el cual rep-
resenta a Jp, se le llamard J,. Notar que en J, dos puntos o superficies
distintas son analiticamente diferentes.

p=3

Figura 6.3. Espacios conexos: p = 2 (toros) v p=3.
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Las siguientes figuras muestran los espacios 15 y J;. De aquf en
adelante, es decir para p > 3, los espacios son disconexos.

K =
] o

sz Nl
SN

) W \/——‘
5 /“\_-__

FIGURA 6.4. p=35

it

m
(b

Kz f—— /Q\——_—

iy

K3

|

K4

FIGURA G.5. p=7



CAPITULO 7

Automorfismos

En este capitulo estudiaremos los grupos de antonorfisinos de las
superficies en J,. Recordamos que Gs = Z,, es el grupo escogido inicial-
mente para trabajar a las superficies (fija a A, B, C, D). Se calculara
el grupo de automorfismos de S € 1, que permuta los puntos fijos de
Ggs. A este grupo lo denotaremos

Aut(S)Y = {f € Aut(S) : f(Fix(Gs)) = Fix(Gs) } .
NOTACION 5. T € Aut{S) serd un automorfismo que fija A, B, C
y D de orden p, y que ademds visto en [AD] centrado en el origen rota
en dngulo 2?“. De esta forma, Gg =< T >.

i~ !
r

Esto se calcula

OBSERVACION 1. Notar que T centrado en B rota en , centrado

1 -1
en C rota en -2—”;’)— y centrado en D rota en 2-’%—

mediante congruencias, tal como en proposicion 3.

LEMA 2. 51 R € Aut(S) fijando los cuatro puntos de ramificacion
de T, entonces R=T" conn € N.

DEMOSTRACION. Se tiene R : S — S tal que R(A) = A, R(B) =
B, R(C) = C y R(D} = D. Levantamos el automorfismo R al disco y
tomamos como dominios fundamentales JAD] centrados en el origen y
con un vértice D real positivo. Esto se puede hacer con un automor-
fismo del disco que cambie el centro y rote.

Luego el levantamiento de R anterior es una rotacién. Mds aun,
como R fija los puntos de ramificacién de 7' (y ayudandose de la min-
imalidad de distancias), esta es una rotacién en angulo de 2”7" Asi,
R=T"conn €N a

Notar que por el Lema anterior. Gg es normal en Aut(S)". La idea
de las siguientes demostraciones es ver las posibilidades de combinacion
que tiene el salto inicial s[4, D] = (4. j), con los otros saltos del con-
junto Af i) correspondiente. En virtud de lo anterior, las proposiciones
siguientes corresponderan a los casos &; v seran subdivididas segin la
triangulacion.



36 7. AUTOMORFISMOS

PROPOSICION 15. Sea S en el caso k1, entonces:
1. 8iS el Aut(S) = Zs, .
2. 515 €1, Aut(S) = Zy, .
3. 8iSe€ly, Awt(S)Y = Z, .

En este caso no hay hiperelipticas.

DEMOSTRACION. En el caso ») tenemos el siguiente conjunto para
las agudas (conjunto base para los otros casos),

A?l‘l) = {(1! 1)11 (11 “_3)37 (""3; 1)2: (15 1)21 (1: _3)1v (_3 1)31

(13 1)31 (]-1 —3)21 ('—'31 1)11 (—3_11 —3-1)]1 (—'3—11 “3_1)31 (_3_11 _3_1)2} .
Luego, segun la triangulacién tenemos (en el orden del enunciado),
1.) En este caso, como todos los subindices son 1, podemos com-

binar [AD] con [BD] y con [CD]. Luego, tenemos un auto-
morfismo R de orden 3p tal que

R(A)=B R(B)=C R(C)=A R(D)=D

El automorfismo R lo definimos considerando en [DA] una
rotacién en angulo %%. Asl, < R >~ Z3, y T es generado
por R. Notar que el automorfismo que intercambia [AD)] con
[BD)] y el que intercambia [AD] con [C'D] son generados por

R. Luego, como no hay méas posibles intercambios y Lema 2.
Aut(S) = Zs, .

2.) En este caso, podemos combinar s[AD] = (1,1); = (4, 7)1 con
su reflejado (1,1); = (7,%); y no hay mds combinacién. Si
llamamos a este automorfismo R, entonces R¥ =1y R*> =T.
Luego, por Lema 2 y no mas combinaciones,

Aut(S)’ ~z ng .

3.) En este caso no hay combinacion posible con (1.1);. Luego,
Lema 2 y no mas combinaciones,

Aut(S) = Z, .

El automorfismo de orden 2 anterior fija dos puntos, por lo tanto no es
involucién hipereliptica. (I

Notar de la anterior proposicién las coincidencias con los toros. Los
toros son hiperelipticos por el Z, (p = 2).
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PROPOSICION 16. Sea S en el caso k,, entonces:
1. SiS5eX, Aut(SY = Z, .
2.8iSel,
subclase de (i,1) = Aut(S) = Zg,
la otra subclase = Awt(S) = Z,
3.5 5€ly. Aut(S)Y = Z, .
En este caso no hay hiperelipticas.
DEMOSTRACION. En este caso todos los 12 pares ordenados son
distintos (pares ordenados es sin subindice).
1.) Como son todos distintos, no hay posibilidades para [AD].
Luego, Gs = Aut(S) = Z,
2.1) En este caso, podemos combinar s[AD] = (i,4); con su refle-
jado (7,2); = (4,1); (rotando en [AD]) y no hay mds combina-
ciones. Si llamamos a este automorfismo R, entonces R% = 1
y R? = T. Luego, por Lema 2 y no més combinaciones,
AUt(S)f =~ ng .
2.2) No hay mds combinaciones ya que st s{AD] = (7, 7)1, s(BD} =
(7,7)2. Luego, Gg = Aut(S)' = Z, .
3.) Igual que en 1.) arriba.
El caso en que hay automorfismo de orden dos, no es la involucion
hipereliptica ya que fija dos puntos. d

PROPOSICION 17. Sea S en el caso ks, entonces:.
1. §i S €, Aut(S) = Do, .
2. 8iSel,
subclase de (—1,—=1) = Aut(S) = (Zo X Zg,) X Zo .
subclase de (—1,1) = Aut(S) = Dy, .
3. 8:5€ 1, Aut(S) = Dy, -
En este caso todas las superficies son hiperelipticas.

DEMOSTRACION. Este serd el bloque de las hiperelipticas y es el
tnico caso para p = 3. El A’()_l__l) de las agudas trae varias posibili-

dades de intercambio,
A?—l‘"l) = {(—1?‘“—1)11 ('"1 ]-)3’ (1? _1)2! (1:_1)21 (_17_1)11 (—1< 1)3» .

(=1,1)3,(1, =1)2. (=~1,~1)1,(—=1,=1)1.(=1,1)5,(1,~1)2} .
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1.)

2.1)

7. AUTOMORFISMOS

Este caso serd el base para los que siguen. Notar que existen
R, Uy V automorfismos de orden dos definidos de la siguiente
manera:

i. R es el inducido por la identidad en el disco, considerando
los dominios fundamentales centrados en el origen [AD] y
[DA] (dominios con igual salto). De esta manera, R(A) =
D, R(D)= A, R(B)=Cy R(C) = D. También R? =1
v R conmuta con T'. Es facil ver que R fija 29 +2 = 2p
puntos v asi R es la involucién hipereliptica de Ia super-
ficie.

il. U es el inducido por la identidad en el disco, considerando
los dominios fundamentales centrados en el origen [AD] y
[CB] {dominios con igual salto). De esta manera, U(A4) =
C,U{C)=A,U(B)=DyU(D)= B. También U? = 1,
pero U no conmuta con T'. Esto se puede hacer numeran-
do los 4p tridngulos de [AD} y viendo como actia U en
ellos. Facilmente se ve que U fija dos puntos.

ii. Andlogamente a U, V' es el inducido por la identidad en el
disco, considerando los dominios fundamentales centrados
en el origen [AD}| y [BC] (dominios con igual salto). De
esta manera, V(A) = B,V(B)=A,V(C)=Dy V(D) =
C. También V? =1y V no conmuta con T. Fécilmente
se ve que V fija dos puntos.

Ademés tenemos que T es normal en Aut(S) y

| < RUVT>/<T>|=4.

Luego, | < R, U, V,T > | = 4dp. Por otro lado, tenemos que
(RT)* =1y, como R conmuta con todos y U no conmuta con
T, U(RT) # (RT)U. Luego, RT y U generan un subgrupo
diedral de orden 4p. Entonces, < R, T,U,V >= D,,. Por
Lema 2 y no mas posibilidades,
Aut(S’)’ = Dgp .

Este caso parte complicado, pero después se suaviza. Para
el dominio [AD] tenemos 8 posibilidades: T (la de siempre),
R, U y V (como el caso equilatero), u de [AD] a su reflejado
girando en 7. a de [AD] a el reflejado de [BC], b de [AD] al
reflejado de [CBj y ¢ de [AD] al reflejado de [DA]. Todos los
anteriores pueden ser inducido por la identidad del disco en el
disco fijando adecuadamente los dominios. Por Lema 2 ¥ no
més posibilidades,

Aut(8) =< T,R.U.V,p,a.bc> .
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Consideremos 1 € Aut{S}) tal que intercambia [BC] con su
reflejado (es decir se rota [BC] en I. Ahora, consideraremos
una serie de hechos verificables ficilinente: n? = 77!, pu? =
T, pny = nu, 0P = p® = 1y| < pn>|=4p Luego,
< p,m > es isomorfo a Zy, 0 a Zo X Zy,. Asi, < p,n >=
Zo % Log,. Claramente si 7 € Aut(S) fijaa By Coa Dy A,
entonces £ € < p,n >. De esta mancra, aol/, bolV vy co R}
estan en < p,n >. También lo estd R. Luecgo. Aut(S) =<
.1, UV > Se verifica también que < p,n > es normal en
Aut(S). Asi, |Aut(S)| = 8 (se verifica a mano). Como
< i, ><Au(SY, < p,m >N < U >=1 (U no commuta con
nni u) y | Aut(S)| = 8p,

Aut(S) = (Zo X Zsp) ¥ Zo
2.2) No hay mas opciones que el R, U y V del caso 1.). Luego,

Aut(S)' = sz .

3.) Idem.
Todas tienen la involucién hipereliptica R con 2p puntos fijos. En el
dominio [AD] es facil encontrar los puntos de Weierstrass. O

PROPOSICION 18. Sea S en el caso k4, entonces:

1. 8i S€ X, Aut(S)Y = D, .
2. 5iSely, Aut(S) = D, .
3. 8iS e, Aut(S) = D, .

No hay hiperelipticas entre ellas.

DEMOSTRACION. Este caso es como el anterior sin el R hiper-
eliptico. Solo tenemos la combinacién dada por T y U. U como en
la proposicién anterior, no conmuta con T (otra manera de saber que
no son hiperelipticas). Como no tienen reflejados, el ¢aso cuadrado no
da mas automorfismos. De esta forma, cualquiera sea el caso,

Aut(S) = D, .
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PROPOSICION 19. Sea S en el caso ks, entonces:
1. SiSe€l, Aut(S) = D, .
2. 5iSel;,

subclase de (i, —i) = Aut(S) =2, x Z,
la otra subclase = Aut(S) = D,
3. 81§ €ly, Aut(S) = D, .

En ese caso no hay hiperelipticas.

DEMOSTRACION. En este caso nuevamente tenemos dos posibles
combinaciones para [AD] en general, excepto para el caso (7, —%); con
p\i?+1. Descontando el caos excepcional, se tendra que Aut(S) = Ds,.
Para el caso especial tenemos las siguientes combinaciones: U [AD]
con [DA], V [AD] con [BC] refiejado y W [AD)] con [CB] refiejado. Se
tienen los siguientes hechos: U? = 1, U y T no conmutan, U posee dos
puntos fijos, V4 =1, V y T no conmutan, V2 = [/, V tiene dos puntos
fijos, Ty V generan a W, W% =1, W2 = U y W tiene dos puntos fijos.
De esta forma, por Lema 2 y no mds posibilidades, Aut{S) =< T,V >.
Luego,

le.lt.(S)'r == Z4 b Zp .
0

PROPOSICION 20. Sea S en el caso kg, entonces:
1. 8i S €2, Aut(SY ~ Z, .
2. 5iS el Aut(SY = Z, .
3.8iSel, Aut(S) ~Z, .

DEMOSTRACION. Lo méas ficil de este proceso, tenemos 12 pares
ordenados diferentes y ninguno se autorefleja (no hay (¢,4);). Luego,
Aut(S) =CGs=Z, .
0

Con la Proposicién 17 se termina la demostracion pendiente del
Lema 1. A continuacién veremos un simple lema que dice cuando
Aut(SY = Aut(S).

LEMA 3. Sea S € 1, con p > 2. Entonces,
Aut(8) = Aut(S) — GsJAut(S).
Es decir, Aut(S) es el normalizador de Gs en Aut(S).
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DEMOSTRACION. = En todos los grupos anteriores, Gs <Aut(S)'.
< Sea f € Aut(S), entonces Gso f = f o G% para n no divigible
por p. Luego, f(Fix(Gs)) = Fix(Gs). O

No obstante, tanto para género 2 (p = 3) como para género 4
(p = 5) tenemos superficies en las que no sc aplica el anterior Lema.
Para géunero 2 existe una superficie con grupo total de automorfisine
z= G La(3) (JGLa(3)} = 48) y para género 4 se tiene a la curva de Bring
con grupo total de automorfismo = Sy, el grupo simétrico en cinco
letras (ver [7]).



CAPITULO 8

Superficies de Lefschetz

En este capitulo se muestra un trabajo sobre las superficies de Lef-
schetz, las cuales va habian sido estudiadas en el pasado por otros
autores (ver {6] y [4]). El trabajo a continuacién fue hecho con anteri-
oridad al estudio de las J, ¢ inspiré las técnicas usadas en los capitulos
anteriores. Observamos nuevamente que no existen superficies de Rie-
mann compactas tales que el cuociente por Z, tenga signatura (0;p)
y que todas las correspondientes a (0;p,p) provienen de la esfera de
Riemann. -

8.1. Planteamiento del problema y base tedrica

Sean p un numero primo y S una Superficie de Riemann compacta
en la cual actia Z, como grupo de automorfismos analiticos con cuo-
ciente de signatura (0;p, p, p); lo cual quiere decir que el cuociente por
el grupo es una esfera y el grupo actia con tres puntos fijos. Estas
Superficies son llamadas Superficies de Lefschetz. Se tomard p > 3 ya
que con p = 3 se tiene que § sélo puede ser el toro C/ < 1, % + i% >,
mientras que con p > 3 se tendran superficies que tienen al disco como
cubrimiento universal, y asi se trataran uniformemente. Por teorema
de Riemann-Hurwitz el género de estas superficies es 21, La meta es
decir todo lo que se pueda sobre estas superficies.

Sea A el disco unidad. Sea I' subgrupo de los automorfismos de A
tal que

M =A/T=(0;p,p.p) -
Asi, I' puede ser pensado con la siguiente presentacién:
F=<z,y : 2P =9¢y* = {zy)’ >

En la Figura 8.1 se muestra la accién de los generadores de I en su
dominio fundamental. Notar que este cuadrildtero esta completamente
determinado y es formado por dos A equilédteros hiperbdlicos de angulo
%, lo cual da una situacién rigida sin parametros libres. Sean 7g la
proyeccion de S a Al y ma la proveccion de A a Af inducidas por los
respectivos grupos. Luego, hay una funcién holomorfa f: A — 5 tal

13
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FiGura 8.1. A" € f~1(A), B’ € f~1(B), C' € f~1C),
donde A, B y C son los puntos de ramificacién de ng.
El dominio esta dividido en dos tridngulos equildteros de
angulo %.

ag a7

410 as

FIGURA 8.2. Caso para p = 5 y se generaliza de manera obvia.

que 7go f = wa , y esta f es inducida por la accidn de algiin grupo I™
en Aut(A).

Mas aun, se tendrd que I < 'y I'/T* = Z, . Ademas. sin perder
generalidad, la situacidn nos permite tomar el dominio fundamental
para la accion de I'* mostrado en la Figura 8.2.

En la Figura 8.2 se muestra cémo se comporta la érbita del dominio
fundamental tomado para I' por la accién de los generadores de TI.
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§.2. Uniformizacion

La pregunta quién es I es equivalente a como se identifican los
lados a; del poligono anterior.

NOTACION 6. Si a; se identifica con a;, se anotard a; < a;. En
posteriores calculos los i serdn tomados mddulo 2p por razones obuvias.

PROPOSICION 21. Segin la Figura 8.3 generalizadu. s6lo se pueden
tener las siguientes posibilidades

ay < agqz con ke{l,2,...p—2}.

DEMOSTRACION. Primero, a; no puede ser identificado con un a;
donde i es impar, ya que la superficie se desorienta. Segundo, si a;
es identificado con as o ag, la superficie obtenida es una esfera y esto
no concuerda con la situacién requerida (accién Z, con tres puntos
fijos). Las demé&s posibilidades son las adecuadas {por ejemplo, sacar
un punto y deformar). O

NOTACION 7. Sia; « a;, entonces el automorfismo que envia a; a
a; se anotard Tai._,aj eI,

PROPOSICION 22. Si ay + agryo, entonces el grupo I* estd total-
mente caracterizado ¥ es generado por:

{Tasjir—ageinse - ConJ€{0,1,..,p—1}}

donde
Tau—nazk+2 = Iky—l
Y
Tazkj+1'—'ﬂ2k(j+l)+2 = IJkTﬂlmﬂ2k+2‘TMJk

DEMOSTRACION. Se puede calcular a través del dominio funda-
mental que

k. —1
Tiokso =2y " .

Luego, en el cuociente I'/T* se tendrd que =¥ = y y esto primaré para
encontrar a los otros automorfismos que identifican los faltantes lados.
Si nos preguntamos con quién debo identificar al lado 24 + 1. entonces
la transformacion tiene la forma z%y~'z* y asi z°y~'27% = 1. es decir,

%% =y & a = 2k(p). Entonces,

k

2% 1. — k —k
Toptraksr = 27y 27" = 2T 9507

Posteriormente se trabaja exactainente de la misma manera por induc-
cién, obteniendo lo pedido. O
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Figura 8.3. Caso para p= 5.
Entonces, para cada identificacion de a; tendremos su correspondi-

ente I't v S = A/T}. La Figura 8.3 muestra la armonia de la accién
vista con esos generadores.

8.3. El método geométrico

Ahora tomaremos en cuenta dominios fundamentales geométricamente

iguales al anteriormente usado centrado en A’. Estos dominios estaran
centrados en A’, B’ y C’, y ademads tendrdn un sentido contra-reloj
dado por los saltos. Estos dominios estdn formados por 2p tridngulos
equildteros (hiperbélicos) cuyos dngulos interiores miden Z y estdn to-
dos unidos a un vértice comin. Mas abajo, la Figura 8.4 muestra uno
de estos tridngulos cuyo vértice comuin es A’, y los otros dos vértices
son C' y B’, en ese sentido. _

Se va a elegir un trio de vértices A’, B’, ¢’ correspondiente a uno
de dichos tridangulos, para formar los dominios fundamentales que se
usaran. No se pierde la generalidad, ya que cada uno de los dominios
elegido puede ser transformado a otro similar mediante un autotnorfis-
‘mo del disco.

Seran diferentes dos dominios centrados en A’ con el lado opuesto
del trigngulo elegido B'C’ o C"H’, va que el pegado tiene un sentido
contra-reloj. Por ejemplo, si a, = B'C” se pegaba segiin I con agjin.
entonces segtin I'™*, a» = C"B’ se pegard con ag(p—1-ky+2- Esto tltimo se
definird y se llamaré salto (correspondiente a cada dominio orientado).

Desde ahora, llamaré a los vértices elegidos A. B v C. Las defini-
ciones a continuacion seran nutiles para manejarse en este punto de vista
geométrico.
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Ficura 8.4. Tridngule extraido del dominio fundamen-
tal de I'™.

<N\

B B C

FiGURA &.5. En la figura se explica la diferencia entre
dominios orientados para un mismo T'*.

DEFINICION 5. (dominio orientado) Un dominio orientado (XY Z)
para ' es un dominio como los explicados arriba, de tridngulos AXY Z
cuyo vértice comun es X. Los puntos X, Y y Z son distintos y
pertenecen a {A, B, C}.

DEFINICION 6. (Salto) El salto s(XY Z) para (XY Z) se define
como el nimero de lados en el dominio total (XY Z) entre el lado Y Z
y su pegado, en el sentide contra reloj, dividido por dos.

De esta manera, sabemos que s(ABC) =k y s(ACB) =p—1—
k. Para completar la descripcidn, se calculardn las combinaciones que
faltan .

PROPOSICION 23. Dado I';, entonces:
s(ACB)=Fk s(ABC)=p-1-1F
s(BAC)=p—-1—-%k"1 s(BCA)=Ai""
s(CBAY=p—(k+1)"" s(CAB)=(k+1)"1-1
donde los inversos son tomados mddulo p.

DEMOSTRACION. Para saber los otros dos saltos seguiremos el sigu-
iente proceso. Elegir un tridangulo (ACB). Los lados opuestos a los
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FIGURA 8.6. La figura muestra la superficie {2 (Curva
de Klein) en los diferentes dominios considerados.

>.a®

vértices seran ay, b; y ¢; respectivamente. Alrededor de B y C se mi-
ran (BAC) y (CBA), y se busca con quién se pega b, y ¢; de acuerdo
al grupo I'} va dado.

Para (BAC) , lo que hay que contar es cudntas comas hay en la
siguiente serie:

Qi *7 Q2k42, A2kl 7 Qak42, -5 B2p—2ke] *2 A2p -
Luego se tendra la siguiente ecuacién extrafda desde el célculo de I'}:
ks(BAC) = —1—k(p) = s(BAC)=p—-1-k"!(p) .
En forma simétrica, para D(CBA) se obtendra:
s(BAC}s(CBA) = -1 - s(BAC)(p) = s(CBA)=p~ (k+ 1) (p) .

Los restantes se obtienen operando los saltos calculados con p — 1 —
. O

Ahora, a cada superficie 5. se le asigna el siguiente conjunto de
numeros:

Qi = {k:p""]-_k7p_l_k_1’ k_l?p'—(k‘_{hl)_l? (k+l)_1_l}
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P=0 ...... /\ |

Ficura 8.7. Situacidn de la demostracion.

La primera consecuencia de esto es que este conjunto se corresponde
a la superficie de manera biunivoca. De esta manera, veremos que
problemas analiticos seran transformados en numéricos. La siguiente
proposicién geométrica podria ser Util para establecer la corresponden-
cia biunivoca.

PROPOSICION 24. Se pavirnenta el disco con A\ hiperbdlicos equildteros
de dngulos tnteriores iguales a %{—5 conn € N mayor o igual que 3. Sea P
un vértice de estos tridngulos en el disco. Entonces la distancia minima
entre P y otro vértice es la medida del lado del tridngulo equildtero, y
solo es alcanzada por los vértices alrededor de él (a través de los lados
adyacentes a €l).

DEMOSTRACION. Mediante un automorfismo del disco, se puede
elegir al punto P como el origen. Se demostrara inicialmente que existe
una tal distancia minima entre los vértices. Tomar disco D cerrado
centrado en P = O de radio hiperbélico mayor que la medida del lado
del tridngulo equildtero. Luego, como los vértices son puntos aislados,
hay finitos puntos dentro de D. Como fuera del disco la distancia es
mayor, existe una cota minima entre los finitos vértices dentro de D.

Suponer que hay punto ¢ que no es vértice alrededor de P tal que
logra la cota minima, Miran los n tridngulos equildteros alrededor de
Q. Luego uno de ellos es atravesado por el trazo PQ. Sean los vértices
de este tridngulo @, X e Y.

Luego se compararan las medidas de PY (o PX) y PQ. Como,
APXY < £4PXQ<n y XY =XQ
se obtiene por medio de la férmula del coseno hiperbélico que,

cosh(PQ) > cosh(PY) .
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De esta manera,

PQ > PY
lo que es una contradiccién. Notar que esto se pudo hacer ya que ¢ no
es vértice alrededor de P (X,Y # O). Luego, los minimos sélo pueden
estar alrededor de P, vy se ve que son todos ellos. 0

8.4. Teorema principal de correspondencia

TEOREMA 4. Sean kK € {1,2,...,p —2}. Entonces, 5§ y St son
analiticamente equivalentes si y sdlo si Qf = QF,.

DEMOSTRACION. Si £} = {2, entonces se utilizan uno de los do-
minios fundamentales de ST y S}, para los cuales el salto sea el mismo.
Luego se hace una biyeccién analitica tal que se respete exactamente
la accién de I'* en cada uno de ellos. Por ejemplo se pueden centrar en
el origen cada uno de los centros de los dominios y rotarlos adecuada-
mente. En la practica es conjugar. Luego, S} = S},

Para la siguiente implicacion, una observacion fundamental: Sea S
superficie de Lefschetz (p > 3). Luego,

|Aut(S)|,
(p1 P ) =1.

Demostracion: Suponer que p? divide a | Aut(S)| v sea G = Z, el
grupo que actia con los tres puntos fijos produciendo un (0;p, p, p) =
S/G. Entonces, por Sylow, existe grupo H < Aut(§) con |H| = p?
tal que G < H (de hecho H es abeliano). Luego, hacemos actuar H
en S y, como G es normal, esto es equivalente a hacer actuar G en S,
y asi, H/G en S/G. En seguida calculamos el orden del estabilizador
de los puntos marcados por G en H. Asi este puede ser p (por G) o
p?. Notar que el grupo H/G actia discontinuamente en la esfera y en
consecuencia tiene una posibilidad sélamente: (0;p, p).

Suponer que el estabilizador tiene orden p. Luego, la imagen de
este punto por #g : S — S/G no es punto fijo de la accién de H/G
en S/G. Luego, la érbita de este punto por la accién de H en S es
de cardinalidad: kp+1 VvV kp+2 V kp+ 3 (dependiendo de s
los otros puntos fijos de G estan o no en la érbita dada por H/G ) v
ninguna de ellas es valida, va que el orden de H es p°. Luego, el érden
del estabilizador debe ser p* para cada punto fijo de G y esto no puede
ser ya que H /G sélo tiene dos puntos fijos. Luego, (p. '—-A—”;@i) =1. 0

Entonces sdlo pueden haber clases de conjugacion de G como sub-
grupos de orden p. Luego, hay que notar que bajo clases de conjugacion
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los saltos definidos no son afectados, ya que se corresponden con con-
jugar por un automorfismo del disco. Existe el caso en que hay clases
de conjugacion: curva de Klein (8 clases).

Suponer S = SE. Por la discucién anterior, se puede suponer
que el isomorfismo ¢ entre las superficies permuta los tres puntos de
ramificacién. Subir en cada superficie a los dominios fundamentales
(ACB) v (g(A)q(C)g(B)) centrados en el origen v con el vértice entre ¢l
lado a1 (g(a1)) ¥ as, (g(a2,)) real (se puede hacer enviando ¢l respectivo
4 al origen mas una rotacion).

Asf el isomorfisio induce un automorfismo entre los discos que fijan
al origen. Luego debe ser una rotacién y, mas atu usando el hecho
geométrico de minimalidad de la distancia entre vértices, la rotacidn es
en un angulo de 2% con n € {1,...,2p — 1} (envidndo un dominio sobre
el otro). Luego, los saltos en ambos dominios deben ser el mismo ya
que en caso contrario no habria inyectividad en ¢g. Luego, £} = QF..
(Se observa que s6lo se ha demostrado que un salto es el mismo, pero
mds adelante mostraré que cualquiera de los nimeros de Qf genera a
todos los otros) O

8.5. Numeros

Ahora pondremos nuestra atencién sobre los conjuntos €. El
andlisis de dichos conjuntos entregars informacidn sobre posibles auto-
morfismos actuando en las superficies. Por el momento, estos conjuntos
nos dirén cuantas Lefschetz tres hay dado p.

PROPOSICION 25. Los Q2 particionan el conjunto Z, \ {0, p — 1}.

DEMOSTRACION. Notar que los )} tienen la particularidad de que
son generados por cualquiera de sus elementos haciendo las operaciones:

(o) (modp) y p—1—.
Con lo anterior se prueba que particionan Z, \ {0.p — 1}. 0

PROPOSICION 26. La cardinalidad de (), puede ser una de las sigu-
rentes:
a) 2, en cuyo caso p = 1(3) y solo puede pasar para un 2 para
cada uno de los p.
b) 3, lo cual sucede sélo para un Q) en cada p y es
p— 1
o= p-2) .

c) 6, en todos los demds casos.
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DEMOSTRACION. Supongamos que dos elementos son iguales en un
* v sea a uno de ellos, entonces:

a=a'Va=p~-l-avVa=p—(a+1)'Va=p-l-a'Va=(a"1+1)7".

Si sucede cualquiera de las tres primeras se tendra el caso de Q) (ca-
da una da cada uno de los elementos que lo conforman). Si suceden
cualquiera de las dos altintas son equivalentes a la resolucidn de la
ecuacion:
a*+a+1=0(p)

la cual tiene solucidn (dos soluciones) ssi —3 es residuo cuadrético
modulo p lo cual es cierto ssi p = 1(3), y esto tltimo es en virtud
de la ecuacién en simbolos de Legendre:

~3..p,
(?)(g) =1

lo cual indica lo dicho (la ecuacién de arriba proviene del teorema de
reciprocidad cuadrética de Gauss). As{ los valores de a serdn:

TEOREMA 5. El nimero de (¥ ’s distintos es :

5
PEY & p=1(3)
5
0 .
p“gl si p=—1(3).

DEMOSTRACION. Si p = 2{3) entonces para completar los sextos
debo agregar tres elementos a f. Asf,
p—2+3 p+1
6 6
es la cantidad de Qf’s distintos. _
Si p = 1(3) entonces para completar los sextos debo agregar tres
elementos a (] y cuatro al caso raro. Asi,
p—2+3+4 p+5
6 6
es la cantidad de 02)'s distintos. O
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COROLARIO 1. El nimero de superficies de Riemann compactas
distintas con accion de Z, (p > 3 primo) con cuociente de signature

(0;p,p.p) es:

si p=1{3)

si p=-—1(3).

8.6. Grupo total de automorfismos

Ahora se encontrard el grupo total de automorfismos Aut(Q2]) para
cada una de estas superficies, usando un hecho muy conocido que no
se demostrard aqui (ver [3], paginas 176-185).

OBSERVACION 2. Sea ) Superficie de Lefschetz y T € Aut(§}) de
orden p gue fija tres puntos. Entonces, excepto en £y (curva de Klein),
el grupo generado por este automorfismo es normal.

Notar que la observacién anterior también nos dice que todo auto-
morfismo R de la superficie debe ser tal que R(Fix(T')) = Fix(T}. De
ahora en adelante los 2} seran pensados como vectores de seis compo-
nentes enteras, ordenados segin se definié al final de la proposicién 23,
es decir,

0P = {s(ACB) = k,s(ABC) =p~ 1 -k,
8{BAC)=p~1—k7! s(BCA) =k,
sS(CBA)=p—(k+ 1)1, 5(CAB) = (k+1)"' -1} .

NOTACION 8. T € Aut(Q}) serd el automorfismo de S¥, que fija A.
B y C de orden p, y que ademds visto en (ACB) centrado en el origen
rota en dngulo %}’1

2k}
»

OBSERVACION 3. T wisto centrado en B rota en
om(—1—k}~!

y centrado

en C rote en

Las siguientes propiedades servirdn para calcular de manera simple
los grupos de automorfismos.
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LEMA 4. i R € Aut(§X) fisando los tres puntos de ramificacion
de T, entonces R =T" conn € N. Ademds, si R fija uno de los tres
puntos de ramificacion de T y no estarnos en 2}, entonces R =T™ con
neN.

DEMOSTRACION. Se tiene R : §f — (] tal que R(A) = A,
R(B) = By R(C) = C. Levantamos el automorfismo R al disco v
tomamos como dominios fundamentales {AC B) centrados en el origen
v con el vértice C real positivo. Esto se¢ puede hacer con un automor-
fismo del disco que cambie el centro y rote.

Luego el levantamiento de R es una rotacion. Mds aln, como R
fija los puntos de ramificacién de T, esta es una rotacién en 2;—” Asl,
R=T"connegN.

Notar que si K fija uno de los puntos de ramificacién de T y R
no es 7™, entonces debe intercambiar los otros dos. De esta forma, y
pensando en la demostracion del Teorema Principal, para poder inter-
cambiar dos vértices se necesita que el salto centrado en esos vértices
sea el mismo. Asi, por ejemplo,

03° = {2,10,5,7,4,8}

no puede intercambiar los puntos. Esto implicaré que la superficie 33
no acepta otro automorfismo distinto a una potencia de T'.

Entonces, como tenemos sdlo tres tipos de ¥, facilmente se chequea
que s6lo O] acepta fijar un vértice (el cudl es (C)) mediante un auto-
morfismo distinto de T™.

a

Con esta proposicion facilmente se encuentran los grupos totales de
automorfismos. Hay tres posibles casos y se demostraran en las tres
sigutentes proposiciones.

PROPOSICION 27.
Aut(E) & Zo, .

DEMOSTRACION. Observando las posibilidades numéricas que nos
da el ahora vector {2}, notamos que existe un automorfismo R de orden
dos (involucion hipereliptica ademaés) tal que

R(C)=C R(A)=B R(B)=A

ya que
—1 p-1
Q‘? = {lap - 2~p—' 2, l-p_é'—a]_)?_} .
Esta R viene inducida por tomar dominio en el disco centrado en
C y rotar en dngulo 7. Los puntos de Weierstrass son (U ¥ los p puntos
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medios de los lados del dominio. De esta forma tenemos < R, T >=
Zup, generado por rotar alrededor de C en =

Sea @ € Aut({l})). Luego, Q int ercambla 105 puntos de ramlficacmn
de T'. Por lema 4 y usando las posibilidades que nos da 2}, se tendra
que @ =77 o QR = 1" para algiin n natural. Luego

Aut(F) = Z,, .

PROPOSICION 28,
At () = Z,, x Zy

conp>T,p=13) yk*+k+1=0(p). Conp=7 se tienc la curva
de Klein (%) con su famoso grupo de orden 168.

DEMOSTRACION. Observando las posibilidades numeéricas que nos
da el vector 0, con k2 + k+1=0(p), p=1(3) y p > 7, notamos que
existe un automorfismo R de orden tres tal que

R(A)=B R(B)=C R(C)=

ya que
QF = {k, kL k7 kY

Para fijar este automorfismo, R se levanta como la identidad del
disco en el disco, envidndo (ACB) sobre (BAC). Al hacer esto queda
completamente identificado R. Si en (ACB) numeramos los tridngulos
AACB en sentido contra reloj tomando como primer tridngulo el de
vértice C real positivo, la imagen por R permutara. los tridngulos rotan-
do su interior en 120, alrededor de su punto central (su circuncentro).
Observando se obtiene que s6lo dos tridngulos son fijos 1 y 2(p—1). De
esta forma sus centros son fijos y de esta manera R tiene dos puntos
fijos. Esto también se puede observar después de haber cuocientado
por T (ver como actia un Zs en la esfera).

Asi teniendo muy bien identificados a los automorfismos, facilmente
se demuestra que Ty R no conmutan. La no conmutatividad se puede
probar moviéndose horizontal-vertical o vertical-horizontal en los sigu-
ientes numeros (médulo 2p):

123 - 2p-1 2p
1 26+2 241 4h+2 -0 12k 2
verticalmente R y horizontalmente T". Aqui se usa el hecho de que
la rotacion 1" rota en 2”’;_‘ alrededor de B. Notar que por Riemann-
Hurwitz, :

/< R>
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tiene género 3?-. Como en la proposicién anterior, podemos decir
que si hay otro automorfismo, este es multiplo de 7" y/o R. Luego,
Aut(QF) = Z, x Zs. O

PROPOSICION 29. En todoes los otros casos,
Aut(Q)) = Z,, .

DEMOSTRACION. Aqui no hay alternativas de intercambio para los
puntos de ramificacién de 7", ya que €2} tiene seis miineros distintos. O

8.7. Ecuaciones para las Superficies
Para finalizar daremos ecuaciones a las superficies.

PropPosICION 30. La superficie §2, es equivalente a la siguiente
curva en C2
¥ = (z - )z —w)fz-w?) ™"

T

2
donde w = ™3,

DEMOSTRACION. Como sobre la esfera puedo enviar tres puntos
en otros tres puntos cualesquiera, eligiré como representantes de los
puntos destacados A, B, C a las raices ctibicas de la unidad 1, w, w®.

Por otro lado, tengo p copias de la esfera que deben ser pegadas
para reproducir a la superficie f. Alrededor de A se pegaron las
copias secuencialmente I, z, z2, ..., P~1. A sera representado por el
1 de la esfera, B por w y C por w?. Luego la superficie viene dada por

¥ = (z — 1)(z — w)*(z —w?)°
donde a y b indican como van pegadas las copias de esfera alrededor
de B y C, respectivamente, segin la numeracién dada por A. Por el

trabajo de saltos, tenemos que
a=8s(ACB) =k b=s(ABC)=p-1-Fk.
Eliminando el p de b, nos quedamos con
yP = (z — 1)(r —w)(x —w?)"7F.

O

Como anteriormente vimos, si la superficie es {7, entonces su ecuacién
representativa es '
(z = 1)(z = w)

b

(x — w?)?

Y L
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y Aut(§¥) = Zy, es generado por:
wow,
(st) = (_1 —j')
z'y
donde w, es raiz p-ésima primitiva de la unidad.

Para el caso Aut({})) =~ Zy, x Zs (p — 1 debe ser divisible por 3 v
p > T) tenemos conto ecuacion
(7 — 1) — w)*
(o —w?)l+k

,y?’ —

y ademas
k(z —w?)

Aut() =< (z,y) =~ (z, 0y}, (z.y) =~ (wz.y @)

b >

donde k2 + k+1=0(p) y t = LAtk

P

En todos los casos restantes, exceptuando la curva de Klein, el
grupo total de automorfismos es Z, generado por (z,y) — (z,wpy).




CAPITULO 9

Observaciones sobre casos especiales

9.1. Hiperelipticas en J,

En los capitulos anteriores se dedujo que para cada J, tenemos un
bloque disconexo del tipo-2 en donde todas las superficies consideradas
son hiperelipticas y no hay una superficie con tal caracteristica fuera de
él. Este bloque se identifica con el caso k3 representado por el siguiente
conjunto numérico:

A?—-l.—l) = {(—'1: "'1)15 (_1.’ 1)31 (11 “1)21 (17 —1)2= (_ls _l)lr ("_1’ 1)3’

(“19 1)3: (17 -_1)21 (_1: _1)1: (—11__1)11 (_lr 1)33 (11 —1)2} -
En el capitulo sobre automorfismos, es calculado el normalizador
(Aut(S)') del Z,, considerado, dando en este caso como resultado,
e 8iSeluls, Aut(S) = Dy,
¢ Si Sel,
subclase de (—1,—1) = Aut(S) = (Za X Zy,) ¥ Zy
subclase de (~1,1) = Aut(S) = Dy, .
Se quiere mostrar en esta seccion que Aut{S) = Aut(S) para todos
los casos y todo p, excepto en una superficie de I3, la curva de 48
automorfismos. Para comenzar, daremos las ecuaciones canénicas de

estas superficies, las cuales nos dardn una configuracién en la esfera
que nos permitird cumplir con nuestro objetivo.

PROPOSICION 31. Sea S € 1, hipereliptica. Entonces, S puede ser
representada por la siguiente curva en C?,
. 1
2 (P PN P o
¥ = (2 = )7 + =)
donde a € C distinto de cero.

Esto se demuestra usando el anterior calculo de Aut(S5) el cual
nos indica como pueden ser movidos los puntos y que orden tienen.
Notar que todo automorfismo de la superficie baja a la esfera va que la
involucién esta en el centro del grupo. Esta configuracién de los puntos

59



60 9. OBSERVACIONES FINALES

de Weierstrass en la esfera viene dada por dos poligonos regulares de
p lados uno encima del otro y tal que un elemento de orden dos lleve
uno en el otro.

Resultados conocidos indican que para p = 3 existe sélo una su-
perficie con grupo de automorfismos de orden 48 y 24 (ver [?]). La de
orden 48 viene dada por la configuracion de los puntos centrales de las
caras de un cubo, que es un caso particular de lo explicado arriba con
los poligonos. La superficie con 24 automorfisimos, vy asi, la que posee
8p automorfismos viene dada por la configuracion de los puntos vértices
de un poligono regular de 2p lados. Observar que, por ejemplo, esto
sucede cuando el a de la ecuacion anterior es uno. Geométricamente
los puntos de Weierstrass son desplazados sobre la esfera hasta llegar
a esa configuracion, lo cual corresponde a moverse en las ramas de 1.

Varios automorfismos de estas superficies pueden ser calculados
ficilmente mirando la ecuacion y teniendo en cuenta la demostracion
del cédlculo de Aut{S). Asi, Aut(S)’ es generado por:

(I, y) = (3:: _y)
@)~ L)

(z,y) = (wpT,y)
con w, rafz p-ésima de la unidad.

Se agrega a esta lista (z,y) ~— (—z,¥) en el caso |a| = 1. Cuando
tenemos p > 3, los puntos no pueden tomar una configuracién andloga
a la del cubo para hacer crecer el grupo més que lo calculado (Aut(S)’).
Basta ver que un paquete de 2p puntos sobre la esfera no pueden fun-
cionar como lo pide Aut(S), chequeando los 6 posibles casos que ella

_posee (sus posibles grupos finitos). Luego, Aut(S) = Aut(S). De esta
manera,

PROPOSICION 32. Sea S € 1, hipereliptica con p > 2. Entonces, el
grupo de automorfismo total de la superficie es:
e Sip=3,
1. SeJulg, Aut(S) = Dy, salvo el caso de lo curva de 48
automorfismos la cual es aguda (= GGL2(3)).
2. 5€ 5.

subclase de (~1,~1) = Aut(S) = (Zy x Zg) ¥ Zs

subclase de (—1,1) = Aut(S) = Dy
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e Sip >3,
1. Selull, Aut(S) = Dy,.
2.5e,

subclase de {(~1,~1) = Aut(S) = (Zy x Zg,) ¥ Zy
subclase de (—1,1) = Aut(S) = D,,

OBSERVACION 4. La superficie S(.1._1, poseyendo como grupo total
de automorfismos = (Zy x Za,) X Zy es tinica para cada p, generalizando
lo que sucedia en p = 3.

9.2. Superficies equilateras

A continuacién haré un resumen de los resultados acerca de estas
superficies. J;‘;’, viene a ser el conjunto que generaliza al toro

1 /3
C/<1,§+z-§—>

e Sip> 3, entonces
p? + 11

12
, ¥ si p =3 hay sélo una superficie equilatera.

137 =

¢ Con respecto a Aut{S) se tiene lo siguiente:

a} Aut(Sf, 1),) = Zsp. Sy es la tinica con esta propiedad
para cada p > 3.

b) Aut(S(_1,-1),) = Do, (una para cada p > 2)(Hipereliptica).
Sin embargo, este grupo esta presente en todo el bloque
hipereliptico correspondiente.

c) Aut(S) =~ D, (Hay 22 para cada p) (no Hipereliptica).

d) Aut(S) = Z, {Todas las restantes para cada p).

e Las ecuaciones de las Superficies como curvas en C? son:

' = (z - 1z - w)'(x = u?)

2w

donde w = €% yvi,j€{l,2...p~1}ypf(i+j+1) La
clasificacién como ecuaciones segtin el Aut(S5)" anterior es:




62 9. OBSERVAC.IONES FINALES

a) y* = (z — 1)(z — w)(z — w?). Tenemos de esta forma que

Aut(Sf 1y,) =< (z,9) = (wz,wpy) > .

b) y* = I;;LI (Hipereliptica). Los generadores del grupo

diedral Aut( f_l'_l)i) = Dy, son:

(r.) = (12

U

wr + 2wt
(z,y) — (———— . ——)
T —w y

donde { = {/é— constante.

) Y = 6 V]G i) M P {2,3,...,p— 2}. El grupo diedral

Ir—w

Aut(S¢ _yy, ) = Dp es generado por:
(z,y) = (7, wyy)

wz + 2u? t
:E, —-——-—--_—-’__
(@9) = ()

donde t = 1/ w-iH— constante.

d) Todas las restantes combinaciones.

La eleccidn de las raices ciibicas de la unidad para estas superficies
se prueba tomando en cuenta de que hay una tnica superficie en 1,
{(p > 3} tal que admite la accién de Z3. Como en la ecuacién y? = 2% —1
tiene género p — 1 y admite Zgj, esta debe ser tal superficie. Es decir,
cuando tengo una triangulacion equilatera en el disco, los cuatro puntos
pueden ser representados por tales raices mas el infinito. Luego, sélo
hay que fijar quienes son los exponentes y estos vienen dados por los
saltos correspondiente, tal cual se hizo en las superficies de Lefschetz.
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9.3. Superficies cuadradas

A continuacién, al igual que en la seccién anterior, haré un resumen
de los resultados acerca de estas superficies. 3; viene a ser el conjunto
que generaliza al toro

C/<1,i>

e Sea p impar. Eutonces,
_ PP+ 2p+5

3] = 5 siop = 1(4)
0 2, g
Fo1
Aot = -7?————8-2——— sip=—1(4) .

¢ Abajo se muestran las superficies cuadradas segiin los casos «;.
En cada caso recordaremos el grupo Aut(S)’ y daremos una
ecuacién en C? a cada superficie, junto con los automorfismos
que generan Aut(S)’. Al igual que en el caso equildtero, en
virtud de que en cada J, tenemos, por ejemplo, una unica
superficie con Aut(S) = (Zo X Zap) ¥ Zo y la curva y? = i%—%
cumple con esa caracteristica, entonces si el salto inicial de §
es (a, b); tenemos que la superficie viene dada por la ecuacidn,

Y = (z — 1)z — )%z + 1)z + i)

coni=+/~1yec=—1-—a—>b (el antiguo k). De esta forma,
los cuatro puntos ramificados son representados por las raices
cuartas de la unidad. Sea w, raiz p-ésima de la unidad.

x1) El caso k; posee una superficie y p debe ser mayor que 3.
Se tiene Aut(S(1,1),) = Zop y la superficie viene dada por
la ecuacidn,

v =(z—1)(@* + 1)(z+1)P°

y Aut(S0,) =< (9) = (152 5

x

x2) En este caso tenemos varias superficies v dos posibilidades
para Aut{S). Esto depende de si el salto es (a.a), con
a%* —1,10no.
# Si Siq.a),, entonces Aut(Se,.),) = Za, ¥ su ecuacion
es,

¥ = (2= D+ Dz + 1)

Ademés, Aut(Spee,) =< (z.) = (£, 7222) >
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* En el otro caso tenemos la ecuacién inicial evaluada
en el respectivo salto y Aut(S) =~ Z,.

k3) El caso hipereliptico también nos muestra dos posibles
Aut(S) (aqui se puede hablar de grupo total de automor-

fismos) ,
* S1 .51y, entonces Ant(S—1.—ny,) = (Z2 x Zy,) x
Z v $U ecuacion es,
r?—1
YW= = .
v i+ 1
Ademas, los automorfismos generadores son:
(:an) = (_$1y)
1 —wy
P
z} b=t _7
(.9 = (2, —22)
i -1
T,y — (—, —) .
(@,9) = (= )

Notar que esta superficie es dnica con tales carac-
teristicas y generaliza a la Ginica curva de género dos
con 24 automorfismos.

* Para el otro caso tenemos Aut(S_11),) = Doy ¥ su
ecuacion es,

»  (z—=1){z+i)
C(z-i)z+1)
Ademas, los automorfismos generadores son:
(I, y) = (‘_.'L',y)
(z,y) = (2, wp)

1 —1
@)= (=) -

#4) En este caso tenemos sélo una posibilidad para el grupo:
Aut(S) = D,. La ecuacién es evaluar el salto en la
ecuacién general. v los automorfismos generadoeres son:

i

(z.9) = (zoupy) ¥ (2.y) =~ (2. 31)

xs) Recordamos que este caso estd sujeto a la condicién

p=1(4)
Aqui tenemos dos posibilidades:
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¥ SISy, cona® = ~1(p), entonces Aut(Sp, _a, ) =
Z, % L4 y su ecuacion es,

, (=i
( 4+ 1)z + 9)°
Supongamos que @’ — pt = —1 con f € N, entonces
los antomorfismos generadores son:
Lol
() = (i L
{a: —14)!
(z,y) — (z.uypy)
Notar que esta superficie es unica con tales carac-
teristicas y generaliza a la curva de Bring. La curva
de Bring es Sf, ;, (p = 5) en este lenguaje (ver [7]).

Y

x El caso restante es analogo al caso k4.

kg) Este es el caso més simple: Aut(S) =~ Z, y hay dos en
cada bloque (configuracién tipo-3) por cada p.



Apéndice

Los {2 para algunos primos

A continuacion se presentan algunos de los conjuntos de nimeros
asociados a las superficies de Lefschetz.

0° = {1,2,3}
0] ={1,3,5} Q) ={2,4}
O ={1,5,9} Qi ={2,3,4,6,7,8}

Q7 ={1,6,11} QF = {2,10,5,7,8,4} 0 = {3,9}

07 = {1,8,15} )7 ={2,5,7,9,11,14} Q7 = {3.4,6.10,12,13}

Las superficies con tres nimeros son todas las hiperelipticas. con
grupo de automorfismo & Z,,. La superficie ] es la curva de Klein.
Salvo ella, todas las superficies con dos numeros tienen un grupo to-
tal de automorfismos = Z, x Zz. Finalmente, las superficies con seis
niimeros no aceptan mas simetrias aparte de las dadas por Z,. convir-
tiéndose las mds rigidas dentro de las Lefschetz.
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Tablas para las clases de %,

A continuacién las tablas de las clases de ¥, para los primos p =
3,5,7,11,13. En ellas se identifican los dominios [XY] (con su dngulo
central) v sus respectivos saltos, lo cual sirve mucho para comprender
a las superficies J,. Abajo de cada clase se indica el caso s; al cual
pertenece.

[ADl, T 22 [ [11] 1423 [1.1]12] 1.6 |25]34
ABJs| 21 | [1.2] 44({34] |14]23] 66 |56]46
TAC], | 12 | |21 41)42| |41|3.1| 61 |62(63

(BD), | 1.2 1.1 41(43( 11121 6.1 |[64]|6.5
[BCl1 | 2.2 1.2} 14432)114)13) 1.6 14.3|5.2
[BA]; | 2.1 21| 44(24] |41(32(166 {3626

[CD]s| 2.1 11| 44124 |1.1(44) 6.6 |3.6]26

CB]; | 2.2 21] 14132] |141]54] 16 /43|52

[DA[;| 22 [ |33] 14]23] |22|35]| 1.6 [25]34
DCl, | 211 [33] 44|34 [22]55] 66 |56]4.6
[DB.| 1.2 | |33 41{42] [22]53] 6.1 [6.2]63

K3 K1 Ry | Ks Ky | K2y K3 Ky | Ry
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p=11 ]
ADL [11]1.2713]1.4] 1.10 23[25]7210]8.10]3.16]5.10
[AB]; | 1.8127]36|45]10.10] 35]53(10.9]10.3]110.8]10.6
JAC|, 18171161 ([51(10.10 52132] 92]38 1 83 65
(BD]>11.112113.114.1]10,10] 7.6]86] 5.6] 47| 74 29
(BCL{1.8717]16[1.5] 1.10 6.86.716.107.10[4.10[9.10
[BA; 18172163 (54]1010] 87 78[105[104[10.7]10.2
[CDl;111766744[33]10.10] 4.8]9.7{10.9][10.3]10.8]10.6
[CA],[1.8[69[42(3.4]10.10] 89|75 9.2] 3.8 83] 65|
[CB], (81196241431 1.10 94[5912.10/8.10(3.10(5.10
[DA], | 7.7]158]6.2]39] 1.10 5.7]9.8]6.10|7.10 | 4.10) 9.10
[DC|3|7.7(8.8[22]99[10.10] 79!84[105[10.4710.7]10.2
DBl [7.7]85|26[93|10.10| 95[49| 56 4.7 74| 2.9
K1 Ko | Ko | Ko Ka Reg e K4 Ky Ky K4
p=13
[AD] 1.1 1.2+ 13 1.4 1.5 1.12 2.3 2.4 2.11 2.12 3.4 3.5 | 3.10 3.12 3.8
iAB]s | 1.10 29138 4.7 5.6 12,12 3.7 4.6 1 11.12 ) 12.11 4.5 54} 10,12 : 12,10 ) 8.12
[AC]2 | 10.1 9.1 8.1 7.1 6.1 12,1 7.2 621 122 11.2 5.3 1.3 123 103|125
[BD;; 1.1 21131 4.1 5.1 12,1 8.7 2.7 12.7 6.7 10.9 .6.9 12.9 4.9 | 124
{BC71 1.10 19|18 1.7 1.6 1,12 | 7.10 7.3 7.6 7.12 9.6 9.10 9.4 Y12 8.5
[BA]; | 101 9.2 ] 8.3 7.4 6.5 12,12 | 16.8 3.2 6.12 i12.6 6.10 10.6 | 4.12 12.4 1 5.12
ICD]3 1.1 7.719.9 1) 1010 8.8 12.12 9.5 10.7 ] 6.12 ) 12,11 10.4 8.11 ! 4.12 12,10 ¢ 5.12
CAl» { 110 | 7.11 | 9.7 10.5 8.9 12.1 | 3.1t 7.8 127 11.2 4.11 11.6 12,9 10.3 ] 128
CRB], | 101 |_11.7 7.9 5.10 0.8 1.12 1 119 8.10 7.6 2.12 7 11.10 G.5 9.4 3.12 %.0
[DA]y 4.4 63125 8.2 3.11 12 6. 591 211 7.12 6.11 14| 3.10 9.12 2.8
[DC’g 4.4 33155 2.2 11.11 1 1212 4.2 9.11 ; 1t.12 13.6 11.8 416 | 10.12 124 | w12
(DBl | 44 3.615.2 28 11.4 2.1 2.6 11.5 12.2 6.7 8.6 10.111 12.3 S 125
K1 Ko [ag] ) o Mo Ka Ah AN At K NL! L8] My A5




1G]+ gl
H<LG
N<G
G/N
S/G

|G - H|
<g>
Aut(S)
Stabg(A)
Fix(G)

H=(

Lista de simbolos

orden del grupo G: orden del elemento g € G
H es subgrupo de G

N es subgrupo normal de G .

grupo cuociente de G por el grupo normal V.
superficie cuociente de S por el grupo G.

indice de H en G.

subgrupo generado por g.

grupo total de automorfismos analiticos de la superficie S.
estabilizador del punto 4 en G.

conjunto de puntos fijos por la accion del grupo G
isomorfismo de grupos

grupo ciclico de p elementos.

grupo diedral de orden 2n.

producto semidirecto de H por G.
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