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Resumen

En 2011 Chouly y Heuer introdujeron en [Chouly, Heuer, Numerische Mathematik, 121
(2012), 705-729] un método que combina el Método de Nitsche y el Método de Elementos
de Contorno, en este trabajo ellos tomaron como problema modelo la ecuacién integral que
involucra el operador hipersingular asociado al Laplaciano. En esta tesis presentaremos una
generalizacién del método descrito en [Chouly, Heuer, Numerische Mathematik, 121 (2012),
705-729]. Aplicaremos estas ideas al operador hipersingular gobernado por la ecuacién de
Helmholtz, para brindar un método no conforme para el operador hipersingular gobernado por
la ecuacién de Helmholtz. Mostramos en esta tesis la existencia y unicidad de la aproximacion,
y su convergencia cuasi-optimal.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo presentamos un método no conforme para la solucién de la ecuacién integral
que involucra el operador hipersingular gobernado por la ecuacién de Helmholtz, es decir
nuestro problema es:
Sea I' una superficie abierta con frontera poligonal. Dada f € L*(T') y k € R buscamos
w e HY2(T) tal que

eik|z— |
L 9 /1“ (y) 0 7de = f(z), en T. (1.1)

4w On, “ ony |z —yl Y

El método presentado en esta tesis constituye una generalizacién de un trabajo realizado por
Chouly y Heuer en [1]. En su trabajo Chouly y Heuer proponen un método para la solucién
del operador hipersingular asociado al Laplaciano, dicho método constituye una combinacién
del método de elementos frontera y el método de Nitsche, ademds el método propuesto en
[1] permite discretizaciones con cuadriculas no coincidentes sin el uso de multiplicadores de
Lagrange. Puesto que el operador hipersingular asociado a la ecuacién de Helmholtz resulta
ser una perturbacién compacta del Laplaciano, notamos que las ideas expuestas para el caso
del Laplaciano pueden ser utilizadas para Helmholtz. Por tanto esta tesis se desarrollada sobre
las ideas expuestas en [1].

Dividimos esta tesis en los siguientes capitulos:

En el capitulo 2 exponemos algunos resultados preliminares, los cuales constituiran las bases
para el desarrollo del método en el capitulo 3. Exponemos brevemente las ideas del método
de elementos de frontera en el que tomamos como base lo expuesto por Stephan en [5] y [17],
ademads ilustramos algunas propiedades de los operadores integrales de frontera que pueden
ser encontradas en [9, 3, 6]. Para nuestros intereses exponemos una férmula de integracién
por partes dada por Nédélec en [8]. También exponemos las ideas del método de Nitsche, el
cual es un método que tiene por objetivo la aproximacion de problemas con condiciones de
frontera de Dirichlet débil (ver [7]). Las ideas del método de Nitsche expuesta en esta tesis
estan tomadas de [13].

El capitulo 3 constituye el trabajo principal de esta tesis, en el que exponemos de manera
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detallada el desarrollo del método de Nitsche basado en el método de elementos de frontera.
Iniciamos este capitulo exponiendo el problema modelo, para luego detallar la formulacién
variacional discreta del método, en el que tal como se expone en [1], consideremos unicamente
una descomposicién de I' en dos sub-dominios poligonales I'1,I's. La extensién a un ntimero
arbitrario de sub-dominios es sencilla. Con ideas similares a la formulacién variacional de
Nitsche y utilizando una férmula de integracién por partes para el operador hipersingular, se
propone la forma sesquilineal

A(u,v) = (Vycurlyu,curly o) — k%(Viu, v)r
+  (Thu, [v])y + ([u], T_kv)y + v([u], [v])+, (1.2)

y por tanto el método de Nitsche basado elementos de frontera consiste en: Encontrar u, € X,
tal que:
A(Uh,’U) = <fa U>F Vv € th (13)

con X}, un espacio discreto el cual estd formado por funciones lineales a trozos.

Ademads hacemos notar que X, ¢ H/? (I"), y de esta forma el método de Nitsche es un método
no conforme, pues un método conforme estandar necesita un espacio discreto que satisfaga
X, € H'Y(T). En el Lema 3.1 se demuestra la continuidad de la forma sesquilineal (1.2),
y en el Lema 3.5 mostramos la consistencia del problema (1.3). También mostramos en el
Lema 3.8, la desigualdad de Garding, la cual es una herramienta fundamental para mostrar
la existencia, unicidad y convergencia del problema discreto (1.3), sin embargo la desigualdad
de Garding que mostramos es sélo para funciones discretas, es decir mostramos que para h
sufientemente pequeno se verifica

4@, 2 B ols ) — e BT R0y Vo € X,

7)
siendo h el maximo didmetro de los elementos de la malla.

Para poder establecer la convergencia del método, el factor h™/< en la desigualdad anterior
produce ciertos problemas. Para evitar dichos problemas nos auxiliamos del truco de
Aubin-Nitsche el cudl nos permite eliminar el exponente negativo de h, es decir usamos el
truco de Aubin-Nitsche para demostrar el Teorema 3.2, el cual establece que

1/2

pl/2—2¢,

I = unlla=(r) S “llu = wnllgr2ee (.

con u la solucién del problema (1.1) y wy, la solucién del problema (1.3).
Finalmente mostramos el teorema principal de nuestra tesis, Teorema 3.4, el cudl garantiza
la existencia y unicidad de la aproximacién, y su convergencia cuasi-optimal.

Notacion: A lo largo de esta tesis utilizaremos los simbolos ”<” y 72" en el sentido usual, es
decir escribiremos ap(v) < by (v) cuando exista una constante C' > 0 independiente de v y de
la medida de la malla h tal que aj(v) < Cby(v). Especificaremos en el contexto si C' depende
o no de ¢, donde ¢ es el indice de los espacios de Sobolev fraccionarios. La doble desigualdad
an(v) < bp(v) < ap(h) serd simplificada por la expresién ap(v) = by (v).



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo expondremos brevemente el método de elementos de frontera, asi como el
método de Nitsche. Estos métodos son los cimientos del método que estableceremos en el
siguiente capitulo. Ademas expondremos algunos resultados que seran utilizados a lo largo de
toda la tesis. Estos resultados constituirdn las bases para el desarrollo del capitulo 3.

2.1. Espacios de Sobolev

En todo lo que sigue sea €2 C R™ un dominio con frontera Lipschitz 0f). Consideremos
primero los siguientes espacios:

C(€) el espacio de las funciones continuas en 2,

C*(Q) el espacio de las funciones k veces diferenciables en €,

C>(Q) el espacio de las funciones infinitamente diferenciables en §2,
C°(9) el espacio de las funciones C°°(2) con soporte compacto en €.
Ademas utilizamos el espacio L?(Q) := {v : ]| £2(q) < oo} con

1/2
ol ey = ( / v<x>|2dx) .

Para k un entero positivo, definimos el espacio H¥(2) como la clausura de C°°(Q) bajo la

norma
1/2

loll ey = / S Dow(a)Pda

? |al<k

Por otro lado, sea B, la bola abierta centrada en el origen de radio r, entonces definimos

HL () := {v es distribucién en Q:ve HY(QN B,) Vr > 0}.
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Consideremos ahora los espacios de Sobolev estandar, en los cuales las siguientes normas son
usadas: Para 0 < s < 1 definimos

[ullFre(y = llullZ2gq) + lulFreq) (2.1)

u(z) — u(y)[? )”2
U z7s = —— 77 dxd .
ol (@) </Q Q |z—y[*tn Y

Para un dominio Lipschitz Q y 0 < s < 1 el espacio H $(Q) es definido como la completacién
de C§°(92) bajo la norma

con semi-norma

T Ju()[? 1/2
Il sy = (oo */Q (dist(z, 092))% de)

Ademds hacemos las siguientes observaciones:

Para s € (0,1/2), las normas || - HgS(Q) ¥ |l - ll#s(@) son equivalentes, mientras que para
s € (1/2,1) se satisface que H*(Q) = Hg(Q), donde H(Q) es la completacién de C5°(Q2) con
la norma en H*(£2). También notamos que funciones de H*(Q) son continuamente extendibles
por cero sobre un dominio méas grande. Todos estos resultados pueden ser encontrados en
10, 11]. Para s > 0 los espacios H~*(Q) y H~*(£2) son los espacio duales de H*(Q) y H*(Q),
respectivamente.

2.2. Método de Elementos de Frontera

En esta seccion explicaremos brevemente en qué consiste el método de elementos de frontera,
v lo desarrollaremos particularmente para el problema de Neumann asociado a la ecuacion de
Helmholtz.

2.2.1. El operador hipersingular

Sea I' un superficie abierta en R? y asumamos que I' es acotada, simplemente conexa, y que
tiene como frontera la curva 7, la cual es Lipschitz y no se intersecta a si misma. Consideremos
el problema:

Sea k € R y sea g una funcién dada definida sobre T', buscamos u en € := R3\T' que satisfaga

—Au—Ku=0 en 0 (2.2)
ou
w9 e I y (2.3)
ou 1
— —idku=o(r"") cuando r := |z| — 0. (2.4)

or
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Aqui A es el operador Laplaciano definido por

Pu  0*u  O*u

Ay=24% v 94
" ox?  0x3  0x3’

con x = (1,22, r3) € R?. Ademés la derivada normal de la funcién u es definida por

Ou =n-Vu= %nl —i-%ng—l—%ng sobre T

on ox1 0xo Ors
con n = (n1,n2,n3) un vector exterior normal unitario a lo largo de T
En [3, Seccién 5.4] se deduce que una solucién fundamental de la ecuacién (2.2) es

1 eik|x7y| 3
Uk(xay)zii VIE?yEva#y'
dm |z —y|
De este modo podemos definir el operador hipersingular gobernado por la ecuacién de
Helmholtz:

1 0 9 ekle—yl
%% =—— ——dS,, €I, keR.
ku(x) A 8nx /Fu(y)any |1: IR y| yr L
Como antes m = (ni,n2,n3) es un vector normal sobre I'. Observemos que el operador

hipersingular es un mapeo continuo de H'/2(T') en H~/2(T'), més anin tenemos el siguiente
lema.

Lema 2.1. El operador hipersingular
Wi, : HSPV2(0) — H7VY2(T), k e R,
es continuo y biyectivo para todo s € [—%, %]
Para una demostracién de la continuidad ver [5, Lema 2.8] y para la inyectividad ver [17,

Teorema 1].
Definamos a continuacién el salto [u] a través de I por

[u]|r :=ulr, —ulr_.

Aqui ' (T'_) denota el lado superior (inferior) de I segiin el vector normal n.

De [5] podemos observar que resolver el problema (2.2)-(2.4) es equivalente a resolver un
problema que involucre el operador hipersingular, lo cual queda de manifiesto en el siguiente
teorema.

Teorema 2.1. [5, Teorema 2.6] u € H} (Q) es solucién del problema (2.2)-(2.4) si y sélo si

L loc
el salto [u]|r € HY?(T) es solucién de la ecuacion integral

1 0 o etkle—yl
_MM/F[U](y)%MdSy = g(x)

parax €T yge HY*(T) dada.
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2.2.2. Problema modelo

Por simplicidad supongamos que I' es una superficie plana abierta con frontera poligonal.
En todo lo que sigue identificaremos I' con un dominio en R?, por tanto nos referiremos a
sub-dominios de T" en lugar de sub-superficies. La frontera de I' la denotemos por OT.

Nuestro problema modelo es: Dada f € L?(T') y k € R encontrar u € I:IUZ(F) tal que
Wiu = f sobre T (2.5)

Ademss el problema (2.5) puede también ser expresado en su formulacién variacional, es decir:
encontrar u € H'/?(T) tal que

(Wiu,v)r = (f,v)r Vo e HY(D). (2.6)

Aqui (-, -)r denota la dualidad entre H~/2(I") y HY/2(I"). A lo largo de esta tesis, esta notacién
genérica serd usada para el producto interno en L? o bien para otras dualidades, el dominio
sobre el cual se define la dualidad queda determinado por el indice.

Un método estandar de Galerkin para elementos de frontera que permita aproximar la solucién
del problema (2.6), consiste en seleccionar un sub-espacio polinomial a trozos X, c HY/? ()
y encontrar up € Xh tal que

(Wkuh,v>p = <f,v>r Yu € Xh. (2.7)

Para definir el espacio de elementos de frontera X}, consideramos una triangulacién (tridngulos
o cuadrildteros) 7, = {K; : j = 1,...m} de I' en tridngulos o cuadrilateros Kj, es decir

Asumiremos que cualesquiera dos poligonos son disjuntos o se intersectan en un vértice o en
un lado del poligono. La triangulacién 7T, es cominmente llamada malla de I'. Nuestro espacio
de elementos de frontera es definido entonces por

Xy = {¢p € C°T) : ¢l € P.(K)VYK € Tp, ¢ lor=0}, r€Z con r>1.

P, (K) denota el conjunto de polinomios definidos en K que tienen grado menor o igual a r.
El maximo diametro de los elementos K es denotado por h y es conocido como la medida de
la malla.

2.2.3. Existencia y unicidad de la soluciéon discreta

Para la existencia y unicidad del problema hacemos notar que el problema (2.7) no es un
problema eliptico, pero este tipo de problemas puede ser tratado con la teoria de operadores
coercivos (ver [3, Seccién 8.6]).
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Para explicar brevemente esta teoria consideremos lo siguiente:

Sean X, X’ espacios de Hilbert tal que X’ es el espacio dual de X y sea || - ||x una norma
asociada al espacio de Hilbert X. Adem4s, sea A : X — X’ un operador lineal.
Consideremos el problema:

Dado f € X' encontrar u € X tal que Au= f.
También el problema anterior puede ser expresado en su formulacién variacional:
Encontrar w € X tal que (Au,v) = (f,v) veX.
Luego el problema discreto asociado es:
Encontrar  up € X, tal que (Aup,v) = (f,v) v e Xp, (2.8)

siendo X}, un espacio discreto apropiado (por ejemplo como definimos Xj).
Antes de continuar consideremos la siguiente definicién.

Definicién 2.1. Un operador A : X — X' es llamado coercivo si existe un operador compacto
C:X — X" ya>0 tal que se satisfaga la desigualdad de Garding

Re ({((A+ C)v,v)) > a|lv||k% YveX.

A continuacién enunciamos el siguiente teorema el cual brinda una condicién de estabilidad
que sera usada para mostrar la existencia y unicidad de la solucién del problema discreto
(2.8). Para una demostracion de este teorema ver [3, Teorema 8.11].

Teorema 2.2. Sea A : X — X' un operador lineal acotado, asumamos ademds que es
inyectivo y coercivo. Entonces para h suficientemente pequenio existe ¢ > 0 tal que se satisface
la condicion de estabilidad

Awy,, v
cllwp|lx < sup g (2.9)
veXplolx>0  [[Vllx

Ahora enunciamos una versién del lema de Céa, el cual garantiza la existencia y unicidad de
la solucién del problema (2.8). Para una demostracién de este teorema ver [3, Teorema 8.10].

Teorema 2.3. Sea A : X — X' un operador lineal acotado y coercivo con h tal que la
condicion de estabilidad (2.9) se satisfaga. Entonces eziste una unica solucion up, € X, del
problema (2.8) que satisface la estimacion de estabilidad

1
lunllx < A llxe
y la estimacion de error

C1y\ .
U —u <(1+7> inf ||lu—ovlx.
Ju—wnlly < (1+%) if flu—olx
Ahora observemos que por [5, Lema 2.8] W} es un operador coercivo y ademds inyectivo y
continuo. Por tanto todo lo expresado anteriormente es aplicable para garantizar la existencia
y unicidad de la solucién del problema (2.7).
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2.3. Meétodo de Nitsche

En esta seccién expondremos en qué consiste el método de Nitsche, el cual fue introducido
por Nitsche en 1971 (ver [7]). Dicho método tiene por objetivo la aproximacién de problemas
donde se implementa una condicién de frontera de Dirichlet de manera débil. Expondremos
a continuacién las ideas del método de Nitsche usando la ecuacién de Poisson como modelo.
Sea 2 un dominio acotado en R, y f € L?(Q) una funcién dada. Consideremos el problema

de Poisson
—Au=f en Q, u=0 sobre 0. (2.10)

La formulacién variacional del problema (2.10) en la forma clédsica del método de elementos
finitos es: Encontrar u € H} (), tal que

(Vu, Vo)g = (f,v)q Yo € HH(Q), (2.11)

donde Vu es el gradiente de u definido por

ou Ou Ou

Vu = (6751’ 92y’ 87:753)

en €.

La formulacién variacional propuesta por Nitsche es: Encontrar v € V' tal que
0 0
(Vu Vo) (Gho) —(Shu) +vtuslm = (fua eV

conv>0yV:={ve HY(Q): Ave L*(Q)}.

2.3.1. Definicion del método

Consideremos el caso en el que €2 es dividido en dos sub-dominios disjuntos €21, {22 y llamemos
a la interfaz I' := (ﬁl QQQ)O.

Notemos que la solucién u de (2.10) satisface que u € H{(£2). Ademés puesto que f € L*(Q),
la siguiente igualdad esta bien definida

/Vu'Vvdx:/fvdm—i—/&L(U\Ql—vkb)ds, (2.12)
Q Q r on

con u la solucién de (2.10) y v € {HY(Q1) x HY(Q2) : v =0 en 09Q}, lo cual dice que la
derivada normal de la solucién u es continua en el sentido débil. También la solucién u es
continua en la interfaz I'.

El método de Nitsche que ahora se propone para la aproximacién de la solucién de (2.10) es un
método de elementos finitos no conforme cuya aproximacién es continua en §2; y discontinua
a través de I'.

Para la formulacién del método se introducen los siguiente espacios:

Vi ={v:vlg, € H' (), vlang, =0} i=1,2, V:=V; x Va.
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Definimos también los espacios discretos
V" = {v € Vi : v es un polinomio a trozos de grado r sobre Q;}, V :=V}* x V.

Luego buscamos una aproximacién U = (Uy, Us) en el espacio V". Para poder comparar la
aproximacioén con la solucién exacta, podemos escribir la solucién u de (2.11) como

u = (uj,u2) con wu;:=ulg, i=1,2.
Ademads se introduce la notacién
[u] :=u1 —ug, {u}:= (u1 +u2)/2, sobrel,

y denotamos por h el maximo de los diametros de los elementos sobre Q1 y o.

El vector normal exterior de €2; es denotado por n; y ademas definimos n := n; = —ngy sobre
gl método de Nitsche es definido como: Encontrar U € V" tal que
ap(U,v) = (f,v)g veV" (2.13)
con
ap(U,v) = (VU,Vvi)a, + (VUz,Vua)q, — <[U], {g:;}>r

() 2w

Aqui v > 0 es un numero fijo que debe ser escogido suficientemente grande para garantizar
la elipticidad de la forma bilineal ay (-, -), ademads es facil ver que ap(+,-) es una forma bilineal
simétrica.

2.3.2. Analisis del error

A continuacién describiremos algunos resultados del analisis del error, cuyas demostraciones
pueden ser encontradas en [13].
Para el analisis se usara la siguiente norma definida sobre V:

Hrall? = IVl 7oy + 72|

L2(r)

El siguiente lema expresa la consistencia del problema (2.13) con (2.10), es decir que la solucién
u de (2.10) es también solucién de (2.13).

Lema 2.2. El problema (2.13) es consistente con (2.10).
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Ademads se tiene que la forma bilineal ap(-, ) no es sélo simétrica sino que también eliptica lo
que permite deducir la estabilidad del problema (2.13)

Lema 2.3. La forma bilinieal ay(-,-) es eliptica para v suficientemente grande.

Finalmente se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.4. Sea U la solucion de (2.13), u la solucién de (2.10) y u la extension de u
sobre V', entonces para v suficientemente grande se satisface la estimacion de error

U = ull] < CR*Yull ey, 2< k<r+1.

2.4. Detalles Técnicos

2.4.1. Operadores diferenciales de superficie

A continuacién definiremos los operadores diferenciales de superficie, estos operadores seran
requeridos para poder brindar una férmula de integracién por partes para el operador
hipersingular. Nuestra definicién de operadores estard limitada unicamente a superficies
planas, las cudles son las que utilizaremos a lo largo de esta tesis (las definiciones las
expondremos tal como se hace en [2]).

Para cualquier funcién ¢ definida sobre I' y para ¢ = (1, @2, 03)” definimos

T
curlp o = (893290, —0Oz, 4, 0) , curlp ¢ = 0y, p2 — Oxy 1.

En lo sucesivo extenderemos I' a una superficie cerrada I'. Para hacer diferencia sobre los
diferentes operadores de superficie diremos que curly es definido sobre la superficie abierta I'
y curl; es definido sobre la superficie cerrada I.

Tal como se expone en [2], curly puede ser extendido a un mapeo lineal y continuo de H 1/2 (f)

en Ht_l/z(f), donde T es la frontera de un dominio Lipschitz con I' € T'. Aqui Ht_l/Q(f) es
~\3
un sub-espacio tangente de (H —1/2 (F)) , para una definicién precisa ver [20].

Usamos esta extensién de H'/2(T") para definir curly sobre H'/?(T'):

{HW(P) — H;'*()
curly :

® > (curlf gb) Irs (2.14)

donde ¢ € H'/?(T') es una extensién de .
De forma general sea s € (0,1), entonces definimos H}(I") := {¢ € (H“”(I‘))B; ¢-n = 0},
luego para s € [0,1/2] el operador diferencial curlyr es un mapeo que satisface

curlp : HY2H(1) - H, /(D). (2.15)

Luego tenemos los siguientes lemas los cuales nos seran de utilidad en el capitulo siguiente.
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Lema 2.4. El operador curly : H'/?+5(I') — H;1/2+8(F) es continuo para s € [0,1/2].

Para una demostracién ver [14, Lema 3.4].

Lema 2.5. Existe una constante positiva C' tal que

<C 1 _ Yu € HY2(T).
[ulgs2ry < Cf cur FUIIHt 1/2 u € (')

@)

Para una demostracién ver [2, Lema 4.1].

2.4.2. El operador capa simple

El operador capa simple asociado a la ecuacién de Helmholtz es definido por

1 eikw*y‘ ~ _1/2
Vip(z) = i SO(y)mdSy peH /), zel.

Ademids el operador capa simple para funciones vectoriales es definido por

1 eik|x7y‘ ~
Veolw) = 1= [ o) T—ds, we (B, e

Los operadores Vj, : H=1/2+5(I) — HY/245(I) y Vg, - ﬁI;l/2+s(F) — Htl/2+s(I’) son continuos
para s € [—1/2,1/2]. Una demostracién de estos resultados puede ser encontrada en [9].

A continuacién enunciamos el siguiente teorema el cual nos dice que el operador capa simple
es coercivo.

Teorema 2.5. (/3, Teorema 6.40]) El operador capa simple Vj, : I:It_l/Q(F) — Hz/Q(F) es

= —1/2
coercivo, es decir existe un operador compacto C : H, / T — Hi/2(I’) y una constante

positiva ¢ tal que

(View, wir + (Cw, w)r > cllwl®. 1o Ywe H;
H, @

t

(I).

En [3, Teorema 6.40] encontramos que el operador C esta definido por C := Vy — Vi, con Vp
el operador capa simple asociado al Laplaciano, es decir

1 o (y) r71/2 3
Vop = — ds,, ¢ € (H/*(T))%, z eT.
0 A I‘|=’13_y| Yy ( ())

Més atn en [3, Teorema 6.22] podemos ver que el operador Vg es eliptico, i.e., existe una
constante positiva ¢ tal que

~—1/2
(Vou,o)r 2 ey v - Vo € BT,

t
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Por otro lado utilizando integracién por partes podemos encontrar la relacién entre el operador
Wy, con Vi, y Vi (ver [8, Teorema 2]):

(Wi, v)r = (Vi curlp u, curlp o)p — k2(Viu,v)r - Vu,v € HY2(D).
De aqui podemos deducir que
Wk == curlp Vk CllI'l[* —k2Vk. (2.16)

Notacién: En todo lo que sigue, utilizaremos la siguiente notacién genérica para la norma
definida sobre funciones vectoriales. La norma || - [|s(ry serd usada tanto para funciones
escalares como para funciones vectoriales, pero se entenderd en el contexto que es la
norma definida en los espacios adecuados, asi por ejemplo cuando aparezca ||Viull H-1/2(T)

V2.

quedara claro que es la norma sobre el espacio H,
A continuacién enunciamos algunos resultados que seran utilizados en el siguiente capitulo
para realizar algunas estimaciones.

Lema 2.6. Sea R C R? un dominio Lipschitz con frontera OR

i) [12, Lema 5] Para cualquier s € (—1/2,1/2) y para cualquier v € H*(R), se satisface

1

\|U||gs(R) S 1/27

— |S| ||U||HS(R)

ii) /2, Lema 4,3] Para cualquier s € (1/2,1] y para cualquier v € H*(R), se satisface

< 1

(% ———— ||V s .
H ”L2(8R) ~S \/m” HH (R)

Ademads podemos definir el operador T}, (el cudl serd definido en rigor en el préximo capitulo)
Tiv = (Vi curlpv|r) - t) |or,

con t un vector tangencial unitario sobre 9I'(con orientacién matemédtica positiva cuando I'
es visto como un subconjunto de R?). Una propiedad de la continuidad del operador T} es
descrita en el siguiente lema.

Lema 2.7. El operador T}, satisface
[ Tivllor S (s —1/2) 72 [v| ey Yo € H(I), 1/2<s<L

Demostracion. La demostracién es exactamente igual a la que aparece en [1, Lema 4,1]
unicamente cambiando Vy por V. ]
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2.4.3. Propiedad Inversa

En esta parte discutiremos sobre la equivalencia de las normas de Sobolev en los espacios
discretos. Es conocido que en dimension finita dos normas son siempre equivalentes, ademas
por el teorema de inmersién de Sobolev se sabe que si ¢ < s entonces existe una constante
positiva C' > 0 tal que

[oll ey < Clvllgsey v € Xa,

para cualquier espacio discreto X;, C H*(I"). Para obtener la desigualdad invertida notemos
lo siguiente:
Sea 7T una malla regular cuasi-uniforme, de elementos regulares (cuadrildteros o tridngulos),

r- &

KeT

El maximo y minimo didmetro de los elementos de 7 es denotado por h y h respectivamente.
Ahora definamos el espacio de funciones discretas, el cual es definido sobre un sub-dominio
de funciones lineales a trozos:

X, :={v e C°(); |k es un polinomio de grado uno para todo K € T}.

Enunciamos a continuacion el siguiente resultado conocido como la propiedad inversa.

Lema 2.8. Sean s,t € [0,1] con t < s. Entonces existe una constante positiva C tal que

vl s (ry < Cht_sHUHHt(F) v € Xp.

Para una demostracién ver [6, Seccién 4.4.3] o [16, Seccién 4.5].



Capitulo 3

Método de Nitsche para el operador
hipersingular

En el capitulo anterior definimos el operador hipersingular asociado a la ecuacion de
Helmholtz. En este capitulo aplicaremos las ideas expuestas por Nitsche al problema (2.5), es
decir esto constituird una combinacién de los métodos de Nitsche y el método de elementos
de frontera.

3.1. Problema Modelo

Tal como lo hemos definido en los capitulos anteriores, recordemos que I' es una superficie
plana abierta con frontera poligonal. En todo lo que sigue identificaremos I' con un dominio
en R?, por tanto nos referiremos a sub-dominios de I" en lugar de sub-superficies. La frontera
de I' la denotemos por OI'.

Nuestro problema modelo es: Dada f € L(I") encontrar u € H'/?(T') tal que

Wiu=f en T. (3.1)

El problema (3.1) puede ser expresado también en su formulacién variacional, es decir:
Encontrar v € H'/?(T') tal que

(Wi, v)r = (f,o)r Yo e HY*(D). (3.2)

Aqui (-, -)r denota la dualidad entre H=/2(T") y H'/?(T"), tal como se explicaba en el capitulo
2.

17
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3.2. Formulacion variacional discreta

Consideremos una descomposicién de I' en dos sub-dominios poligonales I'1, s los cuales
no se intersectan entre si. La extension a un nuimero arbitrario de sub-dominios es sencillo.
Denotaremos esta particion de I' como

T = {Fl, Fg}

La interfaz entre los sub-dominios es denotada por 7y := (fl ﬂfg)o y sea y := 7y UJl.
Denotaremos por v; a la restriccién de la funcién v a los sub-dominios I';, ademéas de manera
andloga como se denoté en [1] utilizaremos la siguiente notacién para el salto sobre :

| (v1 —v2)|, sobre Ao,
[v] '_{ v|gr sobre OT. (3.3)

También necesitamos introducir el espacio de Sobolev producto correspondiente a la
descomposicion de I, esto es

H3(T) := H*(T'1) x H*(T'9),

con la norma producto usual
2
lelZrscry = D leilliry con wi=¢lr, (i=1,2).
i=1

Esta notacién de espacio producto sera usada también para el espacio H *(7). Introducimos
el producto interno

(v, W) == (v, w1)r, + (v, wa)p, Yo,w € L*(T)(= L*(T))

y su extensién por dualidad a H*(T) x H=*(T).
Para 1/2 < s <1y v > 0 introducimos las siguientes semi-normas, las cudles seran utilizadas
en nuestras estimaciones de error.

2
Wiy = D Wl
=1
2
Wl = > 0y + V101220
=1

donde |v| H+(T;) es la semi-norma de Sobolev-Slobodeckij que se definié en el capitulo anterior.
El caso s = 1/2 sélo serd usado para funciones discretas donde el salto a través de 7 estd bien
definido.
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Esquema discreto

A continuacién introducimos nuestro esquema discreto, definamos una malla regular
cuasi-uniforme 7;, i = 1,2, de elementos regulares (cuadrilateros o tridngulos):

r=|J K
KeT;
El maximo y minimo didmetro de los elementos de 7; es denotado por h; y h; respectivamente,
y definimos:
h := méx{hy, ha}, h = min{h,, hy}

A lo largo de esta tesis asumiremos que h < 1. Ahora definamos los espacios de funciones
discretas, las cuales son definidas sobre sub-dominios de funciones lineales a trozos:

Xy = {v € C°(T;);v|k es un polinomio de grado uno para todo K € 7;},
para i = 1,2. Luego podemos definir nuestro espacio discreto global sobre I :

Xp = Xp1 @ Xp 2.

Observacioén 3.1. Las funciones v € X no poseen la condicion nula en la frontera y son en
general discontinuas a través de la interfaz v, por tanto Xj, € ﬁl/Q(F).

Un método estandar de elementos de frontera para aprozimar la solucion del problema (3.2)
consiste en seleccionar un sub-espacio de polinomios a trozos H, C HY?(T) y definir una
aprozimacion iy, € Hy, tal que

<Wkﬁ, U)r = <f,1)>r Yv € Hh.

Xy, no puede ser utilizado para resolver el problema anterior, puesto que Wi no estd definido
para funciones en Xp.

Operadores diferenciales

En el capitulo anterior se introdujeron los operadores diferenciales, ahora definimos los
correspondientes operadores diferenciales a trozos curly y curly:

2 2
curly ¢ := z:(curlpi )Y, curlyp = Z(curlpi @;)°

i=1 i=1

para funciones suaves escalares ¢ = (¢1,¢2) vy funciones vectoriales ¢ = (¢, ) donde
vi = ¢|r;, p; = elr,, aqui (-)! indica la extensién por cero a T'.

Por otra parte recordemos que por lo visto en el capitulo anterior el operador hipersingular
esté relacionado con el operador capa simple mediante la siguiente expresién

(Wi, v)r = (Vi curlp u, curlp o)p — k2(Viu,v)r - Vu,v € HY2(D).
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Esta formula nos permite dar nuestra formulacion discreta.
Definimos la forma sesquilineal sobre X;, ® X}, :

A(u,v) = (Vycurlru,curlrv)r — k*(Viu, v)r
+  (Teu, [v])y + ([u], T-gv)y + v([u], [])+, (3-4)

donde v > 0 y el operador T}, para k € R se define como

Thv = { Ty iv|or,ar sobre oIyNT (i =1,2), (3.5)

Ti1v|y, sobre .

Con Tyv = (Vi curly U)|Fi “t;) ’6Fi (i=1,2).

Aqui, ¢; es un vector tangencial unitario sobre OI'; (con orientacién matemédtica positiva
cuando identificamos I'; con un subconjunto de R? el cual es compatible con la identificacién
de T' como subconjunto de R?). Observemos que en general T;v no estd bien definido para
v € H'?(I') puesto que no est4 bien definida la traza de HY/?(I;) a dI';.

El método de elementos de frontera basado en Nitsche asociado al problema (3.2) consiste en:
Encontrar up, € Xy, tal que:

A(up,v) = (f,o)r Yo e Xp. (3.6)

Observacién 3.2. Para cualquier funcidnu € H*(T) (s > 1/2), en particular para la solucidn
de (3.1), se satisface que ([u], T_jv)y = ([u], [v])y = 0, para v suficientemente suave, por tanto
los términos ([u], T_,v)~, ([u], [v])y no son requeridos para la consistencia de (3.6).

Por otro lado ya habiamos comentado que Xj, ¢ ﬁl/z(F), por tanto el método de Nitsche es

un método no conforme, pues un método conforme estandar necesita un espacio discreto que
satisfaga X5, C HY/2(D).

3.3. Continuidad y Consistencia

En esta seccién mostraremos la continuidad de la forma sesquilineal (3.4), la cual
serd una herramienta fundamental para la estimacién del error de nuestro método, ademas
estableceremos la consistencia del problema (3.6), siendo la consistencia una propiedad
importante en el método de Nitsche tal como se describié en el capitulo anterior.

3.3.1. Continuidad

Lema 3.1. Sean v > 0 y ¢ > 0. La forma sesquilineal (3.4) es continua, es decir existe
C(e) > 0 tal que

|A(u, v)| < CEllullgrse ol peeery  Vu,v € HY2(T), (3.7)

donde C(g) es un nimero que no depende de v.
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Demostracion. Acotemos término por término en la forma sesquilineal (3.4). Observemos que
por dualidad y la continuidad de Vi se tiene que:

(Vi curly u, curly v)r| Ve curly ul| g2y || carly ol gz oy

<
S ||CUI'1TU||19—1/2(F)H CurlT”Hﬁ[—lM(r)'
Ademés, para u € HY/?+¢(T),
2 1/2 2 1/2
lewrlrull g < (Z H curlmuzm(m) < (Z [ Curl’ru\|§;1/z+s(pi)> ,
i=

=1

por Lema 2.6 i)
| curly UHH71/2+5(F1.) S 5_1H curlTu“H—l/Q"'E(Fi)’

y por la continuidad de curly (Lema 2.4)
I curtrullseieqry S < iz,

Asi

) 1/2
[eurlrull g1z S <252HUH§11/2+5(F¢)> :571“u||H1/2+€(7‘)' (3.8)
i=1

Por tanto tenemos que
|(Vi curly u, curlyv)r| < 5_2HUHH1/2+E(T) HUHH1/2+E(T)- (3.9)
Por otro parte utilizando la dualidad y la continuidad de Vj llegamos a
Vi, vl S lull rajoee o 0l rajoce - (3.10)
También observemos lo siguiente
[(Thew, [0])y] < N Thull 2 0] L2y,

y por Lema 2.6 ii) con s = 1/2 4 ¢, la continuidad de curly y Vi tenemos que

2
ITeuldery < IVieurlrulPag e 3 [Vicurlr a2 r,

=1
N 5_1||Vk: curlTuH?-]l/}‘rs(l") = 5_1H CurlTu||§~{71/2+e(F)
2 2

< et Z I CurlT“H?}—uzﬂ(pi) <eg ! Z £72|| curly u||§1_1/2+5(ri)
i=1 i=1

2
S 8_3 Z Hu”?fl/ﬂe(f‘i) = 5_3“u”?{1/2+e(7~)~
=1
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Una vez més por Lema 2.6 ii) con s = 1/2 + ¢, tenemos que

1172y < 1Zr\vumm = e ol 3 2oy

Por tanto
|(Trw, [0])5] S €72l graoee () 10l /e (-
Puesto que Ty, y T_j, se acotan de la misma forma, podemos concluir que
(], Topo)y| S € 2 lull grrese (10l /e (.

Finalmente utilizando (3.11) obtenemos

(ul, DAl < Mludllzzep )2y S €™Ml gase vl gaeve (-

Puesto que

|A(u,v)] < |(Vgcurlyu,curlpv)r|+ kQ\(Vku V)|
+ [(Tw, [v])y] + [([u], Teoy | + [v([ul, [v])4],

y usando las estimaciones (3.9)-(3.14) concluimos que
|Au,v)| S CEWlull grszre ey 10l gaareiry Yu,v € HY2HE(T).

con C(g) = &2,

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

O]

Ahora estamos interesados en dar una estimacién de la continuidad para funciones discretas.

Para esto necesitamos los siguientes lemas.

Lema 3.2. Para i = 1,2 se satisface que
[ eurly, ull 17240,y S B lulgrep,) Yo € Xpg.

Demostracion. Por la continuidad del curlr, se tiene que

leurly, ullyvoeey = lleurn(u— )y,

< Hu — CHH1/2+5(Fi) Yu € Xh,ia ceR,
por la propiedad inversa
lu—cllgrretey S h llu—cllgeg, Yu€ Xni ceR,

entonces
|| curl, u||H_1/2+s(r2.) ShTE égﬂg [|lu — CHHI/?(D) = h_6|u|H1/2(Fz‘)‘

Para una demostracién de la equivalencia de infeer [|u — ¢l g1/2(r,y ¥ [l gis2(r,y ver [15].

(3.15)

(3.16)

O]
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Por otro lado utilizando las ideas de la demostracién de la desigualdad de Poincaré-Friedrichs
y la propiedad inversa se tiene el siguiente lema.

Lema 3.3. Sea v > 0. Para todo s > 1/2 se verifica
lallZary S lalligry Va € HI(T). (3.17)

Demostracion. Procedamos a demostrar primero que

/ uds
or;nor

Para este fin utilizamos las ideas en la demostracion de la desigualdad de Poincaré, es decir
supongamos que existe una sucesién (u,) C H*(I';) tal que

Vue HSL;) (i =1,2). (3.18)

lull2ry) S Twlms ) +

[unllz2r,) 2 1 <|Un|HS(F¢) + /ar o Upds > :
iN
Definamos w
n
Up 1= — .
" Hun”LQ(Fi)
Es claro que ||vn|z2(r;,) = 1. Definamos b(vy) = [vp|gs(r,) + ‘far-mar vnds‘. De lo anterior

1
sabemos que — > b(v,), por tanto b(v,) — 0 cuando n — oo y asi
n

/ vpds
or;nor

Luego (v,) es una sucesién acotada en H*(I';) entonces se tiene que existe una sub-sucesion
(vn,,) C (vy) tal que vy, — v débilmente, ver [18, Teorema 16.2.6].

Observemos que la semi-norma | - |gsr,) : H*(I';) — R es un funcional continuo y convexo.
Dado que vy, — v débilmente, entonces por [21, Teorema 3.1.2] se verifica

— 0 cuando n — oo. (3.19)

|v"|HS(Fi) —0 y

|/U|H5(F¢) S lim inf |’Un,C |H5(Fi)a
y por (3.19) podemos concluir que
|v]grs(r;) = 0.

Entonces v es constante.
Por otro lado definamos f : H*(I';) — R tal que f(v) = ‘farimar vds‘. Observemos que el

funcional f es continuo y convexo. Entonces puesto v,, — v débilmente se cumple que

f(v) < liminf f(v,,) (ver [21, Teorema 3.1.2]).
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Utilizando lo anterior y nuevamente (3.19) se tiene que f(v) = ‘farnar vds’ = 0, por lo que

podemos concluir que v = 0, lo cual es una contradiccién, por tanto (3.18) se satisface.
Utilizando (3.18) podemos concluir

2

lalZagey S 3 [uleyy + VB = lullasen Vu € HIT).
=1

O

Luego podemos establecer un tipo de continuidad de la forma sesquilineal para funciones en
el espacio discreto.

Lema 3.4. Sea v > 0. La forma sesquilineal (3.4) satisface

[A(u, 0)| S Cle)h™  ull yoo 101l i 7y Vv € X, (3.20)

(T)

donde C(e,v) es un nimero que no depende de h.

Demostracion. Trabajando similarmente a la demostracién del Lema 3.1 y utilizando los
Lemas 3.2 y 3.3, se obtiene lo buscado. O

3.3.2. Consistencia de la formulacién de Nitsche

A continuacién mostraremos la consistencia de la formulacién de Nitsche para el operador
hipersingular. Mostraremos que la solucién u de (3.1) soluciona el problema (3.6). Este es un
resultado clasico en el método Nitsche tal como se expuso en el capitulo anterior.

Lema 3.5. Sea v > 0. El problema (3.6) es consistente.

Demostracion. Observemos que la solucién u de (3.1) satisface u € ﬁ[l/z(l“), més aun es
conocido que u € H*(T) para cualquier s < 1 (ver [5]) y de este modo la traza de u sobre +
esta bien definida y pertenece a L?(v). Ademéas Ty ,u (i = 1,2), también estd bien definido y
pertenece a L2(y). Por tanto la forma sesquilineal A(u,v) estd bien definida para todo v € Xj,.
Procedamos como en [1]. Sea v € X},. Entonces, para una funcién vectorial suave ¢, aplicando
integracién por partes sobre I'; obtenemos

(@ - ti,vi)or, = (curlp, ¢, vi)r, — (@, curly, v)r,,

para i = 1, 2. Luego aplicando la férmula anterior con ¢ = (Vi curlr u)|r, y por la definicién
de T}, ; llegamos a

<Tk7iu, vi>3ri = <curlpi (Vk curlp u), Ui>I‘¢ — <Vk curlp u, CllI'lFi ’Ui>p (3.21)

i

Por otro lado la solucién u € HY?2 de (3.1) satisface que u € H para todo s < 1, es decir u
tiene traza nula sobre 9T, es decir [u] = 0.
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Ademas observemos que [(Vi curlyu)|r, — (Vi curlru)|r,]ly, = 0y t1 = —to sobre 7.
Entonces se satisface que T} u + T} 2u = 0 sobre 7, por tanto

2

1
(Th,1u, [V])yo = §<Tk71u — Thpu, [v])r = Z<Tk,iu7 Vi)
1=1

De lo anterior concluimos que

2
(Tu, [v])y = Z<Tk,iu7 [v])ar;nar + (Tk,1u, [v])

= (Ti.qu, vi)or, -

Usando todo lo anterior y (3.21) se tiene

A(u,v) = (Vg curly u, curly v)r — k*(Viu, v)r + (Thu, [v]),
2 2
= Z(Vk curly u, curly, v;)r, — k:2<Vku, v)r + Z(Tk,iu, vi)ar,
=1 =1
2
= Z (<Vk curlp u, CuI‘lFi 'Ui>Fi + (T;m-u, Ui>(’9Fi) — k:2<Vku, U>F
=1
2
= Z(curlpi (Vk curlp u), Ui>Fi - k2<Vku, U>F
=1

= (curlp (Vi curlp ), v)r — k*(Viu, v)r.
Luego por (2.16) se tiene lo buscado, es decir
A(u,v) = (Wiu,v)r = (f,v)r Vv e Xp,.

O

Como corolario del lema anterior obtenemos el resultado que corresponde a la ortogonalidad
de Galerkin.

Corolario 3.1. Consideremos h sufucientemente pequeno tal que la solucion del problema
(3.6) exista. Sean u la solucién de (3.2), y up, la solucion de (3.6). Entonces

Au — up,v) =0 Yv € Xj.
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3.4. Truco de Aubin-Nitsche

En esta seccion usaremos el truco de Aubin Nitsche para encontrar una estimacién de la forma

lu = unll =y S B2 2w — unll gz oy,

donde u es la solucién del problema (3.2) y uy, la solucién del problema (3.6).
Estd estimacion constituird una herramienta potente para la demostracion del teorema
principal, en especial para lograr la convergencia adecuada del método de Nitsche.

En el capitulo anterior comentamos acerca de la continuidad del operador hipersingular (Lema
2.1), si tomamos s := 5 —¢ con ¢ € [0,1/2] tenemos que W, : H'-¢(T') - H¢(T) es continuo
para k € R.

Sean ¢ € H ¢(I") y k € R . Luego por la biyectividad del operador hipersingular (Lema 2.1),
sabemos que existe ¢ € H'~¢(I") tal que

Wi = ¥ (3.22)

”QOHFP*E(F) S =<y (3.23)

con < que incluye un constante que depende de ¢ y k.

Ahora consideremos los siguientes lemas los cuales serdan de importancia para establecer la
estimacién de error deseada.

Observemos que para ¢ podemos encontrar una aproximacioén ¢y, ; en cada sub-dominio I,
esto se establece en el siguiente lema.

Lema 3.6. Sea ¢ la solucion del problema (3.22). Entonces existe una aproximacion @y ; de
p en cada sub-dominio I'; tal que se satisface

le = enillasy S P llellgr@,y (E=1,2) para 1/2<s<r <1

Para una demostracion ver [19].
Del lema anterior podemos definir

on € Xy, tal que @plr, =@ni (i=1,2). (3.24)

Lema 3.7. Sean ¢ la solucion de (3.22) y @y una aproximacion de ¢ tal como se definid en
(3.24), y sea v € H*("),0 < s < 1. Entonces para € > 0 se satisfacen las estimaciones

i) [V curlr v, curly (o — on))rl € e W22 ol g lellan—scn,

i) 1(Viv, @ — on)rl S 022 ol s o ol e,
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iii) [([v], Ta(p — o)yl S e 2R 272 0ll o pove ol e oy

Demostracion. Para i) sea t € [0,1/2). Observemos que para i = 1,2 del Lema 2.6 i) y la
continuidad de curly se tiene

1 1
| curly (@ — oni)ll -+, S m” curlr (¢ — oni)lm-1r,) S m”w = nill -1(r;)-
Utilizando la continuidad de Vi, la estimacion anterior y la continuidad de curly se satisface
(Vi curly v, curlr (o — on))rl < [[Ve curly vl ge(r) | curly (o — on) | gy

< leurly ofl goos oyl eurkr (o — on) g

) 12, 4 1/2
(Z I cur17-v||]251t1(ri)> (Z || curly (o — @h,i)”qu(pi))
i=1

=1

2 12/ 9 1 2 1/2
(Zl ||U||12f]t(ri)> <Z (1/2_“0 | — @h,i”%{lt(ri)>

i=1
1

MHUHFF(T)H@ - @hHHl—t(fr).

N

N

Podemos tomar ¢t :=1/2—¢c con ¢ € (0,1/2] y aplicar el Lema 3.6 con s =1/24+ecyr=1—¢
para decir que

) 1/2
le = enllgzreqry = (Z o — @h,i“?{l/z-&-s(pi))
lzl 1/2
N (Z hl_4€H<pH?{15(ri)> = hl/Q_QE”SOHHlfa(Ty (3.25)
=1

Por tanto
(Vi curlp v, eurlr (p — @n)r| S e Y22 oll o/ame o ol 7.
Para ii) notemos que por la continuidad de Vj

[(Vevse —on)rl < IVl lle — enllzzm
S vllg-rpylle = enllrzr)-
Similarmente como trabajamos en i) se tiene
le = enllzemy S e = enllmsereiry S B> @l -

Luego
[(Viv, o — @n)rl S B2 o)l ga oy el -2 7y-
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Para 1iii) observemos que similarmente como llegamos a (3.12) se obtiene

(], Tile — en))y| S (s = 1/2)72 |0 — onllms (s — 1/2) 72 |v|lgs(ry 1/2<s < 1.

Podemos tomar s := 1/2 + ¢ y usando (3.25) concluimos que

(0], Tl — n))yl S € 202720l gaszse (o llep pra—2 () -

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema principal de esta seccion.

Teorema 3.2. (Truco de Aubin-Nitsche) Consideremos h suficientemente pequeno tal que
la solucion del problema (3.6) exista. Sean v > 0, ¢ € (0,1/4), u la solucion del problema
(3.2) y up, la solucion del problema (3.6). Entonces se satisface la estimacion de error

< pl/2—2¢,,

[ = unllg=(T) e 2|l — unl grasave 7y

Demostracion. Usando la dualidad de normas de Sobolev se tiene

= wnll ey = o — vl oy = sup L= 071
vera—=(1) Yla-<)

Dado que los espacios H¢(7T) y H¢(I') poseen normas equivalentes, entonces si ¢ € H¢(T)
se tiene que ¢ € H ~¢(T") luego podemos aplicar la biyectividad de W_ y por tanto tenemos
que existe ¢ € H'7¢(T) tal que se satisface (3.23) y por tanto

qp Mo uwmidr] e s W) 7]
veri—=r) ¥llm-em) "~ gem-emy  Melm—<)

Similarmente como se trabajé en la demostracién de la consistencia (Lema 3.5), podemos ver
que
[{u — un, W_r) 7|

sup (3.26)
peH1—=(T) ||<P||g1—e(r)
~ sup |{curly (u — up), Vg curlr ) 7 — k> (u — up, Vorp)7 + ([u — up], T pp)|
peH—=(T) ||80Hglfs(r)

Observemos que como Vi, es el adjunto de V_y, y curlp ¢ = curly ¢ (pues p € H'=(T)) se
tiene la igualdad

(curly(u — up), Vg curlp o) 7 — k> (u = up, Vopp) + ([u = up), T )y

= (Vi curly(u — wp), curly o)1 — K (Vi (u — un), 0) 7 + ([u — un], T-10) -
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Sea ¢, una aproximacién de ¢ (como se definié en (3.24)). Dado que ¢, € X por la
ortogonalidad de Galerkin (Corolario 3.1) se tiene que

Alu—up, 1) = (Vi curly(u —up), curlr o)+ (fu—up], Tppn)y — K (Vie(u — wn), on)7
+  (Te(uw —un), [pn])y + v([u —un], [on])y = 0.

Puesto que ¢ € H'~5(I") entonces [p] = 0 sobre 7, luego
(Ti(w = un), lenl)y = (Te(u —un), [p —enl)y vy (fu—unl; [onl)y = ([u—un], [ — on])y

De esta forma tenemos las igualdades

(Vi curly(u — up), curly o) — K (Vi (u = up), o) 7 + ([u — up), T_xp)

= (Vi curly(u — up), curly o)1 — K (Vi (u — up), ©)7 + ([u — un), T-pp)y — A(u — up, @n)

= (Vi curly(u — up), curly (o — on)) 7 — K (Vi(w — up), 0 — op)7 + ([u — unl, Tk (0 — 1))y
+ (Ti(u = un), [ — nl)y + v([u = un], [ — @nl)y-

Observemos que del Lema 3.7 con v = u — uy, se satisfacen las estimaciones

(Vi curly(u —up), curly (o — gp))7| S e W27 lw =l gijoe o 6l 127

S e P lu — | g jese o 6l e o,

‘(Vk(u - Uh), " 30h>7~‘ S h1/2728Hu - Uh”]:[fl(T)HQOHHlfs(T)
<

W27 lu = wnll e i @l <)

[([u —un), Tok (@ — @n))y| S e 2R 272 Ju — unl| grrroe (|l 1< (1)

Con ideas similares a la prueba de la parte iii) en el Lema 3.7 puede desmostrarse que

[(Te(u = un), [0 = onl)y| S e 2B 272w — wp | gazse (o el -2

[l = wnl, T = paldal S & Y22 = e @l
Luego usando las estimaciones previas, la desigualdad triangular y la estimacion ||| g1-e() =
lellg-<ry S ||80Hg175(F) llegamos a

|(curly (u — up), Vog curly o) 7 — k> (u — up, Vopp)1 + ([u — up], T_p) |

sup
peH1—5() H‘PHHH(F)

<AV |y — un|| r1/24e ()

lo cual concluye la demostracion. O
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3.5. Desigualdad de Garding

A continuacién mostraremos la desigualdad de Garding, la cual aparece frecuentemente en
problemas no elipticos, mas especificamente en formas bilineales (o sesquilineales) que se
escriben como formas elipticas con perturbaciones compactas. En nuestro caso particular
estableceremos un tipo de desigualdad de Garding, inicamente para funciones que estan en
el espacio discreto X}, para nuestros intereses esto serd suficiente. La desigualdad de Garding
serd una herramienta fundamental para la existencia, unicidad y convergencia de la solucién
del problema discreto (3.6).

Antes de demostrar la desigualdad de Garding recordamos lo visto en el capitulo anterior. El

. ~ —1/2
operador capa simple Vi : H, /

compacto C : ﬁ;l/Q(F) — Hg/2(F) tal que

) - H i /2 (T") es coercivo, puesto que existe un operador

(View, w)r + (Cw, w)r 2 Cl”“’“%{—l/?(r) vw e HY2(ID).

Aqui C = Vg — Vi, donde Vj es el operador capa simple asociado al Laplaciano tal como se
definié en el capitulo anterior.

Lema 3.8. Consideremos la forma sesquilineal (3.4) y sea ¢ € (0,1/16). Entonces para h
suficientemente pequerio, v > h™% existe una constante ¢ > 0 independiente de h,v y € tal
que se verifica

2 2 —13—1/2,.12
A, 0)| 2 W ol — e B 2ol Yo € Xa (327
Demostracion. De las observaciones previas podemos notar que
(Vi curly v, curlyv)r = (Vpcurlyro, curlyv)r — (C curly v, curlyv)r.

Por la elipticidad de Vp y (2.5) se cumple que

2
(Vo curly v, curlyo)r 2 || curlTlezEFl/Q(F) > Z I CurlTUH?f*”?(Fi)
i=1
2
Z Z |U‘%‘I1/2(Fi) = |v’12r_11/2(7-)- (328)
i=1

Por otro lado en [4] podemos ver que el operador C satisface que
‘<CU:U>F‘ < ”“Hﬁfl(r)HUHg—l/qr) Vu,v € I:[_l/Q(F)-
Utilizando lo anterior y la estimacién (3.8) obtenemos

‘(CcurlTU,curlTwp} < ||curl7—v||g,1(r)||curl7—v||g_1/2(r)

S 6_1”CuI‘lTU||H71(F)||U||H1/2+5(7-).
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De la continuidad de curly (Lema 2.4) nos da que

2 1/2 2 1/2
leurlyr vl g1 (py S (Z | CurlTvaq_l(m> S (Z Hvllizm)> = [vllz2ry S ol a=(7y-
i=1 =1

Por la propiedad inversa tenemos
HUHH1/2+E(7') < h_l/QHUHHe(T) Yo € X},

Por tanto
|(C curly v, curlyv)r| < 571h71/2|]v||§{g(7—). (3.29)

Ahora usando la continuidad de V;, obtenemos
(Vo 0)rl S WVavll ey ol g-vewy S 101y S M0lFemy S 0l (3.30)

De forma andloga a [1, Lemma 4.4] y utilizando el Lema 2.7 con s = 1/2 4 ¢ y la desigualdad
de Young se tiene

(Tkv, [0Dy| S Ol ThvlZ2gq) + 6~ lvIlZ2)

2
0 -
S ;Z|U‘§{1/2+E(Fi) +9 1”[”]”%2(7)
i=1

0

= ;3|U’?{1/2+s(7—) + 5_1”[“]”%2(7) V6 >0,
y por la propiedad inversa
h™% -1 2
(T, o) S 8oz + 6 Iy V6> 0, (331)
Notemos que
|A(Uv ’U)| = ‘(Vk curly v, curly U>F - k2<VkU, U>F + <T/€Ua [U]>’Y + <[U]a T—kv>'y + V<[U]7 [UD’Y‘

> (Vocurly v, curly o) + vl|[u] 22, — 21(Tyo, [v])|

- ‘(C curly v, curly v)p + E*(Vjo, v>p| .

Usando(3.28)-(3.31) concluimos que

h—2% _ 1, —
A(v,0)| 2 (1 - 53) 0oy + 0 = 26 D[]y — a6 + Y2 ol o,

con constantes desconocidas ¢y, co,c3 > 0.
Luego escogiendo § = k3¢ y para h suficientemente pequefio, necesitamos que

v —coh™3 >,



CAPITULO 3. METODO DE NITSCHE PARA EL OPERADOR HIPERSINGULAR 32

para ello es suficiente con tomar v > h™4.
Asi para h suficientemente pequeno se obtiene

A, 0)| Z (03120 + VT2 = es (B + e B2 ol e oy
Puesto que k2 + e 1h V2 < e 1k2 4 e 1h1/2 < e~ 1p~1/2  llegamos a
A 0)| Z [0y + 20172 — e R 2 ol o

Por otra parte utilizando el Lema 3.3 con s = 1/2 + ¢ obtenemos la estimacién

2
[CIEPES Z 031 /25e ) F VN7 2

y por la propiedad inversa tenemos

2

01320y S 0% D 0y + M) S B2 00l 2
=1

Utilizando la estimacién anterior concluimos que

e | G A e AV
2 |U|§I1/2 )+h2€HUH%2
2

min{1, 7%} [0]21 2

Lo cual finaliza la demostracién. O

3.6. Resultados principales

A continuacién demostraremos la unicidad del problema (3.6), la cual se expresa en el siguiente
teorema.

Teorema 3.3. Sean h suficientemente pequerio, v > h=% ¢ € (0,1/16). Entonces el problema
(3.6) tiene una dnica solucion up € Xp,.

Demostracion. Sea u = 0 la solucién del problema homogéneo asociado a (3.1) y sea uy, la
solucién del problema homogéneo discreto. Necesitamos demostrar que up = 0. Para esto
consideremos e = u — up = —up, entonces e € X,

Por la desigualdad de Garding (Lema 3.8) y la ortogonalidad de Galerkin (Lema 3.1) tenemos

0 =[A(e, un)| = |A(e, )| 2 h*|| — e W el oy (3.32)

€||§11/2(T)
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Por otra parte utilizando el Teorema 3.2 y la propiedad inversa se tiene
lell ey S € 2wk 27 el gjare oy S €202 el ey
Usando la tdltima desigualdad en (3.32) obtenemos:

HeH12L11/2(7’)(h28 N 08751/2h1/2765) g h2€H€H12L[1/2(T) . CEilhil/ZHQH%Is(T) < 0.

~

Puesto h?¢ — ce 512h1/2-6¢ > ( para h suficientemente pequefio, concluimos que
p peq q

||€||§{1/2(7—) =0.

Por tanto uy, = 0. ]

El siguiente teorema es el resultado principal del método de Nitsche basado en el método de
elementos de frontera.

Teorema 3.4. Sean a« > 0 y u € H'(I') con r € (1/2 + o, 1) la solucion de (3.1). Sea
v > h™% entonces para h suficientemente pequerio el problema (3.6) tiene una tnica solucion
y existe una constante C' > 0 dependiendo de r y «, pero no de h y de u, tal que

lw = wnll oy < CVPH Y2 ]| oy, (3.33)

Demostracion. La demostracion de la unicidad se establecié en el Teorema 3.3, sélo resta
demostrar la estimacién del error.

En todo lo que sigue < incluird una constante que puede depender de € y de r.
Consideremos las siguientes observaciones:

i) Por la desigualdad triangular y la propiedad inversa se cumple que para todo v € X,

||u — Uh|’§{1/2+s(7—) < 2”“ - U||§{1/2+5(7-) + 2HUh - UH§{1/2+5(7—)
< 2=l + 207l = ol

< =0l ane iy + A0 = w2y + 4B = 0l gy
ii) Por una aproximacién estandar se tiene que para 0 < s < r < 1 existe v € X}, tal que
lu=vllgsry S A llullgry  (ver [19]).
iii) De la desigualdad de Garding (Lema 3.8) y usando la consistencia (Lema 3.5) tenemos

||uh - ’UH?'_Il/Q(T) < h_2€|A(uh —V,Up — 'U)| + h_l/g_gaHuh - UH%F(’T)

~

= BE| A= v up — 0)] RV g — ol -
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Luego de la continuidad de la forma sesquilineal (Lema 3.1) obtenemos

lup — v||§{1/2(7_) < vh™%||u— Oll praszse (o llun — vl grsese () + K22 |y, — UH%TE(T).

Usando la desigualdad de Young en el primer término y la desigualdad del tridngulo en
el segundo término se tiene que

l|un — UH?{l/z(T) S Vh_2€5_1”“ - UH?{I/HE(T) + Vh_2€5||uh - UH%{I/?%(T)
+ Bl — ey + R P = ) ey VO > 0.

Ahora aplicando la propiedad inversa y la desigualdad triangular al segundo término
del lado derecho y el Teorema 3.2 al tercer término concluimos que

Huh—UH?{m(fr) S Vhi2€571”“‘””?{1/2+e(7)
+ w5 (= a3 ey + e = 0l )

RO = By + B2 o

(T)
Usando i) en el cuarto término del lado derecho nos da
25— —4
(| — "UH12L11/2(T) S vh 6 1”“ - U‘|12L11/2+s(fr) +vh™ ¥ 6]ju — Uh”ip/z(ﬁ
oh 00— vl n oy + PR e

V2h1/2785”u _ uhHJQLIl/Z(T) + y2h1/278€||u — v||§{1/2(7-)

+ o+ o+

h—28—1/2||u o U||%{€(7_)

Ahora necesitamos estimar ||u — up|| g1/2 (1) Para este fin observemos que
[|u — uh”?{lﬂ(ﬁ < 2[ju — UH?{IN(T) + 2||up, — UH?{lN(’r)-

De iii) concluimos que

2 2 —2e ¢— 2 —4 2
le=unlZeery S = vl + VA5 = 0l e iy + VA8 = w0,
18 = oy + VR = 0
V2h1/2785Hu — uhHQHl/Q(T) + V2h1/2785Hu _ UH?qlﬂ(

p—2e-1/2

7)

+ o+ o+

Ju— UH?{E(T)‘
Asi que

(1= b6 = PR = wnlifgegry S = vl + 76 o= ol e oy
vh™6||lu — vHip/Q(T)
V2h1/2765Hu o UH?LII/2+5(7‘)
O R T

h72571/2”u _

(7)

+ o+ + o+

Ve oy
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: L 14
Podemos elegir § = 51/ h*¢ para obtener

_ 3 _
(172 = 20275 flu = wnlpagry S Gl = ollaery + 2705 = vl ey
+ V2h1/2—6€Hu _ U’|§[1/2+s(7') + V2h1/2—86||u _ UH?{l/Z(T)

+ hiQEil/QHU - U”%}E(Ty
y aplicando ii) con s =1/2 +¢,s = 1/2,s = ¢ concluimos que
3
2,1/2-8 2 2r—1 27 2r—8e—1 27 2r—8e—1/2
(1/2# hY/ ) lu—unlfer, S (G 4202775t 2t
+ B2l ey

Por tanto

3

(1/2 . V2h1/2—8£) lJu — uh‘|§{1/2(7') < (§h8a +924 92412 4 h1/2+45)h2r_85_11/2HUH%{T(F)'

Observemos que para h suficientemente pequeno existen constantes Kq, M7 > 0 tal que
3
§h85 + 24202 4 RV < M and 172 — V2RV S K.

Luego podemos definir « := 4¢, lo cual finaliza la demostracion. O
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