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Introduccién

En [2] se comienza a desarrollar, en el marco del Andlisis Funcional, una teoria,
general de espacios normados sobre cuerpos con una valuacion de Krull

||: K — Gu{0}
donde el grupo de valores G es un grupo linealmente ordenade de rango infinito al
cual se le adjunta un menor elemento 0.

En [2] v [3] se han estudiado ampliamente una clase de espacios normados, en
los cuales todo subespacio cerrado tiene un complemento ortogonal, estos espacios
se denominan Norm-Hitbert Spaces (N.H.S.).

Dentro de la clase de los N.H.S. se ha definido recientemente la subclase de los
Type Separating Spaces, en los cuales se pide principalmente que los tipos topoldgicos
de las normas de los veciores de una base ortogonal dada sean distintos entre sf. Un
ejemplo de un Norm-Hilbert space que satisface esta ltima condicién es el espacio
ortomodular construido por Hans Keller en 1980.

En esta tesis generalizamos a la clase de los Type Separating Spaces algunos
resultados obtenidos en [1], referentes a operadores Lipschitz {o acotados, como se
conocen usualmente) sobre el espacio ortomodular que mencionamos anteriormente.
En el Capitulo 1 daremos las definiciones y resultados previos al desarrollo de este
trabajo. En el Capitulo 2 enunciaremos los resultados obtenidos en esta tesis, en los
cuales se estudia la invertibilidad de operadores hineales Lipschitz sobre esta subclase

de los Type Separating Spaces.



CAPITULO 1

Preliminares

1. El grupo de valores.

Sea (G un grupo abeliano multiplicativo con identidad 1. 5i G es un conjunto
linealmente ordenado tal que para todo z,y, 2z € G, ¢ < y implica zz < yz, diremos
que G = (G, <) es un grupo linealmente ordenado. Es fdcil ver que si G # {1}
entonces G es libre de torsidn v no contiene un menor o mayor elemento.

Un subgrupo H de un grupo linealmente ordenado G se dice convexo si

VgeGVYhe H(h1<g<h=gcH).

Cacla subgrupo convexo estd acotado superior e inferiormente en G, y el conjunto de
todes los subgrupos convexos estd linealmente ordenado por ta inclusion.

DEFINICION 1.1. Sea G un grupo linealmente ordenado y K un cuerpo. Una
valuacién de Krull de K es una aplicacién epiyectiva | | - & — G U {0} que
cumple:

L. |zl =0slysdlosiz=0.

2. |zy| = [ally!.

3. |z +yl < max {|=|, |y}
para todo z,y € K, donde 0 es un elemento adjuntado a G que verifica 0- < g,
0-g=g-0 para todo g € G. G se llama el grupo de valores de la valuacién | |.

Sea
H :={H : Hes subgrupo convexo de Gy H # {1}},
diremos que G es de rango n si y sélo si H tiene n elementos, en caso contrario
diremos que G es de rango infinito. En el mismo sentido, definimos el rango de la
valuacién como el rango del grupo de valores de la valuacién.

2. G-mddulos, tipos algebraicos y topoldgicos.

DEFINICION 1.2. Sea (G un grupo linealmente ordenade. Un conjunto linealmente
ordenado X se dice que es un G-mdédulo si existe una accién (g, z) — gz de G sobre
X, tal que para todo g, g1, 90 € G y todo z,%1, 22 € X:

Lg1 2= 1z < gox.

2.z Sz = g1 < g2

3. La érbita de x es coinicial en X.
4. X no tiene un menor elemento.
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Podemos concluir que si X es un G-médulo entonces para todo x1, 72 € X, g € G
Ty < Iy = g < g2

Ademés, las condiciones 3 y 4 (en conjunto) equivalen a decir que para cada € € X
existe ¢ € G tal que gz < ¢, lo que implica que no existen G-médulos sobre el grupo

{1}
Para un conjunto linealmente ordenado A, consideramos A# la completacién de
A por cortaduras de Dedekind. Si Z C A, definimos la capsula A-convexa de Z como
el conjunto
conva(Z)={z € A: existen z;, ;s € Zcon 5y ST < Z}.

Sea X un G-médulo. Definimos el tipo algebraico de un elemento s € X (que
1o denotamos por Gs) como la érbita de s bajo la accién de G sobre X.

Sea t € X. Para cada s € X el conjunto Gs es cofinal y coinicial en X, esto es,
existen ¢, g2 € G tal que g5 <ty gas > t respectivamente. Lo que implica que los

conjuntos
{reGs:z<t} y {zeCGs: 22t}
son no vacios, y por tanto las siguientes definiciones
7(s;t) = S;JE{I EGs:x <t} y mlsi) = 1%1%{{:1: eGs: x>t}

tienen sentido.

DEFINICION 1.3. Sean s,t € X. El tipo topoldgico de s con respecto a f es el
conjunto
r{s;t) = {h € G: n{s;t) < ht <muls)}.
Una caracterizacién itil del tipo topoldgico de un elemento estd dada por el
siguiente teorema.
TEOREMA 1.4. El tipo topoldgico T(s;t) de un elemento s de un G-médulo X es

un subgrupo convezo de G. Sit € Gs entonces T(s;t) ={h € G: ht =1}, sit ¢ Gs
entonces 7(s;1) es el subgrupo convero H mds grande para el cual

convx(Ht) N Gs = 0.

Alternativamente, el tipo topoldgico 7(s;t) es el conjunto de todos los h € G que
sotisfacen

1. Sige G, t < gs entonces ht < gs.

2. 8ige G, t>gs entonces ht > gs.

DEMOSTRACION. Sélo probaremos la segunda parte de este teorema, para el
resto de las afirmaciones ver [2] 1.6.2.

Sean 5,t € X y consideramos 7(s; ¢). Supongamos que b € G satisface las condi-
ciones (1) y {2) de las hipdtesis, observamos que ¢ < 7,(5;£). S bt > 7 (s; ¢), entonces
existe Ay € G tal que 7,(s;t) < hys < ht y t < s, lo que contradice la primera
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condicién que satisface h. Luego, ht < 7,(s;t). Con argumentos similares se prueba la
desigualdad 7(s;t) < ht, y la definicién del tipo topolégico nos dice que b € 7(s;t).

Por otro lado, supongamos que h € 7(s;%). Si g € G es tal que £ < gs, entonces
Tu(8;1) < gs y por tanto
ht < 7,{s;t) < gs,
obteniendo (1). Ahora si suponemos que t > gs para g € G, procediendo de similar
forma se prueba (2).

O

OBSERVACION 1.5, Sean 5,4 € X. Paray € {z € Gs: z <t} existe § € G tal
que
gs <y < mls;i).
Luego, 7 ¢ 7(s;t) y por tanto G # 7(s;t).
DEFINICION 1.6. Sea G un grupo linealmente ordenado, X un G-mddulo y
1, 82, 83, ... una sucesion en X.
1. Diremos que 1, 52, ... satisface la condicién de tipos si para cada sucesién
g1, 92, ... en G tal que {g151, 9252, ...} es acotado superiormente en X se

cumple que lim, g,s, = 0.
2. Seat € X y 7(sn;1). Diremos que lim, 7(s,;t) = oo si para cada subgrupo
convexo propio H de G existe ng € N tal que H & 7(s,;¢) para n > no.

TEOREMA 1.7. Sea G un grupo linealmente ordenado, X un G-modulo yt € X.
Entonces, para una sucesion sy, 5, 83, ... €n X las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. La sucesidn s1, 54, ... satisface la condicién de tipos.
2. lim, 7(s,; 1) = co.

DEMOSTRACION. Ver {2] 1.6.6.
O

Por el Teorema 1.7 vemos que la definicién de condicién de tipos que dimos
anteriormente tiene sentido si y s6lo si G es un grupo linealmente ordenado de rango
infinito. Ademds, supongamos que G es un gripo de rango infinito que contiene un
subgrupo convexo maximal H, entonces G/H es un grupo linealmente ordenado de

rango 1 con el orden
oH<*bH e (ab e Hva<h).
Si X es un G-médulo entonces X es un G/ H-médulo con la accién 7{g)s := gs donde
7:G—=G/H

es la proyeccién candnica. Aplicando el Teorema 1.7 a X como G/ H-médulo y obser-
vando que G y G/H inducen las mismas érbitas en X, concluimos que X no puede
contener una sucesion que satisfaga la condicién de tipos como G-mdédulo.
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3. Espacios de Banach.

Sea X un G-médulo al cual adjuntamos un elemento Ox con la siguiente conven-

cion

»0x <

L OG{L‘ = Ong - Ox
para todo z € X, Consideramos E un K-espacio vectorial tal que K es un cuerpo
valuado cuyo grupo de valores es G. Una X-norma en E es una funcién || || : & —
X U {0} que satisface las propiedades:

L. j|lz|l =0siysolosiz=0.

2. Azl = [A =]

3. |lz +yll < max{fi=]], |y}

para todo z,y € E, A € K. Un espacio X-normado es un par (£, ]| ||} donde E es
un espacio K-vectorial y | || es una X-norma para algin G-médulo X. De forma
canénica, esta X-norma induce una topologia con la cual E es un espacio topologico
Haussdorf, ademés la suma y la multiplicacién por escalar son funciones continuas
en esta topologfa, lo que hace que F sea un espacio vectorial topoldgico.

Supongamos que E es un espacio X-normado sobre un cuerpo completo K con
respecto a una valuacién, E se dice completo o espacio de Banach si cada red
de Cauchy en F converge en E. Ademds, E se dice que es de tipo contable si F/
contiene un conjunto numerable de vectores D cuya cdpsula lineal es densa en F, es

decir, span D = E.

4. Ortogonalidad.

DEFINICION 1.8. Sea £ un espacio X-normado sobre un cuerpo K. Dos sube-
spacios [y y Do de E son ortogonales (D L D;) si para cada ¢y € Dy, do € Ds

lidy + do| = méx {[|du [, fid2] } -

Un subespacio D se dice que tiene un complemento ortogonal en £ si existe un
subespacio § L D tal que E = D+ §. Un conjunto de vectores {e; : ¢ € I} en E se
dice ortogonal si para conjunto finito J S I y ;€ K

| Z Asesll = mix | Azesll-
jed
Si xq,z9 & E son tales que ||zl| € G|zof, entonces de manera directa se puede
probar que z; L .

Una sucesién de vectores eq, s, ... en un espacio X-normadeo E se dice una base
de Schauder de F si para cada z € E existen tinicos A, Ag,... € K tal que
T = Y poq M€ Una base de Schauder ortogonal la llamaremos simplemente base
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ortogonal, vy en ese caso

o0
IFI” = ” ; Aiei” = 1335’3};( H’\nen H

Al igual que en el caso de los espacios de Hilbert cldsicos, tenemos que si £
un espacio de Banach de dimensién infinita, entonces para una sucesién ortogonal
€1, €2, ... en I las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. 1, ey, ... €5 una base ortogonal.
2. e, # 0 para todon € N, y span {e; : i € N} es denso en E.

(Ver [2] 2.4.17).

TEOREMA 1.9. Sea E un espacio de Banach de tipo numerable. Luego E tiene
una base ortogonal si y solo si cada subespacio cerrado tiene una base ortogonal.

DEMOSTRACION. Ver [2] 3.4.1.
g

DEFINICION 1.10. Sea X Ia coleccidn de todos los tipos algebraicos en el G-mdédulo
IEf\ {0} = {ll=l| : = € E; = # 0},
donde F es una espacic de Banach de tipo contable. Una descomposicién canénica
{ortogonal) de F es una suma directa ortogonal

E=EBEJ

gEL

donde cada E, es un subespacio cerrado de E y ||E;|| \ {0} = 0.
En [2] 3.4.5, se demuestra el siguiente teorema:

TEOREMA 1.11. Cada espacio de Banach F con base ortogonal tiene una descom-
posicidn candnica. Esta es inica en el siguiente sentido: Si E = @, .5 o = B s For
son dos descomposiciones candnicas entonces, pare cade o € X, L, y F, son iso-

morfos isoméiricamente.

5. Norm-Hilbert spaces vy Type separating spaces.

Un espacio de Banach F de tipo contable se dice un norm-Hilbert space
(IN.H.S.) si para cada subespacio cerrado D de E existe una proyeccion lineal epiyec-
tiva P: E — D para el cual ||P(z)|| < z| para todo z € F, que es equivalente a
decir que todo subespacio cerrado de E tiene un complemento ortogonal.

ProPOSICION 1.12. Sea E un espacio de Banach X-normade de tipo contable.

Luego son equivalentes:

1. E 25 un Norm-Hilbert space.
2. Cada conjunto ortogonal en E puede extenderse a una base ortogonal de E.
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3. Para cada base ortogonal ey, e, €3, ... la sucesionn — ||e,|| satisface lo condi-
cion de tipos.

DEMOSTRACION. Ver [3] 3.2.1, 3.2.3.
(]

Dentro de la clase de los N.H.S. se ha definido recientemente una subclase donde
se pide esencialmente que los tipos topolégicos de las normas de los vectores de la

base sean distintos entre si.
Se generalizard asi una propiedad importante en la construccién del primer es-

vacio ortomodular conocido (H. Keller, 1980). En forma precisa,

DEFINICION 1.13. Sea E un N.H.S. con base ortogonal {e; : 7 € N}. Diremos que
F es un type separating space si existe tg € X tal que para i # j

(el to) # T{lleslls to).

Es en este marco que se desarrolia la presente Tesis.



CAPITULO 2

Resultados Principales

En lo que sigue, K es un cuerpo completo con respecto o una valuacion de rango
infinito con grupo de valores G. Asumimos también que la topologin intervalo en G¥
satisface el primer azioma de enumerabilided (ver (2] 1.4.4 pare formulaciones equi-
valentes). Ademds G no contiene un subgrupo convexo mazimal, es decir, G es unidn
de una sucesion estrictamente creciente de subgrupos convexos propios ([2] 4.3.1).
Por otra parte, E es un K-espacio vectorial X -normado donde X es un G-médulo.

DEFINICION 2.1, Sean EF espacios X-normados. Un operador lineal A: £ — F
se dice Lipschitz (o acotado) si existe g € G tal que | Azl < gz} paratodoz € E.

El lema siguiente es un hecho bésico en la teoria de operadores Lipschitz. En [1]
3.1 se prueba para el caso del espacio ortomodular candnico de H. Keller, y en [4] 3.3.1
se indica que tiene demostracién directa. Damos aqui una demostracién explicita de

ese hecho.

LEMA 2.2. Sea E un espacio de Banach X-normado y {e;: 1 € N} una base
ortogonal de E. Una aplicacidn By : {e; - ¢ € N} — E se extiende a un operador B
acotado en E si y sdlo si existe g € G tal que

fiBole)]| < glleil|
pare todo i € N.
DEMOSTRACION. Supongamos g € G tal que
| Boles)il < gllesll (i € N).
Consideramos By, la extension lineal de {e; : 7 € N} a Ey := span {e; : ¢ € N}. Sea
T € Ey de la forma

-J::Zo:iei (o € K)
i=1

para algin n € N. Sea k € {1,2,...,n} de modo que
185 (cewen)l| = max {}| Bo(aues)|| : 1 < i< n}.

Puesto que
lz]l = méx {Jloes]l : 1 <4 < n}
vemos que ||z]| > {laresll, y por ser X un G-médulo
I Bi(z)|l < [|Bolawer)|| < gllarer]| < gl=l),
10
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lo que implica que B es un operador acotado en Ep.
q 1 0

Por otra parte si (z;); es una sucesién de Cauchy en Ep, entonces (Bj(z:)); tam-
bién es una sucesion de Cauchy en Ey. Eséo viene del hecho de que B es un operador

acotado en Fyp, pues

| B; (@m — za)ll < gllzm — Zn|
para todo m,n € N. E es un espacio X-normado completo entonces (Bj(z;)); con-
verge en F, y definimos para x € £

B(z) = lim Bj(x,)
n—o0
donde (z,)m es una sucesién de Cauchy en Ey que converge a .

Probaremos que B estd bien definida en E. Sean {x;); y (y;); sucesiones de Cauchy

que convergen a z. Si a y b los respectivos limites de (Bg(z:)) v (Bj (¥i))s,
lo bl = li(a— Byle) + (Biw) — By(w)) + (Bi(w;) ~ D)l
< méx{la~ By(sll, 1By(@) - Byl 1B (a) — b1}
Puesto que (Bg(z:)): vy (Bg(z;)); convergen a a y b respectivamente, tomando ¢ € X
arbitrario podemos encontrar iy, jo € N de modo que |la — Bj ()|, 185 () bl <€
para. i = i, 7 = Jo.
Por otra parie,
I1B5(z:) — Bylwdll < gllz: = wl

gllzi — =+ -yl
< gméx{{lz —z|. |z -y}

A

y como z;, y; — = cuando i, j — oo, existe ky € N de modo que || Bg(z:)— By (y;)} < €.
Por lo tanto, tomando Iy = méx {ip, jn, ko} tenemos que

la—b < max {|la — By(z:)ll, | Bs(w:) — By(up)ll, 1B5 (ws) = 01} <e (i3, % = To)-
Puesto que € € X es arbitrario, concluimos que @ = by por tanto B estd bien definida

en £,

Sea,
0
T = Zaie,; ek,

i=1

entonces

B(;E) = Hm BE (Zaiei)

i=1

= lim Z B;; (a'iei).

i=1
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Como B(z) existe conio limite, la serie anterior es convergente y podemos concluir
que Bj(cie;) — 0 cuando ¢ — oo, es decir,

Hm || Bg (e} = 0.

Esto Gltimo implica que
méx {|| By (ae:)| : ¢ € Np}
existe v es ignal a || Bi(oue:)|| para algin t € N, Luego,
[ B(x)|| < méx {||Bg(aues) - @ € N} = [[Bg(eses)l].
Por otra parte ||z]| > ||lcues]|, ¥ concluimos que
1B(z}] < | By{auedll < gllenen)i < glial.

Luego, B es un operador lineal acotado en E.

[

LEMA 2.3. Sean E un espacio X -normado, U un subespaciode E yB : U — E un
operador lineal. Supongamos que V' es un subespacio cerrado de U con dimU/V < oo
tal que la restriccion de B o V' es acotada. Entonces B es acotada en U.

DEMOSTRACION. Por induccién sobre dim U/V = n.
Supongamos que n = 1, entonces U = V & K(w) para algin w € U\ V. Como

B es acotado en V, existe h € G tal que || B(v)|| < h||v| para todo v € V.

Supongamos que B no es acotado en U | V, entonces consideramos el conjunto
de todos los vectores en U de la forma r = w+v, para algin v; € V, para los cuales
existe g € G con g > h y | Bz|| > g|/z||. Este conjunto lo denotaremos por Gp.

Puesto que B no es acotado en U\ V, afirmamos gue para todo g € G con g > A
existe 7, € Gp tal que || Bzy|l > gllz,| (en particular, Gg # 0). En efecto, si B no
es acotado en U/ \ V' tenemos que para todo g € G con g > h existe yg € U\ V tal
que {|B(yg)ll > gllvgll- Pero yg es de la forma y, = v, +aw cona # 0y v, € V,
luego tomando z, := a 'y, = a ', + w, se cumple que || Bz, > gllz,|-

Construiremos un subconjunto C ## 0 de Gp en el cual todo elemento ¢ € C se
tiene que [|Bef < hle]l, lo que contradice la definicién de Gy y por tanto B es
acotado en este caso.

Por ser V un subespacio cerrado, tenemos que existe € € X de modo que {jzf| > ¢
para todo z € Gp, de lo contrario G contendria una red de puntes en V' que

converge a —w € Kuw.

Sea § € X y observamos que existe § € G tal que ge > 4. Puesto que B no es
acotado en U/ \ V, para este elemento § ¢ G existe x; € Gp con [|B(z;)|| > gliz;l.
Pero lz|] > € para todo z € G, por lo t Blzz)]| > ge > 4. De este modo,
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podemos construir una red (z;)ics = (10 -+v;)ier en Gp tal que || B(z:)|| — oo cuando
i — 00, es decir, el conjunto {||B{z;}|| : 7 € I} es cofinal en X.

Ahora probaremos que el conjunto {z; = w+v;: i € I} que acabamos de cons-
truir, es el subconjunto C de G g que mencionamos anteriormente.

Tenemos cue
1Bz}l = | Blw) + B(w)|| < méx{| Bl B} v
lzll = {lw +vill < méx {Jlw], [lv: ]|}
para todo 1 € 1. Pero ||B(z;)|| — oo cuando 7 — 00, lo que implica que existe ig € [

tal que )
1B(z:)l| = | B(w) + Bw)|l = [|Bu)ll < hfjull (2 2 ),

y vemos que fjv;]] — oo cuando ¢ — co. Por lo tanto existe jo € [ tal que
laesl] = |} (i > Jo)-

Puesto que v; € V(i € I}y B es acotado en V, con Ny = max {1, Jo} concluimos
que ) i
Bzl = [ B < Allvi] = kil (i = No)-
lo que contradice que z; € G para todo 1 & I.

Ahora supongamos que V es un subespacio de codimensién n+ 1 paran € N, es
decir, dimU/V = n + 1. Luego,
U= (Ul) C--- D (Un> & (Un+l> eV
Por hipédtesis de induccién, B es acotado en Pt (v:) @ V y éste tltimo es un

subespacio cerrado de U. Haciendo el mismo procedimiento que en el caso n =1 se

obtiene que B es acotado en U.
O

LEMA 2.4. Sea E un espacio de Banach y B : U — U’ un operador lineal biyectivo
entre U y U’ subespacios de E. Supongamos que etiste un subespacio cerrado V C U
con dimU/V < oo tal que para todo v € V existen g1,92 € G con

allvll < Bl < gaflvll-
Luego existen g;, ¢h tal que para todo u € U
gillull < 1B < gollull.

DEMOSTRACION. Sea V' := B(V). Puesto que V es cerrado también es completo.
Por hipétesis, la restriccién de B a V' es un isomorfismo topolégico. Por lo tanto Vv’
también es completo y por tanto cerrado. Como B es hiyectiva observamos que

dim U/V < co. Luego, aplicando el lema 2.3 2 By B! se obtiene la afirmacién.
: ]
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TEOREMA 2.5. Sean E un type separating space y B : E — E un operador linenl,
acotado e inyectivo. Si existen g1, g2 € G tal que

giliedll < 1Blen)ll < gollelt
para todo i € N. Entonces B es epiyectivo y B™Y, la inversa algebraica de B, también
es acotada.
DEMOSTRACION. La alirmacién crucial que debe probarse es la epiyectividad de
B. Para ello, probaremos que E contiene un subespacio [ de codimensién finita tal

que
dim E/B(D) = dim B(E)/B(D).

Sea ty € X con 7(|lei|l;to)y # T(||esli; to) para ¢ # j. Sea H el menor subgrupo
convexo que contiene a g1 y go- Por el Teorema 1.12, la sucesion (||e,||)nen satisface
la condicién de tipos, y el Teorema 1.7 nos dice que existe m € N para el cual
H C r{||esl; to) si i > m. Claramente vemos que g1, g2 € 7(||esli;t0) i1 > m.

Primero probaremos que 7(||e:]]; t0) = 7(}| B(e;)||; fo) para todo ¢ > m.

Sea i € N tal que i > m. Supongamos que ¢ € G con ty < g|[Ble;)|l. De las
desigualdades de las hipétesis, se tiene que ¢ty < ggallesl|-

Supongamos que h € 7(|le;||; to). Puesto que g también pertenece a 7(||e|f; o),
del teorema 1.4 observamos que

g7 thgato < ggaleall-
Pero Jle| < g7}l Bles)l, luego
g1 ' hto < glleslt < 99711 Bled

y de este modo concluimos que Ay < g|| B(e;:)]-

Por otro lado, supongamos que § € G verifica 3/ B(e:)l| < tp. Observamos que
g1le:]] < to, y como g, g2, h € 7(||€)i to), el teorema 1.4 nos permite establecer la

desigualdad
gglled < g3 g:h.
Ademss |le;|| > g3 [|B(e:}l, o que implica que g3 3| B{es)|| < g3 ' it y de este modo

obtenemos que §||B(e;)|| < hto.
Por lo tanto, todo elemento /& € 7(| e;|j; to) verifica las condiciones de la segunda

parte del teorema 1.4 con s = || B(e;)|| y ¢ = &. Luego, r(|le;|l; o) C 7{ll.B(es)ii; to)-
Usando argumentos similares se prueba la otra inchisidn.
De lo anterior, tenemos lo siguiente

() TUBlelito) # (I Blenlito) v Gllell = GiiBle)|

sii=jconi, j>m.
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Sea W == span{e;: 1 <i<m} el cual es un subespacio cerrado de E. Afir-
mameos que £ = W@ D donde D := span {e; : i > m}, pues si ¢ € E es de la forma
T =3 o, oue; con ¢ € K vemos que

m oo
T = E €5 -+ E [a 7141

i=1 i=m+}

eWw eD

v por tanto £ = D + W. Por otro lado si 2 € DNW y = # 0, entonces ||| tendria
2 tipos algebraicos, pues los vectores que pertenecen al conjunto {e; : 7 € N} tienen
tipos algebraicos distintos. Pero la norma de un vector no nulo pertenece solamente
a un tipo algebraico ya que las érbitas forman una particién de X, y concluimos que

z=0. Luego, £ =D W.

Sea x € D con
oG
&= E Bie;
i=m+i

y
lz]) = mix {|Bieill : ¢ > m} = [|Bre]

para algin ¢ € N, Por (x), los elementos de {B(e;) : ¢ > m} tienen tipos algebraicos
distintos, entonces

1> BBe)l

= mix{|B(Be)] : i > m}
— BB

1B(z)l}

para algin k& € N. Pero
aillzll = gillBeedll < 1B(Gren)ll < || B(Brew) < gollBrenll < aallBreclt = gali2l),

y concluimos que g:||z|| < [|B(z)]l < gliz]| para todo z € D. Puesto que D es
cerrado, entonces la completitud de E implica la completitud de D y utilizando
la desigualdad gue obtuvimos anteriormente tenemos que [ := B(D) también es
completo, v por tanto D’ es cerrado.

Sea W' un complemento ortogonal cerrado de I en E (el cual existe pues I es
cerrado). Ahora I sélo contiene vectores cuyo tipo algebraico es G |les|f con i = m+1.

En efecto, siy = Y oo, Ci€; entonces

1Bl mix {|| B{oses)|| - © > m}
| B(ases)]|
= ol [ Bes)| € Gl Ble)]]

para algin £ > m, y por () vemos que [|B(y)|| € Gliel].

It

I
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Por otro lado, W' sélo contiene vectores cuyo tipo algebraico es Glle;]| con 1 <
i < m. De lo contrario, si z ¢ W'y jiz]| € Gle,|| con ip > m tendriamos que

{B(e)): i>m}u{z}u{e: 1<i<m}

es un conjunto ortogonal en E. Por la Proposicién 1.12 podemos extender este con-
junto a una base ortogonal de E, de modo que tendriamos una cdescomposicién
canénica E = B, .5, F- en la cual z, Bley,) € Ey con o = Glles, ||, y puesto que estos
vectores son ortogonales vemos que dim E,; > 2. Pero £ = D, y{e;) también es una
descomposicién canénica de E y

dimE, > 2 > 1 = dim{e;,),
lo que contradice el Teorema 1.11. Ademds W' es cerrado, entonces por el Teorema 1.9
tiene una base ortogonal y por tanto dim W’ < m. Luegoe, por ser B un operador
inyectivo
m > dim E/B(D) > dim B(E)/B(D) = dim E/D = m.

Por lo tanto E = B(E)}, y e resto de la afirmacién esta dada por el Lema 2.4.
a

En casos importantes en la teorfa de operadores Lipschitz, es inmediato que
ciertos operadores son inyectivos, por ejemplo los operadores indescomponibles cons-

truidos en [5] y (6]

La condicién importante para el Teorema 2.5 pasa a ser la referente a la acotacién
inferior. El teorema siguiente da una eriterio para ello. Para enunciarlo daremos
algunas definiciones previas.

Sean E, F espacios X-normados. Diremos ¢que un operador B : & — F es
estrictamente Lipschitz si existe g € G tal que || Bz|| < g{/z|| para todo z € E.

Para un operador estrictamente Lipschitz B : £ — F' ponemos
I :={g9€G: ||Bz| <glz| pamatodoz € E con z # 0}
B|I” = inf T3%.
IBI = fnf, T
Llamaremos a || || la norma estrictamente Lipschitz.

En [4] 2.2.4, se prueba que || ||~ es efectivamente una norma para el espacio
K-vectorial de los operadores estrictamente Lipschitz.

DEFINICION 2.6. Sea E un espacio X-normado y ey, €2, ... una base ortogonal de
E. Para m,n € N definimos el operador Py, : £ — E por

Pmn(ek) = Qg m (k S N)
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LEMA 2.7. Para cade m,n € N {enemos gue
| Pon||™ = Gf};gtin} {g€G: llenl < glleall}-

DEMOSTRACION. Ver 4] 3.3.1.
d

Para concluir este trabajo, enunciamos un criterio sobre la acotacion inferior que
se menciona en el Teorema 2.5.

TEOREMA 2.8. Sea E un espacio X-normado con base ortogonal {e; : 1 € N} y
A: E — E un operador lineal cuya matriz con respecto o esa base es

ayr a2 13
Qz1 G232 a4z
31 Qz2 33

Entonces existe g € G tal que
gliell < || Aell

para todo i € N si y solo si el confunto {{jamnFmall™: m,n € N} contiene una suce-
3161 (||armyn Punin]|™ Jnen acotada inferiormente en G.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe h € & tal que
gliell < |l Aei]

para todo ¢ € N.
Sea n € N, luego Ae, = 372, a;.e; y por tanto

o0
”Aeﬂli = ” Zﬂ'jnej” = Hak(n)nek(n)”

Jj=1

para algin k(n) € N. Observamas que g|agimnl " enll < lexm) |, lo que implica que
g‘ak(n)nlﬂl ¢ jk(n)n = {h eG: Hek(n)ﬂ < h“enll} .
Por lo tanto si b € Jgmyn, por lo menos debe tenerse que glaima|™ < h, de lo
contrario [|egm| < Bllenl < gltemml ™ |lenll-
Luego, por el Lema 2.7
glowmmn] ™ < | Pegnll™

Haciendo este mismo procedimiento para todo n € N, se construye una sucesion
(l@apnin Penyn || ~Inen que estd acotada inferiormente por g.
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Por otro lado, supongamos que el conjunto {||@mnPunl|™ : m,n € N} contiene
una sucesién ( ||ak(n)nPk(n)n||”)neN acotada inferiormente en G, digamos por g € G.
Por lo tanto, sin perder generalidad suponemos que para todon € N

@y Petnynll™ > g.
Sea i € N. Por el Lema 2.7 vemos que ¢laguy| ™ < h para todo h € Ty, ¥ por tanto

g]ak(i)il‘l ¢ Jigyi- Luego, tenemos que
o0
gledl < harpeerall <1 ajesll = | Ae.
j=1

Puesto que Ia eleccidn de ¢ es arbitraria, se obtiene la otra parte de la afirmacion.
O



Bibliografia

f1] H. Keller and H. Ochscnius, Bounded aperators on a non-archimedean orthomodular spaces,
Math. Slovaca 45 (1995), 4, 413-434. :

(2] H. Ochscnius and W. Schikhof, Banach spaces over fields with an infinite rank valuation, In
p-Adic Functional Analysis, Lecture Notes in pure and applicd mathematics 207, edited by J.
Kakol, N. De Grande-De Kimpe and C. Perez-Garcia. Marcel Dekker {1999), 233-203.

[3] H. Ochscnius and W. Schikhof, Norm Hilbert Spaces over Krull velues fields., Indag. Math.,
N.S. 17 {2006), 1, 65-84.

[4] H. Ochsenins and W. Schikhof, Lipschitz operators on Banach spaces over Krull valued fields,
In Ultrametric Functional Analysis, Contemporary Mathematics 384, cdited by B. Diarra, A.
Escassut, A.K. Katsaras, .. Narici. A.M.S, (2005), 203-233. )

(5] C. Barrios, Dos familios de operadores autoadjuntos e indescomponibles en un espacio orto-
modular. Tesis de Magister en Clencias Exactas (Matemdticas). Pontificia Universidad Catélica
de Chile (2004).

6] T. Costa, Operadores indescomponibles sobre cuerpos de series de potencias. Tesis de Magister
en Ciencias Exactas (Matematicas), Universidad de Chile {2005).

19



