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INTRODUCCION

El problema de los coeficientes

Quizés el problema mas famoso en la Teoria geométrica de funciones es
la Conjetura de Bieberbach, formulada por Ludwing Bieberbach en 1916 y
demostrada por Louis de Branges en 1985, véase [dB85]. La Conjetura de
Bieberbach esta asociada a la clase S de las funciones univalentes (holomorfas e
inyectivas) f del disco unitario D = {z € C : |z| < 1} en el plano complejo C,
normalizadas por las condiciones f(0) =0y f/(0) = 1.

Conjetura de Bieberbach (1916). Si f € Sy f(z) =2+ Y 0, a,2™ para
todo z € D, entonces |a,| < n para todo n > 2.

La funcién de Koebe ko(z) = > -, nz" pertenece a S, lo que muestra que
para cada n > 2 la estimacién |a,| < n es éptima.

El problema correspondiente para la clase X' de las funciones univalentes g
de A = {z € C: |z >1}U{oc} en la esfera de Riemann C = C U {oc}
normalizadas por las condiciones g(co) = oo y ¢’(00) = 1, atin esta abierto.
El mismo Bieberbach demostré en 1914 usando el Teorema del drea, que para
geXcong(z)=z+by+> o, byz™", para todo z € A se cumple

oo

S onbal? <1,

n=1

de donde se obtiene que |b,| < n~'/2 para cada n > 1, véase [Dur83, Teorema
2.1, pagina 29]. Sin embargo, para n > 2 la desigualdad es estricta para toda
g € X, pues para € [0,27] y by € C la funcién g(w) = w + by + e*¥n=1/2w="
no es univalente en A.

Incluso auin esta abierta la pregunta sobre el comportamiento asintético de
los coeficientes de las funciones g € X', debido a que las funciones extremales
deben ser de naturaleza “fractal”. Para explicar esto tltimo definamos para cada
geXcong(z)=z+by+> - byz"" para todo z € A

— log b,
Vg =1+ lim 0g |6

n—oo logm
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CAPITULO 0. INTRODUCCION

Es decir, 74 es el menor nimero « tal que para todo € > 0 existe una constante
C(e) € (0,+0) tal que |b,| < C(e)n®~1+¢ para todo n > 2. Sea

¥ = sup vg-
gex
El origen de la dificultad de determinar el valor exacto de v fue encontrado
por Lennart Carleson y Peter W. Jones en 1992, véase [CJ92]. Ellos definieron
otra constante 8 que mide la taza de crecimiento de las longitudes de las lineas
de Green I',, donde r € (1,00) y I'; = g({z € A:|z| =r}). Definiendo para
geX

8, :— Tm log Longitud(T';)
r—1+ —log(r —1)
y
B = sup By.
geX

Usando la misma idea que John E. Littlewood uso para determinar el com-
portamiento asintético de los coeficientes de las series en S, véase [Lit25], se
prueba que, para g € X con g(z) = z+ by + > oo, bz~ ™ para todo z € A se

tiene
/ 9 ()
n+2 w
lwl=1-1/(n+1) W

1 " 1\ ,0\| df
— |1+ g 1+—Je —
n n 0 n 2m

2e .
- Longitud(I'y 41 /5)-

1
|bn| = 2—
nmw

IN

IN

Esto ultimo implica v < 3.

Teorema (Carleson y Jones, 1992).
v =B <0,49755.

Ademas Carleson y Jones conjeturaron

Congjetura (Carleson y Jones, 1992).
8 =0,25.

El propésito de esta tesis es estudiar principalmente el articulo, [BS10], de
Dmitri Beliaev y Stanislav Smirnov, véase también [Bel08]. En este articulo ellos
probaron que § > 0,23, que es una mejora sustancial del resultado anterior de
Christian Pommerenke, 5 > 0,17, en 1975, véase [Pom92].

La identidad v = ( explica la naturaleza de las funciones extremales, las
cuales maximizan las longitudes de las lineas de Green I',.. Para una funcién

f € S el conjunto 9f (D) puede ser no acotado, por lo que las lineas de Green
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pueden ser de gran longitud. Esto es exactamente lo que ocurre para la funcién
extremal kg, véase Figura 1. En contraste, para una funcién g € X el con-
junto dg(A) es compacto. Por lo tanto para tener lineas de Green de longitud
grande, ellas deben “oscilar” o “menearse” mucho y dg(A) debe ser de longitud
infinita (incluso dimpg dg(A) > 1 para § > 0), véase Figura 2. Esta diferen-
cia explica porque el problema para la clase X es mas complicado que para
la clase S. Asi también sabemos que las funciones extremales para la clase X
deben tener una naturaleza fractal, es decir el conjunto dg(A) debe ser un frac-
tal. Esto ultimo es exactamente el resultado principal que probaron Beliaev y
Smirnov en [BS10], que también es el resultado principal de este trabajo de tesis.

Ellos definieron la clase de funciones (aleatorias), los copos de nieve con-
formes aleatorios y prueban que en el supremo definiendo  es suficiente tomar
g como un copo de nieve conforme aleatorio.

Figura 1: Figura 2:

Analisis multifractal de medidas armonicas

Nikolai Makarov en el ano 1998, en su trabajo Fine structure of Har-
monic measure, véase [Mak98], puso este problema en el lenguaje del anali-
sis multifractal, una disciplina en desarrollo en el borde de la matematica y la
fisica. Estos conceptos fueron introducidos por Benoit Mandelbrot en 1971, véase
[Man72] y [ManT74] y posteriormente por Tomas Halsey, Mongens Jensen, Leo
Kadanoff, Ttamos Procaccia y Boris Shraiman en el afio 1986, véase [HJK86].

El analisis multifractal estudia diferentes espectros multifractales, sus inter-
relaciones y conecciones a otras propiedades de la medida en cuestion. Existen
varias  definiciones de espectro multifractal. En nuestro contexto, consider-
aremos el espectro de medias integrales que satisface una relacién tipo-Legendre
con el espectro multifractal de Hausdorff de la medida arménica, véase [Mak98|.

Sea  un dominio propio simplemente conexo de la esfera de Riemann

X



CAPITULO 0. INTRODUCCION

que contiene a oo, con al menos dos puntos frontera. Por el Teorema de uni-
formizacién de Riemann existe una funcién f que envia A conformemente
sobre Q. Definimos el espectro de medias integrales para t € R como

—log [T _|f'(re?)|" do
t):= li -l
balt) et —log(r—1) ’

y el espectro universal de medias integrales como
B(t) = sup fBq,

donde 2 un dominio propio simplemente conexo de la esfera de Riemann que
contiene a 0o, con al menos dos puntos frontera. Observemos que B(1) = (.

Sobre la base de los trabajos de James E. Brennan, Szego, Carleson, Jones
y Makarov se conjetura que

Congjetura (Brennan, Szego Carleson, Jones, Makarov).

2ot <2
B(t)=<¢ %’

It —1 si [t > 2.

En el mismo articulo Makarov describe como el espectro universal de medias
integrales esta relacionado a muchos problemas atn abiertos de la teoria
geométrica de funciones, como por ejemplo la Conjetura de Bremnan, véase
[Bre78].

Conjetura (Brennan, 1978). Sea 2 un dominio simplemente conexo de la esfera
de Riemann que contiene a oo con al menos dos puntos frontera. Para cualquier
1 : 2 — D y para cualquier € € (0,4+00), se tiene

[ @ ant) < +oc,

donde m es la medida de Lebesgue en el plano.

Considerando la funcién inversa ¢¥~! = ¢, no es complicado ver que la con-
jetura de Brennan es equivalente a: Para cualquier ¢ : D — Q y para cualquier
€ € (0, +00), se tiene

[ [1# ) dmw) <+

Probemos que esto ultimo es equivalente a B(—2) = 1. La desigualdad B(—2) >
1 sigue del Teorema de distorsiéon de Koebe y tomando un dominio particular,
véase [Bel05]. Para demostrar B(—2) < 1 probaremos,

//}D|<p'(w)|_2+6 dm(w) < 400 = f,(—2+¢€) < 1.

X



lo que implica B(—2) < 1, por la convexidad de B, véase Proposicién 3.1.6.
En efecto, observemos que la funcién

r— r/ ’cp’(rew)‘_H6 do,

—T

es creciente en [0, 1], véase el Lema 3.3.2. As{ se obtiene la desigualdad deseada
de

™ 1 ™
(1- To)To/ |80/(7“06i0)|72JrE df < / / ‘gﬁ'(reie)rﬂé r dfdr
To —T

—T

< / |/ (w)| 72 dim(w) < +oo.
D
Mas generalmente se prueba que
[t| —1 < B(t) < B(—2) + |[t| — 2 para t < —2,
véase [Bel05]. Luego la conjetura de Brennan es equivalente a
B(t) = [|t| — 1 para t < —2.

Las mejores estimaciones superiores de B(—2) fueron obtenidas por Hakan
Hedenmalm y Serguei Shimorin en el ano 2005, véase [HS05].

Teorema (Hedenmalm y Shimorin, 2005).
B(-2) < 1,218.

La pregunta sobre la integrabilidad de la derivada de transformaciones con-
formes tiene una conexién con la teorfa de aproximaciones, véase [Bre78]. Un
ejemplo es el problema de Keldys en la década de los 30. El problema es el
siguiente: Sean D y U dominios de Jordan en C con U contenido en D y con-
sideremos el conjunto Q que es el interior de D \ U. Para cada p € [1,+00)
denotemos por H?(Q) la clausura de los polinomios en LP(§) y por LE(Q) el
conjunto de las funciones en LP(€)) que son holomorfas en 2. Es claro que para
todo p € [1,400) se tiene HP(Q2) C LP(§2). El problema es decidir para cuales p
se cumple HP(Q2) = LP(Q).

Por otro lado B(t) = % para t € [0,2] es equivalente a la Conjetura de los
dominios de Holder, véase [BS05).

Uno de los problemas en el cdlculo del espectro de medias integrales es el
hecho que la derivada de la representacién de Riemann de un dominio fractal
depende del argumento en una manera no muy regular: f’ es de naturaleza
“fractal” . En este trabajo de tesis se estudian fractales aleatorios los “copos de
nieve conformes aleatorios”, construidos a partir de un “bloque de construccién”
¢ € X", Para esta clase de “fractales” aleatorios la esperanza de |f’|*, E[|f'|"],
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CAPITULO 0. INTRODUCCION

(o su taza de crecimiento) no dependen del argumento. Esto nos permite colocar
la integral con respecto al argumento y estudiar la taza de crecimiento a lo largo
de cualquier radio mayor que 1 particular.

Para una funcién aleatoria f es més natural definir el espectro de medias
integrales promedio,

B(t) = sup {B € [0,4+00) : existe R € (1,400) tal que

R ™
/1 (r— 1)571/7 E[’f;(reie)’t] dfdr = —l—oo} )

=inf {f € [0,400) : existe R € (1,+0c0) tal que
R ™
/ (r— 1)5*1/ E[|f$(rei9)|t] dodr < —I—oo} .
1 -7

Ademas se prueba que E[|f’|'] es una solucién de cierta ecuacién integral.
Resolviendo esta ecuacién (o estimando su solucién) podemos encontrar (o es-

timar) B(t).

El teorema principal de Beliaev y Smirnov que desarrollaremos en este traba-
jo de tesis es que para cada t € R se puede construir un copo de nieve conforme
aleatorio con bloque de construccién ¢ € X’ de las funciones univalentes de A
en C, normalizadas por las condiciones ¢(o0) = 0o y ¢/ (c0) € (0, 400), ademés
podemos escoger ¢ suave en la frontera de A, encontrar £ > 2 un nimero en-
tero tal que [((t) esta arbitrariamente cerca del espectro universal de medias
integrales B(t). Formalmente

Teorema Principal 1. Para todo € € (0,40) yt € R existe un bloque de

construccion ¢ € X" N C®(A) y k > 2 un nimero entero que definen un copo
de nieve conforme aleatorio tal que 3(t) > B(t) — e.

Este trabajo de tesis esta organizado en tres capitulos. En el primer capitulo
se estudia con mayor énfasis la dimensién de Hausdorff y sus propiedades, estu-
diada por Felix Hausdorff en 1919. Al final de este capitulo se estudian técnicas
para el célculo de dimensién, como por ejemplo el Principio de distribucién de
masa y la dimensiéon puntual de una medida.

En el segundo capitulo se estudian las clases de funciones univalentes S y X,
los resultados obtenidos en este capitulo nos ayudardn para estudiar la clase X",
donde se definen los copos de nieve conformes. Al final de este capitulo se enun-
cia la Conjetura de Bieberbach y se prueba que la Conjetura de Milin implica
la Conjetura de Bieberbach.

Al comienzo del tercer capitulo se enuncia la relacién de tipo Legendre que
existe entre el espectro de medias integrales y el espectro dimensional de Haus-
dorff de la medida armoénica. Finalmente se estudian los copos de nieve con-
formes aleatorios y sus propiedades ya enunciadas con anterioridad.

XII



Capitulo 1:

DIMENSIONES

En este capitulo queremos extender la nocién de “dimensién topolégica” ya
conocida en RP. Con el fin de poder diferenciar conjuntos “fractales” que tienen
igual dimensién topoldgica, como por ejemplo los conjuntos de Cantor.

Por lo cual, las propiedades razonables que debe cumplir la nueva dimensién
son

a) Si Fi C F5, entonces dim F; < dim F5.

()

(b) dim{J,, ey Fru = sup, ¢y dim F,.

(c) Si F es un subconjunto numerable, entonces dim F' = 0.
(d) Si F es una g superficie suave de RP, entonces dim F' = q.

En este capitulo estudiaremos dos nuevas dimensiones. Primero la dimension
de caja que es una de las dimensiones mas usadas, debido a su facil cédlculo
matematico y estimacién empirica. Sin embargo como mostraremos en la secciéon
2.2 esta dimension no cumple todas las propiedades enunciadas anteriormente.

Luego estudiaremos la dimension de Hausdorff, estudiada por Felix Haus-
dorff en 1919, basada sobre la construccién de Carathéodory en 1914. La dimen-
sion de Hausdorff es la més antigua y probablemente la méas importante porque
es mateméaticamente conveniente, porque esta construida sobre medidas, las
s-medidas de Hausdorff, que son relativamente faciles de manipular. Cabe senalar
que la dimensién de Hausdorff satisface todas las propiedades enunciadas anteri-
ormente. Finalmente mostraremos algunas técnicas para el calculo de dimension
y calcularemos la dimensién de Hausdorff del conjunto de Cantor tercio.

1.1. Preliminares.

Empezaremos este capitulo recordando algunos conceptos que usaremos mas
tarde.



CAPITULO 1. DIMENSIONES

Sistema de numeros reales extendidos R

Definicién 1.1.1. El sistema de ntimeros reales extendidos, que denotaremos
por R, consiste de los nimeros reales, denotado por R, y dos simbolos —oo y +00
que no pertenecen a R.

Nosotros preservaremos el orden de R y definiremos para cualquier x € R
—00 < x < +00.

Observacion 1. En este sentido es claro que +00 es una cota superior de cualquier
subconjunto en el sistema de nimeros reales extendidos y por lo tanto cualquier
subconjunto no vacio en el sistema de niimeros reales extendidos tiene una menor
cota superior (supremo).

El sistema de ntmeros reales extendidos no forma un campo, pero son ha-
bituales las siguientes convenciones:

(i) Siz € R entonces
z+ (+o00) =400, z+(—00)=-00, — =—=0.
(+00) 4 (+00) = 400, (—00) 4 (—00) = —o0.
(ii) Siz € (0,+00) entonces x - (+00) = +00, - (—00) = —00.
(+00) - (£00) = F00.
(iii) Siz € (—o0,0) entonces x - (+00) = —o0, - (—00) = +00.
(—00) - (F00) = Foo.

Observemos que no esta definido (4-00)+(—00) pero convendremos 0-(+o00) = 0.
Ademés denotaremos por R, := (0, +00) U {+o0} y Ei := [0, +00) U {+00}.

El espacio euclidiano RP

Definicion 1.1.2. Sea p un nidmero entero estrictamente positivo. Denotaremos
por RP al conjunto de todas las p-uplas

I:(xlaan"')x;D>
donde x1,2,...,x, son nimeros reales.
Sea © = (z1,%2,...,%p) e ¥y = (Y1,Y2,---,Yp) € R? y a € R, denotaremos

por z+y = (z14+Y1, T2+Y2, ..., Tp+Yp) € RPy a-z = (ax1, axs, ..., azy) € RP.

P
También definiremos el producto interior, para x,y € RP por -y = > &y, y

i=1
1/2
2

s_
I

la norma de = € RP por ||z| = (x - 33)1/2 — (

2



1.1. PRELIMINARES.

Dado F subconjunto de RP, llamaremos didmetro de F al numero

diam F := sup ||z —y| y diremos que F es un subconjunto acotado de R?
z,yeF
si diam F' < +4o00. Dado E otro subconjuntos de RP, llamaremos al nimero

dist(E,F):= inf |z —y| la distancia entre E y F.
zeE;yeF

Lema 1.1.3. La funcidn (x,y) — |z —y|, es una métrica en RP. Ademds

(RP, |||I) es un espacio métrico completo.

Dado zp € RP y r € (0,+00), denotaremos por B(zg,r) al conjunto
{z € RP : ||z — x| < r}, y serallamado bola abierta de centro xo y radio r. Tam-
bién denotaremos por B(zo,r) al conjunto {z € R? : ||z — z¢|| < r}, y sera lla-
mado bola cerrada de centro xzy y radio r. Luego la familia
B={B(z,r):xz € RP,r € (0,+00)} define una topologia en RP.

Funciones y limites

Dados X, Y conjuntos cualesquiera. Una funcidn o transformacion f de X
a Y, lo que denotaremos por f: X — Y, es una regla o férmula que le asigna a
cada punto de z en X un tnico punto f(z) de Y. Si F' es un subconjunto de X,
denotaremos por f(F') al conjunto imagen de F por la funcién f, definido por
{f(x) €Y :x € F}, y si E es un subconjunto de Y, denotaremos por f~1(E)
al conjunto imagen inversa de E, definido por {x € X : f(z) € E}.

Sean X e Y subconjuntos de RP y R? respectivamente, sea f : X — Y yseaa
un punto de X. Diremos que f(x) tiene limite y (o tiende a yo) cuando x tiende
a xo, si dado € € (0,+00) existe § = d(e) € (0,+0o0) tal que para todo x € X
con 0 < ||z — x| < § se tiene ||f(z) — yol|| < €. Lo anterior lo denotaremos por
ll'm0 f(z) = yo. En particular si f : (a,b) — R denotaremos por ll'm+ f(x)=yo

r—x "E_M'EO
si dado € € (0,+00) existe § = d(e) € (0,+00) tal que para todo z € X con
0<x—uxo < se tiene |f(x) — yo| < e.

Definicién 1.1.4. Sea f: (a,b) — R (o R). Definiremos,

lim f(z):=f sup f(z)= lim sup  f(x).
T—TQ 6>0 0<|z—20|<§ §—0+ 0<|z—x0|<d

lim f(xg) :=su inf z) = lim inf ).
1_>_10f( 0) 5>IO)O<‘I7I0|<6f( ) 6—>O+O<\zfzo|<6f( )

Los cuales llamaremos limite superior de f y limite inferior de f respectivamente

lim f(z):=if sup f(z)= lim sup  f(x).
z—xd ( ) >0 0<p—z0<6 ( ) =0T o< |z—z0|<6 ( )

lim f(xg) :=su inf z) = lim inf x).
_+f( 0) §>1(:))0<|m7m0\<5f( ) §—0t 0<|m7mo|<5f( )

Cl)‘?il)o

Los cuales llamaremos limite superior de f por la derecha y limite inferior de
f por la derecha respectivamente.



CAPITULO 1. DIMENSIONES

1.2. Dimension de caja

Sea p un numero entero estrictamente positivo y F un subconjunto acotado
de RP. Dado ¢ € (0, +00) denotaremos por Ng(F') el menor niimero de conjuntos
de didmetro menor o igual que ¢ necesarios para cubrir F'. Entonces definiremos
la dimension inferior de caja y la dimension superior de caja, respectivamente

log Ns(F)

dimg F'= lim
0 5o+ —logd

S — log Ns(F
Ty F — T 28 olE)
s—ot  —logd
Observemos que dimp F' < dimpF.
Ademas si ambos limites son iguales definiremos,

Definicién 1.2.1 (Dimensién de cajas). Sea F' un subconjunto acotado de RP
tal que dimgF' = dimpgF'. Entonces el nimero dimgpF = dimpF' sera denotado
por dimp F' y sera llamado la dimensién de caja de F.

Dado 6 € (0, +00), llamaremos §-cubo a un subconjunto de RP, de la forma
P
H [mid, (my + 1)9), donde my, € Z para k € {1,...,p}.
k=1

Lema 1.2.2 (Definicién equivalente para la dimensién de caja). Sean § € (0, 4+00)
y F' un subconjunto acotado de RP. Las definiciones de dimensién inferior y di-
mensién superior de caja son equivalentes si reemplazamos Ns(F') por cualquiera
de los niumeros siguientes:

(i) El menor nimero de conjuntos de didmetro menor o igual que & necesarios
para cubrir F';

(i) El menor nimero de cubos de lado § necesarios para cubrir F;
(i11) El nimero de d-cubos que intersectan F';

(iv) El menor nimero de bolas cerradas (abiertas) de radio § necesarias para
cubrir F';

(v) El mayor nimero de bolas cerradas (abiertas) de radio § con centros en
F disjuntas dos a dos.

Demostracion. Dado § € (0, +00), denotemos por N(§2) (F) el menor nimero
de cubos de lado § necesarios para cubrir F; N, §3)(F ) el nimero de J-cubos

que intersectan a F; N(§4) (F) (respectivamente N(§4)(F)) el menor nimero de
bolas cerradas (respectivamente abiertas) de radio § necesarias para cubrir F' y

N, §5)(F ) (respectivamente N (§5) (F)) el mayor numero de bolas cerradas (respec-
tivamente abiertas) de radio 0 con centros en F' disjuntas dos a dos.

4



1.2. DIMENSION DE CAJA

Claramente N(§4)(F) < N( )( F)y N§5)(F) < ]\~]§5) (F). Como todo d-cubo es un
cubo de lado ¢, también tenemos N(§2) (F) < N§3)(F). Como cada bola cerrada

de radio § puede ser cubierta por 37 §-cubos, tenemos Nég)( F) <3 N(4)( F).
Demostraremos

N (F) < Ny (F); (1.1a)
N§ (F) < N (F); (1.1b)
NP (F) < Ny (F), (1.1c)

Esto claramente implica el lema.
Demostracién de (1.1a). Sea 6 € (O, \/pfl) y C una coleccién de cubos de

lado § que cubren F. Como todo cubo de lado § es un conjunto de didmetro
/P9, luego la coleccién C esta formada de conjuntos de didmetro menor o igual

a /pd que cubre F. Luego N 55(F) < N(2)( F).

O
Demostracion de (1.1b). Sea § € (0,3) y B una coleccién de bolas cerradas
de radio § con centros en F disjuntas dos a dos de cardinalidad maxima. Si
x € F, entonces existe B, € B tal que dist(z, B;) < §. Luego la bola abierta
B!, concéntrica con B, y de radio 36 cumple z € B.,. Por lo tanto la coleccién
B' = {B!},cr de bolas abiertas concéntricas con las bolas de B de radio 36
cubren F'. Luego Nég)( )< N(5)( F).

O
Demostracion de (1.1c). Sea U una coleccién de conjuntos de didmetro menor
o igual que § que cubren F. Sea B una colecciéon de bolas abiertas de radio
con centros en F' disjuntas dos a dos. Sea x € F' el centro de algina B € By sea
U € U que contiene a z. Luego B contiene a U, mas preciso como la coleccion
B es disjunta dos a dos, B solo contiene a U. Luego, #B < #U y por lo tanto

como las colecciones U y B son arbitrarias se concluye N§5) (F)< Ns(F). 1

Dado § € (0,+00) definiremos la §-vecindad de F, la cual denotaremos Fj,
como

Fs:={z € R": [z —y| <6 para algtn y € F}.

Proposicion 1.2.3. Si F' es un subconjunto acotado de R, entonces

: log LP(Fy)
dimp P =p = I, g5
log LP(F5)

dimp F =p— lim ;
s—o+ logd

donde LP es la medida de Lebesgue sobre RP.

Demostracion. Dado ¢ € (0, 1), consideremos la coleccién B de bolas abiertas
de radio § que cubren F de cardinalidad minima. Notemos que si B’ es la bola

5



CAPITULO 1. DIMENSIONES

abierta concéntrica con B de radio 24, entonces la coleccién B’ = {B’ : B € B}
cubre Fj. Luego

LP(F5) < Y LP(B') < #B(20)PLP(B(0,1)) < (46)P#B;

B'eB’

log LP(F5) _ log#B log 4
< —pTPp )
—logd —logd —logd

Por el Lema 1.2.2, tenemos

log £P(F5) _ ~—

<dimp F —p. (1.2)

— log LP(F,
fm 982" i Fopy — lim

5ot logd soor logd
Por otro lado, sea C una coleccién de bolas abiertas de radio § con centros en F'

disjuntas dos a dos de cardinalidad méaxima. Luego |J B C Fj, y por lo tanto
BeC

#COPLP(B(0,1)) = LP ( U B) < LP(Fy).

BecC

Por el Lema 1.2.2, tenemos

La proposicién se deduce de (1.2) y (1.3). [
Corolario 1.2.4. Sea x € R? y r € (0,+00). Entonces dimg B(z,r) = p.
Demostracion. De la Proposicién 1.2.3, se tiene
dim , B(z,r) = p - 6§+ logﬁp(igcér +9))
_p i el 5@(3(0, D))
=p.
El mismo argumento es valido si reemplazamos dimp por dimp. |

1.2.1. Propiedades de la dimension de caja

Sean p, ¢ nameros enteros estrictamente positivos. En esta subseccion estu-
diaremos algunas propiedades de la dimensién de caja, como por ejemplo su
invariancia por funciones bi-Lipchitz.

Definicién 1.2.5 (Funcién a-Hélder). Sea F' un subconjunto de R? y a € (0, 1].

6



1.2. DIMENSION DE CAJA

(a) Diremos que f : F — R? es una funcion o-Holder con constante
C € (0,+00), si para todo x,y € F se cumple

1f(x) = f)ll < Clle—y]™.

Ademds diremos que f es una funcion a-Hélder si es a-Hélder para alguna
constante C.

(b) Diremos que f : F — R? es una funcidon Lipschitz con constante
C € (0,400), si es una funcion 1-Hélder con constante C. Adémas di-
remos que f es una funcion Lipschitz si es una funcion 1-Holder.

(¢) Diremos que f : F — RY es una funcion bi-Lipschitz, si existe f=1 (la
funcion inversa de f) y f, f~! son funciones Lipschitz. De forma equiva-
lente diremos que f : FF — R? es una funcion bi-Lipschitz con constante
C € (0,+00), si para todo x,y € F, se cumple

CHlz =yl < If (@) = FWI < Clla =yl

Proposicién 1.2.6. Sea F un subconjunto acotado de R y o € (0,1]. Si
f: F — RY? es una funcion a-Hélder entonces

1 _ 1
di_me(F)Sa&_mBF Y dime(F)SadimBF-

Demostraciéon. Supongamos que f es una funcién a-Holder con constante
C € (0,+00). Dado § € (0, VC—1) y {Ui}f-vz“l(F) un cubrimiento de F por con-
juntos de didmetro menor o igual a . Notemos que para cadai € {1,..., Ns(F)}
tenemos,

diam f(FNU;) = sup || f(z) — f(v)l|
z,yc FNU;

< sup Clz—y|"

z,ye FNU; (1'4)
< sup Cllz—yl*

z,yeU;
= C (diam U;)”* .

Por lo anterior {f(F N Ui)}fffF) es un cubrimiento de f(F) por conjuntos de

didmetro menor o igual a C'é“. Luego,
Nese (f(F)) < Ns(F);

log Noge (f(F)) 1 logNs(F)
—logCé>  ~ a—log ¥/C —logé’

1 S 1—
dimg f(F) < —dimgF y dimpgf(F) < —dimpF.
« o



CAPITULO 1. DIMENSIONES

Corolario 1.2.7. Sea F subconjunto acotado de RP.
(a) Si f: F — R? es una funcion Lipschitz entonces

dl_me(F) <dimgpF vy me(F) SEBF-

(b) Si f: F — R? es una funcion bi-Lipschitz entonces

dimp f(F) =dimgF y dimpf(F) = dimpF.

Demostracion. Para la parte (a) basta considerar o = 1 en la Proposicién
1.2.6. Para la parte (b) consideremos la parte (a) para fy f~1: f(F) — F. N

Corolario 1.2.8. Sea F' subconjunto acotado de RP. Dado q < p seaIl : F — R?
la funcidn proyeccion, definida como II((z1,...,2p)) = (21,...,24). Entonces

dimp f(F) < dimgF y dimpf(F) < dimpF.

Demostraciéon. Notemos que por el Corolario 1.2.7 solo nos basta probar que
IT es una funcién Lipschitz. En efecto, sean = = (21,...,%q,...,2p),

y:(yla---ayq,---,yp)GF. Luego,

[T(z) — T(y)[| = (Z |z —yk|> < <lek —yk|> = [l =yl
k=1 k=1

Lema 1.2.9 (Propiedades de la dimensién de caja). Sea m > 2 un ndmero
entero y F, Fy, ..., Fy,, subconjuntos acotados de RP.

(a) Si Fy C Fy, entonces dimg F) < dimg Fy y dimp F} < dimp F.

k=1 m

ke{l,..,
(c) Supongamos que para todo k € {1,...,m} tenemos dimg Fy, = dimp Fj.
Entonces
dim Fi, | = dim Fi, | = méix {dimp Fj}.
o (Ur) -ame (U ) s, famei

(d) Si F es un subconjunto finito, entonces dimp F' = dimp F' = 0.
(e) Si F' es un subconjunto abierto y acotado de RP, entonces dimp F = p.

(f) Si F es una q-superficie suave y compacta de RP, entonces dimp F = q.



1.2. DIMENSION DE CAJA

Demostracion de (a). Dado § € (0,+00). Como Fj es subconjunto de Fj
tenemos Ns(Fy) < Ns(Fy). Luego,

dimp Fy <dimg F, y dimpFy <dimp F.

O

Demostracién de (b). Demostraremos la igualdad en el caso m = 2. El caso
general se obtiene de este caso particular por induccién. Dado § € (0, 4+00), si
C1 y C3 son cubrimientos por conjuntos de didmetro menor o igual que § de Fy
y F5 respectivamente, entonces la coleccién C = {C1,C2} es un cubrimiento por
conjuntos de didmetro menor o igual que § de Fy U F,. Por lo tanto,

N(;(Fl U FQ) S N(;(Fl) =+ N(;(FQ) S 2H1éX{N5(F1),N§(F2)}
Luego,

— — log Ns(F, U F:
dimp (Fy U F») = lim o8 Vol Y 12) s(F1 U 2)'

6—0+ —logd ’
SméX m logzN(;(Fl), E 10g2N5(F2) :
s—0+t —logd ‘s—ot —logé
= T 2982 ] o 8 NelR) g log Na(Fa)
s—0+ —logd 50+ —logd s—ot —logd

= méX{ﬁB Fl,ﬁB FQ}

La desigualdad opuesta esta dada por (a).

Demostracion de (c). Notemos que por (b) tenemos,

dimp (H Fk) < dimp (kL—Jl Fk) = kegléxm}{dimfz Fp} = kegéf’fm}{(ﬁ_ﬁlB Fy}.

La desigualdad opuesta esta dada por (a).

Demostracion de (d). Sea © € F, como para todo § € (0,+00) se tiene
Ns ({z}) = 1, concluimos que dimp{z} = 0. El resultado sigue de (c).
O

Demostracion de (e). Como F es abierto y acotado, para x € F, existen
r1,72 € (0,+00) tal que B(z,71) C F C B(z,r2). El resultado sigue del Coro-
lario 1.24 y (a).

O
Demostracion de (f). Para ¢ € F, existe U abierto de F con U C F y
una funcién bi-Lipchitz f : U — f(U) con f(U) abierto en RY. Luego, por el
Corolario 1.2.7, la parte (a) y (e), tenemos

qg=dimpg f(U) =dimp U < dimgF.

9



CAPITULO 1. DIMENSIONES

m
Como F' es compacto, existen abiertos Us,...,U,, de RP tal que F' C |J Uk.

k=1
Luego por (a), (¢) y (e) tenemos

dimpF' < dimg U Up = i {Inéx }dimBUk =q.
e{l,....m
k=1

El mismo argumento es valido si reemplazamos dimp por dimpg.

1.2.2. Problemas de la dimensién de caja

Sea p un numero estrictamente positivo. El siguiente lema demuestra que en
general para m > 2 un nimero entero y Fi, ..., F;,, subconjuntos acotados de
RP no es cierto que

m
Lema 1.2.10. Ezisten Fy, Fo subconjuntos numerables y acotados de R tal que
dimp (Fy U Fy) > max{dimg Fy,dimp F5}.

Para la demostracion necesitaremos los siguientes lemas:

Lema 1.2.11. Dados 0 < o < 3 < 1. Euxisten sucesiones de numeros reales
positivos {an tnen Y {bn}nen tales que

1. Para cada n € N, se tiene que a, € (0,1) y b, € N;

2. {an}nen decrece monotonamente a 0 y {b,}nen crece monotonamente

a +00;
3. > apby, < 1;
n=1
4. 88 Sp = > by, entonces
k=1
log Sy, — logS,
o= lim 1989 §— Tim 2985
n—oo — lOgay n—oo — log a,

5. existe C € (0,400) tal que para todo n € N, se cumple

1 < akbk> S C.
QnSn =

Demostracion. [Pes97, Lema, pigina 38]. |

10



1.2. DIMENSION DE CAJA

Lema 1.2.12. Dados 0 < a < B < 1. Existe F subconjunto numerable y cerrado
de [0,1] tal que
a=dmpgF y p= dimgp F.

Demostracion. Sean {antnen ¥ {bntnen las sucesiones del lema anterior. Se
hace notar que para todo n € N se tiene a,, = a™ con a € (O, %} Paran € N

sea P, = > apbg (Po =0y P =) akbk) Consideremos Fy = {0} y para
k=1 k=1
n € N conocido F;,_1 definiremos

=P,
—_——~
Fn = n_1U Pn_1+an,...,Pn_1 +bnan
Sea
F=|J F.u{Px}.
neN*
FO:Y{O} a1 2ay v ayby - Py, .-+ Puoa Po 1
~—
=P

Figura: Conjunto F'.

Veamos que F' cumple el lema. En efecto, dado 6 € (0, 1), consideremos n(d) el
menor nimero entero tal que a5y < 6 < aysy—1. Sean By 1= Fj, 51 \{Pyr5)-1}
y Ez := F\ E;. Observemos que para z,y € E; tenemos |z — y| > ay5—1 > 0.
Luego si Ns(E;) es el nimero de d-cubos que intersectan al conjunto E; para
1 =1,2 se tiene

N(;(El) = Sn(zi) < N(;(F)

Por otro lado,

Y. arb
Py — Pr5)—1 k=505
Ns(Ey) = — +1< o) +1<C8Sy5)+1< (1+C)Sy ),

donde [z], denota la parte entera de x. De donde,

Ns(F') < Ns(E1) + Ns(E2) < (24 C)Sys)-

Asi,
log Sy (5)-1 < log Ns(F') - log((C + 2)Sn(s))
—log(aans)—1) =~ —logd — —log (“n{ia))
Luego el resultado del lema sigue de 3. del lema anterior. ]

11



CAPITULO 1. DIMENSIONES

Demostracion del Lema 1.2.10. Sean 0 < a < 3 < ' < 1. Considerando
una construccién analoga a la del lema anterior, existen Fy C [0,1] y F» C [2, 3]
que satisfacen lo siguiente:

(a) dimg Fy =dimg F» = ; dimp Fy = By dimg F» = §;

(b) Consideremos {6, }nen una sucesién que tiende a 0 cuando n — +oo tal
que
log N, (F log N, (F:
tin 108 N5, (F1) v o< lim 8 5 (F2)
n—oo — log 571 n— 00 - 10g 671

Luego los conjunto F; y Fy satisfacen la propiedad deseada.

Proposicién 1.2.13. Sea F un subconjunto acotado de RP. Si F denota la
clausura de F', es decir, el menor subconjunto cerrado que contiene a F', entonces

di_mBF:di_mBF Y dimp F = dimp F.

Demostracién. Dado ¢ € (0,1), si B es una coleccion finita de bolas cerradas

de radio § que cubren F, entonces F C |J B (pues F es el menor subconjun-
BeB

to cerrado que contiene a F'). Luego, si N§(F) (respectivamente Nj(F)) es el
menor nimero de bolas cerradas de radio ¢ necesarias para cubrir F' (respecti-
vamente F'), entonces N§(F') < Nj(F'). Luego por el Lema 1.2.2, se tiene

dimy F<dimy, F y dimpF < dimp F.
Como F C F la desigualdad opuesta esta dada por el Lema 1.2.9 (a). |

Corolario 1.2.14. FEzxiste un subconjunto numerable y acotado F de R? que
satisface dimp F = p.

Demostracion. Sea x € R? y r € (0,400). Por el Corolario 1.2.4 y la Proposi-
cién 1.2.13, el subconjunto F' = B(z,r) N QP de R? satisface dimp F =p. N

1.2.3. Dimension de caja modificada

Sea p un numero entero estrictamente positivo y F' subconjunto de RP.
Definiremos la dimension inferior de caja modificada y la dimension superior
de caja modificada respectivamente,

dim,, 5 F = inf{supdi_mB F,:Fc |/ Fn}
neN

n=1

dimpp F = fnf{supﬁB F,:Fc |/ Fn}
neN ne—1

Observemos que en general dim,,p F' < dimg F' y dimy/;p F' < dimp F. En la
Proposiciéon 1.2.18 veremos un caso en el cual se cumple la igualdad.

12
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Observacion 2. En las definiciones anteriores de dimension superior (respecti-
vamente inferior) de caja modificada,

1. es suficiente por la Proposicién 1.2.13 considerar solo cubrimientos por
subconjuntos cerrados de F'.

2. como por el Lema 1.2.9 (a) se tiene
dimp FNF, <dimp F,, y dimgFNF, <dimgkF,,
es suficiente considerar cubrimientos de F' por subconjunto de F'.

Proposicion 1.2.15. Si F' es un subconjunto numerable de RP entonces,
Demostracion. Sea F = {x,},en. Basta tomar F,, = x,, en la definicién. W

Definicién 1.2.16 (Espacio de Baire). Diremos que un espacio métrico X es un
espacio de Baire: Si dada cualquier coleccion numerable { X, }nen de subconjun-

tos cerrados con interior vacio en X, entonces |J X, también tiene interior
neN
vacio.

Teorema 1.2.17 (Teorema de Categoria de Baire). Si X es un espacio métrico
completo, entonces X es un Espacio de Baire.

Demostracion. [Roy63, Corolario 16, pagina 139]. [ |

Observacion 3. El Teorema de Categoria de Baire suele ser utilizado de la
siguiente manera: Sea X un espacio métrico completo no vacfo. Sea { X, }nen

una sucesién de subconjuntos cerrados de X tal que X = |J X,, entonces
neN
existe ng € N tal que X, tiene interior no vacio.

Proposicion 1.2.18. Sea F' un subconjunto compacto de RP. Supongamos que
para todo V' subconjunto abierto de RP que intersecta a F', tenemos

dimp (FNV)=dimp F. (respectivamente dimy (FNV) = dimp F.)
Entonces dimpg F = dimy;5 F. (respectivamente dimg F = dim,, 5 F.)

Demostracion. Sea {F,},en una sucesién de subconjuntos cerrados de RP

o0

tal que FF C |J F, y para cada n € N se cumple F,, C F. Luego por la
n=1

observacién anterior existe ng € N tal que F,,, tiene interior no vacio. Luego

existe V subconjunto abierto de R? que intersecta a F, tal que FNV C F,,.
Por hipétesis para ng € N tenemos

EBFZEB(VQF) SEBFno < supﬁBFn.
neN

13



CAPITULO 1. DIMENSIONES

Como la sucesion {F, }nen es arbitraria, tenemos

ﬁMBF::inf{supﬁBFn:FC U F,, y para todon € N el

neN n—1

subconjunto F), es cerrado en R” y cumple F,, C F'}

Z dimB F.

1.3. Dimension de Hausdorff

En esta seccion estudiaremos la dimensién de Hausdorff, que esta construida
sobre las s-medidas de Hausdorff, que son medidas borelianas invariantes por
translaciones, Teorema 1.3.3.

1.3.1. Las s-Medidas de Hausdorff

Sean p, g nimeros enteros estrictamente positivos.

Definicién 1.3.1 (d-cubrimiento). Sea & € (0,400) y {Un}nen una colec-
cion numerable de subconjuntos de RP. Diremos que la coleccion {Uy,}nen €s

o0
un d-cubrimiento de F subconjunto de RP, si F C |J U, y para todo n € N se
1
tiene diam U,, < 6.

n=

Sea F' subconjunto de RP. Dados s € [0,+c0) y ¢ € (0, +00), definiremos

H3(F) := inf {Z (diam Uy,,)® : {Up}nen es un d-cubrimiento de F} .

n=1
Observacion 4. Sea ¢ € (0,+00) y F subconjunto de R?. Sea Cs(F) la familia
de los d-cubrimientos de F'.

Si § < ¢ entonces Cs(F) C Cs: (F).

Luego para s € [0, +00),
Hs (F) < Hi(F).
Asi existe lim Hj (F) (z sup H; (F)) en R,.
6—0* 6>0
Definicién 1.3.2 (La s-medida de Hausdorff). Sea s € [0,4+00) y F un subcon-

junto de RP. FEl limite anterior lo denotaremos por H*(F), es decir,
H(F) = 5h’m+ H3(F), y lo llamaremos la s-medida de Hausdorff de F'.
—0

Teorema 1.3.3. Si s € [0,4+00) entonces la funcion, H*(-) : P(RP) — Ei

induce una medida boreliana invariante por traslaciones.
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Demostracion. Dividiremos la demostracién en 3 pasos:

=0
Paso (1). Demostraremos que la funcién H*(-) : P(R?) — R, es una medida
exterior métrica, para ello verificaremos las condiciones de la Definicién A.0.5.

(1) H*(0) = 0 de la definicién.

(2) Dado 6 € (0,400) y {Un}tnen un d-cubrimiento de F;. Como

Fi ¢ F» € | Uy, la coleccién {U, }nen también es un §-cubrimiento
n=1

de Fy. Luego Hj(F1) < Hj(F2) y como ¢ € (0,400) es arbitrario con-

cluimos que H*(F1) < H*(F3).

(3) Dado n € Ny d,e € (0,+00) escojamos {Uy m tmen un d-cubrimiento
de F,, tal que

oo
Z diam U, m)° < H3(F,) + 2—n
m=1
oo
Notemos que {Up,m }n,men €s un d-cubrimiento de |J F),. Luego sumando
=1
sobre n, tenemos

HE(GF,)Sii diam Uy, )° Si +6<ZHS

Como 6 € (0, +00) es arbitrario tenemos

H(G Fn> gi% (Fu)+e¢

y como € € (0,400) es arbitrario concluimos
He <U Fn> <> MR
n=1 n=1

(4) Sean Fy y F; subconjuntos de R? tales que dist(Fy, Fz) > 0. Consideremos
o€ (0, W) ¥ {Un }nen un é-cubrimiento de F; UF5. Luego como para

cadan € N se tiene, U,NFy = 0 6 U,NF = ( y diam (U,, N F}) < diam U,
y diam (U, N F») < diam U,,, concluimos que

H3(F) + Hi(F2) SZ diam (U, N FY)) Z diam (U,, N F»))*;

i diam U,,)
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Como {Up, }nen es un d-cubrimiento arbitrario de F} U Fy, tenemos
Hy(Fy) + Hy(F2) < H3 (B U By);

y si d tiende a 0, entonces H*(Fy U Fy) > H*(Fy) + H? (F).
La desigualdad inversa sigue de la condicién (3).

O

Paso (2). Veamos que los conjuntos borelianos son H*-medibles y ademds si
{Fy}nen es una sucesién disjunta de borelianos entonces

() - Soct

Por el paso (1) H® es una medida exterior métrica, por el Corolario A.0.9 los

subconjuntos borelianos son H®-medibles .
O

Paso (3). Probaremos que la medida H?® es invariante por traslaciones. Esto es,
para todo x € RP y todo F' subconjunto de RP, se cumple

H(x+ F)=H*(F), dondex+ F:={x+y:yecF}.
En efecto, dado § € (0,400) y {U,}nen un d-cubrimiento de F', notemos que
{z + U, }nen es un d-cubrimiento de x + F. Luego,

Hs(F + x) i diam (z + U,,) i diamU,,)

Como {Up }nen es un d-cubrimiento arbitrario de F', tenemos
Hi(z+ F) < H3(F).

Como 6 € (0,400) es arbitrario concluimos que H*(z + F) < H*(F). Para
obtener la desigualdad opuesta, basta reemplazar F' 4+ x por F'y —x por x, en
la desigualdad anterior.

En lo que sigue probaremos algunas propiedades de las s-medidas de Haus-
dorff.

Lema 1.3.4. Sea o € (0,1] y F subconjunto de RP. Si f : F — R? es una
funcion a-Holder con constante C' € (0,+00), Definicidn 1.2.5, entonces para
s €[0,400)

HE(f(F)) < OF HY(F).
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1.3. DIMENSION DE HAUSDORFF

Demostracion. Dado d € (0,400) y {Uy }nen un d-cubrimiento de F'. Notemos
que por (1.4) la coleccién { f (FNUy,) }nen es un Cd*-cubrimiento de f(F'). Luego,

i diam (f(F NU,) 5 Ca i diam U,,)
n=1 n=1

tomando infimo . )
Héso (f(F)) < C HE(F).
Como § € (0, +00) es arbitrario concluimos, H= (f(F)) < O« H*(F). |

Corolario 1.3.5. Sea F' subconjunto de RP y s € [0,400).

(a) Si f : F — RY es una funcion Lipschitz con constante C € (0,400),
entonces

H(f(F)) < C°H(F).
(b) Si f: F — R es una funcidn bi-Lipschitz con constante C, entonces

C¥H*(F) < H*(f(F)) < C° H*(F).

Demostracion. Para la parte (a) basta considerar o = 1 en el lema anterior.
Aplicando la parte (a) a fy f~1: f(F) — F obtenemos la parte (b). |

1.3.2. Dimensién de Hausdorff

Sea p un nimero entero estrictamente positivo. El lema siguiente prueba
que existe un valor critico s. tal que la grafica de la funcién s — H*(F') da un
“salto” de +o0 a 0. A este valor critico lo llamaremos la dimensidon de Hausdorff
del conjunto F.

Lema 1.3.6. Sea s € [0,4+00) y F un subconjunto de R? tal que H*(F) < +o0.
Entonces para t € (s,+00) se tiene H'(F) = 0.

Demostracion. Seat € (s,+00) ¥y {Up}nen un d-cubrimiento de F. Notemos
que,

Z (diam U,,) Z diam U,,)"* (diam U,,)* < §*~* Z (diam U,,)".

n=1

Como {Uy, }nen es un d-cubrimiento arbitrario de F', tenemos H%(F) < 6'SH(F).
Si hacemos tender ¢ a 0 (como H*(F) < +o0), concluimos que HY(F) =0. W

Definicién 1.3.7 (Dimensién de Hausdorff). Sea F un subconjunto de RP.
Llamaremos dimensién de Hausdorff del conjunto F, la cual denotaremos por
dimyg F, al numero

dimg F :=inf{s € [0,+00) : H*(F) = 0} = sup{s € [0, +0) : H*(F) = +o0}.
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CAPITULO 1. DIMENSIONES

—+00

H*(F)

0 dimy F D

Figura: Grdfica de la funcion s — H*(F).

Observemos que si s = dimy F entonces H*(F') puede ser igual a 0 ¢ infinito,
6 puede satisfacer 0 < H*(F) < +o0.

1.3.3. Propiedades de la dimension de Hausdorff

Sean p, ¢ nimeros enteros estrictamente positivos. En esta subseccion estu-
diaremos algunas propiedades de la dimensién de Hausdorff, como por ejemplo
la invariancia por funciones bi-Lipchitz.

Lema 1.3.8. Sea a € (0,1] y F subconjunto de RP. Si f : F — R? es una
funcion a-Hélder con constante C € (0,400), Definicion 1.2.5, entonces

1
dimH f(F) S — dimH F.
o

Demostracion. Sea s € [0,4+00) tal que H*(F) = 0. Entonces por el Lema
1.3.4 tenemos que Ha (f(F)) < CoH*(F) = 0. Luego dimy f(F) < £ y como
s € [0,400) es arbitrario tenemos dimp f(F) < Z dimy F. |

Corolario 1.3.9. Sea F' subconjunto de RP.
(a) Si f: F — R? es una funcién Lipschitz, entonces dimpy f(F) < dimpg F.
(b) Sif:F — R esuna funcion bi-Lipschitz, entonces dimy f(F) = dimpy F.

Demostracién. Para la parte (a) basta considerar & = 1 en el Lema 1.3.8.
Para la parte (b) consideremos la parte (a) para fy f~1: f(F) — F. [

Lema 1.3.10 (Propiedades de la dimensién de Hausdorff). Sean F y {Fy}nen
subconjuntos de RP.

(a) Si F1 C Fs, entonces dimy Fy < dimgy F.
(b) dimpyg |J F, =supdimpy F,.
n=1 neN

(c) Si F es un subconjunto numerable, entonces dimgy F = 0.
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1.3. DIMENSION DE HAUSDORFF

(d) Si F es un subconjunto abierto de RP, entonces dimpy F = p.
(e) Si F es una q-superficie suave en RP, entonces dimy F = q.

Demostracion de (a). Sea s € [0,4+00) tal que H*(Fy) = 0. Luego por el
Teorema 1.3.3 (2), se tiene H*(F1) < H*(Fp) = 0. Asi dimyg F} < s y como
s € [0,+00) es arbitrario concluimos que dimyg Fy < dimpy Fb.

O
Demostracion de (b). Sea s > supdimpy F,,, esto es para todo n € N se tiene
neN
H*(F,) = 0. Luego por el Teorema 1.3.3 (3), se tiene
(U <) —o
n=1 n=1
Asidimpy |J F, < sy como s € [0,+00) es arbitrario concluimos que
n=1
dim g U F, <supdimg F,.
n=1 neN
La desigualdad inversa la obtenemos de (a).
O

Demostracion de (c¢). Supongamos que F' = {z,, } nen. Como para cadan € N
se tiene H°({z,,}) = 1, luego dimpy{z,} = 0. El resultado se obtiene de (b).

O

Demostracion de (d). El resultado continua del siguiente lema, notando que
la familia de los cubos diddicos es una base en RP.
Llamaremos un cubo diddico a un subconjunto de R?, de la forma

P
H[mk2_m (mg 4+ 1)27™), donde my, € Z para todo k € {1,...,p} y m € Z.
k=1

Lema 1.3.11. Se cumple 0 < HP([0,1)P) < +o0.

Demostracién Primero probaremos que HP([0,1)P) < +00. Dado k € N con-

.....

H%([O 1)P) < kP <\/g)p =p? < +o0.

Si k — 400 entonces HP([0,1)?) < 4o0.
Por otro lado para probar que 0 < HP([0,1)P), consideremos 6 € (0,+00) y
{Un}nen un d-cubrimiento de [0, 1)?. Para cada n € N sea B,, una bola de radio

diam U,, que contenga a U,,. Luego [0,1)?» C |J Bn ¥

(diam U, )" .

Mg

1=LP(] Z,cp = LP(B(0,1))

n=1
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Como {U,, }nen es un d-cubrimiento arbitrario de [0,1)P tenemos

1

m < Hf;([(), 1)1)).

Como § € (0,+00) es arbitrario, se concluye que 0 < HP([0,1)?). |

O

Demostracion de (e). Para x € F, existe U abierto de F con U C F'y
una funcién bi-Lipchitz f : U — f(U) con f(U) abierto en R?. Luego, por el
Corolario 1.3.9, la parte (a) y (d), tenemos

g =dimy f(U) =dimy U < dimpy F.

Por otro lado existen abiertos {U, }nen de F tal que F C |J U,. Luego por la
n=1

parte (a), (b) y (d), tenemos

dimg F < dimg U dimg U,, = supdimy U, = q.

n—1 neN

|
En lo que sigue probaremos las relaciones entre las distintas dimensiones.

Proposicion 1.3.12. Sea F' subconjunto acotado de RP. Entonces
dimH F S dl_mBF S MBF

Demostracion. Solo probaremos la primera desigualdad, para la segunda de-

sigualdad véase la pagina 4. Podemos suponer que 0 < dimg F'. Sea s € [0, +00)

tal que 1 < H*(F) = sup Hj(F). Luego para 6 € (0,1) tal que 1 < Hi(F) sea
6>0

J\fl(F) un d-cubrimiento de cardinalidad mini-

N;5(F) como en la pagina 4 y {U;};
ma de F. Luego,

Ns(F)
L<H3(F) < Y (diamU;)° < N5(F)5°;

=1

log N5 (F)
—logé

Si 0 tiende a 0 entonces s < dimg F'. Notemos que
dimpy F = sup{s € [0, +00) : H*(F) > 1}.
Como s € [0,4+00) tal que H*(F') > 1 es arbitrario se concluye

dimpyg F < dimgF.

20



1.4. TECNICAS PARA EL CALCULO DE DIMENSION

Corolario 1.3.13. Sea F' subconjunto de RP. Entonces
dimH F S dl_mMBF S ﬁ]uBF.

Demostracion. Solo probaremos la primera desigualdad, para la segunda de-
sigualdad véase la pdgina 12. Dada una sucesién {F, },en de subconjuntos de

RP tal que F' C |J F),. Aplicando para cada n € N la Proposicién 1.3.12 y el
n=1

Lema 1.3.10 (a) y (b), tenemos

dimyg F < dimpg (U Fn> =supdimpy F,, <supdimgF,.

n—1 neN neN

Como la sucesién {F),},ecn es arbitraria, concluimos que dimy F < dim,,gF.

1.4. Técnicas para el calculo de dimensién

Como un primer ejemplo consideraremos el conjunto de Cantor tercio, que
denotaremos por C. Algunas de las propiedades del conjunto de Cantor tercio
son: C es compacto, totalmente disconexo, C' es no numerable y tiene medida
de Lebesgue nula.

CONSTRUCCION DEL CONJUNTO DE CANTOR TERCIO.
Sea Cy = [0, 1] el intervalo unitario cerrado en R. Sea C} el conjunto que obten-
emos dividiendo Cj en 3 partes iguales, “extrayendo” el intervalo abierto central,
es decir, C; = [O, %] U [%, 1]. Para k € N obtenemos C1 dividiendo cada in-
tervalo I(*) de C}, en tres partes iguales (cada uno de longitud 37%), extrayendo
el intervalo abierto central. Entonces el conjunto de Cantor tercio es

C= ﬁ Ci.
k=0

o
©f—
o
ol
v
©oIN
©loo
=

Figura: Conjunto de Cantor tercio.

Ejemplo (Conjunto de Cantor tercio). Sea C el conjunto de Cantor tercio. Si

5= iiﬁg entonces % < H(C) <1y luego dimpy C = s.

Demostracién. Notemos que para k € N el conjunto Cy consiste de 2* inter-
valos, cada uno de longitud 3. Luego si consideramos estos intervalos como
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CAPITULO 1. DIMENSIONES

log 2
log 3

un 3~ *-cubrimiento de C' tenemos, para s =
s (C) < 2F37sk = 1.
Luego si k tiende a 400, tenemos
H(C) < 1. (1.5)

Por otro lado sea {U;}ic; un cubrimiento finito de intervalos cerrados de C.
Para cada ¢ € I sea k el nimero entero positivo tal que

3=+ < diam U; < 37F.

Entonces el conjunto U; puede intersectar a lo méds un intervalo de Cj (pues
la separacién de los intervalos adyacentes de Cj es 37%). Ademds para cada
namero entero j > k el conjunto U; puede intersectar a lo mas

2i=k — 2937k < 2735 (diam U;)*;

intervalos de C;. Escojamos j € N el nlimero entero méas pequeno tal que para
todo i € I se tenga 3~ U+ < diam U;. Como los conjuntos U; intersectan los 27
intervalos de C}, contando intervalos tenemos,

27 <) "273° (diam U;)° .
i€l

Como la coleccién {U; }ier es arbitraria tenemos,
=37° <H(O). (1.6)

1
2
De (1.5) y (1.6) tenemos 3 < H*(C) < 1y por lo tanto dimpy C = s.
|

Sea p un numero entero estrictamente positivo y sea 1 una medida de Borel
sobre RP. El soporte de p, es el menor subconjunto cerrado de RP, que deno-
taremos por Sop(u), tal que p (R? \ Sop(u)) = 0. Diremos que p es una medida
sobre F' si F' contiene al Sop(u).

Definicién 1.4.1 (Distribucién de masa). Diremos que una medida de Borel p
sobre un subconjunto de RP es una distribucién de masa si u(RP) € (0, +00).

Proposicion 1.4.2 (Principio de distribucién de masa). Sea F' un subconjunto de
RP y u wuna distribucion de masa sobre F. Asumamos que existen
s € [0,400), C € (0,40) ye € (0,+00) tal que para todo subconjunto U de
R? con diam U < € se cumple u(U) < C (diamU)®. Entonces

H(F) > @ y luego s < dimpy F.
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Demostracion. Dado § € (0,¢€) y {Uy,}nen un d-cubrimiento de F'. Entonces

w(F) < p (U Un> <> uU,) <C Y (diamUy)°

Como {Up, }nen es un d-cubrimiento arbitrario tenemos @ < H3(F) < H(F).
Como p(F) € (0,+00) concluimos que s < dimg F. |

Lema 1.4.3. Dado s € (0,1), existe F' subconjunto de R tal que dimyg F = s.

Demostracion. La construccion de F' es andloga a la del Conjunto de Cantor
tercio visto con anterioridad.

CONSTRUCCION DEL CONJUNTO F.
Sea Fy = [0, 1] el intervalo unitario cerrado de R. Para k € N* obtenemos Fj1
de la manera siguiente: Sea m > 2 un nimero entero, para cada intervalo I*) de

1(k+1)7 IQ(kJrl), gD

F}., consideremos los m intervalos I de Fj41 contenidos

ey

en 1™ igualmente espaciados, tal que el punto inicial de Il(k+l) coincida con el
punto inicial de I*) y el punto final de I,gf 1 coincida con el punto final de

I®) . Adémas para cada i € {1,...,m} la longitud del intervalo Il-(kH) cumple
la relacién )
(diam]i(kﬂ)) =— (diaml(k)) . (1.7)
m
J(k)
By,
Il(k-i-l) 12(k+1) L(?I:Jrl)
- oo Pl

Figura: Parte de los conjuntos Fy, y Fiy1.
Entonces

F= ﬁ Fy,.
k=0

Probemos que dimy F' = s. Observemos que para k € N* por la relacién (1.7)

se tiene
S

zm: (diamff’””)s - (diaml(k)) . (1.8)

1=
Inductivamente probemos que para todo k € N* se cumple

3 (diaml(k))s —1, (1.9)

I(k)EFk

donde la suma se toma sobre “todos” los intervalos en Fj.
En efecto, esto es claro para k = 0, considerando la relacién (1.8) y sumando
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sobre todos los intervalos I(¥) de Fj,, tenemos

1= Z (diautnl(k))S = Z i (diam]i(kﬂ))s = Z (diam I(kﬂ))s.

I8 e Fy, I8 ey i=1 TO+D R

Dado § € (0, +00) como diam I*) — 0, cuando k — 400, elijamos ko € N tal
que diam I*0) < § para todo intervalo en F}, . Luego considerando los intervalos
Iko) de Fy, como un §-cubrimiento de F, por (1.9) tenemos

Hy(F) < > (diaml(k"))szl;
I(k0) € Fy

luego como § € (0,400) es arbitrario, concluimos que H* (F) < 1.

Por otro lado consideremos la medida p sobre F' definida para cada k € N* y
cada intervalo I®¥) en F}, como M(I(’“)) = (diaml(k))s. Observemos que i es
una distribucién de masa sobre F' y que por (1.9) para todo k € N* se cumple
w(Fy) =1, de donde p(F) = 1. Consideremos un intervalo U con puntos finales
en F y sea k el niimero entero mas pequefio tal que para algin intervalo I)
en Fj, contenga a U y sean Il(kH),IQ(kH) ...,Ir(fﬂ) los m intervalos de Fj1
contenidos en I*), Por la eleccién de k el intervalo U debe intersectar un niimero

)

| €12,...,m} de los intervalos {I; . espaclo entre los /; consecutivos
je{2 de los i los {I*T1)}. El espaci los 15T i
es
iam 7D
diam I*) —m (diam Ii(kﬂ)) <1 - m%)
= diam I®
m—1 m—1 ’
1—m!~—=
= diaml(k)%; por (1.7)
11\ diam I(®)
> (1—2 )T m>2yse(0,1).

Sea Cs =1— 21’%, luego

i1
diamU > 1 — ¢, (diam 1<’€>) > 2LOS (diam 1<’€>) :
m
de donde

. s . 1—s
Ea (diaml(k)) <92°07* <i) (diam U)* .
m m

Por (1.7), tenemos
p(U) < Iy = (diam1§k+1>)s _J (diaml(k))s;
m

1-s
<2°C;*® (i> (diam U)* < 2°C;* (diamU)* .
m

Luego, por el Principio de distribucién de masa, Proposicién 1.4.2, concluimos
que H5(F) > 27°C% y s < dimpy F [
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Lema 1.4.4 (Lema del Cubrimiento de Vitali). Sea C una familia de bolas con-
tenidas en alguna region acotada de RP. Entonces existe una subfamilia disjunta
(a lo sumo numerable) {B;}icr tal que

BeC el

donde para cada © € I la bola B; es concéntrica con B; pero de radio 4 veces el
radio de B;.

Demostracion. [Fal03, Lema 4.8, pdgina 66]. |

Sea p un ndimero entero estrictamente positivo y sea p una distribucién de
masa sobre RP. Dadox € RP y s € [0, +00), denotaremos por D, (s, ) al nimero

_ S B
D,(s,x) := Tlil%l+ 7( if,r))7

y lo llamaremos la s-densidad superior de la medida p.

Proposicion 1.4.5. Sea p una distribucion de masa sobre RP, sea F subcon-
junto boreliano de RP y C € (0,+00) una constante.

(a) Si p-casi todo x € F cumple D,(s,z) < C, entonces H*(F) > ”TF) > 0.

(b) Si todo x € F cumple D, (s,x) > C, entonces H*(F) < w < +o00.

Demostracion de (a). Sea Iy subconjunto de F tal que todo z € Fy cumple
D,(s,z) < C. Para cada ¢ € (0,+00) sea

Fy(9) := {x € Fy : paratodo r € (0,0] y para algin € € (0, +00) se cumple
W(B(z,r)) < (C+)r).
Notemos que Fy(4) crece cuando ¢ decrece a 0 y por hipdtesis Fp =  |J  Fo(9).
Fijemos ¢ € (0,400) y sea {Up }nen un é-cubrimiento de Fy y seafe(O’JrOO)
Is ={neN:U, N Fyd) # 0}.

Para cada n € Is, consideremos una bola B,, con centro en U, N Fy(d) de radio
diam U,, que contenga a U,,. Notemos que por definicién de Fj(d) tenemos

w(Un) < p(Bp) < (C +¢) (diam U,,)* .

Luego,

u(Fo(0)) < Z w(Uy) < (C+e) Z (diamU,,)" < (C' +¢) i diam U,,)

nels nels
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Como {U,, }nen es un J-cubrimiento arbitrario de Fp, tenemos
1(Fo(8)) < (C + e)Hs(Fp).

Tendiendo § a 0 concluimos u(Fy) < (C + €)H*(Fp). Como ¢ € (0,+00) es
arbitrario concluimos que u(Fy) < CH*(Fp), y luego

W(F) = p(Fy) < CH*(Fy) < CHO(F).

Demostracion de (b). Demostraremos el resultado en dos casos

Caso (1). Caso F subconjunto acotado de RP.
Dado ¢ € (0, +00) consideremos la familia de bolas

B(6) :={B(z,r):x € Fy u(B(z,r)) > Cr°}.
Notemos que por hipétesis F € |J B. Aplicando el Lema del Cubrimiento
de Vitali, Lema 1.4.4, a la colecciifllgl(f;S ()5), existe una sucesién disjunta de bolas
{Bn}nen en B(J) tal que |J B C Ej B,, donde para cada n € N la bola B,

BeC n=1
es concéntrica con B, pero de radio 4 veces el radio de B,,. Luego la sucesion

{En}neN es un 80-cubrimiento de F', asi

(diam B,,)*

NE

H3s(F) < i (diam Bn)s <4
n=1

n=1

<8 C! Z w(By) < 8°C~u(RP).
n=1

Como 6 € (0,+00) es arbitrario, tenemos H*(F) < 8C~1u(RP).
Caso (2). Caso F no subconjunto acotado de RP.

Para n € N sea F,, = F N B(0,n), observemos que {F,}nen s una sucesion

creciente de subconjuntos acotados de RP con F = |J F,. Suponiendo que
neN

HE(F) > 85C~1u(RP), luego existe ng € N tal que H*(F,,) > 8C~1u(RP).
Esto tltimo es una contradiccién con el caso (1).

Sea p un ntmero entero estrictamente positivo y sea p una distribuicion de
masa sobre RP. Dado = € RP, definiremos la dimension puntual inferior y la
dimension puntual superior de la medida p, por

log B(x,7)

b

d,(r) = lim

r—0+ 1Og r

du(x) = Tm 28B@)
H r—0t+ logr
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Observemos que generalmente d, (z) < d,(z).
En el caso que d,(z) = d,, (), definimos la dimension puntual de la medida p,
por
log B
dp(z) = lim 2&B@T)
r—0+ 10g’l”

La proposicion siguiente da la conexién entre dimensién puntual de una

medida p y la dimensién de Hausdorff del Sop(u).

Proposicion 1.4.6. Sea p una distribuicion de masa sobre RP, sea F' subcon-
Junto boreliano de RP y d € (0,+00) una constante.

(a) Si p-casi todo x € F cumple d,(z) > d, entonces dimy F > d.
(b) Si todo x € F cumple d,,(z) < d, entonces dimy F < d.
(¢) Sitodo x € F cumple d,,(z) = d, entonces dimpy F = d.

Demostracion de (a). Sea Fy subconjunto de F tal que todo = € Fj cumple

d,(r) > d. Observemos que si x € Fy y € € (0,d], entonces D, (d — ¢, x) = 0.
Luego, por la Proposicién 1.4.5 (a), para C € (0,4+00) tenemos

p(Fo)

Hd*E(F) Z Hd*E(FO) 2 C

Como C € (0, +00) se puede escoger arbitrariamente, tenemos H%~¢(F) = +oo.
Luego por definicién d — e < dimg F' y como € € (0,d] es arbitrario concluimos
que d < dimg F'.

O

Demostracion de (b). Observemos que si € F y € € (0,400), entonces
D,(d + €,x) = +o0o. Luego, por la Proposicién 1.4.5 (b), para C € (0, +00)
tenemos
p(RP)
o

Como C € (0,+00) se puede escoger arbitrariamente, tenemos H+¢(F) = 0.
Luego por definicién dimy F' < d+€y como € € (0, +00) es arbitrario concluimos
que dimyg F' < d.

HdJre(F) < 8°

O
Demostracion de (c). Sigue de (a) y (b).
]

Proposicion 1.4.7. Sea p una distribucion de masa sobre RP, sea F' subcon-
Junto boreliano de R? y d € (0,400) una constante. Si todo © € F cumple
c_l#(x) < d, entonces dimy F' < d.

Demostracion. [Pes97, Teorema 7.2, pagina 42]. |
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Capitulo 2:

FUNCIONES
UNIVALENTES

En este capitulo, estudiaremos las clases S y X' de funciones univalentes y la
subclases X de esta tltima. Mostraremos algunos resultados de la clase S que
son consecuencia directa del Teorema del drea, Teorema 2.2.13, destacando el
Teorema de distorcién de Koebe, Teorema 2.2.18. Finalizaremos este capitulo,
enunciando la Conjetura de Bieberbach formulada en 1916 por Ludwing Bieber-
bach, pero que fue demostrada mucho tiempo después por Louis de Branges en
1985, véase [dB85].

2.1. Preliminares

El campo de los niimeros complejos C

Empezaremos este capitulo recordando algunos conceptos que usaremos mas
tarde.

Definicién 2.1.1. Un ntimero complejo es un par (x,y) de ndmeros reales.

Sean z = (x,y) y w = (u,v) dos nimeros complejos. Definiremos z + w :=
(x+u,y+v)y z-w = (zu—yv, zv+yu), estas definiciones de adicién y multipli-
cacion dotan al conjunto de los niimeros complejos de una estructura de campo,
cuyo elemento neutro aditivo es (0,0) y cuyo elemento neutro multiplicativo es
(1,0). En este capitulo denotaremos por C el campo de los nimeros complejos
y @ al ntimero complejo (0,1). Ademds , para cada = € R identificaremos x
con el nimero complejo (z,0). De esta forma identificamos R con un subcampo
de C. Observemos que i2 = —1 y para z,y € R tenemos z = (z,y) = x + yi
y denotaremos por z al niimero complejo Z = z — yi y sera llamado conjugado
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de z. Para z € C, también denotaremos por |z| al nimero real |z| = (22)'/2 y
sera llamado valor absoluto de z.

Teorema 2.1.2. La funcidn d(z,w) = |z — w| es una métrica en C.

Dado 20 € C y r € (0,400), denotaremos por B(zp,r) al conjunto
{z € C: |z—2)| < r} y sera llamado bola abierta de centro zy y radio .
También denotaremos por B(zp,7) al conjunto {z € C : |z — 29| < r} y sera
llamado bola cerrada de centro zg y radio .

Luego la familia B = {B(z,7) : z € C,r € (0,400)} define una topologia en C.

Sea D un subconjunto de C y 2y un punto limite de D. Sea f : D — C (no
necesariamente definida en zp). Para wy € C, escribiremos ZHHZI f(z) = wo si

—Z20

y solo si para todo € € (0,+00), existe § = d(e) € (0,+00) tal que para todo
z €D con 0 < |z— 2| <& setiene |f(z) —wo| < €. Ademds diremos que f es
continua en D si para todo zg € D se cumple lim f(z) = f(z0).

z—20

Definicién 2.1.3 (Dominio). Diremos que D es un dominio o regién de C,
si D es un subconjunto abierto y conexo de C.

Sea D un dominio de C y zg € D. Diremos que f : D — C es diferenciable
en zp si existe w € C tal que
o FE) = 1)
zZ—20 zZ— 20
En este caso al ndmero complejo w lo denotaremos por f/(2g) y lo llamaremos
la derivada de f en zg. Adémas diremos que f es diferenciable en D si f es
diferenciable en todo punto zp € D. También diremos que f € Cl(D) si f es
diferenciable en D y la funcién z — f’(z) es continua en D.
Recursivamente para & > 2 un ntimero entero se define f¥ = ( f (k’l))/ y
diremos que f € C*(D) si f&=1 e CY(D).
Ahora estamos en condiciones para poder definir la clase de funciones que
son el principal estudio del anélisis complejo.

Definicién 2.1.4 (Funcién holomorfa). Sea D un dominio de C con zy € D
y f: D — C. Diremos que f es holomorfa en zy o analitica en zy si existe
r € (0,+00) tal que f es diferenciable en B(zg,7). Ademds diremos que f es
holomorfa en D o simplemente holomorfa si f es holomorfa en todo punto
z0 € D.

Enunciaremos el siguiente teorema de equivalencias de funciones holomorfas.

Teorema 2.1.5. Sea D un dominio de C y f : D — C. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(i) f es holomorfa en D.

(i1) f tiene desarrollo en serie de potencias en todo z = zg € D.
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Demostracién. [GKRO7, Teorema 5.11, pagina 88|. |

En lo que sigue denotaremos por D := {z € C: |z| < 1}.

Lema 2.1.6 (Lema de Schwarz). Sea f : D — D una funcidn holomorfa en D,
tal que f(0) = 0. Entonces |f'(0)] <1 y para cada z € D se cumple |f(2)| < |z].
Ademdas si |f'(0)] = 1 d para algin zo € D\ {0} se cumple |f(z0)| = |z0| entonces
existe ¢ € C con |c| = 1, tal que para todo z € D se cumple f(z) = cz.

Demostracién. [Con78, Lema 2.1, pdgina 130]. |

2.1.1. Funciones holomorfas de C en C

La esfera de Riemann C

Definicién 2.1.7. Sea co un simbolo que no este contenido en C, denotaremos
por C:= CU {oo} y sera llamada la esfera de Riemann.

Podemos dotar a la esfera de Riemann, también conocida como la compact-
ificacion por un punto de C, con la siguiente topologia:

(1) Todos los conjuntos abiertos de C.

(2) Todos los conjuntos de la forma C\ C, donde C' es un subespacio compacto
de C.
Véase [Mun75, Theorem 29.1, pigina 183].

La proyeccién estereogrdfica es la funcién ¢ : C — $2 C R3 definida como
sigue: Sea N el punto (0,0,1) € S? := {(z1,22,73) € R3 : ||(21,22,23)| = 1},
notemos que podemos identificar C con el plano {(z1,z2,0) € R*} en R?. Usando
esto 1ltimo para un punto z = x; + ixs € C consideremos la recta en R? que
pasa por los puntos (z1,z2,0) y N. Esta recta intersecta en exactamente un
punto ¢(z) # N a la esfera unitaria S?, véase la figura siguiente

Figura: Proyeccion estereogrifica.
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Para encontrar la funcién ¢, notemos que la recta que pasa por (z1,x2,0)
vy Nes{((1—t)x1, (1—t)xa,t) : t € R}. Sitg es el valor tal que la recta intersecta

2
o —1 ,
la esfera unitaria entonces tg = E1 Asi,

|z +1°
(35,752 ) disec
o(z) = |2P4+1 [22+1 7 [2[P+1 ) (2.1)
N =(0,0,1), si z = oo.

Lema 2.1.8. La proyeccion estereogrdfica ¢ es un homeomorfismo entre ¢ yS2.

Demostracion. Esto es claro para z € C. Veamos la continuidad en z = co.
En efecto observemos que para todo t € (0,1) se tiene

1+4¢

w1({@1@2@3)6?:%e(t,n})—{Z%rlzb m}

|
Ahora podemos definir una distancia entre puntos de Cdela siguiente man-

era: Para z,z’ € C, definimos d(z,z) = |¢(z)— ()|, es decir, si
p(2) = (w1,22,73) y p(2') = (21,25, 23) entonces

Az, ) = (o1 = 24)2 + (22 — 2)? + (w3 — )%
usando el hecho que p(z), p(z") € S?, tenemos
d(z,2")? = 2 — 2(x12] + T2y + 232%).
Luego usando la ecuacién (2.1), para z, 2’ € C tenemos
2|z — 2|
O+ 002P +1)

De manera similar, tenemos para z € C

d(z,2') =

2
d(z,00) =
l2|* + 1
Observemos que si z, 2’ ¢ {0,000}, entonces
d(z,2')=d 11 y d(z,2) <2|z—2|
) PR ) = .

Definicién 2.1.9 (Dominio en C). Diremos que D es un dominio de C, si D
es un subconjunto abierto y conexo de C.
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Definicién 2.1.10 (Funciones holomorfas de C en C). Sea D un dominio de C
y sea f : D — C una funcién continua en D y sea ¢ : C\ {0} — C la funcién
definida por

1/1(2)—{5’ sizeC\ {0}

0, STz = Q.

Diremos que f es holomorfa en zo € D si alguna de las cuatro condiciones
siguientes se verifica

(i) z0 # 00; f(20) # o0 y f es holomorfa en z = zy en el sentido usual
(Definicion 2.1.4).

(i) zo # o0; f(z0) = 00 y la funcidn o f es holomorfa en z = zy en el sentido
usual.

(#ii) zo = 00; f(20) # 00 y la funcidn fo1) es holomorfa en z = 0 en el sentido
usual.

(v) zo = 00; f(20) = 00 y la funcidn 1 o f oh es holomorfa en z = 0 en el
sentido usual.

Ademds diremos que f es holomorfa en D si f es holomorfa en todo zy € D.

2.1.2. Espacio de funciones holomorfas

El propésito de esta seccién es introducir una topologia sobre el espacio de
las funciones holomorfas.

El espacio de las funciones continuas C(D,C)
C

Sea D un dominio de C. Denotaremos por C(D,C) al conjunto de todas las
funciones de D en C que son continuas en D.

Proposicion 2.1.11. Sea D un dominio de C. Entonces existe una sucesion
{Kn}nen de subconjuntos compactos de D, tal que

(a) D= f:jl nt(K,);

(b) para cada n € N se tiene K,, C int(K,+1);

(b) si K es un subconjunto compacto de D, entonces existe ng € N con
K C Ky,.

Demostracion. Para cada n € N sea

Y

K, = {ze@:dist(z,@\f)) %}

Entonces la sucesion { K, }neny cumple (a), (b) y (¢). |

33



CAPITULO 2. FUNCIONES UNIVALENTES

Definicién 2.1.12. A una sucesion de subconjuntos compactos de D, que cumple
(a), (b) y (c) de la Proposicion 2.1.11, la llamaremos exhaustacién de D.

Sea { K, }nen una ezhaustacion de D. Entonces para f, g € C(D,C) definire-
mos para cada n € N,

pn(fsg9) = sup d(f(z),9(2)).

ze K,

Luego definiremos

() = 5D T pu(f,9). (2.2)

neN
Notemos que p es una métrica en C(D, C).
Proposicién 2.1.13. FEl conjunto (C(D, @), p) es un espacio métrico completo.

Demostracion. [Lin05, pagina 307]. |

Observacion 5. Notemos que

1. La topologia en (C(D,C),p) es independiente de la eleccién de la ex-
austacién de D. Es decir, si {K,}nen ¥ {K},}nen son dos exaustaciones
de D entonces las métricas definidas como en la ecuacién (2.2) son equiv-
alentes.

2. Una sucesion { f, }nen en C(D, C) converge a f € C(D,C) siy solo si para
todo K subconjunto compacto de D se tiene {f,}nen converge uniforme-
mente a f en K. Es decir,

para todo K subconjunto compacto de D y para todo € €
(0, +00), existe ng = no(K,e) € N tal que para todo z € K
y para todo n > ng se tiene d(f,(2), f(z)) <e.

El espacio de las funciones holomorfas H(D)

Sea D un dominio de C. Denotaremos por H( D) el conjunto de las funciones
definidas en D sobre C que son holomorfas en D. Notemos que podemos consid-
erar H(D) como un subespacio de (C(D,C), p) visto es la subseccién anterior.

Teorema 2.1.14. Sean {fn}nen una sucesion en H(D) y f € C(D,C) tal que
{fn}nen converge a f en C(D,C). Entonces f € H(D) o f = 0.

Demostracion. [Lin05, Teorema 4, pagina 310]. [

Notemos que por el teorema anterior H(D ) U {oc}, donde oo es la funcién
constante igual a 0o en D es un subconjunto cerrado de C(D (C)

Corolario 2.1.15. El conjunto (H(D)U{oco}, p) es un espacio métrico completo.

Demostracion. Véase la Proposicion 2.1.13 y el Teorema 2.1.14. |
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Definicién 2.1.16. Sea {f,}nen en H(D) y f € H(D).

1. Diremos que f, converge a f en H(ﬁ), en simbolo f, — f cuando
n — 4oo en H(D), si f, converge uniformemente a f sobre cada sub-
conjunto compacto de D. Es decir,

para todo K subconjunto compacto de D y para todo € € (0, +00),
existe ng = ng(K,¢) € N tal que para todo z € K y para todo
n > ng se tiene d(fn(2), f(2)) <e.

2. Diremos que la sucesion {fn}nen €s una sucesién de Cauchy en H(ﬁ) si
fn es una sucesion de Cauchy sobre todo subconjunto compacto de D. Es
decir,

para todo K subconjunto compacto de D y para todo € € (0, +00),
existe ng = ng(K,¢) € N tal que para todo z € K y para todo
n,m > ng se tiene d(fn(2), fm(2)) < e.

Teorema 2.1.17. Sea {f,}nen una sucesion en H(D) y f € C(D,C) tal que

{fu}nen converge a f en C(D,C). Entonces f!, converge f' en H(D)
Demostracién. [Lin05, Corolario 2, pagina 311]. |

Teorema 2.1.18. Sea {fu}nen una sucesion en H(D) con f, — f en H(D).
Si para todo n € N y para todo z € D, se tiene f,(z) # 0, entonces

(a) f=0,0
(b) para todo z € D se tiene f(z) # 0.
Demostracién. [Lin05, Teorema 5, pagina 311]. |

Teorema 2.1.19 (Teorema de Hurwitz). Sea D un dominio en C. Sea {fn}nen
una sucesion en H(D) con f, — f en H(D) cuando n — oc. Si para todon € N
la funcion f, es univalente en D, véase Definicion 2.2.1, entonces

(a) f es constante, 6
(b) f es univalente en D.

Demostracion. Sea z, € D y para n € N sea g, la funcién definida en D
como gn(z) = fu(z) — z0. Observemos que para todo n € Ny todo z € D\ {z0}
se tiene g, (z) # 0. Por el Teorema 2.1.18 se tiene que la funcién g definida en
D\ {z0} por g(z) = f(z) — f(20), cumple g = 0 o para todo z € D\ {z} se
tiene g(z) # 0.

Definicién 2.1.20. Sea D un dominio de C y F un subconjunto de H(D).
Entonces

(a) Diremos que F es normal si toda sucesion en F tiene una subsucesion que
converge a alguna funcidn f € H(D).
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(b) Diremos que F es localmente acotado si para todo subconjunto compacto
K de D existe una constante M = M(K) € (0,+00) tal que para toda
f€F ypara todo z € K se tiene |f(z)| < M.

En el siguiente teorema relacionaremos estos dos conceptos.

Teorema 2.1.21 (Teorema de Montel). Un subconjunto F de H(D) es normal
si y solo si F es localmente acotado.

Demostracion. [ConT8, Teorema 2.9, pdgina 153]. |
Corolario 2.1.22. Un subconjunto F de H(D) es compacto si y sdlo si F es
cerrado y localmente acotado.

Definicion 2.1.23. Diremos que un dominio D de la esfera de Riemann es
simplemente conexo si C\ D es conezo.

En lo que sigue denotaremos por A = {z € |z| > 1} U {o0}.
Teorema 2.1.24 (Teorema de Uniformizacién de Riemann). Sea D un dominio
propio simplemente conexo con mas de dos puntos frontera. Dado ¢ € D, existe
una Unica funcion univalente, Definicion 2.2.1 ¢ : A — C tal que

1. p(00) = (;

2. ¢(A) = D;

3. ¢'(00) € (0,+00).
A la funcion ¢ la llamaremos Representacién de Riemann del dominio D con
punto (.

Demostracién. [Lin05, Corolario 2 y Corolario 3, pagina 444].

2.2. Funciones univalentes

En este capitulo D (respectivamente D) denotars un dominio de C (respec-

tivamente C). En esta seccién estudiaremos las clases de funciones univalentes S
y X con sus propiedades.

Definicién 2.2.1 (Funcién Univalente). Diremos que f : D — C es una fun-
cidn univalente en D o simplemente univalente si f es holomorfa e inyecti-
va en ﬁ, esto ultimo quiere decir que st z1,z2 € D son tales que f(z1) =
f(22) entonces z1 = zs.

Un ejemplo de funciones univalentes en C son las transformaciones de Mébius.

Definicién 2.2.2 (Transformacién de Mdbius). Sean a, b, ¢,d € C tales que ad —
¢b # 0. Llamaremos transformacién de Mobius a M : cC—¢C definida por

b . d

—‘clzzid szz;éooyz;é—z
2 M(z) =42 $iz =00
0 siz:—%.
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Recordemos, que un “circulo” en C, es un circulo en C 6 una recta en C
union oo.
Teorema 2.2.3. Una transformacion de Mébius envia “circulos” en “circulos”.

Demostracion. [ConT8, Teorema 3.14, pagina 49]. |

Enunciaremos algunas propiedades de las funciones univalentes.

Lema 2.2.4. Sean D, G dominios en C. Sea [ D — C una funcion univalente
en Dy g: G — C una funcion holomorfa en G.

(a) Si f(f)) cG yg: G — C es una funcién univalente en G, entonces go f

es una funcion univalente en D.

(b) Sizo € G, entonces g'(20) # 0 si y solo si existe € € (0,+00) tal que g es
una funcidn univalente en B(zo,€).
Esta es solo una propiedad local por ejemplo la funciéon z +— e* no es
univalente en C.

(¢) Si f(D)=G yoo¢ DN f(D), entonces

[ 0@ dads = [ aEn15 ) drdy

Demostracion. [GKRO07, Capitulo 6, pidginas 110-113]. |

2.2.1. Lasclases Sy X
En lo que sigue de este capitulo denotaremos por
D:i={zeC:lz|<1}yA:={2€C:|z]| > 1} U {0}

En este capitulo consideraremos la clase S de las funciones univalentes
f: D — C, normalizadas por las condiciones f(0) =0y f'(0) = 1. Observemos
que si f € S, entonces su desarrollo en serie de potencias en zg = 0 es para
cualquier z € D

f)=z+ Z anz".
n=2

Estrechamente relacionada a la clase S es la clase X de las funciones univa-
lentes ¢ : A — C, normalizadas por g(00) = oo y por la condicién que el residuo
de la funcién definida para z € D como z — g (%) en z = 0 sea 1, es decir,
zhl% zg (%) = 1. Observemos que si ¢ € X, entonces su desarrollo en serie de

Laurent en wg = oo es para todo w € C con |w| > 1

g(w) =w+by+ Z bpw™ ™.

n=1

También consideraremos la subclase X' de X' de las funciones g € X tales que
0 € C\g(AQ). Ademas definiremos X" como la clase de las funciones univalentes
g: A — A para las cuales existe r € (0,+00) tal que rg € X'.
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Teorema 2.2.5. Sea f € S y g € X tales que para z € D y w € A\ {oo}
tenemos f(z) =z+ > anz™ yg(w) =w+by+ > byw ™.
n=2 n=1
(a) Sia € R, entonces la funcion definida para z € D por fo(z) = e~ f(e'®2)
pertenece a S.

(b) Sir e (0,1), entonces la funcion definida para z € D por z — r=Lf(rz)
pertenece a S.

(c) Siz €D, entonces la funcion definida para ¢ € D por
f (14:22) - f(2) 1 (2)
(1121 f'(2) I'(2)

pertenece a S y es llamada la transformacion de Koebe de f con respecto
az.

— ¢+ |5k

K()(0) = 3|

(d) Sizy e C\ f(D), entonces la funcién definida para z € D por

z0f(2) (

_ — =z 4

a +i)22+...
20 — f(2) 2 '

20
pertenece a S.

(e) La funcién definida para w € A\ {oo} por

=w—ay+ (a2 —az)w t +---

fw=h)
pertenece a X' C X.

(f) Sig e X'. Entonces la funcidn definida para z € D por

=z—bpz?+---

9(z71)
pertenece a S.
Ademdas por (e) y (f), existe una biyeccion entre la clase S y la clase X'.

Proposicion 2.2.6. Sea f € S y k > 2 un numero entero. Eziste una unica
funcion h € S tal que para todo z € D se cumple h(z)F = f(z*). A la funcién
h que satisface esta proposicion la denotaremos por Ki(f), y la llamaremos la
k-ésima transformada de Koebe de f.

Antes de comenzar la demostracién enunciaremos un lema

Lema 2.2.7. Sea f : D — C una funcién holomorfa en D tal que para todo
z € D se cumple f(z) # 0. Entonces existe una funcion holomorfa h : D — C
tal que f = expoh en D. Ademds si zo € D y exp(wo) = f(20), entonces la
funcion h se puede escoger tal que h(zp) = wy.
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Demostracién. [Con78,; Corolario 6.17, pagina 94]. |

Demostracion de la Proposicion 2.2.6. Consideremos la funcién f; defini-

daen D por f1(0) =1y para z € D\ {0} por fi(z) = 27*f(z*). Como f € S la

funcién f; es holomorfa en D y para todo z € D se cumple f1(z) # 0. Aplicando

el lema anterior existe una unica funcién holomorfa h; : D — C tal que para

todo z € D se cumple f1(z) = exp(hi(2)) y h1(0) = 0. Sea h la funcién holo-

()
k

morfa definida para z € D por h(z) = z exp . Se afirma que h verifica la

propiedad deseada. En efecto

k
B2 = 2* exp (’”,f)) — Fexp(h (=) = F().

Ademés es claro que h(0) = 0 y h/(0) = 1. Solo nos faltaria verificar que h es
inyectiva en ID. Observemos que para [ raiz k-ésima de la unidad y z € D se
cumple f1(z) = f1(8z) y luego Bh(z) = h(Bz). Luego si 21, 2o € D son tales que
h(z1) = h(z2), entonces f(z¥) = f(25) y por la univalencia de f existe 3 raiz
k-ésima de la unidad tal que z; = Bz2. Luego,

h(z1) = h(Bz2) = Bh(z2) = Bh(z1);

y por lo tanto S =10 h(z1) =0 = h(22). Asi 21 = 29 0 21 = 22 = 0 respectiva-
mente. |

Observacion 6. Si f € S para todo z € D se tiene —Ks(f)(z) = Ka(f)(—2),
esto es la 2-transformada de Koebe de f es una funciéon impar en S.

Corolario 2.2.8. Sea g € X' y k > 2 un nimero entero. Existe una unica
funcion h € X' tal que para todo w € A\ {oo} se cumple h(w)F = g(w*).

Demostracién. Por la parte (f) del Teorema 2.2.5 la funcién f definida para
z € D por f(z) = ﬁ pertenece a S. Por la Proposicién 2.2.6 existe una

tinica funcién hy € S tal que para todo z € D se cumple hy(2)* = f(2*). Luego
por la parte (e) del Teorema 2.2.5 la funcién h definida para w € A\ {oo} por

h(w) = m y h(co) = oo esta en X y cumple con la propiedad deseada. W

Corolario 2.2.9. Sea g € X" y k > 2 un ndmero entero. Eziste una tnica
funcion h € X" tal que para todo w € A\ {00} cumple h(w)* = g(w*). A la
funcion h que satisface este corolario la denotaremos por Ki(g), y la llamaremos
la k-ésima transformada de Koebe de g.

Demostracién. Por definicién de la clase X" existe r € (0,4+00) tal que la
funcién rg pertenece a la clase X/. Por el Corolario anterior existe una tnica
funcién h; € X’ tal que para todo w € A\ {oo} se cumple hi(w)* = rg(wk).
Luego la funcién h definida para w € A\{oo} por h(w) = %ﬁhl(w) y h(o0) = o0
esta en X" y cumple con la propiedad deseada. [ |
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Ejemplos de funciones en S y ¥

Ejemplo (Funcién de Koebe). La funcién definida para z € D por

kQ(Z) = (1 — 2)2 = ;nzn;

pertenece a la clase S y la llamaremos la funcion de Koebe.
En efecto, notemos que también

ko(2) = % <<1fz>2_1>

Luego la transformacién de Mobius z — }J_rz transforma D univalentemente so-

bre el dominio {# € C : Re{z} > 0}, ver Teorema 2.2.3, luego
ko(D) =C\ (—o0,—1].

Definicién 2.2.10 (Rotacién de la funcién de Koebe). Sea o € R, la funcion
definida para z € D por

—i i z
ka(Z) =e lako(elaZ) = m,

pertenece a S, ver parte (a) del Teorema 2.2.5. A esta funcion la llamaremos
una rotacion de la funcién de Koebe.

Ejemplo (2-transformada de Koebe de una rotacién de la funcién de Koebe). Sea
a € R, por la Proposicién 2.2.6 y el ejemplo anterior la funcién Ko (k) definida
para z € D por la relacién Ka(kq)(2)? = kao(22) pertenece a la clase S.
Notemos ademés que para z € D se tiene

Ka(ka)(z) = ——

1 — etay2’

Lema 2.2.11. Sea g : A — C holomorfa tal que g(c0) = oo y para w € A\ {oo}
se tiene g(w) = w+ by + byw ™t +---. Si el conjunto A de los puntos limites de
g(w) cuando |w| — 1 es acotado, con interior vacio y tal que no desconecta C,
es decir el conjunto C\ A es conexo en C. Entonces g € X y g(A) = C\ A.

Demostracién. [Pom75, Teorema 1.1, pagina 13]. |

Ejemplo. Sea B € Ry sea g: A — C la funcién definida por g(o0) = 0o y para
w € A\ {oo} por g(w) = w + by + €2*Pw~L. Entonces g pertenece a la clase X.
En efecto, como g(e??) = by + 2¢% cos(6 — 3) tenemos que {g(z) : |z| = 1} es el
segmento [by — 2¢%?, by + 2¢]. Luego por el Lema 2.2.11 g € ¥y C\ g(A) es el
segmento de recta [by — 2e*’, by + 2¢*’] de longitud 4.
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Observacion 7. Si by = 0 (en el ejemplo anterior), entonces g € X’ y por la
parte (f) del Teorema 2.2.5 la funcién f definida para z € D por

1 1

) = g(z1) T 1 + Bz €8s

Ademsds para z € D, se tiene

1 .
z=1 4 eiBy’
z

14 eiBz2’
p— Z .
1 —ei(Brm) 2

= Ko (kg ir)(2).

Esto es, f es la 2-transformada de Koebe de una rotacién de Koebe.

f(z) =

2.2.2. Teoremas de distorsion de Koebe

En esta subsecciéon demostraremos algunos resultados de la clase S, que son
consecuencia directa del Teorema del area, Teorema 2.2.13, que es fundamental
en la teoria de funciones univalentes. Recordemos que una curva simple cerrada
o curva de Jordan en C es una funcién v : S' — C tal que si t1,t, € S! son
tales que y(t1) = 7(t2), entonces t; = t5. El Teorema de la curva de Jordan
[Pom75, Appendix 1.5, paginas: 31-34] asegura que toda curva de Jordan en C
divide el plano en dos regiones, el interior de la curva, también llamado dominio
de Jordan y el exterior de la curva.

Teorema 2.2.12 (Formula analitica de Green). Sea v una curva simple cerrada
y diferenciable con interior D y sea h una funcion a valores complejos definida
y holomorfa en una vecindad de D. Entonces

()W (2)dz = %//D W ()| dzdy.

211 ~

Demostracién. [Pom75, Teorema 1.2, pagina 15]. |

Teorema 2.2.13 (Teorema del drea). Sea g € X tal que para w € A\ {oo} se
tiene g(w) = w+bo + Y byw™ ™. Entonces
n=1

n=1

Area(C\ g(A) =7 (1 ->on |bn|2> .

Demostracién. Parar € (1,+00), sea, : St — C la curva de Jordan definida
por Y-(¢) = g(r¢) y sea D, = C\ {g(z) : |z| > r} el interior de la curva ~,.
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Aplicando la formula analitica de Green, Teorema 2.2.12, a la funcién identidad
sobre una vecindad de D,., se tiene

27
Area(D // dxdy = —/ wdw = —/ (rei®) g (re'®)rie®® do;

1 27 .
5‘/ < —if + Z by " zn@) <1 _ Z nbyr~ (n+1) 10(n+1)> 7”619 do;
0

n=1
27 o]
_ %/ <r2 n Zar—n-‘rlei@(nﬁ-l)) <1 = nbnr—(n-‘rl)e—ié(n-i-l)) do:
0 n=0 n=1
:w(rQ—Z [bn|* 7 2">.
n=1
Notemos que D, es crecienteenry [ =C\g(AQ).
re(1,+00)

Como el area es la medida 2-dimensional de Lebesgue, tenemos

Area(C\ g(Q)) = Tlil{l+ Area(D,) =7 <1 - Z n |bn|2> .

n=1
|
Corolario 2.2.14. Sea g € X tal que para w € A\{cc} se tiene g(w) = w+by+
S bpw™™. Entonces |b1] < 1, con igualdad si y solo si g(w) = w + by + byw ™!

n=1

Demostracién. Como Area (C\ g(A)) > 0, por el Teorema del area, Teore-

ma 2.2.13, tenemos
|by| < <anbnl2> <1 (2.3)

n=1
Por otro lado si |b1] = 1 entonces por la desigualdad del lado derecho de (2.3),
concluimos que para n > 2 se cumple b,, = 0. Luego g(w) = w+by+byw=t. W

Mas generalmente, para cada n € N; se tiene

oo
nlbal* <> nbal* < 1;
n=1

y por lo tanto |b,| < n~!/2. Sin embargo para n > 2 la desigualdad es estricta
para toda g € X, pues para 6 € [0,27] y by € C la funcién

1/2

g(w) = w+ by + e¥n=1/ 207",

n1/2610 —n—1

no es univalente en A, pues su derivada ¢’'(w) =1 — w se anula en

puntos de A, véase parte (b) del Lema 2.2.4.

En lo que sigue estudiaremos algunas propiedades de la clase S.
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Teorema 2.2.15 (Teorema de Koebe). Sea f € S tal que para todo z € D se
tiene f(z) = z+ > anz™.
n=2

(a) Entonces |az| < 2, ademds |az| = 2 si y solo si f es una rotacidn de la
funcion de Koebe.

(b) Entonces ’a% - ag‘ <1.

Demostracion de (a). Por la Proposicién 2.2.6 la 2-transformada de Koebe
de f, denotada por Ks(f), que pertenece a la clase S. Por la parte (e) del
Teorema 2.2.5, la funcién definida para w € A\ {oco} por

1 - az _q
R T T) B R

pertenece a la clase X. Luego por el Corolario 2.2.14, %‘ < 1y por lo tanto
|az| < 2. Ademés por el Corolario 2.2.14, |az| = 2 si y solo si

1 az 4
— =W — —W
Ka(f)(w=1) 2
Luego, de la Observacién 7 y la Proposicién 2.2.6 se deduce que f es una rotacion
de la funcién de Koebe.

O

Demostracion de (b). Por la parte (e) del Teorema 2.2.5, la funcién definida
para w € A\ {oo} por

1 2 -1
w — — =w—az+ (a5 —az)w  +---
flw=1) ?
pertenece a la clase X'. Luego por el Corolario 2.2.14, tenemos ‘a% — a3’ <1.

Teorema 2.2.16 (Teorema un cuarto de Koebe). Sea f € S. Entonces

{zeC:|z|<i} C f(D).

Demostracion. Dado zy € C\ f(D), por la parte (d) del Teorema 2.2.5 la
funcién h definida para z € D por

. Zof(z) -
M) = i T +(

pertenece a la clase S. Luego aplicando el Teorema de Koebe, Teorema 2.2.15,

1 2
a2+— Z“F"';
<0

a las funciones f y h tenemos |az| < 2y }(Lg + %} < 2 respectivamente. Asi

L
20

< 4, o equivalentemente, |zo| > 1. u
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1 O
Observemos que el Teorema 2.2.15 muestra que |/ 2( ) = |ag| < 2. Si quer-

emos transferir esta informacion del punto 0 a un punto arbitrario z € D, una
herramienta serd la transformada de Koebe con respecto a z, véase parte (c) del
Teorema 2.2.5.

Lema 2.2.17. Sea f € §S. Entonces para cada z € D, se tiene

’Zf”(Z) 202" | _4lz]

T1-le

fi(z) 12

Demostracion. Dado z € D consideremos la Transformada de Koebe con re-
specto a z de f, definida para ¢ € D por

f (szzg) - f(2) 1 2 f"(2)
K.(f)(¢) = W =(+ {5(1 — 2] )f’(z)

que por la parte (¢) del Teorema 2.2.5 pertenece a la clase S. Por el Teorema
de Koebe, Teorema 2.2.15, tenemos

_g]<2+...;

Fa-1P)

CREPS

f'(2)
Luego,

Zfl(z) 1—|z)?

_‘1(1_|Z|2)f”(z)_4_ 202 _ _4)z]

() 2]z
2 7(2) 12> 71— ]2

Teorema 2.2.18 (Teorema de distorsién de Koebe). Sea f € S. Entonces para
todo z € D, se tiene

1—|z| L+ 2]

[FENEE <[f'(2)I < =123 (2.4a)
ﬁ <fz) < ﬁ; (2.4b)
1—|z| S| _ 1+
T+ 2| < ‘z ) < - (2.4¢)

La desigualdad (2.4b) es también conocida como el Teorema de Crecimiento.

Demostracion de (2.4a). Notemos que para ¢ € C y r € R la desigualdad
[¢| < r implica que —r < Re{(} < r. Desarrollando la desigualdad del Lema
2.2.17 y aplicando lo anterior, tenemos para cada z € D

2EL A (1) 2B A
- Ja 7)o
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Como f € 8, por la parte (b) del Lema 2.2.4 para cada z € D se cumple
f'(z) # 0y f(0) = 1, luego por el Lema 2.2.7 existe una funcién holomorfa
h:D — C tal que expoh = f' en D y h(0) = 0. Sea z = re’’ € D, notemos que
para h (cualquier funcién holomorfa) se tiene Re{h’(z)e®} = %Re{h(rew)} y
multiplicando por r € (0,1), tenemos

Re { Z;,/ES) } = ra%Re {h(re®)}.

Luego reemplazando en la ecuacién (2.5), se tiene

2r2 + 4r

2r% —4r 0 0
< rgRe{h(re )} < T2

1—r2 —
Simplificando r € (0,1), fijando 6 € [0, 27] e integrando con respecto a r entre
0y |z € (0,1) tenemos
1+ |z

12|
log——— <1, ! <log —————.
8 T = og|f'(z)] < log SBE

Como la funcién exponencial es creciente, se deduce el resultado.

O
Demostracién de (2.4b). Dado z = |z|e? € D, consideremos el arco de Jordan
7 definido en el intervalo [0, |z]] por y(t) = te®. Como f(0) = 0, tenemos

|z

| o
f(z):/f'(w)dw: ; f!(te®)e® dt.

Luego por (2.4a),

1+1¢ |z]

|2] . =]
IﬂMSAIﬂWmﬁSA a0 T A

Para la desigualdad opuesta consideraremos dos casos:

Caso (1). Para z € D con |f(z)| > 1/4. Notemos que la funcién ¢(r) = §E=DE

es creciente en r en el intervalo [0, 1]. Luego para |z| € (0, 1) se tiene

C

e =1 el

1
4
Caso (2). Para z € D con |f(z)] < 1/4. Luego por el Teorema un cuarto de
Koebe, Teorema 2.2.16, tenemos que el segmento de recta [0, f(z)] esta entera-
mente contenido en la imagen de f. Sea v : [0,1] — C la curva definida por
v(t) = f7X(tf(z)), notemos que 7 es una curva simple desde 0 a z, y como
f£(0) = 0 tenemos

ﬂ@—ﬁf@Mw
4
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Pero por construccién (f o)’ tiene argumento constante, luego por (2.4a) ten-
emos

(=) = [ raemo dt\

A F'(w) dw‘ =
= [1reoi o) @

Yyl L,
= [ e o

/Z| 1—u 4 |z]
= u = .
o (T+u)? (1+1z))?
O

Demostracion de (2.4c). Dado z € D consideremos la transformada de
Koebe con respecto a z de f, denotada por K.(f), que por la parte (c¢) del
Teorema 2.2.5 pertenece a S. Por (2.4b), tenemos

2| ||
o < () (2)| £ 7
(1 +12)? (1 —12)?

z _ |z
Como ST | = e , obtenemos
_ /
Ll |0 A
L+ 2| )7 1=

Teorema 2.2.19. La clase S es un subconjunto compacto de H(D).

Demostracion. Por el Corolario 2.1.22 nos basta probar que la clase S es
localmente acotado y un subconjunto cerrado en H(D).

(1) La clase S es localmente acotado en D.

Dado r € (0,1) sea K := {z € D : |z| < r} subconjunto compacto de D.
Observemos que por el Teorema de distorsién de Koebe, Teorema 2.2.18 (2.4b),
para todo z € K y para toda f € S se tiene

Ed r

TN ez = =

Como r € (0,1) es arbitrario se concluye que S es localmente acotado en D.
(2) La clase S es un subconjunto cerrado en H(D).

Sea { fn}nen una sucesién en S, tal que existe f € H(D) con f,, — f en H(D)
cuando n — +o00. Por el Teorema de Hurwitz, Teorema 2.1.19, f es univalente
6 f es constante. Observemos que esto ultimo no puede suceder pues para cada
n € N se tiene f},(0) = 1, luego por el Teorema 2.1.17 f/(0) = 1. |
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2.3. Conjetura de Bieberbach

Quizés el problema més famoso asociado a la clase S es la Conjetura de
Bieberbach, relacionado al crecimiento de los coeficientes de las series de Taylor
de funciones en S, formulada por Ludwing Bieberbach en 1916. La conjetura es
la siguiente,

Conjetura de Bieberbach (1916). Si f € S es tal que para cada z € D se

cumple f(z) = z+ > a,z™ entonces para todo n > 2 se tiene
n=2

lan| < n.

Ademas, si existe ng > 2 tal que |an,| = no, entonces la funcién f es una
rotacion de la funcién de Koebe.

El mismo Bieberbach logro demostrar que al menos el segundo coeficiente
verifica la conjetura, Teorema 2.2.15.

Pasado el tiempo, en 1985 Louis de Branges, demostré que la Conjetura de
Bieberbach es cierta, véase [dB85]. De hecho Brangres no demostré directamente
la Conjetura de Bieberbach, sino que €l probo la Conjetura de Milin que implica
la Conjetura de Bieberbach. En esta secciéon probaremos esto tltimo, pero para
esto es necesario pasar por una conjetura intermedia, la Conjetura de Robertson,
formulada por M.S.Robertson en 1936. Esta conjetura esta relacionada con las
funciones impares de S.

Conjetura de Robertson (1936). Si h es una funcién impar en S tal que
o0

para todo z € D se tiene h(z) = 2z + > b2,—122""!, entonces para todo n > 2,
n=2

se tiene

n
1 + Z |b2k,1|2 S n.
k=2

ng

Ademads, si existe ng > 2 tal que 1+ > |b2;€_1|2 = ng, entonces existe o € R tal
k=2

que para todo z € D se cumpla h(z)? = ko (2?), esto es h es la 2-transformada

de Koebe de una rotacion de Koebe.

El siguiente teorema muestra que la Conjetura de Robertson implica la Con-
jetura de Bieberbach.

Teorema 2.3.1. Si la Conjetura de Robertson es cierta, entonces la Conjetura
de Bieberbach es cierta.

o0
Demostracion. Sea f € S tal que para z € D se cumple f(z) =z + > anz™.

n=2
Luego por la Proposicién 2.2.6, existe h funcién impar en S tal que para z € D

o0
se tiene h(z)? = f(22). Luego, si para z € D se tiene h(z) = > bap_12271 con
k=1
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by =1, entonces

[e'e] 0 2
f(H) =2+ Z an2?" = (Z b2k122k1> = [h(z)).
n=2 k=1

Para n > 2 un ntimero entero, igualando los coeficientes de la potencia de 2"
se tiene

n
ay, = g bor—1b2n—2k+1-
k=1

Entonces por la desigualdad de Cauchy-Swartz tenemos

1
2

n % n n
jan] < <Z |b2k1|2> <Z |b2n2k+1|2> =1+ bl
k=1 k=1 k=2

ng
Por otro lado si existe ng > 2 tal que |ap,| = no, entonces 14+ > |bog—1 |2 = ng.
k=2
Luego suponiendo que la Conjetura de Robertson es cierta, tenemos |a,| < n 'y
existe o € R tal que para todo z € D se tiene kq(22) = h(2)? = f(2?). Luego f

es una rotacién de la funcién de Koebe. [ |

Una caracterizacién de las funciones impares en S es la siguiente:

Lema 2.3.2. Una funcion impar h : D — C pertenece a S si y solo si existe
f €S tal que h es la 2-transformada de Koebe de f, es decir, tal que para todo
z € D se tiene h(z)? = f(2?).

Demostracion. Sea f € S§. Por el Lema 2.2.6 existe una tnica funcién h € S
tal que para todo z € D se tiene h(z)? = f(2?). Notemos que para 3 = —1 rafz
cuadrada de la unidad se tiene h(B8z) = Bh(z), luego h es una funcién impar.
Por otro lado supongamos que h es una funcién impar en S. Considerando
para cada z € D un complejo ¢ € D tal que (? = z, sea f definida en D por
f(z) = h(¢)?. Como h es impar la funcién f esta bien definida y ademds para
todo z € D satisface h(z)? = f(2?). Resta ver que f € S. Notemos que como
h es una funcién impar en S, la funcién h? definida en D por h?(z) = h(2)? es
una funcién par, holomorfa en D y satisface h2(0) = 0y (h?)”(0) = 2. Luego el
desarrollo en serie de potencias de h? en torno a (y = 0 es para todo ¢ € D

W) =G+ and™

n=2

Luego el desarrollo de potencias de f en zp = 0 es para todo z € D igual a
f(Z) =z+ Z a?nzn-
n=2

Luego f es holomorfa en D y satisface f(0) =0y f/(0) = 1.
Para probar que f es inyectiva en D consideremos z1,2e € D tales que
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f(z1) = f(22). Considerando los niimeros complejos (1,(2 € D con (Z = 2
y (3 = 22 tenemos h((1)? = h((2)? de donde h((1) = +h(¢2). Pero como h es
inyectiva e impar en D, tenemos que (; = (2 de donde se tiene z1 = 2». |

Ahora mencionaremos la Conjetura de Milin, formulada por Milin en 1971,
esta conjetura esta relacionada a los coeficientes logaritmicos de la funcién
f € S. La Conjetura de Milin implica la Conjetura de Robertson, y por tanto
por el Teorema 2.3.1, la Conjetura de Bieberbach.

Primero observemos que si f € S entonces la funcién definida en D por
@ es holomorfa en D, no se anula en D y envia el 0 al 1. Luego por el
Lema 2.2.7 existe una funcién ¢ holomorfa en I tal que ¢(0) =0y para z € D

se tiene exp(2p(z)) = @ Luego para z € D tenemos

oo
= g ez
n=1

Los ntimeros complejos ¢, son llamados coeficientes logaritmicos de la funcién f.

Z —

o0
Conjetura de Milin (1971). Sea f € S y para z € D sea ¢(z) = > cp2"
f(zz). Entonces para todo n € N, se tiene

S $2 - 4] <0

=1k=1

tal que exp(2¢(z)) =

no m

Ademds, si existe ng € N tal que >, Y [k x| — %] = 0, entonces la funcién
m=1k=1

f es una rotacién de la funcién de Koebe.

Teorema 2.3.3. Si la Conjetura de Milin es cierta, entonces la Conjetura de
Robertson es cierta.

Para demostrar este teorema usaremos la siguiente desigualdad
Segunda Desigualdad de Lebedev-Milin. Sea ¢ holomorfa en D tal que
©(0) = 0 y para cada z € D se tiene

(z) = Z apz”.
k=1
Sea 1) defnida para z € D, por
(z) = exple(2) = 3 Bt
k=0

Entonces para todo n € N se tiene

,;'6”2 < (n+1)exp (n+1 SN (k|ak|2— E))

m=1k=1
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Demostracién. [Dur83, Second Lebedev-Milin Inequality, pdgina 143]. |

Demostracion del Teorema 2.3.3. Sea h una funcién impar en S. Por el
Lema 2.3.2 existe f € S tal que para todo z € D se cumple f(2?) = h(z)?.
Supongamos que para z € D se tiene

o0 oo
z)=z+ Z bon 12" 1y f(2) =2+ Z anz".
n=2 n=2

Para z € D, considerando ¢ € D tal que ¢? = z, definimos la funcién 1 como

Q/J(Z)Z%—l‘f'zb% 1<2n 2_1+Zb2n 1Z _1+Zb2n+lz

= n=2 =

Como h es una funcién impar la funcién i esta bien definida en D y satisface

5 h 2 2 =z
o) — <<<2> _f(;;)_f(zx

Luego para cada z € D se tiene exp(¢(z)) = 9¥(z) y aplicando la Segunda
Desigualdad de Lebedev-Milin, para todo n € N se tiene

1+Z|b2k+l| (n+1) exp( +1zz(k|ck| __>>

m=1 k=1

Suponiendo que la Conjetura de Milin es cierta, y como la funcién exponencial
es creciente tenemos que

1+Z|b2k+l| (n+1).

no m

Por otro lado, si existe ng € N tal que > (k lex|® — %) = 0, por la Conje-
m=1 k=1

tura de Milin existe a € R tal que f = k,, y por lo tanto para todo z € D se

tiene h(z)? = ko (22). [ |
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Capitulo 3:

COPOS DE NIEVE
CONFORMES
ALEATORIOS

Se puso de manifiesto durante las ultimas décadas que las configuraciones ex-
tremales en muchos problemas importantes en analisis complejo, tienen compli-
cadas estructuras fractales. Como por ejemplo se puede considerar el problema
de los coeficientes para la clase X de funciones univalentes, como la Conjetura de
Bieberbach. Nosotros en este capitulo abordaremos el espectro de medias inte-
grales sobre dominios propios simplemente conexos en la esfera de Riemann que
contienen a oo, con al menos dos puntos frontera y buscaremos una respuesta
al problema de buscar fractales que resuelvan el problema maximal. Para ello,
introduciremos los fractales llamados copos de nieve conformes aleatorios y in-
vestigaremos sus propiedades, desarrollaremos las herramientas para estimar el
espectro de medias integrales promedio y probaremos que se pueden encontrar
la solucién al problema de maximalidad en esta clase de fractales.

3.1. Preliminares

En esta seccién enunciaremos algunos resultados del articulo [Mak98].

3.1.1. Analisis multifractal de medidas armdnicas

Definicién 3.1.1 (Medida arménica). Sea D un dominio propio simplemente
conezo en la esfera de Riemann que contienen a oo, con al menos dos puntos
frontera. Para ¢ € D la medida arménica p¢ puede ser descrita en términos
de ¢ la Representacion de Riemann del dominio D con punto ( como sigue: La
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CAPITULO 3. COPOS DE NIEVE CONFORMES ALEATORIOS

funcion ¢ se puede extender L'-casi todo punto z = €' € A, en el sentido de
limites angulares, esto es,
o(e') = ll'm+ o(re’®) existe L-casi todo 0 € [—m, 7],
r—1
véase [Mil99, Teorema 15.3, pdgina 15-2].
Luego para E subconjunto boreliano de 0D definiremos la medida armdnica
fe como

pe(B) =m (¢~ '(E)),

donde m es la medida de Lebesque normalizada en 0A.

Observacion 8. La medida p¢ no depende de la funcién ¢. Es decir, si
01,2 :+ A — D son tales que p1(00) = @2(00) = ¢, entonces por la unici-
dad del Teorema de uniformizacién de Riemann, Teorema 2.1.24, existe a € A
tal que para cada z € A se tiene ¢1(2) = @2(az). Luego para E subconjunto
boreliano de 9D, se tiene

pe(E) =m(¢1'(B));
=m(a ey (E));
=m (g3 (E)) = pc(B).
Proposicion 3.1.2. Sea D un dominio propio simplemente conexo en la esfera

de Riemann que contienen a oo, con al menos dos puntos frontera. Si (,(' € D
entonces pe <K per Y pher <K e

Demostracion. Solo mostraremos ji¢c < per, pues la afirmacién per << pe se
deduce de esta intercambiando ¢ y ¢’. Sean ¢1, 2 : A — D tales que ¢1(00) = ¢
v @a(00) = (. Si ¢p: A — A es una funcién univalente tal que ¢(c0) = @5 *(¢),
entonces la funcién @z0¢ : A — D es tal que pa(¢(00)) = (. Para E subconjunto
boreliano de 9D, existe C' € (0, +o0) tal que

pc(BE) =m ((p20¢) 1 (E));
=m (¢ (3 ' (E)));
< Cm(p3'(E)) = Cuc/(E).

Espectro dimensional de Hausdorff

Sea D un dominio propio simplemente conexo en la esfera de Riemann que
contienen a oo, con al menos dos puntos frontera. Denotemos por p una me-
dida arménica sobre dD. Recordemos que la dimension puntual inferior de la
medida p es la funcién medible d, : 0D — R definida por

log p(B(z,9))

d =1
) et logd

G
Definiremos, dimpg ) = —oo.
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Definicién 3.1.3 (Espectro dimensional de Hausdorff). El espectro dimensional
de Hausdorff de la medida yu es la funcién f : R — R, definida como

fla) = 11’%1 dimp{z € Sop(u) : d,,(2) < a+n}.
n—0+

Teorema 3.1.4. Para cada o € R se cumple f(a) < a.

Demostracion. Sigue de la Proposicién 1.4.7. ]

Espectro de medias integrales

Sea D un dominio propio simplemente conexo en la esfera de Riemann
que contienen a oo, con al menos dos puntos frontera. Consideremos la rep-
resentacién de Riemann ¢ : A — D.

Definicién 3.1.5 (Espectro de medias integrales). El espectro de medias inte-
grales es la funcion B, : R — R, definida como

—_log [T |/ (re®)|" db
Bp(t) := lim gf_” ‘SD ( )’ .
o1+ —log(r — 1)

Proposicién 3.1.6. La funcion B, es continua.

Demostracién. Como toda funcién convexa es continua, véase [Roy63, Proposi-
cién 16, pagina 109]. Basta probar que §, es una funcién convexa, es decir, para
todo s,t € Ry A € [0,1] se tiene By(sA + (1 — A)t) < ABy(s) + (1 — N) B, (1).
Fijemos r € (1,+00). Dados s,t € Ry A € [0,1], por la desigualdad de Holder
se tiene

s T A T 1—X
H(rei®) MV g < "(re®)|" do "(re'®|” ap )
|’ (re™) ¢’ (re'”) ¢’ (re'”)

De donde se deduce el resultado. |

Espectros Universales

Para el estudio de los espectros universales consideraremos D un dominio
propio simplemente conexo en la esfera de Riemann que contienen a oo, con al
menos dos puntos frontera. Bajo este contexto definimos.

Definicién 3.1.7 (Espectros Universales). Los espectros universales son las fun-
ciones F' : [%,—i—oo) — R y B: R — R donde

F(a) = sup f(a);
D

B(t) = sup 5(t),
D
donde el supremo se considera sobre todos los dominios propios simplemente

conezos en la esfera de Riemann que contienen a oo, con al menos dos puntos
frontera.
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Enunciaremos la relacion que existe entre los diferentes espectros.

Teorema 3.1.8. Los espectros universales F y B satisfacen la relacion tipo-
Legendre en el intervalo t € [0, 2]

s (HU=0) v

a€ll,400) &

Demostracion. [Mak98, Teorema 4.1 y Teorema 4.2, pdginas 32-33]. |

3.1.2. La clase 2"

Recordemos que A = {z € C: |z| > 1} U {oo} y que X" es la clase de las
funciones univalentes ¢ : A — A para las cuales existe r € (0,+00) tal que
r¢ € X'. Notemos que si ¢ € X" entonces la expansion en serie de Laurent de ¢
en zp = 0o es

1 z

b_
¢(Z):;Z+bo+71+~~, dedonder:zlin;oM.

Definicién 3.1.9 (Capacidad logaritmica). Dado ¢ € X" llamaremos capacidad
logaritmica de ¢, lo que denotaremos cap(¢), al nidmero real —log |r|.

Recordemos también que para ¢ € X" y k > 2 un ntimero entero, por el
Corolario 2.2.9, la k-ésima transformada de Koebe de ¢, denotada por Ki(¢) y
definida para z € A por la relacién

pertenece a la clase X" y cumple cap(Ky(¢)) = —Caiw).

Ademés dado 0 € [—m, 7], por el Teorema 2.2.5, la funcién denotada por ¢
y definida para z € A por ¢y(z) = e ¢(e~"2) pertenece a la clase X y cumple

cap(¢) = cap(¢y)-

Observacion 9. Observemos que para ¢ € X” y k > 2 un ntmero entero,
tenemos

(a) Ki(¢)™' = Kp(¢™1).

En efecto, para z € A se tiene

Ki (Kie(97h) (2)* = 6 (Ki(¢7)(2)") :

Luego existe 3 rafz k-ésima de la unidad tal que Kj, (Ki(¢™")) (2) = B=.
Como K, (Ki(¢p')) € X" se deduce que 3 = 1.
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(b) Para 6 € [—m, 7] se tiene (Ky(¢)), = Ki(dor)-
En efecto para z € A tenemos

k

(Bx()g ()" = (¢ K()(e™2))";
_ eikeKk(qb)(e*wz)k;
_ eike(b(efikezk);
= ¢k9(2k)§
= Ky (oro)(2)".
de donde se deduce la igualdad.

El siguiente lema es el andlogo al Lema de Schwarz para la clase X”.

Lema 3.1.10. Sea ¢ € X". Entonces ¢'(c0) > 1 y para cada z € A se cumple
|z| < |¢(2)|. Ademds si ¢'(00) = 1 6 para algin zg € A\ {0} se cumple
|z0| = |¢(20)|, entonces para todo z € A se cumple ¢(z) = z.

Demostracion. Observemos que la funcién ¢ : D — D definida para w € D por
P(w) = ﬁ es holomorfa en D y ¢(0) = 0. Luego por el Lema de Schwarz,
Lema 2.1.6, se tiene [¢'(0)] < 1y para w € D se cumple |p(w)| < |w| que es
equivalente a |¢/(c0)| > 1y para 2 = w™! € A se cumple |¢(2)| > |z|. Ademds

si ¢'(00) = 1 6 para algin zp € A\ {co} se cumple |zo| = |¢(z0)|, entonces
P'(0) =16 |9 % = % , luego el resultado sigue del Lema de Schwarz,
Lema 2.1.6. ]

Lema 3.1.11. La clase X" U {co} es un subconjunto compacto de H(A).

Demostracion. Sea {¢,}nen una sucesién en . Observemos que la sucesién
{¥n}nen, donde para cada n € Ny z € D se define ¢, (z) = m, cumple
[thn(2)] < 1. Luego por el Teorema de Montel, Teorema 2.1.21, existe una sub-
sucesion {Yn, tken de {Yn}neny y ¥ : D — D holomorfa tal que ¢,, — % en
H(D) cuando k¥ — +o00. Ademads por el Teorema de Hurwitz, Teorema 2.1.19,
la funcién ¢ es contante (en este caso ¥ = 0, pues para todo n € N se tiene
¥n(0) = 0) 0 ¢ es univalente en D. Para z € A definimos ¢(z) = ﬁ Ob-
servemos que ¢ € X" o ¢ = oo, ademds para z € K, subconjunto compacto de
A, tenemos

A6 (2), 9(2)) = d (ﬁ %) :

=d(tn, (271),0(271)) <€, para k suficientemente grande.
]

Lema 3.1.12. Sea {¢n}nen una sucesion en X" y ¢ € H(A) tal que ¢, — ¢
en H(A) cuando n — +oo. Si la sucesion {cap(¢pn)}nen es uniformemente
acotada, entonces ¢ € X",
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Demostracion. Sigue del Teorema 2.1.17. |

Lema 3.1.13. Sea {¢n}nen una sucesion en X”. Si lim cap(¢,) = 0, en-

tonces ¢, converge uniformemente a la identidad sobre todo subconjunto com-
pacto de A.

Demostracion. Sea {¢,, }ren una subsucesion de {¢,, }nen. Por el Lema 3.1.11
y el Lema 3.1.12, existe {¢n,, hien subsucesién de {¢y, }ren y ¢ € X tal que
Pny, — ¢ en H(A) cuando | — 400. Como lh’m cap(d)nkl) = 0 por el Teorema

2.1.17 se tiene cap(¢) = 0 y luego por el Lema 3.1.10 se concluye que para todo
z € A se tiene ¢(z) = z. Como la subsucesién {¢,, }ren es arbitraria se concluye
el resultado. |

Corolario 3.1.14. Sea ¢ € X". Entonces K, (¢) converge uniformemente a la
identidad sobre todo subconjunto compacto de A.

% — 0 cuando n — 4o0.

Demostracion. Observemos que cap(Ky,(¢)) =

El teorema siguiente es el andlogo al Teorema de distorsién de Koebe para
la clase S.

Teorema 3.1.15. Sea ¢ € X”. Entonces para todo z € A, se tiene

ecap(cb)% <lp(2)] < ecap(cb)%; (3.1a)
z z
—1)5 5
ecap(¢>(2|z|71)3 <|¢'(2)| < ecap<¢>(2|z|;l)3. (3.1b)
21" (J21 + 1) 217 (I2l = 1)
Ademds
|6(2)] <4eP@ |25 (3.1c)
3
¢/ ()] <32ec2P(®) <|Z||Z_| 1) : (3.1d)

Demostracién. Observemos que la funcién e~ @P(®) ¢ € ¥’ Luego por el Teo-
rema 2.2.5, la funcién ¢ definida para w € D por (w) = ;E%ﬁ)) esta en S.

Aplicando el Teorema de distorsién de Koebe, Teorema 2.2.18, para w € D se

tiene
|w] ecap(e) |w

A+ ul? = 8w 0| = T )

Cambiando variable z = w1, se obtiene (3.1a). Ademds de la desigualdad del
lado izquierdo de (3.2) para w € D tenemos

(3.2)

2
W(w_l)} < ecap(aﬁ)w < ecap(dﬁi' (3.3)
|wl |w]
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Cambiando variable z = w™1!, se obtiene (3.1c).
Por otro lado notemos que 1 (w) = —e*P(¢) %w:))z Luego aplicando el Teo-

rema de distorsiéon de Koebe, Teorema 2.2.18, para w € D se tiene

Lol ey S | 14wl
Gl = w2 | S T ul?

(3.4)

Cambiando variable z = w™!, y usando (3.1a) se obtiene (3.1b). Ademas de la
desigualdad del lado derecho de (3.4) y de (3.3), para w € D se tiene

B . iz 14w , , 2 16
¢/(w 1) <e cap(¢) |w|2 d(w 1) cap(¢) |w| i
#67 [ ol
Cambiando variable z = w™!, se obtiene (3.1d). [ |

3.2. Copos de nieve conformes aleatorios

En esta seccién introduciremos los copos de nieve conformes aleatorios y
estudiaremos algunas de sus propiedades. El teorema siguiente prueba la exis-
tencia de los copos de nieve conformes.

Teorema 3.2.1. Sean ¢ € X", k > 2 un nimero entero y {0y, tnen una suce-
sion en [—m,w|. Definiremos la sucesion { fn}nen= en X" como fo(z) = ¢o,(2)
y para n € N por induccion
fn(2) = fa—1 0 Kin (90, )(2);
= ¢9, © Ki(¢g,) 0 -+ 0 K (g, )(2)-

Entonces existe f € X" tal que {fn}nene converge a f uniformemente sobre
todo subconjunto compacto de A.

Demostraremos este teorema mas adelante.

Definicién 3.2.2 (Copo de nieve conforme). Dado ¢ € X", k > 2 un nidmero
entero y {0 Inen+ una sucesion en [—m, x|, llamaremos copo de nieve conforme
al limite f de la sucesion { fn, }nen+ definida en el Teorema 3.2.1. Por simplicidad
también llamaremos copo de nieve conformes C\ f(A) y a la funcion g = f~1.

En lo que sigue de este capitulo, a ¢ la llamaremos bloque de construccion
del copo de micve conforme f y a f, (respectivamente g, = f, ') la n-ésima
aproximacidn del copo de nieve conforme f (respectivamente g).

Algunas veces es més facil trabajar con copos de nieve conformes simétricos.
Para n € N, definiremos por induccién

Jn(2) = Ki(do,) 0 Ki2(¢a,) 0 -+ 0 Kin (¢0,,)(2).

Observemos que para cada n € N se tiene f,, = ¢g, 0 f,,
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Observacion 10. El copo de nieve conforme simétrico f,, evoluciona como sigue:
en cada paso afiadimos k™ curvas equidistribuidas (con respecto a la medida
armonica) de pequenas copias del bloque de construccién. Pero estas no son
exactamente copias, sino que son pequenas distorsiones.

Ejemplo de un copo de nieve conforme simétrico para k = 2.

5

I B

f3 fa

Lema 3.2.3. Sea ¢ € X", k > 2 un mimero entero y {0 }nen+ una suce-
sion en [—m,7|. Para cada n € N sea f, = ¢g, o f,, la n-ésima aprozimacion
del copo de nieve conforme f con blogue de construccion ¢. Entonces la suce-

sion {cap(fn)}nen- (respectivamente {cap(f,)}nen) €s acotada y converge a

cap(¢)% (respectivamente cap((b)ﬁ). En particular la capacidad de f =

lim f, (respectivamente f = lim f, ) es igual a cap(¢)% (respectivamente
n—oo

n—oo

cap(¢) 727 )-

Demostracidén. Primero notemos que para ¢1, ¢o € X” y k > 2 un ntimero
entero se tiene,

cap(¢1 o ¢2) = cap(¢1) + cap(¢2);

cap(Fi(61)) = 2.
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Mostraremos el caso de la sucesién {cap(fn) fnen- - El caso de la sucesion {cap(f,,) }nen
se deduce del caso anterior observando que para cada n € N se tiene cap(f,,) =
cap(fn) — cap(¢). Notemos que para n € N se tiene,

cap(fn) = cap(fn—1) + cap(Kxn (¢g,));

— cap(far) + cal]i>£¢);
= cap(6) + cap(9) + -+ cap(6)
= cap(9) <1+%+---+k—1n>.

Asi para cualquier n € N* se tiene
1

cap(f) = cap(¢) (1_—’“_) < cap(9) (k—ﬁl>

k

y ademas
k
cap(fn) — cap(¢) <m) cuando n — +oo0.
|

Demostracién del Teorema 3.2.1. Probaremos que la sucesién {f, }nen es
de Cauchy en H(A). Dado € € (0,400) y Ac ={z€C:|z| > 1+€e}U {0}
subconjunto compacto de A. Sean m,n € N con m > n, notemos que si es-
cribimos @, ,,, 1= Kpn+1(g, ,,) 0+ -0 Kgm (¢g,,), entonces f,, = f, 0Py . Sea
z € A, luego por el Lema 3.1.10 @n,m(z) € A.. Asi, considerando v la curva
de la figura siguiente:

D, (2)

Q/

z

Figura: Curva 7.
Tenemos

L

o .
1.- La sucesién {f,, }nen es uniformemente acotada en A..

dw < 7 max
CEA,

FulQ)

|2 = Ppm(2)] -

Luego nos resta probar:
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En efecto, notemos que por el Teorema 3.1.15, (3.1d), y el Lema 3.2.3 para
z € Ac y n € N tenemos

B 3 X 3
T;(Z)‘ < 32¢%P(frn) (—|Z| ) < 3260;’*(?) (1 +6> .

|z| — 1 €

2.- La sucesiéon ®,, ,, converge uniformemente a la identidad en A, cuando
n,m — +00.
En efecto, notemos que

Cap(®n7m) = Cap(fm) - Cap(fn);

—apl@) (4t bt )~ (@) (e )
1 1

= cap(o) (an —|—~-~+k—m) — 0 cuando n,m — +00.

Luego por el Lema 3.1.13, ®,, ,,, converge uniformemente a la identidad en A,
cuando n, m — 4o00. |

Notacion. Consideremos el espacio de probabilidad ([—w,w],%’, g—;) donde #
es la o-algebra de Borel en [—7, 7] y g—;, es la medida de Lebesgue en [—m, 7] nor-
malizada. En lo que sigue de este capitulo (€2, %, P) denotard el espacio de prob-
abilidad producto de N* copias del espacio de probabilidad ([—ﬂ', 7|, B, g—;), es
decir,

@.7.P) =[] ([—W,w],%, %)

neN*

Ahora estamos en condiciones de poder definir los copos de nieve conformes
aleatorios.

Definicién 3.2.4 (Copos de nieve conformes aleatorios). Sea ¢ € X con in-
versa ¥ y k > 2 un numero entero. Para n € N* sean 0,, : Q — [—m, 7] las
variables aleatorias independientes y uniformemente distribuidas definidas por
0, (w) = wy. Llamaremos copo de nieve conforme aleatorio a la funcion aleato-
ria (con abuso de notacién) f: Q — X" definida para w € Q y z € A por

fo(2) = M gy (w) © Ki(da, () © - 0 Kin (Dp,,(w))(2)-

También llamaremos copo de nieve conforme aleatorio a la funcion aleatoria g
definida por

9u(2) = f51(2) = Mm Ky (Yg, () © -+ © Ki(Vo, () (Vg (w) (2))-

n—oo
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Teorema 3.2.5. Sea ¢ € X" y k > 2 un nidmero entero. Sea f el copo de nieve
conforme aleatorio correspondiente. Entonces f tiene la misma distribucion que
la funcién aleatoria f: Q x [—m, 7] — X" definida por

f(w,@) = ¢0 o Kk(fw)

Demostracion. Sea w = (wg,ws,...) € §. Por definicién

fo = 1m ¢g,() 0 K (¢0,(w)) © -0 Kin (g, (w))

f(w,0) = ¢g o Ki(fu) = i g © Ki(Pgo(w)) 0 -0 Kyni1(00, (w))-

Luego si bw = (0, wp,w1,...) € Q entonces ¢y o K(f,) = fo.. Asi para la
transformacion o : Q x [-m, 7] — Q definida por o(w,0) = 6w se tiene que
f = foo. Como ademas la medida PP es invariante por o se tiene el resultado. W

Corolario 3.2.6. Sea ¢ € X" con inversa ¥ y k > 2 un nimero entero. Sea g
el copo de nieve conforme aleatorio correspondiente. Entonces g tiene la misma
distribucion que la funcion aleatoria g definida por

§(w,0) = Ki(gw) o Yo.

Demostracién. Observemos que para la funcién ¢ definida para h univalente
por p(h) = h™!, se tiene g = po f y g = ¢ o f. De donde se deduce el
corolario. ]

Teorema 3.2.7. Sea ¢ € X con inversa v y k > 2 un nidmero entero. Sea g
el correspondiente copo de nieve conforme aleatorio. Entonces g es rotacional-
mente invariante; esto es para cualquier ¥ € [—m, 7| las variables aleatorias g y
gy tienen la misma distribucion.

Demostracion. Paran € N* sea g, la n-ésima aproximacién del copo de nieve
conforme aleatorio g definido por la sucesion de variables aleatorias 6y, 01, . . . , 0.
Es decir,

(gn)w = Kk" (1/19n(w)) o (gn—l)w-

Para j € {0,1,...,n} sea §; la variable aleatoria definida como 6;(w) =
0;(w) + kI mod 27. Probaremos por induccién que gy, := (g, )9 es la n-ésima
aproximacién del copo de nieve conforme aleatorio definido por la sucesién de

variables aleatorias 0y, 61, ...,0,. En efecto, para n = 0 tenemos
(90)., (2) = ((90)9)., (2);
= (Yoo (w))0(2);
= 6“91/}90(0.;) (67“92)7
= Vo) (2)
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il?(

Suponiendo que esto es cierto para g, 1, estoes, e (G, _1)w(2) = (gn_1)w (e 2),

por definicién de (g, )y tenemos que

((gn)g),, (2) = € (gn) (e 2);
= eV Kjn (Y9, (w)) ((gnfl)w(e_wz)) ;
= " Kin (9, () (€ (n-1)w (2));
= K (¥4, () ((Gn—-1)w)(2));
= (Gn)w(2)-

Como las variables aleatorias 6, - - - , 8, son también independientes y uniforme-
mente distribuidas sobre [—m, 7| se concluye que g, := (gn)y tiene la misma
distribucién de g,,. |

Notacion. Sea h una funcién definida en algin subconjunto D de A sobre A.
Denotaremos por ((h)) a la funcién definida para z € A por

|h(z)|, size€ D

() (=) = {0 siz¢ D.

Observemos que ((h)) : A — [0, +00] y que si en particular si h: (1,00) C A —
(1,00) C A, entonces asumiremos

{{log oh})) = log o ((h)) .
Corolario 3.2.8. La distribucidn de las variables aleatorias {((9)) (z) y ({¢")) (2)
dependen solamente de |z|.

3.2.1. Espectro de un copo de nieve conforme aleatorio

Para calcular el espectro universal de medias integrales, se propone el estudio
de fractales aleatorios. Para una funcién aleatoria es mas natural considerar
el espectro de medias integrales promedio 3 en lugar del espectro de medias
integrales 3 usual.

Definicién 3.2.9 (Espectro de medias integrales_promedio_). Llamaremos espec-
tro de medias integrales promedio a la funcion 8 : R — R, definida como

B(t) =sup {B € [0, +00) : existe R € (1,+00) tal que

/1R(T —1)57t /:E [’f;(reie)’t] dfdr = —l—oo} .

=inf{f € [0,400) : existe R € (1,400) tal que

R - L
/1 (T—l)ﬁ—l/ E[|f;(re’9)| } d9d7’<+oo}.

—T
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Definicién 3.2.10 (Clase t). Denotaremos por L a la clase de funciones definidas
en (1,4+00) en R que son acotadas sobre todo subconjunto compacto de (1,400)
e integrables en alguna vecindad de 1. En particular, para cualquier R € (1,400)
estas funciones pertenecen a L'([1,R]).

En lo que sigue de este capitulo para R, R’ € [0, +00) denotaremos por
AR,R'):={2€C:R<|z| < R'}.
Lema 3.2.11. Si R € (1,+00) y z € A(1, R) entonces para todo w € € se tiene
|fu(2)] < AR T

Ademds, si|z| = R entonces

. R-1) , 1+ R)?
pean(@) gy ( - < fa(2)] < ecm@rets LB +R )"
Y 5 5
cap(qb)% (R - 1) < / < cap(qb)% (1 + R)
Demostracion. Sigue del Teorema 3.1.15 y el Lema 3.2.3. ]

Notacion. Para ¢ € X", k > 2 un ntmero entero y R € (1,+00) denotaremos
por

2 2
R =@ BV 0 pe capoypty (BED)
R R
Observacion 11. De lo anterior se concluye que

A(LR7) N fu(A) C fu(A(L R)) C A(L RT) N fu(4).

Corolario 3.2.12. Dado Ry € (1,+00). Eziste R € (1,+00) tal que para todo
weNyze A, Ry) N fu(AQ) se tiene

1< |gw(2)] < R.
Demostracion. Basta tomar R € (1,+00) tal que R~ = Rj. |

Definicién 3.2.13. Sea ¢ € X" con inversa ¥ y k > 2 un nimero entero.
Sea g el correspondiente copo de nieve conforme aleatorio. Para t,3 € R con-
sideraremos la funcion Fi g : (1,4+00) — R definida como

(<<§_fi>> (r)>2_t ({(log gu)) ()"~

Lema 3.2.14. Sea ¢ € X" con inversa ¢ y k > 2 un nimero entero. Sean f
y g los correspondientes copos de nieve conformes aleatorios. Sit € R, entonces

Ft)ﬁ(T) =K

B(t) = inf{B € [0,+00) : F; 5 € L}.
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Demostracion. Para 8 € [0,+00) y R € (1,+00) denotaremos por

IR —/ / 1)%- 1]E |f (re’)| } dodr.

Cambiando variable z = re? | tenemos

R ™
IB,R:// / (r = 1)1 |2 (re®)|" dOdrdP(w);

|Z|—1B 1|f’()|
/Q/ . dm(z)dP(w).

donde m denota la medida de Lebesgue en C.
Cambiando nuevamente variable w = f,(z), tenemos

_ 9L (@) * ™ (lgu(w) =1
IB)R_//w(A(l R)) g (w)] dm{w)dP ().

Por el Lema 3.2.11 y cambiando de variable pe®’ = w se tiene

2 t 6“9 _ 81
/Q/ L <>g(;>el(19p) Iy didpdP(w)
<Igr<
“ ({9} (06™) = 1)5p
/sz / /,,T 9o)) (pei?) dddpdP(w).
Luego,
B (((g=0)l)) (0> ({(g=0).)) (p) = 1) 1p
L L {a=0)2)) () AP ()
< I@ R <
B—1
R e
De donde
B [ g=0)u)) (0P ({Ug—0)u)) (p) = 1) 1p
A/Pl mwm> VW
<Isr<
<«>M>m<wm—ww
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Por el Teorema 3.2.7, g es rotacionalmente invariante, luego

. /1R . {<<g;>> (0)? <‘f<<<j>g;(>[>))<p> - 1)@*} e
, 2t  1\8-1
/ / [@w () <<<<<>g>(>>)<> y }pdﬁdp
<Iﬁ <
Rt B-1
/ / { <<(<<>g> <>;>)>() = }”dﬁd’)

TR (g)) (0)*~*({gu)) (p) = 1)
SQR/l [ ((9.)) (o) ]dp

El Corolario 3.2.12 muestra que ¢ es uniformemente acotada en A(1,R™) y
A(1, RT). Luego existe C' € (0, +00) tal que

e [(<<g—>> <p>)” ({(a) (7) - 1)»“] "

<Igr<

<< >> >2_t(<<gw>>(p)—1)5‘1] dp

Como lim lmoff =1, existe C’ € (0,+0) tal que

r—1

[ rswn-g [ l(<<§—>> 0 (oxa) W-l] 0

<Igr<

c [ Y l<<<§—>> <p>>2t ({{log ) (p))f“] dp=c' [ o) dn

Finalmente sea § € [0,+00) tal que existe R € (1,400) con Iz p < +o0.
Entonces por lo anterior para R~ y C’ € (0, +00) se tiene

1
tod / F,5(p)dp < Ig g < +oo.
1
Como f € [0, +00) es arbitrario tenemos
inf{3 € [0,+00) : F; 5 € L} < B(t).

Por otro lado si § € [0, +o0) es tal que F; g € L, luego existe R € (1,+00) con
flR F; 5(p) dp < 4+00. Tomando R’ € (1,400) tal que R"" = R por lo anterior
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para C’ € (0,+00) se tiene

R
I r < C// Fyp(p)dp < +oo.
1

Luego por definicién 3(t) < 8y como 3 € [0, +00) es arbitrario se tiene

B(t) < inf{f € [0,+0) : F; 3 € L}.
[ |

Lema 3.2.15. Sea ¢ € X" con inversa ¢ y k > 2 un nimero entero. Sea g el
correspondiente copo de nieve conforme aleatorio. Dados t,3 € R, si Fy g € L
entonces Fy g es solucion de la siguiente ecuacion:

Fup(r) = g [ Fal((h) ) (A1) e 5 (39)

Demostracion. Por el Corolario 3.2.6 las funciones aleatorias g y Ki(g) o ¥
tienen la misma distribucion, luego

Fratr) = [ ({2 )) (0 (o)) ()|

9w
=k <<<Kk(g)o¢9)w>><> (({log (K(g) 0 vs),,)) (r) ]
o o (G ) 1

B <<gj>> (12" ({108 (9. 0 6))) (1) =

donde 0 tiene distribucién uniforme. La esperanza es la integral con respecto a
la distribucién conjunta de g y 6. Como estas son independientes esta distribu-
cién conjunta es la medida producto. Por lo tanto podemos escribir la tltima
integral como una integral doble primero tomando la esperanza con respecto a
la distribuciéon de g y luego con respecto a la distribuciéon uniforme de 6. De
aqui

rote) = [ [ (L2 i ((onta ) )

k—1,,/ r 2—t
$G kqé_>1>() du(g)g;

B /_: (/ . <<ZI§$§ >> ()" ({Qlog(g o)) (1) du(g))

(g wp)) (> do
ko1 o2
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Notemos que la integral entre paréntesis por definicién de la funcién F; g, es

igual a £y 5(((0)) (r) = Fia(((¥*)) (re*)) Tuego

" k=1/\\ (pe—i0)2—t
Ft_ﬂ(?"):/ Ft,ﬁ(<<¢k>>(re’i9))<<w wk>3>_(1 ) g;

—T

- % /F Ft,ﬁ(<<1/1k>> (re')) <<¢k_11//>> (ret®)2—t %

—T

La ecuacién (3.5) nos permite intuitivamente definir un operador integral.
De aqui, el problema de encontrar el espectro de medias integrales promedio
de un copo de nieve conforme aleatorio se reduce a la pregunta sobre el valor
propio de un operador integral.

Definicién 3.2.16 (Operador Q,). Dado t € R definiremos el operador Q, como
sigue:

h = Qu(h)(r) = k/ﬂ B (((0F)) (re®®)) ((F= 107 (rei®)2 %'

—T

Observemos que para t, 5 € Ry F; 3 € L podemos reescribir (3.5):

K'Fep = QuFrp). (3.6)

3.2.2. Operador adjunto del operador Q,
En lo que sigue encontraremos formalmente el operador adjunto de Q.

Lema 3.2.17. Sea ¢ € X" con inversa v y k > 2 un nimero entero. Entonces
existe R € (1,400) tal que

AL, R¥) C $(A(1,R) N ¢(A)).

Demostracion. Por el Teorema 3.1.15 para cualquier R € (1,400) y
z € A(1, R¥) se tiene
1< |¢(2)| < ARF °2P(®),

Fijemos R € (1,+00) suficientemente grande tal que R'=% > 4e°2P(®) | luego
para cada z € A(1, R%) tenemos

1< |¢(2)| < 4R*e*P(9) < R

Observemos que esto, es equivalente a ¢(A(1, R¥)) € A(1, R)N¢(A). De donde
se concluye el resultado. |

Observacion 12. Notemos que la conclusion del lema anterior, implica

A(1,R) C ¢*(A(1, R) N 6(A)).
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Definicién 3.2.18 (Operador P;). Sea ¢ € X", k > 2 un ndmero entero y
t € R. Definiremos el operador Py como sigue:

o o (ot it
v Py()(r) =T /J W

Lema 3.2.19. Sea ¢ € X" con inversa ¢, k > 2 un nimero entero y t € R.
Entonces para toda v : (1,400) — R funcidn test acotada se tiene

/ Q, () (F)w(r) dr = /1 ) Py(v)(r) dr (3.8)

Por lo tanto Py y Q, son formalmente operadores adjuntos.

1 .|t dO
% 10
e") ‘ o (3.7)

¢'(r

Demostracion. Sea v : (1,4+00) — R una funcién test acotaday R € (1, +00)
tal que A(1, R+) C ¢(A(1, R) N ¢(4)), dado por el Lema 3.2.17. Luego por la
Definicién 3.2.16, tenemos

R R .
/1 Qi(A)(r)y(r) dr = / v(r)k / h<<<w’“>>(rei9>><<¢’“*1¢’>>(rewyzftgdr.

Cambiando variable z = re®® | tenemos

[ aueueyar= [ IR @) () e

E

-/ AED E b)) [t @ dga)
A(LR)N(A)

|z| 2«

Cambiando variable pe™ = w = 1(z), tenemos

R
/1 Qu(h) (r)w(r) dr

:/ v(|p(w )|)ﬁ h([wk]) |6 (w0
A(LR)NG(4))  |P(w)| 27

R/* i)
/ / v(|é(pe)]) k R )p D0 ()| di dp.

p(pet?)| 27
Cambiando variable u = p*, tenemos

[ oo
R . ( qﬁ(mew) ) gt JRCELTCECES
>/1 h(u)/ o) (ukeﬁ)‘ ui—du

- . ) (u%eiﬁ) At 2

:/Rmu)/” v (|2 (wte)])

. ) (u%ew)

wk-DE-t)

dm(w);
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Por la Definicién 3.2.18 podemos reescribir lo anterior,

R R
/1 Q,(h)(r)v(r)dr > /1 h(r)P(v)(r) dr. (3.9)

Notemos que para R = +00, como 1)* (AN ¢(A)) cubre exactamente k veces A.
En este caso se tiene que (3.9) es una igualdad, luego

/ Q:(h)(r)v(r)dr = / h(r)P(v)(r) dr. (3.10)
1 1
Por lo tanto P; y Q, son formalmente operadores adjuntos. |

Lema 3.2.20. Sea ¢ € X" con inversa ¢ y t € R. Si existe C' € (0,400) tal
que para todo r € (1,400) se tiene ffﬂ |¢'(7‘ei9)|t % < C, entonces el operador
Q; actia en L.

Demostracion. Dado h € L, primero veamos que Q,(h) es acotada en todo
subconjunto compacto de (1,4+00). En efecto dado un compacto K de (1, +00),
notemos que por continuidad las funciones v y 1’ son acotadas en el subconjunto
compacto {z € C: |z] € K} de A. Luego como h es acotada en el compacto

{‘w(rew)‘k :r € K} de (1,+00) la funcién Q,(h) es acotada en K.

Por otro lado, sea R € (1,400) tal que flR h(r)dr < +o00.Sir € (1, R), entonces
para todo § € [—m, 7| se tiene

1 (=Dt
r k ) 1 Ge=Dt
N e

o (r#e”)
Luego reemplazando v = 1, )y en (3.9) tenemos

1 (=1t

—1)¢ R
< Cméx{l,Rl_(k o }/ h(r)dr < +oc.
1

t d

= dr
2 i

Observacion 13. Para ¢ € X" y t € R, la condicién sobre [™_ |¢’(rei9)|t de,
en el lema anterior, es mas fuerte que 34(t) = 0. Nosotros nos restringiremos a
bloques de construccién que son suaves en la frontera de A, para tales bloques
esta suposicién es siempre valida.

En el siguiente lema discutiremos que los autovalores de los operadores Q,
y Py estan relacionados al espectro de medias integral promedio de un copo de
nieve conforme aleatorio.
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Lema 3.2.21. Sean ¢ € X" con inversa 1, k > 2 un niumero entero yt € R. Si
R e (1,400) es tal que A(1, R¥) C (A(1, R) N ¢(A)) entonces para cualquier
funcion test positiva v se tiene

Pe(v)(r)
- log ()
gt)> mn —m——~

re(1,R) log k

Demostracion. Sea [ € [0,+00) tal que Fy g € L. Sabemos que F; g satisface
la ecuacién (3.6) y por (3.9) para cualquier funcién test v : (1,4+00) — R acotada
tenemos

= Qt Ftﬁ v\r T ) rIvr 7Pt(y)(r) T
/1 Frp(r)u(r) dr = / hyar = [ Fatrivin R0 a

En particular si consideramos v una funcién test positiva y suponemos que para
cualquier r € (1, R) se cumple P, (v)(r) > kPv(r) tenemos una contradiccién
pues

R R v R
/1 Ft_ﬂ(r)u(r)drz/l Ftﬁ(r)l/(r)P];ﬁ(T)(())d >/1 Ey g(r)v(r)dr.

Entonces para cualquier funcién test positiva v existe 19 € (1,R) tal que
Pi(v)(ro) < kPu(rg). Como B € [0,+00) tal que F; 5 € L es arbitrario, por

el Lema 3.2.14 se tiene
log (Pt(V)(T))
) > min —~ 2/

~ re(1,R) log k

=

Corolario 3.2.22. Sean ¢ € X" con inversa 1, k > 2 un nimero entero y
teR. Si Re (1,400) es tal que A(1, R¥) C (A(1, R) N $(A)), entonces para

A el mayor autovalor del operador Py en [1, R] se tiene

B(f) > log A

logk’

3.3. Aproximacion fractal

En esta seccién probaremos la aproximacion fractal por copos de nieve con-
formes aleatorios. Mas especificamente probaremos que para cualquier ¢t € R se
puede construir un copo de nieve conforme aleatorio con bloque de construc-
cién ¢ € X" y suave en la frontera de A y k > 2 un nimero entero positivo,
tal que (3(t) esta arbitrariamente cerca del espectro universal de medias inte-
grales B(t). Formalmente

Teorema Principal 1. Para todo € € (0,400) y t € R existe un blogue de
construccion ¢ € X" NC>®(A) y k > 2 un nimero entero que definen un copo
de nieve conforme aleatorio tal que 3(t) > B(t) —
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Demostraremos este teorema mas adelante

Lema 3.3.1. Sea u : A — R una funcion subarmdnica. Entonces la funcion
definida para v € (1,4+00) como
™

T u(re®) de,

-7
es decreciente en r.

Corolario 3.3.2. Sea ¢ € X" y t € R. Entonces la funcién definida para

r € (1,4+00) como

T ‘gb'(rei‘g)r de,

—T

es decreciente en r.

Demostracion. Basta notar que para una funcién holomorfa ¢ definida en A
la funcién

20 |¢'(2)]"

es una funcién subarmonica en A.

Lema 3.3.3. Para cualquier ¢ € (0,400) y t € R existen constantes A :=
A(e,t) € (0,+00) y C = C(e,t) € (0,+00) tal que para cualquier 6 € (0,+00)
existe una funcion ¢ € X" NC>(A) tal que cap(p) < C y para todo r € (1,1+0)

se tiene
T - 1 B(t)—e
/ ¢/ (re'?)|” do > A (S) .

Demostracion. Dado ¢ € (0,400) existe una funcién ¢ € H(A) tal que
Bj(t) = B(t) — 5. De aqui existe una sucesién {ry}nen con r, — 1" cuan-
do n — +oo, tal que

L . t
/ ¢’(7~nezf’)‘ do > (r, — 1)~ B0+,

—T

Luego, por el Corolario 3.3.2, existe una constante A € (0,400) tal que para
todo r € (1,400) se tiene

™
/.
El problema es que la funcién q~5 no es necesariamente suave hasta la frontera
de A. Para s € (1,2) consideremos la funcién definida en A por ¢5(z) = ¢(sz), es

claro que ¢s — ¢ en H(A) cuando s — 1. Dado d € (0, +00), existe s € (1,2)
suficientemente cerca de 1 tal que

T
¢'(7‘e“9)’ df > 2A(r — 1)~ B®+e,

/ |6L((1+ 8)e™)|" db > As— B+,

—T
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Para el caso de r € (1,1 + ), por el Lema 3.3.2, se tiene

/ |6, (re’®)|" db > / 6L ((1+8)e®)|" db > A5—BO+e,

—T -7

Por otro lado notemos que para s € (1,2) se tiene

cap(¢s) = log s + cap(¢) < log2 + cap(¢).
|

Lema 3.3.4. Sea ¢ € X", k > 2 un niimero entero y f el correspondiente copo
de nieve conforme aleatorio. Para n € N* sea fy, la n-ésima aprozimacion del
copo de nieve conforme aleatorio f. Entones para z € A con 2z € A(1,2) se
tiene 2 cap(d)

(s) 108 (8e?*(9))

k

Demostracion. Observemos que por el Lema 3.2.3 se tiene

[K(fn)(2)] < 14 3e%P

cap(fa) < cap(f) = cap(¢) - < 2cap(g).

Luego por el Teorema 3.1.15 el nimero X = ‘fn(zk)’ € (1,8e2°2P(9)). Ademds
[K(f)(2)] = 1= X% =15
1 (X aw
= —/ ﬁd:c;
k 1 x
X
< lX%/ 1 dz;
k 1 X
e
- k g )
1
EX% log X;

IN

< 3ecap(¢) 10g(8€2 cap(d))) )

Demostracion del Teorema Principal 1. Dado € € (0,400) y t € R con-
sideremos las constantes A := A(e,t) € (0,+00) y C = C(e,t) € (0,400) del
C 2C
3e logl(Se ) c (O,+oo)
Por el Lema 3.3.3 existe un bloque de construccién ¢ € X” N C*®(A) tal que
cap(¢) < C'y para todo r € (1,1 + §) se tiene

T B(t)—e
/ |6/ (re’®)|" db > A (%) . (3.11)

—T

Lema 3.3.3. Fijemos [ > 2 un ndimero entero y sea § =
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1 . . . .
Para n € N denotaremos por f,(l) a la n-ésima aproximacion del copo de nieve

conforme aleatorio f) con bloque de construccién ¢ y nimero entero I. Dado
7y € (0, 400), denotaremos también por I(f),~) a la variable aleatoria definida
para w € ) por

t

I(fD,9)(w) = /_ (fugl))/(exp(w)ew) 9.

T
™

Observemos que para la [-ésima transformada de Koebe de f) y w € , tenemos

1R 3 @ = [ RO (e (3) )| v

—T

/ ) t
T (fu(f)) (exp(y)e™”) (V)t(lfl)
- -1 exp | 7 dd
— | £ (exp(y)eit?) T !

us

Luego por el Lema 3.2.11, para
D := D(C,v) := min {1,4¢*“*}

se tiene

t

dv,

)

(5. D) @2 [ |(59) expe™)

—T

t
d;

™

=D [ (fé”)/(exp(v)ew)

= DI(f",y)(w).

Observemos que para n € N*, como en el Teorema 3.2.5 la funcién aleatoria

f (l~)H es una composicién de las funciones aleatorias ¢y con K 7(11)). Luego la

n
esperanza de la variable aleatoria I ( ffllll, l"%) condicionada por f7(ll) es

(gl = [ (oos (00) o) @
s T t
:/_ /_ (¢g 0 Ky (f D)) (exp (zél) ew) dide;
[ b s o () ) P o () )

(o)) o o))
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Como exp (1) €''? € A(1,2), por el Lema 3.3.4 se tiene

1 . . log(8e2 cap(®) log(8¢2C
‘Kz(fff)) (eXP (l"+1> e“9>‘ < 1+3eCdp(¢)% < 143c010887) le ) _ 146

Luego por (3.11) se tiene

1 t l (t)—e
l) i i0
/4 (}Kl ) (exp (Z"H) ‘ > ‘ ) >4 <3ec 10g(862c)> '

Sea ¢ = 3¢ log(8¢2¢). Por lo anterior para w € €2, tenemos

1 l B(t)—e pm 1 .
[ <fr(1l4)r1a l"+1) fnl)] > A <C> /;Tr Kl(fél))/ (exp (l"+1> e“9>

_ (é)B(t)_EI (m(f,slm l%) ()

t

dv,

)

Observemos que E [IE [I (f7(1+1, lnﬂ) |fnl)H = [ ( a1 lnﬂ)} de donde obten-

€1mos
()] - Bl )]
San(5) w0 )]
c Tn

Aplicando la desigualdad anterior n + 1 veces tenemos

. l (n+1)(B(t)—¢)
)] s ()

0
log [I (fnﬂv %)} _ log(AD) — (B(t) — ) logc
(n+1)logl logl

De donde,

+ B(t) —e.

Luego si k > 2 es un nimero entero tal que

log(AD) — (B(t) —€)logc S
log k&

og(AD) — B(t)loge o _6> .

—E€, ( equivalentemente Tog(ck)

tenemos
logE [I (fn+17 ﬁ)]
(n+1)logk

> B(t) — 2e,
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3.3. APROXIMACION FRACTAL

donde f,, es la n-ésima aproximacién del copo de nieve conforme aleatorio f con
bloque de construccion ¢ y k. De donde finalmente se obtiene

108 E [I (fn+1, 7r7) ] o 108 E [I (fn+1, 7r7) ]
—log (eleﬂ - 1) —log 1=

> B(t) — 2e.

Tendiendo n a infinito se obtiene el resultado. |
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Apéndice A:

MEDIDA EXTERIOR
METRICA

Definicién A.0.5 (Medida exterior métrica). Sea (X,d) un espacio métrico.
Diremos que la funcion p: P(X) — [0, +00] es una medida exterior sobre X
st satisface:

1. p(0) = 0;
2. Si AC B C X entonces u(A) < u(B) (Monotonia);
3. para cualquier sucesion {Ap}tnen en X, se cumple

1] <U An> < Z w(Ay,) ( o-subaditiva).

neN neN

Ademds si para todo par A, B de subconjunto de X con d(A, B) > 0 se tiene
n(AU B) = pu(A) + pu(B);
diremos que p es una medida exterior métrica

Definicién A.0.6 (Conjunto pu-medible). Sea p una medida exterior sobre X .
Diremos que E subconjunto de X es pu-medible si para todo A subconjunto de
X se cumple

1(A) = p(ANE) + p(A\ E).

Observacion 14. Sea A subconjunto de X, notemos que A = (ANE)U(A\ E).
Luego por la o-subaditividad tenemos

1(A) S p(ANE) + p(A\ E).
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Por lo tanto para que E subconjunto de X sea u-medible nos basta probar para
todo A subconjunto de X

1(A) = W(ANE) + u(A\ E).

Teorema A.0.7. Sea (X,d) un espacio métrico y p : P(X) — [0,+00] una
medida exterior. Entonces p es una medida exterior métrica si y solo si todo
subconjunto abierto en X es p-medible.

Para la demostrar del teorema, usaremos el siguiente lema.

Lema A.0.8. Sea (X,d) un espacio métrico y p : P(X) — [0, +00] una medi-
da exterior métrica. Sean U subconjunto abierto de X y E subconjunto de U.
Consideremos para cada n € N

Demostracién. Notemos que {E, }nen es una sucesién creciente en X, es de-
cir, para cada n € N se tiene E, C E,;1. Adémas para © € E, como U es
abierto, tenemos d(z, U¢) > 0. Luego existe ng € N tal que d(x,U¢) > nio, luego

x € E,, y por tanto E = |J E,.
neN

Probaremos primero que lim u(E,) < u(E).
n—oo

E, = {er:d(m,Uc) >

SN

Entonces w(E) = lim u(E,).

n—-+oo

Como { Ey, }nen es una sucesion creciente por monotonia tenemos que {(Eyp) }nen
es una sucesion creciente en R y por tanto convergente en Ry. Adémas como
para todo n € N tenemos F,, C E concluimos que

lim p(E,) < p(E). (A1)

n—oo

Si lim p(E,) = +oo por (A.1) tenemos pu(FE) = +00 y se cumplirfa el lema.

Supongamos entonces que lim p(E,) < +oo. Si ponemos Ey = @) y paran € N
n—oo

consideramos D,, = E,, \ E,_; entonces E, = |J Dy y E = | Dg.
k=1 k=1
Probemos que para todo n € N se tiene d(D,, 12, D,,) > 0.

En efecto, sea x € D, 12 e y € D, luego,

1

n—1

1
<d(x,U° o
n+2 - (x’ )<n+1’

1
- <d(y,U°) <
Sea z € U° por desigualdad triangular tenemos

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y);
tomando infimo sobre z € U¢,

d(y,U¢) < d(z,U°) + d(z,y).
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Asi

1
> __—_>0. -

Como f es una medida exterior métrica por (A.2) tenemos,

0 <U D2k> = Z,U(D2k) Yy op (U D2k1> = Z“(D%*l)'
k=1 k=1 k=1

Por monotonia p(Fay,) > > w(D2k) v p(Ean—1) > > p(Dag—1).
Luego,

k=1 k=1

y por lo tanto > p(Dy) <2 lim p(E,) < +oc.
k:1 n—oo

o0
Notemos ahora que E\ E, = |J Djy. Luego por o-subaditividad tenemos
k=n-+1

oo

WE\E) < Y w(Dy)

k=n-+1

o0
Si tomamos limite sobre n, considerando que Y p(Dy) < 400 tenemos,
k=1

lim u(E\ E,) =0. (A.3)

n—oo

Finalmente como para n € N, tenemos u(E) < u(E,) + u(E — E,,), y por (A.3)

W(E) < lim u(Ey). (A4)
Demostramos el lema por las desigualdades (A.1) y (A.4). ]

Demostracion del Teorema A.0.7. Probemos primero que: Si p es una me-
dida exterior métrica entonces todo subconjunto abierto U es p-medible.

Sean A subconjunto de X un conjunto cualquiera y U un subconjunto abierto
de X. Consideremos E = ANU, y paran € N sea F,, como en el lema anterior.
Notemos que d(E,,, ANU®) > 0, y por tanto

(B, U(ANU)) = p(Ey) + (AN US).
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Luego, considerando que E,, U (ANU®) C A, tenemos
1(A) = p(En) + p(ANU);
Luego, por el lema anterior,
p(A) =2 p(ANU) + p(ANUS).

Luego, por la Observacion 14, U es un conjunto p-medible de X.

Probemos ahora que: Si todo subconjunto abierto de X es p-medible, entoces p
es una medida exterior métrica.

Sean E, F subconjunto de X tales que d(E,F) = ¢ > 0. Luego considerando
por ejemplo U = |J,cp B(z,€/2), tenemos E C Uy UNF = (). Como U es
p-medible, tomando E'U F' en la definicién, obtenemos

WEUF)=p((EUF)NU)+ pu((EUF)NU®).
Si notamos que (EUF)NU = E, y que (EUF)NU*® = F, concluimos que
WEUF) = p(E) + u(F).
Luego p es medida exterior métrica. |

Corolario A.0.9. Sea (X,d) un espacio métrico y pn : P(X) — [0, +o0] una
medida exterior métrica. Entonces todos los conjuntos borelianos son p-medibles.

Demostracion. Los conjuntos p-medibles forman una o-algebra, que por el
teorema anterior contiene a todos los abiertos. Concluimos que todo conjunto
boreliano es medible, pues la o-algebra de los conjuntos borelianos es la menor
o-algebra que contiene a los conjuntos abiertos. |
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