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CAPITULO 1

Introduccién

La presente monografia se enmarca dentro de la Teoria de los Sis-
temas dinamicos diferenciables, o de manera mas precisa, nos interesa
estudiar la dindmica de difeomorfismos de clase C* para algin k € Z,
k > 1, definidos sobre una variedad compacta.

La primera familia de sistemas para la cual se obtuvo una descrip-
ciéon completa fue la de los difeomorfismos del tipo Morse-Smale. Estos
difeomorfismos son aquellos para los cuales su conjunto no errante se
encuentra formado por una cantidad finita de o6rbitas periddicas, todas
de tipo hiperbdlica, de modo que sus variedades estables e inestables
se intersectan de manera transversal, (ver Definicién 3.1). Los difeo-
morfismos del tipo Morse-Smale poseen la importante propiedad de ser
estructuralmente estables.

Posteriormente S.Smale [Sm], introdujo la nocién de conjunto hiperbé
lico, (ver Definicién 3.14), y més tarde definié lo que actualmente se
conoce como el conjunto de los difeomorfismos del tipo Axioma A,
conjunto que contiene en su interior a los del tipo Morse-Smale.

Smale también formulé una manera de comprender la dindmica
de los difeomorfismos Axioma A, (ver Teorema 3.47). Este resultado
permite describir cuales son las “piezas basicas” de la de la dindmica
de los difeomorfismos Axioma A (hiperbdlicos).

Como mencionamos anteriormente, los difeomorfismos del tipo Morse-
Smale resultaron poseer la importante propiedad de la estabilidad es-
tructural. La pregunta natural que surgié entonces fue ;Cuéles son las
condiciones necesarias y suficientes para asegurar la estabilidad estruc-
tural?. Una “respuesta”’ a esta interrogante la presentaron J.Palis y
S.Smale a través de la siguiente conjetura.

CONJETURA 1.1 (Conjetura de estabilidad). Un difeomorfismo de
clase C* (0 C*, si1 < s < k) es C*-estable si y sélo si es Arioma A y
satisface la condicion de transversalidad.

La solucién de la C'-conjetura de estabilidad vio la luz luego de
una serie de resultados obtenidos por Robbin [R], Robinson [Rol] y a
través del fundamental trabajo de R.Mané, [M1]. En [M1], se intro-
duce el uso de una forma mas débil de hiperbolicidad, conocida como
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6 1. INTRODUCCION

descomposicion dominada, nocion a la cual nos referiremos con detalle
mas adelante.

La solucién de la C'-conjetura de estabilidad entregé una compren-
sion mas amplia de lo que denominaremos el enfoque “perturbativo”,
es decir, como a través de la dinamica de la transformacion D f se
consigue una comprension de de la dindmica de la funcion f. Asociado
a este enfoque se encuentra el problema de dar un descripcién global
del conjunto Difeo*(M); con esto nos referimos a poder determinar la
existencia de conjuntos residuales o densos en Difeo"(M) de los cuales
se posea una descripcién acabada del comportamiento dinamico de sus
elementos. Originalmente se pensé que los sistemas del tipo hiperboli-
co podrian ser una soluciéon a esta interrogante, pero se encontraron
ejemplos de conjuntos abiertos de difeomorfismos no hiperbdlicos. De
manera mas precisa, se tiene que:

= Dada una superficie compacta M, existen conjuntos abiertos
no vacios, contenidos en Difeo?(M) cuyo conjunto no errante
es no hiperbélico, [Nw1].

= Para toda variedad compacta M, con Dim > 3, existen con-
juntos abiertos no vacios en Difeo’ (M) cuyos elementos poseen
su conjunto no errante de tipo no hiperbdlico, [AS].

Para el caso dos dimensional, Newhouse [Nw2] demostré la existen-
cia de conjuntos abiertos en Difeo?(M) los cuales contienen conjuntos
residuales donde coexisten las tangencias homoclinicas con la presencia
de infinitos puntos periédicos atractores o repulsores. Este fenémeno
dindmico es conocido como el Fenémeno de Newhouse.

Posteriormente Mané en [M3] demostré que este fenémeno coex-
istfa de manera genérica en Dif'(M) con la propiedad de ser Axioma
A. Para ser mas exactos, se tiene el siguiente Teorema.

TEOREMA 1.2. Sea M una superficie compacta. Fxiste un conjunto
residual R contenido en Dif'(M) que se descompone como

R =RiURN,

donde R 4 denota al conjunto de los difeomorfismos del tipo Axioma A
y Ry es un conjunto donde todo difeomorfismo posee infinitos puntos
periodicos atractores o repulsores.

La existencia de conjuntos de difeomorfismos cuyo comportamiento
dindmico estaba lejos de ser de tipo hiperbdlico, empujo el estudio hacia
nuevas formas de dindmica cadtica. De entre ellas mencionaremos las
siguientes:

» La existencia de atractores extranos o del tipo Lorentz.
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= Teorfa de la bifurcacion.
= Formas “débiles” de hiperbolicidad.

Los resultados obtenidos por el estudio de estas formas de dinamica
llevaron a J. Palis [P] a proponer las siguientes conjeturas;

CONJETURA 1.3 (Conjetura débil). El conjunto Dif" (M) parar > 1
contiene un conjunto abierto y denso, C, que se descompone como la
union de dos conjuntos abiertos y disjuntos, a saber C = MS UZ,
donde T el conjunto de los difeomorfismos que exhiben una interseccion
homoclinica transversal y M.S es el conjunto de los difeomorfismos del
tipo Morse-Smale.

CONJETURA 1.4 (Conjetura fuerte). Todo difeomorfismo f con-
tenido en Difeo” (M) para r > 1, puede ser C"-aprozimado o bien, por
un difeomorfismo del tipo hiperbolico o bien por un difeomorfismo que
posee un ciclo heterodimensional o una tangencia homoclinica.

La Conjetura débil fue demostrada, en su versién para la topologia
C', por Crovisier [Cr]. Asimismo la Conjetura fuerte fue demostrada,
en su versién para la topologia C!' y en el caso en que la variedad M
es una superficie, por Enrique Pujals y Martin Sambarino en [PS1].

El objetivo principal de esta monografia es mostrar los resultados
obtenidos por Pujals y Sambarino y exponer los resultados previos
necesarios para una comprensién de [PS1].

El resultado principal obtenido en [PS1], se encuentra enunciado
en el siguiente Teorema, el cual en la nomenclatura original es llamado
Teorema A.

TEOREMA 1.5. Sea M wuna variedad compacta dos dimensional y
sea f: M — M un difeomorfismo de clase C'. Entonces f puede ser
aprozimado, en la topologia C*, o bien por un difeomorfismo que exhibe
una tangencia homoclinica, o bien por un difeomorfismo Axioma A.

A continuacién procedemos a revisar las piezas basicas de su de-
mostracion.

La prueba de que todo difeomorfismo lejos de tangencias homo-
clinicas es aproximado por uno del tipo Axioma A, posee dos elementos
centrales.

El primero de ellos consiste en asegurar que, de manera genérica,
lejos de tangencias homoclinicas todo difeomorfismo admite descom-
posicion dominada en “casi” todo su conjunto no errante. El hecho que
un difeomorfismo se encuentre lejos de tangencias homoclinicas per-
mite probar que para puntos periédicos del tipo silla, (denotaremos
por Pery(f) a este conjunto), el dngulo que forman los sub-espacios
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estables e inestables se encuentran acotados uniformemente lejos de
cero. Haciendo uso, basicamente, de resultados contenidos en [M2], se
demuestra que el conjunto Pery,(f) admite una descomposicién con-
tinua de su fibrado tangente que ademads satisface la propiedad de ser
dominada.

Posteriormente se extiende esta descomposiciéon a “casi” todo el
conjunto errante. Finalmente haciendo uso simultdneo de [Pu2] y [K]
se logra construir un conjunto denso, en el complemento de la clausura
de las tangencias homoclinicas, en el cual todo difeomorfismo admite
descomposicion dominada en “casi” todo su conjunto no errante.

El segundo elemento a considerar tiene un aroma o una inspiracién
en resultados de dindmica unidimensional. De hecho es en cierto sentido
una versién dos-dimensional de un resultado contenido en [M3]. Esta
version dos dimensional, respetando la notacién de [PS1], la hemos lla-
mado Teorema B. Este Teorema nos permite descomponer la dindmica
de un conjunto compacto con descomposiciéon dominada, en el cual to-
dos sus puntos hiperbédlicos son de tipo silla, en dos partes: una donde
la dinamica es hiperbdlica y otra donde la dinamica es conjugada a una
rotacién irracional.

Ahora procedemos a describir la forma en la cual se organiza esta
monografia.

En el Capitulo 2 entregamos una colecciéon de resultados que nos
permitiran fijar notacion, ademas de los requerimientos minimos que
seran necesarios.

El Capitulo 3 consiste en una introduccion a la teoria hiperbdlica,
en la cual hacemos un recorrido que comienza con la definicion de
hiperbolicidad local y de conjunto hiperbdlico hasta el Teorema de
la Q-estabilidad de Smale, pasando por un par de resultados de tipo
genérico.

En el Capitulo 4 se introduce el concepto de Descomposiciéon dom-
inada junto con una serie de propiedades bésicas y resultados que
relacionan este concepto con los de hiperbolicidad y tangencias ho-
moclinicas. Las propiedades basicas de la descomposicion dominada
se exponen de una de manera analoga a las propiedades de la hiper-
bolicidad presentadas en el capitulo anterior, para facilitar un estudio
comparativo de ambas y comprender de esta manera cuan relacionadas
se encuentran.

Finalmente, el Capitulo 5 presenta, de manera integra, el princi-
pal resultado de [PS1]. La primera parte de este Capitulo consiste en
la demostracion del Teorema B, para posteriormente pasar a la de-
mostracién del Teorema A.



CAPITULO 2

Preliminares

1. Dinamica topolégica

Sea f : X — X una funciéon continua, donde X es algin espacio
métrico. A nosotros nos interesard particularmente el caso en que X es
una variedad riemanniana compacta. El objetivo es estudiar la estruc-
tura de orbitas de f, donde la érbita positiva de un punto x € X es el
conjunto

Ot (z) :={f"(x)| 0<neZl
Si ademés f posee inversa continua denotaremos la érbita negativa de
x por

O (x) ={f"(x) | 0<neZ}.
A la vez denotaremos la dérbita del punto x por f como

O(z) := O (x) UOT(z).

Comenzaremos con aquellos puntos que poseen una “historia” sim-
ple de describir. Un punto fijo de f es un punto z tal que f(z) = x;
un punto periédico de f es un punto x que es un punto fijo para algin
iterado f esto es, existe algin n € N tal que f™(z) = z. El conjunto de
los puntos periédicos de f lo denotaremos por Per(f).

A continuacion introduciremos nociones de recurrencia mas déebiles
que las recién mencionadas.

DEFINICION 2.1. Sea (X, d) un espacio métrico y f : X — X una
funcion continua. Un punto x € X se dird un punto no errante de f st

para toda vecindad U(x) existe k € N tal que f*(U(z))NU(x) # 0. El
conjunto de los puntos no errantes de f lo denotaremos por Q(f).

Es claro que un punto periédico es un punto no errante, y como
Q(f) es un conjunto cerrado se tiene que

Per(f) C Q(f).

DEFINICION 2.2. Sea (X,d) un espacio métrico, f : X — X una
funcion continua y x un punto del espacio X. El conjunto w-limite del
punto x quedard definido como,

wr(z) = {y € X | existe una sub-sucesion ny — oo tal que f"*(x) — y}.

9



10 2. PRELIMINARES

Si la funcion [ posee inversa continua, se define el conjunto a-limite
de x como,
af(x) ={y € X | eziste una sub-sucesion mnj, — oo tal que ™ (z) — y}.

Definiremos también los conjuntos

Li(f) = Jwr@), L-(f) = as),

zeX zeX
asi como el conjunto limite de f como

L{f) = L-(f)U L(f)

DEFINICION 2.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Dada una funcion
continua f : X — X y una constante positiva ¢, la sucesion

z={z;|p<i<qg—o0o<p<qg—2< oo}

se dird una e-pseudo drbita para f si d(f(x;),zi41) < € para p < i <
q—1. Se dird que una e-pseudo orbita es e-pseudo periddica si existe n
tal que x; = x;y, para todo i.

DEFINICION 2.4. Sea (X, d) un espacio métricoy f: X — X una
funcion continua. Un punto x de X se dird recurrente por cadenas si
para todo € > 0, es el punto inicial de una e-pseudo orbita periodica.
Denotaremos por R(f) el conjunto recurrente por cadenas asociado a
la funcion f sobre el espacio X .

Las siguientes Proposiciones béasicas, que no seran demostradas, se
encuentran en [Sch].

PROPOSICION 2.5. El conjunto L(f) se encuentra contenido en
Q(f).

PROPOSICION 2.6. Sea (X, d) un espacio métricoy [ : X — X una
funcion continua. El conjunto no errante se encuentra contenido en el
conjunto recurrente por cadenas, Q(f) C R(f).

OBSERVACION 2.7. Los resultados hasta ahora obtenidos, pueden
ser resumidos de la siguiente manera.

Per(f) C L{f) € Q(f) C R(f).

Donde f es algin homeomorfismo definido sobre X.

Sea X un espacio compacto. Un subconjunto cerrado, no vacio Y C
X, tal que f(Y) C Y se dird minimal para f, si no contiene algin
subconjunto propio, cerrado, no vacio, Z, tal que f(Z) C Z. Por lo
tanto un subconjunto compacto Y tal que f(Y) =Y es minimal si y
solo si la érbita positiva de todo punto es densa en Y.
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Supongamos que el espacio métrico (X, d) tiene una localmente una
base numerable. Diremos que f : X — X es topolégicamente transitivo
si existe un punto x en X tal que su orbita es densa en X. Si X no posee
puntos aislados, la definicién anterior es equivalente a la existencia de
un punto x en X tal que su w-limite sea denso en X.

PROPOSICION 2.8 (Birkhoff). Sea A un conjunto compacto e in-
variante para el homeomorfismo f, es decir f(A) = A. El conjunto A
es transitivo si y solo st dados dos conjuntos abiertos U, V existe un

entero m tal que f™(U)NV # 0.

DEMOSTRACION. Es claro que la condicién es necesaria, se pro-
bard que es suficiente. Consideremos una base numerable {U,};cn del
conjunto A. Luego para todo ¢ > 1 el conjunto

nez
es abierto y denso en A. Por el Teorema de Baire,

B=UJrw.
1ENneZ

es un conjunto denso en A. Ademas, se tiene que todo punto x € B
posee una orbita densa en A. O

Sea f : X — X un homeomorfismo, diremos que es topolégicamente
mezclante si para todo par de abiertos U, V en X existe un entero pos-
itivo N tal que f(U) NV # (), para todo n > N. Es claro que el
ser topologicamente mezclante implica ser topoldgicamente transitivo,
pero no al réves, por ejemplo una rotacién irracional del circulo es
topolégicamente transitiva (ya que es minimal) pero no es topoldgica-
mente mezclante.

Un homeomorfismo f : X — X se dird expansivo si existe una
constante positiva ¢ tal que para cualquiera dos puntos z, y en X
existe n en Z de manera que d(f™(x), f"(y)) > 0. Cualquier constante,
0 positiva, que satisfaga lo anterior se dird una constante de expansividad

de f.

DEFINICION 2.9. Sean X,Y dos espacios topolégicos y f : X —
X,g:Y — Y dos funciones continuas. Si existe un homeomorfismo
h: X — Y tal que el siguiente diagrama conmuta

X4f>X

YT’Y
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entonces, diremos que h es una conjugacion entre f y g. Se dird en este
caso que f y g son topologicamente conjugados.

OBSERVACION 2.10. Es claro que ser topoldgicamente conjugados
es una relacion de equivalencia, por lo tanto induce una particion, en
clases de equivalencia, del espacio de las funciones continuas.

2. El conjunto Difeo"(M)

Denotaremos por C"(M,R®), al conjunto de todas las funciones de
clase C", r > 1,r € Z definidas en una variedad compacta M.

Escojamos un cubrimiento finito, Vi, ..., V., por conjuntos abiertos
de M, tal que cada V; se encuentra contenido en el dominio de una carta
local (x;,U;) con z;(U;) C B(2) y x;(v;) = B(1), donde B(r) representa
la bola de radio r centrada en el origen. Para f en C"(M,R?®) denotare-
mos por fi= fo :ci_l : B(2) — R®. A continuacién introduciremos una
norma en C"(M,R®) definida como,

£l == méxsup{|[ f* (). [D" (W)l | u € B(1)}.

Se puede comprobar que con esta norma, el espacio C"(M, R?) resulta
ser una espacio completo. Ademés la topologia inducida por la norma
II-1l-, (por la métrica que induce la norma), no depende del cubrimiento
escogido, a esta topologia la llamaremos la C"-topologia.

Recordemos que un subconjunto de un espacio topoldgico se dice
residual si es la interseccion de una cantidad numerable de conjuntos
abiertos y densos. Asi también, recordemos que, un espacio se dice un
espacio de Baire si todo conjunto residual es denso.

OBSERVACION 2.11. En lo que sigue ocuparemos la notacién U(x)
para denotar que el conjunto U(x) es abierto, en el espacio que corre-
sponda y que contiene a x.

Las siguientes propiedades topoldgicas de C"(M, R?) pueden ser re-
visadas en [PdM], siguiendo los niimeros entre parentesis ubicados en
cada Proposicion.

PROPOSICION 2.12. (2.2) C"(M,R®) es un espacio de Baire.

PROPOSICION 2.13. (2.3) C"(M,R?) es un espacio separable.

PROPOSICION 2.14. (2.7) El conjunto C*(M,R®) es un conjunto
denso en C*(M,R?).

DEFINICION 2.15. Sean U y V dos conjuntos abiertos de R™ vy
f U — V una funcion sobreyectiva de clase C". Se dird que f es un
difeomorfismo de clase C" si existe una funcion g : V. — U de clase C",
tal que go f es la funcion identidad definida sobre U.
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DEFINICION 2.16. Denotaremos por Diff" (M) al conjunto de los
difeomorfismos de clase C", para algin r > 1, definidos sobre una varie
dad compacta n-dimensional M .

TEOREMA 2.17 (Teorema de la funcién inversa). Sea f: U C R™ —
R™ wuna funcion de clase C", r > 1. Si D, f : R™ — R™ es un iso-
morfismo, entonces f es localmente un difeomorfismo de clase C". Es
decir, ezisten vecindades V. C U conp € V. .y W C R™ con f(p) € W
yg:W —V tal que go f es la funcion identidad sobre V' y fog es la
funcion identidad sobre W.

Sean M y N dos variedades abstractas arbitrarias con M com-
pacta. Es posible definir la C" topologia en C"(M, N), para ello, basta
considerar a N inmersa en algin R®.

PROPOSICION 2.18. El conjunto Diff" (M) es un conjunto abierto
en C"(M, M).

DEMOSTRACION. Sea f en Diff"(M). Sin perder generalidad pode-
mos asumir que M se encuentra inmersa en R®. Si p es un punto de
M sabemos, por el Teorema de la funcion inversa, que existen vecin-
dades V(p) en M y V, en C"(M, N) una vecindad de f, tal que si g se
encuentra en V, entonces ¢ restringido a V' (p) es un difeomorfismo.

Sea V(p1),...,V(p;) un cubrimiento finito de M, V := m{zlvpj y
0 el nimero de Lebesgue asociado a este cubrimiento. Luego si p # ¢
son dos puntos en M a distancia menor que § se tiene que g(p) # g(q)
para todo g en V.

Por otro lado,

p = if{d(f(p), f(q)) | p,q € M,d(p,q) > 6}.

Es una cantidad positiva. Luego reduciendo V), si fuese necesario, se
puede obtener que si g se encuentra en ) entonces g es una funcién
inyectiva. Por lo tanto, como ¢ es un difeomorfismo local, se tiene que
es un difeomorfismo. 0

Ocupando las proposiciones anteriores se puede concluir que Diff" (M)
es un espacio de Baire y separable.

A continuacion revisaremos la nociéon de transversalidad asi como
algunos conceptos asociados.

Comencemos recordando que para p € M el espacio tangente al
punto p, al cual denotaremos por T,M, es el conjunto de todos los
vectores tangentes al punto p. Se define tambien el fibrado tangente
asociado a una variedad M C R* como

TM :={(p,v) e RF xR* | pe M,v € T,M}.
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DEFINICION 2.19. Sea S C N wuna subvariedad de clase C" y sea
f: M — N una funcidn de clase C* con k > 1. Se dird que f es
transversal a S en el punto p de M si, o bien f(p) & S o bien

Dpf<TpM) + Tf(p) S = Tf(p) N.

Es decir si la imagen de T, M por D, M contiene un sub-espacio de
TN que es complementario a T, S.

DEFINICION 2.20. Sean E y F dos sub-espacios de R" tales que
E®F = R". Se tiene que los sub-espacios E+ y F poseen la misma
dimension, ademds F es el grafico de una funcion lineal

L:Et —E.

Definida como sigue. Si w es un vector en ¥ existe un unico par de
vectores u en E, v en EL tales que w = u +v. Se define L(v) = u, de
donde se obtiene que F es el grafico de L.

Se define el dngulo, Z(E, F), entre los sub-espacios E, F como || L|| 71,
donde ||L|| = sup{{[|Lo]| | [[v]} = 1}.

En particular se tiene que Z(E,E+) = oc.

DEFINICION 2.21. Sea p € M un punto fijo de f € Difeo"(M).
Se dird que el punto p es un punto fijo elemental de f, si 1 no es un
autovalor de la transformacion lineal, D, f : T,M — T,M

PROPOSICION 2.22. Sea f € Difeo’(M),supongamos que p es un
punto fijo elemental de f. Existe una vecindad N C Difeo*(M) de f,una
vecindad U C M de p y una funcion continua h la cual cumple con

h:N —U,
g — Pg-

Donde py es el inico punto fijo de g en U. Este punto fijo es elemental,
en particular todo punto fijo elemental es aislado.

3. Meétrica de Haussdorff

Sea (E, p) un espacio métrico. Si Y C E diremos que B,.(Y), r > 0,
es una r-vecindad de Y si para todo punto y € Y existe b € B tal que

p(y,b) <.
Denotemos por K* la coleccion de todos los subconjuntos compactos

de F y por K al conjunto K*\ {0}.
Sean X e Y dos conjuntos compactos contenidos en F, denotaremos
X C, Y si existe una r-vecindad de Y que contenga al conjunto X.
Denotaremos por Dy (X) = sup,cx p(z,Y), es decir, Dy es el menor
real positivo r, tal que X C, Y, de manera andloga se define Dx(Y).
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Se define la distancia de Hausdorff sobre K, como
Dy(X,Y) :=sup(Dy(X),Dx(Y)).
Se puede comprobar que la distancia de Hausdorff es una métrica

en el conjunto K.

DEFINICION 2.23. Sea (X, d) un espacio métrico arbitrario, diremos
que la funcion
F:X— K"
Es semi-continua superior si
Dp)(F(x9)) — 0, cuando x — .

Es decir F es semi-continua superior, si para todo € > 0 existe una
vecindad V' de xy, tal que para todo x en'V se tiene que F(z) C. F(xy).
Andlogamente se dird que F es semi-continua inferior si

Dp(zo)(F(x)) = 0, cuando x — .

Se puede comprobar que el conjunto de los puntos de continuidad
tanto de una funcién semi-continua superior como de una funcién semi-
continua inferior, forman una conjunto residual contenido en X.






CAP{TULO 3
Dinamica hiperbdlica

1. Introduccion

El concepto de hiperbolicidad ha jugado un rol central en la teoria
de sistemas dinamicos diferenciables, es el paradigma de los llamados
sistemas “caoticos”, es decir, sistemas inherentemente impredecibles.
Esta clase de sistemas presentan propiedades de estabilidad que hacen
que esa “caoticidad” no sea destruida bajo pequenas perturbaciones.

En este capitulo estudiaremos las nociones basicas de dinamica
hiperbdlica. En las Seccion 2 se revisa la nocién de hiperbolicidad local,
y posteriormente en la Seccién 3 se revisara la de conjunto hiperbdlico.

En la Seccion 4 se definen los difeomorfismos Axioma A y el con-
cepto de estabilidad para difeomorfismos. En particular, se estudiara la
nocién de (-estabilidad.

Finalmente, en la Seccién 5 seran revisados un par de resultados que
nos permitirdn comprender, desde un punto de vista global, cémo se
insertan los difeomorfismos que poseen un cierto “sabor” hiperbdlico,
dentro del conjunto Difeo” (M).

Un estudio méas acabado de los tépicos que expondremos a contin-
uacion puede ser hallado en [S] y [KH].

2. Hiperbolicidad local

En lo que sigue M, sera una variedad compacta, n-dimensional, de
clase C'*°, dotada de una métrica Riemanniana arbitraria de clase C*°.

DEFINICION 3.1. Sea f : M — M wun difeomorfismo y p un pun-
to periodico de f de periodo n. Diremos que p es un punto periédico
hiperbdlico si la aplicacion lineal D, f" : T,M — T,M no posee auto-
valores en el circulo unitario S* C C.

OBSERVACION 3.2. Un punto periodico hiperbdlico de periodo n de
f, es un punto fijo hiperbolico de f". Por lo tanto, para los propositos
del estudio local, nos bastard considerar puntos fijos de f.

El siguiente resultado permite relacionar la dindmica de un difeo-
morfismo, en una vecindad de un punto periddico hiperbdlico, con la
dindamica de su parte lineal.

17
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TEOREMA 3.3 (Hartman-Grobman). Sea f : M — M un difeomor-
fismo y p € M un punto fijo hiperbdlico de f. Para ciertas vecindades
V=V(p) cMyU=U() CT,M de0 yp respectivamente existe un
homeomorfismo h : U — V tal que ho D,f = foh

Para la demostracion de este resultado haremos uso de la siguiente
Proposicién, cuya demostracién puede ser hallada en [PdM] (Lema
4,3).

PROPOSICION 3.4. Sea A : R — R" una transformacidén lineal
hiperbolica. FExiste ¢ > 0 tal que si G : R™ — R"™ es un homeomorfismo
que verifica sup{||G(x) — A(z)| | * € R"} < oo y G— A posee constante
de Lipschitz menor que ¢, entonces G y A son conjugadas.

DEMOSTRACION. (del Teorema de Hartman-Grobman) Como el re-
sultado del teorema es de caracter local, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que f: R" — R"y p =0 = f(0).

Consideremos la transformacién lineal hiperbdlica A = Dy f. Sea
e > 0 tal que si g : R® — R™ es acotada y tiene constante de Lipschitz
menor que € entonces A y A +¢ son conjugadas, por el Proposicién 3.4.

Por otra parte, la funcion ¢(z) = f(z) — A(z) es de clase C' y
verifica ¢(0) = 0 y Do ¢ = 0. Por continuidad existe 6 > 0, tal que si
||z|]| < 0 entonces
ell|

o)l < =5

Sea p : R™ — R una funcién de clase C* satisfaciendo
» 0 < p(z) <1 para todo z € R™.
w p(z) =1si|z| <5/2y p(x) =0s5i|z| > 9.
» |Vp(x)|| < 4/0 para todo z € R™.

Sea G(z) = A(z) + p(x)¢(z). Para ||z]] < J se tiene

ID: G — Al < [¢(@)[l| Dz ol + lo(2) [ V()] < e,

de donde se obtiene que g = G — A posee constante de Lipschitz menor
que €. Por lo tanto, haciendo uso del Teorema 3.4, conseguimos un
homeomorfismo H : R” — R" tal que HoG = Ao H.

Finalmente escogemos U = B(0,6/2), V =H(U) y h = Hyyy, con lo
que se concluye la demostracién. O

19
D, ¢l < =.
- IDaol <5

A continuacién pasamos a definir las variedades invariantes asoci-
adas a un punto periodico hiperbdlico. Con la ayuda de la hiperbolicidad
estudiaremos la estructura de estos conjuntos y cémo cambian bajo
perturbaciones del difeomorfismo f.
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DEFINICION 3.5 (Conjuntos estables e inestables). Sea f: M — M
un difeomorfismo. El conjunto inestable de un punto fijo hiperbdlico es:

Wi(p)={ze M| f™(z) = p para n— oo}.
Dado e > 0, definiremos el conjunto inestable local de un punto fijo hiperbdlico
Wi(p) ={zr e MNB(p,e)| f"(x) € B(p,e) paratodo n > 0}.

De manera andloga se define el conjunto estable W3(p) y el conjunto
local estable W2 (p) cambiando f~" por f™ en las definiciones anteriores
respectivamente.

Recordemos que una inmersion topoldgica de R® en M, es una fun-
cién F : R®* — M tal que todo punto = € R® posee una vecindad V' tal
que F|y es un homeomorfismo sobre su imagen (esta ultima dotada de
la topologia subespacio). En este caso diremos que F'(R®) C M es una
variedad topoldgica inmersa de dimension s. Una incrustacion topolégi-
ca de R® en M es una inmersién topolégica que es una homeomorfismo
sobre su imagen.

PROPOSICION 3.6. Sea f un difeomorfismo de clase C' y p un punto
periodico hiperbolico de f. Si € > 0 es lo suficientemente pequeno se
tiene que

1. Wi(p) € W3(p) y W¥(p) C W¥(p), esto es, los puntos en una
vecindad de p cuya drbita positiva (respectivamente negativa)
permanece en una vecindad de p tienen a p como su w-limite
(respectivamente o-limite).

2. W(p) es un disco topolégicamente incrustado en M y su di-
mension es la del espacio estable del isomorfismo D, f. Andloga-
mente se tiene el resultado para WY (p)

Wip) = | FWip) yW'(p) = [ " (Wi(p)).

n>0 n>0

Por lo tanto, existe inmersion topoldgica inyectiva ¢s : E* —
M(resp.¢, : E* — M) cuya imagen es W3(p)(resp. W"(p)
donde E*,E" son los espacios estable e inestables del isomor-
fismo D, f.

OBSERVACION 3.7. Sip es un punto fijo de f, la variedad estable de
f coincide con la variedad inestable de f~'. Es esta dualidad la que nos
permite traspasar las propiedades de W*(p) en propiedades de W"(p).

Si bien la variedad local estable es un disco topologicamente incrus-
tado, en general la variedad estable W*(p) no.
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Cabe notar que en la Proposicion 3.6, el Teorema de Hartman-
Grobman nos entrega la estructura topoldgica de la variedad W*(p).
Sin embargo, el siguiente teorema, que es independiente del teorema de
Hartman-Grobman, garantizard que W3(p) es una subvariedad inmersa
de la misma clase de diferenciabilidad que el difeomorfismo en cuestion.

Antes de pasar a revisar el teorema, damos la siguiente definicién.

DEFINICION 3.8. Sean S, S’ dos subvariedades de M vy sea £ >
0 dado. Se dird que S, S’ se encuentran ¢ C¥-cercanas si existe un
difeomorfismo h: S — S’ de clase C¥, tal que i’ o h, i se encuentren a
distancia menor que € en la topologia C*, dondei' : 8" — M,i:S — M
denotan las respectivas inclusiones.

TEOREMA 3.9 (Teorema de la Variedad Estable). Sea f: M — M
un difeomorfismo de clase C* para algin k > 1, p € M un punto fijo
hiperbdlico de f y E° el espacio estable del isomorfismo D,f.

= [l conjunto estable es una sub-variedad inmersa en M, de clase
Ck. El espacio tangente de W*(p) en el punto p es ES.

» Sea D C W*(p) un disco que contiene al punto p. Consider-
emos U C Difeo®(M) una vecindad de f tal que cada g € U
posee un unico punto fijo hiperbdlico, p,, en una vecindad U

de p. Dado € > 0 existe una vecindad U CU ta que, para

todo g € U, existe un abierto D, C W5(p,) que se encuentra €
Ck-cercano a D.

Como consecuencia del teorema anterior obtendremos un resultado
conocido como el Lema de la Inclinacion, el cual nos sera de gran
ayuda mas adelante. Sin embargo, antes de anunciarlo haremos algunas
consideraciones geométricas que nos la exposicion del resultado.

Consideremos un difeomorfismo f : M — M de clase CX y un
punto fijo hiperbdlico p € M. Pasando a coordenadas locales podemos
suponer que p =0 €€ R"y f:V — R”, donde V es una vecindad del
punto p = 0.

Consideremos la descomposicion invariante, por el isomorfismo lin-
eal D, f, del espacio tangente,

R™ =E ¢ E".

El Teorema de la Variedad Estable asegura que W2(0) es el grafico de
una funcién de clase C¥,

Gs BE - Eua(bs(()) = O7D¢s(0) =0
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donde Bj C E* es una bola de radio  centrada en el origen. De la
misma manera WY(0) es el grafico de una funcién de clase C¥,

bu: BY — E,6,(0) = 0, D¢, (0) =0

donde Bj C E" es una bola de radio  centrada en el origen.
Consideremos ahora ¢ definida como:

¢: By® By — E°@E",
(:Es;-ru) - (xs - ¢u($u)>$u - ¢S('T5))

Es claro que ¢ es un difeomorfismo de clase CX. Si llamamos ]7 a la
conjugacion de f por ¢ obtenemos que

Do f =Dy f.

Luego W2(f) es una vecindad del origen en E® y WZ(f) es una vecindad
de el origen en E". Es decir, siempre podemos asumir que W5(0) C E®
y Wi(0) C En.

Sea B° C E*® una bola contenida en W2(0), B* C E" una bola
contenida en W2(0) y V' = B® x B*. Dada una vareidad W transversal
a W2(0) en el punto ¢, denotaremos por W,,, a la componente conexa
de f"(W) NV que contiene al punto f"(¢q). Bajo las consideraciones
anteriores, enunciaremos el siguiente lema.

LEMA 3.10 (Lema de la inclinacién). Sea f : M — M wun difeo-
morfismo de clase C¥ para algin k > 1 para el cual el origen es un
punto fijo hiperbdlico. Consideremos el conjuntoV = B*xB* yW C M
una sub-variedad de clase C* tal que W intersecta de manera transver-
sal a W5(0) \ {0} en el punto q.

Dado 3 > 0 existe ng € N tal que si n > ng entonces W, se
encuentra 3 — C' cercano a B*.

Antes de pasar a la demostracién observemos el siguiente esquema,



22 3. DINAMICA HIPERBOLICA

w=(0)

w(0)

DEMOSTRACION. En un sistema de coordenadas locales tal que
W:(0) € E°, W2(0) C E" podemos escribir

f(xsa xu) = (Asxs + (bs(xs; SL’u), Auwu + ¢u<xs> xu))a
donde [|A%]] < A, [|(A*)7Y| < A. Ademds

96, _,_ 0,
al'u|Bu - (9(L‘5|BS7
%(0,0):0, i=s,u,j=Ss,u.

La continuidad de las primeras derivadas nos asegura que podemos
escoger k € (0,1) y una vecindad V' C V' de manera tal que

b—1)2
ar = A+ k<1, b:Ail—k>1, k<%,
k > sup 06

v Tj

Sin perder generalidad podemos asumir suponer que g € V''y B* C V.
Sea vy un vector unitario en 7,D%, vy = (v§,v§) para v§ € B®y
vy € B". La pendiente

S
o il
4]
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de vp, se encuentra bien definida ya que vy es tangente a un conjunto

transversal a B®. Consideramos ¢; = f(q),...,q, = [™(q), los respec-
tivos vectores tangentes vy = D,f(vg),..., v, = D, ,f(vp—1) ¥y sus
respectivas pendientes Ay, ..., \,.

Para ¢ en la frontera de B*
A+ 52 ()ug + 5o (a)vg
Dy f(vo) = Ngs 4 Dbu (o
vy + e (a)vg
por lo tanto
AT+ G2 (g)vs + 52 ()il
- U U 6 u u
lA o + Ge=(@)vgl

Ahora acotando el numerador por arriba

1

S,..S 8¢3 S aqbs U s S u
A%+ S22 a5+ 520 | < Al + kgl + 1),
y el denominador por debajo
U, U 8¢U U — u U
|20+ S22 g | 2 Al - kel
concluimos que
Nk
A< — 4 -
1=ty
De manera recursiva se obtiene
Ao k
Ay < — + ——
S o

Luego existe ng tal que A\, < (b —1)/4 para todo n > ny.

Sea 0 < k1 < min(e, k). Como B" es compacto existe § < € tal que
para V) = dB® x B*(aqui d B®* denota la bola de radio d-veces el radio
de B).

s

max < k.

Vi

xu
Como vy es arbitrario, este se puede escoger de manera que posea
la mayor pendiente de los vectores unitarios en 7, D". Luego existe ng
tal que, para n > ng, todo vector, distinto de cero, en T, D) tiene
pendiente A\, menor que (b— 1)/4 con g¢,, € V.
Entonces, ocupando la continuidad del plano tangente, existe un
disco D* C Dy, centrado en ¢, tal que todo vector en T;D" posea

pendiente A que satisface
Pt
— 2 Y

para todo p € Du,
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Sea v € Tpﬁu para p € D y sea A,, su pendiente. Calculamos la
pendiente de los iterados de v;
)\no + kl )\no + kl
no+1 S 1 = .
§(b + 1) bl

A

Entonces
An, ky
)\n n < — .
o S G T

De donde existe n tal que para todo n > n

1

Entonces por la elecciéon de v podemos encontrar n’ tal que para todo
n > n' las pendientes de los vectores tangentes a f™(D%) NV} sean
menores que (1 + (b; — 1)), y por ende menores que . Finalmente

comparamos las normas de los tangentes a f”(lfﬁ) N V; con la de sus
imégenes por D f

VIRia P + vl llonall? [1+X0,

(1) = :
[[on I? + llvzl? ] R

Acotamos el primer factor de 1 por

||U;LL+1||2 Z )\—1 —k— k?An
[oxl]?

Entonces 1 es una cantidad mayor que 1. Luego el didmetro de f™(D%*)N
Vi crece en cada iterado. Ademés sabemos que las pendientes de los vec-
tores en su espacio tangente tiene pendiente uniformemente pequena,
por lo que podemos concluir que existe IV, tal que para todo n > N el
conjunto f"(D%*) NV} se encuentra arbitrariamente cercano de B* en
la topologia C!.

U

Con ayuda del Lema de la inclinacién construiremos las foliaciones
estable e inestable en una vecindad del punto p. Es decir construiremos
foliaciones F*® y JF*" mutuamente transversales en una vecindad del
punto p, tal que las hojas F*(p) y F*(p) que pasan por p satisfacen

F'(p) € W*(p), F*(p) C W3(p).

Para ello, consideraremos N C W"(p) tal que todo punto de W"(p)
posea al menos un iterado en el interior de N. Luego realizamos una
foliacion, que denotaremos F*, por discos transversales en N. Es decir
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tomamos un disco D con dim(D) = dim(W?®(p)) y ® una inmersién de
clase C¥,definida sobre ® : N x D, tal que

P(z,0) =2 F°(x)=P(z,D).

De esta manera obtenemos una foliacién F* de clase C* para N, la
cual se puede construir de manera que

F(f M) C fUF (), siyx, fH(z) € N.

Ahora extenderemos la foliacion F* a una foliacién invariante F* en
una vecindad V' del punto p (abusando del lenguaje las denotaremos a
ambas de la misma manera).

Para todo n > 0,z € N se define

F(f @) = fFUF(f (@) NV,
Fi(p) =W(p)nV

Es claro que la foliacién asi definida es invariante, entonces solo nos
queda asegurar la continuidad de F*(x), pero esta propiedad esta ase-
gurada por el Lema de la inclinaciéon y la eleccién de una vecindad V/
adecuada, por lo tanto la foliacion F* es la foliacién que buscdbamos.
El caso de la foliaciéon F* se realiza de manera anéloga.

En esta parte del estudio podemos notar como el analisis local de un
sistema dindmico se transforma en una poderosa herramienta bajo la
presencia de hiperbolicidad. A continuaciéon concluiremos esta seccién
introduciendo el concepto de estabilidad local para difeomorfismos.

DEFINICION 3.11. Sean f, g dos elementos de Difeo*(M) y p, q dos
puntos fijos de M. Diremos que [ y g son topoldgicamente equivalentes
en p y q respectivamente si existen vecindades V(p), W(q) y un home-
omorfismo h : V(p) — W(q) con h(p) = q tal que f y g son topoldgica-
mente conjugados via el homeomorfismo h, es decir f oh(x) = ho g(x)
para todo x € M.

Diremos que f es localmente estable en p si para toda vecindad U de
p existe U C Difeo®(M) tal que f en p es topoldgicamente equivalente
a g en q, para algin q € U y todo g € U.

Veremos como ante la presencia de puntos fijos hiperbdlicos un difeo-
morfismo f resulta ser localmente estable en p. Para ello necesitamos
algunos resultados de isomorfismos hiperbdlicos y por supuesto hacer
uso del Teorema de Hartman-Grobman.

La demostracion del siguiente Lema puede ser revisada en la Proposi-
cién 4,5 de [PdM].
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LEMA 3.12. Sea A un isomorfismo hiperbolico. Eziste 6 > 0 tal
que, si B € L(R") y ||[A — B|| < 0 entonces B y A son localmente
conjugados.

A continuacion revisaremos el Teorema enunciado anteriormente,
haciendo uso del Lema 3.12

TEOREMA 3.13. Si f € Difeo®(M) para algin k > 1 yp € M un
punto fijo hiperbolico de f. Luego f es localmente estable en p.

B DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.22 del Capitulo 1 existen
N(f),W(p) y una funcién continua p : N(f) — W(p) la cual a cada ¢
le asocia su unico punto fijo, p,, en W (p) (este punto fijo es hiperbélico
ya que el conjunto de los isomorfismos lineales es un conjunto abierto).

Si consideramos N (f) C N(f) adecuada tendremos que D, g y
D, f satisfacen las hipétesis del Lema 3.12. Luego D, g y D, f son
localmente conjugadas.

El Teorema de Hartman-Grobman asegura que f es localmente con-
jugado a D, f y que g es localmente conjugado a D, g. Por transitividad
se tiene que f y ¢ son localmente conjugados en p y p, respectiva-
mente. U

3. Conjuntos hiperbdlicos

A continuacién introduciremos la nocién de conjunto hiperbdlico,
nocién que generaliza la de punto fijo hiperbdlico revisada en la seccién
anterior. Para establecer esta definicién necesitamos el concepto de
conjunto invariante, concepto que a su vez generaliza el de punto fijo.
Diremos que un conjunto A C M es invariante con respecto a f : M —
M si A C Dom(f!) y z € A implica que f(x), f~*(z) € A.

Recordemos que una métrica Riemanniana en una variedad com-
pacta M, define un producto interno y por lo tanto una norma en el
espacio tangente T, M, denotaremos a esta norma por || - |[|.

3.1. Definicion.

DEFINICION 3.14. Sea f : M — M wun difeomorfismo de clase C*
para alguin k > 1. Sea A C M wun conjunto compacto e invariante
por f. Diremos que A es un conjunto hiperbdlico si existen constantes
C > 0,0 < X <1 tal que para todo punto x € A existe un par de
subespacios lineales E5, EY en T, M tales que

» .M =E & EY.

- D.f(E}) = E}

) Y D, f(E;) = E}L

()
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» Eristen constantes C' > 0,0 < X\ < 1 tales que
|DfE A <Oy [[DfE | < CX" para todo n > 0.

Los subespacios E?, EY seran llamados, respectivamente, el Espacio
estable y el Espacio inestable de D f en el punto z.

En general cuando hablemos de un conjunto hiperbdlico A nos
referiremos, a menos que se especifique lo contrario, a un conjunto
hiperbélico para un difeomorfismo f : M — M de clase C¥, para algiin
k>1.

Si bien la definicion de conjunto hiperbdlico hace uso de una métrica
Riemanniana en M, la siguiente Proposicion nos dice que la propiedad
de ser hiperbdlico es independiente de la métrica escogida.

PROPOSICION 3.15. Si A es un conjunto hiperbélico con respec-
to a alguna métrica Riemanniana en M entonces lo es con respecto
a cualquier otra métrica Riemanniana. En particular, la constante A
de la Definicion 3.1/, puede escogerse de manera independiente de la
métrica.

DEMOSTRACION. Sean || - ||1,] - [|2 dos normas inducidas por dos
métricas Riemannianas, distintas, en M. Supongamos que A es hiperboli-
co con respecto a || - ||1, con constantes C''y A como en la Definicién
3.14. Probaremos que A también es hiperbdlico con respecto a || - [|o.

Debido a la compacidad de A y a la continuidad de la norma, existen
constantes k, K tales que

k< M < K paratodo we T, M.

Luego para cualquier u € ES,v € £}
Do f"ullz < K|[Dy frulli < KeX'[lully < KETOX"[|ulls,
Do fulla < K| Do f ully < KeA™[[ofli < KET'CA|[v]f2.
O

El siguiente resultado nos permite construir una métrica, que lla-
maremos una métrica adaptada del sistema o métrica de Lyapunov, tal
que C' =1, donde C' es la constante de la Definicion 3.14.

PROPOSICION 3.16 (Métrica Adaptada). Para todo conjunto hiperbdli-
co N C M existe una métrica Riemanniana en M tal que para alguna
constante 0 < o < 1

IDfigll <o DS I <o

Donde || - || es la norma inducida por la métrica.
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DEMOSTRACION. Dada una métrica Riemanniana arbitraria, deno-
taremos el producto interno por L(-,-). Para u,v € T, M sea

(f*L)(u,v) = L(Dy fu, D, fv).
Definiremos un nuevo producto interno en Ty M como sigue

(2) L*(uy + vy, us + v9) = Z f"L(uy, ug) + [~ L(vyg, v2),

n>0

donde uy,uy € EZ,v1,v9 € E¥ v x € A. Aplicando la Definicién 3.14
para u; = us = Uy U3 = U = ¥ se tiene que

FY L, u)+f 7 L(v,v) = [ D ul*+ Dol < CEN([ful*+]]*).

Luego 2 es un suma convergente.
Para u € E*, definimos ||u||* = L*(u,u)"/2. Se tiene que

(llall)* = llll® + (1D full)?,
1/2 1/2 o
1D full” = <Z \|Df"UI\2> < (Z CW"HU\F) =Tl

n>0 n>0

Por lo tanto

-2\’
) 1Dl < \/ 1= (258)

y andlogamente para v € E"

—1_.q1* L=\ ? *
(@) IDF ] S\/l_(T) ol

Extendemos L* a un producto interno continuo y definido positiva-
mente en T M para luego aproximarlo por un producto interno L; de
clase C*° tal que las desigualdades 3 y 4 sigan siendo véalidas para la
norma inducida por Lj. U

PROPOSICION 3.17 (Continuidad). Los subespacios E¥, ES tienen
dimension localmente constante y dependen de manera continua del
punto x.

DEMOSTRACION. Supongamos M una variedad de dimension n.
Sea x;, — x una sucesién convergente en M y {v¥ ... vF} una base
ortonormal de E;, .

Pasando a subsucesiones podemos asumir que ¢, = ¢ es constante
y que {vf} — v; € T,M para 1 < j < i. Es claro que el conjunto
{v1,...,v;} es un conjunto ortonormal. Por otro lado, si se define

={u e LM | [| Dy f"ul| < CA"[[ull},

7zk
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tenemos que para cada n, E®" es un conjunto cerrado, luego

E =] E=)E",

zeA n>0
es un conjunto cerrado. Por lo tanto {v1,...,v;} C E;
Finalmente para ver que estos vectores generan E; basta considerar
una base ortonormal en Ef que complemente a la base {ok ok

Al igual que antes se puede suponer que estos convergen a un con-
junto ortogonal en E} con n — i elementos. Luego por un argumento
dimensional se concluye la demostracion. U

Recordemos Z(u,v) denota el dngulo entre los subespacios gener-
ados por vectores u,v. La definiciéon de angulo entre subespacios fue
dada en Definicion 2.20.

COROLARIO 3.18. Los subespacios E, B son uniformemente transver-
sales, es decir, existe o > 0 tal que

L(u,v) > « para todo uw € ES v € EY, para todo x € A.

DEFINICION 3.19. Sea v € T,M = E, ® F,, v = v® + vf donde
v° € E,v/ € F. Definiremos el cono estable de tamano a > 0, K¢(x),
asociado a la descomposicion E, F como:

Ki(w) = {v € T.M | o'|| < aflo”|}.

Andlogamente se define el cono inestable de tamano o, K&(x), asociado
a B, F como:

Ki(x) == {v e TM | '] < afv[]}.

Denotaremos por KS(A) C TM o simplemente K¢ cuando A este
claro en el contexto, como la coleccién de los conos K¢ (x) asociados a
una descomposicion continua de T, M para todo x € A.

Consideremos un conjunto hiperbdlico A y su descomposicién in-
variante del espacio tangente Ty M = E* @ E". Sean K, K} las famil-
ias de conos asociadas a estos subespacios. Sea U una vecindad de A,
como los subespacios E°, E" son continuos, estos se pueden extender a
la vecindad U de manera continua. Luego se tiene la siguiente Proposi-
cién.

PROPOSICION 3.20. Sea A, :={x € U | dist(z,\) < e}.

1. Para todo a > 0 existe ¢ = e(a) > 0 tal que si fi(A.) C U,
t = %1 entonces

D fo(Kq(2)) C int(K5(f(2))),
D f oy (Ka(f(2))) C int(KZ()).
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Para todo © € A..
2. Para todo 6 > 0 existen o > 0 y ¢ > 0 tales que para todo
e AN,
ID f ol < A+ 0)llvll v e K,
1D fovll < A+ 0)|[vll ve K.

La siguiente Proposicion es el reciproco de la Proposicion 3.20.

PROPOSICION 3.21 (Familias de Conos). Sea A un conjunto com-
pacto e invariante para el difeomorfismo f: M — M. Asumamos que
para todo x € A existe una descomposicion

E@E" =T, M,

que depende de manera continua del punto x, junto con una constante
a > 0 tal que los a-conos K, K determinados por los subespacios
satisfacen

= Dy f(Ka(2) € Ki(f(x)), Do fTHKL(f(2))) C Ki(=).

| D, fo|| < ||v||  para todo v € K (z),
| D, f || < ||v|l  para todo v € K"(z).

Entonces A es un conjunto hiperbdlico.

DEMOSTRACION. Por la compacidad de A existe una constante A €
(0,1) independiente de z, tal que

1Dz foll < Allvll,  1IDa £~ ull < Aflull,

para todo v, u en K?(x), K!(x) respectivamente.
Ahora para, x € A, los subespacios

E; = () Do) f K (f"(2)), Eb =) Doy K*(f " (@))-

n>0 n>0

satisfacen la definicién de hiperbolicidad con constantes C' =1y A.

O

3.2. Propiedades. Revisaremos una serie de propiedades béasicas
para conjuntos hiperbdlicos, en todas las cuales d(, -) sera la distancia,
entre dos puntos z, y de M.

La primera de ellas es la generaliza el Teorema de la Variedad Es-
table, revisado en la seccién anterior. Para ello comenzaremos definien-
do la variedad estable local y la variedad inestable local.
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DEFINICION 3.22. La variedad estable local W (x) de tamano ¢ > 0
para el punto x € M se define como:

Wi(z) ={y e M |d(f"(y), f"(z)) < &, para todo n > 1}.

De manera analoga se define la variedad inestable local W2 (z) de tamano
€ para el punto x € M como

Wi(z) ={y e M |d(f"(v), f"(x)) <e,para todo n > 1}.

TEOREMA 3.23 (Variedades estables e inestables). Sea A un conjun-
to hiperbolico para el difeomorfismo f: M — M, con TaM = E3 @ E".
Supongamos que f es de clase C*. Existe 0 < u < 1 ye > 0 tal que
para todo x € A,

» W(z) es un disco incrustado de clase C¥, tangente a ES en el
punto x.

= d(f(y), f(z)) < pd(z,y), para todo y € Wi(z).

» La familia de discos WE(x) varia de manera continua con x,
en la topologia C* .

OBSERVACION 3.24. Notemos que para € suficientemente pequeno
We(z) N WE(x) es solo el punto x.

PROPOSICION 3.25 (Expansividad). Sea A un conjunto hiperbdlico
para un difeomorfismo f : M — M. Luego f es un difeomorfismo
expansivo sobre A.

DEMOSTRACION. Sea ¢ dado por el Teorema de la variedad estable.
Sean = # z dos puntos en M, si d(f"(z), f"(z)) < € para todo n € Z
entonces x € Wi(z), 2z € W2(z). Luego x € Wi(2) NW2(2) ={z}. O

PROPOSICION 3.26 (Estabilidad). Sea A un conjunto hiperbdlico
para un difeomorfismo f : M — M. Existe una vecindad V de A y una
Cl-vecindad U de f tal que para todo g € U el conjunto invariante

A =(g"(V),
kEZ

es hiperbolico para g.

DEMOSTRACION. Sea T, M = E:@® E" la descomposicién hiperbéli-
ca del espacio tangente en el punto x € A para f. Extendamos de man-
era continua la descomposicion anterior a un abierto V' que contenga
al conjunto A. Fijemos v > 0 pequeno y para todo x € V' consideremos
los conos KY(z), K3(x).

Sea x € A. La hiperbolicidad nos permite asegurar que

» D.f(K3(x)) € Ky(f(2), (Dof)~H(KY(x) € K5(f7H (),
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IDafoll > s llvll siv e Ki(a),
1D full = S lull - siv € K5(2).

Por lo tanto si fijamos 6 > 0 pequeno, por la continuidad de la
extensién y la continuidad de D f, Df~! podemos encontrar una vecin-
dad V de A tal que para todo = € V se satisfagan las condiciones 2.2.1,
con A reemplazado por A+ §, no solo para f sino también para todo g
suficientemente cercano a él en la topologia C'. Es decir

= Dyg(Ky(x) € Ky(g(x)), (Dag)”H(KY(x) C K5(97 (2)),
= Para todo vector v distinto del vector cero.

1
D, gv|| > v|[, siwve KYx),
1.0 2 i 1 “(a)
1
1Dagell > 1 loll, st v e ()
Luego si v y d se escogen de manera adecuada aplicando la Proposicion
3.21, se tiene la hiperbolicidad de A{,. O

En general se tiene que A # A v, razon por lo que se realiza la
siguiente Definicién.

DEFINICION 3.27. Sea A un conjunto hiperbdlico para f : M — M.
St existe una vecindad V' de A tal que A = A{/, diremos que A es un
conjunto localmente maximal o basico.

Si bien con la proposicién anterior, se puede vislumbrar una cierta
nocion de estabilidad para conjuntos hiperbdlicos, el siguiente teorema
es el resultado mas general.

TEOREMA 3.28. Sea A C M un conjunto hiperbdlico para el difeo-
morfismo f : M — M. Para cualquier vecindad V' de A y cualquier
d > 0 existe € > 0 tal que si g: V — g(V) C M es un difeomorfismo
con

der(g, flv) <e,

entonces existe un conjunto, A9 C V', hiperbolico e invariante bajo g y
existe un homeomorfismo

h: A — A,
con deo(Id, h) + deo(Id, h™1) < §, de manera que
hog/axs = f/aoh.

Mas atun si 6 se escoge pequeno, el homeomorfismo h es unico.
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La demostracién del Teorema 3.28, la podriamos realizar inmedi-
atamente, pero la pospondremos por un momento como una manera
de ilustrar la fuerza del Teorema del sombreado de Anosov, el cual
enunciaremos sin demostrar, esta demostracion puede encontrarse en
la Seccion 1 del Capitulo 18 de [KH].

TEOREMA 3.29 (Teorema del sombreado de Anosov). Sea A un
conjunto hiperbolico para el difeomorfismo f : M — M. Entonces existe
una vecindad U del conjunto A y constantes g > 0,09 > 0 con las
siguientes propiedades.

» Para todo § > 0 existe € > 0 tal que para todo difeomorfismo
g:U — g(U) C M en una gy — C* vecindad de f, para todo
espacio topologico Y, para todo homeomorfismo h 1Y — Y y
para toda funcién o € CO(Y,U) con deo(aoh,goa) < ¢ existe
B e CUY,U) tal que Boh=gofB ydeo(a,B) <6

» Si 3 € CUY,U) es tal que Boh = gofBy dco(a,ﬁ_) < 9
entonces = 3.

Como claramente la o6rbita de un difeomorfismo cercano a f con-
stituye una e-orbita de f, podemos pasar a revisar la demostracion del
Teorema 3.28.

DEMOSTRACION TEOREMA 3.28. Para no confundirnos con la no-
tacion, el difeomorfismo g del Teorema 3.28 lo denotaremos por .

La demostracién consiste en aplicar el Teorema 3.29 para determi-
nadas condiciones. Sea dy dado por el Teorema 3.29 y consideremos

)
s<é2‘yzm a=1d,, g=/
Por el Teorema 3.29 encontramos un tnico 3 : A — U tal que,

Bof=1lop.
Como A = B(A) es invariante, es hiperbdlico.
Veamos ahora que la funcién # es un homeomorfismo. Para ello

consideremos

)
€<§0, Y=A, a=Idy, g=I

entonces el Teorema 3.29 asegura la existencia de un homeomorfismo
h para el cual se tiene que

hol=foh

Ademads notemos que si € es pequeno podemos escoger indistinta-
mente f 6 [, por lo tanto afirmamos que

ho @ =1Id,
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es decir 3 es el homeomorfismo buscado. Debemos probar la afirmacion,
para ello sea o f = foa, (la conjugacion trivial) y fo f = fo 3 para
G = ho (. Luego

deo(a, B) = deo(Id, ho B) < &.

Entonces por la unicidad asegurada por el Teorema 3.29, se tiene que
B = Id |. Con lo que se concluye la prueba del teorema. O

Como consecuencia del Teorema 3.29 obtendremos ademas el sigu-
iente par de lemas, los cuales nos permiten comparar la estructura de
orbitas de un sistema dindmico con una perturbacién del mismo.

LEMA 3.30 (Lema del sombreado). Sea A un conjunto hiperbélico
para el difeomorfismo f : M — M. Eziste una vecindad U de A tal que
para todo & > 0 existe un ¢ > 0, tal que toda e-orbita contenida en U
es d-sombreada por una orbita de f.

DEMOSTRACION. Para la demostracién ocuparemos el Teorema 3.28
bajo las siguientes hipotesis.

Y = (Za ,Zidz’screta)y f =g, &p—= 07 h(n) =n-+ ]_7

Y para (z,) una e-6rbita se define la funcién a por a(n) = z,, asi como
la funcién ( obtenida por el Teorema da origen a la 6rbita (G(n) =
()}

Entonces por Teorema 3.28 se tiene que d(z,, f*(x)) < § para todo
n e Z U

LEMA 3.31 (Closing lemma). Sea A un conjunto hiperbélico para el
difeomorfismo f : M — M. Existe una vecindad V' de A y constantes
0> 0,e1 > 0, tales que para todo € < €1 y para toda e-orbita periddica
{zo, ..., ¥}, existe una drbita periddica O(y) C V tal que para i =
1,...,m se tiene que dist(x;, f'(y)) <.

DEMOSTRACION. La demostracién sigue de manera similar que el
lema anterior. En este caso consideraremos

g=1f, Y=Z/mZ, hk)=k+1 mod(m)
y las funciones «, 3 seran escogidas tal como en el Lema anterior. Bajo

estas condiciones el resultado se tiene por el Teorema 3.28. U

Para finalizar esta seccién un importante corolario del Closing Lem-
ma

COROLARIO 3.32. Sea A hiperbdlico para el difeomorfismo f : M —
M. Sea V tal que A{/ es un conjunto hiperbolico. Luego el conjunto
de los puntos periddicos, Per(f), es denso en el conjunto no errante
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4. Axioma A y (2-estabilidad

Un tema clasico dentro de la teoria de sistemas dinamicos, consiste
en determinar cuando propiedades interesantes de un sistema dindami-
co persisten bajo perturbaciones. Desde este punto de vista, especial
importancia revisten aquellos sistemas que son iguales, salvo por un
cambio de coordenadas (continuo), a todo otro sistema cercano. Este
tipo de sistemas poseen la importante caracteristica de mantener inal-
terables, bajo perturbaciones, las propiedades topoldgicas de su estruc-
tura de érbitas.

Para el caso de difeomorfismos sobre variedades compactas, la man-
era precisa de enunciar lo anterior es introduciendo el concepto de es-
tabilidad estructural.

DEFINICION 3.33. Sea f un difeomorfismo de clase C* para algin
k > 1. Diremos que f es C*¥-estructuralmente estable, si posee una CX-
vecindad U tal que para todo g € U, g es topologicamente conjugado a

f.

Este concepto, introducido en la década del ‘30 por Andronov y
Pontrjagin [AP], tuvo un importante desarrollo en los anos ‘60 cuando
los trabajos de Birkhoff y Smale permitieron determinar que la estabil-
idad estructural podia coexistir con formas de recurrencia no triviales.
Posteriormente los trabajos de Anosov, Palis y Smale entregaron impor-
tantes familias de difeomorfismos que resultaron ser estructuralmente
estables. En vista de estos resultados surgié el problema de encontrar
condiciones necesarias y suficientes que permitieran asegurar la esta-
bilidad estructural.

En direcciéon hacia exhibir cuales son las condiciones necesarias y
suficientes para asegurar la estabilidad estructural debemos introducir
un par de definiciones.

DEFINICION 3.34. Sea f : M — M wun difeomorfismo y Q(f) su
conjunto no errante. Se dird que f satisface el Axioma A o es un difeo-
morfismo del tipo Axioma A, si Q(f) es un conjunto hiperbélico y el
conjunto de los puntos periddicos Per(f) es denso en Q(f).

Diremos que un difeomorfismo que satisface el Axioma A, satisface
la condicién de transversalidad fuerte si para todo punto x € Q(f) las
variedades estables e inestables de = se intersectan transversalmente.

Robbin [R] y Robinson [Rol] probaron que la condicién de ser
Axioma A y satisfacer la condicion de transversalidad fuerte implica
el ser estructuralmente estable. El resultado de Robbin y Robinson
es valido para toda topologia C¥,k > 1, es decir tempranamente se
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resolvia el problema de encontrar condiciones que fuesen necesarias
para la estabilidad estructural.

Para probar que estas condiciones eran también suficientes, el primer
paso lo dio el mismo Robinson [Ro2] quien probé que el ser estructural-
mente estable sumado con la condicién de ser Axioma A implicaba la
condicién de transversalidad fuerte. Es decir en este punto de la histo-

ria el problema a resolver era, lo que se conoce como la conjetura de
estabilidad,

CONJETURA 3.35 (Palis-Smale). Todo difeomorfismo C*-estable es
del tipo Axioma A.

En 1988, Mané, en un muy original y destacable trabajo, prob¢ la
conjetura de estabilidad para el caso de la topologia C'.

Si bien todo lo que hemos hablado (y hablaremos) esté en el contex-
to de difeomorfismos sobre variedades, podemos apartarnos por unos
segundos paro resenar que en 1998, Hayashi [H] extendié el resulta-
do de Mané para el caso de flujos. Es decir, en resumen tenemos el
siguiente teorema.

TEOREMA 3.36 (Estabilidad estructural). Un flujo o un difeomor-
fismo de clase C* es estructuralmente estable si y solo si es Azioma A
y satisface la condicion de transversalidad fuerte.

De manera paralela al estudio de la estabilidad estructural se comen-
zaron a estudiar propiedades mas débiles de estabilidad. Una muy im-
portante es la propiedad de ser (2-estable. Esta nocion, que pasaremos a
revisar, nos permitira estudiar la clase de los difeomorfismos Axioma A.

DEFINICION 3.37. Un difeomorfismo f : M — M de clase C¥, se
dird C*-) estable si existe una C-vecindad U de f tal que para todo
g €U, glog) es topologicamente conjugado a flos).

De ahora en adelante, nos dedicaremos a encontrar condiciones que
nos permitan asegurar cuando un difeomorfismo es (2-estable, en otras
palabras nos dedicaremos a probar el siguiente teorema de Smale [Sml].

TEOREMA 3.38 (Smale). Supongamos que f € Diftf*(M) es un
difeomorfismo Azxioma A y que sus conjuntos basicos satisfacen la condi-
cion de no ciclos. Entonces f es C<-Q estable.

Las razones por las cuales vamos a estudiar esta parte de la teoria
pueden parecer antojadizas, pero el camino hacia el resultado espera-
do, nos ird mostrando una variedad de propiedades y estructuras que
conforman una parte importante de la teoria de dinamica hiperbdlica.
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4.1. El conjunto €(f) es aislado. En la serie de propiedades
que revisaremos a continuacion f : M — M serd un difeomorfismo
de clase C* para algiin & > 1. Comenzaremos con una simple y bella
proposicién.

PRrROPOSICION 3.39 (Cloud lema). Sean p, q dos puntos periddicos
hiperbolicos de f. Supongamos que

x € Wi(p) h W'(q), y € W"(p) h W(q).

Entonces x,y son puntos no errantes de f.

W (p) W*(q)

Yy q
W2(q)

W2 (p)

DEMOSTRACION. Sin perder generalidad podemos asumir que p, q
son puntos fijos de f. Recordemos que, por el Lema de la inclinacién,
dado un disco B en W"(z) y un disco D transversal a W*(z) existe un
tiempo N tal que para todo n > N los iterados f™(D) contienen un
disco que se encuentra e-cercano de B en la topologia C.

Sea B un disco centrado en y contenido en W"(p) y sea D un
disco centrado en x contenido en W"(g). Por el Lema de la inclinacién
existe ny tal que f™ (D) intersecta transversalmente a W*(¢) en un
punto z. Tomemos ahora un disco D;, contenido en f" (D), centrado
en el punto z. Nuevamente aplicamos el lema de la inclinacién para
asegurar la existencia de un tiempo ny tal que f™2(D;) contiene un disco
arbitrariamente cercano a D. Por lo tanto el punto x es un punto no
errante. El resultado para el punto y se obtiene de manera analoga. [

La Proposicion recien demostrada, puede extenderse a cualquier fa-
milia finita de intersecciones transversales, ademas en el caso particular
de un punto homoclinico transversal nos dice, que este es un punto no
errante.
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El siguiente Lema es otro de los frutos del Teorema de la variedad
estable.

LEMA 3.40. Sea A un conjunto hiperbolico. Existen € > 0,0 > 0
tales que para todo x,y € A con d(z,y) < 6 las variedades WE(zx), W2(y)
se intersectan transversalmente en un unico punto.

DEMOSTRACION. Sabemos que W#(z), W¥(z) son respectivamente
tangentes a E*(x), E"(z) en el punto 2 y ademds varfan continuamente
con z en la topologia C!.Luego es claro que existe € > 0 de manera que
We(z) N WE(z) = {z}. Por lo tanto existe d(x) tal que si y € A con
d(z,y) < 6(x) entonces las variedades W2(x), W¥(y) se intersectan en
un tnico punto. Finalmente por la compacidad de A la constante §(z)
puede escogerse independiente de x. 0

OBSERVACION 3.41. Al par de nimeros (9,¢), de la proposicion an-
terior, los llamaremos un tamano adaptado para el conjunto hiperbolico
A. Notemos que no necesariamente WE(z) N W2(y) € A.

DEFINICION 3.42. Sea A un conjunto hiperbélico. Se dird que posee
estructura local de producto si existe un tamano adaptado (9,€) de man-
era que

We(z) h Wi(y) € A para todo z,y € A con d(z,y) <.

PROPOSICION 3.43. Sea f un difeomorfismo que satisface el Az-
ioma A entonces QU(f) posee estructura local de producto.

DEMOSTRACION. Sea (4, ¢) un tamaino adaptado para Q(f). Sean
x,y dos puntos en €(f) a distancia menor que ¢. Basta considerar el
caso en que z, y son puntos periédicos, ya que estos forman un conjunto
denso en Q(f). Pero por el Cloud Lema si es que ambos puntos son
periodicos entonces el punto en el que se intersectan las variedades

estable e inestable es un punto no errante, luego se tiene el resultado
buscado. 0

A continuacién revisaremos sin demostrar un resultado conocido
como el Lema del Sombreado de Bowen, este nos seré ttil para probar el
principal resultado de esta seccién, una demostracion de esre resultado
puede encontrarse en [Sch].

LEMA 3.44 (Lema del Sombreado de Bowen). Sea A un conjunto
hiperbolico con estructura local de producto. Para todo € > 0 existe
0 > 0 tal que toda d-pseudo drbita en A puede ser e-sombreada por un
orbita contenida en A.

PROPOSICION 3.45. Un conjunto hiperbdlico posee estructura local
de producto si y solamente si es aislado.
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DEMOSTRACION. Sea A un conjunto hiperbdlico con estructura lo-
cal de producto y sea € su constante de expansividad.
Probaremos que existe una vecindad U de A tal que si

{f™(x)}nez C U, entonces,z € A.

Ocupando la continuidad uniforme de f, escogeremos @ > 0 tal que
si d(x,y) < @ entonces d(f(z), f(y)) < 0/2 para todo =,y € A. Luego
escogemos a > 0 tal que a < min{, 2, @} donde § = §(g/2) es dado
por el Lema del Sombreado de Bowen.

Consideremos z tal que {f"(z)} C U, donde U = B(A, a). Para
todo n € 7Z se define

Ty = b d(f"(2),y).

yEeA

La coleccién {x,} forma un §-pseudo érbita ya que para todo n € Z

A (@), i) < (), 4 (@) + A (2), 200) < 5+ a8

Entonces como {z,} es una d-pseudo érbita, el Lema del sombreado de
Bowen asegura la existencia de z € A tal que

d(f"(2),z,) < % para todo n € Z.

Finalmente tenemos que
d(f" (@), f(2)) < d(f*(@), 20) + d(f*(2), ) < ¢ para todon € Z.

Pero por expansividad se concluye que x = z. Es decir x € A.

Ahora si es que A es un conjunto hiperbdlico aislado, por definicién
sabemos que si existe una orbita {f™(z)} contenida en B(A,a) para
a > 0, en realidad ésta orbita se encuentra contenida en A.

Sea (0, ¢) un tamano adaptado para A, supongamos que a > . Sean
x,y dos puntos en A de manera que

W2(z) nWi(y) = {2},

Debemos probar que el punto z se encuentra en A. Sabemos que la
orbita de z, e-sombrea la orbita positiva de x y e-sombrea la érbita
negativa de y luego {f™(z)} se encuentra contenida en B(A,a), ya
que a > €. Por lo tanto z € A, es decir A posee estructura local de
producto. O

COROLARIO 3.46. Si f satisface el Azxioma A entonces Q(f) es
aislado.
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4.2. Descomposicion espectral y condicion de no ciclos.
Otra importante propiedad de los difeomorfismos que satisfacen el Ax-
ioma A es que su conjunto no errante se descompone en una cantidad
finita de “piezas” disjuntas.

TEOREMA 3.47 (Descomposicién Espectral). Si f satisface el Azxi oma
A entonces su conjunto no errante, Q(f), se descompone de manera
unica en una union finita y disjunta de conjuntos transitivos

Qf) = U....UQ.
Los conjuntos €; los llamaremos los conjuntos bdsicos de f.

DEMOSTRACION. En primer lugar veamos que una tal descomposi-
cién es tnica. Supongamos que existe otra descomposicién de ( f) por
conjuntos transitivos,

Qf) =AM U...UA

Veremos entonces que ambas descomposiciones deben ser la misma.

Para ello escogemos z; € €2; tal que O(x;) = €2;, luego existe un tnico
j =7() tal que
Q, C Aj(i)-
Por simetria, dado j(i) existe un tnico ¢ = i(j) tal que
Aj C Qi(j).
Entonces (2; = A;. Luego podemos concluir que las descomposiciones

son las mismas.

Notaremos por, ~, la siguiente relacién binaria definida para puntos
x,z en Per(f),

e~z ossi Wi (x) MWY(z) y W3(2) h WY ().

La relacion, ~, es refleja y simétrica ademas en virtud del Lema de
la inclinacién es una relacion transitiva. Por ende, ~, es una relacion
de equivalencia, la cual induce una particién en Per(f) a través de
las clases de equivalencia que ella define, las cuales denotaremos por
{P:}ier.

Por el Lema 3.40 sabemos que si d(z,y) < § entonces = ~ y, luego
tenemos las siguientes propiedades para {P;}ic;.

» Existen finitas clases de equivalencias P;,7 =1, ..., k. Ya que
dist(P;, P;) > 6 sii#j.

Luego por la compacidad de Q(f) se concluye que I es un
conjunto finito, digamos {1,2,...,k} .
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» Como Per(f) = Q(f) se tiene que

o) =P

» Dado 7 existe j tal que
f(P) = P;.
Luego las clases de equivalencia son permutadas por la funcién

f. Sean Qi,...,Qy las distintas orbitas bajo f, de P; para
7 =1,...k es decir

lepl,lu...UPLnl,

QN = PN,I U'--UPN,nN-

Ordenamos cada §2; de manera que las clases de equivalencia satisfagan
f(Prj) = Py

Por ultimo nos queda por probar que cada 2; es un conjunto tran-
sitivo.

Para todo abierto U de ?J y todo abierto V' de m conl <5<
k < N, sea W = f*J(U), luego existe un entero m de manera que
F"W)YNV £ 0 ya que six € W,y € V entonces & ~ y, luego por el
resultado de Birhkoff, Teorema 2.8, se tiene la transitividad. 0

Como dijimos al comienzo la motivacion de esta seccién era en-
contrar condiciones necesarias para asegurar la (2-estabilidad, bueno
hasta ahora hemos desarrollado la primera de ellas, el ser Axioma A.
A continuacion revisaremos la segunda propiedad necesaria, para luego
introducir el concepto de filtracion, el cual nos permitird concluir el
resultado buscado.

DEFINICION 3.48 (Condicién de no ciclos). Sea Ay, ..., Ay una colec-
cion de conjuntos compactos e invariantes por f, disjunta a pares .
Denotaremos por — a la siguiente relacion binaria.

k
A — Aj siysolosi [WY(A;) NWP(A;)]\ U A # 0.
r=1

Se dira que A, ..., N\;, forman un ciclo si
Ail —>Ai2 —>—>Alm —>AZ'1.
Finalmente se dird que la coleccion Ay, ..., Ay satisface la condicion de

no ciclos si es que no existen ciclos entre ellos.
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Si A; — A;j esto nos dice, que existe un punto, fuera de los A;, que
en un tiempo se encuentra en A; y en otro en A;.

Cuando {A;} satisface la condicién de no ciclos, podemos reordenar
los indices de manera que A; — A; implique ¢ > j. Este orden de la
coleccion {A;} lo llamaremos un orden filtrante.

Consideremos una coleccién, creciente, finita, de subconjuntos com-
pactos de M, es decir,

®:MOCM1C...CMk:M.
Una tal coleccién la llamaremos una filtracion de f si
f(M;) Cint(M;).

Donde int(M;) denota el interior del conjunto M;.
En este caso llamaremos a M;\ M;_; el i-esimo nivel de la filtracién
y denotaremos por

Ki=Ki(f)= () ["(Mi\ M;_y)

n=—oo

al conjunto maximal invariante del i-esimo nivel. Si la coleccién {M;}
es un filtracién, entonces podemos definir de manera equivalente al
conjunto K;(f) como:

ﬂ fM(M; \ int(M;_q) ﬂ frint(M;) \ M;—1).

n=-—00 n=-—00

A continuacién pasamos a enunciar un par de resultados, los cuales
revisaremos sin su demostracion, que nos permiten extender las propiedades
de una filtracién asi como asegurar que la coleccion K;(f) satisface la
condicién de no ciclos.

TEOREMA 3.49. Sea {M;}F_, una filtracion de f. Luego {K;} es
una coleccion disjunta de a pares, de conjuntos aislados e invariantes
bajo f. El i-ésimo nivel de la filtracion es una vecindad aislante de
K;. La union de los conjuntos K; contiene al conjunto recurrente por
cadenas R(f), ademds la coleccion {K;} satisface la condicion de no
ciclos.

PROPOSICION 3.50. Sea {M;}%_ una filtracion de f entonces:

» Eziste una C°-vecindad U de f tal que para todo g € U,
{M;}r_, también es una filtracion de g.

» Para toda vecindad U; de K;(f) existe una C°-vecindad U de
f tal que, para todo g € U, K;(g) C U,.
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El siguiente teorema, del cual solo esbozaremos su demostracion, es
el reciproco del Teorema 3.49

TEOREMA 3.51. Sea Ay, ..., Ay una coleccion disjunta a pares, de
conguntos compactos e invariantes bajo f, cuya union contiene al con-
gunto limite L(f). Si {A\;} satisface la condicion de no ciclos y el or-
den de los indices es un orden filtrante, entonces existe una filtracion

{M;}r_, de f tal que K; = A;.

ESB0zO DE LA DEMOSTRACION. Para cada 4, consideremos una
vecindad U; de A; tal que

Uint; =0, (fU)NT; =0.

La idea de la demostracion consiste, basicamente, en analizar las cuen-
cas de atraccion de ciertos conjuntos atractores, proceso que se realiza
en el Paso 4. Los pasos 1 a 3 son los preparativos para analizar los con-
juntos en cuestion. Finalmente, en el Paso 5, ocupando los conjuntos
analizados en el paso 4, se define la filtracién buscada.

Paso 1: Si f*(z) € U, para todo n > 0 entonces z € W5(A;).
Paso 2: Si WY (A;) N WY (A;) # 0 entonces W (A;) N A; # 0.
Paso 3: St WY(A;) N A; # 0 y i # j entonces

We(A;) N (WPA)) \ Ay) # 0.
Paso 4: Para todo1=1,2,....k
» Ui<; WY(A;) es un conjunto compacto e invariante.
» Uj<; W3(A) es un vecindad de U;<; W*(A;).
= Para todo conjunto compacto @); con
Ulfz’ WH(AZ) C Ql C Ulgi WS(AZ),

se tiene que

() Qi) = Ui WH(Ay).
n>0
Paso 5: Si P es un conjunto compacto e invariante bajo f que posee
una vecindad compacta @ con N,>of™(Q) = P, entonces P tiene una
vecindad compacta V con V' C int(Q) tal que f(V) C int(V).
Finalmente para concluir la demostracion se verifica que las vecin-
dades del paso 5, son tales que si se define

Mi = U%a
1<i

entonces la coleccién {M;} es una filtracion de f. Veamos que es la
filtracion buscada es decir K; = A;. Notemos que A; no intersecta al
conjunto U<, W*(A;) y ademas A; C M; luego A; C M; \ M;_;. Pero
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A; es un conjunto invariante bajo f luego A; C K,. Por otro lado
consideremos = € K; luego para todo iterado se tiene

Luego existe j tal que z € W¥(A;), mas ain se puede comprobar que
1 = 7 luego

x € W2(A;) NWH(Ay),
pero por la condicién de no ciclos = € A; y por lo tanto K; C A;, con

lo que se concluye la demostracion.
O

4.3. El teorema de la (2-estabilidad de Smale. A contin-
uacion entregaremos el teorema central de toda esta seccion.

TEOREMA 3.52 (Smale). Si f satisface el Axioma A y los conjuntos

bdsicos de f mo poseen ciclos, entonces f es C¥-Q estable para todo
k> 1.

DEMOSTRACION. Notemos que basta demostrar la C*-§) estabil-
idad. Para ello consideremos los conjuntos, €2y,..., 2, dados por la
descomposicion espectral de f. Como la coleccion anterior satisface la
condicién de no ciclos, el Teorema 3.51, asegura la existencia de una
filtracion:

@ZM()CMlC...CMk:M,
tal que K;(f) = Q; para 1 < i < k. Ademas por el Teorema 3.49, cada
2; es un conjunto aislado con vecindad aislante M; \ M;_;.

Por la Proposicién 3.50 existe una C-vecindad U de f tal que

{M;}¥_, es una filtracién para todo g € U. Definamos

Ki(g)= () 9"(M;\ Mi_y).
Sea € > 0 dado, por la estabilidad de los conjuntos hiperbdlicos existe
un ¢ tal que para todo g con distci(f,g) < 6 y todo ¢ = 1,2,...k
existe un homeomorfismo

hi = hi(g) : Ki(f) — Ki(g),
tal que
d(h;,Id) <e, hjof=goh,,
los h; ademés nos permiten definir de manera natural la siguiente fun-
cion,
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Finalmente basta ver que

Por el Teorema 3.49 tenemos que

U Ki(g) D Q(g).

Luego nos basta probar la otra contencion, la cual esta dada por lo
siguiente,

k
U Ki(g) = M) = h(Per(f)) = h(Per(f)) C P(g) C Q(g).

O

Finalizamos esta secciéon con un par de resultados que ocuparemos
mas adelante.

PROPOSICION 3.53. Si L(f) es hiperbdlico entonces L(f) = Per(f)

DEMOSTRACION. Tomamos un punto z € L(f). Existe un punto
y € M junto con un entero N tal que y, fV (y) se encuentran cercanos

a x, ademas la 6rbita finita, {y, f(v),..., f¥(y)}, permanece en una
vecindad de L(f). Consideramos

(. f@)s o SN W) N W), -

Este conjunto es una pseudo-orbita periédica contenida en una vecin-
dad de L(f). Luego por la propiedad del sombreado podemos encontrar
un punto periédico z arbitrariamente cercano a x. 0

PROPOSICION 3.54. Si L(f) es un conjunto hiperbdlico y no existen
ciclos en la descomposicion de L(f) entonces Per(f) = L(f) = Q(f) =
R(f). En particular f es Azioma A y satisface la condicion de no ciclos.

DEMOSTRACION. Sean L, ..., L; los conjuntos bdsicos dados por
la. descomposicién espectral de L(f). Existe una filtracion {M;} de f
tal que K; = L;, luego R(f) C L(f) de donde L(f) = Q(f) = R(f).
Finalmente la Proposicién 3.53 nos permite concluir el resultado. [J

5. Resultados de tipo genérico

Los siguientes resultados, Teorema de densidad de Pugh y densi-
dad de los difeomorfismos del tipo Kupka-Smale, nos permiten dar con

propiedades que resultan satisfacerse para un conjunto abierto y denso
de Difeo"(M).
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5.1. Un resultado de Pugh. El primero de los resultados de
esta seccién es el Teorema de densidad de Pugh [Pu2].

TEOREMA 3.55 (Pugh). Eziste un conjunto residual, R C Diff* (M)

tal que si f € R entonces Q(f) = Per(f).

Antes de dar la demostracion de este Teorema, necesitamos un par
de resultados los cuales pasamos a detallar. El primero de ellos es la
siguiente Proposicision.

PROPOSICION 3.56. Consideremos la funcion I' : Diff' (M) — H
definida como I'(f) = Per.(f), donde H es la coleccion de los conjuntos
compactos de M y Per.(f) es el conjunto de los puntos periddicos
elementales de f. La funcion I' es semicontinua inferiormente.

DEMOSTRACION. Para probar que I' es una funcién semicontinua
inferiormente se debe probar que dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si
dei(f,9) < § entonces dpy)(I'(f)) < e. Para ello es suficiente probar
que si p es un punto periédico elemental de f de periodo n entonces
existe una vecindad U de f y una vecindad U de p tal que si g €
U entonces g posee un punto periédico elemental de periodo n en la
vecindad U.

Se define la siguiente funcién
F : Diff'(M) x R® — R",
(g,7) — g"(z) — .

Si f*(p) = p entonces F(f,p) = 0. Ademéas DF(;,) = D,f" — Id la
cual es una transformacion lineal invertible ya que el punto p es ele-
mental. Luego el Teorema de la Funcion implicita nos permite concluir
la demostracién del Lema. 0

La siguiente Propocisiéon que enunciamos sin su demostracién, nos
permitira conluir el resultado central.

PROPOSICION 3.57. Eriste un conjunto residual R, C Diff'(M) tal
que si f € Ry entonces Per.(f) = Per(f).

A continuacién, haciendo uso de las Proposiciones 3.57 y 3.56, pro-
cedemos a la demostracion del resultado de Pugh.

DEMOSTRACION TEOREMA 3.55. Sea R el conjunto residual, donde
la funcién I' es continua. Se define R = Rq; N Ry es claro que R es
un conjunto residual en Diff' (M), veremos que si f € R entonces

Per(f) = Q(f).
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La demostracion sigue por contradiccién, es decir supongamos que

para cierto f € R existe x con x € Q(f)\ Per(f). Tomemos una vecin-
dad U de Per(f) tal que x ¢ U, luego haciendo uso de la continuidad
de I" en f, podemos encontrar una vecindad U de f tal que para todo
g €U, Per.(g) C U. Pero lo anterior lleva a una contradiccién, ya que
por el Closing Lemma sabemos que existe una vecindad de f, la cual

contiene un difeomorfismo g, tal que x € Per(g). O

5.2. Difeomorfismos del tipo Kupka-Smale. El siguiente re-
sultado de tipo genérico que pasaremos a revisar nos dice (o parte de
el nos dice) que, de manera genérica, los difeomorfismos solo poseen
puntos periédicos hiperbdlicos. Antes de presentar este resultado nece-
sitamos una definicion.

DEFINICION 3.58. Sea f : M — M un difeomorfismo de clase C¥,
diremos que f es del tipo Kupka-Smale si:

= Los puntos periodicos de f son hiperbolicos.
» Sip yq son puntos periddicos de f entonces W*(p) y W"(q)
se intersectan de manera transversal.

Al conjunto de los difeomorfismos del tipo Kupka-Smale lo deno-
taremos por K-S.

TEOREMA 3.59 (Kupka-Smale). El conjunto K-S es un conjunto
residual en Diff*(M).

Antes de comenzar la demostracién haremos algunas considera-
ciones. Sea f € Diff*(M) y n € N se define:

ff M — M x M,
p — (p, f"(p)).

Si p es un punto de periodo n, entonces f”(p) € A (donde A es la
diagonal del conjunto M x M). Por otro lado sabemos que p es un
punto elemental de f si y solo si la imagen de f" intersecta de manera
transversal en el punto p al conjunto A.

EsBOZO DE LA DEMOSTRACION. La demostracién del Teorema 3.59,
consiste basicamente, en la prueba de tres resultados, Lemas 3.60, 3.61,
3.62, los cuales presentaremos sin demostracion. Una demostracion
completa puede encontrarse en el Capitulo 7 de [KH].

El primero de los lemas a considerar es el siguiente.

LEMA 3.60. Sea n € N, consideremos el conjunto D™ C Diff*( M)
formado por los difeomorfismo f tal que la imagen de f' es transversal



48 3. DINAMICA HIPERBOLICA

al conjunto A, para ¢ = 0,1,...,n. El conjunto D™ es un conjunto
abierto en Diff' (M) y denso en Diff*(M).

El siguiente lema que necesitaremos, nos dice que cerca de cualquier
difeomorfismo con puntos periddicos transversales se puede encontrar
un difeomorfismo que posee solo puntos periédicos hiperbdlicos.

LEMA 3.61. Sea f € D". Dado ¢ > 0, existe g € D™ tal que to-
dos sus puntos periodicos, de periodo a lo mas n, son hiperbolicos y

de(fvg) <e.

La coleccién de los difeomorfismos que pertenecen a D™ que poseen
solo puntos periodicos de periodo a los mas n la denotaremos por DY,.

Los Lemas 3.60, 3.61 nos permiten concluir que el conjunto D7, es
denso en Diff*(M). Ademds como DY, es abierto en la topologia C* y
por lo tanto, lo es para toda topologia C* para k > 1 tenemos que D
es un conjunto abierto y denso en Diff*(M).

Finalmente enunciamos el ultimo de los lemas que utilizaremos.

LEMA 3.62. Sea K™ C DY}, tal que si f € K™ entonces las variedades
estables e inestables de puntos periodicos de f, de periodo a la mas n,
se intersectan transversalmente. El conjunto K™ es un denso en DYy
por lo tanto en Dift*(M), para todo n € N.

Para concluir la demostracion, solo debemos notar que dado que la
transversalidad es una condicién abierta en la topologia C! y que,

K-S = ﬂ K"
neN

Tenemos que K-S es un conjunto residual en Diff*(M). O



CAPITULO 4

Descomposicién dominada

1. Introduccion

Existen varios conceptos que permiten extender la nocién de hiper-
bolicidad uniforme. Uno de estos conceptos es el de descomposicion
dominada. Este concepto, introducido en los trabajos de Mané, Liao y
Pliss, da lugar a una descomposicién invariante del fibrado tangente
en dos sub-fibrados, donde uno de ellos es més contractivo (o menos
expansivo) que el otro, después de una cantidad uniforme de iterados.

El objetivo de este capitulo es dar una descripcion de las propiedades
bésicas asi como de algunos resultados relacionados con la descomposi-
cién dominada.

2. Definicién

DEFINICION 4.1. Sea f : M — M un difeomorfismo y A un conjun-
to invariante por f. Se dird que A posee una descomposicion dominada
de indice i en su fibrado tangente, si existen sub-fibrados invariantes
EF tales que

» dim(E) = 1.

s WM =E&®F.

s Fxisten constantes positivas C, X\, con A < 1, tales que para
todo x en A,

||Df\7;z ||||Df|}?n(z)|| < CN', para todo n > 0.

El significado de la definicién anterior podria traducirse diciendo
que, si se escoge una direcciéon que no pertenece al fibrado E, en el
futuro esta direccién converge de manera exponencial a la direccién F'.

La constante A de la Definicién 4.1 la llamaremos la constante de
dominacién de f en A.

La siguiente proposicién nos entrega una definicién alternativa a la
definicién ya entregada para la descomposicién dominada.

PROPOSICION 4.2 (Equivalencia de la definicién). Sea A C M un
conjunto compacto e invariante por el difeomorfismo f : M — M. FEl
conjunto A posee una descomposicion dominada ThAM = E @® F, si y

49
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solo si existe | € ZT tal que para todo x € A existe k = k(x) <1 de
manera que

ey 1
DA MDA < 5

DEMOSTRACION. Es claro que la condicién expresada por la proposi-
cién es necesaria, ya que basta escoger un tiempo n suficientemente
grande de manera que

n —n 1
1Dz, MDPF < 5

Para demostrar que la condicién es suficiente notemos que,
1D D £
= [ DAE D £ D A7 M D £

1 _ _
<Y g
f(z) f7n+k ()

para k < [. Si n — k > [ Aplicamos el proceso a D f**, proceso que

podemos repetir a lo més [7] pasos, al cabo de los cuales se tiene que

(7]
n n 1 t n—l —n—+l
D DA< (5) DR g
e 3] (1 N\ /1\T
< - <2 = <\5) -
= 0(2) = 0 <2> —(2)

Entregaremos una segunda definiciéon alternativa para la descom-
posicion dominada, la cual sera 1til cuando queramos extender las
propiedades de la misma a vecindades del conjunto en cuestion.

4

DEFINICION 4.3. Sea A un conjunto compacto tal que su tangente
admite una descomposicion continua, TAM = ESF y0 <a <1 un
constante real. Se definen los conos centro estable y centro inestable de
tamano a, asociados a los fibrados E, F como

CP(z) ={w e T, M :w=vg+vp,vg €E;,vp € Fp,|vgl <alvr|}.
Cgu(x) = {w € TJJM W=V + Vp,VE € ECC7UF € an HUFH < aHUEH}

La siguiente proposicién que revisaremos sera demostrada solo para
el caso dos dimensional, es decir, el caso en que los fibrados que forman
la, descomposicion dominada son unidimensionales.
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PROPOSICION 4.4 (Definicién por familias de conos). Sea A un con-
jJunto compacto, invariante por f, el cual que admite una descomposi-
cion dominada, ThxM = E®F. Supongamos que la constante C' de la
Definicion 4.1 es igual a 1. Para todo 0 < a < 1 y todo x en una
vecindad V' de A se cumple que;

(5) Do f7HC () CC(f (@), Da f(C (@) C Calf(2)).

La afirmacion en el otro sentido también se tiene, es decir, si existe
una descomposicion continua Eq, Fy del fibrado tangente T\ M, tal que
para algin 0 < a < 1 se tenga (5), con los conos asociados a la nueva
descomposicion, entonces A posee descomposicion dominada.

DEMOSTRACION. Veremos sélo la segunda parte de la demostracién
ya que la primera parte es similar a la realizada para el caso hiperboli-
co. Podriamos suponer que los fibrados E;, F; son los candidatos a
realizar una descomposicién dominada, pero estos fibrados no son nece-
sariamente invariantes, razén por la cual debemos definir unos nuevos
fibrados que si lo sean. Para ello consideraremos

= [ Dynwy f(CE () = [ Dfra) F1(CE ().

n>0 n>0
Es claro que estos nuevos conjuntos, son invariantes por f y ademas por
estar contenidos dentro de los conos estable e inestables satisfacen la
dominacién requerida. Para finalizar debemos revisar que estos conjun-
tos sean en efecto sub- espacios de dimension 1, para ello consideremos
Subespamos de dimension 1, E, C E., F, C F., luego se tiene que
T.M = E, & F,. Debemos comprobar que la contenciéon anterior es
en realidad una igualdad de conjuntos. Para ello sea v € E;,v ¢ E,
entonces v = vy + v, donde v, € Ex, Uy € F y con vy # 0. Como por
hipotesis los vectores y sus iterados permanecen en los conos se tiene
que,

D.’E S Dﬁ? u
1Dz fosll _ 1Dz foul

Y

[l [[ou|

[Dxfosll sl

1D foull [vull’
1Daf sl _ i 105l
[ Dz fruu [oull

Entonces D, f*v € C&(x), pero sabemos que D,f*v € C%(x) y los
conos estables e inestable son disjuntos, entonces no existe un tal vector
v. Por ende E, = E, y de manera andloga se obtiene el resultado para
el sub-fibrado F, con lo que se concluye la demostracién. O
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3. Propiedades
3.1. Propiedades basicas.

LEMA 4.5 (Unicidad para dimension fija). Sea A C M un conjunto
con descomposicion dominada de dimension i, TAM = E®F, entonces
esta es la unica descomposicion dominada de A con Dim(E) =i

DEMOSTRACION. Supongamos que existe otra descomposicién dom-
inada, TAM = G & H para el conjunto A con Dim(G) = i. Basta probar
que G C E de donde se tendra que G = F y consecuentemente H = F'.

Supongamos que existe algin € A tal que la fibra G, ¢ E;.
Consideremos un vector u € e, \ Gy, un tal vector existe por hipotesis,
luego

u=ug+uy con ug € Gy y ug € Hy con uyg # 0.

Sin perder generalidad podemos suponer que el fibrado H domina
al fibrado G, luego los iterados positivos de u crecen tanto como los
iterados positivos de uy (por la dominacién).

Sea también

ug = vg +vrp donde vg € E;y y vp € Fy.

Luego, si vrp # 0 los iterados positivos de ug crecen tanto como los
iterados positivos de vg, pero u € E; lo cual es una contradiccién, por
lo tanto vy = 0 de donde

ug € ExNH,.

Por otro lado existe w € G, \ E, el cual admite una descomposicién
del tipo

w=wg +wr donde wg € E, y wp € F, con wg # 0.

Como los iterados positivos de w crece tanto como los de wg, w
crece mas rapido que los iterados positivos de uyg € E, se tiene que los
iterados positivos de w crecen “mas rapido” que los iterados positivos
de uy € H, N E, pero esto contradice la dominacion de G por H. [

LEMA 4.6 (Transversalidad). Sea A un conjunto con descomposi-
cion dominada TAM = E®F. Existe a > 0, tal que para todo punto
x € A el angulo entre los sub-espacios E,, F, se encuentra acotado
lejos de cero, es deciry

L(E,, F) > a.

PRUEBA. Se demostrara que el angulo entre E y F se encuentra
uniformemente acotado lejos de cero. Para ello veamos que dados u €
Ey, v € Fy ambos de norma 1, el seno del angulo que forman u y v, (||lu—
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v||/2), es mayor que cierta constante positiva, la cual no dependera de
la elecciéon de los vectores u, v.

Supongamos que lo anterior no se cumple, luego existen sucesiones
u, € E,, , v, € F, tales que u, —v, — 0. Como D f se encuentra
acotada y la norma es una funcion continua, tenemos que para todo
m > 0 existe ¢ = e(m) > 0 tal que si ||u — v|| < &, entonces

L IDf*(wa)l
- < ———= <2  paratodo 0 <k <m.
2 |[DfF(un)|
Pero lo anterior contradice la dominacién de los fibrados E, F. O

LEMA 4.7 (Continuidad). Sea A un conjunto con descomposicion
dominada, T\M = E@®F. Los sub-fibrados E,, F, dependen de manera
continua del punto x

DEMOSTRACION. Sea z,, — x una sucesién convergente en A. Pasan-
do a subsucesiones podemos asumir que

EXn - EX? FXn - FX’

Dim(EXn) = Dim(EX) y Dim(FXn) = Dim(FX). SiueE,yveF,
entonces

1m

et = lim T <
IDfRoll - m [Dfom] 2

La relacion anterior caracteriza de manera tnica al fibrado E, dado que
la dimensién esta fija, como el conjunto de vectores para los cuales sus
iterados, en el futuro, crecen mas lento que los iterados de cualquier
otro vector w ¢ E. Andlogamente

para todo n € N.

|1 Df;"ull . DS umll 1
—t— =lim—*——— < — para todo n € N,
[Df;moll m [Dfyom|l 2

caracteriza al fibrado F. O

Una de las propiedades mas importantes de la descomposicion dom-
inada es que al igual que la hiperbolicidad es persistente frente a per-
turbaciones o de manera mas precisa se tiene el siguiente Lema.

LEMA 4.8. Sea f: M — M un difeomorfismo que exhibe descom-
posicion dominada TAM = E & F sobre A C M. Entonces existe un
abierto U que contiene a A y una vecindad U(f) en la topologia C* tal
que para todo g € U(f) todo conjunto compacto e invariante ,A, C U,
para g exhibe una descomposicion dominada. Ademds la constante de
dominacion puede escogerse de manera uniforme para todos los ele-

mentos de U(f).
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DEMOSTRACION. Extendamos de manera continua la descomposi-
ciéon TAM = E®F a una vecindad U de A, esta extension no es nece-
sariamente invariante y abusando de la notacién la denotaremos por
TyM =E&F.

Para la descomposicién E, F consideremos la familia de conos C,, (F'),
para a € R. Si x € A, por la dominacién tenemos que

Df"(Ci(x)) C Cao(f"(2)), para todo n € N.

Por lo tanto, dado 0 < ¢ < 1 existe una vecindad V C U de A y una
C'-vecindad, U, de f tal que para todo g € U y todo z € V,

D g"(Ci(x)) C Co—c(g"™(x)), para todo n € N.

Lo anterior implica que el conjunto invariante maximal de g en
V' posee descomposiciéon dominada de la misma dimension que F y
con “casi” las misma constantes de dominacién. De manera andloga se
realiza la demostracion para el fibrado E. O

OBSERVACION 4.9. Una vecindad U de A que satisfaga la Proposi-
cion 4.8 la llamaremos una vecindad admisible para el conjunto A.

Si bien la siguiente propiedad no es exclusiva para fibrados que ex-
hiben descomposicién dominada (basta que sean continuos) la mostraremos
aqui ya que nos sera de gran utilidad mas adelante

LEMA 4.10 (Hiperbolicidad). Sea A un conjunto compacto invari-
ante con descomposicion dominada Th = E @& F. Si para todo punto x
en A

IDf |l —0, [Df" —0, para n— oo,
entonces A es un conjunto hiperbdlico.

DEMOSTRACION. Si A no es un conjunto hiperbdlico, se tiene que
para todo m en N existe x,, en A tal que,

- 1
| foExm | > ) Ppara todo 0 <7 <m.

Pasando a sub-sucesiones podemos asumir que, z,, — x € A. Haciendo
uso de la continuidad de los sub-fibrados se tiene que,

, 1
D fi |l 25, para 0 <@ <m,

lo cual contradice la hipotesis. La demostracién para el sub-fibrado F se
realiza de manera analoga, con lo que se concluye la demostracion. [
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3.2. Existencia de variedades integrables. El objetivo de es-
ta seccion es probar la existencia de variedades invariantes tangentes a
los fibrados de la descomposicion dominada y que ademas, bajo ciertas
condiciones, presentan una “buena” diferenciabilidad. Para ello nece-
sitaremos un par de resultados, los cuales pasamos a revisar.

3.2.1. Un resultado de Pliss. El siguiente resultado en su version
original, (4.12), es debido a Pliss [Pl]. La siguiente version que nos
serd de gran ayuda esta extraida de [PS1].

TEOREMA 4.11 (Pliss nimerico). Sea f : M — M un difeomor-
fismo y v1, 72 constantes positivas tales que v < v < 1. FEuxiste
N = N(71,7, f) y una constante positiva ¢ = c(v1,79, f) tales que
para cada x € M, si S C T, M es un subespacio que satisface

H ID fis, Il <71, para algin n > N.
i=0

Donde S; = D f(S), entonces existen 0 < ny < ny < ... < ny < n tales
que

<A

IT1D 4

=N,

parar =1,....0,n. <7 <n. Mas ainl > cn.

DEMOSTRACION. La demostracién del Teorema 4.11 se basa en el
siguiente teorema, del cual su demostracién puede ser revisada en [M3].

TEOREMA 4.12. Dados )\, € > 0, H > 0 dados, existe una constante
positiva ¢ = ¢(\, e, H) y un entero positivo N = N(\ e, H) de forma
tal que si ay,...,a, (n > N) cumplen con |a;| < H para todo j =

1,2,...,n y ademas
Zai < nA.
i=1

Entonces existen 1 < ny < ... <n; <n tales que,

n;+r
Zaig(n—nj)()\—i—g), para j=1,...,1;0 <r <n—nj.

i:n]‘
Mas aun | > cn.

Haciendo uso del Teorema 4.12 pasaremos a demostrar el Teorema
4.11. Consideremos K = sup,c,{|| Dz fl|}, H = log(K), A = log(m),
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e = log(7y2) — log(71), donde 7, v, son dadas como en las hiptesis del
Teorema. Sean N, ¢ dados por 4.12 y sea S el sub-espacio que satisface,

(6) [T1D fis, Il <A
=0

Aplicando logaritmo a ambos lados de la igualdad 6, se tiene que

> 1og(ID fis,II) < n.

i=1
De donde si se define a; = log(|| D f|5 [|), se concluye la demostracién
del Teorema 4.11. 4

A cada uno de los enteros n; asegurados por el Teorema recién
demostrado, en lo que sigue los llamaremos tiempos hiperbdlicos. El
siguiente corolario de 4.11 nos sera de gran utilidad mas adelante.

COROLARIO 4.13. Sea f: M — M un difeomorfismo, v < 72 < 1
un par de constantes positivas y un subespacio S C Ty, M para algin x
en M. Si para algin m

IT1D
=0

Entonces eziste una sucesion (infinita) 0 < ny < ng < ... tal que

IT1D 4

=N,

<9y, para todo n >m.

Jj—nr

<7 ", paratodo j>n,r=172 ..

La siguiente proposicion, que también es un resultado de Pliss, si
bien no lo necesitaremos para demostrar propiedades de las variedades
invariantes, lo mostraremos en esta seccién para dar un sentido de
completitud a la misma.

Recordemos que Py(f) denota el conjunto de los pozos de f.

PROPOSICION 4.14. Sea f un difeomorfismo de clase C'. Supong-
amos que existe P C Py(f) con #P = oo. Entonces dado € > 0 existe
un difeomorfismo g, e-cercano a f en la topologia C*, y un punto p € P
tales que p es un punto periodico no hiperbolico de g.

Antes de pasar a la prueba de la Proposicion 4.14 es necesario in-
troducir alguna definiciones y notaciones extraidas de [M2].
Sea

¢:Z —s GI(RY)

J— &
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Una sucesion de transformaciones lineales invertibles. Denotaremos por
EZ(€) (resp. EJ(€) ) al subespacio de vectores,

sup{v € R™ | ||§41 0 &2 0 .8y (v)||,n > 0} < o0,

respectivamente

sup{v € R" | [(§-n-1)"" 0 (§-n-2)"" 0 ...(§-1) T (v)[,n = 0} < o0,
Diremos que £ es hiperbélica si
E;(€) @ Ef () =R", paratodo j € Z.
La sucesién se dird periddica si existe ng > 1 tal que
Ejtno = &, Dpara todo j € Z.

En este ltimo caso la hiperbolicidad de la sucesién es equivalente a la
hiperbolicidad de

no—1

[[&=%c%o 0&
j=0

Diremos que ¢ es contractiva si E? = R" para todo j € Z.

Sea {£%: o € A} una familia de sucesiones periédicas de funciones
lineales. Diremos que una tal familia es contractiva si cada elemento de
la familia lo es.

Dadas dos familias £€*, n® definiremos la distancia entre ellas como

dist(n, €) := sup{||n, — &7]|, para todo o € A y todo n € Z}.

Diremos que las familias son peridédicamente equivalente si para cada
a € A los minimos periodos de n®, £ coinciden.

Finalmente, diremos que una familia hiperbdlica {{* : a € A} es
uniformemente contractiva (resp. hiperbdlica) si existe € positivo, tal
que toda familia periddicamente equivalente {n®} con dist(£,n) < € es
contractiva (resp. hiperbdlica).

LEMA 4.15. Sea {{* : o« € A} una familia uniformemente contrac-
tiva de sucesiones periodicas de isomorfismos lineales de R™. Existe
Ko, 0 < A< 1ymg€Z" tal que si escogemos a € A y £* con periodo
minimo n > my entonces

k—1 ||mo—1

o k
LI 11 €| = 502"
7=0 || i=0

Donde k = [n/my).

Veamos ahora como sigue la demostracién de la Proposicion 4.14.
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DEMOSTRACION. La demostracién sigue por contradiccién. Con-
sideremos los infinitos pozos y supongamos que existe € > 0 tal que
cualquier perturbacion de la derivada a la largo de la 6rbita de cualquier
pozo sigue siendo un pozo. Dada una perturbacién de la derivada de f,
usamos el lema de Franks y encontramos para cada pozo una funcién
g e-cercana a f, cuyas derivadas a lo largo de la orbita del pozo real-
izan la perturbacién dada. Usando la terminologia anterior, la familia
{Df, : p € P} es una familia periédica uniformemente contractiva.
Entonces por el Lema 4.15 se tiene que,

H | Dyigyy fll < A", paratodo n >0,p € P.
i=0

De donde se tiene la siguiente afirmacién que nos permitira concluir
el resultado.

AFIRMACION 4.16 (Cuencas de atraccién). Sea f un difeomorfismo
sobre M. Dado 0 < X\ < 1 existe € > 0 tal que si x € M wverifica

H D friwll < A" para todo n > 0.

=0

Entonces para todo y contenido en B(x,€) se verifica que
d(f" (), f"(y)) — 0.

La demostraciéon sigue de la siguiente manera. Sea o tal que A <
o < 1y consideremos ¢ > 0 tal que (1+¢)A < 0. Como M es compacta
y f es de clase C' existe ¢ > 0 tal que si d(z,w) < ¢ entonces

D.
—H il <l+ec

I Do f]]

Sea x como en el enunciado e y un punto contenido en B(z,¢).
Sid(f(z), fi(y)) < e para 0 <i<n—1 entonces

n—1
TTID gl <o
1=0

Lo que a su vez implica que d(f(z), f{(y)) < € para 0 <14 < n. Asi por
induccion se prueba que para todo y contenido en B(x,¢) se tiene que

H | Dyigyy fI| < 0", para todo n > 0.
i=0

Entonces d(f"(x), f"(y)) < o™ — 0. O



3. PROPIEDADES 59

3.2.2.  Variedades centro estable y centro inestable.

TEOREMA 4.17 (HPS-1). Sea f : M — M wun difeomorfismo de
clase C* k. > 1 y sea p € M punto fijo de f. Sea T,M = Ey & Fy una
descomposicion del tangente tal que para algin a > 0

1. Df(E;)) = E;, i=1,2

2. Las normas de los autovalores de Df /g, se encuentran aco-
tadas por arriba por a

3. Las normas de los autovalores de Df /g, se encuentran aco-
tadas por debajo por a

Entonces existe una variedad C localmente invariante V conp € V y
T,(V) = Ey. Es localmente invariante en el siguiente sentido, VN f(V)
contiene una vecindad de p en V. La variedad V' es en general no inica

y no de clase C* para k > 1

El teorema anterior también tiene una version para el fibrado Es,
de igual manera que el teorema de la variedad inestable.

Como una aplicacién que nos serd 1util estamos en condiciones de
construir la variedad centro-estable y centro-inestable. Comenzaremos
por la primera, consideramos un difeomorfismo f y un punto p como
en el Teorema, escogemos a > 1 tal que los autovalores de D f tienen
norma menor o igual a 1 si y solo si tienen norma menor o igual que a.
Asociada a esta descomposicién espectral podemos escribir el tangente
como TA\M = E; @ E,. El espectro de Df /g, vive fuera de un disco
de radio a y el espectro de Df/p, vive dentro de un disco de radio
a, de donde aplicamos el Teorema para obtener la variedad invariante
We que llamaremos la variedad centro estable. Realizando el mismo
procedimiento para f~! se construye la variedad centro inestable W,

Como hemos dicho en el Teorema, estas variedades no necesaria-
mente son de la diferenciabilidad deseada, pero el siguiente resultado,
entrega condiciones necesarias para obtener la diferenciabilidad esper-
ada. Antes introduciremos una definicién que ya hemos esbozado en el
teorema anterior

DEFINICION 4.18. Sea f un difeomorfismo sobre un conjunto A C
M, diremos que este es a-pseudo hiperbolico si el conjunto de los auto-
valores de su deriwada D f tienen modulo fuera de un circulo de radio
a

Es claro que la definiciéon anterior es equivalente a la existencia
de una descomposicion invariante Ty M = E; ® Es de manera que D f,
expande en F; por un factor mas grande que a y que en Fjs tiene norma
menor que a.



60 4. DESCOMPOSICION DOMINADA

Después de esta definicion entregaremos las condiciones necesarias
para obtener la diferenciabilidad requerida para las variedades centro
estable y centro inestable.

TEOREMA 4.19. Sea f difeomorfismo de clase C", a-pseudo hiperbali-
co, sea TaM = Ey & Ey su descomposicion canénica (asociada como
antes a su espectro). Los conjuntos W W se definen como

W = ﬂ f™(S1) S1={(z,y) € By x By : |z > |y|},

n>0

We = () f7(S2)  Sa={(z,y) € By x By : |z] < |y|}
n>0
Entonces son grafos de funciones de clase C*. Ademds estan caracteri-
zados por la siguiente condicion: z € W si y solo si existen imagenes
inversas f~"(z) tal que

[ (2)l/a™" = 0.

y analogamente z € W si y solo si

[/ (2)]/a" — 0.
Si ademds |Df /g, P IDf/B,|| <1 para 1 < j <1 entonces W<
es de clase C7 y si |Df /g, |P||Df /g, || < 1 entonces W< es de clase

C7. Por ultimo las variedades W, W dependen de manera continua
de f en la topologia C"

Los teoremas revisados anteriormente nos permiten asegurar tan-
to la existencia como la diferenciabilidad de variedades invariantes y
tangentes a los sub-espacios E, F' de nuestra descomposicién dominada.

El siguiente lema nos permitira concluir la diferenciabilidad requeri-
da tanto para Wg° como para WS".

LEMA 4.20. Sea f € Dif fY{(M) y A compacto invariante con de-
scomposicion dominada TAM = E®F y con todos los puntos periodicos
hiperbolicos del tipo silla. Fxisten constantes C > 0,0 < o < 1 tales
que para todo v € A y para todo n € 7 se tiene;

LAD A D g, 1* < Co™.
2. 1D e, [PID =" e g,y || < Co™

PRUEBA: Probaremos la primera de las aseveraciones la otra se
prueba de manera andloga, para ello probaremos la existencia de un
entero my tal que para todo x € A existe 1 < m < m, tal que

n —Nn 1
| DS e@ D F " Fm@ll? < 5
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Supongamos que tal entero no existe, entonces para cada n € Z" existe
x, € A tal que

. B 1 .
ID e, 1D 7, 1P > 5 Pparatodo 0<j<n.

tomando una subsucesion, si es que fuese necesario, podemos asumir
que z,, — x, para ese punto de acumulacién se tiene por continuidad
que

1
—, para todo 7 > 0.

ID Pl D F ey, 2> 5

Ahora por la descomposicién dominada || D fi|g, ||| D f~|r
Entonces

J
fj(w)H <N

<IDFle D e, 17 <NID e

De donde se obtiene,
ID £l ]| < N D fle, || < 22

Ahora como sabemos, dada una descomposicion dominada el angulo
entre los sub-fibrados, E, F, esta uniformemente acotado lejos de cero,
luego podemos encontrar una constante K positiva tal que,

ID: f* < Ksup{[| D f*[g. [, [| D f*[r. [} < KD f"e. I
Para todo z € A y todo n positivo. En particular para todo ¢

FI(x) fi(z) ||

N —

F.

TTID Gl < TTEID £eronll
j=0 Jj=0

Tomando og, A < 09 < 1y q tal que 2K\? < 0\ entonces para x se
tiene

H IDfIfY ()| < K™2M7" = 2(K\ )™ < 0 para todo n > 0.

Jj=0

Sea g = f9 entonces

H IDg(¢’(x))|| < of paratodo n > 0.

Tomando 0 < A < 09 < 01 < g9 < 1 por el Corolario 4.13 existe una
sucesion de enteros ng — oo tal que para todo k y todo entero positivo
n

IDg" (g ||<H||Dg (@) <ot



62 4. DESCOMPOSICION DOMINADA

Entonces se puede probar que existe 7 > 0 independiente de k tal que
para todo y, z € B,(¢™(x)) se tiene que

d(¢’(y), ¢’ (2)) < 03d(y,z) para todo j.

Sea jp tal que para todo j > jy se tiene que ag < n/4. Tomamos n;, ny
tal que n; —n; > jo y la distancia d(g™(z), g™ (z)) < n/4 si hacemos
r =n; —n,; se tiene que

gT(Bn(gni(I))) C By(g™(z)),

entonces ¢” restringido a B, (g™ (x)) es una contraccién y por lo tanto
posee un punto fijo p, entonces para todo z € B, (¢"(x))

Ahora como g = f? se tiene que p es un punto fijo atractor para f7",
por ende es un pozo que atrae al punto z = g™ (x) € A de donde p € A
lo cual contradice las hipétesis. O

Finalizaremos esta seccion con el siguiente resultado que es una
consecuencia del Teorema 4.17.

LEMA 4.21. Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

» Siy € W(z) es tal que d(f?(z), f(y)) <6 para 0 < j <n
entonces f7(y) € W(f/(x)) para 0 < j < n.

= Siy € W(x) es tal que d(f~/ (), f7(y)) < para0 < j<n
entonces f7(y) € W(f~7(z)) para 0 < j < n.

4. Angulos pequenos y descomposicion dominada

En la seccion anterior nos hemos preocupado de mostrar propiedades
bésicas de la descomposicion dominada, en esta seccidon nos interesara
encontrar técnicas que nos permitan asegurar la existencia de una de-
scomposicion dominada. Para ello comencemos recordando que el Teo-
rema de Densidad de Pugh nos dice que de manera genérica, en la
topologfa C', el conjunto no errante es igual a la clausura de los pun-
tos peridodicos. Luego como también sabemos, los puntos periédicos son
genéricamente de tipo hiperbdlico y por lo tanto tienen una descom-
posicién natural en su tangente. Entonces la pregunta natural que uno
podria realizarse es, jse puede extender la descomposicién sobre los
puntos peridédicos hacia el conjunto no errante? acerca de la manera
de como responder esta interrogante es que la descomposiciéon domina-
da tiene algo que decir. Pero para ello necesitamos primero un par de
resultados.
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4.1. Resultados previos.

TEOREMA 4.22 (Lema de Franks). Sea f en Diff'(M) y O ¢ M
un conjunto de cardinalidad finita. Existen 6, € = £(J) positivos tales
que si {Ly}zco es una coleccion de isomorfismos lineales

Lz . T:CM —>Tf(x) M,

con ||L,—D, f|| < e, entonces existe g §-cercano a f tal que D, g = L.
Ademds, si R es un conjunto compacto de M con RN(QO) = () entonces
g se puede elegir de manera que g(z) = f(x) para x en R.

DEMOSTRACION. Escogemos ¢ pequetio y € tal que e < § (en la
demostracion se puede ver cuan precisa debe de ser la cota).
Consideremos

OUg(O) = {y1, ..., ym}, Bi={v:veT,M|v| <0}, Bi=exp(B)
y escojamos 0’ de manera que
1. BiNB; = ¢ parai# jyademés si R = {xy,...,2,} U(M\U)
entonces para todo i, RN B; = ¢.
2. |lexp(v) —v|| < e siv e B;, donde | - || es la métrica heredada
de R" R
3. |ld(exp,)|| <1+e siveDB
|d(exp;1)|| <1+¢ siz€ B;
4. Se puede definir una funcion f : BZ — UgeoT)M de la
siguiente manera

f(v) s exp™!(f(exp(v)))
y ademas
1Z(w) = f)ll < ellull, ||Lv = dfu(o)] < e]lo]
para todo u € B
5. 81 K = sup,cyy ||df| entonces ||dexp, —dexp, || < & para
todo u,v € B;

Ahora consideraremos una funcién o de clase C*(R) con 0 < o(z) <1
que asume los siguientes valores

o(z) = 0 silz| >4,
)1 siz| < 6/4.

y 0 <o'(x) <2/6 para todo x

Finalmente definimos p : TM — R como p(v) = o(]|v||)

Entonces en este punto nos encontramos en condiciones de definir
la funcién que nos servira de aproximacion.
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g:UB —1TM
ze0

v — p()L(v) + (1= p(v)) f(v),
y definimos ¢g : M — M como

o) — exp(g(exp~t(z))) siz € UB;,
9(z) {f(!E) six ¢ UB,;.

Entonces solo nos queda comprobar cuan lejos esta la funcion g y
sus derivadas de la funcion f y sus derivadas.

1 (x) = g(@)| =l exp(f(exp™ () = flexp™ () + flexp™(x))
— glexp™(2)) + glexp ™ (z)) — exp(g(exp(x)))]
< 2¢ + || flexp™! () — d(exp™" ()]
=2+ |||l f(v) = L()|| < 3¢

Para cgncluir calculamos la distancia entre las derivadas.Para ello
sea v € UB; entonces por regla de la cadena

dgy(u) = p(v) L(u) + dp,(u) L(v) + (1 = p(v))dfu(u) — dpu(u) f(v),
de donde,
ldf.(w)=dgo(w)]| < [p()||[L(w)=d fo )|+ (L(v)=f(0))dpu(w)]| < 3<]u].
Entonces si escogemos y = exp ' (x),r = f(y), w = §(y) se tiene que
df.(v) — dga(v)|| = l|d(exp,)df (y)d(exp™" (v)) = d(exp,,)di(y)d(exp~ (v))
< (1+¢€)*3¢]lv]

con lo que se encuentra la perturbaciéon C* de f tal que su derivada
se realiza como los L; O

El resultado de Franks, recien revisado, no admite una version para
difeomorfismos de clase C* [PS2].

El siguiente resultado que necesitaremos es debido a Mané y lo
hemos extraido de [M1]

LEMA 4.23 (Lema Elemental). Sea RN = E; ®E; y a = Z(E;, Ey).

1. Para todo v € Eq,u € Ey se tiene que:

o —ull = ool
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2. S5 T:RY — RN es una transformacion lineal entonces,

1+«
(1, 1+ 13, 1)

3. Si A: Ey — Eq es una transformacion lineal y

G={v+ Av | v € Ey},

17| <

entonces existen funciones lineales T; : RN — RN 4 = 1,2
tales que
n
1+ o .
T <2y, o, 0=t
[0 1

DEMOSTRACION. 1) Sea L : E; — Ey tal que Ey = {w + Lw | w €
Ei}. Siw € Ef y w+ Lw = v entonces

(7) lo = ull = v —w = Lw|| > [jw]

Por otro lado

(8) [oll < llwll + I L{[{[w]] < {lwl[(1 4 [[L]]).
Luego de 7, 8 se concluye
1
[0 = ull = fvll-—=77-
1+ |[L]]

2) Sea v = vy + vy con vy € Eq,v9 € Ef Si L es como en la parte
(1) tenemos que

[Toll = Ty + va) || = [|T(v2 + Lvg) + T (w1 = Luy)|
< T, [1CE+ LD ol + 11T, [[(lloal] + (LA To2]l)-
Luego como |lvi|| < ||v]| ¥ ||ve]| < ||v|| se concluye lo pedido.

3) Sea m : RY — E, la proyeccién a lo largo de E;. Se definen
Ty = —Aom, T, = Aom. Luego es claro que Ti\E =0y Tiha = 1A
1 2

Haciendo uso de (2) se concluye la primera parte de (3).
Para probar la segunda parte de (3), dado v € E, se tiene que:

(Id+T))(v+Av) =v+Av—Aomv— Aomo Av = v.

(Id+Ty)v=v+ Aomv =1v+ Av.
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4.2. ;Coémo encontrar descomposicion dominada? El sigu-
iente teorema es esencialmente debido a Mané y nos permite asegu-
rar condiciones suficientes para tener una descomposicién dominada.
Recordemos que hemos denotado por Pery,(f) el conjunto de los pun-
tos hiperbolicos tipo silla de f.

TEOREMA 4.24. Sea M wuna variedad compacta dos dimensional y

f:+ M — M un difeomorfismo de clase C'. Si existe una vecindad U(f)
de [ tal que para todo g € U(f) y todo p € Pery(g),

Z(Ey(9), Ey(g)) >~ >0,
entonces Pery(g) posee descomposicion dominada.

El Teorema 4.24 admite una versiéon para difeomorfismos en var-
iedades de cualquier dimension. Antes de pasar a la demostracién pro-

baremos el siguiente lema. Sea ¢ > 0 dada por el Lema 4.22, y sea Uy
la d-vecindad de f.

LEMA 4.25. Consideremos la vecindad U del Teorema 4.24 vy e,
Uy dados por el 4.22. FExiste 6 > 0 tal que para todo g en Uy y todo
p € Pery(g) se tiene alguna de las siguientes desiqualdades;

[ Ap [< (X =0)", [op[>(140)"

Donde M\, 0, son los autovalores de la deriada de g" y n es el periodo
del punto periodico p.

DEMOSTRACION. Sea C' = sup{||Dyg|| : g € Up} y & <¢/C.
Notemos que podemos escoger by = by(g), by € (0,1) tal que, si una
aplicacion lineal T : T, M — T, M satisface

T|<u> - (1 — b/)[d, T|<’U> — (1 + b”)]d,

para algun par de vectores u, v con Z(u,v) > 7y cualquier |b'], |b"] < by,
donde (v) representa el sub-espacio lineal generado por el vector v,

entonces se tiene que
/

3
T—1Id —.
I 1d] < 5

Supongamos que la tesis del Lema es falsa, en este caso existen
sucesiones 0,, — 0, g € Us(f) y pn € Pery(gn), de periodo m,, respec-
tivamente, tales que

(1—=0,)" <|Apn| <1, (140,)"" > |op,| > 1.

Supongamos, para fijar ideas, que todos autovalores son positivos.
Escojamos n suficientemente grande tal que 9, < by y tomemos para
ese n denotemos p = p,, m = m, ,g = Gn.
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Sea
V=1-N" V=0/"-1
Para 0 <¢ <n — 1 se define T} : Tyi,) M — Tyi(py M como:

T;(v) = {(1 —bv sive Epr)?

(1+V)v sive Elgli(p).

Consideremos ug, vy € tal que Z(ug,vg) < 7 y by una constante
positiva. Se define S : — como:

S(v) = {(1 —by)v  siwv € (ug),

(14+b)v siv e (vg).

Si escogemos b; suficientemente pequeno tenemos que ||.S — Id||||7]] <
&J

Sea L; : Tyipym — Tgivipym una transformacion lineal definida
como sigue

I Tit10Dgip) g sil<i<n-—2,
‘| SoTyoDgipyg sii=n—1.

Se tiene que
|Li — Dggill <& paratodo 0 <i<n-—1.

Luego por el Lema 4.22 sabemos que existe g € U(f) y p € Per(g)
tales que, la derivada de g a lo largo de la orbita de p es la coleccién
{L;}. Entonces tenemos que D, §" = L,y 0...0 Ly = S de donde
p € Pery(g). Ademés

Z(Ey(9), By (9)) <.
Pero lo anterior es una contradiccién ya que g € U. O

A continuacién revisaremos la demostracion del Teorema 4.24. Ha-
ciendo uso del Lema 4.7, nos bastara demostrar que el conjunto Pery,(f)
posee descomposicion dominada.

DEMOSTRACION. Como sabemos, para probar la existencia de una
descomposicion dominada, nos basta encontrar un entero positivo [ tal
que para todo p € Perp(f) exista 1 < m <[ de manera que:

m m 1

Supongamos que tal entero [ no existe, en ese caso existe una sucesion
pn € Pery(f) que satisface

1D fig, WD f =

1
" 5 para todo, 0<m <n.
Pn
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Notemos que por el hecho de estar considerando puntos hiperbolicos,
se tiene que

AFIRMACION 4.26. La sucesion {m,}, de los periodos de p,, es una
sucesion no acotada.

Por la afirmacién anterior podemos asumir que para todo punto p,,
| An] < (1 —0)™",

donde A, es el autovalor de D f™" que determina el espacio estable F;
y ¢ es dado por el Lema 4.25.
Consideremos ahora ¢y > 0,e; > 0 y m tales que

(260 +€5)C < e.

(1+e)(1-6)<1.

donde ¢ es dado por el Lema 4.22.

Como los periodos son no acotados podemos escoger m,, > m. Sea
P =P,y Ng=my, Sean v € EJ, w € EJ vectores unitarios, por las
hipétesis sobre p se tiene que

m 1 m
ID f"wl| = S D f]].

Por otro lado si L : B} — E5 es tal que Lv = eyw y ||L|| = &
entonces para L : E — EJ definida como

L=(1+e)™Df° oLoD f ",

se tiene que ||L|| < e;.
Sea ahora

G={u+Lu:ueE} G={u+Lu:ucE'}
Escogemos funciones lineales P,.S : — tales que

B,. =0 (Id+P),, =G,

ES |y

Sy =0 (Id+9), =By

le
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Las cuales por el Lema 4.23 se pueden elegir de manera que sus normas
estén acotadas por g9. A continuacion se define T} : T,y — T'i(p) para
jz(),l,...,no—l] Ccomo

(v) = {elv S? v E Ejj(p),
0 siv e E;fj )"
Luego ||7}|| < e¢ para j =0,1,...,n9 — 1.

Ahora bien, veamos en qué punto de la demostracion nos encon-
tramos. Hasta ahora hemos construido una colecciéon de transforma-
ciones lineales con ciertas caracteristicas especiales, la idea es que con
estas transformaciones se construira una perturbacion de D f a lo largo
de la orbita del punto p, esta perturbacién resultara ser, por el Lema
4.22, la derivada de otra funcion g € U, funcién para la cual probare-
mos que el dngulo entre los subespacios estables e inestables de D, g se
encuentra por debajo de lo permitido.

La perturbacién buscada, L;, sera definida como

(Id+T))oDf o(Id+ P) sii=0,
Li= < (Id+Tj1)oDf sit=1,...,n9— 2,
(Id+ S)o(Id+Ty)oDf sii=mng—1.
Luego es facil ver que ||L; — Dy f|| < €. De donde se tiene, por
el Lema 4.22, que existe g € U con p € Per(g) tal que Dyi,) g = L.
Sea 3 = Z(Egm@py, E'gm(p)) luego B > v, ya que g € U. Veamos como

lo anterior nos lleva a una contradiccion y por ende a la prueba del
Teorema.

Sea E5(f) = B4, (), E{(f) = E};(,(f). Notemos que
Djps sy = Lj = (L + 1) Dfpy)-
Lo cual implica que £%(g) = E3(f) ya que (1 +¢)(1—0) < 1. Ademas
Dg™ E5(f) = Eg(f)-

Es decir E{(g) = E{(f) y por lo tanto podemos concluir que p €
Perp(g). Por otro lado como v € Ef(g),w € E§(g) tenemos que

uy = Dg™(v) € En(g) us=Dg™(w) € E(g).
Ademas
uy =Df"w)+ (14+e)"Df"w uy = (1+4¢e1)"Df w.

De donde por el Lema4.25 se tiene que

I1Df™ ]| = [lus—uz =

sl 2 125 1+ )" IDf ]~ |Df7 ).
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1+e)™
CA ( 1)

14+8 2
Y podemos concluir que 3 <+, lo cual no puede suceder. U

— 1.

4.3. Descomposicion dominada y tangencias homoclinicas.
Dentro de los fenémenos que quiebran la hiperbolicidad existen dos
fenémenos a los cuales se les ha dedicado una mayor atencién.

1. La formacién de una érbita no-hiperbélica (bifurcaciones de
Hopf, dobles periodos,etc.)
2. La pérdida de la interseccién transversal entre W*(p), W"(q)
para puntos periédicos p, q.
El segundo caso es el que nos interesara a nosotros ya que dentro de las
posibilidades se encuentra lo que llamaremos tangencias homoclinicas.

DEFINICION 4.27. Sea M una superficie y f en Diff*(M), para
algin k > 1. Se dird que [ posee una tangencia homoclinica si existe
un punto periodico p de f, de manera que sus variedades estables e
inestables se intersectan de manera no transversal.

Si la variedad M es de dimension mayor a dos, llamaremos a la
interseccién no transversal de las variedades estable e inestable una
interseccion heteroclinica.

A lo largo de los anos este fenémeno ha resultado asociado a vari-
adas formas de dinamica cadtica, en particular los trabajos de S. New-
house [Nw1], [Nw2] demostraron la existencia de conjuntos abiertos en
Diff?(M), para M una superficie, en los cuales coexistian tangencias
homoclinicas e infinitos puntos periédicos atractores o repulsores, de
manera mas precisa se tiene el siguiente teorema.

TEOREMA 4.28 (Fenémeno de Newhouse). Sea f en Diff>(M), donde
M es una superficie. St f posee una tangencia homoclinica asociada a
un punto tipo silla p, entonces:

= Eziste un abierto U C Diff*(M) con f € U tal que todo g € U
puede ser aprorimada por un difeomorfismo que posee una tan-
gencia homoclinica asociada a un punto q que es la contin-
uacion analitica del punto p.

» Si |detD fPe7®)| < 1, respectivamente | det D fPr®)| > 1, ea-
1ste un conjunto residual R contenido en U, tal que todo g en
R posee una cantidad infinita de puntos periodicos atractores,
respectivamente puntos periodicos repulsores.

En vista de poder encontrar una relacién entra la presencia de tan-
gencias homoclinicas y la existencia de descomposiciéon dominada, nece-
sitaremos la siguiente definicion.
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DEFINICION 4.29. Sea f un difeomorfismo de clase C", r > 1.
Se dird que f se encuentra lejos de tangencias homoclinicas, en la
topologia C”, si existe un abierto U(f), en la topologia C", tal que no
existe g € U(f) que exhiba una tangencia homoclinica.

DEFINICION 4.30. Se define U; como el complemento de la clausura
de los difeomorfismos de clase C' que poseen una tangencia homo-
clinica, es decir:

Uy = Diff (M)\CI({f € Diff'(M) | f posee una tangencia homoclinica}).

El siguiente resultado, demostrado en su version dos dimensional
en [PS1] y extendido a cualquier dimensién por L.Wen [W1]. Nos dice
que la ausencia de tangencias homoclinicas garantiza la existencia de
descomposicién dominada.

TEOREMA 4.31. Sea M una superficie y f: M — M un difeomor-
fismo de clase C', el cual se encuentra C'-lejos de tangencias homo-
clinicas. Entonces el conjunto de los puntos periddicos hiperbolicos de
f, posee descomposicion dominada.

La demostracién de este resultado serda dada en el capitulo final de
esta monografia.






CAPITULO 5

Dinamica de superficies

1. Introduccion

Sabemos, de los trabajos de Mané [M3], que genéricamente para
los endomorfismos definidos sobre una variedad de dimension uno, la
ausencia de puntos criticos es una condicién suficiente para asegurar
hiperbolicidad. De manera mas precisa se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 5.1. Sea N el circulo unitario o el intervalo unitario.
Sea f un endomorfismo de clase C* definido sobre un conjunto com-
pacto e invariante A C N. Si f no posee puntos criticos, pozos o puntos
periddicos no hiperbélicos entonces o bien A = S' y f es topoldgica-
mente conjugado a una rotacion irracional o bien A es un conjunto
hiperbolico.

Luego de revisar este resultado, la pregunta que surge de manera
natural es: ;Como encontrar condiciones suficientes para asegurar la
hiperbolicidad en el para variedades de dimension mayor a uno?.

Una manera de abordar la pregunta planteada, en el caso dos di-
mensional, es notar que en dimension uno la presencia de puntos criticos
da lugar a dindmica cadtica y dificil de controlar, ahora bien, sabemos
del capitulo anterior, que para el caso de difeomorfismos sobre superfi-
cies la presencia de tangencias homoclinicas es una propiedad que nos
asegura formas cadticas de dinamica. También sabemos, del capitulo
anterior, que la presencia de descomposicion dominada es una manera
de prevenir la existencia de tangencias homoclinicas. En resumen po-
driamos pensar que la descomposiciéon dominada juega, para dimension
dos, el papel que la ausencia de puntos criticos juega para dimension
uno.

El resultado que presentamos a continuacién debido a E.Pujals y
M.Sambarino, [PS1], es el andlogo del Teorema 5.1 para el caso de
dinamica sobre superficies.

TEOREMA 5.2 (Teorema B). Sea M wuna superficie compacta y
f: M — M un difeomorfismo de clase C* definido sobre M. Supong-
amos que N C M es un conjunto compacto e invariante que posee
descomposicion dominada, que todo punto periddico de A es un punto

73
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hiperbalico tipo silla. Entonces A se descompone como
A = Al (] AQ,

donde Ay es un conjunto hiperbolico y Ay es un conjunto formado por
la union finita de curvas simples, periodicas, cerradas, normalmente
hiperbolicas Cy, ...,C,, tales que, si m; es el periodo de la curva C;,
entonces f™ : C; — C; es conjugada a una rotacion irracional.

El objetivo de este capitulo es probar el Teorema 5.2. Para ello,
en primer lugar, simplificaremos un poco las cosas y veremos que en
realidad nos basta probar el siguiente teorema.

TEOREMA 5.3 (Teorema C). Sea M una superficie compacta y f :
M — M un difeomorfismo de clase C* definido sobre M. Sea A C
M un conjunto compacto, invariante, con descomposicion dominada
TAM = E & F y tal que todos sus puntos periodicos son hiperbolicos
de tipo silla. Entonces se tiene alguna de las siguientes posibilidades:

s Bl conjunto A es un conjunto hiperbdlico.

» Fxiste una curva simple, periddica, cerrada C C A, invariante
para f™ (donde m es el periodo de C) normalmente hiperbdlica
y tal que f™ :C — C es conjugado a una rotacion irracional.

Luego de probar por qué nos basta con probar el Teorema 5.3 para
obtener el Teorema 5.2, nos dedicaremos a probar el Teorema 5.3,
para el cual necesitaremos un lema, que hemos llamado Lema Cen-
tral. Esté sera quien mas satisfacciones y pesares nos dard, ya que para
su demostracién tendremos que desarrollar una importante maquinaria
matematica.

En lo que sigue nos referiremos a las curvas {C,} del Teorema 5.2
simplemente como curvas irracionales. Ademads, a menos que se especi-
fique lo contrario, M serd una variedad compacta dos dimensional (una
superficie) y f sera un difeomorfismo de clase C? definido sobre M.

2. Condiciones suficientes para el Teorema B

En esta seccion probaremos el Teorema 5.2 asumiendo el Teorema
5.3. Para ello supondremos que existe al menos una curva irracional,
de lo contrario no hay nada que probar, y veremos que la cantidad de
tales curvas es finita. Posteriormente probaremos el resultado buscado.

2.1. Finitud de las curvas irracionales.

LEMA 5.4 (Didmetro lejos de cero). Sea {C;}icr la coleccion de todas
las curvas irracionales. FExiste n > 0 tal que el didmetro de todas las
curvas de la coleccion {C;}icr se encuentra acotado inferiormente por

.
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DEMOSTRACION. Notaremos por DiamC; el didmetro de la curva

C;.
La demostracién sigue por contradiccion, es decir, supongamos que
existe una sub-coleccién {C, }nen tal que
(9) lim DiamC,, = 0.
n—oo

Para cada n € N consideremos x,, € C,. Pasando a subsucesiones,
podemos asumir que lim,, .., x, = x € A. Luego por la condicién 9,

lim C,, = {z}.

n—oo
Luego para todo v, € C,, lim,, o y, = .

Sin perder generalidad podemos asumir que todas las curvas de la
coleccion {Cp }nen, son normalmente atractoras, es decir T,(C,) = F,
para todo x en C, y todo n € N.

Por la continuidad del sub-fibrado F, se tiene que, lim,, . F,,, = F.
Pero, gracias a la continuidad de la derivada y la compacidad de la
curva C,, dado z, € C, existe w,, € C, tal que los espacios Fy, , F,, son
ortogonales. Sin embargo, esto es una contradiccion ya que,

lim F,, = F, = lim F,,.

n—oo n—0o0

O

De la seccién 3 del capitulo 4, tenemos la existencia de variedades
integrables W y W a las cuales hemos llamado respectivamente
variedad centro estable y centro inestable. El siguiente lema nos per-
mite encontrar condiciones bajo las cuales W y W son en realidad
variedades estable e inestable respectivamente. Enunciaremos y pro-
baremos solo el resultado para la variedad centro estable, ya que el
resultado para la variedad centro inestable es analogo

LEMA 5.5 (Variedad estable fuerte). Sea x € A tal que para algin
0<y<l1
ID /el <™ Vn >0

Entonces existe € > 0 tal que
(/"W () — 0

paran — 0. Fs decir la variedad centro estable es en efecto la variedad
estable de x.

DEMOSTRACION. Seane; < 1y ¢ > 0 dados por el Lema 4.21. Sean
g/ < ey d <4 detamano adecuado de manera que, si £, = T,(W5(y))
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para todo z en W5*(y) con y en A entonces

D55, I
—1_<J1l+ec
D7,

Para todo z1, 29, tales que d(z1, 22) < ¢’, donde (1 +¢)y = < 1.

Sea € > 0 de manera que para todo y en A, [(W(y)) < §, donde
[(WE(y)) denota el largo de la curva W (y).

Consideremos « : I — M una parametrizacién por longitud de
arco, de W (y) para algin y € A. Probaremos, por induccién, que

(" () < (1+¢)""I(a).

El caso n = 1 se tiene directamente,

l(f(a))Z/O 1D flo (@))lldt < (1 + )| DS, [[{().

Supongamos que lo anterior se cumple para n—1 y demostrémoslo para
n.

(f™ () < (L4 )ID S, (@) < (L+0)"y"Ua).
Por lo tanto f*(W<(y)) C WS (f™(y)). O

PROPOSICION 5.6 (Finitud de las curvas). La coleccion {C; }ie; tiene
cardinalidad finita.

DEMOSTRACION. Sean A < 7; <72 < 1y ¢ > 0 tal que (1+¢c)\ <
v1. Como las curvas C; son conjugadas a una rotacién irracional, para
toda curva C; existe un punto x; en C; y un indice k; tal que

HDfﬂ?zi | < (1+c¢) paratodo j > k.
Luego, gracias a la descomposicion dominada,
||Df|jExi | < (14c)PN < 'y{ para todo j > k;.
Por el Corolario 4.13, existe j; tal que si y; = f7(x;) entonces
||Df|jéyi | <~ paratodo j > 0.

Ahora, por el Lema 5.5, sabemos que existe € > 0, tal que para todo @
en [,

Tim 1(FVE(5))) = 0.
Sabemos también, por el Lema 5.4, que los didmetros de todas las cur-
vas irracionales estan acotados lejos de cero. Luego podemos encontrar
indices i; y iy tales que para algun y;, en C;, la curva W(y;, ) inter-
secta la érbita de C;,. Pero lo anterior es una contradiccién, ya que los
puntos de la interseccién permanecerian en la orbita de C;, v a la vez
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serian asintéticos a la orbita de C;,. Luego la coleccién de las curvas
forman un conjunto de cardinalidad finita. O

2.2. Demostracion Teorema B. Con lo hecho hasta el momen-
to, probar que el Teorema 5.3 implica el Teorema 5.2 resulta bastante
facil. En efecto, por la Proposicién 5.6, las curvas irracionales son una
cantidad finita. Sea Ay la union de tales curvas y sea A; = A\ Ay, de
modo que A; es un conjunto compacto e invariante. Entonces el Teo-
rema 5.3 nos dice que A; es un conjunto hiperbdlico, con lo cual se
concluye la demostracion del Teorema 5.2.

3. Hiperbolicidad o curvas irracionales

A continuacién nos dedicaremos a dar la demostraciéon del Teo-
rema 5.3, para ello, en primer lugar, recordemos que es lo que nos
dice. Supongamos que tenemos un conjunto A, el cual es invariante,
compacto, con descomposicion dominada y tal que todos sus puntos
periédicos son hiperbdlicos del tipo silla, entonces se tiene alguna de
las siguientes opciones:

1. El conjunto A, es un conjunto hiperbdlico.

2. Existe una curva simple, periédica, cerrada C C A, invariante
para f™, donde m es el periodo de C, normalmente hiperbdlica
y tal que f™ :C — C es conjugado a una rotacion irracional.

Debemos demostrar que o bien se tiene (1) o bien se tiene (2) para
el conjunto A. Supongamos que no se cumple (2) en este caso debemos
probar que el conjunto A es hiperbdlico. Para ello haremos uso del
Lema 4.10, mas el siguiente resultado.

LEMA 5.7 (Lema Central). Sea Ay un conjunto transitivo no trivial,
compacto, invariante, con descomposicion dominada, Th, = E @& F' y
tal que mo es una curva irracional. Asumamos que todo conjunto propio
compacto e invariante de Ny es hiperbolico. Entonces Ag es hiperbdlico

Para probar que el conjunto A es hiperbdlico procederemos por con-
tradiccion, es decir supondremos que el conjunto A es no hiperbdlico.
Consideremos la siguiente coleccion de conjuntos,
H={ACA|A es invariante, compacto y no hiperbélico}.

Ordenamos la coleccion H por inclusion y consideramos una cadena
totalmente ordenada Hr = {A, | v € I'}. Luego el conjunto

A=A,
~yel

Es compacto e invariante.
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AFIRMACION 5.8. El conjunto Ay es no hiperbdlico.

DEMOSTRACION. Si A, fuese un conjunto hiperbdlico, existirfa
una vecindad U de A, tal que todo compacto, invariante contenido
en U seria hiperbdlico. Pero para algtn v en I', A, C U, luego obten-
emos una contradiccion. 0

Por la afirmacién anterior, toda cadena totalmente ordenada con-
tenida en H posee un elemento minimal. Por el Lema de Zorn podemos
asegurar la existencia de un conjunto Ay tal que todo subconjunto pro-
pio, compacto e invariante contenido en Ag es hiperbdlico.

AFIRMACION 5.9. El conjunto Ay es un conjunto transitivo no triv-
1al.

DEMOSTRACION. Es claro que Ag no es una orbita periédica, ya
que Ag es un elemento de la coleccién H. Ahora si para todo x en Ay
se tuviese que a(x) & Ag entonces a(x) es hiperbdlico y en este caso se
tendria que

HDf|;:H — 0, para todo = € Ay.

De manera andloga se obtiene el mismo resultado para el sub-fibrado F,
de donde se tendria que Ay es un conjunto hiperbdélico, por el Lema 4.10,
pero esto es una contradiccion ya que Aq esta contenido en H. Luego
existe un punto = en Aq tal que o bien a(z) = Ay o bien w(x) = A,.
En cualquiera de los dos casos el conjunto Ay resulta ser un conjunto
transitivo. 0

Finalmente aplicando el Lema 5.7 tenemos que Ay es un conjunto
hiperbdlico, pero Ag se encuentra contenido en H y tendriamos la con-
tradiccion que buscdbamos. Por lo tanto, podemos concluir que A es
un conjunto hiperbdlico.

4. Descomposicion espectral para descomposicion
dominada

Sabemos que para difeomorfismo que presentan una descomposicién
hiperbdlica en su fibrado tangente, el Teorema de la descomposicién
espectral de Smale, nos permite dar una buena descripcién acerca del
comportamiento de su dindmica. En la busqueda de una descripciéon
similar para difeomorfismos que presentan descomposiciéon dominada
en su fibrado tangente, E.Pujals y M.Sambarino en [PS2], obtienen el
siguiente resultado para difeomorfismos de clase C2.

TEOREMA 5.10. Sea M wuna variedad compacta dos dimensional
y f: M — M un difeomorfismo de clase C? definido sobre M. Si



4. DESCOMPOSICION ESPECTRAL PARA DESCOMPOSICION DOMINADA 79

el conjunto limite de f, L(f), admite una descomposicion dominada,
entonces L(f) se puede descomponer de la siguiente manera:

L(f) =Z(f) UL(f) UR(S).
Donde

» Z(f) es el conjunto de los puntos periddicos con periodos aco-
tados. El conjunto Z(f) se encuentra contenido en una union
disjunta y finita de arcos periodicos hiperbolicos o curvas sim-
ples y cerradas.

» R(f) es una union finita de curvas cerradas, periddicas, sim-
ples, normalmente hiperbdlicas y conjugadas a una rotacion
irracional.

» L(f) es una union de finitos conjuntos transitivos, compactos,
wvariantes. Cada uno de los cuales son una union de finitas
clases homoclinicas, no triviales. _

Los puntos periddicos son densos en L(f) y a lo mas fini-
tos de ellos son puntos periddicos no hiperbdlicos. Ademds f
restringido a L(f) es un difeomorfismo expansivo.

Usando el Teorema 5.2, més el teorema recién enunciado, se obtiene
el siguiente corolario.

COROLARIO 5.11. Sea M una variedad compacta dos dimensional
y f: M — M un difeomorfismo de clase C* definido sobre M. Si
f posee infinitos pozos o fuentes con periodos no acotados entonces f
puede ser aprozimado, en la topologia C*, por un difeomorfismo que
exhibe tangencias homoclinicas.

Comentaremos brevemente los pasos mas importantes de la de-
mostracion del Teorema 5.10. El punto de partida es el Teorema 5.2.
Como sabemos la pérdida de hiperbolicidad en un sistema con descom-
posicién dominada, puede darse o bien por la presencia de curvas irra-
cionales o bien por la presencia de puntos periédicos no hiperbélicos.
El siguiente teorema nos da una manera para tratar con estos ultimos.

TEOREMA 5.12. Sea f : M — M un difeomorfismo de clase C?,
sea A un conjunto compacto invariante con descomposicion dominada.
Eziste un entero Ny tal que, todo punto periodico p € A, de periodo
mayor que Ny, es un punto hiperbolico de tipo silla.

Sea Perd el conjunto de los puntos periédicos hiperbélicos de pe-
riodo mayor que N y de indice 1.

TEOREMA 5.13. Sea M una variedad compacta de dimension dos,

: — un difeomorfismo de clase C=. St que Perq admite una
f-M—-M dif fi de clase C*. S Peri(f) ad
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descomposicién dominada entonces existe N > 0, tal que Per(f) se
puede descomponer en la union de finitas clases homoclinicas disjun-
tas. Mas aun PerY(f) contiene a lo mas finitos punto periédicos no

hiperbdlicos y f restringido a Peri¥(f) es un difeomorfismo expansivo.

Con ayuda de estos dos resultados, los cuales no probaremos, pode-
mos esbozar el paso final en la demostracién del Teorema 5.10. La
idea consiste en probar que L£(f) C Peri¥(f). La prueba de este he-
cho es bastante similar a el caso hiperbédlico. Ya que si bien en el ca-
so hiperbdlico, contamos con la importante herramienta de tener var-
iedades de tamano uniforme, que se intersectan de manera transversal y
que ademas poseen propiedades dinamicas, en el caso de la descomposi-
ciéon dominada las variedades locales con las que se cuenta no poseen,
en principio, propiedades dindmicas. Sin embargo usando fuertemente
el hecho que son unidimensionales asi como su grado diferenciabilidad,

se obtienen propiedades dinamicas suficientes para lo buscado.

5. Lema central

A continuacién procederemos a demostrar el Lema 5.7 enuncia-
do anteriormente. Las siguientes dos sub-secciones estaran dedicadas,
a preparar las herramientas necesarias. Finalmente en la seccién 5,3,
concluiremos la demostracion del Lema 5.7, subdividiendo de acuerdo
si Ag es minimal o no.

5.1. Propiedades dinamicas de las variedades integrables.
El objetivo de esta seccién es probar que las variedades centro estable
y centro inestable poseen propiedades dinamicas casi tan buenas como
en el caso hiperbdlico.

Para comenzar probaremos una propiedad que establece una suerte
de Teorema Denjoy, en dimension dos. Para ello necesitamos en primer
lugar un par de definiciones.

Sea A un conjunto compacto, invariante con descomposicion domi-
nada, como en el Lema 5.7. Sea a en (0, 1]. Consideremos el campo de
conos C;°,Cc* como en la Proposicién 4.4. Luego existe una vecindad
admisible de A, que denotaremos por V,(A), donde la descomposicién
dominada de A se extiende de manera continua. Sin perder generalidad
asumiremos que la dominacién en V,(A) cumple con

1D iz, MDA < A
Para algin A en (0,1).

DEFINICION 5.14. Un intervalo I contenido en V,(A) se dird a-
transversal a la direccion E, si para todo x en I, el espacio tangente



5. LEMA CENTRAL 81

T.1, se encuentra contenido en C*(x). Diremos que I es transversal,
si lo es para algin a en (0,1].

De ahora en adelante, trabajaremos con una vecindad admisible
V = V4. Consideremos una vecindad U de A, con U contenida en V.
Denotaremos por A; el conjunto invariante maximal de f contenido
en U y por Al al conjunto de los puntos que permanecen en U en el
futuro, es decir,

Af =) ().
n>0

DEFINICION 5.15. Sea I un intervalo abierto de clase C* contenido
en M. Diremos que I es un 6 —E intervalo si se satisfacen las siguientes
propiedades:

» Elintervalo I esta contenido en AT y para todon € N, se tiene
que I(f"(1)) < 9.

» Los iterados positivos de I, f"(I), son siempre transversales a
la direccion E.

St ademas, existe una constante positiva, vy, tal que para todo x en I
IDfl, | <~", para todo n > 0.
Entonces diremos que I es un (0,7) — E intervalo.

LEMA 5.16. Sea I un 0-E intervalo y v < 0 una constante positiva.
Eziste 0 < 61 = 01(7), tal que si § < 01 entonces, para algin m > 0,
fm(I), es un (9,v)-E intervalo.

DEMOSTRACION. Sea A\; > A y ¢ una constante positiva tal que
(1 4+ ¢)\; < . Tomemos d; positivo y V, (A1) con a suficientemente
pequeno tal que,

1D fig,
—_ < 1+ec.
1D fz, I

Y también
1051l
[DF, |

Para todo x, y en V(A1) con d(x,y) < 4;. Donde Fes alguna direccién
en el cono centro inestable de tamano a. Sea § < ¢;. Consideremos [
un 0 — E intervalo, para probar el lema, es suficiente probar que existe
m > 0 tal que para todo x en f™(I) se tiene que

IDf]; | <~", paratodo n > 0.

Como I se encuentra contenido en A} tenemos que f(I) se encuen-
tra contenido en V(A1) para todo n suficientemente grande. Mas atn
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T.(f™(I)) se encuentra contenido en el cono centro inestable de tamano
a. Sin perder generalidad asumiremos que lo anterior es valido para to-
do n positivo.

Sea F, = T,(f™(I)) para x en f"(I), por lo dicho anteriormente se
tiene que

IDfis, DS I < A
Ff(2)
Escojamos z en I arbitrario

AFIRMACION 5.17. Sin es un tiempo suficientemente grande, en-
tonces
LYAERS

Para algin Ay tal que AXy' > 7.
DEMOSTRACION. Por contradiccién, si la afirmacién es falsa existe
una sucesion de tiempos n; que tiende a infinito tal que
D > 5™
Luego para todo y en I,
DI > (1= g™ > 257,

Donde 1 > A3 > . Si ny es tal que A\;™I(I) > J entonces,
L(f™ (1)) > X\3™ (L) > 6.
Pero lo anterior es una contradiccién, ya que los intervalos f"(I) siem-

pre mantienen su largo acotado por 4. 0

Gracias a la descomposicién dominada tenemos que,
-1
IDfE < (AA )" < AG.

Con )\g < 7. Luego por el Teorema 4.11 sabemos que existe m =
m(Ao, A1) tal que,

HDfﬂ;fm(x) | <\, paratodo n > 0.

Es decir, para todo y en f™(I) se tiene que [|[Df] || < ~+". De donde
se concluye que f™(I) es un (d,v) — E intervalo. O

Diremos que un intervalo J es estable si para todo x en J existe
una variedad estable de tamano uniforme W?(z). Diremos también,
que un intervalo J es pre-periddico, si existe un intervalo I, estable,
tal que f™(I) se encuentra contenido en I, para algin m > 0 y para
algin n > 0. Luego se tiene que f"(J) C Uye;W2(x). Se puede ver que,
si I es pre-periddico, entonces w(x) es una orbita periédica para todo
elemento = de I.
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Denotaremos por w(/) a la union de todos los conjuntos w-limite
para puntos x en I, es decir

zel

TEOREMA 5.18 (Propiedad Denjoy). Eziste g > 0 tal que si I es un
0-E intervalo, con 6 < dy entonces se cumple alguna de las siguientes
propiedades.

» Bl conjunto w(l) es una curva simple, cerrada, C, periddica
(de periodo m ), normalmente hiperbolica y tal que f"g C—C
es conjugada a una rotacion irracional.

» Bl conjunto w(l) se encuentra contenido en el conjunto de los
puntos periodicos de f en V.

DEMOSTRACION. Para probar la existencia de la constante buscada
comencemos escogiendo las siguientes constantes. Sea v = /A, donde
A es la constante de dominaciéon del sistema en la vecindad admisible
V. Sean Ay, A3 > 0 tales que;

A<y <A< A3 <1

Y sea ¢ > 0 tal que (1 4+ ¢)\y < A3. Escojamos dy > 0y a > 0
suficientemente pequeno, tal que; si x e y estdn contenidos en V,(A)
con d(x,y) < dy entonces

1 1D fip, |
< - < 1+c,

L+c | Dfig,

N LoVl

1+ec.

< A
e~ sl

Donde F es alguna direccién en CS*. Finalmente sea 0, = 01(7y) tal que
para todo ¢-E intervalo I, con 6 < ¢, existe un entero positivo m tal
que f™(I) es un (6,7v)-E intervalo. Sea dp < min{dy,d2}. Probaremos
que esta es la constante que estamos buscando.

Sin perder generalidad asumiremos que I es un (6,7)-E intervalo
(ya que lo que probemos para un iterado de f también serd valido para
f). Escogiendo a de manera adecuada siempre se puede exigir que la

direccién F, = T.f™(I), para z en f"(I), cumpla que
1D fis, DA< A
Sea xy un punto en I, luego para todo entero positivo n,

1D fp 1<
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Por el Corolario 4.13, existe una sucesién no acotada {n;};en tal que,

HDfﬁ | < X, para todo j > 0.
Emi(zg)

Luego, como d(z,y) < Ag si & e y se encuentran en I, f™(I) es un
(0, A3)-E intervalo.
Tomemos I un intervalo que contenga a I y que sea (4, A\3)-maximal.
Luego para todo n;, f"(Iy) es un (§, A\3)-E intervalo.
Para cada entero positivo ¢ > 1, escogemos intervalos I,,, tales que
. [UA(L,) C
» [, es un intervalo (4, A3) maximal.
Por el Teorema de la variedad estable fuerte, Lema 5.5, existe € > 0
tal que W2(x) esta definida para todo x € I,,, y para todo i € N.
Sea n; un indice arbitrario de nuestra coleccion {n; };en. Para con-
tinuar con la demostracion, consideraremos dos casos, a saber:

1. Existe n; > n; tal que
Wi (L) NWE(f" 7 (1)) # 0.
2. Para todo n, > n; se tiene que
W2 (Ln,) D WE(f" 7" (1)
Donde W:(1,,,) = User,, Wi ().
Procederemos a demostrar el Teorema en el caso 1.

Sea m = n; — n;. Consideraremos dos casos. Supongamos que
I(f*™(I,,)) — 0 para k — oo.

0.

AFIRMACION 5.19. El conjunto w(I,,) es una orbita periddica.

DEMOSTRACION. Notemos que por hipétesis se tiene que I(f*(I,,,)) —
0. Sea p un punto de acumulacién de f*(I,,,), es decir f*(I,) — {p}
para k; — oo.

Luego f**t™(I,.) — {f™(p)} pero como m = n; — n; se tiene que
fritm(r,) — {p}. Es decir p es un punto periédico. Pero como el largo
de los iterados de I,,, tienden a cero, se tiene que para todo x en I,,,,

w(In,) = O(p).
Ademads sabemos que f"(I) C I,,,, de donde w(I) es una orbita periodi-
ca. U
b) Si I(f*™(1,,)) - 0 para k — oo.
Sea {k;} una sucesién tal que f*™(I,,) — L con k; — oo, donde L
es un intervalo contenido en A. Sea

J=Jrmw).

n>0
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AFIRMACION 5.20. J es una curva simple cerrada o un intervalo.

DEMOSTRACION. Para todo n > 0, f"™(L) es un 0-E intervalo.
Luego para todo = € J existe £(x) tal que W, () es la variedad
estable del punto = y por lo tanto

W(J) = | Wi (@),

zeJ

es un abierto que contiene al conjunto J.

Para probar la afirmacién, nos basta probar que dado un punto x
en J existe una vecindad, U(z), con z € U(z) tal que U(xz) N J es
un intervalo. Para ello, sea x un punto en J, supongamos que este
pertenece a f™"™(L), consideramos un intervalo abierto U con

reUc fm™™(L).
Y tomemos una vecindad U(z) del punto z tal que:
U@)cW(J) yUx)nL CU.

Donde L; es algin intervalo que contiene a f™™(L), es transversal al
fibrado E y tal que su largo no excede de 24j.

Sea z un punto en J N U(z), debemos probar que z se encuentra
contenido en U. Como z se encuentra en J existe ng tal que f™™(L)
contiene a z. Luego para ¢ = 1,2 tenemos que

. fren(L) = lim, (L)

= frm(L)NU(x) # 0.
Entonces existe jp tal que intervalos L,, = fromtmm([ )y L, =
friomFn2m ([ ) se encuentran conectados por la variedad estable, w, de

i

algin punto de U(z).

pomnn(r,)

) pramnan(, e

D

SY

k’j—>OO

< e

w fram(L)
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Ademds I(f/(L,,)) < &y para todo j > 0 y para i = 1,2. Luego
fmm(L) U fm™(L) es un intervalo transversal al fibrado E y de largo
menor que 2d0y. Es decir

2 e Uz) N (fm™(L) U fAm(L)) C U.
O

Con la afirmacion ya demostrada procedemos a completar la prueba
del Teorema en este primer caso.

Tenemos por un lado que J puede ser un intervalo, en este caso,
como f™~"(J) esta contenido en J, se tiene que I,, es un intervalo
pre-periédico. Luego por dindamica en el intervalo, para todo x en I,
w(z) es una orbita periddica.

Por otro lado J es una curva simple cerrada tenemos nuevamente
dos opciones para su numero de rotacion. O bien este es racional, en
cuyo caso w(I) es un orbita periddica, o bien el numero de rotacién es
irracional.

A continuacién pasamos a dar la prueba del Teorema en el caso 2.
Para ello necesitamos el siguiente Lema.

LEMA 5.21. Para todo intervalo I,,, escogido como antes, se tiene

que
D U (L)) < oo

k>0

DEMOSTRACION. Sabemos que

frTm (L, ) C oy,
Luego el hecho que, para todo n; > n;
WE(Ln,) OWE(f™ 7 (1)) = 0,
implica que
W™ (L)) N W27 (1)) = 0.

Para todo n; y para todo n; > n;,n; > n,. Fijemos un indice ¢ (fijo
pero arbitrario). Sin perder generalidad podemos suponer que i = 0.
Sea N = N(v, A\2) dado por el Teorema 4.11, y sea m; = nj11 — n;.

Como deseamos dar una cota a la suma de los largos de los iterados

de I,,, el caso “complicado” de acotar se da cuando N < m;, pero vamos
a ver que en estos casos vamos a encontrar una buena contraccién en

el fibrado F.

AFIRMACION 5.22. Si N < m; entonces
1D, | >9", para N <n<m,.

FrIHLT ()
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DEMOSTRACION. La prueba sigue por contradiccion, es decir supong-
amos que existe un tiempo n con N < n < m; tal que

1D £ <"

FITIT M (@)

Luego por el Teorema 4.11, podemos encontrar un tiempo n < n tal
que

D, <A para 0<j<q.

ST ()

Pero en realidad lo que tenemos es que (por la eleccién de los tiempos

n;)

(10) HDfIJE I )\%, para todo j > 1.

FrIHLT ()

Pero lo anterior es una contradiccién ya que n; < nj1 —n < nj; 0
dicho de otra manera hemos encontrado un nuevo tiempo hiperbdlico
entre los tiempos hiperbélicos n;, ;1. Pero la seleccién de los tiempos
hiperbdlicos, la hemos realizado de manera exhaustiva con respecto a
la propiedad (10). O

Haciendo uso de la descomposicion dominada y de la afirmacién
que acabamos de revisar, tenemos que

||Df‘;"n | < (M H =47, para N <n < m,j.

FACAECT))

Haciendo uso, (una vez mas!!), del Teorema 4.11, obtenemos un tiempo
(] con

njgnj+1—N<7‘j§nj+1.

Tal que:
||Dflij | < )\%; para 0 < j <r; —n;.
Ffrj (IU>
Por lo tanto
Ti—nj —

S ) < Y M) < Tl ),

Jj=0
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Sea Ky =sup{||D. f™]| |z € M,0<n <N}y Ky = ﬁKl%—NKl.
Luego

S = S 1)
k>0 [
YOS s XY k)
-y (e Z ) Y )
Ahora como h o
S+ 3 M) < )+ N ),
< T ) + N (1),

Podemos concluir que

DU ) < K YU (1) < KKy Vol(WE (44 (),

k>0 3>0 3>0
< KKy Vol(M) < .
La existencia de la constante K que nos permite asegurar que
K Nol(WE ("7 (1o))) = 1(f"+ (Lo))-
Sera demostrada mas adelante. O

Como consecuencia del Lema 5.21, tenemos que I(f*(I,,,)) — 0 si
k — oo.

Continuando con la demostracién del Teorema, consideraremos dos
nuevos sub-casos, de los cuales veremos que finalmente solo una de ellos
es posible de realizarse.

a) Supongamos que para algin par n,, n; con n, # n; se tiene
que,
W2 (In,) N W2 (I,) # 0.
AFIRMACION 5.23. El conjunto w(I) es una drbita periddi-

ca.

DEMOSTRACION. Supongamos que n, < n;. La demostracién
sigue de manera similar al caso (1.a) revisado anteriormente.
Es decir ocupando el hecho que f" " C I, y que para todo
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tiempo i, I(f*(I,.)) — 0, se tiene que existe una subsucesiéon
k; tal que f*i(I,,) — {p}, donde p es un punto periédico y por
lo tanto w(7) es una érbita periddica. O

Supongamos que para todo n,,n; se tiene que
WZ2(I,,) N Wss(]nj) =0.

Como consecuencia de lo anterior se tiene que [(1,,,) — 0 si
i — 00. Ocupando las técnicas de la Proposicién 7?7 (Schwartz)
podemos ver que tenemos dos opciones, o bien para cada I,,,
existe un intervalo J,, con I,, C J,, tal que [(J,,) — 0 o bien
para todo i existe k; tal que [(f*i(I,,)) = §. El primer caso nos
lleva a contradecir la maximalidad de los intervalos I,,,. Para
el segunda caso tenemos la siguiente afirmacion.

AFIRMACION 5.24. Ewzisten n; y n; con n; > n; tal que
ki = TLj — Nn;.

DEMOSTRACION. Para probar la afirmaciéon debemos ase-
gurar que:

IDf;

E
| £t R (2)

| <A, para todo j > 0.

Para ello procedemos por contradiccién, es decir, supongamos
que para algun jo > 0

1D £

|Ef"i+ki

| > .

(zg)

Luego, ocupando la descomposicion dominada, tenemos que

|Df " [ < A3 <o < AP,

FritRitio (zg)
Por lo tanto para todo punto y contenido en f7(f*i(I,.)),

IDf < ((1+ ) < A

Fy
Y como las direcciones ﬁy son de dimension 1, se tiene que
para todo y contenido en f*i(I,,.):
LY S
De lo anterior concluimos que
O Z (P (5 (1)) = A" (% (1) = Ag7°6 > 6.

Con lo que concluye la prueba de la afirmacion. O
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Finalmente para concluir la prueba del Teorema solo debe-
mos notar que I(f*(I,,)) = ¢ implica que I(I,,) = 0 para j
arbitrariamente grande, pero anteriormente habiamos conclu-
ido que [(I,;) — 0. Es decir el caso (b) no es realizable bajo
nuestras hipétesis. Con lo cual se termina la demostracién del
Teorema 5.18.

O

COROLARIO 5.25. Si el conjunto A no contiene alguna curva, sim-
ple, periodica, cerrada y conjugada a una rotacional irracional, en-
tonces existe una vecindad admisible V' del conjunto A, tal que, dado
un 0-F intervalo, I, contenido en V se tiene que;

w(I) C Per(fi,).

Si bien todos los resultados obtenidos hasta el momento los hemos
desarrollado para 0-E intervalos, estos resultados tienen sus analogos
para intervalos del tipo §-F. Las demostraciones son similares y solo es
necesario cambiar f por f~! y E por F donde corresponda.

Como hemos dicho al comienzo de esta seccién nuestro objetivo es
comprobar que las variedades centro estable y centro inestable tienen
propiedades dinamicas casi tan “buenas” como las variedades estable
e inestable del caso hiperbdlico. El resultado contenido en el Teore-
ma 5.18 nos serd de gran ayuda en todo el trabajo que aun debemos
realizar.

En lo que sigue A sera un conjunto invariante, compacto, que admite
descomposicion dominada y que no posee curvas simples, periddicas,
cerradas, conjugadas a una rotacién irracional.

Por el Teorema 5.18 sabemos que existe dp > 0 tal que si I es
un 0-E intervalo con § < §y entonces w(/) se encuentra contenido en
el conjunto de los puntos peridédicos de f que viven en la vecindad
admisible V', donde V' es dada por el Corolario 5.25.

LEMA 5.26. Eziste o3 > 0 tal que si p € A es un punto periddico
y alguna componente conexa de W*(p) \ {p} tiene largo menor que 93,
digamos (p, q), entonces el punto q es un pozo o un punto periédico no
hiperbalico.

La demostracion del Lema 5.26 es bastante sencilla, razén por la
cual la obviaremos.

OBSERVACION 5.27. En lo que sigue la constante & asequrada por
el Teorema 5.18 la escogeremos de manera tal que oy < d3.

A continuacion el resultado anunciado anteriormente
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PROPOSICION 5.28 (Propiedades dindmicas).

1. Para todo € < &y existe v = ~y(e) tal que:
o fTRWEH () C WE(f()), para todo n >0,z € A.
o (W (x) C WE(f"(x)), para todo n >0,z € A.

2. Para todo v < v(dy) o bien

W (Wit (e))) — 0,

o bien x € W"(p) para algin p contenido en Per(f), )NW5*(z).
De manera andloga o bien

("W () — 0,
0 bien x € W*(p) para algin p contenido en Per(f), )W (z).

DEMOSTRACION. La demostracion la realizaremos solo para la var-
iedad centro inestable, W, la demostracion para la variedad centro
estable W se realiza de manera similar.

Comencemos con la demostracion de (1) para ello escojamos algin
e < 50.

Sabemos, por el Corolario 4.21, que existe 0 < § < ¢ tal que:
Siy € We(z) y d(f(x), f7(y)) < 6 para 0 < j < n, entonces
[ (y) € We(f~(x)) para 0 < j < n.

Supongamos que la tesis de (1) es falsa. Luego tendremos que exis-
ten sucesiones v, — 0, , € A y m,, — 0 tales que

WfIW(x,))) <6, para 0<j < my,

y ademas
1 (W () = 6

Sea I, = fm (W5 (xy,)) sin perder generalidad podemos asumir que
existe un intervalo I, contenido en A tal que

L, — I, f ™ (z,) —2z€Nz€EI.

Como I se encuentra contenido en W (z) y para todo entero positivo n,
I(f™(I)) <4, se tiene que I es un - E intervalo. Luego, por el Teorema
5.18, w(z) es una orbita periédica O(p). Ademads p es un punto peridédico
de tipo hiperbdlico, ya que p esta contenido en A.

Por lo tanto tenemos que z € W3(p), ademas al menos una compo-
nente conexa de W"(p) \ {p} tiene largo menor que 0. Para continuar
con la demostracion analizaremos dos casos, a saber;

a) Supongamos que para algin my,,

fm (W () N WP (p) # 0.
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Como la interseccion es transversal tenemos, gracias al Lema
de la inclinacién, que f™(f~""(W!(z,))) — W"(p) para m
tendiendo a infinito. Pero

W (W (@) = LW (2n)) — 0

b) Supongamos que para todo m,,
(W (@) N W2 (p) = 0.

Sea (p,q) la componente de (W"(p) \ {p}) que posee largo
menor que 0. Luego para n suficientemente grande

w(f~" (xn)) = g,

ya que sabemos que g es un pozo o un punto periddico no
hiperbdlico. Pero por otro lado tenemos que w(f~""(x,)) se
encuentra contenido en A, en el cual todos los puntos peridédi-
cos son hiperbdlicos.

Luego como, tanto en (a) como en (b) hemos llegado a una contradic-
cién, se concluye la demostracién de la parte (1). Procedamos ahora
con la demostracién de (2).

Sea v < v(dy), donde v(dg) es dado por la parte (1). Supongamos
que existe z en A tal que

(1) I(f ™ (WE () = 0.

Ocupando la parte (1) con € = §y tenemos que
I(f™(W5'(x)) < do, para todo n > 0.

Ademas por 11 podemos asumir que existe 7 positivo tal que
I(f™ (W (%)) > n, para todo k > 0.

Donde {n;} es alguna subsucesiéon adecuada. Sea I,,, = f~" (W' (x)),
sin perder generalidad podemos suponer que

Ly, — 1, f ™ (@) —2€l,z€A.

De donde, al igual que en la parte (1), I resulta ser un dp-E intervalo y
z se encuentra contenido en W*(p) para algin punto periédico p de A.
Luego debemos considerar dos opciones cuando el punto z sea un
punto interior de I o cuando sea un punto contenido en la clausura de
I. Analizaremos estas dos opciones por separado.
Supongamos que z se encuentra en el interior del intervalo I. Como
I intersecta de manera transversal a W*(p) tenemos que [(W"(p)) < do.
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AFIRMACION 5.29. Para todo ny,,
f7"(x) € We(p).

DEMOSTRACION. Si f~™(x) se encontrara contenido en W"(p)\{p}
entonces w(x) seria un pozo o un punto periédico no hiperbdlico, ya
que ambas componentes de W"(p) \ {p} poseen largo menor que o,
pero w(x) se encuentra contenido en A. O

Sin perder generalidad podemos asumir que {f™(z)} se encuentra
contenido en un dominio fundamental de W*(p). No puede suceder que
z sea distinto de p ya que la variedad estable de p no puede tener auto-
intersecciones. Luego z = p, mas aun { ™ (z)} se encuentra contenida
en la variedad estable local de p, ya que de lo contrario w(f™ (z)) seria
un pozo o un punto periédico no hiperbdlico, pero en este caso se tiene
que z = p. Con lo que se concluye la demostracién de (2) en el caso
que z se encuentre en el interior de I.

Supongamos ahora que z se encuentra en la clausura de I. La de-
mostracién en esta caso sigue de manera similar a la de (1.b), es decir
considerando los siguientes sub-casos.

a) Supongamos que para todo ny,

fTH WS ) N W (p) # 0.

En este caso, ocupando el Lema de la inclinacién, llegamos a
que w(f~™(x)) es un pozo, pero este se encuentra contenido
en A, lo cual produce una contradiccién.

b) Supongamos que existe ny tal que

ST WS ) N W (p) = 0.

En esta caso como I(f7(f~™ (WS (x)))) < g para 0 < j < ny,
se tiene que z se encuentra en W"(p), mas aun x se encuentra
en Wi (p). Finalmente € W(p) ya que de lo contrario, como

[T () —=py
(Fm (WS (x))) = 0,
se tendria que I N'W?(p) lo cual es una contradiccién.
Luego con la parte (2.b) se concluye la prueba de la Proposicion5.28.

4

OBSERVACION 5.30. Consideremos

7(do)
5

Yo <
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Sea p un punto periddico, xinA un punto contenido en Wx(p) vy < Y-

Luego

WIH(x) N WI(p),

es un abierto relativo en ambas curvas.

Como hemos dicho anteriormente, el objetivo de esta seccién es en-

contrar

“ciertas” propiedades dindmicas a las variedades centro estable

y centro inestable. Los resultados que mostraremos a continuacion se
basan en una serie de objetos y propiedades de los mismos, que pasamos
a definir. Pero antes de introducir las proximas definiciones es necesario
que hagamos algunas consideraciones las cuales nos acompanaran el
resto del trabajo.

Para todo 0 < a < 1 hemos definido una vecindad admisi-
ble V, = V,(A) , del conjunto A, vecindad en la cual hemos
definido las familias de conos estables e inestables de tamano
a, (C&,C*). De ahora en adelante notaremos por V = Vj(A)
y Vo =V,(A) para 0 < a < 1.

Recordemos que hemos dicho que un intervalo es transversal a
la direccién E (resp. F), si I se encuentra contenido en V,(A)
y ademads, para todo x en I, T, I se encuentra contenido en
Cev(x) (resp. C2*(x)).

Sea vy como en la Observacion 5.30. Fijaremos v < 7, tal que
para todo x en A, las siguientes intersecciones sean transver-
sales:

We(x)NE, WS(x)NF.

Sea A > 0 la constante de dominacién de f en A. Fijaremos
constantes positivas A1, Ag, A3, ¢, do. que satisfagan

1. 0<)\<)\1<>\2</\3<1.

2. )\1 = \/X, /\1(1 —f-C) < )\27 Ag(l + C) < )\3.

3. Si a se escoge pequeno,

L _ Pl
L+e [IDfg | ’
-1
1 1Dl
7, 1+e

< e
e = DA

Cuando E (resp. ﬁ) sea una direccién contenida en C.°
(resp.C5*) v d(x,y) < 2.
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DEFINICION 5.31. Sea x un punto de A. Sean J y T dos intervalos
abiertos que contienen a x, tales que

JC Wi (x), T CW(x).

Se define la caja, Br(J), para el punto x como el rectingulo abierto,
centrado en x, que posee a J y a T como sus ejes centrales y tal que
las componentes conezxas de la frontera de Br(J) son transversales a
las direcciones E, F. De manera mas precisa, sea h : [0,1> — M un
homeomorfismo que preserva orientacion tal que

h({0} x [-1,1]) = J,

h([-1,1] x {0}) =T.

Luego se define Br(J) = Int(h([—1,1]?)) donde ademds, si se define
la frontera centro estable como:

0°(Br(J)) := 0 (Br(J)) U85 (Br(J)) = h({=1,1} x [=1,1]).

Entonces 0 (Br(J)) es transversal a la direccion E para i = 1,2. De
manera andloga se tiene lo mismo para 0°“(Br(J)), la frontera centro
estable.

Si Br(J) es una caja en torno al punto x. Sea 7" C T un intervalo
que contiene al punto x. Diremos que By (J) es una sub-caja de By(J)
si

L] BT/(J) C BT<J)
» 0°(Br/(J)) C O(Br(J)).

Es claro que para asegurar la existencia de By(J) solo necesitamos
escoger € y J de tamano adecuado (pequeno).

Para simplificar la notacién, denotaremos B.(J) en lugar de Br(J)
en el caso que T' C W (z). Ademads si €’ < e denotaremos por B./(T)
a la sub-caja Br/(J) donde 7" C T'N W (x). Denotaremos también

Jt={yeJ|y>x}

J ={yeJ|y<z}.

Diremos que B.(J") es la parte superior de la caja B.(J) y que B<(J ™)
es la parte inferior de B.(J). Donde por B.(J*) hemos denotado a la
componente conexa de B.(J)\W(z) que contiene a J* y andlogamente
para B.(J7). Asimismo diremos que B[ (J) (resp.Bf(J)) es el lado
izquierdo (resp.derecho) de la caja B.(J).

Sea B.(J) una caja arbitraria y sea y un punto en B.(J) N A. Se
define

J(y) == W5 (y) N B(J).
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Sin perder generalidad podemos escoger B.(.J) lo suficientemente pequena
de manera que J(y) sea un intervalo, transversal a la direccién E y con
sus puntos extremos contenidos en 9°(B.(.J)).

Si escogemos B, (J) con didmetro suficientemente pequeno, sabemos
que dado 6 > 0,

I(f™(J(y))) <6, paratodo y e B.(J)NA,n>0.
DEFINICION 5.32. Sea B.(J) una caja y C una constante positiva.
Si para todo par de intervalos Jy, Jo contenidos en B.(J), transversales

a la direccion E y con sus extremos en la frontera centro inestable de
B.(J), se tiene que

L)

C ~U(J) —
Entonces se dird que C' es la distorsion de la caja B.(J) o que la caja
B.(J) posee distorsion igual a C'.

Una manera de asegurar distorsion C' en una caja B.(J), es asegurar
la existencia de una foliacién de clase C!, cercana a la direccién E, tal
que para cualquiera dos intervalos J;, Jo dados como en la Definicién
5.32 se tenga que

1
— < |IIr|| < C.
& <) <

Donde IT" = IT'(.J, J2) es la holonomia de la foliacion entre los intervalos
Jl y :]2.

OBSERVACION 5.33 (Foliacién). Sea B.(J) una caja y X un cam-
po vectorial de clase C' definido en B.(J). Supongamos que X(x) se
encuentra contenido en C;°(x) para b suficientemente pequenio, supong-
amos ademds que si x se encuentra en 0°(B.(J)) entonces X(x) se
encuentra en T,(0°(B.(J))). Consideremos el flujo (o la foliacion), la
cual denotaremos por F°, generado por el campo vectorial X. Para ca-
da x en B.(J), denotaremos por F¢(x) la hoja del flujo F* que pasa
por el punto x, luego tenemos que existe una constante positiva C' tal
que

1
— < |7 < C.
= <)<

A continuacién revisaremos un Lema que nos permitird controlar
la distorsién de las pre-imagenes de una caja.

LEMA 5.34. Sean B.(J), F*® y C > 0 como en la Observacion 5.33.
Ezisten constantes positivas T y « tal que si z es un punto de Bo(J)NA
y para algin entero positivo n eziste una caja B(n) = B.(f~"(J(2)))
que cumple con
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= ["(B(n)) C Bc(J) y f7(0*(B(n))) € 9*(B(J)).

» Para todo 0 < j < n el didmetro de f7(B(n)) se encuentra
acotado por T.

» Eziste una constante positiva K, tal que para todo x en B(n)

D_UPFEI @) < K.

Donde F£*(x) denota la componente conexa de

STHFE(fT(2)) N B(n).
En la cual se encuentra contenido el punto x.

Entonces eziste una constante positiva C, = C1(C, K) tal que B(n)
posee distorsion CY.

DEMOSTRACION. Denotaremos por F¢* a la foliacién definida en
B(n), obtenida como la imagen de F por f~".

Sean J7', JI' dos intervalos con extremos en 0°(B(n)), transversales
a la direccién E. Denotaremos por II,, = II(J], JI') a la proyeccién
desde J7' hasta J3' a lo largo de la foliacion F.°.

Para probar el lema es suficiente probar la existencia de C > 0 tal
que

1
12 — < I ]| < Y.
( ) Cl_H n“— 1

Para x € f(J") sea F, = T,(f7(J")) parai=1,2y 0 < j < n. Como
frel =T, 0 f"
Si y es un punto de J;
IDs |

(13) L, (A ()| = HD—flgithIH’(y)H-

Por lo tanto, en vista de 13 para probar 12, es suficiente probar que
existe K tal que

Y
— < —— <K
K = D7
Y
O de manera equivalente, como y = f"(z) para algin x en J7".
DSl
1 IR
K STDf |
Iy (z)
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Como muchas veces sucede en Matematicas, el Corolario es de may-
or utilidad practica que el Teorema o el Lema que lo precede. Esta opor-
tunidad no es la excepcién.

COROLARIO 5.35. FEumiste 1 > 0, con T < 0, tal que, si para algin
z contenido en B.(J) N A y para algin entero positivo n se tiene que.

||Df‘Ef | <X, para 0<j<n.

= /"(B(n)) C Bo(J ) yf"(ac“( (n))) € *(B<(J)).
» Para todo 0 < j < n el didmetro de f7(B(n)) se encuentra
acotado por T.

Entonces existe una constante Cy > 0 tal que la caja B(n) posee dis-
torsion C.

El Lema 5.34, asi como el Corolario 5.35, nos seran de gran utilidad
para demostrar que las variedades centro estable y centro inestable se
encuentran dindmicamente definidas.

En lo que sigue A sera un conjunto transitivo, tal que todo subcon-
junto propio, compacto e invariante es hiperbdlico. Veremos como bajo
estas hipotesis W y W se encuentran dinamicamente definidas; Es
decir W (resp. W) posee las mismas propiedades dindmicas que la
variedad estable (resp. variedad inestable).

Para comenzar otro resultado clasico de dinamica unidimensional,
del cual su demostracion puede ser revisada en [PdM].

LEMA 5.36. Eziste una constante positiva Ky tal que para todo pun-
to x en A, todo intervalo J contenido en WS'(x), todo par de puntos
z,y en J y todo entero positivo n se tiene que

D 7| .
o7 =" K°Zl '

HDf| n” > (fl<J( exXp (Kozl )

El siguiente resultado debe ser tomado como ejemplo para la de-
mostracion del Lema Central, ya que las técnicas e ideas a ocupar seran
basicamente las mismas.

TEOREMA 5.37. Sea A un conjunto transitivo, tal que todo sub-
congunto propio, compacto e invariante es hiperbolico. Luego para todo
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punto x de A, o bien
(f (W) — 0, para n— oo,
O bien

DS —0, para n — oo.
Fa
Donde F es alguna direccion tangente a WS'(x) en el punto x.

DEMOSTRACION. Si A es una drbita periddica el resultado es in-
mediato, supondremos que A no es una érbita periddica.

Para la demostracién, supondremos que existe un punto z en A
para el cual

I(f(WS'(x))) = 0, para n — o0.

Luego debemos probar que el fibrado F es expansivo. Para ello recorde-
mos que en este caso por la Proposicion 5.28 existe un punto periddico
p en A tal que alguna componente conexa de W"(p) \ {p} posee largo
menor que dg, donde dy es como en la Observacién 5.27. Sea (p,q) la
componente de largo menor que dg, luego tenemos que el punto ¢ es un
pozo o un punto periédico no hiperbdlico, Lema 5.26.

Como A es un conjunto transitivo, dado xy en W*(p)\ {p} existe una
vecindad U del punto xg tal que existe otra vecindad U’ con U" C U
tal que x € U’ entonces w(x) = {q}.

Consideremos una caja B.(.J) en torno al punto xy con B.(J) con-
tenida en U. Sin perder generalidad podemos asumir que

(14) SM(Bo(JT)NB(JF) =0, paratodo ne€Z\{1}.

Ademads escogiendo el didmetro de B.(J) lo suficientemente pequerio,
se tiene que para todo y en B.(J) N A

I(f™(J(y))) <9, para n>0.

Donde ¢ y ¢ los escogemos de manera que 6 + ¢ < 7, donde es dado
por el Corolariob.35.
Para z en B.(J) N A denotaremos por

JH(z) = J(z) N B.(J).
Luego por 14,
IR NBA(JT) =0, paran>1.

Sea B, (J) una sub-caja de B.(J) entorno al punto zy, donde £, < ¢/4.
Luego bajo estas hipétesis tenemos la siguiente afirmacién.
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AFIRMACION 5.38. Existe una constante K positiva tal que

Zl ) < K.

3>0

Con la afirmacion anterior estamos en condiciones de enfrentar la
parte final de la demostracién. Tal como en la demostracion del Teo-
rema ?7 (Schwartz), podemos concluir que para todo z en B, (J) N A
existe un intervalo J;(z) con

JT(z) C Ji(z) C J(2).
Tal que

[(Ji(2) \ T (2))n > 0.
De donde nuevamente ocupando las técnicas de la demostracion del
Teorema ?? podemos concluir que existe K tal que

Zl )< K.

7>0
AFIRMACION 5.39. Para todo punto y de Ji(z) se tiene que
IDf "l — 0, para n — 0.
Fy

DEMOSTRACION. Para z, w contenidos en .J;(z) tenemos que

1D f" N
an < exp KOZZ () < exp(KoK).
H Df|F || >0

Ahora si y es un punto de J;(z2),
Ly o WTM((2)))
D g < )

exp(K K.
De donde sumando sobre n,

Z||Df| n|| =0 ( M cexp(KoK) < .

n>0

De donde se desprende la afirmacién. O

Finalmente consideremos el siguiente abierto que contiene al punto

| Bi= |J 4.

2€Be; (J)NA

Luego sea y un punto arbitrario de A. Si a(y) es un subconjunto propio
de A entonces

| Df‘;:H — 0, para n — oo.
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Ya que a(y) seria un conjunto hiperbdlico. Por otro lado si a(y) = A
se tendria que para algun mg, f~™°(y) se encuentra en Bj, mas aun
f~™0(y) se encuentra en Ji(f~™°(y)), luego por la Afirmacién 5.39,

I ng” | — 0, para n — 00.
fy "0
Por lo tanto

| Df‘;:H — 0, para n — 00.
U

El Teorema recién demostrado tiene una version andloga para la
variedad centro inestable, la demostraciéon es andloga. Luego podemos
concluir que existe v, tal que para todo x en A,

I(f(W(x))) — 0, para n— 0.

(M (WS(x)) — 0, para n — 0.

En lo que sigue escogeremos v de manera que sea menor que ;. De
donde tendremos el siguiente Corolario del Teorema 5.37.

COROLARIO 5.40. Dado € > 0 existe ng tal que para todo x en A y
n mayor que ny

= (WS (X)) < e
= [(["(WS(x)) <e.

5.2. Cajas bien adaptadas y retornos. En esta section definire-
mos una serie de nuevas estructuras, para las cuales nos basaremos en
las hipétesis y resultados de la seccion anterior. En particular A serd un
conjunto transitivo en el cual todo subconjunto propio, compacto e in-
variante es hiperbdlico. Consideraremos el siguiente conjunto.

A={z eV | f*(z) e V,paratodo neZ y dist(f"(z),A) — 0}.

Como V' es un vecindad admisible de Ay A se encuentra contenido
en V, se tiene que A es un conjunto que admite descomposicién dom-
inada. Ademas las variedades W%, W" se encuentran dindmicamente
definidas, en realidad las variedades que se definen son las variedades
centro estable e inestable,pero ya sabemos que podemos verlas como
las variedades estable e inestable.

DEFINICION 5.41. Sea B.(J) una caja. Tal como antes denotare-
mos,

J(y) = W' (x) N B(J), para y € Bo(J) NA.
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Se dird que la caja B.(J) es §-adaptada (o simplemente adaptada) si
para todo y contenido en Bo(J)NA se tienen las siguientes propiedades.

» I(f(J(y))) <90, para todo n > 0.
» Se cumple que, o bien,
" (J(y)NBA(J) =0 para todo n > 0.
O bien,
f"(J(y)) € Bo(J) para todo n > 0.

LEMA 5.42. Sea x un punto periédico. Para todo § positivo existen
cajas 6-adaptadas.

DEMOSTRACION. Para satisfacer la Definicién 5.41 solo debemos
procurar la segunda condicién, ya que para poder verificar la primera
solo debemos considerar una caja suficientemente pequena. Sea x un
punto periddico.

AFIRMACION 5.43. Eziste J que contiene al punto x, J contenido
en WSH(x) tal que

" (JH)ynJ=0, para

La demostracién sigue por contradiccion, es decir si no existiese tal

intervalo existirfa una sucesién no acotada {n;} tal que
[ (x) € Wi'(x) y ademds " (x) — x.

Pero como [(f~"(W5'(x))) tiende a cero, el conjunto a(x) seria una
orbita periddica, por el Teorema 5.18. Pero lo anterior contradice el
que x sea un punto no periodico. O

Sea J dado por la afirmacién anterior. Denotaremos, la parte supe-
rior e inferior de J respectivamente, por
Jt={yeJ|y<ux}
J ={yeJ|y>zx}
Para continuar con la demostracién consideraremos dos casos.
El primero es suponiendo que el punto z es aproximado por suce-

siones de puntos en A, pertenecientes a ambos lados de W,(;,S<X). En este
caso comenzaremos definiendo los siguientes conjuntos,

At ={y e J* |existe z € A con We(z) N J* = {y}}.
A~ ={ye J |existe z€ A con W (z)nJ™ = {y}}.

Sea B.(J) una caja para algin ¢ positivo. Consideremos una sucesién

decreciente de cajas

...CB.,,(J)CB.,(J)C...B.(J), donde g — 0.

€k+1
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Tal que
UB..()) =1
keN
Para cada entero positivo k, denotaremos por U,., la componente
conexa de WZ*(z) N B, que contiene al punto y.
Para cada y contenido en A" consideraremos

Iy ex) ={(z:n) [ 2 € AN B, (I (2)) N Uye, # 0},

AFIRMACION 5.44. Para algin k existe algin punto, que denotare-
mos por y*, contenido en AT tal que la cardinalidad de I(y™,e;) es
finita.

Un resultado analogo se tiene para A~, denotaremos el punto cor-
respondiente por y~.

Supongamos verdadera la Afirmacion 5.44 y procedamos a concluir
la demostracién para este caso. Por la Afirmacién tenemos que existe
k' > k para el cual la cardinalidad de I(y,ex) es igual a cero. Ya
que de lo contrario existirfa n tal que f~™(J) N J # 0, lo cual es una
contradiccion.

Sea J' = (y~,y") C J, luego la sub-caja B, ,(J) contenida en
B.(J) satisface la tesis del Lema.

Pasemos ahora al segundo caso. Es decir el caso en que el punto x
es acumulado por una sucesién de puntos en A contenida a un lado de
Wgs(x), a estos puntos los llamaremos los puntos frontera de A.

Sea U(x) una vecindad del punto x, escogida de manera que ella solo
contenga puntos de A en una parte de W (x), digamos en la parte de
abajo y sea B.(J) una caja contenida en U(z). Luego B.(J7)NA = (.

Sin perder generalidad podemos asumir que para todo y contenido
en B.(J) NA,

T J(y)) Nno™~(B(J)) =0, paratodo n > 0.

Donde 0~ (B.(.J)) denota la parte superior de la frontera centro es-
table de la caja B.(J).

AFIRMACION 5.45. Para todo €' < ¢ la caja Bo(J) es una caja
adaptada.

DEMOSTRACION. Supongamos que la afirmacion es falsa, luego ex-
iste £, — 0 y una sucesién de cajas no adaptadas {B., (J)} tales que,

(] B..(J) = J.

neN
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Mas aun, existe {y,} con y, contenido en B, (J)NAy {m,} tal que
f7 (I (yn)) 00T (B(T)) # 0.

Donde la sucesién {m,} es no acotada, ya que de lo contrario f~™(J)N
J # () para algin n > 0.

Por la propiedades dindmicas de las variedades centro inestable
I(f~™(J(yn))) decrece con n. Luego para n suficientemente grande

f7m (I () € U(2)™
De donde

[ (y) e U(x)™ C A
Pero esto ultimo contradice la eleccién de U(z). De donde se concluye
la demostracién de la afirmacién y del Lema. 0

Gracias a la demostracién del Lema 5.44, se tiene que para to-
do punto no periédico x, las cajas adaptadas (de didmetro pequeno),
pueden escogerse de manera que

O°(B.(J)) € W(y) para algin y € A.

Siempre que z, no sea un punto frontera de A, pero en este caso tenemos
el siguiente lema.

LEMA 5.46. Sea x en A un punto frontera de A. Para toda caja
adaptada en torno a x, B.(J), de didmetro arbitrariamente pequeno,
se tiene que B.(J™) es una caja adaptada, donde B.(J~) denota al lado
de B.(J) que contiene puntos de A.

La prueba de este lema, utiliza las mismas técnicas que el Lema
5.44, razon por la que la omitiremos.

Abusando de la notacién, denotaremos por B.(J) la caja adaptada
en torno al punto x independiente de si 2 es 0 no un punto frontera de
A.

DEFINICION 5.47 (Retorno). Sea B.(J) una caja adaptada y S un
subconjunto de ella. Se dird que la funcion

Y S — B.(J),

es un retorno de B.(J), asociado a A, si:

= SNA#0Q.

= Friste un entero positivo k, tal que ¢ = flj

w H(S) = f7F(S) es una componente conera de f~F(B.(J)) N
B:(J).

» f7U(S)NB(J) =0, para 1 <i < k.
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OBSERVACION 5.48. Denotaremos por R(B.(J), A) la colec-
cion de todos los retornos de B.(J) asociados a A.

1. Sea & alguna constante positiva menor que 1. Un retorno 1 en
R(Be(J),A) satisface

W] <€
Si para todo y en J(z), z en Dom(¢)) N A se tiene que

IDsH <

Donde ) = f|_Dfm(w), I?y =T,(J(2)) = T,(W(2)).

2. Si ) es un retorno en R(B.(J),A) entonces Dom(¢)) = S es
una franja horizontal contenida en B.(J), es decir, una caja
tal que

o(S) C 0™(B.(J)).
Ademds para todo z contenido en B.(J)NA o bien J(z) es un
subconjunto de S o bien J(z) NS = .

3. Si ¢ es un retorno entonces ¥(S) es una caja adaptada. Mas
aun St

SNo“(B.(J])) = 0.
Entonces ¢ es una franja horizontal, esto es, una caja tal que

9(P(9)) € 97(B:(J)).

4. Sean ; : S; — B.(J), dos retornos distintos, para i = 1,2.
Luego Sy N Sy =0 y 1 (S1) N1ha(Sa).

DEFINICION 5.49 (Caja bien adaptada). Sea B.(J) una caja bien
adaptada. Se dird que B.(J) es una caja bien adaptada si existe una
sub-caja Bo(J) contenida en B.(J) y dos franjas verticales Sy y S
tales que

BE(J> \ BE/(J) - Sl U Sg.
Donde
= O bien
Parai1=1,2.
» O bien, S; es el dominio de un retorno v; en R(B.(J),A), con
¥i(S;) una franja horizontal en B.(J), parai=1,2.

LEMA 5.50. Ezxisten cajas bien adaptadas de diametro arbitraria-
mente pequeno.
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ESBOZO DE LA DEMOSTRACION. Como sabemos si, B.(.J) es una
caja bien adaptada entonces B, (.J) también es una caja bien adaptada,
para ¢ < e. Luego para probar el lema, es suficiente encontrar un
e’ < e tal que B.(J) sea una caja bien adaptada. Para la demostracién
se consideran dos casos. El primero de ellos es suponer que para todo
g’ < e se tiene que

(15) Bo(J) #(J{J(2) | z € B.(J) N A}

Se supone que 15 se cumple para el lado derecho de la caja, en este
caso existe un punto w que no se encuentra en ningin intervalo del tipo

J(2). O

5.3. Demostracion del Lema central. Finalmente estamos en
condiciones de cosechar resultados con todo la maquinaria desarrollada
en las secciones anteriores. La prueba del Lema Central comienza a ver
la luz para ello comenzamos con el siguiente lema.

LEMA 5.51. Sea B.(J) una caja adaptada. Eziste una constante
positiva K; = Ki(B.(J)) tal que si z es un punto en B.(J) N A y
f74z) € Bo(J) para 1 < i <n entonces

Zl ) < K.

DEMOSTRACION. Sea A; el conjunto invariante maximal de f con-
tenido en A\ B.(J), es decir,

A= () S1 (AN BL(I)).

Si tal conjunto es trivial, tenemos que existe N tal que para todo z en
B.(J) N A existe m < N con f~"(z) contenido en B.(/J), de donde

Zl ) < N Diam(M) = K;.

Si el conjunto A1 es no trivial, entonces es hiperbdlico ya que es un
subconjunto propio de A. Luego existen una constante 0, 0 < o < 1y
un entero positivo, al que nos referiremos como tiempo hiperbdélico, n;
tal que, si y es un punto de A; entonces

I Df|;"|| <o", paratodo n > n,.
Yy

Ademas por la persistencia de la hiperbolicidad existe una constante
o1 con 0 < o < o; <1yuna vecindad U de A tal que

(16) | Df‘;j” <o, parang <j<n.
Yy
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Donde y es un punto en U N Ay f7(y) se encuentra contenido en U
para 0 < 7 < n.

Consideremos las siguientes constantes o1, 09, 03 v 01 las cuales
satisfacen

R o< 0 <0y <o3<l.

» (1+01)d2 < d3. Donde 5 y d3 son como en la sub-section 5.1.
Ademéds si N = N(o1,09) es dado por el Teorema 4.11, escogeremos
N; > méx{N,n,}, donde n; es el tiempo hiperbdlico de la vecindad U.
Luego si y es un punto en U N A con f(y) en U para 0 < j < ny
n > Ny, tenemos que existe mg < N7 tal que

IDf7 || <03, para 0<j<n—m.
£ (y)
Ademas como hemos escogido 5 de manera de controlar la distorsién,

es decir .
D
|D f|F1H B

y €1 de manera que para todo n > 0 se tenga que f"(Wg'(z)) C
WZ(f~"(x)). Podemos concluir que para y como en 16 y para todo z
en WZ(f~(y)), se tiene que

IDf7I <od, si0<j<n—mo

< (1+461), sid(z,y) <.

Luego
Z I W W) < 3 oW ),
< o Diam(M).

Por otro lado, sabemos que existe m; tal que

ﬂ f/(A\B.(J)) CU, paratodo n > m;.
li1<q

Por el Corolario 5.40, existe my tal que f~"(J(z)) C W'(f7"(2))
para todo n > ms.

Sea z un punto en B.(J) N A para el cual, sin perder generalidad,
supondremos que, f7(z) se encuentra en el complemento de B.(.J),
para 0 < j < n. Luego existen dos opciones. Supongamos que n < N,
en esta caso

Zz ) < N§ < 0.

Por otro lado si n > N, tendremos que existe n(z) < mg + Nj tal que
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= [TO(I(2)) C WE(fP(2)).

. ||Df|;j " | <o), para 0<j<n-—n(z).
F)(z)
De donde
n 4 n(z) ' n—n(z) '
DASTUE)) =D U+ Y U I(:)),
=0 =0 =0
< N Diam(M) + Diam(M) Lo K.
1— 03

U

LEMA 5.52. Sea B.(J) una caja adaptada. Supongamos que para
todo retorno 1 en R(B:(J),A), se tiene que || < & < 1. Entonces
para todo y en Bo(J) N A se tiene que

D UTIW) < oo
n>0
De donde se deduce que

IDf. | — 0, para n— 0.

DEMOSTRACION. Sea y un punto como en las hipétesis del Lema.
Consideremos la sucesion de tiempos

O<ni<ng<...ny <....

Tales que f~"i(y) se encuentra en B.(J). Luego para todo i existe 1
contenido en R(B.(J),A) tal que ¢; = f; donde S; = Dom(¢y) y
f~™=1(y) se encuentra contenido en S;. m; = n; — n;_; Por el Lema
5.51 tenemos que

mi—l

ST UFIT)) < Ky para mg =, — .
n=0

Ademads por el Lema 5.36 si z, w se encuentran en J(f "-1(y))
entonces

D f"
lsz < eXp<K0K1) = K,, para 0<n<m,.
15771

Luego para todo intervalo L contenido en J(f~™-1(y)) se tiene que,

(L)) (I ()
ST
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De donde

zl_: l ( (lf<l;)l[f?( ))) 3 l(f_n(‘](f_ni_l (y))>> S l(t]<l<—Ln)i1))K2K1'

Y definiendo K3 = Ky K7, se ve que

— s U(f 1 ()
I N S wra=Tm))

Hasta el momento no hemos hecho uso de la hipdtesis que nos da
una cota en la derivada, bueno ahora sera fundamental para poder
compararla con la distorsién de la caja B.(J).

Como f~™-1(y) =1;_1 o... 01y, tenemos ,por regla de la cadena,
que para todo z en J(z),

ID s <

Por lo tanto

= ) e pemis s LU -
T ) < Kt aS Ty < Kade

Donde C' = C(B.(/J)) es la distorsién de la caja B.(J).
Sea ahora K = méax{K;, K3C'}, tenemos que

Zl(f*” iZl (T <ZK§“ K < .
n>0 =0 n=0

Con lo que concluimos la primera la parte del Lema. Para finalizar
haremos uso, nuevamente, del Lema 5.36. Es decir para todo z, w con-
tenidos en J(y) se tiene que

LI N
||Df‘ n|| < exp KOZZ < exp(KoK).

De donde
2]|A”H_l()ﬁmﬂﬁK)

n>0

En particular para z = y se concluye que

I Df|;:|| — 0 para n — oo.



110 5. DINAMICA DE SUPERFICIES

El Lema 5.52 nos permite acotar la suma de los largos de los iterados
de intervalos contenidos en la variedad centro estable, pero tiene la
salvedad que la cota depende de la caja escogida. El siguiente lema nos
permitira, de cierta manera, desprendernos de esa salvedad.

LEMA 5.53. Sea B.(J) una caja bien adaptada. Existe K = K(B.(J))
tal que, para ¢ en R(B.(J),A) y todo z en By, = Im() se tiene que

DU < K.

Cuando f77(z) no se encuentre contenida en By para 1 < j < n.

La demostraciéon sera omitida ya que las técnicas y el esquema de
esta es similar a los Lemas anteriores, en particular la demostracion
sigue la linea de la del Lema 5.52.

El siguiente lema es el ultimo resultado que necesitaremos antes de
poder demostrar el Lema Central en el caso en que el conjunto A es no
minimal.

LEMA 5.54. Sea B.(J) una caja bien adaptada tal que la cardinal-
idad de R(B:(J),A) es infinita. Eziste 1y en R(B.(J),A) tal que la
caja adaptada By, satisface el Lema 5.52.

DEMOSTRACION. Sea B.(J) una caja dada como en las hipdtesis
del Lema. Consideremos C; la distorsién de la caja B.(J) y K, K
dadas por los Lemas 5.52, 5.53 respectivamente. Sea

L :=min{l(J(2)) | z € Bo(J) N A}.
Y r una constante positiva tal que

C 1
rfl exp(Kok + KoK) < 5.

Por hipdtesis sabemos que la cantidad de retornos asociados a la caja
B.(J) es infinita, luego podemos escoger un retorno ¢, de manera que

I(f7(Jy(2))) <7 paratodo j >0,z € B.(J)NA.

Sea kg tal que g = f|;k° donde Sy = Dom(1)g). Probaremos que la caja
0

adaptada By, satisface la tesis del Lema, es decir satisface las hipdtesis
del Lema 5.52.
Si z es un punto de Sy N A entonces para y en J(z) tenemos que

I(f~(J(2)))

70 exp(KoKy).

ID i) <
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Luego si 1) en R(By,, A) es tal que ¢ = f|;k con Sy = Dom(1)) entonces
w
f7"(Ss) C Sy, donde parang =k — ko, k > k.

Sea z contenido en Dom(v)), luego para y en Jy, (2) se tiene que

')l = 1D £ '“H =IDf" I 1D A

f_"o( )
l(f‘kO(J(f‘””(z))))eX: 1 ()
N T 105)) B S A T A0S B )
o () 1
= U o =G S T )

1
< TCIZ eXp(K0K1 -+ K()K) <

exp(KoK, + KoK),

1
5"
O
A continuacion pasamos a revisar la demostracion del Lema Central
para el caso en que el conjunto A no es minimal. Recordemos que

debemos demostrar que A es un conjunto hiperbdlico, para lo cual
haciendo uso del Lema 4.10 nos basta probar que para todo z en A

(17) ID 7 =0, para 0 —0.

En realidad deberiamos demostrar también una condicién similar para
el fibrado E, pero la demostracion y los resultados necesarios se ob-
tienen de manera similar. Procedamos con la demostracion de 17.
Como el conjunto A es no minimal, existe z en A tal que z no

pertenece a w(x). Sea B.(J) una caja bien adaptada en torno al punto
x, tal que

B.(J) N {f"(z) |n > 1} = 0.
Como A es un conjunto transitivo, tenemos que la cardinalidad de
R(B:(J),A) es infinita. Luego por el Lema 5.54 existe una caja, By,
que satisface el Lema 5.52, de donde para todo y en ByNA tenemos
que

I Df|;;|| — 0, para n — 0.

Sea ahora z un punto arbitrario de A. Existen dos opciones a satis-
facer por z, o bien a(z) es un subconjunto propio de A en cuyo caso se
satisface 17, o bien «a(z) = A. En este caso existe my tal que f~™°(z)
se encuentra contenido en By. Por lo tanto

IDf." | =0, para n— 0.
FTmO(2)
De donde
I ngj” — 0, para n — 0.
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6. La Conjetura fuerte de Palis

6.1. Teorema A. A continuacién revisaremos la demostracién
de la C'-Conjetura fuerte de Palis, para el caso dos dimensional. Este
resultado, presentado en [PS1], representa por un lado un importante
paso hacia una descripcién global del conjunto Diff* (M) y por otro lado
representa la conjuncién entre lo que llamamos el “enfoque perturba-
tivo” y el estudio de la manera en que la dindmica de D f determina
la dindmica de la funcion f.

La demostracién de este resultado consiste en demostrar que si un
difeomorfismo no es aproximado por tangencias homoclinicas entonces
este es aproximado por un difeomorfismo del tipo Axioma A.

En primer lugar se probard que para todo difeomorfismo f que se
encuentre lejos de tangencias homoclinicas existe un difeomorfismo g,
arbitrariamente cercano a f, para el cual el conjunto,

Qo(g) = Qg) \ (FPo(g) U Folg)),

admite descomposicion dominada. O de manera mas precisa se hard uso
del siguiente Lema, para el cual debemos recordar que U; denota al
complemento de la clausura de los difeomorfismos que presentan una
tangencia homoclinica, ver Definicién 4.30.

LEMA 5.55. Existe Uy C U; el cual es abierto y denso en U tal que,
para todo g en U, el conjunto Qy(g), posee descomposicion dominada.

Posteriormente, haciendo uso del Teorema 5.2, se demostrara que
Q0(g) es un conjunto hiperbdlico.

Finalmente, ocupando resultados del Capitulo 3 y el hecho que la
variedad es de dimensién dos, se demostrara que g es en efecto un
difeomorfismo del tipo Axioma A.

A continuacién procedemos a enunciar y demostrar el resultado
contenido en [PS1]

TEOREMA 5.56. Sea M wuna variedad compacta dos dimensional y
sea f : M — M un difeomorfismo de clase C'. Luego f puede ser
aprozimado, en la topologia C' o bien por un difeomorfismo que exhibe

una tangencia homoclinica o bien por un difeomorfismo del tipo Axioma
A.

DEMOSTRACION. Sea f un difeomorfismo de clase C' contenido
en U;, se probara que f es aproximado por un difeomorfismo del tipo
Axioma A.

Consideremos un difeomorfismo ¢ de clase C? y del tipo Kupka-
Smale. Por la densidad de los difeomorfismo del tipo Kupka-Smale, en
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la topologia C?, ¢ puede ser escogido arbitrariamente cercano a f, mas
aun puede ser escogido de manera que se encuentre contenido en ;.

Por el Lema 5.61, el conjunto €y(g) posee descomposiciéon dominada
y por el hecho de ser del tipo Kupka-Smale todos sus puntos periédicos
son del tipo silla. Luego por el Teorema 5.2 se tiene que,

Qo(g> = Al H AQ.

Donde A; es un conjunto hiperbdlico y Ay es una unién finita de curvas
irracionales. Como la existencia de tales curvas no es una propiedad
genérica, en la topologia C?, para los difeomorfismos del tipo Kupka-
Smale, g puede ser re-escogido de manera que Ay sea un conjunto vacio.

A continuacion probaremos que g, escogido como antes, es un difeo-
morfismo del tipo Axioma A. Para ello necesitamos demostrar que el
conjunto no errante de g es hiperbdlico y que los puntos periddicos son
densos en él. Esto se realizara a través del siguiente par de afirmaciones.

AFIRMACION 5.57. El conjunto no errante de g es un conjunto
hiperbalico.

DEMOSTRACION. Probaremos que el conjunto de los pozos, Py(g),
es un conjunto finito. De manera andloga se puede comprobar que Fy(g)
es un conjunto finito, de donde se concluye que el conjunto no errante
es hiperbdlico.

Supongamos que Py(g) es un conjunto de cardinalidad infinita. Co-
mo {2(g) es un conjunto hiperbdlico y

Py(g) \ Po(g) C Q0(g)-

Tenemos que existe una vecindad V' de Qy(g) tal que el conjunto in-
variante maximal de g en V' es un conjunto hiperbélico, luego todos los
pozos, salvo quizas finitos, se encuentran en la vecindad V', pero esto
contradice la hiperbolicidad del conjunto invariante maximal de g en
V. O

AFIRMACION 5.58. Q(g) = Per(g)

DEMOSTRACION. Como el conjunto limite L(g) se encuentra con-
tenido en €2(g) se tiene que L(g) es hiperbdlico, luego por la Proposicién
3.53, los puntos periddicos son densos en el conjunto limite L(g), mas
aun, en este caso se obtiene que L(g) admite descomposicién espectral.

Si tuviéramos que L(g) satisface la condicién de no ciclos, obten-
driamos, por la Proposicién 3.54, que

Per(g) = L(g) = Q(g).
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Pero L(g) no puede poseer ciclos, ya que en este caso la variedades
estables e inestables poseerian intersecciones homoclinicas, lo cual con-

tradice la elecciéon de g en el conjunto U;.
O

Luego por las Afirmaciones 5.58, 5.57 se concluye que g es un difeo-
morfismo del tipo Axioma A, el cual se encuentra tan cercano de f

como queramos, con lo que se concluye la demostracion del Teorema
5.56. 0

6.2. Descomposicion dominada lejos de tangencias. El ob-
jetivo de esta seccién es la demostracion del Lema 5.61, demostracion
para la cual necesitaremos un par de resultados previos.

LEMA 5.59. Sea f : M — M un difeomorfismo de clase C*, p un
punto periodico hiperbolico de f y e una constante positiva. Sean \, o
los autovalores de Dy, f con [A| <1 < |o]. Si|Ao| <1y Z(E;, E)) =7
cumple con,

€ lo| —1

TS ol
Entonces existe un difeomorfismo g,e — C*-cercano a f para el cual
p es un punto periddico hiperbolico. Ademds g posee una tangencia

homoclinica asociada a p.

DEMOSTRACION. Consideremos una vecindad, B(p), del punto p
tal que,
1. B(p) N O(p) = {p}-
2. Si n es el periodo del punto p entonces f7(B(p)) N B(p) = 0
para 1 < |j| < n.
3. Si B(0,7) es una bola de radio r > 0 centrada en el punto p,
la funcién exp, : B(0,7) — B(p) es un difeomorfismo.

La idea de la demostracién es realizar una perturbacion en el tan-
gente T, M y luego, a través, de la aplicacién exponencial “devolverse”
a la variedad, para ello y a manera de simplificar los cédlculos, asumire-
mos que 0 < A< 1<o.

Escogemos un sistema de coordenadas locales T,(M) = E; &(Ey)*
para el cual E; es el gréfico de una funcién L : By — (E)* tal que,

E={v+yv|veE}
Consideremos funciones reales ¢, 1 de clase C™ tales que,
s0<o<e, |¢]<e, B0)=-.

= 0<y <1 <1, 4(0)=1
» ¢(z) =0,¢(x) =0, para todo |z| > 2.
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Se define ®, : T,M — T,M como
Po(z,y) = (2,9) + (0,a9(x/a)¥(y/a)).

Es claro que
- dea(®,, 1d) < [lag(x/a)b(y/a) e < e
» $,(0,0) = (0, ae).
» &, =1d si min(|z],|y|) > 2a.
s &, es un difeomorfismo.

Como la aplicacién exponencial lleva los sub-espacios estable e in-
estable de D, f tan cerca como se quiera, de las variedades estables
e inestables, podemos asumir que efectivamente los mapea de manera
que, las respectivas imagenes son inmersiones en las variedades estables
e inestables.

Sea r1 € E; un punto cercano al origen. Consideremos el dominio

fundamental (z,,0r1) C E;. Escojamos el punto, xq = ZTLLL - que
corresponde al punto medio del dominio escogido anteriormente y sea
_ (o=1)m
aq = ———=
4

Para t E 0, 1] consideremos la familia de funciones,
&y : T,M — T, M,
(z,y) — Pral(® — 20, Y).
Si
) > t(o — 1)x1.

min (| — o], lyl) > "

Se tiene que ®;, = Id para todo ¢ en [0,1].
Para t = 1 se tiene que ®,(x,0) = (0,7vx0), luego el conjunto,
{®(2,0) | 21 < & < 0wy},

interseca a E;. Y se tiene que para algin ¢, < 1 la curva,

{®1a(2,0) | 21 Sz < o},

es tangente a EJ.
Se define

o—1)x o—1)x
D={a) e At - af < C10 < D0,

Luego en el complemento de D se tiene que, @a = Id. Ademas E*°ND
es un dominio fundamental.
Se define la funcién g : M — M como,

o(z) = { i) si e M/f(B(p)).
expp © Ppoq 0 (exp,) ' (f(2)) st x e f7H(B(p)).
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Como el origen no pertenece al dominio D, p es un punto periédico
hiperbdlico para g el cual es el difeomorfismo e-C! cercano a f que
buscabamos.

Para finalizar nos basta comprobaremos que g posee una tangencia
homoclinica asociada a p, para ello nos basta probar que, exp,({®,q(z,0) |
1 <x <ox}) CWy(9) y que exp,(E; ND) C Wi(g).

= Sea y € expy(E; N D). Como f"(y) Nexp,(D) = B para todo
n > 1 se tiene que g"(y) = f"(y). Ademds como y € W) (f) se
tiene que y € W>(g).

= Por otro lado sean

) € expp{itoa(xvo)azl S xr S 0_331}7

Y1 = (expp © Prga 0 (ezpp) ) (y)-
Como los iterados de y se “escapan” por estar en un dominio
fundamental se tiene que y; € Wy(f). Més atn f~"(y;) N
expy,(D) = 0 para todo n, de donde ¢ "(y) = f™(y1) de
donde y € W (g).

0

LEMA 5.60. Sea f € U,, supongamos del tipo Kupka-Smale. Existe
una vecindad U(f) de f y una constante v > 0 tal que para todo g €

U(f) y todo p € Pery(g)
Z(E;(9), Ep(9)) > 7.

DEMOSTRACION. Sean U; C Uy C U; vecindades de f y escojamos
g1 > 0 de manera que si g se encuentra e-C' cercano a g € U, entonces
g € Uy. Consideremos Us,e > 0 dados por el Lema de Franks para la
vecindad ;. Sean también

, €
C=sup{[|Dyg| : g € Up}, £ < rok

La demostraciéon sigue por contradiccién. Si el Lema es falso, exis-
ten, una sucesion {7, } convergente a cero, una sucesion g, que converge
a [y una sucesién p, € Pery(g,) tal que

A(E;n (gn)7 Ezn (gn)) = Tn-

Sin perder generalidad, podemos suponer que la sucesién {g,} se
encuentra contenida en Us, que sus respectivos autovalores satisfacen
Apno-pn < 1 y que

Y = min{Z(E}, EY) | ¢ € O(pn) }-
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Se probard que bajo estas condiciones, existe g € U, p € Perp(q)
con \,o, < 1 tal que
Op — ley

BB =7 < 2y

Lo cual nos lleva a una contradiccién con el Lema 5.59.
Para probar lo anterior nos bastara encontrar un indice ng, de man-
era que,

(18) Vo <

apno - 181
Opny +12°

Supongamos que 18 es falso para todo indice n. Sea m,, el periodo
de p,. Como f es del tipo Kupka-Smale, la sucesion de los periodos es
no acotada, de lo contrario se podria lograr que el punto p posee a 1

como autovalor.
/ . .
Sea ¢,, = 2= Para 0 < ¢ < m,, — 1 consideremos
2

T Ty p) — 1,

g'él(pn)'

Tal que
T; B = (1—6,)Id.
T;|g» = (1+d,)1d.

ab (pn)

Luego ||T; — Id|| < ¢’. Se define
Li . Tg;@(pn) — Tgi+l(pn)'

n

Como

L. — ﬂ+1 o Dgn(Q;(pn) si 0 S i S Mp—2
" L Too Dgn(gy ' (pa)) st i=mpo
Tenemos que || L; — Dg, (g (pn))|| < €, por lo tanto haciendo uso del

Lema de Franks, obtenemos una sucesion de funciones g, € U, tales
que p, € Per(g,) y para las cuales

D () Gn = Li-
Se tiene entonces que p, € Per,(q,).
Denotemos por 7, = vp, Xn = (1 =0,)™Ap, 0 = (1 = 6,)™" 0.
Luego para todo n,
a“an < 1.
Veamos que para n suficientemente grande
511 —1 €1 ~
5 112 ™
Debemos analizar dos casos:
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» La sucesién {7, } es no acotada. Como sabemos que 7, tiende
a cero, no hay problema en encontrar un indice satisfaga lo
que buscamos.

= La sucesion es no acotada. Existe K tal que para todo n

Op = (1 -+ (Sn)mnO'n S K.

De donde

on—ler _ (1+46,)"0on—1e1 S (14 6pmn)o, —1ey
on+12  (140,)™0,+12 = (140,)™0,+1 2

op— 1 €1 My, OnOn €1
(T1o)mont12  (I+o)mon+12
My 0n Oy, €1 Myplp €1 Mpe'e1Yn

S Kil2-K+12 4K+1) ™

La ultima desigualdad se tiene, ya que los periodos forman una sucesion
no acotada. U

Concluimos esta seccién y este capitulo (y estd monografial!!) con el
Lema 5.61 y su demostracion.

LEMA 5.61. Exziste Uy C U; el cual es abierto y denso en U tal que,
para todo g en U, el conjunto Qy(g), posee descomposicion dominada.

DEMOSTRACION. Consideremos la funcién I' la cual a cada difeo-
morfismo ¢ le asocia Perp(g). Esta funcién resulta ser semicontinua
inferiormente y por lo tanto el conjunto de sus puntos de continuidad
es un conjunto residual, al cual denotaremos por C. Por un resultado
de Pugh [Pu2], sabemos que existe un conjunto residual, P contenido
en Diff'(M), donde para todo g € P se tiene que Q(g) = Per(g).
Consideremos también el conjunto XS de los difeomorfismos del tipo
Kupka-Smale, sabemos que IS es un conjunto residual en Diff!(M).

Sea

Ri=CNPNKS.
Y se define,
R=UNTR;.
Este tltimo es un conjunto residual en el complemento de la clausura
de los difeomorfismos que presentan tangencias homoclinicas.

AFIRMACION 5.62. Si f pertenece a R entonces Qo(g) = Pery(f).

DEMOSTRACION. Para obtener la afirmacién debemos comprobar
que Q(g) C Pery(f). Por contradiccién, supongamos que existe un

punto x € Qo(f),z ¢ Pery(f). Escogemos una vecindad U de Pery,(f)
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tal que x ¢ U. Como f € R existe U(f) tal que para todo g € U(f),
Perp(g) C U.

Como x se encuentra en el complemento de la clausura de los puntos
periédicos hiperbodlicos, este debe ser aproximado por una sucesion de
pozos o fuentes. Entonces aplicando la Proposicion 4.14, encontramos
g para el cual z es un punto periédico del tipo silla, es decir

x € Perp(g).

Lo cual contradice la continuidad de la funcién I' en una vecindad del
difeomorfismo f. O

De los resultados entregados por el Teorema 4.24, Lema 5.60 y la
Afirmacién precedente podemos concluir que si f es un difeomorfismo
en R entonces Qy(f) posee descomposicién dominada.

Consideremos una vecindad admisible U de Q( f) donde U( f) serd la
correspondiente vecindad de f en Diff*(M). Escojamos otra vecindad
U de Qo(f) con Uy C Uy C U de manera que para todo g € U(f),

Pery(g) (M \ Up) = 0.

A continuacién demostraremos que si g es un elemento de U(f)

entonces y(g) C U. La demostracién sigue por contradiccion, es decir
supongamos que existe g contenido en U(f) tal que
(19) Qo(g) N (MA\U) #0.
Consideremos un punto z contenido en 19. El punto z es no periddico y
pertenece al conjunto no errante de g. Ocupando la Proposicion 4.14 se
puede ver que el punto x no puede ser punto de acumulaciéon de pozos
ni fuentes, luego por el C'-Closing Lema [Pul], existe g € U(f) tal
que x es un punto periédico de g, (o bajo una perturbacién de g, si es
que fuese necesario).

Podemos escoger g de manera que z sea un punto periédico hiperbdli-
co de tipo silla, ocupando nuevamente la Proposicion 4.14, lo cual con-
tradice la continuidad de la funcién I'.

Por lo tanto, para todo g € U(f) se tiene Qy(g) C U y por ende
para todo g en U( f) el conjunto Qy(g) posee descomposicién dominada.

Finalmente sea
u = Jup.

feER
Con lo que obtiene la tesis del Lema. O
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