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1. Introduccion

" La ecuacidn de Smoluchowski modela uma gran cantidad de fenémenos en 4reas como
quimica, fisica, ingenierfa, genética, etc. Consiste en modelar situaciones donde ocurren
interacciones de coagulacion y fragmentacién entre particulas. Para ser més especificos,
sea 1 € N y F;, que denota una particula de masa ¢. A medida que pasa el tiempo, las
particulas evolucionan dependiendo del grade de interaccion entre ellas, pudiendo formar
particulas mds grandes de masa ¢ + 7 o mds pequeilas de masas j e 1 — 7. En el caso de

reacciones binarias, se tienen dos tipos de inferacciones:

e P+ P; — Py {coagulacion)
» P, P_;+ P; (fragmentacién)

Sea ¢;(i} el nlimero de particulas de masa ¢ por unidad de volumen. La expresién ic; (1)
representa la parte de masa consistente en particulas de tamafio ¢ por unidad de volumen.
El fendémeno de coagulacién (F; + P; — F;y;) se considera proporcional a ¢;(1)c(7) con
constante de proporcionalidad K ; = K;; > 0 lamado micleo de coagulacion. Esta con-
stante representa la tasa a la que se estan coagulando las particulas y es simétrica ya que
cada vez que se coagula una particula 7 con una j, lo estard haciendo una j con una ¢.
Del mismo modo, la fragmentacién {(F;, — F;_; + F;) se considera proporcional a ¢;(%) eon
constante de propor(,;ionaiidad Fii ;= Fi_;; = 0. Esto representa la tasa en la que ocurre
esta reaccion. Bsta es simétrica ya que cada vez que se generan particulas de tamarfio  por
fractura de particulas de tamafio ¢, automaticamente se estaran generando particulas de

tamafio ¢ — 7.

Para el caso discreto, v a través de un andlisis de equilibrio de masa, la ecuacion de

Smoliachowski se escribe de la sigiiente manera:




Bl primer término de la primera sumatoria representa cémo dos partfculas se coagulan
para formar particulas de masa i. El segundoe término de la primera sumatoria representa
el fraccionamiento de la particala de masa {. El primer término de la segunda sumato-
ria representa cémo la particula de masa i se coagula con otras. Finalmente, el segundo
término de la segunda sumatoria indica cémo particulas de masa mayor se fraccionan para

formar particulas de masa 4.

Fn adelante se considerara sélo el fenémeno de fragmentacién (K = 0). Sea la ecuacién

de fragmentacién pura dada por:

G000 = 3 Fuai+3) = 3 3 Bosali) @

jene

Eista ecuacién modela el comportamiento de fractura a nivel macrosedpico.

La fragmentacién taebién puede ocurrir a nivel microsedpico, por ejemplo cuando un
nucleo atdmico se divide en particulas mds pequeﬁasl, ya sea en otros nucleos, particulas
«, ete. Kxisten ciertas dificitbades cﬁando_ se quiere discutir la fragmentacién cudntica en
términos cldsicos, yva que existen interacciones que alteran la dindmica de fractura, por
lo que la ecuacién {2) no necesariamente explica el fendmeno. Sin embargo, existen casos
donde la ecuacién de Smoluchowski se ajusta satifactoriamente, tal es el caso de la ero-
modindmica cuantica que explica las interacciones fuertes fundamentales entre quarks v
-gluones {cfr. [15}]). La fragmentacion jet del quark puede ser estudiada bajo la, perspectiva

de la cromodindmnica, como por ejemplo la aniquilacién electrén-positrén en hadrones.

En la primera etapa de la aniquilacién, bajo los 10-2¢ segundos, un bosén intermediario
Zy es creado para decaer a un par 4¢, seguido por la formacién de un tercer jet. Este forma
muchos glhiones y pares ¢q. Esta etapa estd bien deserita por la cromodinamica cudntica
donde existe una baja cdnstante de acoplamiento efectivo, por lo que puede ser estudi-
ada de manera cuantitativa. En una etapa posterior quarks y gluones se recombinan en

hadrones de una manera desconocida y sélo descrita por modelacion. Las razones de esto es




que el factor de acoplamiento pasa a ser dependiente del tiempo debido a las fluctuaciones
cuanticas. En definitiva, los cuantos elementales llamados partones se pueden considerar

casi libres a tiempos cortos por lo que el régimen se puede considerar no perturbativo.

A tierapos cortos se puede plantear una ecuacion llamada ganancia-pérdida asociada a

Ia cromodindmica cuantica:

FPRO =2 [ TH@We - Ee) ®

Donde D% es la distribucién de probabilidad de encontrar un cuanto B en la frag-
mentacién det cuanto inicial A con una fraccién z de su momento total. No es el Animo de
esta tesis explicar la derivacién de dicha ecnacién, pero si notar que (3) se puede obtener

commo limite de la ecuacién (2) definiendo ¢ = &, D(i/A) = c.(é)/i y i%/i) = Fy;; (cfr. [14]).

Al igual que en la ecuacidn {2), el primer término de la ecuacién (3) refleja la ganancia,
donde el parton B es obtenido por fragmentacién de A con un parton intermediario C'. A
través de cdlculos en 1a cromodindmica, se puede obtener una prediccién espectfica de los
pesos P{(x), lo que permite la solucién de {3}. También hay una redefinicién del pardmetro

de evolucién £.

. Esta tesis pretende explicar el marco tedrico necesario para la apertura del sistema de
fragmentacién, donde se consideren las perturbaciones que el medio pueda proporcionar al
proceso. No se pretende ser exhaustivo en lag demostraciones, por lo que se demostrardn
80lo las necesarias y més intuitivas y el resto se referenciard. La apertura del sistema puede
ser de utilidad para explicar el proceso de fractura cudntico a escalas de tiempo un poco

mayores, por lo que el problema puede ser de interés fisico.




2. Interpretacion probabilista de la ecuacién de Smolu-

chowski

Uno de los objetivos de la fisica es poder determinar Ia evolucién de los estados de un
sistema conociendo las condiciones iniciales y sus leyes. En fisica cudntica el concepto de
estado debe modificarse debido a los métodos de observacion. Un estado en un sistema
cuantico debe interpretarse como una distribucién de probabilidad, por lo que la dindmica
se plantea sobre espacios de probabilidades. M4s interesante aun es determinar Ia dindmica
sobre los observables, que obviamente guarda relacién con la de los estados. Pero esto no
ocurre sélo en la cudntica, a menudo se pueden encontrar ecuaciones sobre distribuciones
de probabilidad en la fisica clasica. Tal es el caso de la ecuacion de Smoluchowski, que
es la ecuacién de Kolmogorov para un proceso Markoviano; para esto hay que definir de
manera correcta el espacio de probabilidad correspondiente. El objetivo de esta seccién es
interpretar la ecnacion de Smoluchowski como la que determina la evolucion de los esta-
dos. Se verd que a través de la apertura del sistema puede determinarse la evolucidn de los
observables. Pero esto es sélo una parte de lo que se puede analizar con un sisterna abierto,

en peneral este sirve para estudiar la disipacién de energia producto del medio.

2.1. Dilatacién y ecuaciones de Kolmogorov

Se establecers un espacio de prebabilidad (€2, F, P} tal que la ecuacidn de Smoluchowski
sea la ecuacién de Komogorov para un proceso markoviano (Xi)i»o. Se puede ver que si

Yoo te(E) < oo entonces:
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Normalizando se puede suponer que ) -, ic,(i) = 1 para todo instante de tiempo ¢
ya que la cantidad 3 .- ic,(¢) se mantiene constante como muestra su derivada, luego se

puede asociar un proceso estocdstico (X, )isp en M%) y una probabilidad P tal que

P{X;(w) = i} = puld) = i) @)
Donde w = (wy)izn v Xolw} = ws (X,(w) representa el tamafio de una particula en el

tiempo £).

Para esto se debe observar que una cadena de Markov (X} );>¢ que toma valores en N

cumple con la férmula de Kolmogorov:

i

Touli) = —uipii ORI )'v]pﬁ | (5)

J#
Donde p,(i) = P{X, = i}, v; es la tasa o pardmetro del tiempo de permanencia en el

estado i y py; es la probabilidad de transitar del estado j al 1. Por el contrario, si se tienen
las ecuaciones de Kolmogorov, es posible construir un proceso Markoviano que cumpla con

dichas ecuaciones (cfr. [18]).

La ecuacidn de fragmentacion de Smoluchowski para la concentracion, se puede escribir




en términos de las probabilidades que definen, basta multiplicar (2} por 7 y a través del

cambio de variable F; ; = =7, se obtiene:

i—1
gzéct(i) Z F sic(t —!—j - = ZFJ igte(d
JENT
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Ahora Z}fé—j,j = i—3.F ¥ szﬁj = VIFJL - = Fz i+ Luego szu +sz j = Iij; por

%z

lo tanto:

pt(? 3 Emli+ 3)—_2( g+ o )m(d)

jEN =1

Con esto se llega a la siguiente ecuacion:

Pz(ﬁ Z}'LZ peld) + Z Fc 0e(i+ 1) (6)

F=1 jEN*
Luego se establece que Fji.,j- = pijv@- con py; > 0, py =08l 21y 5 my = 1. De
1
esto resulta que v = Y | i i v g = Fiag/ E;_l Fy;_; con lo que se tiene el signiente

teorelna:

Teorema 2.1 Existe un espacio (1, F, P} y un proceso Morkoviano (Xy)isy (con valores

en. N) tal que la ecuacion de fragmentacion de Smoluchowski corresponde a la ecuacidn de

Kolmogorov del proceso.

Sea A := {f : N — Clf es medible y acotada} y B := {f : @ — C|f es medible y
acotada}. Se define j, : A — B como 5:(f) = f{X:). Sobre A se puede definir el siguiente

Sentgrupo:

Tef (k) = Bi(5:(f)) = B{f(X)| Xy = &)
Este semigrupo da cuenta de la dindmica promedio de alguna observacion del proce-

so. Para determinar dicha dindmica, una alternativa es “agrandar” el espacio, determinar
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el comportamiento de un observable en un sistema abierto, es decir, con perturbaciones

aleatorias provocadas por el medio en cual se encuentra (el cual provoca la respectiva

disipacién de energia} v luego caleular la esperanza. El proceso de “agrandar” el espacio

se llama dilatacién v es un concepto clave al momento de estudiar los sistemas cudnticos

abiertos. Como se vera més adelante, el mecanismo de trabajar en un dlgebra A y estable-

cer un flujo en un algebra mas grande B para luego devolverse al espacio original es una

técnica que se ocupard, constantemente a lo largo de esta tesis, por lo gque se ha querido

introducir a esta altura.

Se puede calcular el respectivo generador del semigrupo Markoviano como

d

ZE(F(X)) =

fl

s

De esta manera:
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Ya que p{i} = 1si4 = k y cero si no. La informacidn que entrega el generador es de suma

importancia, entre otras cosas para la simulacién computacional del proceso. Se verd que




muchos sistemas cudnticos pueden reducirse a un sistema cldsico, lo que permite ocupar
técnicas cldsicas para obtener informacidn del sistema cudntico. Por esto se analizard un
mecanismo de simulacién del proceso que ademds entrega una interpretacion al fendmeno

de fractura macroscdpica.

2.2. Simulacién del proceso de fractura

Para la simulacién del praceso, se puede escribir el generador (7) como

£1) = [ [T 0E=9) = oDt asgas, st d)
I
Donde dz representa la medida de Lebesgue y Un(dj) la medida uniforme en los natu-

rales. Se sabe (cfr. {19]) que si {X;)iso €5 un proceso markoviano y f € CF(R), entonces:

f(X) = f(Xg) + /01 Lf(Xs }ds+ M, (8)

Donde M, es una martingala.

Se puede dar una interpretacién al fendmeno de fractura si arbitrariamente se elige una
martingala. En vista que el ﬁroceso es discontinuo (cuando se fractura una particula lo
hace en una fraccién de segundo) se puede suponer que la martingala se obtiene de un
proceso a saltos como el de Poisson. Para esta inierpretacién se ocupard un proceso de
Poisson marcado, que es la generalizacién natural del proceso de Poisson convencional.
Sea N(dz,dj, dt) un proceso de Poisson marcado cuyo espacio de marcas es (0,00) x N
dotado de la o—algebra producto B(0,00) @ P(N)} {con P(N) las partes de N y B(0, c0)
los horelianos de (0,00)) y la medida producto Uw(djjdz con intensidad A, (dzdf) = dzdj,

entonces es sabido que:

ﬂ’jﬁ =

t =]
/ / / (o= 3) — FXa Ny, 31 o Xemp (N(dz,djids) — dzdjds)
¢ JRJO T




es una martingala {cfr. [19]).

Al ocupar dicha martingala para representar el fendmeno y reemplazarla en (8}, se '

obtiene:

J(X0) — f(X0) =
/ [ [ (FOXem =) = FO N o s,y V)

Al tomar f(k) = k (para esto se debe pedir que > o, ip:{t) < 00), entonces {X;)szq

satisface la siguiente ecuacién diferencial estocistica:

4 . O
X, =X,— i1 v 11 s N(d : ’.’ . 9
R R L I

Luego interesa demostrar gue si un proceso {Xy):»q satisface la ecuacién {9), entonces
su ley marginal satisface la ecuacion (2). Para esto hay que definir de manera correcta el

espacio, por lo que es necesario hacer algnnas definiciones (cfr. [8]).

Definicién 2.1 Sea T € (0,00] y {co(k))i>1 une secuencia de mimeros reales positivos.
Se Hama solucion débil del sistema de fragmentacién de Smoluchowski Discreto (SD) en

(0,T] a la secuencia de funciones continuas positivas tal que pare todo t € (0,T) yi > 1:
(i) € C{{0,T]) v 3 jen- Frgee(i +7) € LM0, 1) (funciones integrables en (0,))
v c(2) = colt) + ﬁ;(zjew Lics(i+7) — 3 Z’ : Fiiojes(1))ds

Se denota por D([0, 7)), N} el conjunto de funciones positivas y cadlai {continuas a la
derecha con lfmite a la izquierda) de [0, 7) en N. Se escribe también P ([0, T}, N) el conjunto
de medidas de probabilidad @ en D([0, T), N) tal que ‘

Q{z € D((0,7),N);z{0) > 0}) = 1
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Definicién 2.2 Considerar el espacio de probabilidad (Q,F,P). Sea T < co 4 py tal que
> koo(k) < co. Se dice que (Xo, X, N) es solucidn de la ecuacidn diferencial estocdstica

(EDS) en [0,T) si:
s Xy : 0 — N es une varicble aleatoria cuya ley es py.

w Xp(w) 1 [0,7) x Q@ — N es un proceso LT (N). Donde un elemento estd en LT(N) si
es cadlai y su ley estd en P1([0,T), N).

e N(w,dt, dj,dz) es una medida de Poisson en R, xNxX R, (donde dz denota la medida
de Lebesgue) con intensidad dtlds(dj)dz.

s Para todo t € 0,77} supse[ﬂ,,f}E(F(j,X3 — I 1jociex, 3) <00

a La siguiente ecuacion diferencial estocdsticn es sabisfecha

- - t ¢ pOC - r .
Xe=Xo~ fy Ju o 31{U<J'<be}1{ng{j,Xﬂ—.—j)—}i§4 _j}]\’ (ds, dj, dz)

‘Feorema 2.2 Sea (Xy, X, N} solucion de (EDS) en {0, 1), Luego las leyes marginales de
X ({Ley(Xi) hepmy) solucionan (SD) con condicion inicial ¢.

Demostracidn

Sea f e C}HIR), luego

FX)y = flXo) + Y _IF(XG) — FUX)]

s<t

F(X0) + j / / Koo ey L pg, gy Spmty) — FX Vs, d )
= JX’0)+/f/ X — ) — X )1{ﬂ<j<_\’s_}1{ng(j,XsrAj)'——m‘:i-—fj}_w(d&dj:d'z)

De esta manera
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M= f(X)) — F(Xo)—
[ 00 =0 = 206 st ey det( )

es una martingala. Pero

s Xe—1

M = f(X) — J(Xy) - / Z (f(Xow =)~ J(X; )) X, "FXS_—j,jds

Tomando esperanzsa v ocupando Fabini

Zf(i)pt(i) fo(i)pn(iH/ ZZ(J”(@—J) £@)! sz 5.4Ps(1)ds

Al definir (%) = p:(%)/4, se obtiene:

pI Z = 0) = FO)EEF )

S = fi+7)

@+j i ,_’,'pt(z-i_j)
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Mz o
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||
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Si se toma f € CH(R) de tal manera que sea ! en un determinado i, pero cero en el

resto, se tiene:

11} = icpli / Z F,es(i+7) — Z Fiises{i))ds

FEN*

Finalmente
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c(2) = colt / {Z Fes(i+4) — ~ZFJZ jes(i))ds

0 i

o

Una, forma de demostrar la existencia de (EDS) es construir el proceso salto a salto

(con lo que se tiene un método de simulacién). Para esto hay que tomar un espacio de

probabilidad (2, 7, P) tal que exista un proceso de Poisson marcado N(dz,dj,dt] con

marcas en {(0, 0co) XN, B(0, 0c0)®P (N}, Un(dj )dz) e intensidad A;(dzdj) = dzdj. Se construye
el siguiente proceso:

AT n ;jnl{ﬂ.qn(XT”_}l{z < \TT; 2 P, 7—jnelfn}1{TnSt} (10)

Donde (T}, )new son los tiempos de salto del Poisson y T, — T,_; dado Xy _ sigue una

ley exponencial de pardmetro:

A= (Xg,_ —1)supi- T"‘fF\ e, X - -1}

Jn ¥ 2a dado Xrp, _ siguen una ley Un(1, 77, — 1) y Ue(D, eup{——&—-—FATrr 1 j €

[1, X7, — 1]} respectivamente.

Es facil ver que este proceso soluciona (£ DS) donde una trayectoria tipica se muestra

en la Figura 1.

Para obtener una estimacion de la distribucién del proceso al tiempo ¢ se puede hacer
una siulacion de montecarlo, es decir, simular muchas trayectorias y hacer un histograma

respecto del tamafio de la particala en el tiempo ¢.

Es oportuno redondear la idea de lo que se lleva hasta el momento con el fin de recuperar
conceptos cruciales en los sistemas cuanticos abiertos. Se partidé estudiando la ecuacién
de fragmentacién de Smoluchowski que es la ecuacidn de Kolmogorov para un proceso

markoviano { X, ). Estas ecuaciones determinan el comportamiento respecto del tiempo-

13
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Figura 1: Fragmentacién de una particula de mineral de cobre (cfr. [1])

de las leyes marginales del proceso, es decir, proporcionan informacién acerca de la dindmica
de los estados. En muchas aplicaciones fisicas la dindmica se entrega de esa manera, pero
més interesante aiin es determinar la dindmica de un observable del proceso, ya gue esos son
los elementos con los que se irabaja en el laboratorio. Dada la evelucién para los estados
{0 probabilidades), es posible determinar la dindmica de los observables. Un méfodo para
hacerlo es “agrandar” o dilatar el espacio para obtener una ecuacién diferencial éstocéstica
acorde con dicha dindmica. Esta ecuacién diferencial estocdstica da cuenta de la evolucién
del proceso en un sistema abierto, donde las perturbaciones del sistema disipan energia.
Dado esto, se puede obtener el comportamiento de nn observable del proceso a través del
tiempo, es decir, se puede obtener una, ecuacién diferencial estocdstica para {f(X) )i>o que
se puede proyectar al tomar esperanza y asi obtener la dindmica sobre el dlgebra de los
observables (una dindmica sobre f). Esta es la idea central al momento de estudiar sistemas

cudnticos abiertos, por lo que la estrategia de andlisis serd exactamente la misma.
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3. Cuantizacion de la ecuacidén de Smoluchowski: caso
finito dimensional

Para los sistemas cudnticos {fenémenos microscépicos) la observacién requiere de espe-
cial cuidado, ya que se ha demostrado experimentalmente que el hecho de observar altera
el estado del sistema. De esta manera, presenciar un fenémeno a través de un observable
y luego de otro distinto, no es lo mismo que hacerlo al revés. Esto i‘equiere un formal-
ismo probabilistico distinto al formulado por Kolmogorov, en donde de alguna manera
E{XY) # E(YX). Von Neumann desarrollé dicho marco tedrico, unc no conmutativo
donde la probabilidad conmutativa de Kolmogorov es sdlo un caso particular. Para esto,
a cada sistermna cudntico debe asociarse un espacio de Hilbert §) y el espacio de Banach
B(h) de los operadores acotados de ), donde el estado del sistema es un operador positivo
de traza 1. Las variables aleatorias serdn operadores autoadjuntos y la esperanza de dicha
variable bajo un estado p se calculard como E,(X") = traza(pX). De esta manera se ten-
dré generalmente que E,(XY) # E,(Y.X). Pero esto no se detiene aqui, estos conceptos
pueden seguir generalizéndose en una teorfa de probabilidades no conmutativas en x—alge-
bras con unidad, donde E; o estado del sistema, es una transformacidn lineal que llega al
campo tal que E{1} = 1 y E{a*a) > 0 para todo a en la *—&lgebra 4. En este contexto
las variables aleatorias seran *+—homomorfismos que van de otra x—dlgebra B en A. Dos
tipos de =—&lgebras son importantes: las C’*—élgébras y las &lgebras de von Neumann.
Estas tltimas son muy ttiles cuando se quiere estudiar la dindmica de un sistema cuédntico

abierto doude la nocidn de semigrupo dindmico cudntico es fundamental.

Definicion 3.1 Un semigrupo dinamico cudntico en un digebra de von Newmann I es un
semigrupo w* —continuo (1;)i>e de mapeos normales y completamente positivos de M en si

mismo tal que T(1) < ¥ y Ty es la identidad. Se dice Markowiano si T,(1) =1

Toda dlgebra de von Neumann se puede ver como el dual de olro espacio llamado pre-
dual (cfr. [17]). Cuando se toma 9 = B(h) es sabido que su predual es T;(h) (operadores
con traza), por fo que (7;)q es w*—continuo si ¢ — traza(pZ;(X)) es contino para tode

p € Li(h) y X € B(h). Normalidad significa que cada vez que se tenga una red creciente
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(Xo)en B(h)* (operadores acotados positivos) con envolvente superior X, se tenga que la
envolvente superior de (7,{X,)) es T,(X). Completa positividad quiere decir que cada vez
- que un operador X = [X},,] en @™ es positivo (X, € B(h)}, entonces [7:(X»)] también

lo es para todo n > 1.

El generador del semigrupo £ se define sobre el dorninio
Dem{L) ={X € M:3 w" ~ l'.imﬁﬂe‘ﬂ‘(xt =}

- Como L{X) =w* — fimtm,gﬁ{}?_x,

No se sabe en general la forma de £, pero se cuenta con algunos resultados en casos
particulares, por ejemplo si 9 —= B(h) y el semigrupo es continuo en norma, entonces el

generador tiene la forma de Lindblad {cfr. {16}

.1 ,
LO0) = il X] = 5 > J(E5 15X = 203X Ly + X L} L) (11)

i

Donde H y los L; son operadores acotados en 6.

Otra posibilidad es cuando se conoce el generador en fa forma de Linblad v a partir de

él construir un semigrupo. Esta serd la estrategia ocupada en lo que sigue.

El objetivo de esta seccion es cuantizar la ecuacién de fragmentacién de Smoluchows-
ki a partir de su generador dado en {7), esto es, pasar del formalismo probabilista de
Kolmogorov al de von Nenmann. Para esto se estudiard la dindmica en un dlgebra de von
Neumann, tal que, al restringirse sobre una subélgebra abeliana, se recupere el caso clasico.
Por simplicidad, se considerard que la particula puede tomar sélo un ndmero finito d de

elases de tamafio.

Sea h = C¥ con {e;}¢_, su base candnica. En este espacio se definen los siguientes

operadores:
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v Nep = keg

= Sep=episik+1<dycerosik=d

Observar que N es antoadjunto y que S*e; = e,q 8i k> 1 y cero si no.
Para ¢ : N — C se tiene p(N)e, = o(k)ex.

A partir de lo anterior se definen los siguientes operadores acotados:

Ly= NYSYN V2 Fy 551454(N) (12)
Notar qie Lj@;c = a4/ Fk—j,j\ / k'ﬁl;jl(]d] (.I‘J)t’,k -3 ¥ s a.djunto es Ljek = 4/ ij ﬁlil d—3jl (k)€k+j.
‘ ' 1L \/
Se define el operador autoadjunto G = —1 3~ j=i LiL; luego Gey, = Z i1 Fk i 5 L

De esta manera se tiene un generador al estilo Lindblad de la forma:

d—1
1 .
LAX) = =5 D (L5LsX = 2L X Ly + X LLy)

=1
Donde X € B(h).

La interpretacion fisica es la siguiente: el operador L; hace que una particula de nivel
energético o tamafo k (representado por e) reduzca su nivel a k& — § ponderads por un
factor de equilibrio de masa. Se puede recuperar la interpretacién clisica del fendémeno al
restringirse a la subalgebra abeliana de B(h) generada por N, Ay = {f(N) : f € C?}, se

puede ver facilmente que

Z(f (k—J) U‘)) JFR Jider

Las preguntas a I'esponder son las siguientes: jExistird un semigrupo sobre B{h) que
tenga como generador a £7 ;Qué pasa si se considera a la particula inmersa er un bafio con
el que interactia? Afortunadamente estas dos preguntas se pueden responder sirnultdnea-

mente en el caso finito dimensional, que es el tema de la siguiente seccidn.
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3.1. Dilatacién y semigrupo

En esta seccidn se considerars, a la particula inmersa en un bafio con el que interactiia.
Para esto, hay que abrir el sistema ampliando el espacio. Sebre los operadores de dicho
espacio se construird una familia de automorfismos que se proyectaran a los operadores del

espacio original obteniendo un semigrupo. Este semigrupo tendrd como generador a L.

3.1.1. Dilatacion clasica

Las dilataciones pueden hacerse de manera, cldsica o cudntica. Para la dilatacion clasica
se puede tomar un espacio de probabilidad (Q,F,P) tal que existan d — 1 procesos de
Wienner independientes, lego en la dilatacién § @ L2(Q,F,P) =2 LYQ,F,P) se puede

plantear la siguiente ecuacién diferencial estocdstica (con ruidos cldsicos):

1 & d*lr d—1 t ‘ ) _
W, = b — 5/ > LiLyjpads + Z/ LipsdW/ (13)
< Jo =1 . =1 ]

(O de manera equivalente
iy = dZyaly, th =2
Donde Z, = —§ 32903 LiLyt + Y0y L;Wi.
Se puede demostrar que la ecuacién {13) admite una tinica solucidn, va que los op-

eradores son acotados y se camplen las condiciones de Lipschitz (cfr. [20]), que tiene la

siguiente propiedad:
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Ay, P} = {dibe, 1) + (W, dife} + {dify, i)
= (dZgby, ) + Wy, dZpfe) + {dZby, dZihy)

d—1 g1 a1 it

1 o _ oy * , ”

={~3 S LiLypudt + > Lipd Wi, ) + (i, -5 S LiLedt + S LydWi)+
Jj=1 1

j=1 j=1

d—1 d—1 “d—1 d—1
(=5 D_LiLythdt+ ) LpdWi, =5 > " LiLyhdt + ) LyhudV7)
j=1 j=1 =1

=1
d-1 -1 a1 .
= (O L3L; > LiLi)dt+ Y (ths, (L3 + Ly AWy
=1 j=1 =1
Luego LE(|j3|®) = 0. Por lo tanto, al tomar un vector % de norma 1 se tiene

E(il3]1*) = 1. Con esto se define un proceso de operadores (V}mg con V; : ) — L(Q, F, P)
tal gque Vb = 4, la tinica solucién de (13) partiendo de 4. Observar que |[Viapl* =

Bl = 1 s [Jf} = 1.
Se define el semigrupo (7;);>¢ sobre B(h) como

o, T(X ) = E((Vig, XVih)) = (%:X?f’k>,:§(g,f,@) (14)

Para este semigrupo se tiene lo signiente:

Teorema 3.1 La coleccion de mapeos (T )i»o es un semigrupo dindmico cudntico Marko-

viano sobre B(h). Fste semigrupo tiene como generador o L.

Demeostracidn:

Por el iema de Riesz el operador queda bien definido. Observar que si ||@lf = ]| = 1.
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entonces

(o T < Bl e X))
< X (el el
<« g g 4 e

= [1X]

i

Al tomar ¢ = T (X ) se tiene que [|Z(X)¢|]* < {|X]i st [[¥]] = 1, luego 7 :
B(h) — B(H). Por otro lado o, THXN) = Elfie, TN = B(frre Xthse)) =
(0, Tors( X)) (propiedad de semigrupo). Observar que |{p, 7, (X J¥)— (i, X4)| < XU E(ljo
|12+ | — ¥]|®) lo que demuestra la w*—continuidad {la topologia débil coincida con la

w* en B(h)). Al tomar Xy, ..., Xy elementos de B(h) y v1, ... ¢n elementos de § se tiene

qtie

Z(%‘a T(X; Xi)pi) = Z E({i;(t), X5 Xaps(E)))

i,y=1

- E(Z (ps(2), X] Xas(1)))

4y f==1

=E(l| _Xipi(0)l1") 2 0

i,9=1

Por lo que se tiene la completa positividad. Sea (X,,), una red creciente en B(h}+ con

envolvente superior X, luego

(o, Te(Xo)p) = E({ps, Xaws))
< E{{on, Xeor))
= {p, T,( X))

Si existiese otra minima cota superior A para {7:{X.) )., entonces existirfa un ¢ € f

tal que (o, T(Xapp) < {p, AXg) = (p, L(X )} —- ¢ lo que implicaria que E({p,, (X —
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X, )o)) = € para todo «. Esto es una contradiccién, ya que X es la minima cota supe-
rior de (X, ) por lo que la integral deberia converger a cero (teorema de la convergencia

mondtona). Luego el semigrupo es de transformaciones normales.

Mediante la férmula de Ito se puede calcular

d(@mX‘iﬁw = {dips, XPr) + (00, Xelthy) + {dipy, Xdlthy)
= (dZt‘ph Xabe) + (1, XdZt’éi’t) +{dZypi, XdZpthy)

d—1 d—1

= {3 ZL Lyt + ZL A dW, Xap) + (=3 ZXL Lyhedt + Y X LyhdWi)+
i=1 =1 ) i=1 =1
1 d—1 d—1 .
- Z LiLgapdt + Z Lyb,dW?, -3 SOXLILadt + > X Lythed W7
i=1 243 i1

d—1
= {ps, L{X )I,bt)di-l-Z(‘Pt: (XL +LJX)7/)t>dT/VJ

i=1

De esta manera

d

BV, XVit)) o= (p , LX)

Por lo que

d
dt

Donde la derivada es en el sentido déhil. Con esto se puede ver que £{1) = 0 por lo

Z:(X) fr=o= L(X)

ue el semigrupo es Markoviano.

3.1.2. Dilatacién cuantica

Esta seccidn es un poco técnica, por lo que se verd sdlo un esquema de las demostra-

ciones. El lector interesado puede profundizar los conceptos en [16].
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Para la dilatacidn con ruidos cudnticos, se puede tomnar un espacio de Hilbert separable
t v tomar & = I'(L3(R,;£)) el Fock simétrico sobre L?(R ;). Sobre este espacio se define
el vector coherente e(f) = ((n!) 2 f%"),50.

Sea {e; bren una base ortonormal de €. Se definen

M={fe LHR ;O NLE (R E - (e, f8)) = 0 VE > 0 salvo para una cantidad finita de
k's}

E={e(f): f e M}) la variedad lineal generada.

Luego si D es un subespacio denso en b, entonces el producto tensorial algebraico DOE
es denso en la dilatacién H = h & F, por lo que se pueden definir operadores espeficicando

solo su operar ahi.

En H, donde escribiremos ue(f) en vez de u®e(f), se tienen los siguientes operadores:
n Aljpn ® (al)ue(f) = {alpy. Hlue(f)
B A+(1{U,t} ® ‘an‘u‘e(f) = %’Ml‘i(f =+ ‘f]—{o,t)em) |E=U

s ALy @ len)al)ue(f) = A7 (1py © lem) (el flue(f)

A partir de esto se definen los siguientes ruidos cudnticos:

Aty = At (Lpy @ leg)) si >0

A1) = ALy ® Jeg){eat) si a, 8 > 0
e Ag(t) - A(l[u}g} & (Ba!) ‘-“al a >0
s Al(t) =11

Para estos operadores se puede definir la integral fﬂt XsdAg{s), donde {X})i>y €5 1m

proceso estocasticamente integrable.
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Definicién 3.2 Sea D subespacio denso de b y F, = T{L*([0,1); 8)). Un proceso (Xi)iso

de operadores en H se dice estocdsticamente integrable si:
¥ (g Dom(Xy) 2 DOE
st Xyue(f) es fuerlemente medible

a Xz’lbﬁ(f ‘[{),t)) c h ®fi Yy Xﬁue(f) = [/Ytue(f i{[],t)}] & e(f l[g,m)) para t()do AN D:
feMyt>0.

- 'fot l]Xsue(f)H2d.s < oo para todo t > 0

Para las integrales estocdsticas cuanticas se cumple la siguiente férmula de Ito escrita

en forma diferencial:

dAZdAS = §5dAS

Donde §3 = 1 si v = 8 > 0 y cero en otro caso.
En B(h @ F) se puede definir la siguiente ecuacion diferencial estocastica:

i
=1+ / V.GSdAS(s) (15)
0

2,820

Donde G = [(/§]a,>0 es una matriz de operadores en f) (fomando en cuenta la extensidn

Definicidn 3.3 Un proceso de operadores (Vi)iso es solucion de (15]) en D & £ pare la

matriz de operadores G si:
= D C(), s Dom(G3)

w s G5(D) of C Mizo Pom(V), el proceso (ViGE im0 es estocdsticamente integrable

Y
t
E / H%G_gue(f)iizds<oo
Jo

A>0
Paratodo a 20, uec Dy fe M.
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t -
=1+ Y [ VGl
a0l '
Para todo t > 0

Dos resultados son importantes en este nivel:

Teorema 3.2 81 3, 1GFull? < co{c)®lluli?, entonces criste una tnica solucidn de (15)

tal que sup{||Vaue( )P : 0 < s < ¢, l|ull <1} < oo para todo f € M yt > 0.
Se define

B (X)), (07)) = D ((Xu®, G5’ + (Ghu®, XoP) + Z(nyua, XGh”y)

o, B0 >0

Donde X € %B{h), v* y v7 son vectores en f.

Suponga las condiciones del teorema anterior

Teorema 3.3 La dnica solucidn de (15) es unilaria (V, es unitario para todo t > 0} siy

s0lo si 0g(1) = 0 y Og: (1) = 0, donde GT es la matriz transpuesta de G.
Al tomar la notacién diferencial, se puede escribir Ia ecuacion como:
dV, = VidZ,, Vy =1
Donde Z; =3, 450 GEAS(2)
Definiendo Gj = G, Gy = Lisife{1,..,d~1},Gy = Losia e {l, .., d——l} yG5=0
en otro caso, es posible demostrar que la ecuacién (15) tiene una tnica solucién unitaria,

ya que al tener una cantidad finita de operadores acotados ta hipdtesis del teorema 3.2 es

trivial. Ademds un fécil cdlculo demuestra que 8g(1) = 91 (1) =0 .

Esta solucidn es un cociclo izquierdo con la cual se puede construir la signiente familia

de automorfismos sobre B{h @ F )




k(X)) = VXV | (16)

Para esta familia de automorfismos y ocupando la férmula de Tto, se cumple lo siguiente

die(X) = AV, XV + V,XdV) + dV,XdV}!
= VAZ XV, + Vi XdZV] + VidZ, XdZ}Vy
= Y R(G3X + X(G3)* +ZC S X(GE))aAE(E)

o820

Donde la tiltima igualdad se tiene si X € B(h).

Al definir la proyeccién £ : b @ F — § como F{ue(f)) = ue(0}, se puede obtener el

siguiente semigrupo sobre B(h):

T(X) = Eh(X)E* (17)

Este semigrupo tendrd como generador a £, para esto basta tomar «« = # = 0 donde ¢l

respectivo ruido cudntico es dAJ(L) = dt.




4, Cuantizacion de la ecuacidn de Smoluchowski: caso

infinito dimensional

En esta seccién se considerara qﬁe la particula puede tomar una cantidad infinita de
clases de tamano. Para esto debe tomarse el espacio de Hilbert § = [*{N) con su base
candnica {€x ). Fste caso es més complejo ya que se trabajara con operadores no acotados,
. esto requiere una nueva interpretacion pars el génerador de Lindblad £ a través de formas.
Pero jexistird un semigrupo en B(h) que tenga como generador en algin sentido a L7

iqué pasa con la dilatacién?

4.1. Semigrupo minimal

que tenga dicho generador. Esto se especifica en el siguiente teorema (cfr. {16]).

Teorema 4.1 Sean G y {L;}jen operadores en § tal gue G sea el generador infinitesimal

de un semigrupo de contracciones fuertemente continuo, Dom(G) C (,oy Dom{L;} y que

para todo u,v € Dom(G) se tenga:

(Gu,uy + > (Lyv, Lyw) + (v, Gu) = 0 (18)

J=l

Dado X € B(h), sea la forma sesquilienal definida en Dom(G) x Dom(G)

LX) (v, u) = {Gv, Xu) + i(Lﬂr,XLju} + {v, X G (19)

j=1

Dado D C Dom(G) un dominio esencial para G, exisle un semigrupo minimal cudntico

tal que:

(0 TN = (X0 + [ £TX) 0,00 (20
0
FPara w,v € D

In virtud de este teorema se definen los siguientes operadores no acotados:
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2 Ljey = (NYA(S* YN /Fy 551600 (N er = v Fojj /521 00y (B)er_; con do-

minio Dom(L;) ={v €b: 3 a [R5 < oo}

w Gep = (—3 Y00y LiL)er = —3 _JJ,_ ~1 Frji% s, con dominio Dom (G} = ({ex bren)

(la variedad lineal generada por la base)

Teorema 4.2 Erxiste un semigrupo minimal Markoviano (T;);>q sobre B(%) para ¢l gen-

erador asociado o los operadores G y {Li}ien definidos anteriormente.

Dermostracion:

Notar que Ge = —Leper con ¢ = ZFl Fr L £ > 0 para todo k. Luego {Geyg, ep) =
{(—5cxer, ex) = (er, —3Cker), esto demuestra que Dom(G) € Dom(G*) v que Gv = G*v
para todo v € Dom(G) (G es simétrico}. Ademds G es escencialmente autoadjunto ya que
Ker(G* £ 1) = {0}, si'no se tendrfa la existencia de un 0 # v = 3.7 ve; € b tal que
{(G* —)v =0, esto implica que {((G* — v, &x) = (G, ex) + i{v, &) = 0, pero entonces se
tendrfa (=3 3070, vicieq, ex) = —gukcy = —ivg = —i(3 7, €5, €4) paratodo k € N, lo que
es una contradiccién ya que ¢ € R. Luego el operador G es autoadjunto y lo detiotaremos
por G = ~53°%, LiL;. Observar que D = ({e;}ren) es dominio esencial para G y que
este operador engendra un semigrupo de contracciones fuertemente continuo definido como

T; = G

Ohservar que si v € Dom(G), entonces




o> (1GU)E =3 P ZFL 3 L e ()2

k=1

k J
> ZZ[WF» ZFE 39 I )21(;00)(;“)

k=1 j=1
= Z IvkizFﬁ?fj,J( )21(1 m)(i‘f)
J=t k=1
- Z Z ]q;kngEﬂJ( & )
j=1 k=j+1
0o ‘ k . j
Z Z ‘thzF,f?—J,j( L )2
k=j+1
o 3 et
k=j+1

Latltimas dos desigualdades se cumplen para todo j € N, luego Dom{ 7) € Njew Dom(L;)

Un simple calculo demuestra que (18) se cumple para todo w,» € D y por densidad se
cumple para todo u, v € Dom(G). Esto permite construir el semigrupo dado en (20} para

el generador definido como en {19). La markovianidad resulta al cumplirse la ecuacién {18).

O

El lector interesado puede remitirse a [2], donde se trabaja con un proceso de muerte.

Para este procesc también se demuestra la Markovianidad.

4.2. Dilataciéon clasica

Al igual que antes, se dilatars el espacio para trabajar con sistemas cuinticos abiertos
con ruidos cldsicos. Las demostraciones se hardn de manera general y occupando las mis-
mas notaciones de antes, por razones que se evidenciaran mas adelante. De este modo se
tomard un espacio de Hilbert separable fj cualquiera y un espacio de probabilidad (12, F, P)

dotado de una filtracién (F;);»o (con las condiciones usuales) tal que existan W1, W72,
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procesos de Wienner independientes. Sea H = h & L {4, F,P) = Lg(ﬁ, F.P}, en este es-

pacio se planteard la siguiente ecuacién diferencial estocdstica partiendo de ¢ € Dom/(G):

i o0 $
&=¢ +/ Géuds + Zf L& dW! (o1
0 =1 70

Donde G y L; son operadores tal que Domn(G) C (2, Dom(L;) y

Se puede demostrar la existencia y unicidad de la solucién a la ecuacion (21), para esto

es necesario hacer las siguientes definiciones (cfr. [3]).

Definicidén 4.1 Se dird que C : b — ), operador qutoadjunto y positivo, sufisfuce la

hipdtesis (1) si:

1. Dom{C) C Dom{G) N Dom(G*)

Liepl|* < o0

=]

Eziste {ex)xen base ortonormal de %y tal que {ep}ren C Dom(C) y > jen

para todo ke N

3. Sea B, : b — b, = {e1, ..., en) la proyeccion, entonces existen o y 8 > 0 tal que

WRe(Cr, CPGay + > [OP Lzl < af||C2)? + |zl + 8)

FCH

para todon € N yx € h,
4. sup{||CPpzl{ : n € N} <||Cz|| Vz € Dom(C)

Si ' satisface (1) se define ¢ : H — H como la identidad si z € Dom(C) y cero si no.

Definicién 4.2 Sea C satisfaciendo (1) y T = [0,00) o0 [0,T] (T € [0,00)). Se dird que

(&t)ter es solucion C—fuerte de la ecuacion diferencial estocdstica cudntica si:
1. (& )ver es un proceso adaptado gue toma valores en B con trayectorias continuas.
2. Ve e T, Bl&IE <€)% & € Dom(C) Pes y sup{E|IC o me(&)(P - 5 € [0, 2]} < o0
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3. Pcsy¥t e T se tiene:
G =E+ fyGomal&)ds + 107, fy Ly o mo(&)AW}

Teorema 4.3 Sea C satisfaciendo (1). Suponga que { € Dom(C), luego eriste una dnica

solucion C-fuerte (& )ier de la ecuacion diferencial estocdstica cudntica. Ademds

ElC&|1* < explot)(||Ce]1* + (| |CEI* + £))

Teorema 4.4 §i las condiciones del teoreme anterior se cumplen y (& )ier €5 solucion

C-fuerte, entonces V¢ € T se tiene E||£)12 = [I€]|?

Para i = I*(N) y los operadores G y L; definidos en la seccién pasada se tiene:

Teorema 4.5 Sea C = —(, entonces existe una #nica solucion (& et C—fuerte de la
ecuacion (21) partiende de € € Dom(G), siempre y cuando szN Fr; < oo para todo

k€ N. Para esta solucion se tiene E[IE{1% = [|]12.

Demostracion:

En la seccién pasada se demostré que Dom(G} C ()2, Dom(L;) = § (la condicién
> jen Fij < 00 hace que los L; sean acotados, pero nada se puede decir de G). Ademds

para todo z = > o zre, € Dom(G) se tiene

Welr, Gz) + 3 _|[LailP == lafer + > oo =0
k=1 k=1

=1

Donde ¢, = Z;‘;; Fk,j,j%_l. Es evidente que € = —G es autoadjunto (G autoadjunto),
Dom(C) = Dom(G) = Dom{G*) y {,Cz) = ;> i, zxl?ck > 0 (positivo). Al tomar
{ex}ren la base candnica, entonces {ex}ren C Dom{C) y 3 o 1 LFesl® = 3 Fk’j;;ft—j <

ZjEN Fk,j. < 0Q.
Sig =30, Trex € by, entonces 2Re(Cr, CP,Gr) = -~ 130 el y
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Z lCPLlrr = ZEIZFJ?E& JJ( 2 )1(100}(]‘3)% —;

JEWN _’,l—l k=1
k1
1~ 22 k—j
<7 Y lalPd Y Ry 5
k=1 =1 ’

1 &
=13 b
k=1
Ya que ¢z < ¢, Asi se tiene que 2Re(Cz, CF,Gz) + ZjEN [CP,L;z|? < 0.
Por tltimo, st x € Dom(C), entonces |[CPxl? = 2370 lalid < 150 luglPcl =

l|Ci|? para tode n € N, luego sup{||CP,z|| : n € N} < {|Cz]| con lo que se prueba el

teorema 4.5.

£

Se puede definir un proceso de operadores (Vi)img con V; @ Dom(G) — L,J(Q F,P)
tal que Vigb = ), la tnica solucién de (21} partiendo de 9 € Dom{G). Observar que
WVipIPP = E({la %) = 1 si |[y]] = 1.

Se define el sernigrupo (7)o sobre B(f) como

(0, T (X)) = E(Vip, XVih)) = (i, X r2(0,7.p) (22)

Donde ¢, € Dom(G).

Teorema 4.6 La coleccidn de mapeos (T;);5q €s un semigrupo dindmico cudntico Marko-

mano sobre B(N). Fsie semigrupo tiene como generador a L.

Pemostracion:

- Al igual que antes, se puede demostrar que g, T{(X)p}| < || X1 si |j¢]] = %] = 1

y tomando una sucesion (gn)nen en Dom(G) tal que ¢, — T,(X ) (Dom(G) es denso
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en ), entonces para todo ¢ € Dom(G) con {li]] = 1 se tiene que [ Z{X)9(f* < [|XT].
Luego ?:(X } se extiende de manera unica a uﬁ operador acotado en , con lo que se
tiene 7; : B(h) — B(h). Repitiendo el cdleulo del caso finito dimensional se tiene que
(0, X)) = {p, T (X9} para todo % € Dom(G) y por densidad se tiene la
propiedad de semigrupc. De manera anéloga Ef et {2 T X X i) 2 0 para elementos
en Dom(G). Por densidad y el hecho de tener sumas finitas se tiene que las aplicaciones
son completamente positivas. La normalidad se demuestra de manera similar al caso finito
dimensional. La topologia w* coincide con la ¢—débil en el caso infinito dimensional. Al

tomar las sucesiones (p,) v (4n) en Dom(G) tal que 3~ {lwnli®, 37, inl]* < oo, entonces:

3 Hem (TX) — X)) < ““Zu(n% (B + [ = ()]

n=0 n=0

AX'!IZ]E(H%”Z anl )

Por argumentos e densidad el semigripo es w*—continno.

Se puede ocupar la férmula de Ito para caleular

s, Xtb) = {dipe, Xabe) + (01, Xdape) + (dior, Xdlafy)

= (Gidt + > LythedW7, Xobu) + (s, XCipudt + > X Lo dW] )+

§=1 =1

(Gt + > LiedW], X Gt + >~ X Ly dW7)

=1 4=t

= £{X) {00, U MZ e Xy + (00, X Ljahe) ) AW

De esta manera

d N N
— {2 L) o= £{X ), )

Para todo (,p 1 € Dom(G). Notar que £{1)(¢,¥) = 0, lo que demuestra que 7,(1) = 1

por lo que el semigrupo dindmico ¢udntico es Markoviano.
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4.3. Dilatacién cuantica

Para la dilatacién con ruidos cudnticos, se puede tomar el mismo espacio F de antes y

plantear en los operadores de H = 2 (N} @ F la ecuacién

o, 320

Vﬁ_quLZ/VC dAS(s) (23)
Donde G = G, Gg = L G = L;sijz1y G =0 en otro caso. |

Los resultados en [16] son bastante generales, luego para garantizar la existencia y

unicidad de la ecuacién diferencial estocdstica sélo debe cumplivse que 3 0. ||Gul)? <

clof{lulf?.

Teorema 4.7 Lo ecuacidn (23} admite una dnica solucidn si Y. sen Pripes + < ¢ para todo

keN ysup.y Zj;i Fk—j,.f% < 0.

Demostracion:

Primero se debe observar que tanto los operadores L; como G son acotados, ya que

ILgalfP= iﬁkrsz—jJ__El

k=F+1

< |lull%e

k-1 k j
Gl = Zwki Za T

—7
< (C;HI)ZFI» YN I )2‘553”2

LEN

Por lo anterior, el tinico caso interesante a analizar de la desigualdad 3 az0 1G5l * <

e(a)*[lull? es cuando o = 0. Esto queda
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O
Esta solucidn es un cociclo unitario ya que, como se vid en la seccidn pasada, 6;(1) =
gt (1) = 0 para un subespacio dense D de §.
Observacidn: Se puede demostrar que la ecuacion
ot
=1+ 3 [enrviae (24)
0

2,320

tarbién tiene una tnica solucidn {cfr. [16}). Con esto se puede construir un flujo (colec-

cién de homomorfismos) sobre los operadores acotados de H de la forma:

k(X) = VXV, (25)

Al tomar la proyeccidn £ : H — b tal que E(ue(f}) = ue(0) se puede construir un

semigrupo sobre B{h) como

T(X) = Ek(X)E* (26)

Aligual que en el caso finito dimensional, se puede demostrar que éste es un semigrupo

dindmico cuantico markoviano que tiene como generador a L.
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5. Comentarios Finales

A lo largo de esta tesis se ha estudiado la ecuacidn de fragmentacion de Smoluchowski,
que nace del equilibrio de masa de primer orden. Se demostrd que ésta es la que determina
la evolucion de las leyes marginales de un proceso Markoviano, es decir el estado del sis-
tema. La consturccion del proceso estocdstico permite la apertura del sistema, el ambiente
donde se puede estudiar la disipacién de energfa producto del medio. Esta apertura o dilat-
acién permite, entre otras cosas, determinar la evolucion de los observables del sistema y
su simulacion. Un ejemplo cldsico de este fendmeno se encuentra en el proceso de moliends

de mineral de cobre, donde el observable es la energia utilizada en el proceso (cir. [1]}.

Encontrando el semigrupo correspondiente a los observables del proceso, es posible
cuantizar la ecuacion de fragmentacion de Smoluchowski a través del generador. Esto per-
mite tener una visidon al fendmeno de fractura microscépico gque ocurre por ejemplo en la
cromodinamica. Para este generador es posible encontrar el semigrupo que determina la
evolucidn de los observables del sistema, pero tamnbién es posible encontrar el que determi-
na la dindmica de los estados. Este semigrupo es Hamado predual (efr. [16]} ya que actia

gobre los operadores clase fraza.

Se planted ademds la apertura del sistema cudntico, lo que permite analizar la inter-
accién del medio con la particula. Esta dilatacion se hizo de manera clésica y cuéntica en
el caso finito e infinito dimensinal. Para encontrar el semigrupo minimal no es necesario
tmponer condiciones sobre los F}; en general. Para la dilatacidn con ruidos cudnticos se

debe tener mayor control que la que se pide en el caso cldsico, pidiendo una cota uniforme

para ;o Fij-

Se vié ¢dmo dar una interpretacion clasica al fendmeno de fractura cudntico, al re-
stringirse a un dlgebra abeliana invariante bajo la accién del semigrupo. Unas de las pre-
guntas a responder es jexistird otra algebra abeliana invariante? Si la respuesta fuese

afirmativa, entonces se podrian relacionar los pardmetros de dos procesos cldsicos distin-
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tos. Sin duda. encontrar otra algebra invariante serfa muy interesante en la linea de esta

investigacion.

Muchas preguntas se abren con el desarrollo de esta tesis, como por ejemplo jse po-
dré recuperar la ecuacién {3} de pérdida-ganancia de la cromodindmica? Bajo este marco
conceptual no existen diferencias entre el caso discreto y el continuo en el siguiente sentido:
se podria cambiar €l espacio *(N) por L3R, jz(dz)) con alguna base numerable adecuada.
A través de la isometria usual (la que envia elementos de una base en la otra) se deberfa

pasar del caso discreto al continuo.

Una pregunta mmuy importante es analizer si el modelo se ajusta de manera correcta
a los datos experimentales, para esto es necesario obtener una expresién para la energla,

disipada del sistema.

Por 1ltimo, y sdlo por dar una lista corta de preguntas que se abren con este tema, un
estudio interesante es analizar qué ruido cldsico da una mejor interpretacién del fenémeno,
va que estos intuitivamente son procesos discontinuos y deben modelarse como tal. Una

posibilidad es usar un proceso de Poisson marcado con alguna intensidad que se ajuste a

la evolucion de los estados.

Muchas preguntas quedan abiertas, pero al menos se ha introducido un marco coneep-

tual que puede ayudar a futiras investigaciones relacionadas con el tema.
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