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Capitulo 1
Introduccion

El tema a tratar en este trabajo de investigacion, tiene que ver con el estudio
del flujo por curvatura media inversa con termino forzado. En efecto, es el estudio
de la existencia, la unicidad, la convergencia y las propiedades de una variedad N
de codimensién 1 inmersa dentro de una variedad ambiente riemanniana (M, g) que

satisface la siguiente ley

dF 1
ot = (H(mat) - C) V1) , (1.1)
F(z,0) =F,

donde F': N x I — (M, g) es un mapa suave tal que para cadat € I C R F(-,1])
es una inmersién, H(z,t) y v(z,t) son la curvatura media escalar y el vector normal
unitario respectivamente, ¢ es una constante positiva y £y : N — M es la inmersion
inicial. La caracteristica mas importante de este flujo es que bajo ciertas condiciones
iniciales la evolucién N; := F(N,t) de la variedad inicial Ny := Fy(N) tiende a

expandirse o bien tiende a contraerse.

1.1. Motivacion

El interés sobre este analisis nace del iinico resultado de clasificacion de superficies
en R™ que evolucionan por el flujo de curvatura media inversa con termino forzado. El

resultado fue probado en 2014 por Y. Liu en [11]. Liu demuestra que si la curvatura

4
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media escalar de la variedad N, satisface H~' > ¢, entonces la evolucién Nt = eﬁNt
convergeria a una esfera que se expande para todo tiempo. Por otro lado, si la
curvatura media escalar de N satisface H~! < ¢, entonces la evolucién N, colapsaria
a un punto. Todo esto bajo la condicién de que Ny fuese estrictamente convexa'.

La motivacién sobre este trabajo es generalizar el resultado de Liu reduciendo
la condicién de convexidad a ser solamente H-convexa’. Para esto se propuso una
version débil del flujo (1.1) en torno a la descripcién por conjuntos de nivel del flujo,
obteniendo una generalizacién parcial del resultado de Liu.

Antes de empezar a exponer la metodologia y resultados de esta tesis daremos
una pequena resena de lo que son los flujos geométricos en general, con un poco de
énfasis en los flujos por curvatura media (FCM) y curvatura media inversa (FCMI)

por su semejanza a (1.1).

1.1.1. Flujos Geométricos

Un flujo geométrico describe la evolucion de cierta cantidad geométrica en termi-

nos de una ecuacién diferencial parcial (EDP) como se puede apreciar en (1.1). Este
topico ha sido de gran interés desde los afios cincuenta pues no solo tiene aplicaciones
dentro de la Geometria Diferencial y las EDP, sino que también involucra otras areas
de la matematica como por ejemplo lo son la Topologia, la Fisica y, en un territorio
mas aplicado, el procesamiento de imagenes.
Algunas herramientas que estan en constante uso dentro de los flujos geométricos
son el calculo de variaciones, la teoria geométrica de la medida y el analisis funcio-
nal. Pero del punto de vista de las EDP uno puede distinguir dos tipos de flujos
geomeétricos: flujos intrinsecos y flujos extrinsecos.

Un flujo intrinseco esta dado por una EDP que solo considera cantidades geométri-
cas intrisecas de una variedad riemanianna. Una familia de este tipo de ecuaciones

es modificar la métrica de una variedad riemanniana (M, g) dada por la ley

dg
g—f(g),

ILas curvaturas principales de N, son todas positivas.
2La curvatura media de Ny es no negativa
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donde f es una funcién que solo depende de g y sus derivadas tensoriales.

Un ejemplo importante de este tipo de flujos es el flujo de Ricci donde f(g) =
—2Ricys (g) v Ricys (g) es el tensor de curvatura de Ricci de M bajo la métrica g.
Este flujo fue introducido por R. Hamilton en 1981 como herramienta para probar la
conjetura de Geometrizacion de Thurston, que en pocas palabras es un resultado de
clasificacién de 3-variedades cerradas®. Gracias al trabajo de cirugfas de G.Perelman
[17] y [18] se pudieron solucionar los problemas de Hamilton, y por tanto pudo probar
dicha conjetura en el 2003. Una cirugia a grandes rasgos trata sobre reconocer que
cortar y pegar de una variedad para evitar la formacién de singularidades dentro
de un flujo. Como consecuencia de esto se pudo probar la conjetura de Poincare, un
problema abierto desde 1904. Para mayor detalles de lo ya comentado recomendamos
al lector los siguientes trabajos [19],[20], [21] y sus referencias.

Por otro lado un flujo extrinseco corresponde a una EDP donde solo aparecen
cantidades geométricas extrinsecas de una variedad inmersa dentro de otra variedad
ambiente. Segun Hamilton en [38] una forma de estudiar la evolucién una variedad
inmersa dentro de otra es ver como cambia la manera de observar la variedad inmersa
dentro de la variedad ambiente. Esto se traduce al problema de encontrar una familia

de inmersiones {F'(-,1)},., donde F': N x I — (M, g) satisface la ley

d
(1) = f@ tv(a,t) | (1.2)
F(-,0) = Fy

siendo v(z,t) es el vector normal unitario exterior de la variedad N dentro de la
variedad M, Fy : N — M la inmersion original, y f la funcion velocidad de la evolu-
ciéon N, = F(N,t). En este caso la funcién f solo depende de cantidades geométricas
extrinsecas.

Un aspecto relevante de este tipo de flujos es que se pueden generar distintas va-
riantes de un mismo problema, ya que al estar una variedad inmersa dentro de otra
ambiente se puede cambiar por ejemplo la codimension de la variedad inicial, o bien
cambiar el ambiente Riemanniano por uno semi Riemanniano, o bien exigir que no

los F'(-,t) sean encages® en vez de inmersiones.

3Una variedad cerrada es una variedad compacta sin frontera.
4Traduccién de embbeding que quiere decir que los F(-,t) sean inyectivos para cada t.
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1.1.2. Flujo por Curvatura Media

El FCM viene al considerar el flujo extrinseco dado por (1.2) con funcién velocidad
f = —H donde H es la curvatura media escalar de N dentro de M. Este flujo es el
correspondiente del flujo de Ricci para variedades inmersas.
Un ejemplo sencillo de como actia este flujo es la evolucién de una esfera de radio
ro dentro de R, o sea N = 5" (rg) C M = R" con su métrica euclidiana.
Por existencia y unicidad de este tipo de flujo basta con encontrar una familia de
parametrizaciones de la esfera en M. Por tanto, si consideramos las coordenadas
polares F(x,t) = r(t)z con x € S" (1) y r(0) = ro, se tendré que el flujo equivale

a resolver la siguiente ecuacién diferencial ordinaria (EDO):

ﬁ ~n—1
dt r . (1.3)
r(0) = rg

La solucién de (1.3) estd dada por r(t) = \/r2 — 2nt. Por tanto la evolucién corres-
ponde a esferas N; = S"1(r(t)) que se achican hasta el tiempo T = r2(2n)~! donde
la evolucién se vuelve singular y colapsa a un punto.

El flujo por curvatura media fue introducido inicialmente por Mullins [22] en 1956
y de manera independiente por Brakke [23] en 1978 bajo el punto de vista de la teoria
geométrica de la medida. Desde ese entonces el flujo fue estudiado exahustivamente.
Un buen resumen cronolégico de FCM se puede encontrar en [24].
Uno de los tltimos resultados de clasificacién de superficies 2-convexa® que dice
que toda superficie 2-convexa, suave, cerrada y de codimension 1 inmersa en R™ es
difeomorfa a S™ o es una suma conexa finita de S™ x S*. Este resultado fue probado
por Huisken y Sinistrari [25] en 2009. El enfoque de su trabajo fue probar un tipo
de cirugia para el flujo de curvatura media similar al trabajo de Perelman para el
flujo de Ricci. En esta direccion en el 2011 Head en su tesis doctoral [26] probd un
resultado de convergencia de las cirugias de soluciones débiles del flujo por cuvatura
media descrito por conjuntos de nivel.

La descripcién por conjuntos de nivel de FCM viene al considerar la evolucion

por los conjuntos de nivel de una funcién v : M — R. En este caso, si N; satisface

5Solo dos de las curvaturas principales son positivas.
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satisface (1.2) y Ny = 0{u < t}, entonces la funcién u satisface

. VMU ) 1
div = — . 14
M (|vMu| Vordl (14)

Obteniendo bajo esta descripciéon un problema eliptico en algin sentido equivalente
al problema parabdlico original. La motivacion de esta descripcion viene dada por
un extenso trabajo de Evans y Spruck en [16] dando las equivalencias de ambos

problemas.

1.1.3. Flujo por Curvatura Media Inversa

Al igual que FCM el FCMI es un flujo extrinseco dado por (1.2) con funcién
velocidad f = H~!. En contraste con el flujo por curvatura media las superficies
tienden a expandirse. Un ejemplo en donde esto se puede apreciar facilmente es
considerando el ejemplo de la evolucién de una esfera de radio ry. Al igual que en
FCM, el FCMI en este caso se traduce a resolver la EDO

ﬁ o
a n—-1 | (1.5)
r(0) = ro

La solucién de (1.5) esta dada por r(t) = roem T y se aprecia trivialmente que la evolu-
cion estara dada por esferas que se expanden por todo tiempo. Este comportamiento
es una caso especial del teorema de Gerhardt [27], que dice que la evolucién por
FCMI de una superficie en R” compacta, estrellada® y con curvatura media estricta-
mente positiva convergerd bajo una reparametrizacién a una esfera. Sobre soluciones
para todo tiempo del flujo por curvatura media inversa se pueden encontrar en el
trabajo de Huisken e Ilmanen en [28].

Dentro de la comnidad matematica el FCMI volvié a ganar interés por el resulta-
do de Geroch [29] y Jang y Wald [30] en los setenta, que muestra que la desigualdad

de Riemann Penrose se puede probar si el FCMI se mantiene suave. Logrando junto

6Traduccién de ”Star shape” que quiere decir que existe un punto que conecta cualquier otro por
una recta.
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con esto la prueba del teorema de la masa positiva’.
La desigualdad de Reiamann Penrose dice que una 3-variedad (M, g) completa, co-

nexa, asimptéticamente plana® con curvatura escalar no negativa y con frontera una

9

superficie minima’ compacta Ny satisface

H? (No)
mADM Z 167T )
, 1 i
MADM = Tlgr;@ Tor / (09i — 0igi5) V'dp
aB(0,r)

donde v es el vector normal unitario exterior de la esfera y dyu la forma de area.

El argumento de Geroch para demostrarlo fue el siguiente:

1. Se demuestra que el funcional de Hawking

H2 (N,
M aw (V) = #g) 167r—/H2d,ut
(16m) J

converge a ma\ Si la superficie IV; converge a una esfera en infinito.

2. Se prueba que el funcional myy, (Vi) es monétono creciente en ¢ para solu-

ciones suaves de FCMI.

3. Se hace evolucionar la superficie minima Ny bajo la condicién de que el flujo

se mantiene suave. Obteniendo que

H? (No)

161 = MHaw (NO) < MYaw (Nt) - MADM >

asumiendo que la reparametrizacion ya fue hecha.

Lamentablemente el flujo no siempre se mantiene suave para todo tiempo. Basta
con considerar la evolucién de un toro encajado en R3. Si la evolucién del toro se

mantuviese suave para todo tiempo, es facil convencerse de que el toro engordara.

"Este resultado dice que la cantidad m4pas es positiva.
8Esto quiere decir que es difeomorfa a R\ K donde K es un conjunto compacto.
9La curvatura media escalar es equivalentemente cero.



Capitulo 1. Introduccion 10

Pero sabemos que en este caso apareceran puntos donde la curvatura media escalar
se anularda, y por tanto el flujo no podria seguir actuando obteniendo de esta forma

una contradiccion.

Afortunadamente en el 2001, Huisken e [lmanen en [3] dieron una nocién débil
del FCMI para la descripcion por conjuntos de nivel solucionando los problemas de
regularidad y extensiéon a todo tiempo el FCMI. Ademas demostraron existencia de
soluciones débiles del flujo y probaron un tipo de formula de monotonia de Geroch
para el funcional de Hawking bajo esta formulacion. Gracias a esto probaron la
desigualdad de Riemann Penrose y por ende dieron otra demostracién del teorema
de la masa positiva. Un resumen de este trabajo se puede encontrar en [28] y [32].
El espiritu de su trabajo esta en la descripcién por conjuntos de nivel propuesta por
Gen, Giga y Goto en [31] para el FCM.

En [33], Huisken e Ilamnen probaron mayor regularidad del flujo en el caso de que la
variedad ambiente sea R™, en esta direccién también demostraron que la evolucién se
vuelve estrellada y suave fuera de un compacto y por el resultado de Gerhart termina
convergiendo a una esfera que se expande. Otra demostracion de la desigualdad de
Riemann Penrose en su aspecto més general fue dada por Bray [34]. Tambien en
[35] se puede encontrar un resumen de todos estos hechos. Bray en [36] propuso una
nocién generalizada del flujo por curvatura media inversa en virtud de probar la
desigualdad de Riemann Penrose en su contexto més general, pero sigue siendo un

problema abierto.

Otro hecho remarcable del flujo por curvatura media inversa fue la demostracion
por Bray y Neves [37] de la conjetura de Poincaré para 3-variedades con invariante

de Yamabe mayor que RP3.

1.2. Flujo por Curvatura Media Inversa con ter-

mino forzado

Anteriormente el flujo que da origen a este trabajo comparte ciertas propieda-

des similares a los FCM y FCMI. Una manera de apreciar esto es considerando la
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evolucién de esfera de radio ry. En este caso el flujo equivale a resolver la EDO:

dr r
- — —C
a n-1 : (1.6)
r(0) = ro
La solucién de (1.6) estd dada por r(t) = (n — 1)6ﬁ ( o T~ c) +c¢(n—1). Notar
n J—
que si
-1
Ho—c’lzn —c >0,
To

entonces la evolucion existird eternamente mediante esferas pareciéndose al caso de
FCMI. Por otra parte, si

n—1
Hy—c = —c <o,
To

. [ . /[ —c
entonces la evolucicon convergerd a un punto en el tiempo 7' = In ( n-l HT),
—c
0

obteniendo un resultado analogo al FCM. Este hecho abre la sospecha de querer

comparar ambos fendmenos con respecto a los flujos originales, y al menos este es
el caso si Ny es estrictamente convexa. La clasificacion dada por Liu es la siguien-
te: Suponga que la superficie inicial es estrictamente convexa entonces ocurren los

siguiente fenémenos para el flujo (1.1):

1. Si la curvatura media escalar inicial es mayor que ¢! entonces, modulo una
reparametrizacion, la evolucion convergerd a una esfera que se expande de

manera suave.

1

2. Si la curvatura medica escalar inicial es menor que ¢~ entonces la evolucion

convergera a un punto.

1.3. Estructura de la Memoria

El objetivo de este trabajo es dar un estudio general de la existencia, unicidad,

regularidad y propiedades del flujo por curvatura media con termino forzado. Por
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consiguiente este informe se dividié en dos partes.

La primera parte consiste en un estudio de existencia, unicidad, regularidad del
flujo (secciones 2.1 hasta 2.3) donde se demuestra que dada cualquier superficie de
codimensién 1 dentro de una variedad riemanniana existe la evolucién por el flujo
por al menos un tiempo corto finito. Donde la relacién de la existencia del tiempo
viene dada por “menor tiempo v/s mayor regularidad”del flujo.

Luego tratamos con la evolucién de las cantidades geométricas del flujo, donde el
resultado mas importante es el Corolario 2.4.5, un principio del maximo para la
evolucion expansiva del flujo.

Despues tratamos un pequena seccién sobre la solucién de superficies auto similares
en R", y finalmente la primera parte termina con los resultados de convexidad dado
por Y. Liu en [11].

La razon de por que si hizo un énfasis en el tema de existencia, unicidad y regularidad
del flujo por curvatura media inversa con termino forzado fue por el trabajo de
T. Marquardt [6] en 2012 donde dio una descripcién del FCMI con condicién de
Newmann. Por tanto queda propuesto para cualquier interesado en dar el seguimiento
de su tesis doctoral junto con esta tesis de magister para adaptar el flujo por curvatura
media inversa con termino forzado con condicién de Newmann.

La segunda parte de esta tesis estd en el espiritu del trabajo de Huisken e Ilma-
nen [3] en R™. Por ahora solo se pudo analizar el caso en que el flujo se comporta
expansivamente (Hy > ¢~!) obteniendo un resultado similar al de Huisken e Ilmanen:
modulo una reparametrizacion la evolucién converge a una esfera que se expande.
Con esto obtuvimos una generalizacién del resultado de Liu pues eliminamos la con-
dicién de ser estrictamente convexo. Sobre el caso contractivo (Hy < ¢™!) creemos
poder adaptar la existencia de la evolucién por un tiempo finito y asi generalizar
el resultado de Liu en totalidad. Para el caso limite en donde la curvatura media

1

puede tomar el valor ¢~ solamente tenemos la conjetura que el flujo convergera a

una esfera de radio ¢(n — 1) pero atin no sabemos como tratarlo.



Capitulo 2
Caso Suave

En esta seccion estudiaremos la existencia y unicidad del flujo por curvatura
media inversa con termino forzado en el caso suave. Para esto me basaré en las ideas

presentadas en los trabajos de [6]y [4].

Definicién 2.0.1. Dada una variedad suave compacta y orientable sin frontera N™~!
y una inmersién C?T* a una variedad riemanniana M, Fy : N*~t — (M™,g), donde la
curvatura media escalar Hy es positiva. Diremos que Fy(/N) evoluciona bajo (FCMItf)
si existe una familia de un pardmetro de inmersiones suaves (F}),5, : N — M con

F,(z) := F(x,t), tal que satisfagan la ley

iF(m,t) = ( L c) v(z,t), (z,t) € N x (0,T].

dt H(zx,t) (2.1)

donde v y H son es el vector normal y la curvatura media escalar de F'(N,t) en M
yc>0.

Observacién 2.0.2. Notemos que con ¢ = 0 estamos en el caso del flujo por curva-
tura media inversa usual del cual conocemos solucién por tiempo corto si la curvatura

media escalar Hy es positiva.

13
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2.1. Vecindades Tubulares

Dado que solo pedimos que la familia de un parametro (F}),., sean inmersiones
en vez de encajes trabajaremos en N en vez de Fy(N) := Ny C M. Por tanto el
primer resultado consiste en la existencia de una buena vecindad de Ny en M en la

cual podamos trabajar.

Lema 2.1.1 (Existencia de vecindad Tubular). Sean (M,g), N, Fy como en la

Definicion 2.1. Entonces ezisten un abierto U. C (M,q) y una inmersion isométrica

¢: (N x[-¢,e,9) = (U, 7)
(z,8) = oz, s)

tal que ¢(-,0) = Fy(+) y para cada x € N fijo % es paralelo al vector normal

unitario v(z) y el largo de la curva ¢(x,s) es s.

Demostracion. Sea x € N, como F{ es una inmersion existen vecindades U, C N y

Viy(z) C No de x y Fy(z) respectivamente tales que Fj restringido a U, es un encaje

suave. Esto nos servird para identificar los puntos de N con Ny mediante Fjy U,
Por la compacidad de N existen una cantidad finita de puntos {z;},., € Ny
vecindades U,, C N que cubren a N con la propiedad anterior. Llamamos W, a
las vecindades V,, en la topologia de M, W,, N Ny = V,,. Ademads si es necesario
modificar el cubrimiento podemos asumir que existe una vecindad W de N, tal que
W C G Wy, -

Sean 35,: los campos definidos en TW,, tangentes a los arcos geodésicos ¢(z,-) que

parten en x en direccién normal v(x). O sea, ¢ satisface

20" | o 00 057
ot2 B ot ot

o¢
ot

=0, ¢(z,0)=2z, (,0) =v(z),

donde fgﬂ/ son lo simbolos de Christoffel de (M, g).
Ahora usamos particiones de la unidad subordinadas al cubrimiento {W},-, de W,

esto es
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fr € CX(Wi,R) tal que > fr =1 en W, para poder definir el campo
k=1

XN X [—¢,e] = TM

(ZL’, 8) - X(l’, S) = Z i (¢(x7 8)) Xk (¢($, S)) :

Asi obtenemos las curvas integrales ¢ : N x [—¢,e] — M y definimos
_ 0¢(z, s)
€k(¢($, 8)) T Ork

ealofa,s) = 220

k=1,...,n—1

donde z* son coordenadas de N. Notemos que ¢(-,0) = Fy y por tanto e,(z) €
(T Ny)*, pues para v € T, Ny,

(en(z), U>§ = (Ma)v(x), U>§ = 0.

Luego, como Fj es un inmersién tenemos que ¢(-,0) posee rango maximo n. Asi para
cada r € N y s muy pequeno tenemos que ¢(z, s) tambien posee rango maximo n,

y por tanto ¢ es un inmersién. Finalmente dotamos a N X [—¢, €] con la métrica

9ij (2, 8) == (¢"7) (z,5) = g (ei(P(x, ), €(d(2,5))), 1 <i,j<n—1,
y tenemos la inmersion isométrica deseada. [

Observacion 2.1.2. En el caso que Fj fuese un encaje tendremos que las coorde-

nadas dadas por ¢ serian las coordenadas de Fermi.

Observacién 2.1.3. Como ¢(-,0) = Fp la métrica en N; estd dada por g;;(z) =
g (ei(p),e;(p)) con p = ¢(x,0) y por tanto en t = 0 tenemos

g(x,()) _ gij(x)
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paral <i4,5 <n—1.

Observacion 2.1.4. La idea de trabajar en una vecindad tubular es que podemos
describir los puntos de las hipersuperfices Ny como ¢(x, u(z,t)) donde u es una fun-
cién escalar definida en N x [—¢, g]. En efecto, como ¢ es una inmersién isométrica
podemos identificar (N x [—¢,¢], g) con (U.,g). Mas ain podemos identificar local-
mente (N, g|y) con (No, §|NO). En este sentido, para cada ¢ fijo describiremos las
hipersuperficies NV, := F;(N) donde

F,: N — N x [—¢,¢]

r— (z,u(z,t)) .

El proximo resultado tratara sobre los aspectos geométricos de los grafos de wu.
En lo que sigue Dy y D;; denotaran las derivadas parciales y V la conexion de

Levi-Civita con respecto a g.

Lema 2.1.5. Para t > 0 fijo, sean u(-,t) : N — [—¢,&] una funciéon C*(N) y
Ny C (N x [—¢,¢],9) como en la observacion 2.1.4. Dado p = (x,u(z,t)) y ey la

base estandar de T, (N X [—¢,¢]), tenenmos la siguientes formulas para p.

1. La base estandar para T,N; estd dada por:

Tk:ek+Dkuen, 1§k§n—1

2. El normal unitario en N, esta dado por:

donde v? := g™ — 2¢*" Dyu + ¢* DyuDu .
3. Tenemos las siguientes relaciones para v:

(e, 1/>g =—v D, 1<k<n.

(en, V), = vl
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4. La métrica y la sequnda forma fundamental en T,N; estan dadas por:

9ij = 9ij + ginDju + gni Dt + gnnDiuDju .
hij = —U_l <D”U Fkﬁ’f TﬁDkU + Fnﬁ’f T ) s

donde I' son los coeficientes de Christoffel con respecto a la métrica g.

0
Demostracion. 1. Notemos que por definicién 7, := (F}), (6 k) donde F; : N —
N x [—¢,¢] donde Fy(x) = (z,u(x,t)). Asi,

0 oF; 0 0
L= (Ft)* <axk> = 8.’1}2 = 8xk + Dku% = e+ Dkuen .

2. Llamamos a 7 := (—Du, 1) escrita en la base e,. Entonces,

1 .
(7 v}y = gasTi V" = —gasTi 9”70,

Como g.pg”" = 07 con & el delta de kronecker, tenemos que

1

T, V) = =0T D
< k> >g v a'k ¥y
Lo 1(aA+D Uo,) 1(A+D On)
=T, Uy = —(erl, Uenly) = — (V Uvy
o Tk o ek k o Wk k
1
v
Por tanto v L T),N;. Luego v = 1¢g7'0 tendrd norma unitaria si v := |g*1ﬁ|g, 0

sea

2 _ | —1Aa12 /) 1~ —1n
v=lgtof = (g g,
— gaﬁganﬁngﬁvﬁv — gﬁvlgﬁ,%
= g™ — 2¢" "' Dy + " DyuDyu .
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3. Tenemos que

1 . 1 . 1

(0% (0% ~
(ex,v), = ;ga@ekgﬁ”vv = Cila = Uk,

asi el resultado sigue de la definicion de o.
4. La métrica en T, N; viene dada por la relacién

gij = <7-i7 Tj>g = gaﬁTiaTjB = JapB (6? + D{def{) (ef + Djueg)
= GoB (e?ef + Djuepe; + Djueled + Dml%ueieﬁ)

= Gij + gnjDiv + ginDju + gnpnDiuDju .
Para la segunda forma fundamental usamos la relacion
—iLijl/ = V.7 — @Tﬂj D;; Fy + FaﬂT 7' ey — Fk Tk

donde V y I son la conexién de Levi-Civita y los simbolos de Christoffel de la
métrica g.
Luego tomando producto con v en lo anterior, nos queda

~

hz‘j=<ilz’j’/aV> = = (DijFv), = Togri'T] {eq, )y + TG (T v),
g

= —Djju{en,v), WBT%B (ey, ),

—1
= — (Dz-ju — ko ﬁDku + F"67a7ﬂ> )
v

zyz

2.2. Problema escalar asociado

Partiremos esta seccién deduciendo la ecuacién que satisface la funcion escalar

u si las hipersuperficies N; = F,(N) evolucionan por el flujo (2.1), donde Fy(z) :=

(z,u(x,t)).

Como (F})s>o satisface (2.1), tenemos que la condicién inicial del flujo Fy(x) = (x,0)
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implica que u(-,0) = 0. Por otro lado al derivar F(x,t) con respecto a t nos queda,

d d ou

o~ \H )"

donde H := §"h;; es la curvatura media escalar de N; en (N x [—¢, €], g).
1

Asi tenemos que

Luego tomando producto con v y usando que (e,, V) , = U7 nos queda

ou 1
— v ==—-c| .
ot H

Asi la ecuacion que satisface u es

ou 1 2
5 (3 -c)itupu =0 N x01),

u(-,0) =0, en N .

(2.2)

Por tanto el propdsito de esta seccién sera el estudio de existencia y unicidad del
problema escalar (2.2), que en la siguiente seccién veremos como se relaciona con el

problema de existencia y unicidad del flujo (2.1).

Observaciéon 2.2.1. La solubilidad de (2.2) estd en correspondencia con la inverti-

bilidad en 0 del operador
ou
A:X%Y,U%Au:za—Qu, (2.3)
donde

X:={uel™"2 (N x[0,T]) : u(z,0) = 0para todo z € N} ,
Y :=C*2 (N x[0,T]),

Qu: = (% — c) v (:E,u,Du, D2u) )
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Anunciaremos el Teorema que nos dara la estrategia para probar la invertibilidad
de (2.3).

Teorema 2.2.2 (Teorema de la Funcién Inversa). Dados dos espacios de Banach
E,F, un abierto Q C E y f € C*(Q,F) con k > 1. Sea xyg € Q tal que Df(x)
es un homeomofismo entre E y F. Entonces existe ¢ > 0 tal que f}B (zg) €5 UN

difeomorfismo con su imagen.

Demostracion. Referimos al lector a [2] capitulo 8. O

Observacion 2.2.3. La estrategia a seguir serd encontrar una funciéon uy € X tal

que nos asegure las siguientes condiciones:

1. El operador linearizado de A en uy,
DA(up): X =Y, (2.4)

sea un homeomorfismo.

2. Para cada T" > 0 exista €(7") > 0 tal que
Auglly < =(T") (25)

Notamos que esta ultima condicién es la traduccién de que A B.(u) S€& UN

difeomorfismo cerca del 0, o sea que halla solucién tinica de Au = 0 con u € X.

Este método lo podemos encontrar en [6], [1] y [4] para flujos del tipo curvatura media
inversa. La eleccién de la funcién ug aparece en [6] Lema 2.6, seccién 2, capitulo 2 y

en flujos més generales [1]capitulo 2, Teorema 2.5.7.

En el siguiente Lema probaremos la existencia y unicidad de la buena funciéon wug

mencionada en la observacién 2.2.3.

Lema 2.2.4. Sea Ny una hipersuperficies inmersa con curvatura media escalar Hy €

COt (N) positiva. Entonces el problema auiliar

__Aw:<i—c) en N > (0,T). (2.6)

w(-,0) =0 en N .
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posee solucion tinica w € C*+*1+5 (N x [0,T)).

Demostracion. Primero veamos unicidad. Sea wy y ws dos soluciones de (2.6), con-

sideramos w = w; — wy. Notamos que w satisface

%—szo en N x (0,7).
w(-,0)=0 en N .

Afirmamos que w < 0, en efecto si w(zy,t) = m]éx w(x,t) tenemos que Aw(z,t) <0

ow , . (. .
y por tanto E(It’ t) < 0. Asi w es decreciente en ¢ en los maximos espaciales, luego
como w(x,0) = 0, tenemos que w(z,t) < 0. De manera andloga mostramos que

w > 0 cambiando méximos por minimos. Por ende w = 0 y w; = ws.

Mostremos ahora existencia. Sea f = ¢ Como N es una variedad cerrada existe
0

solucion tnica v € C?**1*5 (N x [0,77]) del problema homogéneo

%—szo en N x (0,7).

v(,0)=—f en N.

Para la demostracion de la solubilidad de la ecuaciéon del calor en variedades rieman-

nianas referimos al lector a [7] y [8].
t

Sea w = [v(x,s)ds, notamos que w € C***12(N x [0,7T]) y que
0

O (e t) — (e, 0) = ol 1) + 1
t ¢ 5
Aw = /Av(x, s)ds = / vlz, ) ds =v(x,t),
7L P
0 0 ’
asi w sastisface (2.6). O

Observacion 2.2.5. De la demostracién del Lema 2.2.4 observamos que en los

1
= ¢ se tendrd que w(z,t) = 0. Por tanto si — = ¢,
o(i) 0

puntos € N en que

entonces w = 0.
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En los siguientes resultados dividiremos el problema de probar que ug satisface la
observacién 2.2.3 en: Invertibilidad del operador DA(ug) : X — Y, DA(uo) es efec-
tivamente un homeomorfismo, y la condiciéon de existencia y unicidad del problema
Au=0conu € X.

Ahora mostraremos que si ug es solucién de (2.6) entonces para cada g € Y existe

una unica solucién w € X de DA(up)w = g.

Lema 2.2.6. Sean uy € C**'*3(N x [0,7)) la solucion de (2.6) y g € C*2 (N x
[0,T]). Entonces existe T > 0 tal que en una vecindad de uqy el problema escalar

linearizado

D(up)w=g¢g en N x[0,T].

(2.7)
w(-,0)=0 en N .
posee solucion tinica w € C* 12 (N x [0,T).
Demostracion. Recordemos que el operador () viene dado por
Q:N xR xRxRv1 4R
( A) — ! (z,2,p)
x,z,p, . ~ —c|ulr,z,p),
gZJ (I’, Z,p)hw(l’, Z, P, A)
donde g, h y v son los terminos calculados en el Lema 2.1.5.
El operador linearizado de A cerca de uq viene dado por
d
DA(up)w : = — A (ug + ew)
de o
d (0 0
= = <% + 58—1: -Q (x, up + ew, Dug + eDw, D*uqg + 5D2w)) _
ow
= o Qa;; Dijw — Qp, Dyw — Q. w

donde los sub-inidces en ) denotan las dérivadas con respecto a los indices de las
variables y todas las dérivadas estdn evaluadas en (x,ug, Dug, D*uy).

Dada la regularidad de uy tenemos que los coeficientes de DA(ug) estén en Y. Més
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ann, los coeficientes Q 4., (, ug, Dug, D*uq) satisfacen

9 hi; Gihg ) 0As
J

—v —1 kE o n _a, B
i (gwﬁfj) 5y (A = e pe+ Tt

QAST ('7m7zap7 AZ]) = (

—vg"” —1
G
3"
_ ) gz (s,r) = (i,7)
0, (s,7) # (i)
]
Con esto tenemos que en t = 0 los coeficientes Q 4,, (, tug, Dug, D*ug) = (}g] )2 donde
0

Hy > 0, asi tenemos que DA(ug) es un operador lineal uniformemente parabdlica en
un pequeno intervalo de tiempo [0, 7]. Por tanto el resultado se sigue de la teoria

clasica de las ecuaciones parabdlicas lineales (|[T1] Apendice A Teorema A.4). [

Observacién 2.2.7. Dada la teoria clasica de la ecuaciones parabdlicas ([T1] Apen-
dice A Teorema A.6) tenemos las siguientes cotas para la solucion de (2.7): si u es

solucién de (2.7) para g € Y, entonces

HUH62+O"1+%(N><[O,TD S C HgHCO"%(NX[O,TD ’

donde C' es una constante que depende solo de Nj.

Observaciéon 2.2.8. Con el resultado del Lema 2.2.6 y la observacion 2.2.7 tenemos
que DA(ug) es invertible y que (DA(ug)) ™" es continuo entre Y y X.

Por otro lado X es un subespacio cerrado de C**®1*3 (N x [0,7]). En efecto si
u, € X tal que u, — u en C>***2 (N x [0, T]), entonces

|u(x,0)] = |u(z,0) — u,(z,0)] < ||u— un||cz+a,1+%(§T) — 0, cuando n — 0o .

Asi como X e Y son espacios de Banach podemos aplicar el Teorema de la Aplicacién
Abierta y tener que D A(ug) es un homeomorfismo entre X e Y, y por tanto se cumple
(2.4).
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Nos falta mostrar que la funcién wg satisface (2.5). Para esto mostraremos un

resultado clasico de espacio de Holder con dominios parabdlicos.

Lema 2.2.9. Sea f € C%3 (N x[0,00)) con B > a y f(z,0) =0 en N. Entonces
para todo € > 0 existe T" > 0, tal que st T < T’ entonces

Hf”ca (Nxfor]) S €

Demostracion. Definimos las funciones A : [0,00) = Ry g, : N — R dadas por

L |fz,t) = fly,t)|
ME) (enenary  d@y®
o () = sup |f (e t) = flz, )]

{(t,5)€[0,T]x[0,T] : t£s} |t — s|%

Con esto tenemos que por definicién

1 Flleo8 (wsgo.rny 7= W llevxiomy + M leqo,zy + 1192 ey -
(i) El primer termino del lado derecho tiende a 0 cuando 7" — 0 pues f(z,0) = 0.

(ii) El segundo termino del lado derecho lo podemos acotar de la siguiente manera

Wiogory =swp —sup (=L 0y gy,

(0T {(z,y)EN XN : z7y}

1—a
B
< ||f||ﬁ 2 (supsuplf(:mt)\)
2 (Nx[0,77)

0,77 N

a 1—-o
<2 5 “ —+0cuando T'— 0,
>~ Hf” B’B(NX[O,OO)) Hch(Nx[O,T])

por(i)yquel—%>0.

(iii) Acotando de la misma manera que en (ii) tenemos que el tercer termino del

lado derecho esta acotado por

B=a
HgTHC (N) = Hf” § (vx, )|T| 2 —» 0 cuando T — 0.
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Finalmente por (i), (ii) y (iii) se tiene el resultado del Lema 2.2.9. O

Observacion 2.2.10. Notemos que por el Lema 2.2.9 ug satisface (2.5).

En efecto como uy satisface (2.6) tenemos que

aUO

E - Q(v ug, Dug, D2U0)

Auoll, = H
Y

(et ) = ()

Ademas como ug(z,0) = 0 tenemos que

Aug(z,0) = (Auo(a:,O) + Hol(x) _ c) _ (H(;O) - c> o(z,0)
RESSK A

Por tanto, como Auy € C%2 (N x [0,T]) y Aug(x,0) = 0 podemos aplicar el Lema

< 0.

c*% (Nx[0,1])

2.2.9 a Aug, esto es para cada ¢ > 0 existe 7" tal que para T' < T” se cumple que

Nx[0,77)

Resumiremos lo expuesto anteriormente en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.11. Sean N una variedad cerrada. Suponga que Ny posee curvatura
media escalar Hy estrictamente positiva. Entonces existe T' > 0 y una unica solucion
u € CHolts (N x [0,T)) de

0 1
8_?_ (E_C) (',U,DU,D2U):O, ean(()?T)'
u(-,0) =0, en N .

Demostracion. Procedemos como en la observacon 2.2.1. Por el Lema 2.2.4 existe
solucién tnica uy de 2.6. Por el lema 2.2.5 y la observacién 2.2.8 DA(up) : X — Y
es un homeomorfismo. Asi podemos aplicar el Teorema 2.2.2 y poder afirmar que

Al B.(uo) €S UN difeomorfismo con su imagen. Finalmente por las observaciones 2.2.3
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y 2.2.10, tenemos que existe 7' > 0 tal que

||AUO||ca <e€.

(N x[0,T7)

Por tanto el problem Au = 0 con u(-,0) = 0 posee solucién tinicau € C>+*1*3 (N x [0, T7)).

Observacion 2.2.12. Notar que en todos los resultados obtenidos hemos elegido

distintos 7" > 0 implicitamente para asegurar existencia y unicidad de las soluciones.

Aplicando la Teoria de Regularidad clésica de ecuaciones parabdlicas obtenemos

que la regularidad de la solucién de (2.2) es C* hasta el tiempo ¢ = 0. Formalmente,

Lema 2.2.13. Sea u € C***'H2(N x[0,T)) la solucién de (2.2). Entonces para cada

e >0y cada m € N, tenemos que
u € CQJ“O"”%(N x [0,7)) N 02m+a’m+%(N x [e,T)) .

Demostracion. (Incompleta)

Primero mostraremos que tenemos mayor regularidad espacial en N x [0, 7).
Consideremos una bola abierta B, C N tal que B3, esta cubierta por un sistema de
coordenadas de N y sea Z := C*™!*3 (B, x [0,T)).

Primero queremos mostrar que la solucién u de (2,2) es C***1*2 (B, x [0,T)). No-
tamos que basta mostrar que v := Dyu € Z donde D, es la derivada parcial con
respecto a la direccio ey.

En efecto, definimos el cuociente diferencial de u
onle,t) = b7t (e + ) = ule,)) |

donde h = hey, y |h| suficientemente pequeno para que vy, € Z.

Luego, como u resuelve (2,2), tenemos que

vy, 1 6u - ou

Q (z+ h,u(z + k), Du(z + k), D*u(z + 1) — Q(z,u, Du, D*u)) ,
w( ( ) )
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y que v,(x,0) = 0. Por tanto v, satisface

a;h h~ 1<Q <x+ﬁ,u(x+ﬁ),...> —Q(x,u,...)) =0, en By, x[0,7) (2.8)
vp(+,0) =0, en By, . '

Afirmamos que (2,8) es una ecuacién lineal parabélica con coeficientes en C*% (By, x [0,T)).

En efecto, si consideramos la combinacion convexa
un(z,t) == Mu(z + b, t) + (1 = Nu(z,t), e l0,1],

con |h| suficientemente pequefio para que los uy sean funciones admisible para el
operador Q).

Tendremos que

>
L
—~
O
—~
&
_l’_
2
I
=
+
=
~~
|
O
?
||

1
d -
h~ 1/562 T+ b, uy, .. )dA
0

1

= / (Qa,, Dijon — Qp, Divy, + Q.vp + Qey) dX

0

donde las derivadas de ) y @) estan evaluados en (a: + )J_i, uy, Duy, D2u,\>. Por los

calculos hechos en la demostracién del Lema 2.2.6 tenemos que los coeficientes

1
a’ (h) ::/Q A, (:c+)\h u,\,Du,\,DQU,\) dx, bi(h )::/Qm (:c—i—)\ﬁ,uA,DuA,DQuA) X |
0

1

c(h) := /Qz (a: + )\ﬁ, u,\,Du,\,Dgu,\> d\, d(h):= /Q (:C + )\ﬁ, uy, Duy, D2u>\> dX,

0

son C*2 (B, x [0,T)) en h, los coeficientes (a;;) uniformemente parabdlicos y

Hd( )HC“ 2 (B, X[OT))<C’
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con C' = C(p) > 0. Por tanto vy, satisface

% — aij (h)DijUh — bl(h)Dzvh — C(h)vh — d(h) =0 en B_Qp % (O, T)
v(-,0)=0 en B_Qp.

Luego por la teoria clasica de las ecuaciones lineales parabdlicas tenemos que vy, € Z' y
llvn]],, < C, donde C solo depende de p. Finalmente por argumentos del tipo Arzela-
Ascoli y pasando a una subsucesion si es necesario podemos afirmar que v, — v en
Z cuando |h| — 0. Por tanto tenemos que u € C3T*!*% (By, x [0,T))).

Ahora usaremos una funcién de corte para extender este resultado a todo N x [0, 7).
Sean € C*t (B_gp) una funcién de corte tal que n = 1 en Fp y consideramos w = nu.

Notamos que w € C*F*1+5 (N x [0,T)) pues resuelve

%_1: — a’(h)Dijw — b'(h) Djw — c(h)w = f  en N x (0,T)
w(-,0) =0 en N .

con f € C%2(N x [0,T)) que es combinacién de 7, v y derivadas de ambas.

Con esto mostramos que Dyu € C*F1+35 (N x [0,T)) y por tanto u € C3+* 12 (N x
0.7)).

Ademas por la regularidad de u y el operador () tenemos que si tomamos derivada

con respecto la direccion e de la ecuacién

0
a—? — Q(z,u, Du, D*u) =0,
oD o
obtenemos que a;u € C*z (N x [0,T)) y por tanto
g2
ueC (N x[0,7)).

Notamos que podemos proceder inductivamente este procedimiento y obtener que
para cualquier m > 1, D}'u € C2+Q’Q+TQ(N x [0,T)) para k=1,...,n— 1.
Ahora estudiaremos las derivadas temporales de u.

Consideremos el caso m = 2. Dado que tenemos la regularidad espacial deseada,
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si derivamos dos veces (2.2) con respecto a la variable espacial obtendremos que

oD? o 9,
(%u €C*2(Nx][0,T))y que para cadat € [0,T) fijo 8—1;(-,t) € C*™*(N). Entonces

U
podemos repetir el argumento del cuociente diferencial para E(x, t) en la variable

t. Por tanto para cada € > 0 tendremos que

uweCH (N x 5,7 —¢]).

2.3. Existencia por tiempo corto

Supongamos que Ny := Fy(NN) evoluciona por (2.1) en M. Por tanto, existe una

familia de un parametro de inmersiones suaves (F;),.,: N — M tal que

%F(x,t) = (H(i,t) —c) v(z,t), (x,t) € N x(0,7T)

Supongamos ademas que tenemos una familia de un parametro de difeomorfismos
(¢1);>0 de N, esto es un mapa ¢ : N x [0,T) — N suave tal que ¢(-,0) = idy, y
para_cada t el mapa ¢; es un difeomorfismo de N.

Con esto podemos calcular la evolucién del flujo (2.1) vista por la nueva parametri-

zacién . Llamamos F, := (F o @) ;» y notamos que satisface

S0 = TP (o)1)

= %F (gO(CL’,t),t) + DacF (Qo(xvt)7t) d_w(x’t)

dt
1 i
<m - c) v(p(x,t),t) + \D,,,F (p(x,t),t) E(g;?t)/ 7

-~

(componente tangencial extra)

Con esto tenemos que el flujo (2.1) no es invariante bajo reparamatrizaciones tan-
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genciales pues aparece una componente extra.

<y, %F>g _ (% _ c> (2.9)

si es invariante bajo reparametrizaciones tangenciales. En efecto, segiin lo mostrado

Por otro lado la ecuacién

antes tenemos

<l/o - %F(m,t}>g - <y(¢<x,t),t), <W _ c) (1), 1)

Observaciéon 2.3.1. Notamos que la ecuacién (2.9) es justamente la ecuacién que
satisface u cuando la evolucién viene dada por los grafos de una funcién esclar. Por
tanto el propésito de esta seccién serda mostrar la relacion de los problemas (2.1) y
(2.9).

Lo primero que haremos sera mostrar la existencia del cambio de ansatz que nos

asegure como pasar de un problema a otro.

Lema 2.3.2. Sea u € C?**1*2 (N x [0,T))NC>(N x (0,T)) una solucion de (2.2) y
F definida como en la observacion 2.1.4. Si ()T denota la proyeccion sobre el espacio
tangente de N, := F(N,t). Entonces existe un winico mapa @ € C*r1+2 (N x[0,T))N

C>®(N x (0,T)) que satisface el sistema de ecuaciones

Oclz_f _ <_ (D,F)™ (%—f) ) (p.t)  en N x(0,T).

©(+,0) =id en N .

(2.10)

Ademdas se cumple que ¢ : N x [0,T] — N es un difeomorfismo para cada t.
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Demostracion. Podemos escribir el sistema (2.10) de la forma

de _1 [ Ou T
700 (i) (00

— <_% (D, F)™! eZ) (p,1) .

Como el lado derecho es suave en = para tiempo t # 0y en t = 0 tenemos regularidad
CZ en x, tenemos por la teorfa de existencia y regularidad de sistema de ecuaciones
el resultado deseado. Atin més tenemos que para cada t, p(x,t) es un difeomorfismo
([G2] Teorema 9.4.10 capitulo 9). O

Proposicién 2.3.3 (Equivalencia entre (2.9) y (2.1)). Dada una solucion u €
C2Hol*3 (N x[0,T))NC®(N x(0,T)) de (2.2) existe un tinico mapa @ € C>r1+3 (N x
[0,7))NC>®(N x (0,T)) que satisface (2.10) tal que

F:Nx[0,T] - N x [—¢,¢]
(:L',t) — F(xvt) = (@(x’t)7u<90(x’t)7t)) )

satisface (2.1).

Por otro lado, dada una solucion
F e 3 (N x[0,T),N x [—¢,&]) NC® (N x (0,T), N x [~¢,¢])

de (2.1) emisten tinicos mapas p € C****2 (N x [0,T))NC® (N x (0,T)) y u €
C2Hel+3 (N x [0,T)) NC= (N x (0,T)) definidos implicitamente por F tal que sa-
tisfacen (2.10) y (2.2) respectivamente.

Demostracidn. Primero mostraremos que F' es solucién de (2.1).

En efecto, sea u una solucién de (2.2). Por el Lema 2.3.1 existe una tnica solu-
cién p € 215 (N x [0,T)) NC®(N x (0,T)) que satisface (2.10). Consideramos
F(x,t) = (z,u(z,t) y asi F = Fo .

Llamamos (x,t) := v(p(z,t),t) y H(x,t) == H(p(z,t),t) alas cantidades geométri-
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cas de F. Ademds notamos que

F(I70) = (QO([E,O),U(QD(ZL‘,O),O)) = (CL’,U(I‘,O)) = (ZL‘, O) = FO(:E) )

por tanto F' satisface la condicién inicial.

Luego, por los calculos hechos al inicio de las secciones 2.2 y 2.3, tenemos que

OF OF

d ((pvt) =—D,F (DxF)_l <_) ((pvt> + E (90715)

—F = D,F

dy oF

@t 5 ot

— <%_Z;>T (p(,t),t) + %—fz (p(2,1),1) = <%—f,v>gv«0(%t),t)

= o (e v), v (pla,1),1) = (% - c) v(p(z,1),t)

(A oten

Con esto mostramos que F satisface (2.1) y notamos que la regularidad de F viene
dada por la regularidad de ¢ y u.

Por otro lado si F' € C?+*1*+5 (N x [0,T), N x [—¢,])NC> (N x (0,T),N x [—¢,¢])
satisface (2.1) tenemos que por compacidad de N podemos describir el flujo implici-

tamente por las funciones u y v tal que

P t) = (W, 1), u(th(z, 1), 1)) -

Ademés, dada la regularidad de F tenemos que @ € C****3 (N x [0,T),N) N
C® (N x (0,T),N) y por tanto u € C>+*3 (N x [0,7)) NC= (N x (0,T)).

Dada la condicion inicial de F', tenemos que

(l‘,O) = FO(J:) = F<I70) = (1/1($,0),U(¢(1’,0),0)) )

y por tanto ¥ (z,0) = z lo que implica que u(z,0) = 0.

Hasta el momento tenemos que se satisfacen las condiciones iniciales correctas.
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Calculamos la evolucién de u utilizando los resultados del Lema 2.1.5

% (1) = % (,1) — Dy (4, 1) (%(m,t))i = (%F(x,t))” — Dyu (1, t) (%F<l’,t))i

:<%_m)@m_0mw)w¢):(%fwﬁv<v271<—fU>J> (1, t)

:(%—va@.

Y como (2.9) es invariante bajo parametrizaciones tangenciales, tenemos que u (2.2).

Notamos que por la unicidad de u(z,t), ¥ satisface (2.10) y en este caso ¢ = ¢. [

Terminamos esta seccién con el resultado de existencia y unicidad por tiempo

corto para (2.1).

Teorema 2.3.4 (Existencia por tiempo corto). Sean N una variedad cerrada suave,

(M, q) una variedad riemanniana suave y Fy : N — M una inmersién de clase C*°.
Entonces existe T > 0 y una tnica solucion F € C**1+%5 (N x [0,T), M)NC= (N x (0,T), M)
tal que

%F(x,t) = (H(i,t) - 0) v(z,t), (z,t) € N x(0,T)

F(-,0)=F,.

Demostracion. Por la observacién (2.1.4) usaremos ¢ para identificar una vecindad
tubular de Ng C M con N x [—¢,¢|. Por tanto basta encontrar el mapa F' entre
N x[0,T) y N x [—¢, €] que satisface (2.1).

Por la Proposicién 2.2.11 existe solucién unica de (2.2)
w e CHTs (N % [0,T7))NC>® (N x (0,T)) .
Luego, por la Proposicién 2.3.3 existe un tnico difeomorfismo

= 62+a,1+% (N % [O,T),N> N C° (N X (O,T),N) )
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tal que el mapa F definido por

F:Nx[0,T] =N x [—¢,¢]
(I’t) —)F(l‘,t) = (90(m7t)7u(§0(x7t)7t)) )
es de clase C*F1*5 (N x [0,T), N x [—¢,e]) NC® (N x (0,T), N x [—¢,¢]) y satis-
face (2.1).

Supongamos que tenemos dos soluciones de (2.1), F} y F,. Por la Proposicién 2.3.3

existen difeomorfismo ¢1 y 9, y soluciones de (2.2) u; y usy tales que

Fl(x’t) = (901(x7t)au1 ((p1($,t),t)), F2<:E7t) = (902(x7t)’u2 (902($’t)7t)) .

Pero por la Proposicion 2.3.3 se tiene que uy; = us y 91 = o, y por tanto F} = F,. [

2.4. Evolucién de las cantidades geométricas

En la seccién anterior demostramos que

%F(;pjt) = (ﬁ - c) v(z,t), (z,t) € N x (0,T).

F(-,0) = F,.

siempre tiene solucién unica (salvo reparametrizaciones ) F': N x [0,T) — M si la
curvatura media escalar Hy de la superficie inicial Ny := F(N,0) es estricatamente

positiva.

Observacion 2.4.1. A lo largo de esta seccion siempre supondremos que T es el
tiempo maximal en donde la solucién de (2.1) se mantiene suave. La discusién sobre

exitencia y regularidad para 7' = oo la dejaremos para la tltima seccién del capitulo.

Partiremos estudiando como evolucionan algunas de las cantidades geométricas
de las hipersuperficies N, := F(N,t) C (M,3).

Observacion 2.4.2. Apriori los caculos que haremos a continuacién son solo puntua-
les. En el caso en que resulten ser invarientes bajo reparametrizaciones los podemos

tomar globales para N;. Ejemplos de estos son contracciones y trazas con respecto
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a la métrica inducida de las curvaturas extrinsecas. Por tanto en lo que sigue de
la seccién fijaremos (xg,%p) y tomaremos un sistema de coordenadas normales en
Fi, (o) € M, pues las coordenadas de zp en N serdn normales con respecto a la
métrica inducida por F} en el instante ¢y,. Denotaremos por z' los coordenadas nor-
males en (xg, %) y todas las derivadas estaran evaluadas en (zq, tg).

La razén de esta eleccion es porque los calculos se reducen bastante. En efecto, los
simbolos de Christoffel con respecto a (M,g) y (N, (F:9)), ng(Fto (20)) y T} (o, to)
respectivamente, son todos cero. Ademas las ecuaciones de Gauss y Weingarten se

reducen a

O?F°
= —A..v

ov® ,OF
oxtal i =4

b oxt T oxt

El siguiente Lema es clasico en el contexto del dlgebra lineal y nos ayudara para

calcular como evoluciona la forma de volumen por el flujo.

Lema 2.4.3 (Formula de Jacobi). Dada una matriz de n X n simétrica definida
positiva A = (a;;) donde a;;(t) € C*(R), entonces

idet(A) = Tr (A*%) = det(A) Tr (A*%) )

dt dt dt
dA da;; .
donde &2 = (2% y A es la matriz adjunta de A.
dt dt )

Demostracion. Primero notamos que podemos escribir det(A) = a;a},;, donde (a},) =
A" y la suma es sobre cualquier i-ésima columna.
Por otro lado, det(A) lo podemos pensar como una funcién polinomial evaluda en

los coeficientes de A. Luego,

d Oagpay,; dag i, « Oa,.\ da;;
—det(A) = LY — , ) =
dt ¢ ( ) 8aij dt (aai]’ Ui ik 0aij) dt
. da,;\ da;;
= (6Fa,, + ay—2 ) =2 .
(]akz+ak8aij) i

Oay,;

= 0.
3@2-]-

Como por definicién a;; no posee el termino a;; para todo 7, tenemos que
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d « dag; LdA
Por tanto, tenemos la formula 7 det(A) = aji% =Tr (A E) N

La siguiente proposicion contiene la evolucion de las cantidades geométricas que

nos interesan para flujos por curvatura extriseca. Referimos al lector a [4] captitulo

2 para mayor discusién de estos flujos.
Proposicion 2.4.4. La evolucion de algunas cantidades geométricas para flujos del

tipo

d
EF(x,lf) = fv(z,t), (x,t) € N x (0,77 (2.11)

F(-,0) = Fy,

donde f(z,t) es la velocidad del flujo (2.11), son

1. FEvolucion de la métrica y su inversa:

0
&gijZZfAijv
9 3
9y — _of Al
ot /

2. Fvolucion de la forma de drea y el vector normal:

0

adﬂt = fHdpu,
0
EV— Vf

3. Evoluciom de la sequnda forma fundamental y su contraccion con respecto a g,

la curvatura media escalar y la norma de la sequnda forma fundametal:

o
ot
%Aﬁ = —ViVIf = [ (AwAY + Barisn)

%H = —Af = f (|AP + Ric(v,v)) |

% A = =249,V f — 2f (Tr (A®) + ¢ Rasivjn) -



Capitulo 2. Caso Suave 37

Demostracion. 1. Recordemos que la métrica en Ny es la métrica inducida por
_(OF OF L :
F,osea g;; =9| =—, = |. Luego la evolucion se calcula facilmente pues es
) J i
Oxt" OxJ
simétrica y no posee derivada covariante como tensor. Ademas como el corchete

F
de lie entre B y %t

Oy (208 0PN (0 0F oF)

ot ot Oz’ OxJ - Ox' Ot~ OxJ -

L2 (o O o oty
Oxt \ Ot 0xJ . ot ’ Oxixt -

=2 a.f <l/, (9_F> —2f (v, —Aijy>§ =2fA; .

es 0, podemos calcular

ox’ ox’

—_——
=0

La inversa de la métrica saldra de diferenciar la relacién g*gy; = 6¢. En efecto

0 i ag™ 5. 0gi _ 0g™ dg™ ,
0 _ ik — - ik Ikt — 2 A — 2 Az
atg Gkl ot g+ g ot AN g +2fg" Ay = o g+ 2f A},

tomando producto con g% en lo anterior, nos queda

0™ & o 09
= ol +2fgi Al = T 4274V

0 ot

2. Recordemos que la forma de volumen de N; viene dada por

dpy = 1/ det(gi;)dz .

Por tanto, gracias a la formula de Jacobi, la evolucién de la forma de volumen

sera
0 0
—d det(g;;)dx d t(g;
9t = 5 et(gi;) 2 /—det @) ot et(gi;)d
1 0 f il
=——Tr | ¢,=—¢; | dv = ———=Tr (det(g;;)¢" A;;) dx
2¢/det(gi;) <gdatglj) det(gi;) (det(g:,)g"Ay)

= fTr (A}) \/det(gi;)dx = fHdp.
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Ahora calcularemos la evolucion del vector normal v.

Como g(v,v) = 1 para todo punto, tenemos que cualquier derivada tiene que

ser normal a v. Por tanto las derivadas del vector normal son tangenciales a

v
F(N,t). Por tanto podemos representar — como

ot

o9 i /0v OF\ OF
o’ = ot oz | o

OF )
,— | = 0, tenemos
ox’

ov OF 0 OF
o= (5 o), (“ o),
v OF ofv

(Fam),* < >g
ov OF
<8t oz > *

Ahora si diferenciamos g <l/

a _
=0
_ (0 +
O\ ot 8:16’ éhcl ’
Por tanto,
ov L Of OF
I ¥ 0
o~ omiow - V)

. Notemos que por definicion la segunda forma fundamental es

Aij = — <VBF a—F I/>
021 O’ 7

Al diferenciar esta expresion tenemos

or <8t (Vafaxa>’”>g_<v§§%’5

)

Ahora usamos que en coordenadas normales los simbolos Christoffel son todos
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ttVaFVaF o " est ial
cero y %0}1; anto V ar LA o = Brigd uego, como e es tangencia
y V or —— es normal, nos queda
8%1 x.j
0Aiy; — = OF
ot <fv”vz?fi 9z’ V>g
oF\ 0 = = OF
= —f <RM (V, %) @ + V%VV?, V>g
7 OF\ OF
= — | =—,v
MY Bui ) ai

VorVorv, f V>
ozt 9xd g
= —fR, or  or, VaFVaFf—i- <VLEV,VLEV>
ozt BacJ oxJ oxJ oxt g
ozt ozl ox7’ Ox’

= —fRyor, 00, — Vo Vor f + f< 8”A,a—”.>

F F
= —fRy 0r or, VaFVaFf—i—f< ;9 Aza >

02t 9a7 ¥ oz ozt k aib'k ’ 8
= —fRyon, 08, — Vor Vo f + fanALA
ozt Bwj oz

:_fRMLF_VBF_ VaFVaFf—i-fAkAk
ozt 9z OxJ

Para la evolucién de la contraccion de la segunda forma fundamental recorda-
mos que A7 = g% Ay, luego
0Al  0g'* A
i Az Jk 7k
ot ot T ot
= =2f A" Ay, + ¢ (—=ViVif — f (= AadAL + Rusiviw))
= ViV f — f (R + A ATF)

La evolucion de la curvatura media escalar viene de tomar traza de esta ultima

ecuacion,
OH  0A . . .
5 = (9252 =-Af—-f (AikA“C + R}wm-l,) =-Af—-f (|A2| + Ricy (v, V)) )

Finalmente, la evolucién de la norma de la segunda forma fundamental viene
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dada por
2 QAlAl . J
olAP omar (oAl
ot ot T\ ot
=2A% (—=¢"*"ViVif — [ (" Ratiiw + A AF))
= =2 (A*V,Vif + f (A" Rusiven + ALARATF))
= =2 (A*V,Vif +  (A*Ragivi + ALAFAY))
= —2 (A*V,Vif + f (A*Ragin + Tr(A%)))
m
Corolario 2.4.5. Algunas de las ecuaciones de evolucion para el flujo (2.1):
1. Variacion del volumen: %dut = (1 — cH)dp.
2. Variacion de la curvatura media escalar:
0H 1 1 2 .
E = —AE — (E — C> (‘A’ + RZCMV, I/)
AH _|VHJ? 1 o .
= 37 -2 o <E —c) (A" + Ricy(v,v)) .
Demostracion. 1. Notamos que es trivial pues f(z,t) = (ﬁ — c).
1
2. Basta calcular AE. En efecto,
1 ) 1
A— =div, | V= | =div, _HQVH
1 div, (VH) AH 2|VH|
=V m T mtm
m

Corolario 2.4.6. Si la curvatura de Ricci de M satisface

Ricy (v,v) =0.
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Entonces se cumplen las siguientes estimaciones:

1 1
1. La velocidad del flujo f(x,t) := (E — c> comparte el mismo signo de <F —c
0

2. Si f(x,0) > 0, entonces eziste k € R que solo depende n,c y N tal que

_k_ ’ ’ ’ _k_ 7
en1'min Hy<minH < H <méx H < en1'méx Hy .
N Nt N N

Demostracion. 1. En este caso H satisface

OH 1 1 )
E“Aﬁ_<ﬁ_c)|‘4| '

Por otro lado tenemos que si {\;} son las curvaturas principales de N; en M,

entonces

1 1
AP =X+ 4+ X > (Mt .+ )= ——H%.

Luego H satisface la inecuacion diferencial

OH 1
T A —(1—
5 = AH (1—cH)

— (2.12)

Con esto podemos calcular la ecuacion que satisface f,

of ~ o1 ., (0H\ v 2
81 H2(at>— H2 (~Af - fIAP) .

Asi f satisface la inecuacion

of ) /
- > -
815_H Af+n—1

Supongamos que f(z,0) > 0y que f(x;,t) = Hjlvin f(xz,t) = 0, en este caso
t

0
tendremos que a—{(xt, t) < 0. Pero por la inecuacién que satisface f, tendriamos
que Af <0y por tanto no seria un minimo local de f. Asi por la continuidad
de f, f(x,t) > 0. Andlogamente si f(z,0) < 0, entonces f(z,t) < 0.

2. Si f(x,0) > 0, entonces por lo demostrado en la parte anterior f(x,t) > 0y
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por tanto H~! > c.
Consideremos g(x,t) = enT'H-1 con k € R por fijar. Notamos que g > 0.

Como H satisface (2.12), tenemos que

dg  k B 0H
o —no1d e (at)

n—1

Eotpr—2 1 H
U H A=+ (1—cH
g+e ( H—l—( c >n—1>

k g
= H™2A 1 —cH)——
—9+ g+ @1 —cH)——

k+1—cn—1)||H
ZH_QAﬁg( (n=1)]| HC(MO,TD)

n—1

Escogemos k := — (1 —c(n—1) HHHC(NX[O,T]))' Como H? > ¢ tenemos que

g es super solucién del problema uniformemente parabdlico

ou
— —H?Au=0.
BT u=0

Luego, tenemos el principio del minimo para g,

mg(z,1) > mig(z,0) = min —
rrll\[{tngx, _IT]{[longJZ, —mj\lanO.

Por tanto,

p _k_ .
méx H < en1'max Hy .
N
t

De la misma forma si reemplazamos g(x,t) por —g(z,t) tendremos

, _k_ .
min H > en1'min Hy .
N; N

O
Observacién 2.4.7. Bajo las hipdtesis del Corolario 4.6 tenemos dos fenémenos

interesantes del flujo (2.1). Si (HLO - c) > 0 (< 0) el drea de la evolucién de la

hipersuperficies N; se incrementara (disminuird) en funcién del tiempo.
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En efecto, si (HLO - c) > 0 (< 0) entonces por el Corolario 4.6 (£ —¢) > 0 (< 0).

Luego, por el Corolario 4.5, tendremos que

0 0
Ny

Nt >0(<0)

Por tanto |Vy| es una funcién creciente (decreciente) en t.

1

Vale la pena recordar que en los puntos en que <Fo — c) = 0 el flujo es contante y

por tanto el drea satisface |IV;| = |V|.

2.5. Soluciones Auto Similares

En esta seccién estudiaremos el flujo (2.1) de hipersuperficies en (R, (-, -)).
Los ejemplos mas sencillos del flujo son los que mantienen su forma a lo largo que el

flujo exista, estos son llamados soluciones auto similares del flujo.

Definicién 2.5.1. Una familia de un pardmetro de hipersuperficies (/NV;),-, se dice
auto similar si para cada t, V; es una rotacion, traslacion, dilatacion o contraccién
de la hipersuperficie inicial Nj.

Formalmente, si Fy es la parametrizacién de Ny = Fy(N) en R™ entonces la familia

de un parametro de hipersuperficies estd parametrizada por (F;) : N — R” tal

>0
que

F(z,t) = \O)OH)F(z) + w(t) | (2.13)

donde A : [0, 7] = R, O :[0,T] — SO(n) y w: [0,7] — R™ son funciones suaves tal
que A\(0) =1, O(0) = Id y w(0) = 0.

Observacién 2.5.2. Por lo discutido en la seccién 2.3, sabemos que (F}),., satis-

facera (2.1) (salvo por difeomorfismos tangenciales) si, y solo si, para todo x € N y

t € [0, 7] se satisface
<88—];(x,t),u(x,t)>m _ (ﬁ - c) | (2.14)
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Por otro lado podemos calcular el vector normal y la curvatura media escalar de
N; a partir de Ny dado que F; satisface (2.13). En efecto, el normal viene dado por
v(z,t) = O(t)v(z) pues

(Ge@r0wma) =aw(0055.00) =x0)(Grw) =0,

Rn

En este caso la métrica en NN, viene dada por la relacién g, = A%g y la segunda forma

fundamental A; = AA. Por tanto la curvatura media escalar viene dada por
Hy(z) =Tr (g, " A) = Tr (A2 'AA) = X' H(x) .
Con esto (2.14) es equivalente a

N(t) (F(z), v(2)) + A1) (O" ()0 () F (), v(x)) + (O (t)w'(t), v(x) )
(-9
H(z)

y evaluando esta ecuacion en t = 0 nos queda la relacién que debe satisfacer Ny para

ser solucion auto similar del flujo (2.1)

1
b(F) + CF0) + 0 = (7€) (2.15)
donde b = X (0), C = O’(0) es anti simétrica y a = w'(0).

Ahora mostraremos que la ecuacién (2.15) es suficiente para que exista una so-

lucién auto similar del flujo (2.1).
Proposicién 2.5.3. Si Ny satisface (2.15), entonces F; es solucion de (2.1).

Demostracion. Tenemos que Ny satisface,

b<F’V>Rn+<CF7V>Rn+<CL,l/>:——C.



Capitulo 2. Caso Suave 45

Entonces F} satisfacerd (2.1) si, y solo si, se satisfacen las siguientes ecuaciones

dX

b2 () = A(t) —c,
at
A(Tt)Ot(t)%(lﬁ) =0,

O' (' (t) =a.

Si imponemos la condicién que las traslaciones y las rotaciones esten en direcciones

ortogonales, C'a = 0. Tendremos que las soluciones del sistema anterior son

ev(1—c)+¢ b#0

exp(ctC), b=10.

[]

Observacién 2.5.4. Con la observacién 2.5.2 y la Proposicién 2.5.3 tenemos una
descripcion total de las soluciones auto similares del flujo (2.1).

En efecto, si trasladamos Ny en v entonces la nueva hipersuperficies N, satisfacera

b<F,ﬂ>+<CF,17>+(a—(C+bI)v,D>Rn = (%—c) .

Por otro lado, como C' es una matriz anti simétrica, no posee valores propios reales

distintos de 0 y ker A = (ImA)L. Entonces podemos hace la siguiente eleccién de v:

1. Si b # 0, escogemos v como la tnica solucién de (A 4 bI)v = a. Entonces Ny
satisface (2.15) sin termino de traslacién. Por tanto Ny se dilata con tasa A(t)

dada por la Proposicion 2.5.3 y rota alrededor de v.

2. Si b= 0, escogemos v tal que a = Cv + ag con Cag = 0. Entonces N, satisface
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(2.15) sin termino de dilatacién. Por tanto N, se traslada y rota alrededeor de

V.

Ejemplo 2.5.5 (Evolucién de la Esfera). Consideramos N = S™"71(rg) la esfera de
radio 7. Usamos la familia F(x,t) = r(t)x con |x| = 1y r(0) = ry para parametrizar
la evolucién.

Entonces, como la curvatura media escalar de la esfera S™' es H(x) = n — 1, por

(?7) la evolucién se reduce a resolver

La solucion de esta EDO es

r(t) = (rg—c(n—1))en 1 —c(n — 1)

:(n—l)[(HLO—c)entl—c] .

Observacion 2.5.6. Del ejemplo podemos observar dos fenémenos

1
1. Si la velocidad inicial i c) > 0y 19> 2c(n — 1) entonces el flujo existe
0

para todo t € R y la evolucién son esferas que se dilatan.

2. Si (F — c) < 0 tendremos que la evolucion seran esferas que se coomprimen
0

hasta el tiempo T = In < n-1/_c(n—1)

pCmy—- ) que es cuando colapsa.® un punto.
Ejemplo 2.5.7 (Evolucién del Cilindro). Consideramos un cilindro esférico N =
S"%(rg) x RF con 1y > 0. Al igual que en el ejemplo anterior usamos la familia
F((z,y),t) = (r(t)x,y) con (z,y) € S"F x R¥ y r(0) = ry para parametrizar la
evolucion.

Entonces, como la curvatura media escalar de la esfera S"* x R¥ es H(z) = n — k,
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por (??7) la evolucién se reduce a resolver

La solucion de esta EDO es

r(t) = (ro — e¢(n — k)) ent — c(n—k)

:(n—1)[<Hi0—c)eJ—k—c} .

Ejemplo 2.5.8 (Evolucién del Toro de revolucién). Se conoce la existencia de solucio-
nes auto similares de un toro de revoluciones bajo el flujo de curvatura media [SA].
En este caso la dona converge a un circulo si F es un encage.

Por tanto podriamos esperar que para el flujo por curvatura media inversa (¢ = 0)
suceda el fenémeno inverso. Partir con un toro parecido a un aro, para que la curva-
tura media sea positiva.

Notamos que van a haber puntos de las hipersuperficies de evoluciéon en que la cur-
vatura media escalar se anule, por el principio del maximo que satisface H. Con esto
la evolucién serd un aro que engorda hasta la auto intersecatarse.

En el caso del flujo (2.1) habria que ver cuanto afecta la constante ¢ bajo el trabajo
de [SA].

Ejemplo 2.5.9 (Evolucién de dos Esferas). Consideremos Ny = 0B(x, 79)NIB(x1,71) C
R™, donde |xg —x1] = d > 0y ¢ < min{rg,m}. Con esto la evolucién de N, serd

Ny = 0B(x0,70(t)) N OB(x1,71(t)), donde

ri(t):(n—l){(nil—c)enil—c},izlﬂ.

Por simple inspeccién y dado que ¢ < min{rg,r;} tendremos que cada esfera se

dilata hasta el tiempo T = In ( nl/ ﬁ) que es justo cuando las esferas se tocan

entre si.
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Observacion 2.5.10. Con estos ejemplos podemos esperar que el flujo necesite de
condiciones extras para que exista para todo tiempo ¢t € R. Por lo visto en la esfera

la necesidad de convexidad pareciera ser necesaria.

2.6. Resultados de Convexidad

En esta seccién mostraremos los resultados conocidos sobre el flujo de curvatura
media inversa con termino forzado dado por la familia F; : S"~! — R", con F,
satisfaciendo (2.1).

Definicién 2.6.1. Una inmersién C?, Fy : N — (M, g), de una variedad suave a una
variedad riemanniana se dice estrictamente convexa si las curvaturas principales son

estrictamente positivas para todo punto.

Observacion 2.6.2. Es bien sabido que en este caso hay una parametrizacion dada
por el mapeo de Gauss v~ : S" ! — N,. En efecto, como las curvaturas principales
son los valores propios de la matriz dada por las derivadas covariantes del mapeo de

Gauss, tenemos que v es no singular en Ny y por tanto un difeomorfismo.

De ahora en adelante mostraremos los resultado recopilatorios de [YL].

Definicién 2.6.3. Definimos la funcién soporte de N; dada por s;(z) := (z, F; (v"1(x)))gn

con r € S™ 1L,

Proposicién 2.6.4. F; satisface (2.1) si, y solo si, la funcidn soporte satisface

O0s 1
RIS (2.16)

donde H, como funcion de s, es la curvatura media de Ny.

Lema 2.6.5. Si Ny es una hipersuperficie estrictamente convexa entonces existe un

tiempo mazximal T € (0, 00| tal que el flujo (2.1) admite una solucion suave en [0,T).
De hecho un podemos demostrar un poco mas sobre la evolucion.

Teorema 2.6.6 (Y. Liu). Si Ny es estrictamente convexa entonces para cada t €

[0,7), N; es estrictamente conveza.
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Y por ultimo el Teorema de Clasificacién de Hipersuperficies extrictamente con-

vexas bajo la evolucién del flujo (2.1) probado en [YL].

Teorema 2.6.7 (Y. Liu). Suponga que Ny es un hipersuperficies estrictamente con-
vexa. Entonces tenemos dos fendmenos para el flujo (2.1).

1
1. 85t — > c en N. Entonces F; es una solucion auto similar del flujo que se
0

dilatard. Y bajo la reparametrizacién dada por Ny = e%Nt, se tendrd que N,

convergerd en la topologia C* en una esfera.

1
2. Si — < c en N. Entonces el flujo (2.1) contraerd la evolucion a un punto en

0
tiempo finito.



Capitulo 3

Caso Débil

3.1. Descripcién por Conjuntos de Nivel

En el capitulo anterior se mostré en la Proposicion 3.3 que la evolucién de una
variedad cerrada Ny = Fy(NN) inmersa en una variedad riemanniana (M,q) por el
flujo (2.1) es equivalente a entender el flujo cuando viene dada por el grafico de una
funcion escalar, esto es Fi(z) = x 4+ u(x,t)vg con u : N x [0,7) — Ry vy el vector
normal unitario de Ng.

Por otro lado, se puede demostrar que cuando el flujo viene dado por la evolucién
de conjuntos de nivel es equivalente (salvo reparametrizaciones) a la evolucién de
la familia de inmersiones del flujo (2.1). Esta afirmacién utiliza el Teorema de la
Funcién Implicita y los resultados de la seccion 2 del Capitulo 1, pero no se dara
mayor informacion al respecto.

De todas formas, la descripciéon del flujo por conjuntos de nivel si es relevante por

los trabajos de Huisken e Ilamaen [HI1], y recientemente por Streets [JS] para flujos

del tipo
d
aF @ =55 @1, @8 eNx01) (3.1)
F(-,0) = Fy.

con f :[0,00) — R. Como nuestro interés es dar una version variacional del flujo

(2.1) y extender los resultados de Liu[11], trabajaremos con la variedad base M = R"

50
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con métrica euclideanda por comodidad.

Definicién 3.1.1. De ahora en adelante describiremos el flujo (2.1) como (3.1) donde

la funcion a considerar es

T
c>0.

f@):

1—cx’

Tambien para la descripcién que haremos en las proximas secciones nos interezara
x

1+ cx’

su funcién inversa g(z) := f~!(z) =

Partiremos estudiando la evolucién de conjuntos de nivel por el flujo (3.1). Fo-

ralmente, consideramos los conjuntos de nivel
Ny :={z eR" : w(x,t) =0},

dados por w : N x [0,7) — R donde la variable x se identifica con la curva F(z,t)
y F la inmersién (3.1). Para x € R” fijo, si tomamos la derivada total con respecto

a la variable ¢ se obtendra que

d
aw(a:,t) =0

ow dF

ow dF
ow 1

:>E+m<Vw,y>:0.

Notar que el vector normal unitario exterior de N, y la curtura media escalar vienen

Vw . .
dados por v = m y H = div,, (v) respectivamente. Por tanto obtenemos la
w

siguiente ecuacion

ow |Vl _

5+ =0 (3.2)

Ahora, como el flujo (3.2) solo tiene sentido cuando H > 0, podemos considerar el

siguiente problema eliptico asociado al problema parabdlico (3.2).



Capitulo 3. Caso Débil 52

Lema 3.1.2. Si F satisface (3.1) y el flujo estd dado por los conjuntos de nivel
Ny =0{x € R" : u(zx) <t} conu:R" — R. Entonces u satisface la ecuacion quasi-

lineal eliptica

Vu —
Vu|=f <dian <—)) , en M\ E,
[Vl V| VB (3.3)
u =0, en OF) .

donde Ey :={z € R" : u(x) <0} si H(x,t) > 0 para x € N;.

Demostracion. Consideremos w(z,t) = u(z) — t, entonces la condicién inicial satis-

face Ny := {x € R* : w(x,0) = 0} = JEy. Ademés tenemos los siguientes célculos,

ow
ot

ow

Vu 1
:—1,VRnw:VU,H:divn( >:> Vuw| = & |Vul = f(H) .
o o) = 7 Vv Vel = (1)
Ahora mostraremos que en los puntos donde Vu # 0 la ecuacién linearizada de (3.3)

ou,
Oe

=0V €
e=0

es eliptica. En efecto, sea (u.).., una variacién de u con ug = u 'y

C°(R™). Luego,

(o ()

Notamos que para los puntos = € N; se tendra que

Vu >
— —’VU = 0
e=0 <|VU|

Calculando el termino que acompana a f'(H), se obtiene

2div Ve
de R\ |Vu.|

0

, 0 .. Vu,
=/ (H)gdlvM (|vu€|>

e=0 e=0 e=0

9,

Oe

Ue|

0 1 1
= A T~ 1 € —A €
. ae<v|wa\’v“>+|w v

1 1
=(V——,Vv )+ ——Av + terminos de primer orden en v
|Vul |Vul

€ e=0

= div Vo + t.p.o.enw.
M |V'LL
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Asi, en los puntos done Vu # 0, se tendra que

0 . Vu,
g [ (o () ) - o]

Como f'(x) =

= f'(H)div,, (,gﬂ) + t.p.o.env.

e=0

1
ﬁ > 0, la ecuacion linearizada de (3.3) es eliptica y por tanto
—cx

la ecuacién (3.3) es quasi-lineal eliptica. O
Observaciéon 3.1.3.

1. Notemos que no toda solucién del flujo se puede escribir de la forma N; :=
{w(z,t) =0} con w(x,t) = u(x) —t. Ahora bien, si se cumple que H > 0 para
todo z € Ny y t € [0,T), se puede demostrar que el problema parabdlico (3.2)
posee unicidad geométrica.

Esto es, si el conjunto de nivel inicial {w(z,t) = 0} coincide con la hipersuper-
ficie de {u(x) = 0} donde u satisface (3.3) entonces la evolucién como conjunto
sera la misma independientemente que w no se pueda escribir de a forma u —t.
Para mayor informacion se recomienda al lector revisar el trabajo de Evans y

Spruck ([16], capt. 7) para el flujo de curvatura media por conjuntos de nivel.

2. No daremos la demotracién de existencia y unicidad del flujo (3.3), pero si
recalcamos el usé de que H > 0. En efecto, como u satisface (3.3), en los
puntos donde H = 0 se tiene que u es constante. Asi 0 {u < t} no coincide con

{u = t}. Méas encima, en los puntos donde |Vu| > 0, se tiene que

Vu -1 (VD,]u g
div,, DZuD ‘uDgu 4+ “—— = a”(Du)D;;u
(%) = g~ PP
ij 1 i v'v? n
aj(U):m<5j—W>,’UER.

Pero desafortunadamente la matriz (a*/) es degenerada, ya que el valor propio
que va en la direccion de Vu es 0. Por tanto no podemos esperar resultados

razonables si H cambia de signo.

De ahora en adelante trabajaremos con la formulaciéon N; := 0 {u < t} donde u

satisface (3.3). La razén de esto es porque seguiremos con la adaptacién del trabajo
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de Huisken e Ilmanen para el flujo de curvatura media inversa con termino forazdo.
Recordemos que del capitulo anterior conocemos la evolucién de una esfera en R”,

como ejemplo daremos la evolucién de una esfera segin esta descripcién.

Ejemplo 3.1.4. Sea Ey = {x € R” : |z| < 1} la esfera unitaria de R". Como ya co-

nocemos su evolucién, consideramos la funcién

—c¢(n—1
u(x)z(n—l)ln(%),xel?"\{x: 2| > 1} .
Entonces
n—1 T . Vu . T n—1
Vo= e e () = () = "oy
n—1 n—1
Y = T T e

Luego la evolucién de Ny = dF, vendra dada por los conjuntos de nivel
Ny:={z eR" : u(z) =t}
- {ac ER" ¢ |a| = (1 - cln —1))ens + c(n — 1)}

= 0B(0, (1 — c(n — 1))enT + ¢(n — 1)).

3.2. Formulacion Variacional

En [3] y [12] se propuso una descripcién variacional de flujos del tipo curvatura
media inversa. Por tanto nuestro interés sera replicar dicha formulacién para el flujo

de curvatura media inversa con termino forzado (3.3).

Definicién 3.2.1. Sean Q@ C R" un abierto y u € C}(Q). Se define el funcional
Ju 1 C2H Q) — R como

loc

Ju(v) = JE(v) = / |Vo| +vg(|Vul)dz , (3.4)

donde K C 2 es cualquier compacto tal que {u # v} C Ky |0K| = 0.
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Observacion 3.2.2. 1. Pedimos que u,v € Cl0 Ocl(Q) pues necesitamos la existecia

c.t.p de los gradientes de u,v ([13], capt. 3) para que el funcional J, tenga

sentido.

2. La dependencia del conjunto K no se hara explicita en el funcional J,, pues
basta cualquier compacto que cumpla las condiciones: {u # v} sea precompacto
en Ky |[0K|=0.

3. Recalcamos que sin la condicién |[0K| = 0 del conjunto K, no podemos ase-
gurar la convergencia débil de medidas de radon y por tanto resultados de

convergencia para el funcional J,.

Observacién 3.2.3. El funcional J, aparece como el funcional de Euler-Lagrange

de la ecuacion

g(|Vul) = divg, <‘§—Z|> o bien |Vu|=f (diVRn (|§Z’)) :

: : o 0,1
En efecto, si se considera una variaciéon (vs),, C C,..(2) de vy = v con w =
d

_/US

ds

€ C(Q) entonces,
s=0

dx

s=0

— Ju(vs)

= [ 5 09wl (19

K

:/<’§—Z’,Vw>+wg(|Vu|)d:B
K

_ wVv _ Vo
= /leRn (W) dx—i—/w (_leR" (W) + g(|VU|)> d[L‘,
K K

J/

-~

(%)

pero (x) es 0 por el teorema de la divergencia y que |[0K| = 0. Luego, si v es un punto

4 gy

y = 0. Por tanto, para casi todo punto x € €2, se
s

s=0

critico de J,, entonces

tendra

Vv
—di _— =0.
v () +9(1Vu) =0
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Lema 3.2.4. FEl funcional J, es semicontinuo inferior con respecto a la convergencia

L. en C2H(Q). Mds ain si v,w € CoH(Q) son tales que el conjunto {v# w} es

precompacto, entonces

Jy (min(v, w)) + J, (max(v,w)) = J, (v) + J, (w).

0,1

Demostracién. Sea v € C;.

ZOC(Q) y K un compacto que contenga precompactamente

a {u # v} tal que |0K| = 0. Notamos que el funcional se descompone en

Ju(v) :/]Vv\d:t:—i—/vg(WuDd:c,

K

N J/ J/
-~

i) (2)

donde los funcionales (1) y (2) son semicontinuo inferior y continuo con respecto a
la convergencia L respectivamente. En efecto, la semicontinuidad inferior de (1) es
conocida (Teorema 1 seccién 5.2.1, [13]) por la condicién |0K| = 0. Mientras que la

continuidad de (2) viene dada por la desigualdad

o
1 4cx
= g(IVul)| < [Vu| <|[|Vull,, = Lip (u) .

= [ vg(Vul)do < Lip () foxcl,
K

g9(z) <z,¢>0

0,1
loc

(Q) que converge a v € C2H(Q) en L, se

Luego, para una sucesién (v,), C C o o>

tendra que
Ju(v) = / Vol +vg(|Vu|)de = / Vol +vg(|Vul|)dz
K K
< h’rninf/ |Vo,| + vng(|Vul|)dz
n—oo

n—oo n—o0

K
< lim inf/ |Vu,| dz = liminf J,(v,,) .
K
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1

Por tanto J, es semicontinuo inferior con la convergencia L;,,.

Ahora, sean v, w €
CoH(Q) tales que {v # w} es precompacto.

loc

Entonces por el Teorema 4 de la seccién 4.2.2 de [13], tenemos que para
méx(v,w) =v+ (w—v)y y min(v,w) =w— (w—v), ,
se cumple que

V max(v, w) = Vo + V(w-v), ctpze{w>v} _ Vw, ct.px e {w>v}

0, ct.pze{w<v} Vo, ct.pz e {w < v}

V min(v, w) = Vaw — V(w—-w), ctpze{w>uv} _ Vu, ct.pz e {w>v}

0, ct.pze{w<wv} Vw, ct.pz e {w < v}

Luego

Jy(min(v, w)) + J,(max(v,w)) = / |V méx (v, w)| + |V min(v, w)|
+ (min(v, w) + méx(v,w)) g (|Vul) dz

_ / (V0] + V) (Xuey + Xuon ) (0 + w)g(|Vul)da.
K

N J/
-~

=1

= J,(v) + J,(w) .
Yse concluye el resultado. O
Definicién 3.2.5. Sea (2 C R™ un abierto.

1. La funcién u € C2}(92) es una subsolucién débil de (3.3) en Q si se cumple que

Ju(u) < J,(v) Yo € €2 Q) con {u # v} ccQ (3.5)

loc

con v < wu. La integracion es sobre cualquier compacto K que contenga a

{u # v}.

2. La funcién u € C,2}(Q) es una supersolucién débil de (3.3) en Q si se cumple
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(3.5) con v > u. La integracién es sobre cualquier compacto K que contenga a

{u # v}.

3. La funcién u € Cpl(€) es solucién débil de (3.3) en Q si es subsolucién y

supersolucion débil de (3.3).

4. La funcién u € Cp2}(Q) es solucién débil de (3.3) con condicién inicial Ey C Q

si By := {u < 0} y u es solucién débil de (3.3) en Qq := Q\ Ey.

Corolario 3.2.6. La funcidn u € Co:X(Q) es solucidn débil de (3.3) en Q si, y solo

loc
si, se satisface (3.5).

Demostracion. Supongamos que que se satisface (3.5). Entonces como estamos mi-
nimizando para cualquier competidor v € Cloc( ), en particular se tendra para los
competidores que cumplan u < v 0 v > u. Asi soluciones débiles de (3.3) son subso-
luciones y supersoluciones débiles de (3.3).

Para la otra direccidn, sea v € Cloc( ) y un compacto K tal que {u # v} CC K. Lue-
go, como u es subsolucién y supersolucién de (3.3) podemos usar los competidores

min(u,v) < u < max(u,v). Luego por el Lema 3.2.5 tenemos que

Ju(u) < J, (min(u,v)), J(u) < J, (méx(u,v))
=2J,(u) < J,(méx(u, v)) + J,(min(u, v)) = J,(u) + J,(v) ,

y por tanto J,(u) < J,(v). O

3.3. Reformulacion Isoperimétrica
En esta seccién se volverdn a adaptar los resultados de [3] y [12] para el flujo
(3.1) con respecto al problema isoperimétrico asociado al flujo.

Observacion 3.3.1. Recomendamos al lector revisar el Apéndice A sec. 2. para la

definicién y propiedades de conjuntos de Caccioppoli.

Partiremos definiendo un funcional para conjuntos de Caccioppoli que se relaciona

con el perfmetro en {2 mas un termino de energia extra.
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Definicién 3.3.2. Sea Q € R* y u € C}(Q). Definimos el funcional 7, : Ca(Q) — R

loc

como

Tu(F)i= TEE) =0 F K|~ [ g(Vul)de, (3.6)

FNK

donde K es un conjunto compacto tal que [0*F NIK| = 0.

Lema 3.3.3. El funcional J, es semicontinuo inferior con respecto a la convergencia
L} .. Ademds si E,F € Ca() tal que EAF CC Q entonces

loc*

J(FUE)+ J(FNE)<JJF)+ J.(F) .

Demostracion. Procederemos de igual manera que en el Lema 3.2.4. Dado F' € Ca(f2)
notamos que el funcional se puede separar en un funcional semicontinu inferior mas

un funcional continuo,

Ju(F) = |0"FN K|+ / g(|Vu|)da .
—_———
(1) FNK
2)

Notamos que por el Lema 3.2.4 el funcional (2), x, = [ x,¢(|Vu|)dz, es continuo
K

1
loc*

Por otro lado, dado A C Q un abierto acotado y una familia (F},), C Ca(2) que

con respecto a la convergencia L

converge a F' € Ca(f) en la topologia Lj,. (esto es x, — x, en Lj,.). Como la

loc
aplicacién y, — ||OF|| (A) = |0*F N A| es semicontinuo inferior con respecto a la

1
loc

convergencia L; . (Apendice A, A.14.), obtenemos que

|0"FNK| =

a*me(‘ < limint

n—oo

9" F, K’ < liminf |9"F, N K] |

n—oo

si K es compacto y [0 F NOK| = 0. Asi el funcional (1) es semicontinuo inferior con

1

e ¥ por tanto el funcional 7, es smicontinuo inferior

1
loc*

Ahora sean E, F' € Ca(f2) tales que FEAF CC K. Entonces se tendra que (Apendice

respecto a la convergencia L

con respecto a la convergencia L
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A, Lema A.2.5.),

Ju(FUE)+ J,(FNE) = |[0(FUE)|[(K) +[|0(F N E)|| (K)

= [ wvei- [ g(va)d

(FNK)U(ENK) (FNK)N(ENK)
< |0F | (5) + 0B (1) ~ [ g(Vul)do - / o Vuldz
FAK ENK
Por tanto J,(FUE) + J,(FNE) < Ju(F) + Ju(E) . O
Observacion 3.3.4. 1. Al igual que en la seccion 3.2 la dependencia de K en el

funcional 7, no la harémos explicita.

2. Notamos que la condicién que debe cumplir el conjunto K, |0*F NIK| = 0,
no es suficiente para que sea un conjunto de Caccioppoli a diferencia de la

condicién que debe satisfacer para el funcional J, defeinido en 3.2.1.
Ahora daremos las definiciones alternativas sobre ser solucién débil para (3.3)
segun 7.
Definicién 3.3.5. Sea €2 C R™ un abierto.

1. Sean u € C2H(Q) y E € Ca(Q). El conjunto E minimiza a 7, por fuera de Q si

loc
Ju(E) < Ju(F), FeCaR")y EAF CCQ (3.7)

para todo F C F. La integracion es realizada sobre cualquier compacto que
contenga FAF.

2. Sean u € C,2}(2) y E € Ca(Q). El conjunto F minimiza a 7, por dentro de € si
F satisface (3.7) para todo F' C E. La integracién es realizada sobre cualquier

compacto que contenga FAF.

3. Sean u € CZOC(Q) y E un conjunto de perimetro finito local. Diremos que F
minimiza J, en ) si minimiza tanto por dentro y por fuera de €2 respectiva-

mente.
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4. Sea (Et)tzo C € una familia de conjuntos de perimetro finito local cerrada bajo
uniones ascendentes. Sea u la funcién que se define por E; = {u <t} C Q.
Entonces la familia (E}),., se llama una solucién débil de (3.3) con condicién

inicial By C Q siu € C2H(Q) y E; minimiza J, en Qy = Q\ Ey para todo t > 0.

loc

Corolario 3.3.6. Si E tiene perimetro finito local, entonces E minimiza J, en )
si, y solo si, se satisface (3.7) para cualquier F que tenga perimetro finito local. La

integracion se realiza sobre cualquier compacto K que contenga EAF .

Demostracion. Sea E un conjunto de perimetro finito local y K un compacto.
Supongamos que E satisface (3.7) para todo F' de perimetro finito local tal que
EAF CC K. En particular F minimiza 7, por dentro (F' C E)y por fuera (E C F).
Asi F minimiza 7, en €2.

Para la otra implicancia sea F' un conjunto de perimetro finito local tal que EAF es
precompacto en K. Usando como competidores de £, ENF y EUF', y que miniza

a J, tanto por fuera y por dentro respectivamente, se tendra que por el Lema 3.3.3

Ju(E) < J(EUF), Ju(E) < J(ENF),
= 2J,(E) < J(EUF) + J(ENF) < Ju(E) + Ju(F)
= Tu(E) < Ju(F).

Por tanto E satisface (3.7) para todo F. O

Ahora mostraremos la equivalencia entre las definiciones de J, y J,.

0,1
loc

Lema 3.3.7. Sean 2 C R™ un abierto y u € C;, (). Las siguientes afirmaciones

son equivalentes.

1. Para cada t > 0, E; := {u < t} minimiza J, en (resp. por fuera de, por dentro
de) Q.

2. u es solucion (resp. subsolucion, supersolucion) débil de (3.3) en SQ.

Demostracion. Primero demostraremos que si F; minimiza a J, entonces u es solu-

cién débil de (3.3). Esta demostracion la dividiremos en cuatro pasos.
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1. Sean u,v € C,2(Q) tal que {u # v} C K y K un conjunto compacto. Definimos
Fo={v<tly E,:={u<t}.
Notar que por la compacidad de K, existen a < b tales que a < u,v < ben K.
Por tanto, haciendo uso de la formula de co-drea para funciones Lipschitz,

tendremos que

:/|Vv|d:c—|—/vg(|Vu|)dx
K

:/’H”_l (K ﬂK{v:t}) dt+/vg(|Vu|)dx
/bH” Y{Kn{v=t})d /b—v (|Vul) da:+b/g(|Vu|)da:

2. Ahora escribiremos las funciones que estan siendo integradas en el paso 1 de
manera conveniente.

Notar que como (b — v) > 0 podemos escribir c.t.p. x € Q,

’U{L’ e}

ds = /X{b v(z)>s}d8 = /X{—’U(x)>—(b—s)}d5
0 0

b
X{—v(z)>—t}ds = /X{v(z)<t}dt: /XFtdt~

a

b—v(x)

I I
é \v o\

Por otro lado tenemos que
H N (KN{v=t}) =H""(KNJFE), ctp.t€lab].

En efecto, como H" ! (OF; \ 0*F;) = 0y el conjunto {v = t}\ dF; son los punto

donde v se mantiene constante igual a t. Se tendra que

0= / |Vv|dm—/7—["1 t})dt .

{v=t}
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Por tanto la ultima integral no mira dichos conjunto para los t € [a,b], y asi
H L (KN{v=1t}\IF) =0ct.p. telab.
Luego,

b b
/H"‘l (KNn{v=t})dt= /’H”—l (KNO*F,)dt .

a a
Reemplazamos estos calculos en el paso 1 y nos queda que

b

b
(o) :/|8*FtﬂK|dt—/ /XFtdt g(|vu|)da;+b/g(|vu|)dx.

K a K
Ahora, usando el teorema de Fubini, se tendra que

b

Ju(v):/ 0°F, N K| dt — / o(|Vul)dz dt+b/g(|Vu|)dx

a KNFy K

:/bju(Ft)dt+b/g(\Vu\)da:.

K

Por tanto obtenemos la formula

Tu(v) = /ju(Ft)dter/g(\VuDdaz. (3.9)

K

Hacemos notar que esta formula tambien es valida para u.

. Notemos que E;AF, C {u#v} C K, asi podemos considerar F; como un
competidor de E; para el funcional 7,.

Por tanto si F; minimiza a J, en (), entonces para el competidor F; tendremos
que Ju.(E;) < Ju(Fy). Asi, por (3.8) se tendra que

b b

Ju() = / Tu(E)dt 4+ b / g (Vul) dz < / TuF)dt +b / g (IVul)dz = Ju(v).

a K a K
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Por tanto u es solucion débil de (3.3) en €.

4. Notemos que por (3.8) podemos mostrar que si F; minimiza por fuera (resp.
por dentro) entonces u es subsolucién (resp. supersolucién) débil de (3.3).
En efecto, si v es un competidor para u tal que v < u (resp. u < v) entonces
se tendra que E; C F; (resp. F; C E;). Entonces, usando que F; minimiza 7,
por dentro (resp. por fuera) y (3.8) se tendra finalmente que u es subsolucién

(resp. supersolucién) débil de (3.3) en €.

Para mostrar la otra direccion mostraremos primero que si u es una supersolucion
de (3.3) en €, entonces F; minimiza por dentro a J, en €. Al igual que en la parte
anterior dividiremos la demostracién en varios pasos. Recordemos que para un ty > 0
fijo, queremos demostrar que J,(Fy,) < J,(F') para cualquier conjunto F € Ca(f2)
de perimetro finito local tal que F' C Ey,, E;, \ F CC Q.

1. Dado e > 0, consideremos la familia de conjuntos F,, := {x € Q : dist (2, F) < a,}
donde a,, = m~tdist (OF, OF;,). Notar que para cadam, F' C F,,, F,y1 C Fyp,
F,,AE, C E;AF y F,, — F en L} . Esto tltimo pues para un compacto K

loc*

conteniendo a Ey, \ F, se tendréd que

/’XFm — xrldx = /Xpm\pd:v <CH" Y (0*Fp, NKNF°) < (Cap)mt —0.
K K

Luego, por la semicontinuidad inferior de 7, y que u este fija, se tendra que

Ju(F) <liminf J,(F,) < Tu(Fn) -

m—r0o0

Por tanto, podemos asumir que

Ju(F) < Tu(G), YG tal que F C G, GAE,, C FAE,, . (3.9)

2. Definimos la familia de conjuntos F}; dada por

FNE, t<t
Et, t>t0‘
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Afirmamos que la familia F; satisface que J,(F;) < J,(F;) para todo t > 0.

Notar que basta probar lo anterior para los ¢t < t;. Luego, por el Lema 3.3.3,
Ju(Fy) = Jy, (FNE) < JuJ(Ey) + Ju(F) = J, (FUEy) .
Pero como (F'UE;) AE, = F \ E; C FAE,, por (3.9) se tiene que
JJ(F) < J,(FUE,) , (3.10)
y por tanto

Ju(F) < Ju(Ey) + Ju(F) — J, (FUE,) < J,(E,) .

3. Ahora caracterizamos los conjuntos F; por la funcién v : 2 — R dada por

to, .’JLZGEtO\F

v(x) ==
w(z), x¢ E,\F

Afirmamos que F; = {v < t}.

a) F, C{v<t}:Sixz € F,cont < ty, entonces x € FNE;. Luego x ¢ E; \ F
y asi v(z) = u(z). Como x € Ey, se tendrd que v(z) < ¢y por tanto
z € {v <t}
Por otro lado, si ¢ > ¢y entonces x € E; y surgen dos casos. Primero si
u(z) > to, tendremos que x ¢ E; \ F'y por tanto v(z) = ¢ty < t. En
cambio, si u(z) < to, se tendrd que x € Ey \ F'y por tanto v(z) =ty < t.

Por tanto en cualquier caso x € {v < t}.

b) {v <t} C F;:Seax € {v <t} Entonces, si x € Ey, \ F, se tendré que
v(x) =ty <ty queu(r) < ty. Por tanto = € E; = F.
Por otro lado, si « ¢ Ey, \ F entonces ty < u(z) <t o bien z € E; N F.

En cualquier caso x € Fj.

Luego, como F; = {v < t}, se tendra que {u # v} = Ey, \ FF CC Q.

Notemos que v no es necesariamente continua dado el salto que tiene en F,



Capitulo 3. Caso Débil 66

pero si v € BV ,.(2) N LF°

loc

(). En efecto, sea ¢ € CL(Q) con |p| < 1 luego la

acci6én de div, (v) sobre ¢ nos queda

/UdiVRn (p)dx = tg / divg, (¢)dz + / udiv, (¢)dzx,

Q By, \F Q\Ey, \F
y ambas integrales son finitas pues Ej, es un conjunto de perimetro finito local

vy u € Cp ().

4. Como v no es continua entonces a priori no sirve como competidor de u. Pero

si podemos aproximar por funciones (v,,) C BV,.(2) N C>®(Q2) tal que

v, — U en L}OC(Q) ,

[|Vua|| (Eyy) — |[|[Vv]| (Et,) en la convergencia debil * |

apendice teorema [x]. Con esto tenemos que

Ju(v) = lim J,(v,).

n—o0

Luego, como u < v, tenemos que J,(u) < J,(v). Méds ain, como (3.8) se

satisface para cada v, tomando limites tambien se cumplira para v. Por tanto

/%@WSJ%@W-

Pero como J,(F;) < J.(E;) tenemos que la integrales valen igual y por tanto
Ju(Fy) = Ju(E;) para casi todo t.

5. Luego, por el Lema 3.3.3, se tendra que para casi todo t < g,

T (FUE) < JUF)+ Tu(E) — T(FNOE) = Tu(F) + Ju(Ey) — Tu(EFy)

Entonces por (3.10), para casi todo t <t se cumple que J, (F' U E;) = J,(F).
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Luego, al tomar t * ty y usando la semicontinuidad inferior, obtenemos que

Tu(Eyy) = Tl By UF) < liminf Ju(B, U F) < liminf J(F) = J.(F)

y por tanto J,(Fy,) < Ju(F) para cada F' C E, tal que Ey, \ F CC Q. Asi

probamos que para cada ty, Ey, minimiza al funcional J, por dentro de (2.

De manera andloga procedemos para mostrar que si u es subsolucién débil de (3.3)
entonces para cualquier ¢y, Fy, minimiza 7, por fuera de ().

Consideramos F' un conjunto de perimetro finito local tal que
E,CF, F\E,CCQ.
1. Al igual que para supersoluciones se define la familia de conjuntos

FOE, t<t
by, t> 1.

Entonces por (3.9) se cumplird que para todo t,

Ju(Fr) < Ju(By) y Tu(F) < J(FUE).

2. Consideramos v : {2 — R definida por

to, :CGF\EtO
u(x), = ¢ F\Ey,.

v(x) =

Entonces al igual que antes, F; = {v <t} y {u # v} = F\ Ey, CC Q. Ademas
por construccion se tendra que v € BV,.(2) N LS. ().

loc

3. Repetiendo los argumentos de densidad por funciones suaves y convergencia

débil* de las medidas respectivas, mds el hecho que v < u, se tendrd que
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Ju(u) < J,(v). Pero por (3.8), volvemos a obtener que

/bju(Et)dtg /bju(Ft)dt.

O sea, J,(F;) = J.(F;) para casi todo t. Gracias a esto, para casi todo t < t,
Ju (FUEy) = J,(F). Luego por la semicontinuidad inferior de 7, obtenemos

Ju(Ey) = TJu(Eyy UF) < h’?}%nf Ju(EUF) < H?}%nf Ju(F) = Ju(F),

y por tanto J,(Ft,) < Ju(F) para cada Ey, C F tal que F'\ E,, CC Q. Por

tanto F; minimiza el funcional 7, por fuera de (2.

Finalmente si u es solucién débil de (3.3) en €2, usando los Corolarios 3.3.6 y 3.2.6.

tendremos que E; minimiza 7, para los ¢ > 0 en (2. O

Gracias al resultado del Lema 3.3.7 podemos obtener las siguientes equivalencias

para los problemas con condiciones iniciales.

Lema 3.3.8. Sea u € Cﬁ)cl(Q) Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. Para cada t > 0, E; := {u < t} minimiza J, en Q\ Ep.

2. Para cada t > 0, {u <t} minimiza J, en Q\ Ey.

3. Ey={u <0} yu es solucion débil de (3.3) en Q\ E.
Demostracion.

1. (1) — (3): Si u fuese constante en Q\ Ej el Lema 3.3.8 se cumple trivialmente
por tanto se procederemos para el otro caso. Entonces, si para cada t > 0, E;
minimiza J, en Q\ Ey. Se tendrd que £, minimiza a J, en Q\ E;. Luego por
el Lema 3.3.7, se tendréd que u € C22 () es solucién débil de (3.3) en Q \ Ey.
Con esto queda probar que la condicién inicial Ey coincide con {u < 0}.
Afirmamos que si u < 0 en Q\ FEy, entonces v no minimiza a J, en \FO
Con esto tendriamos que {u < 0} = Ey, ya que al ser u solucién débil de (3.3) en

Q\ Ey, u estd obligada a ser positiva en Q\ Ey y por tanto Q\ Ey = Q\ {u < 0}.
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En efecto, consideremos v = u —t € Cp2(Q) v sea F, := {v < t}. Entonces,
como u < 0 en 2\ Ej,

FA\E ={t<u<2t}={u=0}CCQ\ By, Vt>0.

Luego podemos usar F; como competidor de Fy, y por tanto J,(E;) < J,(F})
para todo ¢ > 0. Entonces por (3.8) tendremos que para {u = 0} C K que

Ju() < Ju(v) = Ju(u) —t/guwn dr = /g<|w|> dz < 0.

K

Pero como g (|Vul|) > 0, tenemos que |Vu| = 0 para casi todo Q\ Ey. Asi u =0
para casi todo Q\ Ey contradiciendo que u no es constante en 2\ Ey, probando

asf la afirmacién. Por tanto Fy = {u < 0}.
2. (3) — (1): Si u es solucién débil de (3.3) en Q\ Ey con Ey = {u < 0}.
Sea I € Ca(2\ Ep) tal que FAE, CC Q\ Ey. Queremos mostrar que

Escribiendo F' = (F N (Q\ Ep)) U (F N{u=0}) y usando que

/ div,, (@) dz < / divg, (¢)dx,

Fn (Q\ET)) NnK FOK

se tendra que,

FFNU\E)NK|<|0'FNK] . (3.11)

Ademés como u € C,2}(Q) se tiene que para casi todo punto en {u = 0}, Vu =

0. Luego

/ g(|Vu|)dx = / g(|Vul)dz . (3.12)

FnK (FmQ\?O)mK



Capitulo 3. Caso Débil 70

Entonces por (3.12) y (3.11) se tiene que J,(F) > J.(F NQ\ Ep). Ahora, por
el Lema 2.3.7 y que F'N (Q \Fo) AE, cC Q\ E, se tiene que

TE) < T(FNQ\Ey) < T (F)Vt>0.

3. (1)<(2): Viene de aproximar s \, ¢ y notar que {u =t} desparecen en 7,.
[

El siguiente resultado muestra que la reformulacién isoperimétrica del problema
(3.3) tambien se satisface por soluciones clédsicas del flujo (3.3). Obtiendo asi una

generalizacién del flujo (3.3) usual.

Proposicién 3.3.9. Sea (N;),.,., C Q una familia suave de hipersuperficies cerra-
das con curvatura media escalar positiva que resuelven (3.3) de manera cldsica. Sea
u=ten N, yu < c en la region acotada por N., y E, == {u <t} C Q. Entonces,
E; minimiza J, en Eq\ E, para cada t € (c,d)

Demostracion. Sea t € (c,d). Queremos demostrar que F; := {u < t} minimiza 7,
en By \ E.. Esto es,

|0"E,N K| — / g(|Vul) de < |0"F N K| — / g9(|Vu|) dx , (3.13)

EinK FnK

para cualquier F' conjunto de perimetro finito local satisfaciendo FAE, CC E,;\ E..
Sean 7, s tales que c < r <t <s<dy K := E;\ E,. Reemplzando K en (3.13) se

traduce a
OB~ [ sV de <o~ [ g(Tu)ds. (3.14)
E\E, F\E,
Vu 1. P
Sea X = Vul el campo de clase C* lejos de OF,. y OF4. Mas aun, por el teorema de
u

la Divergencia y que div,, (X) = H = ¢(|Vul|), se tiene que

/(I/A,X> dH" ! (z) = /dian (X)dx = /g(|Vu|) dx (3.15)

0A A A
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para cualquier subconjunto A C 2. Dado esto podemos estimar (3.14),

OBl - [ 9(Vude= [ e X)an @)~ [ glVul)de

E\E, 0*Ey E{\E,
= [ mmX)ie @ - [ g(vades [ e X)aw @)
& (E\Ey) E\Er O E,

Notar que por (3.15) los primeros dos suamndo de la ultima igualdad se cancelan,

teniendo que

|0" Ey| — / g(|Vul) do = / (vg,, X)dH" " (x) .

E\E, O*E,

Luego, agregando via (3.15) con A = F'\ E, a lo anterior, tenemos que

O E| - / g(|Vul) dz = / (v, X) M ()

E\E, O E,
— / <1/F\ET, X> dH ! (x) — / 9(|Vul) de + / (vg,, X) dH" 1 (x)
& (F\Ey) F\E, O E,
= [ e Xyanw @ - [ gVl do
———
O F <1 F\E,
<oFl- [ o(lvul)d.
F\E,
Por tanto F, minimiza J, en E;\ E,. O

3.4. Regularidad

En esta eccién nos basaremos en el trabajo de Tamanini [14] para mostra un
resultado de regularidad para los conjuntos minimizantes del funcional 7,,.
El resultado que obtuvimos viene de la teoria de regularidad de superficies mini-

mas. Primero definiremos un funcional de area con condicion de borde y luego se
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daremos el resultado de regularidad asociado a minimizar dicho funcional.
Sea 2 C R™ un abierto. Se define el funcional de drea con condicién de borde

o(+,G) : Ca(2) — R dado por
V(E,G) = ||0E|| (G) — inf {||0F|| (G) : EAF cc G} ,

donde GG es un abierto acotado de R".
Tamanini en [14] obtuvo el siguiente resultado sobre la regularidad de conjuntos de

area minimizantes para funcional i) basandose en el trabajo de De Giorgi.

Teorema 3.4.1. Sean Q CR" conn > 2 y E € Ca(QQ) tal que
b (B, By(x)) < cp 142 (3.16)

para todo x € §, p € (0,R), a € (0,1) donde ¢, R > 0 son constantes locales.

Entonces la frontera reducida O*E es una hipersuperficie de clase CH* en Q y
H(OE\NO"E)NQ) =0, Vs>n—28.

Mds aun si (5.16) se mantiene uniformente para una familia (Ey),., que converge
localmente a un conjunto E., en ). Entonces, si x; € OF; es una familia de puntos
que converge a To, € €1, se tendrd que o € OE.. Por otro lado si xo € 0"FE,
entonces existen t y puntos x; € O*E; tal que para cada t > t el vector normal

unitario exterior de E; en x; converge al vector normal unitario de F en Too.

Ahora mostraremos los resultados sobre los conjuntos minimizantes del funcional

Tu-

Definicién 3.4.2. Adoptaremos la siguiente notacién para las familias de conjuntos

dadas por
Ey:={u<t}, B} :=int{u <t}, N, :=9F,, Nt := 0E,".

Corolario 3.4.3. Sea u € CZUO’CI(Q). St E C Q es un conjunto minimizante del fun-

cional J, en Q. Entonces 0*E es un subconjunto de una hipersuperficie de clase cha
y H* (OE \ O*F) = 0 para todo s > n — 8.
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Mids ain, N; y N;” poseen estimaciones locales uniformes C1* dependiendo local-

mente de cotas de Lip (u). Ademds para cada t > 0,

lim N, = N,, lim N, = N;F,
st s\t

localmente en C* con 0 < b < a. Si OE, es C"®, entonces esto tambien ocurre
cuando s 0.

Demostracion. Sea E un conjunto minimizante del funcional 7, en 2. Entonces para

cada F' conjunto de perimetro finito local tal que EAF CC € se tendra que

0°E 1 ()| - / g(IVul)dy < |0°F 1 Br(x)| - / o(|Vul)dy

EQBR((E) FﬂBR(QZ)
Luego,
OB Ba(@)| <P Ba@)l+ [ g(Vul)dy
EAFNBg(z)
<10 Br@) + [ [Vul)ldy
Br(=)
<|0"F N Bg(z)| + C(Lip (u) ,n)R" .
Con esto ¥(F, Bg) satisface (3.16) y el resultado se sigue del Teorema 3.4.3. O

Ahora daremos la nocién de curvatura media débil que satisfacen los conjuntos

minizantes del funcional 7.

Definicién 3.4.4. Una hipersuperficie N C R™ posee curvatura media débil en L

si existe un campo vecotrial H € L7 . (N,R™) tal que

/(divN (X) = (H, X)) du =0, ¥ X € C® (TN), spt(X) N oN = 0.

N

Lema 3.4.5. Sean 0 < a < b y suponga que E; minimiza J, en A := Ey \ E, con

(TS Cloo’cl(A). Entonces, modulo un conjunto de dimension menor o igual que n — 8,
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. . . 1 . 47 -
se tiene que Ny es una hipersuperficie de clase Cb'z que posee curvatura media débil

en L>™° dada por

H(x) = g(|Vu(x)|) v(z) con v(z) =

para casi todo t € (a,b) y casi todo punto x € Ny.

Demostracion. Sean € C R™ un abierto tal que QN A # 0 y K C U un compacto
tal que K N N; # 0. Se considera una familia de un pardmetro de difeomorfismos
¢:U x[—1,1] = U tal que

0¢(x, s)

¢0:id> ¢S|U\K:id‘U\K’ T :QSSX:X('Q:)?

s=0

donde X es un campo vectorial suave con soporte en K. Notar que

09" (y)
0s

~X (65" (y) = —X(y) .

s=0

Entonces, por el Lema 3.3.8, u minimiza a J, en Ej \ E, . Con esto la primera

variacion de J, se anula, o sea

0= %Ju(uocb;l)

-4 / V(o ;)W) + (o o) (m)g(|Vuly) )y

Luego, por la formula de co-area y area, obtenemos que

/yvu )| |det Doy(x |dm+/ / (o0 )W) pamt (4

1+0]Vu y)|
a Ntn¢5

/ / \det Doy ()| dH™ (z) dt + / / 1ljrocq|bvu §;| dH™ 1 (y) dt

a N:NU a NiNos U)

s=0
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Como estamos integrando funciones C* c.t.p sobre conjuntos de medida finita, po-
demos pasar la derivada dentro de las integrales gracias al Teorema de convergencia

dominada. Por tanto lo anterior nos queda

b
. 1 —1 —1 n—1
0= / / vy, (X(0) = Ty (V00 (). X (07 @) @i (o)

1 +c¢|Vu
a NzﬂU
b
-/ Q [ divy, (0) = (g Tu ) @ ) ) de.
a +NU
Notar que la funcion
i n—1 Vu
h(t) == leNt (X) = (9(|Vul)r, X) dH (x), v:= |V_u|

N:NU

1

be (R, Al (a))- Entonces por el Teorema de diferenciaciéon de Lesbegue,

pertenece a L

para casi todo t € (a,b) se tendra que

h(t) = lim1 / h(s) A\ (@) (s) = ll'm1 h(s)ds =0.

e—0 €
(t—e,t+e) a

Por tanto N; posee curvatura media débil g(|Vu|)v € L> y el resto se sigue por el
Corolario 3.4.4. ]

Observacion 3.4.6. Notar que por la formula de co-area en la demostracion del

Lema 3.4.4 los valores de t donde |Vu| = 0 fueron excluidos.

3.5. Cascos Minimizantes
En esta seccién se estudiaran los saltos de las soluciones débiles de (3.3).
Definicién 3.5.1. Sea {2 C R" un abierto.

1. Un conjunto E se llama un casco minimizante en ) si para todo F tal que
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ECF,F\FECCQy todo compacto K que contiene a F'\ E se cumple que

"ENK|<|0"FNK]| .

2. Un casco minimizante F se dice estricto si para todo conjunto que cumple
|0*E N K| =|0*F N K| se tiene que ENQ = FNQ.

3. Sea F C 2 un conjuto medible. Se define el casco estrictamente minimizante

de E en Q) como
E'=(E,
jeJ

donde (Ej),,

estrictos de €} que contienen a FE.

es la familia de puntos de Lebesgue de los casco minimizantes

Algunas propiedades de los cascos minimizantes.
Proposicion 3.5.2.

1. Sea {Ej}jeN una familia numerable de cascos minimizantes (resp. estrictamen-
te minimizantes), entonces (| E, es un casco minimizante (resp. estrictamente
jEN
minimizante).
2. FEl conjunto de punto de Lebesque de un casco minimizante forma un conjunto

abierto en ().

3. E' es el casco minimizante abierto mds pequeno que contiene a E. Ademds
E// — El

Demostracion.

1. Sean (Ej),cy s una familia de cascos minimizantes en 2 y £' = NE;. Entonces,
dados F tal que F C F, F\ E CC Q y un compacto K que contiene a F'\ E,

se tiene que

0"E N K| < liminf [|05;|| (K) < liminf ||0F|| (K) = [0*FN K|,  (3.17)
Jj—o0 Jj—o0



Capitulo 3. Caso Débil 77

pues para cada j, F'\ E; CC Qy F\ E; C K. Ahora si los E; son cascos

estrictamente minimizantes y F' es tal que
0"ENK|=|0"FNK]|.
Se tendra que por (3.17) , FNQ = E; N para todo j.

2. En efecto, sea E un casco minimizante en ). Médulo un conjunto de medida

de Lebesgue 0, podemos describir el conjunto £ como

e ENB)
p-{res:um Grpt -1f

Sea r € 0*F N FE, entonces

H"(ENB.(x)  T(5+1) n—1
H" (B, (x))  wrrn—l(n — 1)B (JZOE r @
rz+1
B 7r§7’n( 21:;1 _> 1)B (/ diven (VoB,(x)) dy
g [ ) diioEl ).
B,(a:
Luego, como |v.(z)| =1,
H™ (E N B,(z)) P(E +
W (B@)  rEr i B/) [{omca,ve) [ 41O ()
(3 +1)
< W%rn—l(n _ 1)34) dHaEH (Z/)
_ L)
- e | ARl

By ()

11 (9 E N B, (x))

1 (B, (2)) = 1. Ademas, para

Pero como x € 0*E, se tiene que 11'1’1(1)
r—r
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todo n > 1 se conoce la desigualdad

I(%2) _ ot 1 |
ret) SV 2
Por tanto, luego de hacer tender r a 0, se obtiene el siguiente absurdo 1 <

n+1 1

2r n—1
Con esto se tiene que *E N E = (), y como |[0E|| (R™\ *E) = 0, se tiene

finalmente que E es abierto en ).

Por tanto se trabajard con este uinico representante abierto en vez del conjunto
E.

3. Como el casco minimizantes de E se realiza, modulo una familia de conjuntos
de Lebesgue cero, como una interseccién numerable de cascos estrictamente
minimizantes. Se tiene que E’ es el casco estrictamente minimizante abierto

que contiene a F en ). Ademés trivialmente se tiene que E” = E’.
O

Observacién 3.5.3. En el caso en que OF sea de clase C? el Lema 3.5.6 da el

siguiente resultado sobre la curvatura media débil de E’ con respecto a la de F,

HE/:O en@E’\@E
HE’ = HE Z 0 Hn_lc.t.p en OFE' NOE

donde la igualdad es en el sentido distribucional.

Ahora estudiaremos las propiedades de los cascos minimizantes con respecto a la
formulacién débil de (3.3).

Proposicién 3.5.4. Seau € Cp2t(Q) una solucidn débil de (3.3) con condicidn inicial
Ey = {u <0} en Q. Entonces

1. Para cada t > 0, E, es un casco minimizante en ).

2. Para cadat >0, E;“ es un casco estrictamente minimizante en 2.
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3. Para cada t >0, E} = E," si B} es precompacto.

4. Para cadat > 0, |OE]| = ‘(9Ej| si B es precompacto. Esto se extiende at =0

solo st By es un casco minimizante.
Demostracion.

1. Por el Lema 3.4.8 se tiene que para cada ¢ > 0, E; minimiza a J, en €\ FEj.
Entonces, para cada F tal que FAE, CC Q\ Ey y cada compacto K que

contenga a FFAFE;, tenemos que

0"E, N K| — / o(|Vul)dz < |0°F 1 K| — /g(\w)dx. (3.18)

E:NK FNK

En particular para los competidores F' conteniendo a F; y F'\ E;, CC €, se
tendrd que F'\ E; CC Q\ Ey ya que Ey = {u < 0}. Luego, de (3.18) obtenemos

que

0", N K| < |0°E, N K| + / g(|Vu))de < |0*FNEK|.  (3.19)

(F\E)NK
Por tanto E; es un casco minimizante para t > 0.

2. Por el Lema 3.4.8, se tiene que t > 0 {u < ¢} minimiza J, en Q\ Ey. Entonces,
para cada F tal que FA{u <t} CC Q\ Ep y cada compacto K que contenga
a FA{u <t}, tenemos que

0" {u <t} N K| — / g(|Vu|)dx < |0"FN K| — / g(|Vul)dz . (3.20)

{u<t}nK FNK

Ahora, como E;" y {u < t} solo difieren en 9 {u < t}, podemos reemplazar E,"
por {u <t} en (3.20). Procediendo al igual que en (3.19) se obtiene que E; es
un casco minimizante.

Ahora se mostrard que E;" es un casco minimizante estricto. Si F' es tal que

PESNK|=|0"FNK]|, (3.21)
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entonces por (3.20), se tendra que

/ o(|Vul)dz < 0.

(F\E/ )nK

Por tanto Vu = 0 para casi todo punto en (F \ E;r) N K. Ademés por (3.21),
F' es tambien un casco minimizante. Por tanto, médulo un conjunto de medida
de Lebesgue cero, podemos asumir que F' es un conjunto abierto. Asi Vu = 0
en el abierto F'\ E_;“, o sea, u es constante en cada componente conexa de
F\ E_j Pero como F' es un casco minimizante ninguna componente puede
tener clausura disjunta de E_;r En efecto, si C' es una componente conexa de
F\E_tJr tal que CNE; = (), entonces para cada compacto K tal que K NAC # ()

se tendra que
0=H""(OE N(OCNK))=H""'(0"FN(OCNK)),

o sea, C' no posee perimetro en F'\ E; y por tanto serfa un conjunto abierto
cerrado en € lo cual no puede ocurrir ya que {2 un abierto conexo. Luego, cada
componente conexta intersecta a F;” y por tanto u =t en F\ E;". Asi F C E}'.

Pero como E;f C F tenemos que F; es un casco estrictamente minimizante.

. Como {u < t} Cint{u < t}, tenemos que E; C E;". Por 2. E;' es casco estric-
tamente minimizante, luego £, C E;.

Para probar la otra inclusién supondremos que E;” es precompacto y que
E ¢ Ej. Asi, EJAE,;” CC Q y como E| es un casco estrictamente minimi-
zante tenemos dos casos:

0B, N K| = OE NK

OENK

, [0FE,N K| <

Se hace notar que el primer caso implica que E;" = E/ y por tanto se descarta.
Ahora si se reemplaza E; por E;” v F por E} en (3.18), entonces se tendrfa que
O"E N K| < |0"E;N K| que contradice el segundo caso. Por tanto E;f C EJ,

se obtiene el resultado.
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4. Si E;" es precompacto entonces FE; tambien lo es. Luego podemos usar F' = E;

como competidor en (3.18), y por tanto
0"E,NK| < |0"Ef NK]| .

Tambien podemos usar el competidor F' = E; en (3.20), y por tanto

OE NK|<|0ENK]|.

Obteniendo el resultado para t > 0, y para Ej si es un casco minimizante.
]

Corolario 3.5.5. E; minimiza J, en Q\ Ey para todo t > 0 si, y solo si, £y minimiza

Ju en Q\ Ey para todo t > 0, Ey es un casco minimizante y Ef es precompacto.
Demostracion. Esta afirmacion se obtiene de la Proposicion 3.6.4 parte 4. En efecto,
Ju(Fo) = [0"Ey N K| — / g(|Vu|) dz

EoNK

OPEfNK|— / g(|Vul|) dzx

{u<0}InK
10 fu <0} K| — / o(|Vul) da
{u<0}INK
O sea {u < 0} minimiza J, en '\ Ej. O

El siguiente resultado muestra la evolucién del area de los conjuntos de nivel por
el flujo débil.

Lema 3.5.6. Sea (E;);~o una solucion débil de (3.3) con condicion inicial Eq C Q.

Entonces para cada t > 0, y E, se mantenga precompacto, se tendrd que

1

d
— |0*E| = | ————dx. .22
a 19 Ed /1+c[Vu|dx (3.22)

t
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Demostracion. Se asumird que E; es solucién débil de (3.3) y que E; es precompacto
para todo t > 0. Dada esta suposicion se fija ¢y, entonces como FE; minimiza el
funcional J,, se tendré que J,(E;) < J,(Ey,). Pero como tambien F;, minimiza J,
se tendra finalemente que J,(E;) = Jy,(Ey,).

Ahora como J,(F;) no depende del nivel ¢ en que se encuentre, tenemos que para

t € (0,7] y K compacto conteniendo a Er,

d
- " JJE
0= Getul B
d *
== |0"E,N K| — / g(|Vul)dx
ENK
d t 1
=— | |0"E,N K| — ————duxdt
a | 17BN K] / / L+c|va ™
0 0*ENK
Pero como K fue elegido arbitrariamente se sigue (3.22) para todo ¢ > 0. O]

3.6. Resultados de compacidad y unicidad de so-

luciones débiles

El siguiente resultado muestra que la convergencia de soluciones débiles una so-

lucién débil del problema.

A C Q) abiertos en Omega. Sea (u;),cny C Col(A;)

loc

Proposicién 3.6.1. Sean (A;)

una sucesion de soluciones débiles de (3.3) en A; tal que

1€EN

Ay — A w—u€CH(A)

loc

localmente uniforme cuando i — oo. Si ademds se cumple que existe constante C' =

C(K) tal que
esssup |Du;| < C
K

para cada compacto K C A e i suficientemente grande. Entonces u es solucion débil
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de (3.3) en A.

Demostracién. Se desea probar que J,(u) < J,(v) para cualquier funcién v € C;2}(A)
tal que {u # v} CC A. Primero esto se probara para v < u + 2% por induccién sobre
k con caso base k=0, o sea v < u + 1.

Sea ¢ € CL(A,[0,1]) una funcién de corte tal que ¢|{u¢v} = 1 y se definen los

competidores
vi = ¢v + (1 — p)u; € CULH(A,) .

Luego, como u; es solucién débil de (3.3) en A;, se tiene que
/\Vui| ug(Vasl)de < /|w-| T vig([ V]
U U

= / [9Vv + (1 = ¢)Vu; + (v — u) V| + (v + (1 — d)ui) g(|Vuy|)dz

para un conjunto U apropiado. De esto se tiene que

/¢(|Vui|+(ui—v)g(|Vui|))dx§ /¢|Vv|dm+sup|v—u,»|/|ngS\dx.
U U v U

Ahora, como qb} (uto) = 1 y u; — w uniformente en U se tendrd que el termino

supy [v — w;| [ |V¢|dz — 0 cuando i — oo.
U
Ademas, como g(z) < x para x > 0, se tendréd que

v<u-+1

[Vl
<ud
9(|Vul)

YV
Por tanto, para i suficientemente grandes 1 + (u; — v)g<’|v—uz||) sera positivo. Luego
Uy
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por la semicontinuidad inferior del funcional J,, se tendra que
/qb [Vul (14 (u—v)g(|Vu|)) de < lirginf/d) \Vu| (1+ (u; —v)g(|Vu,])) de
U

U
s/¢>|W|dx,
U

o sea J,(u) < J,(v) para k =0y con esto se probd el caso base.
Por tanto ahora se asumira el paso inductivo. Esto es que la desigualdad se cumple

para cualquier w < u + 2 y se desea mostrar que se cumple para cualquier v <
U + 2k+1.

Para los v < u + 257! y 1 > 0 se definen los competidores
vy = min{v,u—i—Zk —77}, Vg 1= méx{v — 2k,u} .

Como vy < u + 2%, se tiene que J,(u) < J,(v1). Con esto se tiene que
/\Vu\ + ug(|Vul|)de < / \Vui| + vi1g(|Vu|)dz
U U

= / |Vo| +vg(|Vul|)dz + / |Vu| + (u+ 28 — n)g(|Vu|)dz .

Uﬂ{v§u+2k77]} Uﬁ{v>u+2k77]}

Por otro lado, como v < u+ 2! se tiene que vy < u+2F, J,(u) < J,(vq). Por tanto,
J 1Vl +ug(Vulds < [ (9] + vag(Val)da
U U

= [ gV s [ Vel - 29Tl

Un{v<ut2k} un{v>u+2k}

Luego de sumar estas ultimas desigualdades y hacer tender n a 0 se obtiene que

2J,(u) < Jy(v) + Ju(u) y se conluye la demostracion. O

Lema 3.6.2. Sea u € C2}(Q) una solucién débil de (3.3) con condicion inicial Ej.

Entonces la funcion u(x) := min {u(x),t} es solucion débil de (3.3) en Q para cada
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t > 0.

Demostracion. Por el Lema 3.4.8 es suficiente mostrar que para todo s > 0 E; =
{u < s} minimiza a J; en Q\ Ey. Sea F' un conjunto de perimetro finito local tal
que E\SAF CC Q\ Ep. Luego, como u es olucién débil de (3.3) en €2, se tiene que
para los 0 < s <t que

—

Ja(Es) = Ju(Es) < Ju(F)

<|O'FNK|-— / g(|Vul)dx = |0"F N K| — / g(|Vu|)dx
(FNE)NK FNK

= Ja(F).
Ahora para los s > t, se tiene que

J(Ey) = Ja(Q) = |0°Q N K| — / 9|V dz

QNK
— [ g(vandz <jorFrnw| - [ g
K FNK
= Jz(F).
Por tanto ES minimiza J, en Q\ Ej. O

Ahora se mostraran las condiciones de unicidad de soluciones débiles.

Proposicién 3.6.3. Sea 2 C R™ un abierto.

0,1
loc

1. Sean u,v € C; . () soluciones débiles de (3.3) en Q y {v > u} CC ), entonces

v<u en ().

2. Si (Ey)is0, (F})i>0 son minimizadores de J, en Q y las condiciones iniciales
satisfacen Ey C Fy C Q). Entonces mientras E; se mantenga precompacto E; C
F;.

3. Dada Ey C Q) existes al menos una solucion débil (E;)i~o C ) de (5.3) tal que

E; es precompacto.
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Demostracion.

1. Primero se supondra que u es una supersolucién débil estricta de (3.3) en el
sentido que para toda w € ClOO’i(Q) tal que u < wy {w # u} CC Q se tiene que

existe € > 0 tal que

Ju(u) + €/g(]Vu])(w —u)dx < Jy(w). (3.23)

Se escogemos el competidor w = u+ (v —u) para J,. Notar que w diefere solo

con u en {v > u} donde w = v. Luego,
/ \Vu| + ug(|Vul) + eg(|Vu|) (w — u)dz < / Vol +vg(|Vu|)dz (3.24)
{v>u} {v>u}
Por otro lado, como v es en particular subsolucién débil de (3.3), usando como
competidor w = v — (v — u)4 para J,, se tiene que
/ Vo] + vg(|Vol)da < / V| + ug(|Vo])dz (3.25)
{v>u} {v>u}

ya que w solo difiere con v en el conjunto {v > u} donde w = w.
Sumando (3.24) con (3.25) se obtiene que

/(MWWD—MWM»@—UM$+€/NAWMXW”WUSO-(3%)
{v>u} {v>u}

Por otra parte, para todo z,y > 0 se tiene que

l9(z) —g(y)| > |z —y| . (3.27)

Por tanto para tener mayor control en (3.26) se necesitarda acotar el segundo
sumando. En efecto, volviendo a utilizar la propiedad minimizadora de u para

J,, con respecto a la familia wg := u + (v — s — u); para s > 0. Se tiene que,
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como wy difiere de u en {v — s > u} donde wy = v — s,
/ IVl + ug(|Vul)de < / Vol + (0 — 8)g(|Vaul)dz
{v—s>u} {v—s>u}

Intedrando con respecto a s, se tiene que

[e.9] o0

/ / \Vu| + ug(|Vu|)deds < / / Vol + (v — s)g(|Vul|)dzds .

0 {v—s>u} 0 {v—s>u}

Esto es igual a

[ XX (9 + V) = 049 s
R

Q
S //X{S>O}X{’us>u} |VU|d:EdS,
R

Q

cambiando los ordendes de intragracion tenemos que,

/ |Vul / 1+ g(||vvu||)(u—v+s)ds dr < / Vol / ds | dx.
u
{v>u} 0 {v>u} 0

O sea,

/ IVl ((v —u)+ gﬁ%’) ((“ _2“)2 — (v~ u)2)) da

{v>u}

< / Vol (v — w)da .

{v>u}

Reordenando los terminos se obtiene que,

/—g(\VuD(U_QU)zd:US / (Vo = |Vul) (0 — w)dz . (3.28)

{v>u} {v>u}
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Utilizando (3.28) y (3.27) en (3.26), se tendra que

/ 9(|Vul) (—% + (v — u)) dr <0.

{v>u}

Notar que sin perdida de generalidad se puede suponer que v < u + € pues
sino se puede restar una constante de v tal que 0 < sup(v — u) < . De esto

obtenemos que

/ M(—%H(v—u)) de <0,

{o>u} >0 N ~
>0

o sea ¢g(|Vu|) = 0 para casi todo punto en {v > u}. Dado esto, por (3.26), se

tiene que

/ g(|Vu|) (v —u)dz <0.

{v>u}

O sea ¢g(|Vv|) = 0 en casi todo punto de {v > u}. Por tanto se tiene que u,v
son funciones localmente constante para casi todo punto de {v > u}. Pero como
{v > u} es precompacto en {2 no tiene componentes conexas compactas, lo que

significa que u = a y v = b para casi todo punt de {v > u} donde a < b. Luego,

tomando £ = — a en la supocision v < u + € tendremos una contradiccién
salvo que v < u. Con esto probamos el resultado para supersoluciones débiles
estrictas.

Ahora se analizara el caso general. Para una supersolucién débil u de (3.3), se

considera la familia u® := T2 Se hace notar que para cada £ > 0, u° es una
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supersolucién débil estricta de (3.3). En efecto, como

oo () — Joe (1) :/]Vw\ C V| + g(| V) (w — u)da

€ 3

+g(Vu)(w = u) —ug(|Vul)y—dz

> [ 190 = 1Val = |Val =

1—¢

IJus (w)—Jye (u®)
2 [ g(|Vu])(w—us)dz

elgiendo ¢ := donde w > u® y {w # u*} CC € se tendréd que

Jue () + (5/9(]Vu5\)(w —uf)dr < Jue(w) .

Como ademds {v > u®} es precompacto en 2, por lo demostrado para super-
soluciones estrictas, se tiene que u® < v. Ahora haciendo tender € a 0 se sigue

el resultado.

2. Sean u y v las funciones de los conjuntos de nivel E; y F; respectivamente, o
sea By ={u<t}y I ={v <t}
Por el Lema 2.7.2 se sabe que v’ := min(v,t) minimiza J, en Q\ Fy. Sea
W = E,\ Fyy, como Ej C Fp, se tendra que la frontera de W serd OW = AU B
donde A=0W NoFyy B=0W NOJoE,.

Con esto se tendra que para todo € > 0

VV=v=0<u+eend, vi=t=u<u+ecenB,

y por tanto v' < u + ¢ cerca de 9W. Luego, como E; es precompacto se tendrd
que {v' > u+ e} CC W y por la parte anterior se tendrd que v* < u+een W.
Haciendo tender € a 0 obtenemos que v* < u en W, pero como u < t en W, se
tendra que v < uen W. O sea E; C F;.

3. Trivial de la parte anterior.
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3.7. Existencia de soluciones débiles

En esta seccién probaremos la existencia de soluciones débiles expansivas de (3.3)

mediante las técnicas de regularizacién eliptica.

Definicién 3.7.1. Una solucién clisica expansiva del flujo (3.3) es una solucién

suave de (3.3) que satisface ﬁ —c>0.
0

Observacion 3.7.2. Recordamos que por el corolario 2.4.6 una solucién clasica

expansiva del flujo satisface

—c> 0.

1. Para todo t > 0 se cumple que
N¢

2. Existe k(n,c, Ng) < 0 tal que maxy, Hy, < eFatt maxy, Hy, para todo t > 0.
Definicién 3.7.3.

1. Para cada = € Q se define o(z) :=sup{r > 0: B,(x) CC Q}.

2. Una funcién u se dice propia si para cada s,t € R el conjunto {s < u <t} es

compacto en 2.

Los resultados que obtendremos a continuacion dependen de la existencia de
una subsolucién débil v € €21 (Q) propia de (3.3). La estrategia que usaremos para

mostrar existencia de soluciones débiles de (3.3) estd en el espiritu de [3] y consiste

en el metodo de aproximaciéon por promedios de regularizacién eliptica:

1. Dada una condicién inicial Ey C 2. Consideramos la familia de conjuntos
F, := {v < t} donde v € C’}() es una subsolucién débil propia de (3.3) con
condicion inicial Ey C Fy.

2. Sean L > 2y Qp := Fy \ Ey. Definimos una familia de funciones (uf).~q que

sastifagan el siguiente problema

Qv = f | divg, Ve —\/e2+ |V =0 enQp
\/e2 + |Vus|?

ut =10 en 0F) '
\us =L-2 en OF},
(3.29)
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3. Las soluciones de (3.29) vendrén de aproximaciones (u*7) que satisfacen

Q°us" =0 en
usT =0 en 0E (3.30)

usT =171 en OF},

donde 7 € [0, L — 2]. La razén de volver a aproximar viene de que el problema
(3.30) es més facil de tratar y las convergencias hacia las soluciones u® son lo

suficientemente buenas.
Observacion 3.7.4. Notamos que el operador Q¢ del problema (3.29) viene de hacer
evolucionar los grafos

Nf::G(“——f)chR,teR
19 9

por el flujo (3.3). En efecto, notar que podemos describir Nf por los conjuntos de

nivel de la funcién U(z, z) := u(z) — €z con (z, z) € ©Q x R. Luego,

VaxrU = (Vu, —¢) = [VaxrU| = \V |VUE|2 +e?,
VQXRU) . Vu®
= div,,

|VQxRU| /|Vu5|2+€2

HNtE = dianR (

Entonces Nf satisface (3.3) si, y solo si,
f(Hy:) = |VU| & Q°u® = 0.

Observacion 3.7.5. Notar que el operador )¢ equivale al operador

Q% u = div,, Ve ) g (\/ \Vul? + 82>
v/ |[Vul* + ¢

ya que g es la funcién inversa de f. Por tanto dependiendo el contexto preferiremos

trabajar con el operador Q° o con Q°. Ademds para ¢ = 0, Q% = 0 corresponde a
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la solucién suave del flujo (3.3).

Ahora trataremos estimaciones apriori del problema (3.30) para luego seguir con

la invertibilidad del operador Q°.

Lema 3.7.6. Sea v una subsolucion débil propia de (3.3) suave con condicidn inicial
precompacta tal que Vv # 0. Si F; := {v <t} para t € [0, L]. Entonces para cada
L > 0 existe (L) > 0 tal que si e € (0,e(L)] y T € [0,L — 2], una solucién cldsica

expansiva de (3.30) en Qp, satisface las siguientes estimaciones:

utT > —cenQp, utT >v+7—Len Fr\ F (3.31)
|Vu®T| < f(Hpg,) + € en OEy, |Vu*T| < C(L) en OFy, (3.32)
|Vus™(z)] < rggjc IVusT| 4+ ¢ + %, x € Qp (3.33)
w7 ]|e2a(,) < Cle, L) - (3.34)

Demostracion. A lo largo de la demostracion llamaremos u := u*7 y recordamos que
una solucién expansiva es tal que f(H;) > 0. Diviremos la demostracién en varios

pasos.

1. El primer paso consistrda en encontrar un subsolucién de (3.30) que llene el

espacio entre Ey C Fy y Fp.

Para esto definimos la familia de conjuntos dada por Gy := Ey y G, =
{z € Q: dist(z,Gy) < s}. Afirmamos que existe s;, > 0 tal que F, C Gg,.

En efecto, como €2 es conexo podemos escribir,
Fr={0<v< L}UF.

Como Fy y {0 <wv < L} son pre compactos, F, tambien lo serd. Luego, po-
demos cubrir Fy, por la familia de abiertos {G},., vy extraer una subfamilia
finita que lo cubra. Pero como los G5 C Gy si s < &', entonces existe s(L) > 0

tal que F, C Gy, .

Consideremos F'(z,s) = x + svg, con x € Gy = Ey y Vg, es el vector normal

unitario de 0Gy y s € [0, s.]. Notamos que esta es una variaciéon normal de
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0Gy hasta OF},. Entonces por la Proposicion 2.4.4 se tendra que

%H@GS = —As—s|A]? = —s|A? < Cy(L) en 8G,, s € [0, 5],

donde Hyg, es la curvatura media escalar de 0G;. Integrando esta iltima re-

lacion con respecto a s se tendra que
Hyg, < rggg(HaEO + C1(L)s < Cy(L,c) en Gy, s € [0, sy] .
Ahora procederemos a construir la subsolucién de (3.30). Sea
wi () 1= ¢(s) = ¢ (dist (z,Gy)), parax € Gy, \ Ep,

donde ¢ es una funcién por determinar tal que ¢’ < 0.

Gracias a la observacion 3.1.3 tenemos las siguientes formulas para wy,

Vu, = ¢'vg, , [Vw| = -
¢'Hp, = ¢'div,, (vg,) = —¢div,, <¢_ng5) = —¢/div, (_Vw1 )

—¢/ i Vlw Vw
~ o (5= T ) 2 — (0= vt 04,) V.

Por tanto, como ¢’ < 0, se tendrd que
((5 — I/G VG ) V2 w1 = (b HE)G > Cg(b (335)

Recordemos que estamos buscando una funciéon w tal que Q°w > 0. Esto es

equivalente a que /(¢')? + e2Q°w; > 0. Luego,
\Y4
@+ aQw, = TP T & (divg <—< P ) ~g(Vi@r+ €2>>

12 2 5§ _ ((b/)Q Vit 2 04 — 1\2 2
o <( @GP (0p e )v (Vi@ +5>>

— (6;1 - ( ( ¢,)€2 )v"w’) Viwr — V(¢)? + e2g (VW +e?) :

24 g2
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Por (3.35) y que v/ V3w, > ¢" se tendréd que

, €2¢//
@GP+ 2Q w2 0ol + o = VP + 2 (VTP +2)
, €2¢)// o )
> Co¢ +W_<¢) —&.

Por tanto, en virtud de encontrar una funcion ¢ que satisfaga

€2¢// 2 ((¢/>2 4 82) ((¢/)2 =+ 82 o 02¢/) 7

consideramos ¢(s) := % (=1 + e ) donde A una constante por fijar. Notar

que para € < e~ se tendra que 2 < |¢/| < e.
Por tanto si esogemos A = A(L) := 4+ 2C5 y € < 1, tendremos que

((¢)2 +&2) ()2 + % — o) < 22 (262 + G | )
< ¢ (4 n 202<€€7(4+202)s))
< 2 ((4 4 202)(86—(4+202)s)) _ €2¢// )

Con esto tenemos que para ¢ > 0 suficientemente pequeno la funcién

19
wi(w) = 120,

(-1+ 63(4”02)) , s = dist (z,0G)) ,

es una subsolucién suave de QF en G, \ Ep. Atin mds, w; es una subsolucién

viscosa de Q° en Gy, \ Ey. Ahora como se cumple que

—& 8w1

ww) =02 wiz) = 1+20, v

> —e en 0Fy,
por el principio del maximo para soluciones viscosas tendremos que

)
a—z > —cen O, . (3.36)

U > wy > —e€en QL,



Capitulo 3. Caso Débil 95

2. Ahora consideramos la funcién:

L—-1

wy = v+17—(L—-1).

Esta funcién viene de trasladar y reescalar la subsolucién de (3.3) dada en el

enunciado. Por tanto se tendrd que Q%w,; > 0 en F, \ Fy) ya que

= (o, (22 o
. Vv L—1

=5 (v () -

> f <din (é;)) — Vo] >0,

ya que v es subsolucién de (3.3). Ademéds, como el dominio es compacto y

Vv # 0, se tendré que para € > 0 suficientemente pequeno Qwsy > 0.

Notar que para 7 € [0, L — 2],

w>—>—-1>wy en 0Fy, u=7=wy en OF},
8w2 L—1 L

72 > _
v Vol =

- _ 1f (Hpp,) > —C(L) en OF}, .

L
Entonces por el principio del maximo se tendra que:

— 0
u>wy>v+7—Len Fp\ Fy, a—ZZ—C(L)en OFy, . (3.37)

Por otro lado, como cualquier funcién constante es una supersolucién (3.30),

por el principio del maximo se tendré que

)
a—;‘ <Oen OF; . (3.38)

u<Tten €,

Probando asi la estimacion (3.31) y la segunda parte de la estimacién (3.32).

3. Ahora construiremos una supersolucién que comience en 0FEj. Sea w3 una fun-
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cién suave que se anule en JFy tal que

0< f<H+) < % S f(H+) "‘E, en 8E0 .

Por tanto, en 0Ey, se tendra que Vws # 0 y
Qws = f (Hy) — |Vws| < f(H,) — f(Hy) =0.

Luego para ¢ > 0 suficientemente chico tendremos que Qws < 0 y |Vws| > 0
en U :={0 <w;s <4},

Consideremos ahora una reparametrizacién de ws dada por

w
Wy = ﬁ, zxelU.
- 3
VU}3
Notar que w3 = wy = 0 en 0Ey y Vwy = —————. Por tanto,
(1 — 5*1w3)
1 . ng _
Oy = ————— d 1 — 6 tws)? —
Q= =gt (7 (e () 07 = 9
1
< — .
> (1 — 5_1103)262 wsg < 0

Ademds wy — oo en OU \ OEy. Por tanto para € > 0y 0 > 0 suficientemente
pequeno se tendra que Q°wy < 0en V = {0 <w, < L}.
Notar que por (3.38),

u<1T<L-2<Z1L,

asi u < wy en QV y por el principio del maximo u < wy en V. Con esto se tiene

que

Ou _ Owy  Ows
5§g—5§f<H+>+5en OEo , (3.39)

para € > 0 pequeno. Con esto hemos probado la estimacién (3.32).

4. Ahora probaremos (3.33). Como u es una solucién suave de (3.30) se tendrd
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que

g (\/ Vul® + 52> = Hy=r .

Ademas, combinando los resultados de la observacién 3.7.2 se tendra que

\VIVul® + 2 < SUPTJIVl?Z( (1 + e/ |Vul* + 52) Hyzr
t N
< méx (1 +c\/|Vaul* + 52) Hyer
o0, ¢
. 2 o) 1,24
<max [ 1+ cy/|Vu|"+e2 | ¢ en1
001,
KL, 2 1
= en—1 mMax |Vu|”+e2+ -
o1, c

kL, 1
<enTméx | |[Vu|+e+ - .
201, c

Ademés, como k < 0y [Vu(z)] < ¢/|Vu(z)|* + €2, se tendra que

1 _
\Vu(z)| <max|Vu|+e+ -, Ve Q.
291, c

Con esto probamos la estimacion (3.33).

5. Notar que por (3.32) y (3.33) se tendra que HuHCOH(ﬁL) < C(L,c) para €
suficientemente pequenio. Reeplicando el método de ([15], 13.2), se tendrd que
por la estimaciones de Nash-De Giorgi-Moser que ||u|| 144 () < C(L,c,e) con

a = a(Q). Luego (3.34) finaliza con las estimaciones de tipo Schauder de [15].

]

Observacion 3.7.7. Notar que de la demostracién del Lema 3.7.6 tenemos que para
todo L > 2y e € (0,e(L)],

1 —
|Vu(z)| < en1 <méx\Vu| +e+ —> , Vo e Q.
201, c

Dandonos asi un comportamiento Vu — 0 cuando L — oo.
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Lema 3.7.8. Bajo las hipotesis del Lema 3.7.6 eziste solucion suave de (3.29).
Demostracion. Dividiremos la demostracion en varios pasos.

1. Primero notamos que el operador Q°u tiene la siguente forma para u := ew

Q°u = f | div, _ Ve —e\/|Vu|* +1
\|Vuwl® + 1

para £ > 0. Por tanto, si definimos el operador F : C3"*(€2;) x R — C'T*(Qy)

por

F(w,e) := f | div,, Ve —e\/|Vu|* +1,
V) + 1

tendremos que (3.30) es equivalente a F'(w,e) = 0. Notemos que estamos inter-
ezados en que w = 0 en 9S2r. Por otro lado, como f es C! y f(0) = 0, se tendra
que F es C! y tenemos la solucién trivial F/(0,0) = 0. Por tanto seguiremos la

estrategia de la seccién 2.2 para mostrar que F'(w, ) = 0 posee solucién unica.

Primero calcularemos el operador linealizado de F' en w = 0. En efecto sea

_ dw,
(ws), C C2t*(Qy) tal que wy = 0y ;;

= p € C?**(Q). Entonces
s=0

calculamos el termino

d | 2

Luego el termino

= (Vp,0)=0.

s=0

_ 2 )7 g dis
- (|sz| +1) <v dS avws>

s=0

—1
2

d
<v - (IVw.[* +1)

,0> + (0, V)
s=0

==

—

<
4
5.
+
H\.

<

£
~——

i
I
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Finalmente el termino

d Aw, d -1
T = Ap 0 (Vw4 1)

RV N

Entonces como f’(0) = 1, se tendra que

=Ap.

s=0

=Ap.

s=0

d
DF(0,0)p = —-F(0+w,,0)

Por tanto, como DF(0,0) = A : C37*(Q) — C***(Q;) es un isomorfismo, se
tendra que por el Teorema 3.2.2 para ¢ suficientemente pequenio F'(w,e) = 0

posee solucién unica. Con esto probamos que (3.30) posee solucién para 7 = 0.

2. Sea € > 0 fijo. Definimos el conjunto
I. := {7 € R : el problema (3.30) posee solucién para €} .

Por el paso anterior tenemos que 0 € I. Queremos demostrar que I = [0, L —2].
Primero mostraremos que el conjunto I N[0, L — 2] es cerrado.

En efecto sea (7,,) C I tal que 7, — 7. Entonces para cada 7, existe solucién
u™e € C2t*(Qy) de (3.30). Notemos que por el Lema 3.7.6 (u™°), . estd
uniformemente acotada en C***. Luego por el Teorema de Arzela Ascoli existe
una subsucesién (u™ ) que converge a una funcién u en C2(€). Ahora como
F es C! tenemos que

F(u,e) = lim F(u™*¢e)=0,

k—o00

ademas como u™ €|, = T,, se tendrd que ul,p = 7. Por tanto u es solucién
de (3.30) para 7y e. Asi I N[0, L — 2] es cerrado.

Ahora mostraremos que [ es abierto. Para esto definimos el operador G :
C¥(Qr) x R = C*(2y,) x C*(09;) dado por

G(u, 1) = (Qeu, m(u) — TXaFL> ,
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donde 7(u) = ulyg, . Notar ademds que G'es C' y que (3.30) es equivalente a
G(u,7) = (0,0).
Calculamos el operador linearizado de G en una solucién u de (3.30) con € > 0

y 7 fijos,

DQ*(u)

™

DG(U, T) = < > : C2+a (QL) — CO+a (QL) X CZ—i—a (8QL) .

Notar que podemos escribir

Q*(u) = ViA' (Vu) — g (B(Vu))

A(p) = Ai(p;) = ——2, B(p) =/ Ip]* +<*.
\Ipl” + €2

Por tanto, como ¢'(z) = (14cz)~2, tendremos que el siguiente operador eliptico
DQu(p) = VA, (Vu) V0 — g' (B(Vuw))) By, (Vu) V¢

solo posee la solucién cero. Por tanto usando la teoria clésica de existencia y
unicidad de ecuaciones elipticas tendremos que DG(u,7) es un isomorfismo.
Finalmente citamos el Teorema 2.2.2 para tener que el conjunto I es abierto.

Asi por conexidad I = [0, L — 2] y en particular para 7 = L — 2 el problema
(3.29) posee solucién v € C**(€2). La regularidad se sigue de las estimaciones

clasicas de tipo Schauder.

Ahora tenemos todos los ingredientes para probar la existencia de minimizadores

del funcional J, dada una condicién inicial Ej.

Teorema 3.7.9. Sea v una subsolucion débil propia de (3.3) con condicion inicial Fy

precompacta en ). Entonces para cualquier conjunto no vacio abierto suave FEy C €)

0,1

existe una solucion propia u € C,,.

(Q) con condicion inicial Ey dunica en 2\ Ey que
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satisface
[Vu(z)| <sup f(Hy) +c¢ ' etp 2€Q\ Ey. (3.40)
dEq

Demostracion.

1. Primero asumiremos que la subsolucién v de (3.3) es suave con Vv # 0. En-
tonces por el Lema 3.7.8 se tendréd que para cada L > 0 existen € = (L) y una
solucién v = u=F~2 de (3.29) en Q;, donde € — 0 cuando L — co.

Luego por las estimaciones (3.32) y (3.33) del Lema 3.7.6 y la observacién 3.7.7

se tendra que
(Vus(z)| < sup f(Hy) + 28 +c L (3.41)
dEq

para L suficientemente grande tal que 0F, no influya en Vu. Como los gradien-
tes de u® estan uniformemente acotados podemos extraer gracias al Teorema
de Arzela Ascoli las siguientes subsucesiones:

L; — 00, g; — 0y u; tal que los u; resuelven (3.29), satisfacen (3.39) y u; — u
uniforme en compactos de Q\ Ey con u € Cp(Q\ Ep).

Notar que en los puntos donde u es diferenciable se satisface,

V()| < sup f(H,) + ¢
OEy

Ademas por la estimacién (3.31) del Lema 3.7.6 se tiene que con 7 = L — 2,

u>0en Q\ Ey, u— oo cuando x — o0

2. Ahora consideramos el problema en una dimensién mas. Sean U;(x, z) = u;(z)—

giz como en la observacién 3.7.4 y U(z, z) = u(x), entonces por el paso anterior

uniformemente en compactos de 2\ Ey X R con cotas Lipschitz locales. Con esto

tenemos que las hipersuperficies N = {U; = t} satisfacen de manera clasica
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el flujo expansivo de (3.3) en €, x R. Luego por la Proposicién 3.3.9 las
hipersuperficies N} minimizan el funcional 7, en Q. x R.

Notar que para los compactos K de Q\ Ey x R se tendrd que
ess 8111(p ‘VQ\onRU‘ <C(K).

Entonces por la Proposicién 3.6.1 y el Lema 3.3.8 tendremos que U es solucion
débil de (3.3) en Q\ Ey x R.

3. Afirmamos que u es solucién débil de (3.3) en Q \ Ey. En efecto sea v €
CYHQ\ Eg) con {v #u} cC Q\ Ey un competidor para u del funcional J,,.

loc

Consideramos la siguiente funcion de corte ¢, : R — R definida por

1, para z € [0, s]
o(s).  paraze[-1,0)
¢(s—z), paraz€]ls,s+1]

0, para z € R\ [—1,s + 1]

\

donde ¢ es tal que ¢, € C'(R) con ¢4(z) € [0,1] y |¢.| < 2 para todo z.

Definimos el siguiente competidor para la funcién U(x, z) = u(z),

V(z,z): =v(x)ps(2) + (1 — ¢s(2)) u(x) .
= [VargV| = (1050 + (1 = 6,)Vul + |6l [0 — uf’)*
< ¢ | Vol + (1 = @) [Vu| + @] [v —

Sea K un comapcto conteniendo a {u # v}. Notar que

{VAUYCK x[-1,5+1] cc Q\ Ey xR.
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Entonces de Jy(U) < Jy(V) se tendrad que

[Vul +ug (Vul) d(z, 2) <

Kx[—1,s+1]

s [Vl + (1= 60) [Vul + @] [v — ul + (vgs + (1 = ¢5) w) g (|Vul) d(z, 2)

Kx[—1,5+1]

= / s (IVol +og (IVul)) + (1 = ¢5)(IVu| + ug(|Vul)) + 6] [v — ul d(z, 2) .

Kx[—1,5+1]

Por tanto obtenemos que

/ b0 (V] + ug (|Vul)) d(z, 2)

Kx[—1,5+1]
< [ ol ug (Val) + el o uldGa.2).
Kx[—1,5+1]

De esto se tendra que

sdu(u) = 8/ |Vu| + ug (|Vu|) dz
K

< / 60 (V] + ug (|Vu])) d(z, 2)

Kx[—1,5+1]
< [ ol ug (Val) + il o - uld(o. 2
Kx[—1,s+1]
<(+2) [ Vel +og(Vadzt [ oo uldie.2)
K Kx[-1,0]U[1,2]
< (3+2)Ju(v)+4/\v—u\d:v.

K

Luego diviendo por s y tomando s — oo se tendra que J,(u) < J,(v). Final-

mente extendemos u negativamente a FEj para obtener que Ey = {u < 0}.

Ahora analizaremos el caso donde el gradiente de la subsolucién v puede anularse.
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1. Sea L > 0 fijo y escogemos un abierto Uy con frontera suave tal que Fj, CC
U, CcC.

Haciendo un cambio de coordenadas si es necesario tenemos que la funcion
aln(s) es una subsolucién del flujo débil de (3.3) suave en OU;, x [C,00) con
a>0yCeR.

En efecto, notemos que

. Vou, x[c,00)@ In(5) . s a
d — =d Z(0,...,0,=) | =0
Noupxie.e) <|V8UL><[C,OO)061H(S)‘ WVoup xic.00) &(H7 PRb ’s) ’
n—1-veces
(8% (6%
9 (|Vovxicomaln(s)|) = g (;) =

Para que lo anterior quede no negativo se tiene que cumplir que o > —cC~! si

C<0oa>0siC>0.Con esto tenemos que

VGULX[QOO)O(II](S) ) > 0

9 (|Vou, xicyIn(s)]) — A (‘VBU X[Crooy In(s)]
L ,O0

d
= >
dtjaln(s) (wt> o >0 )
donde w, € C2F (U, x [C,00)) es cualquier familia tal que w; > aIn(s). Con

esto se tendréd que
Jaln(s) (Of ln(s)) < Jaln(s) (wt)

para cualquier competidor w; que cumpla aIn(s) < w; cumpliendose lo afir-

mado.

2. Usando «In(s) como en el caso anterior tendremos que por el paso anterio
existe una solucién débil de (3.3) propia uy en € con condicién inicial Ey.

Notar que uy, satisface (2.39).

3. Por otro lado, por el Lema 3.6.2 tenemos que min {v, L} es subsolcuién débil
de (3.3) en Uy. Luego por la Proposicién 3.6.3 parte (2) tendremos que ug > v
en I, ={v <L}
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4. Ahora haciendo tender L — oo y ocupando el Lema 3.6.1 podremos extraer
una subsucesién que converge a una funcién v en todo 2 con u > v. Luego
volviendo a usar el Lema 3.6.2 parte (3) tendremos que u es tnica y satisface

la estimacién (3.39). Concluyendo la demostracién.

]

Observacion 3.7.10. Para efectos del teorema de existencia necesitamos una sub-
solucién débil propia de (3.3) v con condicién precompacta Fy que contenga la con-
dicién inicial dada Ey del problema original. Para el caso de Q@ = R" \ K con K
compacto podemos utilizar la subsolucién dada por las esferas que se expande vista

en el ejemplo 2.1.4.

3.8. Resultados Topolégicos

En esta seccién discutiremos sobre algunos resultados topoldgicos del flujo (3.3)

en su version débil.
Proposicion 3.8.1.
1. Una solucion débil de (3.3) no posee mdximos ni minimos estrictos locales.

2. Supongamos que el dominio § es simplemente conexo. Sea (E;),., un minimi-
zador del funcional J, con condicion inicial Ey tal que OFEq es conexo. Entonces

N, se mantendrd conexo si se mantiene compacto.
Demostracion.

1. Hacemos notar que si u posee un minimo (resp. maximo) estricto local en
(2, entonces existird una componente precompacta £ CC Q de {u < t} (resp.

{u > t}) para algun t. Luego, si este fuese el caso, sea

v=u, enQ\E
v=t, enk .

v =
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Notamos que v € Cloo’cl(Q) y por tanto es un competidor de u para el funcional

Jy. Como u es solucién débil de (3.3) y {u # v} CC E CC Q, se tendra que

Ju(u) < Ju(v)

:>/\Vu|+ug(]Vu])dx§/\Vv\—i—vg(]Vu])dx:/tg(]VuDdx
B Jo

E

:/\w + (u—t)g ([Vaul) dz < 0.

Si u tuviese un minimo estricto local entonces E CC {u > t}, tendriamos que

[ 1vul+ (@ = g (Vulyde <o
~——
E >0

= |Vul+ (u—1t)g(|Vu]) =0ctpr el
=u>t|Vu=0ctprekFE

=su=ten F.

Una contradiccion. Por otro lado, si u tuviese un maximo estricto local entonces

E cC {u < t}. Escogemos t tal que u >t — 1 en E. Luego,

[ [l = g(9ulydo < [ 19ul + @ t)g(Vuldo <0

~ ~ ——

E >0 E >—1

= |[Vul+ (u—t)g(|Vu]) =0ctpr el

[V
g(Vul)

su<t—len FE.

= (u—t)= =—(1+c|Vul)< -1l ctprek

Una contradiccién. Por tanto una solucién débil de (3.3) no puede tener mini-

mos ni maximos estrictos locales.

2. Sean Qy = Q\Ey yt > 0. Por el Corolario 2.4.3 se tiene que cada hipersuperficie
N; puede ser aproximada por una familia de hipersuperficies N, de clase C!

sin saltos. Por tanto asumiremos que las hipersuperficies N; vienen dadas por
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los conjuntos de nivel {u = t}.

Sea A = {u < t}. Como u es propia tenemos que ANy = {0 < u < t} es aco-
tado. Pero por la parte anterior ninguna componente de A puede estar compac-
tamente metida en 2. Luego cada componente de A intersecta a 0€)y = 0FEy.
Pero como 0Fj es conexo se tendra que A también es conexo. Analogamente

el conjunto B = {u > t} también serd conexo.

Entonces si NV; posee mds de una componente conexa, por la conexidad de A
y B, existird una curva cerrada 7y que parte en JFy curza N; por la primera
componente conexa y retorna por la segunda componente conexa. Por tanto y

no puede ser homotopa a cero contradiciendo la simple conexidad de §2.

]

Ahora probaremos el resultado de convergencia de soluciones débiles expansivas
del flujo (3.3) en R™ \ K.

Definicién 3.8.2. Sea () un abierto de R" y N C R™ una superficie. Definimos la

excentrizidad de N en como

donde [r(N), R(N)] es el intervalo mas pequeno tal que N C B (0) \ By n(0).

Lema 3.8.3. La tnica solucién expansiva del flujo (3.3) en su wversion débil en

R™\ {0} con conjuntos de nivel compactos es la esfera que se expande.

Demostracion. Sea v una solucién débil expansiva de (3.3) en 2 = R\ {0} y sean
P, = {v =t} los conjuntos de nivel asociados.
Sea p(h) la solucién del flujo expansivo de la esfera de radio p(0) = R(F;). Enton-
ces por comparacion existe una constante k£ < 0 tal que la curvatura media de la
evolucién de la esfera satisface

2, 2

H(x,h) >en1 min H(x,0)= p(h) <e »1R(P).
Br(p,)(0)
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Ahora, como p(h) > R (P,yp), se tendra que
R(Pyp) <e™R(P) Vt,h>0. (3.42)

De esto obtenemos que la excentricidad 6 (P;) es dreciente en funcién de t.
En efecto, usando las esferas con radios R(P,) y r(FP;) que se expanden por el flujo

como barreras para P, tendremos que para todo s >t
R(P,) < e™R(P,), r(Py) > e*r(p).
Luego,
R(P,)r(P,) — R(P)r(Ps) < e®R(P)r(P,) — e™R(P)r(P,) =0.
Obteniendo asi que 0(Ps) < §(F;) para todo s > t.

Por otro lado recordemos que P, C B (0) \ By n(0) de esto se cumple que
P,N0Bp, . # (). Adem4ds existe Ry tal que
Bl

IVo(z)| < Cent, ¥ |z| > Ry. (3.43)

Sea t; tal que r(P;) > Ry parat > t;. Como los P, son compactos, se tendré que existe
una constante C; tal que v >t — Cy en 0B,(p,)(0). Por tanto P,_¢, N 0B, p,(0) = 0,
pero P,_c, no puede tener componentes fuera de B,(p,)(0) pues contradice el Lema
3.8.4. Luego R (P,_¢,) < r(F;). Combinando esto con (3.42) se tendra que

R(P) < e R(Pc,) <er(B), V>t .
Por tanto
O(P,) < et (3.44)
para todo t > ty.

Sea \; una sucesién de numeros reales que tienda a infinito. Consideremos las
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siguientes reparametricaciones

Pt)\i =NP,={\r: x e P}, U/\i(x) = ()\ﬁ) .

Como H », = A; ' Hp,, se tendré que vV (z) satisface
t

Vot |Vv’\i
N THE) = M\ Vot < di = : 3.45
ST Hr) = AT [V Yo\ [von 1+ et Vo (3.45)
Notar que por (3.43)
N lalk A
|Voi(z)| < Nen=1 [ C + ) V |z| > Ry .

Luego se puede modificar la demostracion de la Proposicion 3.6.1 para mostrar que

existe una subsucesion \;, de ()\;) tal que (Pt)\i’“> converge a una solucion (Q;)
teR

de (3.45).

Como (3.45) y (3.44) son ivariantes bajo re escalamientos, también se satisfacen

terR

para cada ;. De esto obtenemos que cada @); es no vacio y compacto. Ademas se

cumplen que
0(Q:) =0y :=supb(P,), VteR.
t

Afirmamos que 6y = 1. En efecto, si 6y > 1 tendriamos que )y estaria contenido
entre 0B,(0) y 0B,4,(0) para algin r > 0, siendo tangente en cada uno y pero sin
coincidir con ninguna de las esferas. Haciendo una perturbacién por el flujo suave
apuntando hacia a fuera (resp. apuntando hacia dentro) para la esfera 0B, (0) (resp.
0B,4,(0)) se tendra por el principio del méximo y por el principio de comparacién
para el flujo débil de Q; que 0(Q;) también decrece contradiciendo el hecho que 6(Q;)

es constante. Por tanto 0(Q;) = 1, teniendo asi que P, es una esfera para todo t. [

Teorema 3.8.4. Sea u una solucion débil expansiva de (3.3) en R™ \ K con K
compacto. Suponga ademds que {u =t} son compactos para todo t > ty. Entonces

bajo una reparametrizacion {u =t} converge a una esfera que se expande.

Demostracion. Pendiente!?? ]



Apéndice A

Funciones de variacion acotada y

conjuntos de Caccioppoli

A.1. Funciones de variacion acotada

Esta seccion estd planificada, a modo recopilatorio, para el entendimiento de los
resultados de la seccion 2.3. del capitulo 2. Los resultados y definiciones estan basados
en [13].

Definicién A.1.1. 1. Dado un abierto 2 C R" y f € L'Y(Q). Se definen los

simbolos

DS () : = sup / fdive, (9)dz = o € CHAR, |o <1,
Q

1 vy + = [l + [IDAIT(2) -

2. Definimos el espacio de las funciones de variacién acotada en €2 como

BV(Q) = {f € 1:®) : [|fllgye) < 0} -

110
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3. Ademas se define el espacio de las funciones de variacién local acotada como
BVioe() i= {f € Linl®) + | fllgyey) < 00, ¥V cC Q} .

Observacion A.1.2. Hacemos notar que por el Teorema de Arzela-Ascoli el espacio

BV (€2) junto con la norma ||-||4, es un espacio de Banach.

Ejemplo A.1.3. Si f € WH(Q), entonces ||Df]| (Q f |Df| dx.

El siguinte lema es sobre la convergencia de la seminorma en BV.

Lema A.1.4. Sea Q C R™ un abierto, si (f,), C BV(Q2) converge a f € BV(2) en
L} .(Q). Entonces

loc

DS () < limint [|Df, ]| ().

Lema A.1.5. Se tienen las siguientes inclusiones
WEHQ) € BY(Q), Wi (Q) C BV1(Q)

Observacion A.1.6. Las inclusiones del Lema A.1.4 son extrictas, como ejemplo
basta considerar la funcién caracteristica de un conjunto acotado F' con frontera C?

y con |0F N Q| < oo. Luego,
IXrllsv) = Xl + IDXR () = A(F N Q) +[0F N Q| < oo

Pero x, ¢ WH(Q).
En efecto supongamos que 0 € F'y sea g = x,. Entonces, si g € WH1(Q), tendremos
que su derivada distribucional ¢’ = 0 conicidir{fa con su derivada débil en L'(2). Por

tanto para cualquier ¢ € C° (R") tendriamos que

3@ dac = /gogjidm =0. (A1)
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Luego bastaria tomar una funcién de corte n € C*°(R") tal que

0, o] <5
L, |z|>1
y considerar ¢(x) como g¢.(z) := g(x)n(ex) € C°(R™) con € > 0 en (A.1). Obtenieno

asi que ‘F N B(0, §)| = 0 para todo € > 0. Contradiciendo que F' no es de medida

nula.

El siguiente Teorema muestra la estructura de las funciones de variacién local-

mente acotoda.

Teorema A.1.7. Sea Q2 C R™ abierto y f € BV ,.(2). Entonces existe una medida
de Radon p en Q y funcion o : Q — R™ p-medible tal que |o(z)| =1 ct.pr € Qy

/f(f@)dian (w(w))de:/(w(x),d(x)ﬂu(fr), Ve eC (ARY).
Q

Q

Observacion A.1.8. La medida p del Teorema 2.3.7 se llama medida de variacion
de f y se denota p :=||Df]|.

A.2. Conjuntos de Caccioppoli

Definicién A.2.1.

1. Dado un conjunto medible F' C R™, si x, € BV,.(2) entonces diremos que F

posee perimetro finito local en €.

2. Si ademads x, € BV..(Q2) para todo abierto acotado €2 C R™, entonces diremos
que F' es un conjunto de Caccioppoli. Denotaremos por la familia de conjuntos

de Caccioppoli en 2 por Ca(f).

Observacién A.2.2. En el caso en que f = x,, con F' conjunto de perimetro finito

local en Q. Se adopta la siguiente notacién ||[0F|| := ||Dx,|| y vr := 0. Asi, para



Apéndice A. Funciones de variacion acotada y conjuntos de Caccioppoli 113

toda funcién ¢ € CL(Q,R"), se tendra

/diVRn (p(x))de = [ {p(x),ve(r)) d[|OF|| (z) .

F

{O\

Notar que esta notacion esta en el espiritu del teorema de la divergencia para con-
juntos con frontera suave. La medida ||0F|| se llama la medida perimetro de F'y
[|OF|| (2) se llama el perimetro de F' en Q.

Definicién A.2.3. Sea F' C R™ un conjunto de perimetro finito local en R". Se

define la frontera reducida de F' como los puntos x tales que satisfacen

1. Para todo r > 0, ||OF|| (B(z,r)) > 0.

2 ve(e) =lim £ vely) d|I0OF]| (v)
= B(z,r)

3. lvp(x)] =1.
La frontera reducida de un conjunto de perimetro finito local se denota por 0*F'.
El siguiente resultado nos da la estructura de los conjuntos con frontera reducida.

Teorema A.2.4. Suponga que F' C R™ posee perimetro finito local en 2. Entonces

OF=|JK.UN,
keN

donde ||OF|| (N) = 0 y K} son subconjuntos compactos de superficies Sy, de clase C'.

Mas ain, VF’Sk es el vector normal cldsico de Sy y
10F[| () = H" o-r(-) = [0"F O ()] - (A.2)

Lema A.2.5. Para cada x € O*F se tiene que

n—1 *
fm H" (0*E N B.(x))

r—0  a(n—1)rm1

~1. (A.3)
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Donde a(n) representa la medida de Lebesque n-dimensional de la bola unitaria.

Formalmente para s > 0, a(s) se define como

WV
a(s) = m )

e T s—1

donde I'(s) := z*~ ! es la funcion gamma usual.

Corolario A.2.6. Sea F' un conjunto de perimetro finito local, entonces 0*F C OF
y H" 1 (OF \ 0"F) = 0.

Lema A.2.7. St U C R" es un abierto y E, F son conjuntos de perimetro finito

local. Entonces,
NO(E U F)[| (U) + [[o(E N F)|[(U) < [|9E]| (U) + [|0F|| (U)

con iqualdad si, y solo si la distancia euclideana de E y F' es estrictamente positiva.
Notar ademds que en este caso ||OFE|| (U) = |[0*ENU|.

Observacién A.2.8. Notar que si K es un compacto tal que |[0K| = 0, entonces
K € Ca(Q).

El siguiente resultado es un criterio para que un conjunto tenga perimetro finito

local.

Teorema A.2.9. Sea FF C R™ un conjunto H™-medible. Entonces F' posee perimetro

finito local si, y solo si, para todo compacto K C R™ se cumple que
H" N (KNJ'E) < oo.

Corolario A.2.10. Sean Q C R™ abierto y v € Co:X(Q). Entonces el conjunto F, :=

loc

{z € Q: v(x) <t} posee peimetro finito local.

Demostracion. Dado un compacto K C R™ queremos estimar H"™! (K N 0*F).

Notemos que por el Corolario A.2.6, tenemos que 0*F; C OF y

H" L (OF,\ 0*F,) =0.
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Ademas por la continuidad de v tenemos que 0F; C {v = t}. Por tanto,

H (KN F) < H (K n{v=1}) < / (K N o = t}) dt

R

:/|Vv|dx§Lip(v)H”(K) < 00.
K

En la segunda linea hemos utilizado la formula de la co-area para funciones Lipschitz.
O
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