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1. INTRODUCCIGN

La siguiente monografiz se enmarca en e} estudio de endomerfismos holomor-
fos del espacio proyective complejo P*(C). En particular, se estudia la medida de
equilibrio asociada a éstas, donde una medida de equilibrio es una medida de prob-
abilidad invariante que maxiiniza la entropia métrica de! sistema dindmnico.

En dimensién 1, estos endomorfismos holomorfos (funciones racionales en una
variable), comenzaron a ser estudiades a comienzos del siglo 20 con los trabajos de
Jula, Faton y Léau. Brolin en el afio 1965 [6], obtuvo una medida de equilibrio para
polinomios actuando sobre la esfera de Riemann. En su trabajo, Brolin demuestra
que el conjunto de Julia J tiene capacidad logaritmica positiva, y que la medida
natural p soportada sobre .J, obtenida de su potencial logaritmico, se obtiene como
el limite débil de las medidas de conteo:

P = D77 Z dys

yef—m(x)

donde f es urn polinomio mérico de grado D, el punto x es arbitrario (posiblemente
fuera de un conjunto excepcional de a lo mas dos puntos} y 4, la medida puntual de
Dirac soportada en y, es decir, u refleja la distribucién de preimigenes de z. Este
Gitimo hecho, implica en particular, que la medida p es una medida de equilibrio.
Brolin demmuestra ademds, que esta medida es mezclante.

Lyubich y Freire-Lopes-Mafié (1983, [22], {11]} demostraren, para funciones racio-
nales sobre la esfera de Riemann, que existe una medida natural g, que refleja la
distribucién de los puntos periddicos repulsores, que se obtiene como la distribu-
cidn de preimdgenes de puntos no excepcionales y que ésta es la dnica medida de
entropia maximal.

En dimensién superior, Hubbard (1986, [17]) introduce la funcién de Green
G dindmicamente definida, para las aplicaciones de Hénon (clertos difeomorfis-
mos polinomiales de C2), y obtiene una medida invariante natural definida por
o= (dd°GY™2, donde dd® es el laplaciano I’;;aé. Esta medida g, es una candidata
natural z tener las propiedades de la medida de Brolin-Freire-Lopes-Mané y fue
detalladamente estudiada por Bedford-Smillie (1991, 1992 [7, 8, 9, 10]) y Fornaess-
Sibony (1992, [12]). Bedford-Smillie-Lyubich en [4, 5] demuestran que esta medida, .
es fa Unica medida invariante que maximiza la entropfa.

En el caso de endomorfismos holomorfos de PF(C), fueron Hubbard y Papadopal
{1994, [18]), quienes mostraron que existia una medida de probabilidad invariante
natural z, obtenida del laplaciano de la funcidn de Green del sistema dindmico.
Fornaess-Sibony {1994, [13]) demuestran que esta medida es mezclante y que refleja
lz distribucién de preimigenes de puntos fuera de un conjunte phuripolar, lo que en
particular implica, que es una medida de equilibrio. Adicionalmente, Briend-Duval
(1999, [1]) prueban que los exponentes de Lyapounov de la medida p son positivos
v gue los puntos periddicos repulsores estdn equidistribuidos con respecto a p. Es-
to ditimo es particularmente interesante, pues en dimensién.superior, es la lUnica
forma de ver que los puntos peridédicos repulsores son densos en el conjunto de Julia.
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Hasta este punto, si bien era claro que la medida natural p del endomorfisino
holomorfo de P*(C) tenia entropfa méxima, no se sabia adn si era la nica me-
dida de entropia maximal. Por ofra parte, en dimension uno, la medida se podia
obtener como limite débil de preimdgenes de puntos no excepcionales, por tanto
estaba abilerla la interrogante de si ésto era cierto en dimensiones supericres. En
particular, se necesitaba tener una buena definicién de conjunto excepcional en el
contexto de dimensiones superiores. Todas estas preguntas permanecen abiertas
hasta el afie 2001, cuando Jean-Yves Briend y Julien Duval publican su trabajo
” Deur caractérisations de la mesure d’equilibre d’un endomorphisme de PF(C)"[2].
En éste, dan una buena definicién de conjunto excepeional y caracterizan a la me-
dida de equilibrio, como la distribucién de preimagenes de puntos no excepcionales,
y como la iinica medida de cntropia maximal.

Esta tesis de Magister, es una monograffa basada en el frabajo de Briend-
Duval [2], organizada como sigue:

Ein las secciones 2 y 3, se compila los hechos basicos de holomorfia en varias vari-
ables ¥ variedades complejas respectivamente. En la seccidn 3 ademds, se detalla la
definicién y propiedades del espacio prayectivo complaic P*(C) v los endomorfismos
holemorfos de éste.

Eu la seccidn 4, se introduce los hechos bésicos de dlgebra conmutativa y geo-
metria algebraica, para finahnente enunciar el resultado mas importante de esta
seccidén: el Teorema de Bezout,

La seccién 5 tiene como objetiva, estudiar la métrica hermitiana natural de
P*{C), llamada la métrica de Fubini-Study. Para ésto, se introduce detalladamente
el topico de formas diferenciales reales y complejas. Con el objetivo de hacer lo mas
autocontenida posible esta monografia, se ha obviado intencicnalmente el uso de
fibrados vectoriales.

En le seccidn 6 se preseutan los hechos basicos de Teorfa Ergddica, para final-
mente mostrar resultados referentes a entropia de endomorfismos holowmorfos.

Por tltimo, en la seccidn 7, se define el conjunto excepcional de nn endomorfis-
mo holomorfo de P*{C) y se demuestran las dos caracterizaciones de la medida de
equilibrio antes mencionadas.
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2. FUNCIONES HOLOMORFAS DE VARIAS VARIABLES COMPLEJAS

Denotaremos por C al cuerpo de los niimeres complejos (resp. R al cuerpo de los
ntimeros reales) y por C* = C\ {0} al grupo multiplicativo de €. Dado un entero
positivo r, denotamos por CT al espacio vectorial complejo + dimensional sobre C
(resp. R" al espacio vectorial real 7 dimensional sobre R) dado por

Cr:=Cx.-.xC resp. BT =R x - xR
e e [ —
T T
Denotamos por Z = (z3,..., 2} a los elementos de C” (6 R™) y el vector (0,...,0)

lo escribiremos comao 0.

En general, dado un espacio V (vectarial, topoldgico, etc.) y dado un entero
positive », denctaremos como es usual por V" al producto cartesiano de r copias
de V, dado por

Vi=Vx---xV,
\__..._..:.,___/

con la estructura natural inducida.

Comenzamos esta seccidu introduciende el concepto de holomorfia para fun-
ciones de varias variables complejas a valores en €. Como referencia para esta
seccién seguiremos cl texto de [15].

Como es usual, diremos que una funcién de una variable compleja es holomorfa
si tiene derivada compleja.

Definicién 2.1. Una funcidn j definida en un abierto D C C* a valores en C se
dira holomorfa en D, si [ es continua y holomerfa en cada variable separadamente.

Teorema 2.2. {Lema de Osgood) Si una funcién continua f definide en un abierto
D c CF g valores en C, es holomorfa en cada variable separadamente, entonces f
es analiticn en D.

Identificaremos C con R @ iR donde ¢ es una solucién fija de w® +1 = 0, de
tal forma que cada elemento z € € se identifica con un tnico elemento x + iy de
R &4R. En particular, para cada entero positivo k, el espacio vectorial complejo ck
se identifica con el espacio vectorial real (R ¢ iR)* de dimensién (real) 2k.

Una funcidn f: D C (R@®R)* — C, donde f(2) = u(Z) -+ (%) se dird de clase
€7 siu,v € C"(D,R). Diremos que f es suave si 7 = +00. Para todo r 2> 1 se puede
definir los operadores diferenciales

g au P
o) = a, T
o d Cdu v
R = -
5 ) =iy, T B

lo que nos permite definir los operadores diferenciales lineales {complejos)

o _1(o 0N @& _1(8 .98
8z; 2 \0x; Oy 7 dz; 2\ Ox; szj )
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Notar que come consecuencia del Teorema 2.2 toda funcidn holomorfa es suave.
En particular, se tiene la sigulente caracterizacién de hiolomorfia.

Teorema 2.3. {Criterio de Couchy-Riemann) Una funcidén f definida en un abier-
to D ¢ C* a valores en C de clase C, es holomorfa en D si y s6lo si satisface el
sistema de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden

af

— =0, j=1,...,k

an 1 J 1

Dados nitmeros reales positivos 1, ..., 73, diremos quer = (r1,..., %) €]0, +oo[*
es un poliradio. Dado 7 = (vq,...,%) € C* y un poliradio r = (r1,...,7%) se define
un polidisce abierto A(%;r) € C* como el conjunto
A(#r) = {5:: (zg: .. 26) € Cc* | lz; — v;| < r; para todo j = 1,...,};}.

Teorema 2.4. {Teorema de la Puncidn Implicita)
Sean m y k enteros positives tal qguem < k, sean f1,.. ., fin funciones holomorfas en
un polidisco abierto AT ) C CF, con §= (v1,...,vx) yr = {r1,...,7%). Suponga

que para fodo 5 =1...,m se tiene que f;(0) =0y

8f;
-det(a—z;{ﬁ')) et # 0.

f=k—m+1,..,k
Entonces existen polidiscos abiertos A' = A(F:8)) ¢ CF™, AT := A(F";5") C

C™ con & = (v, .., Pem)s ¥ = (Vkoma1s- .- Uk}, A X A" C AT 1) y funciones
Rolomorfas v1,....0m & — A" con la siguiente propiedad: 851 £ = (#,2") €
Al x A”, entonces para todo j=1,...,m,

J3(2) = 0 siy sdlo si 2" = {p1(Z),....om(F))
Ver demostracién en [15] p.15, 16.

Dado un entero positive + y un abierto D € CF, una fumcién vectorial F : D — C7
dade por F(I) = (F1(%),..., F+(Z)) se dird holomorfa st para cada § = 1,...,r la
fimeién F; es holomorfa. Llamaremos a la matriz

OrF;
D(F)Z) = | ==
@ = (5 )g

la matriz jacobiana de F en Z. Diremos que la funcidn F' es no singular en Z € D si
el rango de D{F){Z) es igual a méx{k,r}. Por dltimo, F se dice no singular en I si
es no siugular en cada punto de D.

) TR of
1.,k

1eemy

Teorema 2.5. (Teorema de la Funcidn Inversa)

Sea F una funcién holomorfa definida en una vecindud de 0 € C* a valores en
CF. Supongamos gue F(ﬁ) =0, y que F es no singular en 0. Entonces, existe un
polidisco abieto A(G;8) y una funcidn holomorfa G definida en una vecindad de
F{A(G;6)) a valores en CF, ial que pare fodo 2 € A{D;8), W = F(Z) st y slo si
= G{W).
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3. EL Espacio PROYECTIVO COMPLEIOQ

3.1. Variedades. Sea M un espacio topclégico de Hausdorf, paracompacto y
conexo, U = {U;};>1 un cubrimiento numerable de A por conjuntos abiertos.
Suponga que para cada 7 > 1 existe un hotneomorfisimo

z;: U; C M — 2;(U;) C CF (resp. RY),
tal que para cada par de indices 7, £ que satisfacen U; N Uy # § entonces
Tef = Z¢ 0 z;'l vz (U N Ug) — 2 (U 1 Up)

es holomorfa (resp. suave).

La coleccién z = {2;};»1 es llamada un sistema de coordenadas locales holomor-
fas (resp. coordenadas locales suaves), a los pares {z;,U;) los llamamos una carta
local holomorfa {resp. carta local suave), y al par (z, U) un atlas holomorfo (resp.
atlas suave) para M. Dos atlas {z, 7}, (w, W) holcmorios (resp. suaves) sobre A
se dirdn equivalentes si !a unién de ambos es también un atlas holomoerfo {resp.
suave), Esto define una relacion de equivalencia sobre los atlas de la variedad M, y
a una clase de equivalencia sobre A/ ia llamamos una estructura holomorfa sobre A
(resp. una estructura suave sobre M),

Es importante notar que par el Teorema 2.2, toda estructura helomorfa sobre
M es a la vez una estructura suave scbre M.

Definicién 3.1.1. Diremos gue el espacio topoldgico M es una variedad compleja
de dimensién k& (resp. variedad suave de dimensién k) si estd provisto de alguna
estructura, holomorfa (resp. suave) sobre €l, modelado sobre CF (resp. modelado
sobre BE ).

Diremos gque una variedad suave es orientable si su estructura suave posee un
atlas con sistemas de coordenadas locales {z,};>1 tal que cada vez que U; MUz # B

entonces
Bzf
det _6 > 0.
Oz
Sean M y N dos variedades complejas (resp. suaves) de dimensiones k y &’
respectivamente. Una funcién f : M — N se dird holomorfa (resp. suave) si para
todo atlas holomorfo (resp. svave) {z, 1) de A y (w, %) de IV en sus respectivas

estructuras complejas, y para todo Uy € @, Vp € % tales que p € Uy, f(p) € V4,
entonces existe una vecindad U] C U; de p tal que f{U;) C Vg, donde

weo fozrt iz (U) — wel£(U}))
es holomorfa (resp. suave). En el caso que k < k', diremos que f es wna inmersién
si el rango de la matriz jacobiana
Diwgo f oz} )(z;{p))
es igual & k para todo p & M. Si una inmersién f: M — N es un homeomorfismo
enire M y f(A) C N, diremos que f es una incrustacidn.

Sea A una variedad compleja {resp. suave) y sea Al’ C A un subconjuntc pro-
visto de una estraciura compleja {resp. suave). Diremos que M’ es una subvariedad
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inmersa de Af, sila inclusion o : A1 < M es una inmersién. Diremos que M’ es
una subvariedad de A si la inclusién ¢ : M’ — M es una incrustacion, y diremos
gue M’ es una subvariedad cerrada de M, si ademds de subvariedad, es un conjunto
cerrado de M.

Sea M una variedad suave de dimensién &, sea M’ C M una subvariedad inmersa
de dimensién r. Es un hecho conocido que si p€ M’ y U es una vecindad de p en
M’ entonces existe una coordenada local (z, V) de M en torno a p tal que

Unv={qe M|zt (g) = o= 2"(g) = 0}.
Por tltimo, finalizamos esta subseccidn con un teorema que serd necesario mas
adelante. Recordamos que una funcidn entre espacios topoldgicos se dice propia, si
la preimagen de todo subconjunto compacto es tanbién compacto.

Teorema 3.1.2. (Teorema de la Funcidon Propia)

Sean M y N variedades complejas, y sea [+ M — N une funcidn holomorfa. Sea
M' C M una subvariedad complejo de M tal que § restringida a M’ es una funcién
propie, entonces f{M'Y C N es una subvariedad compleja de N.

ver demostracién en {14] p. 395-400.

3.2. Kl Espacio Proyectivo PF(C). Sea ~ la relacién de equivalencia en CF¥1Y
[0} tal que para £,7 € C*+1\ {0} se tiene & ~ J si y s6lo si existe A € T~ tal que
¥ = Ag. Sea X el conjunto

X = (T @)/~

dotade de la topologia cuociente. Denotamos por 7 la proveccidn candnica CrLy
{0} — X que lleva ¥ = (2p,...,2z) a su clase de equivalencia, la cual denotamos
por 2z = [z ...t 2z} :

Sea §2k+1 ¢ ChH1\ {0} el subespacio topolégico definido por §%F+! = {# €
CH+13\ {0} | |1Z]] = 1}. Este subespacio es compacto y conexo, y la funcién contin-
na 7 restringida a S?%*1 sigue siendo sobreyectiva, por lo que concluimos gue X
tawbién es compacto y conexo. En adicidn sefialamos que X es también Hausdorf
v simplemente conexo.

Sean los abjertos U; = {z = [z0: ... 1 %) € X | z; # 0}, 7 = 0,..., k, donde
X = U;U;, ¥ los homeomorfismoes 25 : Uy — C* definidos por
Zilzg ...t Ek) = (@,.,.,ﬁi,ﬁﬂ,...,ﬁ) .
Zj Zj Zj zj

Con mversa zj_l : €k «s U; dada por
-1
3

Notar que para todo 7 < £ la funcién

27w,y =wn ot wy s T w2y

Zy on,T1 sz (U U = {(wr, ... wg) [ wemy # 0} —
zo(U; N U) = {{wi,. .., wi} | win # 0}
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dada por

7¢O %, 1(11)1,...

Wy Wy 1 We_n  Wg Wy
lwk) = . R | N i) L | 1 TRy
Uig-y Wy—1 We-1 W1 e W1

es holomorfa. Luego las colecciones {Uj}?=0 Y {zj}§=0 satisfacen los axiomas de
atlas holomerfo, por tanto éstas dan a X una estructura de variedad compleja de
dimeunsién k, provisto de la estructura holomorfa determinada por este atlas.

Definicién 8.2.1. Definimos el espacio proyectivo complejo PF(C) como: Bl es-
pucio topolégico X junto con la estructura holomorfa determinada por el atlas
({zj}jgo,{Uj}?:O). Llamamos & U; lo j-ésima carta afin y a z; : U; C* o j-
ésima coordenada afin de P¥(C).

Qbservemos que la aplicacidn

[20:... 1 zjm1: 0 zjpat ooz = {200t 2jm1 s Zgn SR

es un biholomorfismo entre el j-ésimo hiperplano afin H; := PE(C)\ U; y P*~HC).
Muchas veces identificaremos H; con P¥~1(C) y U; con C* (via z;) de tal forma que
P*(C) 1o escribiremos como CXUPE~1(C). A esta tltima, simplemente la llamaremos
la compactificacién de C* por un hiperplanc. A veces, es usual llanar a esta Glihna

wna compactificacién por un hiperplano al infinito, aungue esta nomenclatura es
mas comun cuade j = k.

3.3. Funciones Holomorfas en P*(C). Dado un entero positivo k, escribiremos

como C|zo,. .., 2k al anillo de polinomios en k + 1 variables con coeficientes en C.
Recordamos que, dado un entere no negativo I, un polinomio P &€ Clz, ..., zi] es
homogéneo de grado D si P se escribe de la forma
P(ZOS"‘:Z.’:) = Z ajO"'jkzéo'”zi:k'
Jo+..Fa=0
F0geesdn 20

En particular, todo polinomio homogéneo de grado ( es constante, y el polinomio
constante igual a cero es homogéneo de cualquier grado. Por otro lado, paratode Z €
CE1 3y A € C* se tiene que P{AZ) = AP P(Z). Luega, si Fy, ..., Fy son polinomios
homogéneos del mismo grado [ > 0, entonces :

(Fo(AD), ..., Fe(0D)) = AP (Fo(8),. ... Fx{D)).

Sea
(3:3.1) [ = m ({7 € TN (B} | (Fo(2),..., Ful®)) = 0} C BH(C),
Entonces la aplicacién Z == (Fp{2),..., Fix()) de C** en si misma, induce una
aplicacién z — [Fp(2) : ... : Fi(Z)] de P¥(C)\ I a valores en P*{(C).
Definicién 3.3.1. La funcidn f(z} = [Fp(Z) : ... : Fi(Z)] se dird meromorfa de
grado D si los polinomios homogéneos Fy, ... .Fi no tenen un facior en comin, y

se dird meromorfa dominante si es meremorfa y su matriz jocobianag no es constante

~igual @ cero. Llamaremos a I C P¥(C) definido por (3.8.1) el conjunto de indeter-
minacién de lo funcién meromorfa f. Por dltimo, lo funcién F CrHL o R
definida por F(Z) = (Fo(2).....Fe(2)) serd Hamoda levantamiento de f.
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Es un hecho conocido, que tods funcién holomorfa de P¥(C) en P*(C) se puede
escribir, en coordenadas homogéneas, como k -+ 1 polinomios hommogéneos del mis-
mo grado sin factores comunes (ver [23] p. 40, 67-68). Diremos que una aplicacién
[ 1 P*(C) = P*(C) es un endomarfismo holomorfo de P*(C) si es una funcién mero-
morfa dominante con conjunto de indeterminacion vacio.

Sean Py, ..., P polinomios en Clz1, ..., 7] ¥ sea D el mayor de los grados de es-
tos polincmios. Entonces los polinomios 2 P {Z/1),.. ., PP (2/6), 4P € Clay, .., 2, t)
son polinomios homogéneos de grado I sin factores en comiin. Por tanto, la funcién

Tz oozt = [EPPUE) - tP B(E]t) 1 ]
es una funcién meromorfa de grado D de P¥(C) = C* L1P*~1{C). Observemos que
para todo (z,...,2x) € CF C P*{C) esta funcién coincide con la funcidn de C* en
C* dada por flz1,...,2z) = (Pi(@),..., Pl
La funcién meromorfa fsera Namada extensién de la funcidn f.

Como ejermnplo de lo anterior, podemos ver las aplicaciones tipo Hénon de C%en
€? definidas por f{z,w) = {p(2) + aw, z) donde p € C[z] es un polinomio de grado
D > 2y ae C". Consideramos su extensién a P?(C) dada por

f([z cwit]) = [tDp(z/t) +awtP P tD] .

Notar que las extensiones de las aplicaciones tipo Hénon no son endomorfismos hole~
morfos de PZ{C), pues tienen conjunto de indeterminacién no vacfo I = {{G: 1: 0]},

Un ejemplo sencilic de un endomorfismo holomorfo de P¥{C) es la aplicacién

fleo:. iz =2 2f)
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4., HrcHOS BAsicos DE GEOMETRIA ALGEBRAICA

En esta seccién introduciremos los conceptos basicos de la geometria algebraica
que serdn necesarios. Como base de esta seccién tomamos principalmente el enfoque
de [23}.

4.1. Preliminares Algebraicos. Dado un anillo cormutativo con unidad R, un
subconjunte A C R se dice un ideal de R, si él es un subgrupe aditivo de R y para
todo x € R, y € U se tiene que xy € . Dados ideales A y B de B y una familia de
ideales {2, }aer de B, es facil ver que los siguientes subconjuntos de R son también
ideales de R:

(1) NaerZa

() 3 o= {ga, + ..+ Ta, |5 €Ly, 2o, € A,

(i) 2A-B:={Tays +-. +Ta,¥s, | SELs, Ta, € U,y € By, }-

Llamamos & {1} una suma de idezles y a {iii} un producte finito de ideales.

Dado un subconjunto Z C R, definimos el ideal generade por Z, al ideal

@)= (] 2=

A0z
2 ideal de r
= {ga,3p, + v+ Go, 78, | S €Ly, g, € R, 25, € Z}.
Dado un entero positive # v g1,...,6, € R, denotamos por (g1,...,gr) al ideal
{{g1,--.,g-}). En particular, si denotamos por 0 y 1 a los polinomios constantes

iguales a cerc y uno respectivamente, se tienen los ideales (0) = {0} ¥ (1) = R. Un
ideal 2 C R se dird finitamente generado si es generado por un subconjunto finito
de R.

Un ideal A C R se dird primo si para todo x,7 € R tales que zy € U, se tiene
reAdyed

~ Dado un ideal 2 C R, definimos el radical de 2, como el ideal
VL = {ge R|g™ €%, para algun entero m > 1}.

Diremos que U es un ideal radical si 2 = V. Notar que el radical de un ideal es un
ideal radical.

Recordamos que para todo entero positive k, el anillo conmutativo con unidad
R = Clz,...,z], es un dominio de factorizacidn tnica sin divisores de cero.
Ademds, sefialamos que C[z1,...,z] es un anillo noetheriano, es decir, toda ca-
dena ascendente de ideales es necesariamente finita, lo que implica en particular,
que todos sus ideales son finitamente generados. El anillo Clz1, ..., 2} es un espacio
vectorial sobre C. Dado un entero no negative ), denotamos por Cplz1,-- - zx} al
subespacio vectorial de C[z, ..., z;] de los polinomios homogéneos de grado D. Es
claro que C[z1,. .., zx] es un anillo gradado por estos subespacios, es decir

(i) C[Z},...=zk}.:@DZOCD[Zl,...,zk]

(]1) ECD[Z],. . .,zk] -CDr[Zl,...,Zk} C CD.DI[ZL .y zk].
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Un ideal % € Clz,..., 2] se dird un ideal homogénea si puede ser generado
por uu nimero fnito de polincinios homogéneos. Se verifica que un ideal U es
homogéneo si y solo si

A= PHEANCplz, - z)-
D=0

La inferseccién, suma y producto finito de ideales homogéneos es un ideal ho-
mogéneo. El radical de un ideal homogénec es también un ideal homogéneo. Por
tiltimo, un ideal homogéneo 2 es primo si para todo par de polinomios homogéneas
Py @ tales que PQ € U entonces Pe A 6 () € 2. :

4.2, Variedades Afines. Sea k un entero positivoy P un polinomic en Clzy, .. ., 2]
Este polinomio determina una aplicacidn
P: CE — c
(31,...,zk) [ d P(Zl,...,z,l;).

Definicién 4.2.1. Un subconfunto X C CF se dird una variedad algebraica de ck,
si existe un ideal A C Clzy, ..., 2x] tal que

X ={FeC*| P(Z) =0 para todo P € %}.

En este caso, denotaremos X por V(). §i el ideel X es primo, entonces diremos que
X es una variedad algebraica afin 6 variedad afin. Dados Pi,.... P € Cla, ..., 2],
escribiremos V{({P1,..., Pr}) como V{(P1,..., F:).

Se sigue inmediatamente de la definicién que para todo par de ideales 2, %3 de
R y toda familia {2, }aer de ideales de R se tiene
(i) A, C U C C[Zl, e .,Zk} = V(Qll) ] V(ng)
(i) V() UV{A) = V(A NBy) = V{2 -Us)
(iii) 14 (Eaer%} = naer‘ V(Qla)
iv) V{O)=CF,V(1)=9D
(v) V(A =v@).

Para todo ideal %, el ideal radical /3 de U se escribe como una interseccidn
finita de ideales primos B4, ...,%m,,

VI=%B,n.--NB,,

tal que para todo 7,£ € {1,...,m} distintos se tiene que B; P By. El enterom y
cada wno de los ideales primos B3, ..., %, estdn Unicamente determinados por
(ver [29] vol. 1, p. 209). Las propiedades (ii) y {v} implican entonces que en este
caso

Vi = V(By)u-- - UV(Bn).

A cada variedad affn V(%B;) la denominaremos una componente irreducible de V{2).
De las propiedades (ii}, (iii) v (iv) se tiene que las variedades algebraicas de c*
satisfacen los axiomas de conjuntos cerrados de una topologia.

Definicidn 4.2.2. Definimos ln topologia de Zariski de C* como lu coleccidn de
complementos en C* de variedodes algebraicas.
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Es importante notar que el espacio C* dotado de la topologia de Zariski es no
Hausdorff, pues todos los abiertos de Zariski son densos en esta topologia. Es ficil
ver que todo abierto cn la topolegia de Zariski es también abierto con respecto a la
topologia usual de C*. En particular, se sigue que todo ablerto de Zariski es abierto
y denso en la topologia usual.

Teorema 4.2.8. (Nullstellensatz de Hilbert)
Dado cualquier ideal U de Clzy, ..., z], v un polinomis P que se enula en todo
punto de V(21), entonces P € V2L

Ver demastracion en [29] vol. 2, p. 164.

Definicién 4.2.4. Dado cualquier conjunto X ¢ CF, definimos el ideal de X en
Clzy,..., 2k] por
JHX)={PeCixn,...,z)| P(Z) =0 para todo Z € X}.
Para cada de subconjuntos X1 vy Xz de C* se tiene:

0y XyC X Chs (X)) D T(Xy)

(i) 3(X1 U Xp) = I(X1)NI(X2)

(iii} Para todo ideal 2 € C[z1,..., 2] = J(V(A)) = VA (Teorema 4.2.3)

(iv) Para todo subconjunte X € C* = V(3(X}) = X, la clausura Zariski de X,

Corolario 4.2.5. Eziste una biyeccidn, que revierte el orden dado por la inclusidn

de conjuntos, enire el conjunio de ideales redicales de Clz1, ..., 2] y las variedodes
algebraicas de CF dada por
%=V V() ¥ X — 3(X).

En esta biyeccion, las variedades afines se corresponden con ideales primos.

4.3, Variedades Proyectivas. Dado un entero positivo £ y un polinomio ho-
mogéneo P en Clzg, . .., zx], este polinomio induce la aplicacidon

P PHC) - {01}

ul {0, si Plzg,...,zk) =0

{ZO:...: 1, SgP(zD,...,Zk}%O-

Definicién 4.3.1. Un subconjunio X C IPk((C) se dird unoe variedad algebraica, si
existe un ideal homogéneo A C Clzg, . . ., 2g] tal que

X={z=[20n:...: 2] € P*(C) | P(z) = 0 para tode P € A}.

En este caso, denotaremos X por V(2). 5t el ideal homogéneo ¥ es primo, enfonces
diremos que X es una variedad algebraica proyectiva ¢ variedad proyectiva. Dados los
polinomios homogéneos Pr,...,P. € Clzo,-..,zx}, escribiremos V{{P,...,F})
como V(P ..., P},

Igual que en la subseccién anterior, se tiene que para todo par de ideales ho-
mogéneas %1, Az de R y toda familia de ideales homogéneos {Ha}taer de R se
tiene
(i) A C A C Clag,. .o, z] = V() D V(M)

(i) V(23 uVi{S) = V(2 n¥z) = V(A - A}
(iii) 14 (Eaer‘ﬂu) = naer‘ V(Qlu)

(iv) V{0)=PF*C),V(1)=9

(v) V(v = V().
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También se tiene, que el radical de un ideal homogéneo % de Clz, ..., 2] se
escribe como una interseccidn finita de ideales homogéneos primos Bq,..., B4,

VA= BN N B,

tales que para todo j,£ € {1,...,m} distintos se tiene que B; 2 B,. El entero
m y cada uno de los ideales primos homogénecs B4,...,B,, estdn vnicamente
determinades por 2. Las propiedades (ii} y (v) implican también en este caso que

V() =V(B)U - UV{B).

A cada variedad proyectiva V{B;) la denominaremos una componente irreducible
de V{2).

De la misma forma que en la subseccién anterior, definimos la topologia Zariski
de P*(C) como el complemento en PF(C) de variedades algebraicas de P¥(C). Igual
que antes, los abiertos de Zariski son densos en P*(C) y por tanto P¥(C) es no
Hausdorff con la topologia de Zariski. Se verifica también que los abiertos de Zariski
son abiertos en la topologia usual de P*(C).

Definicién 4.3.2. Dado un conjunto X C P*(C), definimos el ideal de X en
Clzg, - - -, 2] como el ideal homogéneo

3(X):={P e Clzp,..., 2] | P es homogéneo, P{z) =0 para todo z € X}.

Igual que antes, para todo subconjunto X v Xa de P¥(C) se tiene:

i) X C X, QPO = JX) :> J(X2)
it

(

(i) J{X71U X)) =3(X1)NT{Xs)

(ifi) Para todo ideal homogéneo A € Clzg, . .., zx] = F{V(2)) = v

(iv} Para todo subconjunto X € P*(C) = V(J(X)) = X, la clausura Zariski de X.

Dade un entero positive & y dado un polinomio @ € Clzy,..., 2] de la forma
Qzr,... 2z} = Z Qjy,e 21 2
: F1aeeendie

con méx{j + ... + jx} > 0y sea D(Q) := mix{j1 + ... + ju} el grado de Q.
Luego, definimos la homogenizacién de  en Clzy, ..., 2] como el polinomio @ €
C[z,. ..,z dado por

A . (D(Q)~3;de) i 3
Q(ZD,...,Zk} = Z Qiy,..de 20 £ zll ...zk".
Jteade

Notese que @ es homogéneo de grado . En el caso méx{j; +...+ 7z} = 0, defini-

mos @ = §.

Se definen los morfismos de aniilos
= Clzg, - .-y 2k - Clzy,..., 2]
P:P{ZQ,...,Zk) — P=P(l,z1,...,zk)

w Clzy, ..., 28]

Q:Q(ZI:--‘yzk)

{

_ C[Eg,...,zk}

Q:Q(ZO:...,Z;C).

1
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5i 9B es un ideal de Clzp, - . ., 2], denotamos por % al ideal en Clz1,-- -, zx) imagen
de B por ™, y de igual forma, si B es un ideal de Clz1,..., 2}, denotamos por B
al ideal en Clzg, ..., z;] imagen por ™.

Teorema 4.3.3. Identificando C* con P*(C)\ Hy, se cumple que:
&)} §i B € Clz, ..., 2z} es un ideal homogéneo primos y X C P*(C} la variedad
proyectiva V{B), entonces el conjunto X\ X N Hy es igual o la variedad afin V(%).
b) 5 B C Clz1,..., 2} es un ideal primo y X C C* lo variedad afin V{B),

entonces su clausura de Zariski X en PX(C) es la variedad algebraica V(B).

Ver demostracidn en [23], p. 22, 23.

Claramente, el teorcina anterior es valido identificando €% con P*(C)\ Hj, para
cualquier 7 =0,...,%.
4.4. El Espacio Tangente de Zariski. Dado un ideal primo 2 de Clz1,..., 2],
sea X la variedad afin de € dada por X = V(). Dado # € X, definimos el espacio
Tangente de Zariski de X en #, que denctamos por Ty, x, como el subespacio lineal
de C* definido por

k
Tex = {(zl,...,zk) eC* | Zg—z]z(fg) -z, =0, paratodo P € Ql}
s=1 s

$i Fy,..., . son polinomios en Clzy, ...,z tales que {Py,..., P} genera al
ideal 2, entonces la dimensidn de T x estd dada por

. apF
dllB(TED,X) = k — rango (Gz: {zo)> —r

s=1,...,k

Se verifica que e! rango de la matriz {8F;/8z,;) no depende de la eleccién de gen-
eradores de 2. Ademds, dado cualquier entero no negativo n, el conjunto {Z¢€ X |
dim{Ts x) > n} es un subconjunto cerrado de X.

En el caso en que X sea una variedad proyectiva de P¥{C}, dada por el ideal
homogéneo primo B de Clz, ..., zx], ¥ dade z € X, suponga que et hiperplano Hy
no contiene a z, que por tanto denotamos por @ = [1 : 21 ... : zzel. Definimos el
espacio Tangente de Zariski de X en z en la coordenada afin Uy, gue denotamos por
Ta 2%, como el subespacio lineal de C* definido por

k
To,z,x 1= {(wl,...,wk) e Ck| Z—g{i(zl,...,zk) -w, =0, para todo P € 53}
s=1 s

De forma andloga, se define el espacio Tangente de Zariski X en z en la coordenada
atin U;, que denotamos por T, x. Para todo j,£ = 0,...,k tales que z € U; N U¢
se tiene que los espacios Ty, x ¥ Ty x son isomorfos, luego sc define el espacio
Tangente de Zariski de X en z, que denotamos por T x, como la clase de equiva-
lencia de estos subespacios lineales de CF, ¥ cuya dimensién estd dada como antes,
tomando la dimensidén de cualquier espacio representante de la clase.

Definicién 4.4.1. Dada una variedad sfin 6 proyectiva X de C* 6 P*(C) respec:
tivamente, definirnos lo dimensidn de X como
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dim(X) := Tz—%’,‘}{dm‘(Tz"X)}‘

Un punto £ € X se dird un punto suave si dim{X) = dim(T%7 x). y se dird un
punto singular si dim(X) < dim(T%x). Denotaremos por Sing(X) al subconjunto
de puntos singulares de X. Es claro que para todo 7' € P*(T) se tiene Topri) = C*
y por tanto P#(C) no tiene puntos singulares.

. En el caso que X sea una variedad algebraica, definimos la dimensién de X como
el méxime de las dimensiones de sus componentes irreducibles.

4.5, Interseccidén en Variedades Proyectivas. De ahora en adelante, dada
una variedad provectiva X C P¥(C) de dimensién s, denctaremos a esta Uitima
por X* cuando queramos hacer notar la dimension de Ja variedad proyectiva. Por
otra parte, nos referiremos a las variedades definidas por un idesl generado por
polinomios lineales como planos proyectivos. Nos referiremos a los planos proyectivos
de dimensién 1 comeo lineas provectivas (notar que el caso de dimensién igual a 0 se
reduce a un punto}.

Teorema 4.5.1. Pare todo v € {1,...,k} y toda variedad proyectiva X™ C PH(C),
existe un entero positive d tal que, st LE=7 es ung varieded lineal gue satisface:
Todo elemento z de LN X es un punto suave de X y T, 8T x = Ck. Entonces
la cardinelidad de LN X es igual a d.

Ver demosiracién en [23], p. 70, 71.
El conjunto de planos proysctivos de dimensidn k — r estd pérametrizado por el
Grassmanniano Grass{k, E—7). Es un hecho conocido que existe un abierto denso de

planos en Grass(k, k — 7) que satisfacen las condiciones del Teorema 4.5.1 (ver 23]
p. 71, 72, [26] p. 68).

Definicidn 4.5.2. Dade una variedad proyectiva X™ C P*(C), y d como en el
Teoremna 4.9.1, definimos el grado de X como

deg{X) := d.
Ver también [14] p. 171

Notar que P¥(C) tiene grado 1.

Teorema 4.5.3. (Teorema de Bezout, Primera Versidn)

Seanr,s € {1,....k} y sean X7, ¥Y* variedades proyectivas de P*(C) conr+s > k.
Sea X MY = Wy U---UW; la descomposicién de X NY en sus componentes irre-
ducibles. Asumamos que:

o) Para tode j=10,.... ¢, dm(W;} =r+s—k,

8) Para todo j = 0,...,¢, eziste un punio 2z € W; tal que z es suave sobre X y
sobre Y, ydim(To x NT,y)=r+s~k (condicién de transversalidad).



LA MEDIDA DE EQUILIBRIO DE UN ENDOMORFISMO HOLOMORFO DE P () 17

Entonces

e
deg(X) - deg(¥Y) = Zdeg(WJ—).
i=1

Ver demostracién en [23], p. §1-84.

Para enunciar una version mds general del Teorema de Bezout, introduciremos
primero algunos preliminares. Denotaremos por Fz(P*(C)) al grupo libre generado
por las variedades proyectivas de P*(C) de dimensién £.

Para cualguier elemento Zj n;Z; € F{P*{C)), definimos su grado por:

deg anZj :=andeg(Zj).
i J

Dadas las variedades proyectivas X*, Y™ C liad (Cyeonr+s = ky W una com-
ponente irreducible de X NY de dimensidn r -+ s — k, se define la multiplicidad de
interseccién mult{W; X MY} de X e ¥ en W por:

e Para el caso 7 + 5 — k = (}, sean I/ una vecindad (en la topologfa usual)
suficientemente pequeiia de la variedad proyectiva W {que en este caso se reduce
a un punto) v o un elemento suficientemente cercano (en la topelogia cuociente
inducida como subespacio de R(k+1)2) a la identidad de PGL{k + 1,C) := GL{k +
1L,C)/{AI ] A e T\ {0}} Definimos

mult{(W; X NY) = Card{X Ne(Y)N L)
Notamos que este niimeroe es independiente de U y ¢. Ademds, si W’ es otra com-
ponente irreducible de X NY, distinta de W, definimos
mult(W U W5 X N Y) = mult(W; X N Y)Y + mult(W5 X nY).

e Para el caso r + s —k > 0, sea L C P*(C) un plano genérico de dimensién

2k — 7 — s, luego definimos

mult(W; X N YY) = mult(W N L; X n (¥ N L)Y).

Por tiltimo, definimos el producto de interseccidn X -V € Fros—e{PF(C)) de X e
Y por:
XY = Z mult(W; X 0 Y)W € Frpon(PHC)).

wcxny -
W componente

Pasamos a enunciar ¢l Teorema de Bezout en P*(C), en su versién mas general,

Teorema 4.5.4. (Teorema de Bezout) Seanr,s € {1,...,k} y sean X7, Y* va-
riedades proyectivas de PF(C) con r+5 > k, y tales que toda componente irreducible
de X NY tiene dimension v + s — k. Entonces

deg{X) - deg(Y) = deg(X - Y.

Como consecuencia directa del Teorema de Bezout, se tiene el sigulente corolario.



18 LA MEDIDA DE EQUILIBRIO DE UN ENDOMORFISMO HOLOMORFQ DE F¥(C)

Corolario 4.5.5. Seen Py, ..., P € Clzg, .- ., 2] polinomios homogéneos de grados
Di,..., Dy, respectivamente, fales que V{P)) -~ O V(F) es un congunto finito.
Entonces, este conjunto tiene Dy - - Dy puntos, contedos con multiplicidad.



LA MEDIDA DE EQUILIBRIC DE UN ENDOMORFISMO ROLOMORFO DE B (C) 19

5. LA FOorRMA DE FUBINI-STUDY

El espacio proyectivo complejo P*(CT) posee una métrica natural, dada por la
forma diferencial denominada forma de Fubini-Study. Introduciremos los concep-
tos bésicos de formas diferenciales, analizando los casos: puntual {subsecciones 5.1,
5.2}, local y global {subsecciones 3.3, 5.4). La forma de Fubini-Study se define en
la subseccion 5.5. Es un hecho conocido, que una vez definidas las formas diferen-
ciales de una variedad en un atlas dado, entonces estas formas diferenciales quedan
iinicamente determinadas en la estructura {holomorfa o suave} de la variedad. Por
simplicidad, usaremos implicitamente este heche para fijar un atlas y definir las
formas diferenciales sobre este.

Por otra parte, dado un espacio vectorial V sobre un cuerpo K, denotaremos por
Vg al espacio vectorial dual de V' sobre K.

5.1. Formas Reales. Esta subseccion estd ampliamente basada en el texto {27],
y representa la base de las siguientes subsecciones.

Sea m un entero positivo y V un espacio vectorial scbre R de dimensién m. Dado
un entero no negative r, sea Qf (V) el espacio vectorial de las transformaciones
multilineales de V7 en R. Observemos que 13(V) es igual al espacio vectorial dual
VZ de V. A los elementos de Q5{V) los llamaremos tensores de orden r & r-tensores.
Dados r, £ enteros no negatives, T € Q5(V) y S € Q&(V) definimos el producto
tensorial T® & : Ve — R por

T®S{ﬁl, e .,ﬁr+g} = T('E“l,‘.. ,’(T,-) . S(ﬁr—-’rla-‘- ,'1_).-_,-+g).

Se verificaque T ® S € Q;{+E(V)‘

Diremos que un r-tensor T, es alternante si para todo i,...,%. € V tales que
existen 7,£ € {1,...,7} distintos con ¥; = @, se tiene T{(#,..., 7.} = 0. Denotare-
mos por AL(V) el espacio vecterial de los r-tensores alternantes. A los elementos
de AL{V) los llamaremos formas de orden r o r-formas. Identificaremos AR{V'} con
R de tal forma que un elemento de AS(V) se identifica con su valor en R.

Si V y W son espacios vectoriales sobre R, cada transformacion lineal f: V — W
induce una aplicacién lineal f* : QL (W) — O (V) dada por

FO) @) = TUE), -, F5).
Notar que [*{{AR(W)) C AR(V). Llamamos a.f* el pull-back por f.

Sea S, el grupo de las permutaciones de {1,...,7}. Dado ¢ € 5, denotamos por
sgn{c) € {~1,+1} el signo de la permutacién ¢. La aplicacidn sgn : ¢ — sgn{o)
es un homomorfismo de grupos entre 8, v el grupo multiplicative {1, +1}. Para
o € S,y T € Qi(V) definimos el tensor o * T € Qp(V) por o« T(¥y,...,5) =
T(To(1yr- - - Poiry)- s Facil ver que la aplicacidn :

5. x OL{V) — 0(V)
(e, 7} - oxd
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define una accién de S, cn Qf(V). Observamos que si w € AZ(V) es una r-forma,
entonces para todo o € S, se tiene que ¢ % w = sgn(o) - w.
Para todo T € Qf(V) definimos ¢l alternado de T como el r-tensor

1
AR(T) = pol Z sgn(s) -+ T.
eSS,
Es claro que Alt(T) € AL(V) y que si w € AR(V) entonces Alt{w) = w,

Dados w € AR(V) v v € AL(V), definimos el producto exterior de w y 7 como
{r+ &)
vl £l
Es ficil ver que w A7n = (—1)"n A w (anticonmutatividad). En particular, si r es

impar entonces w A w = 0. La aplicacién

A AT(V) x ANV — ATTEY)
asf definida es bilineal. Ademnds, si W es un espacio vectorial y f : V — W una
transformacion lineal, entouces f*{w) @ wa) = ffwr @ fwa, lo que implica que
f"(wl A w‘g) = f*wl A f*u)g.

WAD = Alt{w ®n) € ATV,

Dada {¢1,...,¢m} una base de Vi, es fdcil ver que si 7 £ m, entonces

{@j Ao Qs‘r-}lgj;<...<jr$m (resp. {¢;, ®--- @ ¢jr}15j;....,j,—Sm)

es una base de AL{V) (resp. QL(V)). Notemos en particular que AR(V) (resp.
QL(V)) tiene dimensién () {resp. m"). Por otro lado, cuando r > m el espacio
vectorial AL (V) tiene dimensidn cero,

5.2.. Formas Complejas. Dado un enterc positivo k, sea V un espacio vecterial
sobre € de dimensidn k. Como identificamos C = R @ iR, el espacic vectorial V
tiene una estructura de espacio vectorial sobre R de dimensién (real} 2. Dado un
entero no negative 7, el espacio vectorial sobre R de las aplicaciones R-multilineales
de V7™ en C {qie denctamos por 8¢ (V)), el producte tensorial, el alternado de un
tensor, ¥ el pull-back por una aplicacidn lineal se definen de forma similar como
en la subseccién anterior. Al espacio de r-tensores alternantes a valores en C lo
denotaremos por AL(V}.

Dado un entero no negativo p, definimos el espacio vectorial sobre R de {(p, 0)-
formas, como el subespacio AP (V) ¢ AL(V) formado por todas las formas 8 €
AZ(V) tales que

§:VP - C

es C-multilineal.

Similarmente, dado un entero no negativo ¢, definimas el espacio vectorial sobre
R de (0, g)-formas, como el subespacio ADDY) ALV} formado por todas las
formas 5 € AL(V) tales que
7:V?—=C

es C-multilineal, donde 7 denota el conjugado complejo de 7.
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Ahora pasamos a definir los objetos principales de esta subseccién. Dados los
enteros no negativos p y g, definimos cl espacio vectorial sobre R de (p, ¢)-formas,
como el subespacio AP (V) € AZTY(V) dado por

APV = (0 A7 | 0 € APO(VY, e AL

Dada una base {¢1,....¢x} del espacio dual complejo de V', es facil ver que
{é1,...,Px, d1,-.., P} cs una base del espacio vectorial real AL(V). Ademds, es
clare que la coleccidn

{Pey Ao Aoy, Adg A Ads g <..cap<h
1<8 < .. <8, Sk
es una base de AP®(V), Observamos que se tiene la identidad de R-espacios vec-
toriales
ARV)= B ARI(V).
pg=r

Por rltimo, dado w € AP (V) definimos los tensores reales Re(w), Im(w) €

Q§+Q(V) como la parte real e imaginaria respectivamente de los valores de w en C.

5.3. Formas Diferenciales Reales. Sea m un entero positivo y M una variedad
suave de dimensién m. Sea {x;},;51 un sistema de coordenadas locales suaves sobre
M
x Uj cM - le(Uj) CR™
4 = (xj(P)!"'i:E;'n{P))'
Dada una base {¢1,...,¢mn} de AYR™) = (B™)% y dados enteros r,j > 1,
ay...,0p0 € {1,...,m}, sea dz?” A A d.’L‘?'" la aplicacidén constante

7 :

dsﬂ?‘f\---/\dm?”: U, — A(R™)
powodzit A AdEsT,

definida por
dzit Ao AdiTp = oy At A,
o

Notar que si r > 2y para alglin s # ¢ se tiene que o, = o entonces d:c?‘l TARERYAY: £ 2
es la aplicacidon constante igual a cero.

Dado j > 1, sea {p; o : %;(U;) = R e = (au,...,a:} € {1,...,m}"} una colec-
cién de funciones suaves. Llamamos a la aplicacién '

goj . Uj i Ar(Rm)

definida como
0i(p) =Y 0ia(X;(p) - At Ao A dzST,
[24

una r-forma diferencial real local.

Una rforma diferencial schre M, es una coleccién de r-formas locales

v = {Ecpj,adz;"‘ A u-/\da:;"}
& izl

tales que para todo j, £ 2 1y p € U; N Uy se satisfacen las ecuaciones
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ad

(5.3.1) we,a(xe(p)) = det( xjﬁ (XE(P))) ~ 5.5 (P))-
bz, st=1,..,m

A las relaciones dadas por { 5.3.1) las denominamos ecuaciones de compatibilidad.
Denotamos por A”(M) al espacio de todas las r-formas sobre A4, De igual forma,
denotaremos por {35(M) al espacio de todos los r-tensores sobre M, definidos de

forma andloga.
Diremos que toda funcién suave f: M — R es una 0-forma diferencial. Dada una
O-forma diferencial f y 7 > 1 sea df; la 1-forma diferencial local

dfy : Uy — Ag(V)
definrida por

a(fox;])

\ - 8(fox; ")
7

(Xj(p))d.‘r;[!,-f-...'f‘ 8"'?

(s (Pl

Es facit verificar que las 1-formas diferenciales locales {df;};>1 satisfacen las ecua-
ciones de compatibilidad { 5.3.1) ¥ por lo tanto df := {df;}>; define una l-forma
diferencial sobre M, que llamamos la diferencial de f. Es claro que si tenemos dos
funciones suaves f v g, se cumple que d(f-g) =g -df + f - dg.

Dados r > 1 y una r-forma diferencial sobre M
= {'PJ i=Z§9j,ad-—1';” /\-~-/\dn;;.’""} ,
a szl

definimes su derivada exterior d come la coleccién de (v 4+ 1)-formas diferenciales
locales sobre Af

dyp = {dc,aj = chpj]a/\d:t:?l A---/\da:;"}.
: &

Se verifica facilmente que !las (r+1)-formas diferenciales locales {di;};51 satisfacen
las ecuaciones de compatibilidad ( 5.3.1) y por tante dp = {dp;};»1 define una
(r + 1)-forma diferencial sobre M.

Ahora nos restringimos al caso en que M es orientable, y el cubrimiento U =
{U;}j51 de M es locahnente finito.

Sea w una m-forma diferencial local dada por,
W= {_L)dej A A d$;-n}j21.

Tomamos una particién de la unidad subordinada a @ dada por {#;}. Definimos
la integral de w sobre M como

/ w::Z/ Gy wy(Ery ey o) disdla - dbrg.
M G o x;(Us)
Esta integral no depende de la eleccién de la particién de la unidad.

Por tltimo, scan M vy N variedades suaves de dimensiones m y 7' respectiva-
mente, sea f : M — N una funcién suave y sea w una r-forma diferencial en AR (),
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entonces definimos la 7-forma diferencial pullback de w por f, que denotamos por
[ w € AL(M), a la definida como sigue.

Si p € M eslé contenido en una carta local {2, U) de M y f(p) € N estd contenido
en una carta local (w, V) de N, entonces
ffw: M = AL{R™)
po= Jwlp)

estd definido locahnente por

P i) =
W (B)) (P(w o f 02 )(alp) - 3., Dlwo f oz )(a(p)) - 5)

Se verifica fdcibnente, que f*w es una 7-forma diferencial sobre M. Es claro

ademnds, que si L es otra variedad suave y g : N — L es suave, entonces (g o f)" =
[rog® :

Eu particular, si M’ C M es una subvariedad de M con inclusién ¢ : M’ == M y
w es una r-forma de M, entonces se define la restriccién de w a M’ como la r-forma
w.

Por tltimo, si N es otra variedad suave, 7 una forma diferencial sobre N y
f: M — N una funcién sobreyectiva suave, entonces se tiene que

(5.3.2) /Mf*n:/NT/

5.4. (p,q)-Formas Diferenciales. Sea k un entero positivo, sea M una variedad
compleja de dimensién &, y {#;};21 un sistema de coordenadas locales holomorfo

con

Zj: Uj CM — Zj{Uj) C Clk i
F = zi{p) = (23 (p),- -, 2 ()
Descomiponiendo zj‘ en su parte real e imaginaria como

zj = 2a1+1z ,a=1,..,k

obtenemos un sistema de coordenadas locales suave sobre M {x;}51, %5 = (x}, cey @
De las ecnaciones de Cauchy-Riemann es ficil ver que para cada §,£ > 1 se tiene

w() () ]
c e
8% ] 4 41, .. 2k 82 ) umtn b

lo gque muestra que toda variedad compleja es orientable.

>0 en z; (U} Nz (Ue),

Dada una base {11, ...,%x} de (C*)% y dados enteros no negativos p, ¢, enteros
positivos a1,...,0p, B1,..., 5, sea dzJ‘-’“ A /\dza” /\ci.’“‘{31 -/\dzf‘! la. aplicacién
A2 A AdzT AdET A AdER T U, — AP (CH
j J 7 ) ]
p o d2fT A AT AdED A ndEY,
definida por
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B

dzflf\---/\dz;?"’/\di_‘?‘A---/\riij”[‘,::qj)m/\--v/\?j)ap/\'t,{_iglf\---/\ﬁgq.

Dado j > 1, sea
{C,Cj,a"g : Zj{Uj) — C ! o= (Cl'],. ..,O:p) € {1, ...,k}p,
ﬁ: (.61:'°-=:8q) € {1:-°~=k}q}
una coleceidn de funciones suaves. Llamameoes a la aplicacién
w; U — AP (CF)
definida como .
wilp) = Zgoj'u‘gdz_:-” Ao A dz?” A dij‘-s‘ A dff"l,,
a8

una (p, g)-forma diferencial local.

Una {p,g)-forma diferencial sobre M, es una coleccién de (p, g)-formas diferen-
ciales locales

90 1= ‘PJ = Z'\Dj,&,ﬁdz_?l /\-u/\dz;-}” /\dfjl /\/’\de"
b 21
tales que para todo j,£ 2 1y p € U; N U se satisfacen las ecnaciones
azte
M) 0
(5.4.1) ra.p(ze(p)) = det 0 osle * 05,0825 (p))-
825‘1 (ZE(P)) a,b=1,...,»
cd=1,..,q

A las relaciones dadas por ( 5.4.1) las denominamos ecuaciones de compatibilidad
complejas. Denotarnos por AP (M) al espacio de todas las (p, g)-formas diferen-
ciales sobre M. '

Toda funcién suave f : M — C se dird una (0,0)-forma diferencial. Dada una
(0, 0)-forma diferencial f y § > 1 sean 8f; y 8f; las (1,0} ¥ (0, 1)-formas diferen-
ciales locales

3fj . Uj - A(l,O) (Ck) y 5.‘[3 . Uj s A(D,})(Ck)

definidas por

B(foz;! foz;t
oty pm L2 o yastl < N e,
] . i
A(fouih) dfeoz;h)

By pro =l a (P - + = (s ()2
j 7

Se verifica que las {1,0)-formas diferenciales locales {8f;};%1 ¥ (0,1)-formas
diferenciales locales {5‘_)’3- }j>1 satisfacen las ecuaciones de compatibiiidad complejas
( 5.4.1) y por tanto definen una {1,0} v (0, 1)-formas diferenciales respectivamente
sobre Af. La diferencial de f se define como df := 9f + &f.
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Dados enteros no negativos p y ¢ tales que p+¢ > 1y una (p, g)-forma ¢

= )
o= Z:,ajvmgdz;-”/\-A-/\dz;”/\dzf‘/\-o-/\dzj‘? ,
e PES!

definimos las colecciones de (p-+1,¢) v (p, ¢ + 1)-formas diferenciales locales

Boi= S 0pjapde A-oe AdziT AdED Ao A dZ :

Ie
ap iy i>1

- - 2 _
dp = Z O a,pdet A A dz;” AdZZ A A dzf“ ,

o, j=1
respectivamente, que verifican las ecuaciones de compatibilidad compleja { 5.4.1).

Luego, ¢ v J¢ son (p+1,q) v (p, g+ 1)-formas diferenciales sobre M respectiva-
mente. Definimos 1z derivada exterior de ¢ por dy = 8y + 9.

5.5. La forma de Fubini-Study. En esta subseccién, introduciremos una (1.1)-
forma diferencial w sobre P¥(C}, denominada la métrica de Fubini-Study. Esta
métrica da una métrica Riemanniana canénica sobre P*(C), que le confiere estruc-
tura de espacio métrico compacto. Se introducen los conceptos bisicos de forma
hermitiana y métrica hermitiana, para asi demostrar que w satisface las propiedades
antes mencionadas. Existe un sinniimero de propiedades geométricas de la métrica
de Fubini-Study que no mencionaremos en esta monografia, pero sin embargo es
pertinente destacar que ésta es la métrica natural de P¥(C).

Sea k un entero positivo y V un espacic vectorial complejo de dimensién k. Una
forma hermitianz 1 sobre V es una aplicacién 7 : V x V — C tal que para todo
I"y’z E V y aiﬁe C’

77(0“5 + By, Z) = Q'T?(@": Z) =+ ﬂn(y: Z)
n{x.y) = Tl'(y1 "'E)
El conjunto de las formas hermitianas sobre V' es un subespacio vectorial de A4 (V).

Observemos en particular que para todo z € V), el nimero complejo n{x, x) es real.
Decimos que 7 es positiva definida si para todo z € V'), {0}, se tiene w{x, z) > 0.

Una forma cuadratica sobre V invariante bajo multiplicacién por 4, es una aplicacién
g:VxV - Rtal que paratodoz,y,z€ VyafgeR,

q(CESC + ﬁy, z) = aq(x, Z) + ﬁq(ya 2)
gzy) = qly,z)
q{iz,iy) = q(z,y)

El conjunto de las formas hermitianas sobre ¥V y el conjunto de las formas '
cuadraticas sobre V invariantes bajo multiplicacién per i, son candnicamente iso-
morfos coma espacios vectoriales sobre I, donde el isomorfismo estd dade por:

n=n(z.y)— q=g(z,y) = Re(n(z,y))
g = qlr,y)— y=n{z,y) = qlz,y) — igliz.y).
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La forma hermitiana 5 es positiva definida’si y sélo si ¢ es positiva definida.

Recordamos que una matriz cuadrada con entradas complejas H := (hye) es
hermitiana si

I = (hey) = H.
Es facil ver que, dada una matriz hermitiana H, la aplicacion
VxV — C
(x,y) — ztHy,
es una forma hermitiana.
Definicién 5.5.1. Sea M una variedad comnpleja de dimensién k. Una métrica
hermitiana sobre M, es una (1,1)-forma diferencial n € ALY (M), que localmente
se escribe comao
.k
i -
nilp) =5 D hen(zi(p)def AZ
o,f=1
donde para tode z € =(U;), la matriz (hap(Z))a,s=1,.k es hermiliana positiva
definida.
Una métrica hermitiana w sobre M define una métrica riemanniana sobre M
dada por Ia forina cuadrética positiva definida g = Re(n}.

Para el caso M = P*(C), sea la coleccién de (1,1)-formas diferenciales locales
{w;}iog definidas en cada carta local (z;. U;} por
wis U — AL
poo wilp) = 509 og |z ()%
Se verifica que esta coleccion de {1, 1)-formas diferenciales locales satisface las ecua-
ciones de compatibilidad complejas {5.4.1) y por tante define una (1, 1})-forma difer-
encial w sobre P*{C).

Por otra parte, dada una carta local afin Uy, definimos el levantamiento de U;
comoe la funcidn holomorfa

Z; u o - CH1A {0}
oroiml o~ (B 88 8,

Se verifica ficilmente que 7 0 Z; = Idy,. Luego Z; o n* = Id’f;j, de donde se ve
que _
- 1 N
7wi{Z;(p)) = 500 log Z; ()11
Para todo ¥ = (v1,....0) € Ck. ze Cy £ =1,...,k+ 1 denotamos por
.rg(z) c Ck+1 5
Te(2) = (V11 Vets 22V V).
Luego, notamas que para todo 7,7 € C*, z€ Cy j =0,...,k se tiene que
wi{p)(F.48) = 7wy (Zi(p)H T340 (2), W01 {2))-
Definimos la accién del grupo de matrices invertibles de (k + 1) x (k -+ 1) con

entradas complejas, denotado por GL(k + 1,C), sobre P¥(C) por: si z € PE(C),
AcGLk+1,C)y e ﬂ'igzl,\,“(z} entonces @ 4(z) 1= w(AZ). Es claro que el valor
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de ©4(z) no depende de la eleccién del punto z € 7r|§3,,+1(z). Asi, el siguiente
diagrama conmuta
CHN(E} S CHI (D)
Tl i
PrC) 24 prO).

Lema 5.5.2. La (1,1)-forma diferencial w es una méirica hermitinna, cuya forma
explicila es:

i (EE dze A dZs {Ef Zedzg) A (Eé ZEdEE)) .

o 2 232

2m \ 1430, 2] (1+ 2zl
Demostracién. Denotamos por {,} al producto interno hermitiano usual de C+1.
Un cdlenlo directo en la j-8sima coordfmada afin, con Z; = (z1,- -2 zi=1, L 254100 21D,
T = {vg,...,0n), W= (wo,....we}, U= (Po,...,0) ¥y & = (dBy,..., ), muestra
que

* - = i 3 - e
7wy (T, ) = ﬁaﬁiog |!Zj|[2{v,w)

_ i ZE dzg A dZe _ (ZE Zedzg} A (ZE z,gdfg) 5@
(553 -5 (B - ) @9
2w\ 1+ {Z, Zy) (1+(%;,%;))° '

Sea U{k + 1} €l grupo unitario de matrices complejas de (k + 1) x (k4 1) con
entradas complejas, definido por

Uk +1) = {A € GL{k + 1,C) | (A7, AG) = (7,) para todo ¥, 4 € C*+'}.

El grupo unitario U/ (k + 1) actia transitivamente sobre P*(C); es decir, la érbita
de todo punto bajo Uk + 1) es todo F¥(C). Es claro que 70 A = O 4 o 7, luego se
tiene que

o 4w (p)(F, 0y = A" owtwi(p(d, )
7 wi{AZ; (p)}{ AV, A}

= wwi{Z;(p)) (v ),

por (5.5.1). Por lo tanto, w es invariante bajo la accién de U(k + 1). Por todo lo
anterior, para ver sl « es una métrica hermitiana positiva definida, basta ver su

forma en un punto. Escogemos el punto [1:0: ... : 0], lnego
;x
wolll:0: .. 0]) = o~ Zdzj A dZ;,
j=1
donde la matriz
1
= 0 0
0 2 0
60 L

cs claramente hermitiana positiva definida. _ d
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Definicién 5.5.3. Se define lo métrice de Fubini-Study w sobre PH{C) como la
métrica hermitiana sobre P*(C) definida por la coleccion de (1,1)-formas diferen-
ctales locales {w; };‘710,

wijr U — AL (TR
p = wylp) = 5580 ogllz;(p)P.

5.6. Integracidn de la Métrica de Fubini-Study sobre Variedades Proyec-
tivas. Fijamos un entero positivo k y sea w la métrica de Fubini-Study sobre PX(C).
Es un hecho conocido que, dade v € {i,...,k}, para toda variedad proyectiva
X" < PE(C), el conjunto X* := X\Sing(X) es una subvariedad compleja de P*(C),
que se puede definir localmente como los cercs comunes de k — r polinomios ho-
mogéneos con matriz jacobiana de rango méximo. Por el teorema de la funcion
implicita, estos polinomeis definen un sistema de coordenadas holemorfas sobre
X*. Luego, si w es la forma de Fubini-Study de P*(C), entonces w™" es una forma
de volumen sobre X*,

Teorema 5.8.1. (Teorema de Wirtinger)
Dado r € {1,...,k} y dada unc variedad proyectiva X" C P¥(C), entonces

VoI(X)i= [ = deg(X) -1l
Ver demostracién en [23], p.88-89.

Como P*(C) es una variedad proyectiva de grado 1 y dimensién &, y no tiene
puntos singulares, el teorema 5.6.1 implica que

/ W™ = L.
Ph(C)

Luego, O := %?,j define una medida de probabilidad Boreliana sobre P*(C). En
adicién, mencionamos el hecho que si f es un endomorfismo holomorfo de P*{C) de
grado D, y X7 C P*(C) es una variedad proyectiva, entonces

(5.6.1) '/Xf*wm:Dr/me_

Teorema 5.6.2. {Teorema de Chow)
Toda varieded compleja de PH(C) es una varieded algebraica.

En particular, si f es un endomorfismo holomorfo de IE""(C) yvdador e {1,....k}
y X7 < PF(C) una variedad algebraica, entonces por los Teoremas 3.1.2 y 5.6.2 se
tiene que f{X7} C P*(C) es una variedad algebraica. M4s adelante, probaremos
que todo endomorfismo holomorfe de P*(C) es una aplicacién finito a uno, de lo
que se puede deducir facilinente que f{X7) € P¥(C) tiene dimensién r.

5.7. El Teorema de Lelong. Un subconjunte X de CF se dird una variedad
analitica, si para todo £ € X, existe una vecindad abierta I/ de =z y un conjunto
finito de funciones holomorfas fi, ..., f; definidas sobre U tal que:

XnU={yeU|fly) = = fily) =0}

En particular, toda variedad algebraica de C* ¢s una variedad analitica. El concep-
to de dimensidn y punto singular de una variedad analitica se define de Ja misina
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forma que en la Subseccién 4.4

En toda esta subseccién, identificamos P*(C) con C* LI H, donde /7 es un hiper-
planoc.

Denotamos por £ a la métrica euclidea sobre C* dada por:

£(2)(7, %) := Zdz, A dZ(5,0) = o Z( §,@) — (7,9)),

para todo z = (z1,...,2zx) € CF ¢ P*(C) y 7,% € C~.

Recordamos que, por el Lema 5.5.2, en una carta affn dada {que identificamos
con C*), la forma de Fubini-Study estd dada por:

i (ko dzads (T mdz) A (Tha %A L
"2_“- - (an) =

w(z)(7, @) =

1+ Zj:l |2;1% (1+ E?:l |2512)?
— _7'_ ((ﬁr?}:‘:) - (”3‘1 TE) _ <§:ﬁ>(z‘=1ﬁ> - (Z,I:J‘)(E,lﬁ))
T oom 14+ {z,5) (14 {z,2})?

para todo z = (z1, ..., zx) € CF C P*(C) y #,4 € C~.

En particular, si || - || denota a la norma usual (euclidea) de C¥, definida por
9] == /{7, %) para tode ¥ € CF, entonces se tiene que
&(=)(7,7)

{(2) (7, 7) > D2
D) 2 e

Luego, para todo » > 0 y z € C* tal que ||z| < r, se tiene la siguiente comparacién
entre las métricas:

(5.7.1) E)(5.5) > w(z)(i,5) > SEED

1+72

Para r > (, denotaremas por Be(ﬁ, r) < C* ala bola de centro 0 y radio T, con
la métrica euclidea. Ademaés, Diam y Vol denotan el didmetro y el volumen con
respecto a la métrica de Fubini-Study, mientras que Diam, y Vol. lo hardn con
respecto a la métrica euclidea. '

Teorema 5.7.1. {Lelong)

Sea X una variedad anelitica en C* de dimension d, tal que Je X y sea L un
subespacio vectorial de CF de dimensidn d. Entonces, pare cada v > 0 fal que la
inclusion ¢ @ X 1 Ba(0,7) < B.(0,7) sea una aplicacidn propia, se tiene que

Vol,(X A B.(6,r)) == f M > Vol (LN B.(, 7).
XnB.(0,r) :

_Ver demnostracién en [20].

Si X es una variedad analitica en C* ¢ P*(C) y L un subespacio vectorial de CF
como en el Teorema anterior, de (5.7.1) y el Teorema 5.7.1 se sigue que, para todo’
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¥ >0, B.(0,r) € B(0,r) y por tanto

(5.7.2) Vol(X N B(0,r)) = Vol(X N B(0,7)) =
Volo{X 1 Be(G,7)) _ Vol (LN B.(0,7))
=
(14 72)d - 1+ r2)4
De ésto, podemos demostrar el siguiente lema:
Lema 5.7.2. Para toda bola B{z,r) de P*(C) con r £ /{n — 2}/2 y toda curva

analitica C que pesa por z tal que la inclusidn v : C N B(z,r) «— Bz, r) es propig,
se tiene que Area(C) > 2r2.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, podemos tomar z = 0 € C* C P¥(C).

Por el Teorema 5.7.1 y la desigualdad (5.7.2), tenemos que

Area(C' 1 B(D,r)) > Area{Cn B.(0,7)) >

Area, (C N B,(0,7)) N Area{L N Be(0, 1)) _oar?
1+72 - 14172 T l4r?

- . - 2 . ra .
donde L es una linea proyectiva cualquiera. Se tiene que {7 = 2r? st y sélo si

T < d%, lo que concluye la demostracidn.
|

Un subconjunto D C P*(C) se dird un disco holomorfo, si estd contenido en alguna
curva analitica y si existe un biholomorfisme entre D y D:={z € C||z| < 1} C C.
Dados discos holomorfos I' € D en PP*{C) tales que existe un bikolomorfisme entre
A:=D\Dyunanillo A, = {z€C|1 <z <r} CC, definimos el médulo de A
como el valor

1
Mod(A) = —2L.
Es un hecho conocido que el médulo de un anillo es invariante bajo isomorfismos
conformes (ver [21] pp. 30-36).

Diremos que una curva cerrada simple y rectificable v C A es esencial en 4, si
esta curva encierra un disco holomorfo que a su vez coniiene a D. El médulo del
anillo A satisface la identidad

—_1 1 { 2 .
Mod(Ay ¥ {m -inf {Long,{7)? | v esencial en A} |

7 métrica hermitiana conforme en A}

Lema 5.7.8. Pare todo par de discos holomorfos D C D en P*(C), existe una
constante universal ¢ > 0 tal gue:

Area(D)

(Diam(D))* < e ST AT

Demostracidn. Sea _
2 Area(l}) -
min{1, Mod(A)}
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer r pequeiic. Luego, tomando la métrica
de Fubini-Study se tiene
1 o inf {Longn(’y)2 | v esencial en A}
Mod(4) — Area{A)
Area(A
= Mrsg{(Ai > inf {Long(y)? | v esencial en A} .

En particular, para todo ¢ > 0, podemos escoger ~ esencial en A {que podria ser
aD) tal que,

g Area(A) _ Area(D) 5

(Long(1)” -~ € < FroaiA) < Moa(d) =7
Denotaremos por [, al disco encerrado por . Como Diam{D} < Diam(D,), nos
bastard con verificar que Diam(D,) < 3r. 8i Diam(D.} > 3r, como Long(y) < r4¢,
con € | 0 cuando € | 0, se tiene gue para todo zo, ¥y € 7, dist{zo, o) <7 +¢€, ¥
por tanto podemos escoger z € [, tal que dist(z,vy) > r, porque sinc, para todo

$:9'ED~”$0=Z/0€’Y, -
dist{2, 3} < dist{z, 7o} + dist(zg, yo) + dist(yn, y) < 3r + €',

luego, tomando primero € | 0 y después el supremo sobre los z, y € D, se tendria
que
3r < Diam(D,) < 3r.
Por tanto, podemos escoger z € D, tal que su distancia a -y satisfaga la desigualdad
dist{z,~) = .

Por lo anterior, la curva analitica D, pasa por z y es tal que, ¢ : D, N Bz, 1} —

Bfz.r) es una aplicacién propia. Asi, por 5.7.2, tendriamos que
2> Area(f)) > Area(D,) > 2r2,
lo que claramente es una contradiceién. Por tanto,
Area(ﬁ)
Diam(D)? < Diam(D)2 < 9rf = g——— 2,
S (D) = min{1, Mod{A)}

Isto concluye la demostracidn.
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6. HECHOS DE ERGODICIDAD Y ENTROPIA

Durante toda esta seccidn fijamos {X, p) un espacio métrico compactoy f: X —
X una funcién continua. La aplicacidn f° denotard a la funcién identidad de X, y
dado un entero no negativo n, denotaremos por f™ a la composicién

Jo-of,
e

n

Dado un subconjunto A € X y un entero positivo n, denotaremos por f™*{A) al
conjunto de preimigenes-de A por f™.

Un conjunto A < X se dird totalmente invariante por f si:
flay=Ay fla)=A

Dada un medida de probabilidad boreliana v sobre X, denotaremos (LL{X), [-11)
al espacio vectorial real definide por:

1300 = {7:x =R [ i < o0

dotado de la seminorma

Il = fx | ldw.

Definimos la relacién de equivalencia ~ scbre L1(X) dada por
frg siysdlosi v{{zeX| flz)=glz)}) =0.
Es un hecho conocido que el espacio vectorial real cuociente
L,(X) = Ly(X)/ ~,

1
provisto de la norma | -l|;, inducida por la seminorma [j-]|}, es un espacio de Banach
(ver [25] p.65-71). Por simplicidad, para cada f € L} (X), denotaremos también por
[ & su clase de equivalencia en £(X).

Dado un boreliano A de X, se verifica que la funcién caracteristica 14 de A
pertenece a £1(X), donde ||14]; = v(A4).

Denotaremos por C(X,R) al espacio vectorial real de las funciones continuas
sobre X a valores en R, provisto de la norma |} - ||« definida por

lellco := sup |p{z}-
reX
Es un hecho conocido que (C(X,R), || [les) s un espacio de Banach. Adeinds, como
X os compacto, se tiene la inclusién
C(X,R) C LLX).

6.1. Ergodicidad. Sea & la g-dlgebra de Borel de X y sea My el conjunto con-
vexo de medidas de probabilidad borelianas sobre X.

Cada medida v € My define una aplicacién
v: CEXR) — R

@ — vl = [ de
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Dotamos a My de la topologia débil*, que es la menor topologia sobre My qgue hace
continuas todas estas aplicaciones. El conjunto My provisto de esta topologia es un
espacio topaldgico compacto, metrizable y localmente convexo (ver [28] p. 146-153).
Una sucesién de medidas {1,}2.; € My converge a la medida v € My st y sélo si
1My, oo M) = ] para toda ¢ € C(X, R).

Para cada medida v € Mx, €l push forward f,v de v por f, es la medida tal que
para cada A € B, se satisface:

Fov(A) = v(fTH(A)).

Una medida » € Mx se dird f-invariante si fuv = . Denotamos por Mx(f) C Mx
al subespacio vectorial de las medidas f-invariantes:

Mx(f) = {ve Mx| for=r}

Teorema 6.1.1. Sec X un espacic métrico compacto ¥y f : X — X una funcidn
continua. Entonces

(i) fo: Mg — My es lineal y continua.

(it} Mx(f) es un subconjunto compacto no vaclo de My.

Dermostrucidn:

(i) Es Fhicil ver, mediante aproximacién por funciones simples, que para cada
ve My ywe C{X,R) se tiene la identidad

(6.1.1) [t = [ oo san

Como My es metrizable, para demostrar que f. es continua, es suficiente de-
mostrar continuidad secuencial. Si {14, }ny es una sucesidn en My, tal que v, — v
cuando n — 400, entonces, para todo ¢ € C{X,R}, se tiene que po f € C(X,R) ¥
por tanto

Jeitron = [ oo fin —— [eosar= [earm.
Esto implica que f. es continua.

Ademds, para cada £ € [0,1], v, g € Mx y cada A € & se tiene que

Fultor + (1= Dva){A) = (tn + (1 = ) (777 (4))
=t (FHA)) + (1 = ) (f71(A))
= tfan(4) + (1 - D fare{4),

lo que muestra que f. es lineal.

{ii) Sea {oy, }u>1 una sucesion en el compacto metrizable Mx. Tomamos la suce-

siom:
n-1
1 -
Up = 'T'L E fmo-n'
Jj=0

Como el espacio My es compacto y metrizable, podemos escoger una subsucesion
{vn, }¢>1 que converge a una medida v € Mx.
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De la tinealidad de f., observamos que

n—1
_ f:lgn -

1 ‘
f* (Vn) = ‘; Z ff+1‘7n
g

0’?’1
+ 1.

De la continuidad de f. se concluye que f.» = ¥ y por tanto v € My(f).
]
Definicién 6.1.2. Una medida v € Myx(f) se dird ergédica, si para todo Boreliane

A totalmente tnvariante por [ se tiene que v(A) =0 6 v{A) = 1. Lo medida v se
dird mezclante si, para todo boreliono A y B se tiene que

(fMA) N B) = v(A)v(B).

lim »

n—+oo
Notar que si v es una medida de probabilidad boreliana y ¢ : X — R una funcién
r-medible v f-invariante, entonces v es ergédica si y solo si ¢ es constante v-c.t.p.

Ademids, podemos ver que toda medida mezclante es ergddica, pues si A es un
boreliano totalmente invariante y 1 es una medida mezclante, entonces

v(A)? = v(Alw(A)
= i w74 N A)
= Lp A

= v(A).

Dado un boreliano A € # y una sucesién de funciones continuas {(,oj}j;"f que
convergen en £2(X) a la funcidn caracteristica de A, se tiene que

v[p;] — v(A) cuando j — +oo.
Por tanto, la aplicacién v : C(X,R) — R se extiende continuamente a £1(X).

Lema 6.1.3. Se tienen las siguientes carecterizaciones:

(i) Una medida v € Mxy(f) es ergddica s1 y sélo si, pare todo @, ¢ € C.(X,R)
iy —goo £ 05 [0 fz)d(@)dv(z) = ([ edv) ([ ddv) .

(i)  Una medida v € Mx(f) es mezclante si y sélo si, para tode ¢, ¢ € C(X.R)

ity tos [ 20 fr{x)(@)dv(m) = ([ edv) ([ ddv}.

Demosiracidn. La demostracién de (i) y (ii) son similares, luego por simplicidad,
sélo veremos la demostracién de (ii).

Supongames que para tedo ¢, @ € C(X,R) se tiene

i [eormsmits = [ o) ( [oar).
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Sean A y 3 Borelianos. Para todo ¢ > (, existen compactos K, K2 y abiertos
(O, O tales que:
KicACO, Ko CBC Oy, v(O1\Ky)<e y w02\ K2) <e.
Sean {¢mbmzr1 ¥ {@m}mz1 sucesiones decrecientes de funciones continuas tales

que
“m L lrg, ¥ ¢m |1k, cuande m — +oo,

con fnfsy fg.cmdr/ = v(K1) e iy [ @mdr = »{K>). Luego, para todo par de
enteros positives m y n, se tiene que

V(7K 0 Ko = ] du

Fr(KLNK:

:/1-'{—11(‘{(1)1}‘(2(1‘.1/:/1]{1 OfanQ(].U

< [emo " mi
Luego
Hmiup { T NKR) < /go,ndujémdrl, para todo mm > L.
Tomando el infimo sobre mi, se obtiene que
Hmsup v{f (K} N Ky) < v v(Ka) < v(Aw(B).

n—+co
Como A= {A\ K )UK, y B=(B\ K2) U Ky, se tiene que:
v(fTHA)NB) = v(THANKD UK N(BAK)UKy)
= w(fTHAN K N{B\K2)) + v(f (AN K1) N Ka) +
+{fTME) N (B K)) + (T (K N Ky)
v(BN Ka) +v(fTHANKL)) +
+o{(B\ K2)} 4 v(f 77 (K1) N K}
= v(B\ Ka)+ v(AN K1) +v{((B\ K2)) + v(fTH{EL) D Ky)
< Be+rv{f MK N Ky)

Lo que implica que

1A

limsupw(f " (A) N B) < v(A}w (B} + 3.

n—t-+00

De forma similar, podemos tomar {@m }ms1 ¥ {@m}mp1 sucesiones crecientes de
funciones continuas tales que

Fm T1lo, ¥ q@m T1p, cuando m — +ca,
con sup,,s, [ Gmdy = v(01) y sup,5, [ dmdv = v(0a) para obtener
liming v(/~(03) N 02) 2 (01)w(02) > v(AW(B),

y del hecho que Oy = {01\ AU A4, O, = (Op \ B) U B, obtener que
liminf v(f~"(A) N B} = v{A}v(B) — 3¢,
n

—-+oo

lo que ¢onchuye la identidad.



a6 LA MEDIDA DE EQUILIBRIC DE UN ENDOMORFISMO HOLOMORFQ DE PX(C)

Por otra parte, sea v € Mx(f} mezelante. Para todo par de Borelianos A y B,
es claro que

flAOfnlng=/1f—n(A)anV

=/' dv = v(f~™A) N B)
fr{A)nB

V(A (B

)
:]u@/mw

Luego, la afirmacidn se cumple para cada par de funciones caracteristicas, y por
linealidad de la integral, el resultado se extiende a las funciones simples.

n—-oo

Para todo par de funciones continuas ¢, ¢ € C(X,R), podemos escoger sucesiones
crecientes {@m tm»1 ¥ {@mfm>1 de funcicnes simples tales que

WmT@ ¥ ¢m T ¢ cuando m — +o00, v-c.t.p.

Para todo par de enteros positivos m y n, se tiene que
/(Pofn(bd‘y Zf’,ﬁmﬂfnqudf/-
Asi, por lo visto anteriormente, se tiene que

Hminf/gaof”gbdv > fcpmdqu')mdy.

TL— - O

Por definicién de la integral, podemos tomar el supremo sobre m, obteniendo

iim inf/ wo fPohdy > /(,odz/fzp‘dy.
n——+oa
Similarmente, podemos tomar una sucesion decreciente de funciones simples con-
vergiendo a ¢ y ¢ para asi obtener la desigualdad

1f1n511p]¢of”¢du < /epdqubdv.
n—+o0
Y ésto termina la prueba. 0

Una medida v € Myx{f) se dird extremal, si cada vez que existen v, ve € Mx(f)
y t € [0,1] tales que
v=1tw + {1~ L),

-

entonces t = 0 6 £ = 1. Es facil ver que el conjunto de medidas extremales de
Mx(f), que denotamos por £x(f), es iguel al conjunto de medidas ergddicas.

Teorema 6.1.4, {Descomposicion Ergddica)
Para toda medida v € Mx{[), eziste una dnica medida de Borel 7 sobre My tal
que 7{Ex(F)) = 1 y tal que para toda ¢ € C(X,R} se tiene que

[ o@aia - [ » ( [ sﬁ(I)du(w)) dr ().

Ver demostracion en [24].
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Teorema 6.1.5. {Teorema Ergddico de Birkhoff)
Sea (X, p) un espacio métrico compacto y [+ X — X una funcidn continuae. Seo
v & Mx(f) vy € LL{X). Entonces, para v-c.t.p. 2 € X cl siguienie limite existe

Plx) = lnn Z(pof«"

Ademds, € LL(X), Bo f =y [@dv = [pdr. En particular, si v es ergédica,
entonces @ es constante v-c.t.p.

Ver demostracién en [28] p. 34-39.
6.2. Entropia.

6.2.1.  Entropia Métrice. Dada una coleccién finita de borelianos £ = {4;}7%; del
espacio métrico compacto X y una medida de probabilidad v € My, diremos que §
es una particién medible de (3{, v} si

() {ENULA) =0
(ii) Para todo j,£ =1,...,m distintos, se tiene v(4; N A;) = 0.

La funcidn t — tlog? estad definida y es continua en |0, +00[. Usando el hecho
que {iogt — 0 cuando ¢ — 0T, podemos extender esta funcién continuamente a
[0, +oo] asigrnandole el valor 0 en ¢t = 0. Dada una particién medible £ = {A Feas
definimos la entropia de la particién £ como

m

H,(&): sz Alog(v(A;)) € 16, +ool.

i=1

Paraf = {4;}7L, yn= {Bg}jz.l particiones medibles de X, definimos la particién
conjunta de £ y i como:

Evpg={AnB|Ae¢ Ben}

- Dada una funeidn continua f: X — X, una medida » € Mx(f) y una particién
medible § = {A;}1%;, es ficil ver que las colecciones

f“j(é):={f‘j{A)iAefS}
g =gv g vy g,

son particiones medibles.
Definicidén 6.2.1. La entropia métrica de f con respecto 2 £ es por definicidn
1
ho(f.8) = inf Ehn,(,g,{) € [0, +00).

Se define in entropia métrica de [ (respecto a v) como

Po(f) i== sup{ R {f.€) | £ purticién medible de X} € [0, +o0].
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6.2.2. Entropiu Tupoldgica y Principic Veriacional. Dado un espacio métrico coin-
pacio (X, p) y un entero no negativo n definimos la n-métrica dindmica pn, como la

funcidn
ot XxX — [0,400]

(=4} = palzy)

definida por
ik 5 J
pulzy) = qox {p(f{e), I (W)}
Claramente, pp = p v es facil ver que p, es una métrica que induce la misma
topologia que p en X.

Dado un entero no negativo n y ¢ > 0, diremos que un conjunto 4 C X es
(n, €)-separado, si para todo z, y € A se tiene que
(s, y) 2 €

Dado un conjunto A, denotamos por Card(A) a su cardinalidad.

Definicién 6.2.2. Definimos la entropia topoldgica de f como

hiop(f) := sup limsup ! log (méx{Card{A} | A es (n, €)-separado }) € [0, +ox].

e>0 n—otoo T
Dado un conjunto no vacio B € X, definimos la entropia topoldgica de f restringida
a B como

1 .
heop(f]1B) = sup limsup - log (méx{Card(A4) | A ¢ B, A es (n, ¢)-separado }).
e>0 n—+4o00

Notamos que si 4 C B entonces hiop( f]A) € heop(fIB).

Teorema 6.2.3. /Principio Variacional)
Sea {X, p) un espacio métrico compacto y £ X — X una funcidn continua. Enionces

hmp(f) = sup{h,,(f) |ve Mx(f)}
Ver demostracién en [28] p. 188-190.
Usando el Tearema 6.1.4, se puede demostrar (ver demostracién en [28] p. 180,
191} la siguiente variante del Principio Variacional:

huop(f} = sup{hy(f) | v € &x(£)}.

Dado un entero positivo n, definimos la n-ésima bola dindmica con centro r y
radio r > 0, al conjunto definido por

Ba(z,r) = {y € X{ palz,y) <7}

Teorema 6.2.4. (Brin-Katok)
Sea {X,p) un espacio métrice compacto y f + X — X wna funcidn centinua. Si
v e Ex(f), entonces para v-c.t.p. x € X se tiene que

hify = s;up lim inf 1 log{#{Byn(z,€))).

exp o N

Ver demostracidén en [3].
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Teorema 6.2.5. {Principio Variacional Relativo)
Seu (X, p) un espacio métrico compacto y f 1 X — X ung funcidn continue. Siv es
uno medida ergédica y A © X es un boveliano fal que v(A) > 0, entonces

() < Buop{f]A).

Ver demostracidn en [22].

6.3. Entropia Topoldgica de Endomorfismos Holomorfos de P¥(C}. De
ahora en adelante, nos restringiremos al caso X = P¥(C), provisto de la métrica p
inducida por la forma de Fubini-Study y f un endomorfismo holomorfo de P*(C)
de grado D.

Dado un entero positive 7, definimos el conjunto
o= {{z. f(z),.... /"7 (x)) | & € P*(C)} € (PH(©))",
v para un subconjunto X de P*(C) definimos:
T X :=T, N (X x (PEC)™ ).

Recordamos que, dado j = 0,..., k y una carta local affn afin (z;, U;) de PF{C),
la forma de Fubini-Study w de P*{C), se escribe localmente por

Lo Y- -
w3 (P ) = 5=0F10g s () P(5, ),
para todo p € P*(C) y para todo 4,7 € CF.

Dade un entero positivo n, y una coleccién de cartas locales (U, 25,0, (U, 25,)
de F¥(C), definimos sobre el espacio producto (PF(C))™ una coleccién de (1,1)-
formas diferenciales locales

T
Disegn (P11 oy P (Bt Ty (Brsee ) = ) wyy (o) (B ),

£=1
para todo {py,....p,) € (P¥(C)Y™ y para todo par (¥1,...,%), (&, ..., s} €
(CF)™. Bs facil ver, que la coleccién de {1, 1)-formas diferenciales locales {wj,...j, }
determinan una forma diferencial sobre (PF{C))", que denctamos por wxa, que
ademés, satisface las propiedades de métrica hermitiana sobre (P*{C))". Llamamos
a esta métrica hermitiana la métrica producte de Fubini-Study sobre (P*(C))™.

Dado un entero positivo r, una variedad algebraica X de P*{C) de dimensién 7
Y wxn la forma de Fubini-Study en el espacio producto (IPk(C)}n, definimos

1 1
lov{/|1X) := imsup = log (Vol(Th | X)) = limsup — log / Wit -
n—4oc 1 n—+too 1 I.ix

Es importante notar, que de { 5.3.2} y la definicidn, se tiene la identidad:
/ wﬂf;:/ (w+ fro+ o+ () w)
TnlX X

Teorema 6.3.1. {Gromou)
Si f es un endororfismo holomerfo de P*(C) de grado D y X C P*(C) una voriedad

algebraica, entonces

AT
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hiop (fIX) < Tov(f1X).

Demostracidn, Sea A € X un conjunto {n, e)-separado. Como la coleccidn de -
bolas dindmicas {B,(y, €/2)},c4 son disjuntas dos a dos, se tiene que

Vol{Tw|X) > 3 Vol (L | Baly, ¢/2)) -
yed

Del Teorema 5.7.1, se puede ver que existe ¢ > 0 independiente de y y de n tal
que

Vol (T | Br(y, e/2)) 2 ¢

Tuego,

1 loge 1 , : '

- log (Vol{T,| X)) = —+ Hlog (méx{Card(A) | A C X, A es (n,e)-separado }),
T

lo que implica claramente que lov{f]X) = hiop{f|X). 0

El argumento anterior se adapta para demostrar que para cada conjunto X C
P(C) y ¢ > 0, si denotamos por (['n]X ). una evecindad de T'y{X en (P*(C))",
obtenemos

(65.1) beop(/1X) < _Tim_—log(Vol((Tal X))

Lema 6.3.2. Si f es un endomorfismo holomorfo de P*(C) y X una variedad
algebraice de dimesidn r, enfonces

lov{f|X) =rlog D.
En particular, tomando X = BY{C), obtenemos que

hiop(f) < lov(fIPH(C)) = klog D.

Demostracién. Sea 7 el grado de X

AT
[
CnlX

/ (wt Frwt -+ W)Y
JX
J1y* Jry*
S [renagpe

0%71,irEn—1

- Y pr

0%z, irEn—1
= 14D+ - +DN)T

D —1NT
T D—]_ .

Tuego, se obtiene facilmente que

Vol(T'n| X)

H

1 1 D™ -1\
Insup - log (Vol(F',| X)) = Hmsup — log (1’ ( ) ) =rlog D.
n

n—-+oc =00 D - 1
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7. Dos CARACTERIZACIONES DE LA MEDIDA DE EQUILIBRIO DE UN
ENDOMORFISMO HOLOMORFO DE P*(C)

Durante todo este capitulo, f denotaré un endomorfismo holomeorfo de P*{C) de
grado I > 2. Todo el capitulo estd enteramente basado en el trabajo [2).

Usando la nomenclatura del formalismo termodindmico, una wedida de proba-
bilidad f-invariante se dice una medida de equilibrio § estado de equilibrio de f, si
csta medida realiza la mdxima entropia métrica posible. En este capitulo, veremos
el hecho principal de esta monograffa; esto es, que todo endomorfismo holomorfo
f posee una tinica medida de equilibrio g € Mpxcy(f), sin masa en el conjunto
excepcional E C P*(C), conjunto que definiremos més adelante.

Dado z & P*{C), denotaremos por mult,{f) a la multiplicidad de [ en z.

Teorema 7.0.3. Para todo = € P*(C), se liene que

Z mult,( = I*,

)=z

Ver demostracién en [23] p. 53.
Definimos el pulloack de f como el operador f* : Mpegy — Mpr(gy, dado por

Frvlg) j Z y)dv(z), para toda o € C{P¥(C),R),
vef~Ha)
doude la suma estd tomnada contando la multiplicidad de las preimagenes.

Por la identidad (6.1.1), observamos que para toda medida v € Mzr(g) ¥ toda
w € C{PF(C), R) se tiene que
fooDTEWle] = D7 [T e prm 2o f)dv(z)
= D* [ D*p(z)dv(z)
= vyp].
En particular, si v € Mpr ey es tal que D~ f*y = v, entences v € Mprey(f).

Denotaremos por fin z a la medida de conteo de preimigenes por f™ dada por

Hn,x == (Dik.f*)ndz = D_knfn‘(sz-

Lz medida de equilibrio de f se puede caracterizar por los siguientes dos tecre-
mas.

Teorema 1. (Primera Caracterizacidn}
Eniste una dnica medide de probabilidad p sobre P*(C) que verifica DRy =g,
sin masa en el conjunto excepcional E. Ademds, para toda medida de probabilidad
v sobre P(C) sin masa sobre E, se tiene que
Dwknfn.*y 1.
T — 400

En perticular, p refleja la distribucion de preimdgenes de punios no excepcionales,
es decit, pn — p siysclosir g K.
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Como consecuencia del teoretna anterior, se obtiene el siguiente corclario.

Corolario 7.1. La medide p es mezclante.

Pemostracidn. Del Lemna 6.1.3, sabemos que es suficiente ver la accién de p sobre
las funciones continuas.

Sean w, ¢ € C{P¥(C),R). Por hipdtesis, tenemos que para cada x ¢ E,

D“““_/ Z so(z du(z) —>f99du

zgf-m

Luego,
[et@)-60 s @auta) - [ o(@)- b0 [(x)d (D5 ) () =
=7 [ 3 )0 (aduta) -

zE€f~"(z)

- (o] % et ) (f o)
e (o) (f o).

O

Teorema 2. {Segunda Caracterizacidn)
La medida de equilibrio 1 es lu dnico medida de entropia maximal de f.

7.1. La Primera Aproximacién. En esta subseccidn, mostraremos gque da-
dos x,y € P¥(C) tales que pno(C) — 0y pay(C) — 0 cuando n — +oe, donde C
es el conjunte algebraico de puntos criticos, entonces la diferencia pin o — fin,y, con-
verge débilmente a 0. Iste hecho se basa en que la mayor parte de las ramas
inversas locales de f™ son exponencialmente contractivas, como se verificaré en el
Lema 7.1.1.

Denotaremos por V = f{C) al conjunto de valores criticos y dado un entero
positiva £ denotaremos por V¢ al conjunto definido por Vg := Ue 1 f7(C). Por el
Teorema 5.6.2, los conjuntos V y Vg son variedades algebraicas. Deﬁnunos el con-.
junto posteritico Vao por Voo 1= Uz Ve

Un disco holomorfo se dird genéricamente plano, si estd contenido en una linea
proyectiva no contenida en V.

Lema 7.1.1. Para todo € > 0, existe un entero £ > 0 tal que, pera todo disco
compacto genéricamente plano & gque no intersecte a Vo, podemos construsr (1 —
€)D" ramas inverses de f* con n 2 £, con imdgenes A" y Diam({A") <

D=2, donde ¢ no depende de n.

Demostracién. Sea 7 el grado de V. Tomamos £ fijo tal que 2rD~¢(1-~D )1 <
y sea L la linea provectiva que contiene a A. Comno A es compacto y ANV, = 0,
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podemos tomar un disco A ligerameunte mds grande tal que Ac L, AnVi=0y
A\ A sea biholomorfo & un anillo.
Por h1potes1s f¢ posee D* ramas inversas sobre A , cuyas imégenes denotaremos

por /l\. , para cada j = 1,...,D*. Observamos que {A l’!}J es una coleccidn de
discos dlsjuntos dos a dos, contemdos en f7¢(L). Si L = V(P,..., Pi_1) donde
para todo j = 1,..., & — 1, el polinomio homogéneo F; es lineal, éntonces UL =

V(Pyo fE ..., P10 f%). Por tanto
deg{f (L)) € D¥7H,

Del Teorema de Bezout (Teorema 4.5.3), se tiene que f~¥(L) y V se intersectan en
alo més 7%= puntos. Asi, existen por lo menos D*¢—7 D=1 = DF(1 7 D)

discos Aj que no intersectan a V.

Luego, sobre cada uno de estos 5;'2, podemos construir D ramas inversas
f E;E — B;g”, por tanto DXED(1 - 7D~%) ramas inversas de f**! so-
bre A con imAgenes Ej_f_l. Nuevamente, usando el Teorema de Bezout, tenemos
por lo menos DFEH(1 — 7 D~8) — 1 DE-DERD) o DRG] — 7 D=(1 4+ D71Y)
discos 5;"371 que no intersectan V.

Siguiendo el mismo procedimiento, para n > £, podemos construir inductiva-
mente al menos,

D (1~ 7D (1 + D7+ 4 DTN > DM (1 - %)
ramas inversas de f™ socbre A con Iindgenes Z\;"

Por otra parte, del Teorema 5.6.1 tenemos que
Area(f (D) = [ = deg(f (L) < DO
Frn{L)

Como los discos A son disjuntos dos a dos en f (L), a lo més (¢/2)D*" de ellos
pueden tener drca mayor que (2/e}D™™, por la que, al menos {1 — €)D" de estos.
discos satisfacen

Area(AT™) < D‘

Denotando A7™ = A'j"” N (A, el Lema 5.7.3 nos dice que existe o > 0 tal
que
A Area{AT™
(Diam(A))? < a Area(R) —a B0
min{1, Mod(A — A)} min{l, Mod(A — A}}

Luego tomarmos

2a
c= = ,
e -min{l, Mod{(A — A}}
y ésto concluye la demostracidn.

O

Corelario 7.1.2. Sean z,y € P¥(C) tales gue pin o (C) = 0 4 pin o (C) — 0 cuando
n— +o0. Entonces, tnz — flay — 0 en Mpsoy cuando n — +oo.
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Demostracion. Sea e > 0y tomamos £ como en el lema anterior. Sea € C(P*(C), R)
con Jl¢lleo = 1, ¥ sean z,t ¢ V. Supongamos que la linea que une z y ¢ no estd con-
tenida en Vo, ¥ sea A un disco genéricamente plano en esta linea que contiene a z
v £ Sean > £, luego

(7.1.1) Utpdyn,z - f@d#n,t

:D-*nf Sow D"“"/ > welydsi(z)| =

yef~(x) yef="(x}
=D N wy) - Y )|
yfr(z} yef (i)

Por e} lema anterior, existe una coleccién de (1 - €)D*™ de discos {47}, disjun-
tos dos a dos de preimégenes de A, con Diam(A; ™) « c¢D~™?. Separamos ambas

sumas en: a lo menos {1 — )D*" pares g,.rl,y‘2T € Aj y a lo més ¢D*® pares fuera
de Uj A" Entonces, por la continuidad uniforme de ¢ sobre P*{C), podemos
tomar n suficientemente grande tal que

dist(y],32) < D2 = dist(2(i), w (1)) < &

y por tanto, obtener que

‘ f wilitn z — / wditn

Ahora, si la Hnea que une a z y ¢ quedara conienida en Vo, podemos tomar
8 ¢ Voo y usar el argumento anterior a los pares {z,8} y (s,t}, dende a lo mds
duplicamos la estimacién de error.

< DR (L — DR+ DRV DR ol =

= (1 — ¢+ 2flpllen) < 3e.

Notamos que para todo par de entercs positivos n > m, se tiene la siguiente
identidad:

f eding = ] Yo olz)dbs(w)

zefn{w)
_ ka/ Z —k(n— m)f Z w(zo}dd, (zo) | dbz(2)
z€f~™(x} zp€f~{R—mi(z)

/(/Wz“"—m.z} At 2(2).

Alora, consideramos z,y € P*(C) tales que pp, {C) — 0y p1n,(C) — 0. Por
hipdtesis, para fodo entero £ > 0, se tiene gue:

lfln,:n(vf) = .un-H?,a:(O) (.
n—4oo

Tomamos m suficientemente grande, tal que o o (Vi) + plny (V2) < €, entonces
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' / wdfin,e — / Gty y| =

(o= (]

/ [1/ Pdpn—m,; _/Sod.urn—m,t Atz (2)dpm y () <

[ / /H:d#'n—-m,z —]ﬁad.un—m,t dﬂm,z(z)dum,y{t)+
IV SV

/ / /‘Pdﬂnf'm,z f /’:Fd/ln.fm,t
- £C1 ec .

Luego, por el Lema de Fatou, se tiene que

unsup/ / /L,,d;ln m,z ‘“/Sad,u-n—m,t
n—+oc Ve 4 Ve |- .

y por la primera parte de esta demostracion,

h’msup/ / /zpdun_m,z —/cpdun_m't
i 00 e Ve

lo que, finalmente, nos da que
/wdﬂn,z - /ﬁjd#n,y

7.2. El Conjunto Excepcional y su Estratificacién. Dado z € P¥(C), nota-
INOS qUe SUP¢ B( f(z),) Card (B(z,e} N {f~1(z}}) es decreciente en ¢ > 0. Definimos
el grado topologtco local deg,{f) de f en x por

inf sup  Card (B(z, e} N {F =),
2022 (f(=)e)

d.“'m‘z(z)dﬂm,r {t}

Aptm 2(2) X dptin (1) < 2||0llcoe = 2e,

itz (2} % dpt g {1) < 2 3¢,

Himsup < 2e+2-3e =8

n—-400

l

v éste coincide con la multiplicidad de f en z.

Para todo x € P*(C), deg,(f) € {1,...,D*} y para todo entero no negativo
5, los conjuntos {z € P*(C) | deg,(f) > s} son variedades algebraicas (ver [23]
p. 44-47). Ademds, dado un entero positivo £, se tiene la identidad

degz H deg]’-’ (3:

Si 4 ¢ P¥(C) es wina variedad proyectiva, definitmos el grado topoldgice de f en A,
gue denotamos por deg 4{f), cono

deg,{f) := min{deg,(f)}.
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Tmego, A posee un subconjunto denso de puntos © € A con deg, (f) = deg 4(f). De
ésto se deduce que la siguiente identidad es vélida

-1
degA(fE) = H deg i) ().
§=0

Recordamos que un conjunto A C P¥(C) es totalmente invariante por f si
fA)y=Ay fi(A)y= A

Lema 7.2.1. Sea A una variedad proyectiva, s = deg4(f) v p la codirnensidn de A
en P¥(C). Bnionces s < DP. §i ademds f{A) = A, entonces se tiene lo igualded si
y sdlo si A es totalmente invariante.

Demaostracidn. En toda la demostracidn, las cardinalidades estan tomadas contan-
do multiplicidades. Sea = € A tal que deg,{f)} = s, no singular en A y no critico
para [|4. Recordamos que una variedad lineal P de codimensién p se escribe come
la variedad de p polincmios lineales, por tanto, f~(P) se escribe como la variedad
de p polinomios de grado I, por los que deg(f~1(P)) < DP.

Por el Tecrema de la Funcidn Implicita (Teorema 2.4), podemos tomar una vecin-
dad U7 de x y p una retraccién holomorfa de U sobre U N A. Si P es una variedad
lineal de codimension p cercana a T'y(z) ¢4y, entonces p induce un cubrimiento ram-
ificado de grado s de f~Y(P) Nl sobre ANU, ya que escogimos x no critico para
fla- Por tauto, si @ es una variedad lineal cercana a T; -1y, entonces se tiene

que Card{f H{PYNQ) > =

Ademids, como el grado de f~1(P) es a lo més DF y ol grado de  es 1, por el
Teorema de Bezout tenemos que Card(f '(P)n Q) < DP, y por tanto s < DF,

Por otra parte, si f{A) = A entonces A C [~}{ A} y por tanto se tiene que
fHena) = QN A D FTHQINA

donde genéricamente, f1{() se intersecta en s componentes con A.

Si el grado de A es &, entonces por el Teorema de Bezout se tiene que
Card{QnA) =x y Card(f H{Q)NA) = sDFP,

luego

Z deg(f) = wD* y Z deg,(f) = xD*7Ps.

z£ f~HQNA) zEf-YHGINA

De donde se deduce claramente que f™1{A) C Asiy sélo si kDF < kDFPs, 1o que
concluye la demostracidn.

O
Para cada p = 2,..., &, definimos las variedades algebraicas
Ay = {x € P*(C) | deg, > D7} y Ay :=C = {wc P*C)|deg, f > 2},
que claramente satisfacen:

AgC CAC Ay T - C A =C.
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Por ¢l lema aunterior, la codimensién de A5, que denotamos por codim(A4,,), satisface
DF < peodim{ds) g que implica que codim(Ay) > p para cada p = 2,..., k. Notar
que codim(C} = 1 y degy f = 2 por lo que las condiciones del lema se satisfacen
parap=1,...,k.

Afirmacidn 7.2.2. Bl mimero de sariedades algebraicas lotolmente invarianies por

[ es finito.

Demostracién. Sea B una variedad algebraica completamente invariante y A una de
sus componentes irreducibles. Entonces para todo n > 1 el conjunto f~"{A) es una
subvariedad algebraica de B. Luego existen n > m tales que f™"(4) = f™™{A) ¥
por lo tanto f~(*~™(4) = A. Es decir, A es completamente invariante para f*~ ™.

Ademds, poniendo £ = n —m, se tiene

£-1
DY = deg 4(f*) = Hdegfi(A)(f):
=0
y para todo § = 0,..., £~ 1, f¥ mantiene la dimensién de 4 por ser una aplicacién

finita a uno, luego se tiene que degpsay(f) £ DP por el Lema 7.2.1. Entonces
necesariamente deg 4 f = DP v por tanto A estd contenida en una componente de
dimensién maximal de A. La variedad algebraica A, tiene finitas componentes irre-
ducibles, por tanto concluimos, que sélo puede haber un ntinero finito de variedades
algebraicas completamente invariantes.

l

Definicién 7.2.3. El conjunto excepcional E de f, es la unidn (finita) de todas las
variedades algebraicas propias completamente tnvariantes.

Dados p=1,...,ky #=1,2,..., denotaremos por A; a la variedad algebraica
definida por
AL = {z € P¥(C) | deg, f* > D¥'}.

Afirmacién 7.2.4. El conjunio excepcional de-cualguier iterado de f coincide con
el conjunto excepcional de f.

Demaostracién. Ignal que antes, tenemos que codim(Af;) > p. Podemos escoger un
punto x en una componente irreducible de Ag"‘i de codimension al menos p, tal que

ft(x) pertenezca a alguna componente irreducible de codimensién al menos p de
JTH ALY con deg e,y f < DP. Luego,

DPFD < deg, f* = deg,, f* - degpe f < deg, f*- D7,
obteniende que z pertenece a alguna componente irreducible de Af, de codimen-

sidn p.

Obtenemos asi una cadena, descendiente en ¢l indice £, de estratos de codimen-
sién p de Af,. Esta cadena descendiente induce una cadena ascendente de ideales en
el anillo noetheriano Clzg, ..., z&}. Por tanto, esta cadena se estabiliza.

Ademsds, si » pertenece a alguna componente irreducible de codhmensién p de
fg{Af;“), entonces existe 3 en alguna comnponente irreducible de codimension p de
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Ag,“, tal que f(y) = z. Luego, deg, f < DP y por tanto

£-1 41
decr‘! f DP(’E‘FI)
deg, /= [[ degpnrgy [ =~ 72 Dr = D™,
=0 2y

lo que implica, que x pertenece al esirato de codimensidn p de Af,.

Asi, para £ suficientemente grande, la imagen del estrato de codimensién p de Ag
estd contenida en si misma, ¥ si A es una compcenente irreducible de este estrato, en-
tonces deg 4 f = D?. lo que muestra, por el Lema (7.2.1), que Af, es completamente
invariante.

|

Lema 7.2.5. Six ¢ E, entonces i, »(C) — 0 cuando n tiende ¢ +oo.

Demoslracidn. Demostraremos con una induccién descendente en p = 1,...,k €l
lema, estratificando al conjunto critico €, por sus subvariedades algebraicas A,

Salvo pasar a un iterado de f, podemos suponer que las componentes de codimen-
sién p de F que denotamos por E, coinciden con las componentes de codimensién
p de A,. Luego, Fy coincide con Ag y por tanto, tenemos que para todo entero
positivon y todo z ¢ E

Haa(Ar) = 0.

Seap € {2,....k} y supongamos que existe A, € [0, 1[ tal que pn £ (Ap) < A7, Por
hipdtesis, tenemos que E,_; coincide con las componentes de codimensién p—1 de
Ay, por tanto, f~™(w} intersecta a Ap_; sélo en sus componentes de codimension
mayor o igual que D7, Si A es una componente irreducible de A;_; y P es un planc
genérico de dimensién complementaria con A, que pasa por z, por el Teorema de
Bezout tenemos que Card(f™{P) N A) = deg{A4) - D*~P, por lo que se tiene que

Card(f ™) N Ap_1) < deg(Ay—1) - DF7P.
Acotaremos pn (A,—1), estimando la multiplicidad de Jos puntos de f~™(z).
Sea p €]0, 1] fijo, tal que (D? — 1}#D*(1=p} < DP. Tenemos que
{2p] frep)

poe | A ] €D a4 =
=0 J=0

n n—[ns]

= 3 () < ARG+ ) < »’\I”_—A
t=n-[npg] P

Por otra parte, si y £ A, \Ug’fgf*j(Ap), entonces

n [npj~1 n
deg, /" = [ degpoy S = { I degpuen /| { T degpic
0 o i=ing]

< (D" - l)np(Dk)n(l—P)_
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Luego,

.”'n,:c(Ap—l) = ﬂn,x{{pr-l \ AP) t Ap) = H'n,:r(Ap~l \ Ap) + ﬂ'n,x(Ap) <

MO deg(Agoy) . DER((DP — 1y DK
1A, Dk B
An(i=e) (DP - 1) DrC-m\"
= 1= Ap +deg(Ap_1) (—ﬁz;-—-—"ﬂ') B
donde claramente, para n suficienternente grande, podemos escoger A,—1 € [0,1] tal
que

<

Mnx(Ap1) A0,
Por tanto, todos los estratos A, convergen exponencialmente a 0, lo gue implica
que fig - {C} converge & 0. &

Corolario 7.2.6. Para todo x,y ¢ E, se tiene que iy o — Un y converge débilmente
a {0 cuando n — +00.

El coralario es una consecuencia directa del Corolario 7.1.2 v el Lema 7.2.5.

7.3. La Primera Caracterizacién. Demostracion del Teorema 1. Para de-
mostrar ¢l Teorema 1, demostraremos en la Subseccidn 7.3.1 que existe una medida
de probabilidad u sobre P*{C) que verifica D% f*iu = p, sin masa en el conjunto
excepcional £. En la Subseccién 7.3.2 demostraremos que para toda medida de
probabilidad v sobre P*(C) sin masa sobre E, se tiene que

Dékn nEy,

2t
n—-+0G

La unicidad de p es consecuencia de esta dltima afinnacién.

7.8.1.  Seaw la métrica de Fubini-Study sobre P#(C). Del Teorema 5.6.1, sabemos
que € := w™/kl determina wna medida de probabilidad boreliana sobre P*(C).

Definimos
1 n
= DR Q) = = i
in R ZP"}
J=1
Como Mpeg; es métrico compacto, sabemos que existe ¥ € {v;}i21. Ademis,
de la linealidad v continuidad de D~*% f™* es facil ver que D% f™*y = v,

Si v{E)} < 1, entonces, sea i la medida de probabilidad definida por
AnEe .
pu(A4) = V—(;(ET;}J, para todo boreliano 4 C PF(C).
Es facil ver, de la definicién, que u(E) =0y D% f*pu = p.
Veremos que el caso #(E) = 1 es imposible, lo que completa la demostracidn. Si
ésto ocurriera, para toda vecindad abierta U de £, tendriamos,

v (U) 1.

n—-+o0

Denotamos por Jac(f) al jacobiano de f con respecto a la (&, k)-forma diferen-
cial £, es decir, la funcién que satisface la identidad Jac{f}} = f*{l. Sea M :=
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SUPzept(C) Jac(f) ¥ como E C C, escogemos U suficientemente pequetio, tal que si
€ 1= sup,eyr Jac(f), entonces VeM < DF.
Ohservamos que para todo par de enteros positivos n > j, se tiene que
[ = DR
— Dk(n—j-%j)fll—jf(n—jﬂ)*g
= DM
=
iuego, come v, (U} — 1, podemos escoger n suficientemente grande tal que
3n n n n—1
2w =3 i@y = [ S twe
J=1 j=1 g=0

Denctamnos por
n-1
ra(z) = Y 1go fY,
g=0

a la funcidn que cuenta el nimero de veces, que la n-drbita de z por f, visita al
abierte U.

Defintimos el conjunto
X, = {z € P(C) | rp(z) > n/2}.
Del hecho que f'rndp.n > 3n/4, cbservamos que

3n

1 / rnditn
f Tndi, + f Tnditn
X

1A

il

T
< onpg{X,) + E#R(Xr?.):

lo que claramente implica que u, (X)) = 1/2. Es decir,

LS () = DR /X Fng
n—1 n
< D*’““/ Jac(f").Q_—.D'k"f [[@ec(sy o rma < (';kf) ,
" Xu 320

lo que es una contradiceion, pues Ve < DF.

7.3.2.  Sea p una medida de probabilidad tal que D™* f*u = u, masa en el con-
junto excepcional £ v sea v una medida de probabilidad sin masa en el conjunto
excepcional E.
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Observamos, que para toda € C{P*(C), R), se tiene:

kanfns'u[(p] - D—kn/ Z d,u.

zef-n{z)

= [ [ eerdietiunto)

Luego, como D5 Py = 1 vemos que

[t~ [ capmmg0) = f edDF )~ [ Dy =
= [ [ ehunaterints) - [ [ el e)arta) =
= [ [ ([ eteimata - [ eaienste ) )ity

j [ #@dmata) = [ otedinsta

y cuando z,y & E,
‘/go(z)dp,nvx(z) - -/ap{z)ripn,y(z) — 0 cuando n — +oo.
Entonces, del Teorema de la Convergencia Dominada tenemos que
[etorin= [ Dm0 — 0,

cuando n — +00, de donde concluimos que j— D™F" f%*1 — 0 débilmente cuando
n — +00.

Ademis,

< 2o

Corolario 7.3.1. La medida u no fiene masa en las variedades algebraicas.
Demostracién. Sea A una variedad proyectiva de masa positiva y dimensién mini-

mal con esta propiedad.

Si para todo n # m se cumpliera que
p(fTHAINFT(A)) =0
entonces tendriamos que
U] = sl 4y = 3 u4) =
£>0 £20 £20
lo que contradice la finitud de g, por lo que existe £ > 1 tal que f¢(4) > A
Por otra parte, de la ecuacién funcional D5 f™ i = u, se obtiene que todas las

componentes de f~¢(A) tienen masa positiva por 4. Asi. si B fuese una componente
irreducible de f~f(A) distinta de A, tendriamos que

p(FHAY) 2 (AU B) = p{A) + p(B) > p(A),
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contradiciendo la invariancia de p por f. Por lo tanto f~%(A4) = A, y entonces A es
completamente invariante por f~¢, lo que implica que A C £ y por tanto ;£(E) > 0.
Esta contradiccién termina de probar lo que queriainos.

O
7.4. La Segunda Caracterizacion. Demostraciéon del Teorerna 2.
7.4.1. La Medida p es una Medida de Equilibric. Para cada boreliano B € &
de P*(C) y para cada par de enteros positives ny j=1,..., D¥*™ definimos
[Bl} = {w € B| deg, f* = ).
De la identidad {6.1.1}, es facil ver que

DR T By = D"Ln[ Z 1p(z)du(z) =
zef{z)
Dkn
= DY G (A (B

=1
En particular, si B es un boreliano tal que |5 es inyectiva, entonces se tiene que
u(F(B)) = D*u(B).

Proposicion 7.4.1. La entropic métrica h,(f) del endomorfismo holomorfo f sa-
tisface la desigualdad
hu{f) = klog D,

Demostracidn. Sea a £)0, 1] fijo. Por el Carclaric 7.3.1 existe una vecindad U del
cenjunto de valores criticos V', suficientermente pequeia, tal que p(U) < o/2.

Para cada entero positivo n definimos:
. n—1
Xon =<z cPHQ)| Z 1y 0 f{z) < no
=0
Veremos que existe n suficientemente grande tal que p(X, ) > 0. Supongamos
por contradiccién que para todo entero pesitivo n se tiene que g{ Xy n) = 0. Luego,

n-1
pl{zePiC) Y o flm>nay|=1=
i=0
. n—1
= u IEPJ‘(C)Ehmmf—ZlyofJ( z) > =1

Por ef Teorema Ergédice de Birkhoff {Teorema 6.1.5), sabemos que
piizePHO)| lim ZlUOfJ =pl<aj2; | =1,

lo que claramente contradice lo anterior.
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Por otra parte, sea ¢ > 0 tal que ¢ < dist{d, V). Dados z € Xon ¥ ¢ €
{1,...,n}, tomamos z en la imagen por f de la (n — ¢)-ésima bola dindinica
con centro f9(z) y radio € > 0, f{B,_4(f%x),¢)). Observamos que existe y €
Bo_g(/%(z),€) tal que f(y} = z y por tanto

Lmix dPPGI@)PE) - wi AP, PR
<j<n—qg~1 0Ljsn—g-1
= 1(11_'1(5}( d(fj+q(3;)rfj(y})
Srsn-—gq
< Uélvglsfirf_qd(fj(fq(l))zfj(y)) <e

Luego, f(Bn-o(fY(x),€)) C Baog1(fTHz), €).
Si fo*Y(z) € U, por la invariancia de & se tiene
#(Brg(f2), )} € p(Brgr (S (2), ),

y si f97{x) ¢ U, entonces f 1 By_o(f9(x),€) = Bnoq1{f*%!(z}, ¢) es una inyec-
cién. En este caso, por (7.4.1) tenemos que

(Br—o(f3(z),€) < D™ u(Buog-1 (f7H (), €))-

Para n suficientemnente grande, hemoes construido un boreliano X, . de medida
positiva, donde para cada x € g p, podemos encontrar a lo mas na elementos de
la n-drbita pasande por I/ v a lo menos n — no elementos pasando fuera de U, Por
tanto, obtenemaos gue

({ By, €)) < DEMI-e,

Del Teorema de Brin-Katok (Teorema 6.2.4), sabemos que

h,{(f) = suph’minff—l— tog{p(Bn{z,€))) = k(L — o) log .
e Amfos N

Como la eleccidn de « fue arbitraria, tenemos
h, = klog D.
O
Corolario 7.4.2. hyp(f) = hu(f) = klog D. En particulor, p es una medida de
equtlibrio de f.

Demostrocidn. Por el Lema 6.3.2 v el Principio Variacional (Teorema 6.2.3), te-
nemas que

klog D > heop{f) = sup{bu(f) | v € Epk(c)(f)} >h,(f)

y por la proposicién anterior, concluimos la demostracién. il

Eu la siguicute subseccién, completamos esta moncgrafia demostrando el Teore-
ma 2.
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7.4.2. Lo Medida p es lo inice Medida de Equilibrio. Demostracion. Supongamos
que existe una medida ergédica v # ;1 de entropfa maximal klog D. La medida »
1o puedc tener masa en el conjunfo de valores criticos V. Sino, comeo el conjunto
de valores criticos V es una variedad algebraica de dimensién &k — 1, y si »{V) >0,
entonces de los Teoremas 6.2.5, 6.3.1 y el Lema 6.3.2, se tendria que

Elog D < huop(fIV) < lov(f[V) = (k — 1) log D.
Por lo tanto #(V) = 0, v en particular v{E) = 0. Luego, por el Teorema 1, se tiene

que DFf v £ v,

Descomponemos P*{C) \ V por sfinplices abiertos S, con frontera de masa nula
por v. Sea I/ = Ug&. La preimagen de cada simplice § por f es una unién disjunta
de D* componentes S, ordenadas por »{S1) > ... Z v(Sp:). Sea

s

Asi, tenemos que f~Y(U) = Uy U--- U Upx, donde [ : U; — U es una biyeccidn.
Clomo v es invariante, pero no un punto fijo de D% f*, podemos escoger simplices
§ suficientemente pequefios tales que (1)) > D~F.

Sea (0 un abierto relativamente compacto en Uy v ¢ > D75, tal que v(0) > o,
y sea ¢ > 0 suficientemnente pequedio, tal que la e-vecindad de O esté contenida en Uy,

Denotamos por r, : PE(C) — N a la funcién
n-1
ra(z) =y 1o(z),
s
que cuenta el nimero de visitas de la n-6rbita de z € P*{C) al abierto O.

Sea
Xn = {z € P¥(C) | ra(z) 2 on}.
Por el Teorema Ergédico de Birkhoff 6.1.5, para v-c.t.p. puntos x &€ P*(C), se tiene
que

lim l'.r"n(&c) = /lodu =v{0} > o3

n——+oo 7l

hiego podemos encontrar n suficientemente grande tal que »{X,) > 0.

Del Principio Variacional Relative 6.2.5 ¥ de (6.3.1), tenemos que
. L .
Elog D = h{f) € heep(fI1Xa) < nll.l_'f_lm - log(Vol{{I's| Xn}e))-

Ahora estimaremos el volumen de (T'»|X,).. Salvo un conjunto de medida cero,
la coleccién {U;,...,Ups} es un cubrimiento de P*(C). Para o € {1,..., D"},

denotamos por
U™ = {x e PYC) | f(x) € U,y 5=0,00,n — 1},

Tala) =T N (Ugg x -+ - X U“"—l)'
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Salvo conjuntos de medida cero, las colecciones {UZ " }agsr,...pk1n ¥ {Tal@) }aeq,..., px3n
cubren a P*{C) y T,, respectivamenie. Como la restriccién de [ a cada U; es invec-
tiva, tenemos que, para cada 7= 0,...,n — 1, la restriccién de f7 sobre cada U™
es inyectiva. Luego, x € U7 " siy sélosi (z, f(z),..., F* Uz} € I'n(e) y por tanto

/ w2ﬁ=f, (W frwt .+ fOmr)tE,
(o) £

Ademss, si una n-6érbita (g, F3),..., " Hy)) € Tn pertenece a la e-vecindad
(fnlxn)e, entonces existe r € Xy tal que méxj=g,___,n_1dist(f-’(:c),fj(y)) < e
Si fH{x) € O, entonces f?(y) € O, por la eleccidn de e

Por tanto, tenemos la inclusidn
(TaiX)e € | Tale),
cELl,
donde
Tni={a e {1,..., D | Card({j | oy = 1}} = on}.
En [22], Lyubich demostrd que existe p < 1 tal que Card(¥,) < (DY de
donde podemos ver que

Vol((TnlXn)) < Z/ ‘-’-’Qi
4T

wex, 1 Tnla)

> > /7ﬂ(fj‘)'w/\---/\(fj‘°)‘u.

je{f...n~1}k a€E,

1A

Sea A tal que p < A < 1. Separaremos la suma j € {0,...,n~ 1}* en dos partes.

Para j € {[An],...,n - 1}*, tenemos que, poniendo g = [An],

[ogmrancniie = [ (T A
UL Jusn

PR(T)
= Divhetic—kg
< Dkn(l—A)'
Por tanto, la primera suma estd acotada por
ﬂk Cﬁ.fd(En)Dkn(l_/\) S nk(Dk(l+ﬂ—)\))n.

Para j € {[An],...,n — 1}* acotamos la segunda suma, usando el hecho que los
U;™ son disjuntos dos a dos. Luego

S [ rensn (e

—n
aEln Ua

A

Lo umyrenaqpre
PR(C)

— D_','1+~,‘-Jk

< ple-lin-T)+an+1

Por tanto, la segunda swna estd acotada por n¥(DF- 14,
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Tomamos 7 = max{k{1 +p~ A),k — 1+ A} < k. Luego

Vol((a| X )e) € nF(DFOFA M g gF(DF1EA) < 2w DT,

lo que implica que

n—+0oc Tl

1
ElogD < lim = log(Vol{({TnlXn)e)) < Tlog D < klog D,

y asf conctiye la demostracion.
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