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INTRODUCCION

Sea W una superficie de Riemann compacta de género g > 2 ysea G un subgriupo
no-trivial de  Awut(W), el grupo de automorfismos de W. Para cada valor fijo de g,
existe solamente un nimero finito de grupos G los cuales actiian en W, debido a un
conocido resultado de Hurwitz [H] que establece que el orden de & es limitado superior-
mente por 84(g — 1), vea también [Ac]

El estudio de grupos de automorfismos de superficies tiene una larga historia y su inicio
- se remonta a algunos siglos atrds y su interés permanece hasta nuestros dias. Para valores
pequenios de g se conoce la lista completa de todos los grupos de automorfismos de su-
perficies de Riemann compactas, detalles de ésta pueden ser vistos en [Br], [Ku], [Ku-Ki],
[Ma] v [Tu].

Fstudios sobre clases especiales de grupos han sido realizados por varios autores y se
conocen interesantes resultados, por gjemplo para grupos simples, grupos ciclicos, super-
solubles, nilpotentes v abelianos, ver dbtdl](,b (entre otros) én [Brl], [Co], {Gro|, [Hal, [Kur]

v [Mac]. -

Para g > 2, sea N(g) el orden del mayor grupo de automorfismos de W. Existen
varios trabajos sobre el problema de hallar grupos G actuando en W y tales que su
~orden |G| = N(g) = 84{g — 1), (grupos de Hurwitz). No existen superficies de géneros
2,4,5 'y 6 con tal propiedad: En [Kle], Klein muestra que existe una tinica superficie de
género 3 sobre la cual actila. G = PSL(2,7) ( note que [PSL(2,7)| = 168 = 84(3—1)).

Si Nig) < 84{(g — 1), entonces la detelmlncmmn de N(g) concierne a dos problemas:
el Problema de existencia: Mostrar que cxiste una superﬁme de Riemann de género g
admitiendo un grupo de automorfismos de orden’ N{g) y ¢l Problema de eliminacion:
Mostrar que tal superficie no admite mas automorfismos.

La estructura algebraica de un grupe G dado, juega un papel importante en la defer-
minacién del género de una superficie de Riemann admitiendo . Asi, el problema de
hallar superficies admitiendo grupos de automorfismos de orden maamndl puede ser visto

como un problema grupo-tedrico.
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INTRODUCCION

Ex este trabajo estudiaremos grupos de automorfismos de superficies de Riemann com-
pactas de géneros 2 v 3 Nuestro trabajo serd estructurado de la siguiente forma:
[ ’ -
En el primer capitulo presentamos definiciones bdsicas y resultados conocidos que se
usaran en el desarrollo de este trabajo.

En el capitulo 2 desarrollamos resultados de un articulo de Broughton, junto con
algunos ejemplos de ilustracién. En el capftulo 3 daremos las realizaciones de las ac-
ciones de grupo expuestas en el capftulo 2 . Para el caso de las superficies de género
2 consideraremos la superficie, contenida en CP?, definida por una curva algebraica ir-
reducible ¥ su normalizacién serd nuestra superficie de Riemann compacta. Para el caso
de las superficies de género 3, en algunos casos se procede como en género 2 y en
otros casos se trata de curvas algebraicas irreducibles, suaves homogéneas, de forma tal
que la superficie, contenida en CP?, definida por la curva es una superficie de Riemann
compacta. Puesto que nuestro objetivo fundamental con este trabajo es dar las realiza-
ciones de las acciones de grupos en superficies de Riemann compactas, comenzaremos este
capftulo dando un ejemplo detallado de la obtencién de los automorfismos de una super-
ficie de Riemann compacta dada, con el fin de ilustrar el procedimiento que seguimos en

los casos presentados.



CAPITULO
UNO

Preliminares

A continuacién presentaremos definiciones, propiedades y algunos resultados relevantes
para el desarrolio de los capitulos posteriores.

1.1. Superficies de Riemann
Comenzaremos esta seccidn con una definicién ampliamente conocida:

Definicién 1.1.1. Una Superficie de Riemann W es un espacio topoldgico hausdorff,
conexo tal que existe (Us, @) 4 que satisface:

(a) U, es abiertoen W paratodo e, |J Uy = W
acA

(b} ¢y : Uy — V C O, V abierto, es un hemeomorfismo
(¢) a0t baUaNUs) — ¢5(Us () Ug) es analitica Siempre‘ que U, Uz £ 9.

Es decir, una superficie de Riemann es una variedad analitica compleja de dimensién 1.

Los eiemplos més conocidos de superficies de Riemann son:

1. abiertos del plano complejo son superficies de Rlemann paI‘thUldlantE, el plano
complejo es una superficie de Rlemann

2. La curva suave afin: : o S '
. 2 Rz .
W =A(s,t) € C° : f(s,1) =0},
donde f es un polinomio irreducible ¥ no singular, es decir, no existe una solucién
comun para el sistema.

| .
Fis,6) = g—i(s,t) - é%(s,t):o
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es una superficie de Riemann. De hecho las carta agud se definen usando el teorems
de la funcidn implicita asi: Dado p = {sg,%9) € W , entonces si % # 0, por el
teorema e la funcién implicita. existe una funcién holomorfa i{s) tal que en una
vecindad U dep, W esel gréfico det = A(s), deesta forman, : 7 — V C € definida
por 7,({s,£)) = s, con inversa 7' : V — U, definida por #7%(2) = (z, A(2)) , nos
da una carta compleja en W . Si es Q%%’—’l 7# 0 procedemos de la misma forma con
la otra proyeccién. Ahora, dado que el polinomio es no singular, al menos una de
las derivadas es no nula en cada punto de W, luego el dominio de las cartas cubre
a W . No es dificil ver que las cartas son compatibles puesto que si ambas cartas se
obtienen usando la proyeccién 7, o la proyeccién 7, la composicién de la inversa
de una con la otra nos da la identidad, que es holomorfa. Entonces asumamos que
una carta se obtuvo por la proyeccidn m, y la otra por m. Sea p = (sp,%) un punto
de su dominio comim U, si asumimos que cerca de p, W es localmente de s forma
t = h(s} para alguna funcién holomorfa i. Entonces en 7, (U} cerca de sg, la inversa
de 7, envia a z en (2, h(z)). Asl la composicién 7, o 7! envia z & h(z), la cual
es holomorfa. Asi, las cartas son compatibles v dan estructura compleja a Y. De
otro lado W es segundo contable y hausdorff, como subespacio de €%, ademds por
un resultado conocido, no facil de probar, dado que f es irreducible, se tiene que
W es conexo, es decir W es una superficie de Riemann.

3. La curva proyectiva suave:
W.={[z:y:z € CP? : F'(z,y,2) =0},

donde F es un polinomio homogéneo, no singular de grado 4.

Este ejemplo de superficie de Riemann es menos conocido pero de gran importancia
en el desarrollo de este trabajo, por lo que discutiremos sus aspectos mas relevantes

en detalle:

Comenzaremos por considerar el plano proyectivo €P?: Este es el conjunto de sube-
spacios 1-dimensionales de C3. Si {z,y, z) es un vector no nulo en €3, el conjunto

[miy s = {00, Ay, Az) A €\ {01}

es un punto en el plano proyectivo v cada punto del plano proyectivo se¢ puede
escribir de esta forma. Dado que
[y 2] =[Az, Ay, AZ] _

para algin A # 0; de hecho €P? se puede ver como el espacio cociente de €° \ {0}

por la accién de multiplicacidn en C*. De esta forma hereda una topologia hausdorff,
la topologia cociente procedente del la proyeccién natural de €2\ 0 en CP?.

Las entrada en la notacién [z : y : 2] son llamadas las coordenadas homogéneas del
punto correspondiente en el plano proyectivo.
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N I . . -
El espacio CP* puede cubrirse con los conjuntos abiertos:

Uo={lz:y: 2 2#0} Ui ={[z:y:2:y#0}, o ={[z:y:2]: =40}

cada conjunto abierto es homeomorfo al plano C?. El homeomorfismo en-Uy estd dado
por g : CP? — C definido por go([z : ¥ : 2]} = (y/z, 2/z); con inversa g;! : C? —
CP*, definida por gy {a,b) = [1: a : b]. Para U; y Us se definen los homeomorfismos
01V 0o de forma similar dividiendo por y para U] v por z para Us.

M4s aiin, el plano proyectivo puede ser cubierto por los conjuntos oy (D), )
y 05N (D), donde D = {(z,w) : |jz] < 1A fjw]| € 1}, luego CP? es un espacio
topoldgico compacto.

Consideremos ahora, un polinomio homogéneo de grado d, F(z,y, 2), v ¢l conjunto:
W ={lz:y:2] € CP*: Flz,y,2z) = 0},

este es un subconjunto cerrado de CP? La interseccién X, de W con los conjuntos
abiertos U; es exactamente una curva suave affn transportada a C2. Por ejemplo, en
Uy donde z # 0, se tiene que:

Xo= W Nl = {(a,b) € C*: F(1,a,b) = 0},

la. cual es la curva afin descrita por el polinomio f(a,b) = 0, donde f{a,b) =
F(1,a,b). Asl para construir cartas en W usamos las construidas en el ¢jemplo
anterior

Ahora, si F es no singular, esto es si no existe una solucién comun para el sisterna;
_8F_8F_8F_U
Cdr  dy 8z
en el plano proyectivo CP?, se tiene que, £ es irreducible y W s una superficie
~ de Riemann compacta.
En particular para F(z,y, z) = 3%z + 2% — z* tenemos que:.
W ={[z:y: 2 cCP? Yzt -2t =0)
Entonces W es un espacio topqlégico, hausdorff v dado que:
oF , OF OF .
——{z,y, 2) = —42®, ——(z,y,2) = 3’ —{(z,y,2) =1y +42°
B (Y5 7) 8y(:u) vz, a-{ny2) =yt +
se tiene que no hay solucidn del sistema F' = g—,—F = g—,F = g—F = 0 en CP? asf el
£ 1 z

polinomio es no singular y por tanto YW es una superficie de Riemann compacta,
dado que es un conjunto cerrado dentro de un compacto.
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En este trabajo se mencionaran resultados generales de superficies de Riemann, aunque
nuestro interés esta en las superficies de Riemann compactas. Notemos que una superfi-
cie compacta, pL}ede cubrirse por un numero finito de abiertos homeomorfos a discos de
R?, luego tiene una base numerable de abiertos. Fsto implica, entre otras cosas, que es

metrizable.

A continuacion mencionaremos algunos conceptos importantes de las funciones definidas
entre superficies de Riemann;

En lo que sigue W, y W, son superficies de Riemann.

Definicién 1.1.2. Una funcién F: Wi — W, es holomorfa en p € Wy si vy sélo si
existen cartas ¢y 1 Uy — Vien Wy, conp €Uy ¢o: U — Vaen Wh, con F(p) € U
tal que la composicién ¢z 0 F o é; ™" es holomorfa en ¢, (p). Diremos que F es  holomorfa
si es holomorfa en W .

Definicién 1.1.3. Un Isomorfismo {0 Biholomorfismo) entre superficies de Riemann es
ura funcién holomorfa F: W, — W, la cual es biyectiva, con inversa F=t: W, — W,
holomorfa. Un isomorfismo F: W — W es llamado un Automorfismo de W.

En el ejemplo anterior;
W ={lz:y:2] € CP?: y2 + 2* — 2% = 0},

se puede ver que la funcién ¢ : W — W definida por: ¢olz,y,2z) = (iz,y, 2) es un
automorfismo de W, ademds ¢f = id.

Las propiedades bdsicas de las aplicaciones entre superficies de Riemann se deducen
facilmente del siguiente teorema:

Teorema 1.1.1. Sea F : W, — W, una funcidn holomorfa no constante entre
superficies de Riemann y sea p € W, Entonces existen cartas ¢ : U, — Vi, € C con
PEU yos: Uz — Vo CC conF(p) € Up demodo que F(UL) C Us, ¢1(p) = ¢2{F(p)) =0
y para todo z € ¢1(U1) se cumple (g2 0 F o ¢y 1) = 2%, para cierto natural k. : :

DEMOSTRACION.

Componiendo dos cartas con traslaciones apfbp’iad}as,_ se puede suponer que ¢,{p) =
$2(F(p)) = 0. Restringiendo ¢, se puede hacer que F(U)) ¢ Uy. Sea H = dp0Fo gy ™ H
es una funcién holomorfa no constante en ¢(U;) tal que H{0) = 0, luego existe un k tal
que H(z) = 2°g(z), donde g es una funcién holomorfa en 0 tal que g(0) # 0. Restringiendo
¢1 de nuevo se puede suponer que g no se anule en @ (U;). Tomando una rama uniforme
de la rafz k-ésima en un entorno de g(0) (y restringiendo aun més ¢ si es necesario)
construimos una funcién holomorfa A : ¢;(U3) — € tal que h{z)® = g{z). Asf pues,
H(z) = (zh(2))*. La funcién zh(z) tiene derivada no nula en 0, por lo que es inyectiva
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en un entorno de 0. Restringiendo ¢; una vez mas se puéde suponer que es inyectiva en -
&1 (Uh). Componiendo ¢, con esta funcién se obtiene una nueva carta sobre Uy, digamos
by, de modo que si z € Uy y w = ¢1{z)h(da(z)) € ¢o(Un),

d20Fody {w) = ¢a2(F(2)) = Flba(z)) = (dr(2)(da(2)))* = w".

Asi pues, las cartas ¢g y ¢o cumplen lo pedido. -

La funcién z* (como toda funcién holomorfa no constante) es abierta, luego F es
ablerta en un entorno de cada punto, luege es abierta.

Bl nimero & dado por el teorema anterior puede caracterizarse con independencia de las

cartas consideradas:

Para todo entorno U de p suficientemente pequenio existe un entorno V' de F(p) de
modo que todo punto en V distinto de F(p) tiene exactamente k preimdgenes en U.

Esto se sigue claramente de que la funcién z* tiene esta propiedad en 0. Por lo tanto, k
esta completamente determinado por F y p.

. Definicién 1.1.4. Sea F . W, — W, una aplicacién holomorfa no constante entre
superficies de Riemann y p € W;. El ntmero natural & que cumple la propiedad anterior
se llama indice de ramificacién de F en p y lo representaremos por mult,(F).

La funcién z* se anula sblamente en 0, 1uegb todo punto p € W, tiene un entorno en
el que F(z) £ F(p). Equivalentemente, para caday € W, la fibra F~!(p) es discreta y, si
ademés suponemos que W, es compacto, entonces, es finita. La funciér z* tiene derivada
no nula en todo punto distinto de 0, luego es localmente inyectiva salvo en z = 0. Esto
hace que la funcién T sea lecalmente inyectiva en todo punto de U excepto posiblemense
en p. Asi) el conjunto de puntos donde F no es localmente inyectiva es discreto en W
Por compacidad es finito. -

Definicién 1.1.5. Sea F: Wi — Wh una aplica(_:ién holemorfa no constante entre
superficies de Riemann compactas y sea A C W: el conjunto (finito) de puntos de

o

W. donde F no es localmente inyectiva. Los puntos de B = F(A) se llaman valores de
ramificacion de IF. ‘ . S ,

Observe que F es localmente inyectiva alrededor de un punto p € Wi si y solo si
muit,(F) = 1. Bl teorema siguiente recoge la discusién anterior y algumos otros resultados.

Teorema 1.1.2. Sea F : W, — "‘Wg uno aplicacién holomorfo no constante entre
superficies de Riemann. Entonces: ‘

(a) F es abierta, cerrada y sobreyectiva.

(b) Para cada y € Wh, el conjunio F~'{(y) es finito.
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(c) Para cada y € W, y cada abierto V que contenga o F~Hy), eziste un entorno
abierto U dey tal que F~XU) Cc V

(d) Para cada punto dey € { Ws \ B) eziste un entorno abierto U de y tol que
Fuy = v
i=1

donde los conjuntos V; son abiertos disjuntos en W, y todas las aplicaciones
Fly, : Vi — U son transformaciones conformes.

DEMOSTRACION.

{a) Ya se menciond que F es abierta y por compacidad es cerrada. Por consiguiente,
F( Wy ) es abierto y cerrado en Wa, luego por conexién F{ Wy ) = Wh.

(b} Ya se probd.

{c) El conjunto W, \'V es cerrado en Wy, luego T =F(W; \ V) es cerrado en. W,
v no contiene a y, luego U = Wh \ T es un entorno abierto de y que cumple lo
pedido.

(d) Sea F(y) = z1,..., 2, donde z; # z; parai # j. Como y es un punto de ¥V \ 5,
cada z; tiene un entorno abierto W; tal que £, es inyectiva. Podemos tomar
los W, disjuntos dos I'a dos. Entonces W = W, U Wy U ... UW,, es un abierto que
contiene & F~H{y), luego por el item anterior existe un entorno abierto U de y tal que
F~1{U/) < W. 8¢ puede suponer que U C F(W4) para todo . Sea V; = W;NF~(U).
BEs claro que los conjuntos ¥ cumplen lo pedido. _

Finalmente probaremos que el nimero de preimdgenes de los puntos de” Wh \ Boeg

constante:

Corolario 1.1.3. Sea F: W, — W, una aplicacién holomorfa no constante entre
superficies de Riemann compactas. Entonces existe un nimero notural n tal gue cada punto
be W, \ B, tiene ezactamente n preimdgenes por F. Ademds, si F1(b) ={p1,:-, pu},
existe un entorno abierto U de b en Wy y entornos abiertos disjuntos V; en Wy de cada
p; de modo que F~H{U) = V; U ...:,U‘,‘Vn'-y'la's restricciones Fly, : V; ~+.U son conformes.

DEMOSTRACION.

El conjunto Wy \ B es conexo (pues si a una superficie conexa le quitamos un conjunto
finito de puntos no perdemos la conexién). Sea P(y) el ntimero de preimégenes de y, parte
(d) del teorema anterior prueba que P es localmente constante en W, \ B, y por conexién
necesariamente P es constante en Wy \ B. El resto del teorema es consecuencia directa

del teorema anterior. ®
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Definicidn 1.1.6. Se llama grado de una aplicacién holomorfa no constante F: W, -
W entre superficies de Riemann compactas, al nimero de preimégenes de cualguiera de
los puntos de W, \ B . Este ntmero se representa por n(F).

El siguiente teorema nos da més informacién sobre los puntos de ramificacién:

Teorema 1.1.4. Sea F : W, — W, una aplicacidon holomorfa no constante entre
superficies de Riemann compactas. Pora cada punto y € Wa se cumple

) = Z mult, (F).

zeP—1{y)
DEMOSTRACION,.

De las definiciones se sigue el resultado si y no es un punto de ramificacidn. Sea
b€ W, un punto de ramificacion y suponga que tiene s preimégenes distintas a4, ..., a,.
Sea n; = multy, (F). Por la definicién del grado de F en un punto, existen entornos
abiertos V; de cada a; disjuntos dos a dos y entornes U; de b tales que cada y € U b tiene
exactamente n; preimigenes en Vj. Por el teorema 1.1.2 existe un entorno abierto U de b
talque U c Uy NUsN ... NU, y FHUY ViUV UL UV, = V. Entonces todo punto
“y ¢ U que no es de ramificacién tiene exactamente n = ny -+ ... + n, preimagenes, luego
n=n(F). "

Las superficies de Riemann que aqui se consideran son superficies compactas, conexas
y orientables (toda variedad analitica es orientable como variedad real). La estructura
topolégica de estas superficies es conocida: toda superficie real compacta conexa y ori-
cntable es homeomorfa a una esfera con g asas o, equivalentemente, con g agujeros, o
a la suma conexa de g toros. El ntmero g se llama género de la superficie, para una
superficie W, denotamos su género por g(W) o simplemente g st no hay lugar a
confusién, entendiendo que la esfera es la superficie de género g=0. Dos superficies
compactas, conexas y orientables son homeomorfas si y solo si tienen el mismo género.
Estos resultados aparecen en los libros de topologia algebraica, ver por gjemplo [MW].

Una caracterizacién mas. operativa del género de una superficie viene dada en térmi-
nos de triangulaciones. Recordemos que un tridngulo 7' en una superficie W  es un
homeomorfismo en la ihagen 7 A — W, donde A es wn tridngulo usual, por ejemplo

A= {(z,5) ERYz >0,y >0,z +y < 1}.

Las aristas y los vértices de T son las imégenes por T de las aristas y vértices de A. 81 W
es compacta, una triangulacién de W es un conjunto finito de tridngulos en W cuyas
imdgenes cubran W y de modo que dos cualesquiera de ellds sean disjuntas o bien tengan
una arista o un vértice en comun. Las imdgenes de Ios tridngulos se llaman caras de la
triangulacién. Puede probarse que toda superficie compacta W admite una triangulacién,
as{ como que y y = V—A+C, donde V', A y C son respectivamente el ndmero de vértices,
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aristas y caras de una triangulacién dada, no depende de la triangulacién con Ia que se
calcula, sino que es un invariante conocido como caracteristica de Euler de W. Ademsis
si W es conexs v orientable de género g, entonces yyy = 2 — 2g. Asi, por ejemplo, la
caracteristica de Buler de la esfera es 2, mieniras que la del toro es 0. Todos estos hechos
se prueban con relativa facilidad salvo la existencia de triangulaciones.

El siguiente resultado es de gran importancia en el desarrollo de este trabajo:

Yeorema 1.1.5. (Formula de Riemann-Hurwitz) Sea FF 1 W, — Wa  una apli-
cacion holomorfa no constante entre superficies de Riemann compactas. Entonces

(W) = 2=2:(F){g( We ) ~ 1)+ 3 (mult,(F) - 1)
PEW;
donde g{ W1 ) y g{ W ) denotan el género de W, y Wa respectivamente.

Terminaremos esta seccién con dos definiciones sobre funciones especiales entre super-
ficies de Riemann:

Definicién 1.1.7. Un cubrimiento (suave) de W es una funcién continua, sobreyectiva
fiU— W tal que para cada v € W existe un abierto W, v € W tal que FHW) es
union disjunta de conjuntos abiertos Ui con fliy, : Uy — W un homeomorfismo.

Definicién 1.1.8.

(a) Un cubrimiento ramificado F: W, — W, es por definicién una funcidn holomoerfa,
schreyectiva.

(b) Un punto ex W, es un punto de ramificacidn de I si F no es localmente uno a uno

en &l

(c) La imagen de un punto de ramificacién es un valor de ramificacién de F. En este
caso, el conjunto de puntos de ramificacién es un subconjunte discreto en W;. Si
Wiy W, son cerradas, el conjunto de valores de ramificacién es finito. Observe que

1Y 3 J 8]

F:W — FYB) - V\ Bp es un cubrimiento holomorfo, donde Bp C Ves el

conjunto de valores de ramificacién de F . de grado finito.

Nos interesa considerar el cubrimiento ramificado producido por la accién de un grupo
finito en una superficie de Riemann Compacta, pot esto en la siguiente seccién trataremos
con acciones de grupos en superficies de Riemann.

1.2. Acciones de Grupo en Superficies de Riemann

Uno de los conceptos fundamentales en este trabajo es el de accidn de grupo, con el
cual comenzaremos esta seccidén.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 11
Definicidn 1.2.1. Sea G un grupo v W una Superficie de Riemann. Una accidn de @
en W es una funcién G x W — W, denotada por (g,p) — g p la cual satisface:

(a) (gh)-p=yg-{h-p) parag, heGype W

{(b) e-p=pparatodo pe W, donde e & G es la identidad,

Técnicamente, esta es Hamada una accidn izquierda en W.

Notemos que si se fija ¢ € G, la funcién g: W — W definida por g(p) = g.pes
una, biveccién.

Directamente relacionados con la definicién de accidn estin los siguientes conceptos,
que son vélidos atn cuando W sea un conjunto cualquiera.

Definicién 1.2.2. La Orbita de un punto p € W es el conjunto,
@f:{ye W .y =g- ppara alging ¢ G}
Definicidn 1.2.3. El Estabilizador de un punto pE W es el subgrupo de G,
Gp={9€G:g-p=p}
Observacién 1.2.1.

(a) Los puntos en la misma 6rbita tienen estabilizadores conjugados, esto es Gy, =
9Grg7t.
(b) Si G es un grupo finito, entonces |G| = [OF]|G,]

Para cada p € P se tiene un subgrupd’ estabilizador, nos interesa la interseceidn de
todos estos subgrupos, la cual se define a continuacion:

Definicién 1.2.4. El Kernel de una accién de G en W ¢s ¢l subgrupo K = {g € @ :
g+.p=p para todo p& W.} ‘

K= 6=

peW geG
Observacién 1.2.2.
(a) El Kernel es un subgrupo normal de ¢.

(b) El grupo cociente G/ K acttaer W con Kernel trivial y con érbitas idénticas a las
de la accidn de G. Este tipo de accién se llama Accidn Efectiva.
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Siguiendo con la idea de acciones en superficies de Riemann. Una acecidn también puede
ser Holomorfa o Continua, si para todo g€ G, labiyeccién g: W — W definida por
g(p) = g.p es holomorfa o continua. :

Las acciones de grupo sobre superficies de Riemann tienen ciertas propiedades espe-
clales que describiremos a continuacién:

Proposicién 1.2.1. Sea G un grupo actuando holomorfa y efectivamente en una superfi-
cie de Riernann, y sea p un punte arbitrario (pero fijo)de Y. Supongamos que el subgrupo
estabilizador G, es finito. Entonces G, es un grupo ciclico.

DEMOSTRACION. Ver [M, pég. 76] n

En particular, si W es compacta, Aut{ W ) es finito v en consecuencia Gy es un
grupo ciclico, donde p es un punto arbitrario {pero fijo)de W.

Proposicién 1.2.2. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en una
superficie de Riemann W. Entonces el congunto de puntos de W con estebilizador no
trivial es discreto.

Asf para las superficies de Riemann compactas que consideraremos se tendrd sclo un
conjunto finito de puntos con estabilizador no trivial.

Més atin, si G es un grupo fnito, e conjunto de todas las Orbitas es una Superficie
de Riemann, que llamaremos Superficie Cociente v se denotard por W;.

No es inmediato que Wy sea una superficie de Riemann, por esto en lo que sigie
intentaremos darle estructura compleja al espacio coclente We, encontraremos cartas
complejas usando la siguiente proposicién:

Proposicién 1.2.3. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en una
superficie de Riemann W. Seapec W {fijo). Entonces existe una vecindad (abierta) U

de p tal que: '

(a) U es inwvariante bajo la accidn del subgrupo estabilizador G, esto es g.u € U pora
todo g € G, y todo u € U. o e

(0) UN(g.-U) =0 para todoé’é G%,.

(¢} La funcién o : U ¢, = Wg inducida por lo que envia un punto de U a su drbitq,
es un iomeomorfismo sobre un conjunto abierto de Wa.

(d) Ningin punto de U excepto p queda fijo por los elemeritos de Gy

DEMOSTRACION. Ver [M, pig. 77] =
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Sea G un grupo finito actuando holomorfa v efectivamente en una superficic de Rie-
mann compacta W, con cociente We. Supongamos que ¥ € We es un punto imagen
de un punto de ramificacién de la funcién cociente 7: W — Wea. Sean zy,24,...,2, los
puntos de W ‘tales que m{z;) = y para i = 1, 2, ..., 8, ellos pertenecen a la misma drbita
bajo la accién de G en Wy, de tal forma que tienen subgrupos estabilizadores conjuga-
dos, en particular cada subgrupo estabilizador tiene el mismo orden, digamos |Gy,| = r
para todo 7. Més atin, el ndmero s de elementos en la 6rbita es el indice del subgrupo
estabilizador en (7, esto es:

G|

7

Lema 1.2.1. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en una superficie
de Riemann compacta W, con funcidn cociente 7 - W —» We,  entonces para todo
punto imagen de un punto de ramificacidn y € Wy existe un entero r > 2 tal que 7 {y)
consiste exactamente de [G|/r elementos de Wy, y en cada uno de estos puntos T tiene
multiplicidad .

En este contexto, ¢l teorema 1.1.5 dice:

" Corolario 1.2.1. Férmula de Riemann-Hurwitz

Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en ung superficie de Riemann
Compacta W, con funcidn cociente 7 : W — We. Suponga que existen k valores
de ramificacion yi, ys,..,y5 en Wg y supongamos que w tiene multiplicidad r; en los
Si = | G |/r; puntos arriba de v, entonces:

%8(W) ~2=] G |2 Wa) -2+ Y (1~ 1) (1.1

. k : ,
No es diffcil ver quesi B = 3 (1 — ), donde ry,7y...,7x, k enteros dados, entonces:

i=1
(a) R<2s
(k= 1,r cualquiera
ic.r _ k _-—".2,7'1,7'2 cualquiéra
Pk = 3,{r1; 72} = {2,2},r3 cualquiera
k=3,{r} ={2,3:3},{2,3,4}0{2,3,5}
b) R=2¢e :

B k=3,{r} ={2,3,6},{2,4,4}0{3,3,3}
A
’ k=4,{r}=1{2222}

(¢} Si R >2enecfecto R>2+

(el
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Definicién 1.2.5. Sean: W — Ws la proyeccion canéﬁica, m{w) = OF, el conjunte
(%), p € We es lamado la Fibra sobre p.

i _ N )
Si G es un grupo de automorfismos es de la superficie de Riemann W, entonces la
proyeccién natural 7 : W — Wy es un cubrimiento ramificado.

Supongamos que F : W, — W, un cubrimiento ramificado, B el conjunto de
valores de ramificacién, para b € B consideramos su fibra FHb) = {q1,G2, 0.} C W,
la estructura ciclica de F en b es una s-tupla (my,ms, ...,m,) donde m, es el {ndice de
ramificacién de T en ¢;. Esto es, F es m; : 1 en gi-

Definicién 1.2.6. Seaw : W — Wy la proyeccién candnica. El vector {leWg) : my,ma, .., m.),

donde g(We) es el génerec de Wy v m, es el orden del subgrupo estabilizador, no triv-
ial, del punto de ramificacién g;, s¢ denomina vector de datos de ramificacion {branching
data) de G en W.

Definicién 1.2.7. Unarréglo 2 g(Wg) + 7, (a1, a9, ..., G gwe), b1, B2, o, B g, €15 02y -, G

de elementos de G es Hamado un Vector Generador de Tipo (gWa) : my, ma,...,m,) si
se satistace:

(a) G es generado por los elementos (a1, 02, -y € gpvg), b1, B, e bgey, €1, 62, 0

(b) orden (¢;) =m; vy

(c) T1las b3 =1

=1 i=
Observacidén 1.2.3.

(a) El vector de datos de ramificacién €5 dnico si los my  son listados en orden no
decreciente.

(b) Dado que gWg) = 0 se presenta con mucha frecuencia, por conveniencia en la
notacion, omitimos en el vector de datos de ramificacién la parte correspondiente a
g(We). Notemos que.en este caso en el vector generador no aparecen los elementos
a; nilos b;. L ' '

(¢) También, por conveniencia en la notacién, usaremos abréviaturas tales como (24,3%) -

para (2,2,2,2,3,3).

El siguiente teorema nos garantiza, bajo ciertas condiciones, la existencia de una su-
perficie de Riemann cor accién de un grupo finito (-

Teorema 1.2.2. Teorema de Fxistencia de Riemann

Un grupo finito G actida en la superficie W, de género g, con vector de dotos de
ramificacion ( gWe), ma,mna, ..., m,.) si y solo si lo ecuacidn de Riemann-Hurwitz se
satisface, y G tiene vector generador (a1, as, ..., @ gwe), b1, 02, -, Doy, €1, 02, 56,
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Veamos un ejemplo del uso del teorema de existencia:

Ejemplo 1.2.1. Consideremos G = S3 = {a,b: o, b, abab }, buscaremos posibilidades
i " - .

para el género-de una superficie W, en la que actiie S3, holomorfa v efectivamente. Por

la férmula 1.2.1. tenemos:

g(_W)z |G| [g(%) —H%(oa(lm%)w(hé)ﬂﬁ

St suponemos que g(Wg) =0, y reemplazamos |G] = [Ssl = 6 obtenemos:

B 2(_1:_Lg

y ahora podemos pensar en que o = 0, es decir que sélo hay puntos de ramificacién con
subgrupo estabilizador de orden 2 | entonces, pars [ = 4, obtenemos g{ W) = 1, para
== 6 obtencmos g{ W) = 4.

Para o =1y 8= 4 tenemos g{ W) = 3.

) En efecto, en el primer caso podemos tomar como vector generador: (ab, b, a®h, b),
en el segundo caso: ( ab, b, a®b, b, b, b ) v finalmente, podemos tomar el vector:
(o, b, b b, a), notemos que en estos casos, dado que g(Wg) = 0, solo tenemos
en el vector generador elementos del tipo ¢ | seglin la definicién 1.2.7. En cada caso los
elementos elegidos satisfacen las condiciones del teorema 1.2.2. De esta forma nos asegura,
que existen superficies de géneros 1, 4, 3 con accidén, holomorfa v efectiva, de S,

Terminaremos el capitulo con algunos conceptos menos conocidos de teorfa de grupos,
necesarios para el resultado principal de la.siguiente seccién.

1.3. Género de una Superficie Cociente Intermediz

En esta seccién presentaremos un resultado que nos da informacién sobre los cocientes
intermedios, es decir los cocientes que se prodicen cuando pensamos en la accidn de un
subgrupo M de un grupo G que sabemos que actia en tna superficie .de Riemann W. .
Para empezar incluiremos alginos hechos bésicos sobre lag clages dobles, tomados de [S]: -

Proposicién 1.3.1. Sea G un gripo y sean H y K sﬁ_bgmpos de G.
(a) Una Clase Doble es un coﬁjunfd‘HxK ={hzk:-heH, ke K}
(b) Existe una iinica clase doble que contiene o g € G, esta es HgK.

(¢) Las clases dobles son disjuntas. G es union disjunta de clases dobles.
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(d) Una clase doble es unidn de closes laterales derechas de H y de clases laterales
izquierdas de K. La clase doble HgK contiene ezactemente |H : K9 N H| clases

1zquierdas de K.

(¢) Lo cardinalidad de una clase doble esta dada por:
|HgK| = |K||H: K" nH|

(f) Sin es el nimero de closes dobles con respecto o H y K en G. Tenemos que:
Gl = Hg K|+ .. + |Hg K| = |[K|[(|[H : K" O H + . +|H: K& H|) (1.2)

Entonces, |
|G K|=SH: Ko™ nH|
=1

Definicién 1.3.1. Sea W una superficie de Riemann cerrada y ¢ su grupo de anto-
morfismos. Sean p; , P2 ,..., p. la coleccidn (maximal} de puntos de ramificacién no
equivalentes, respecto a G. Para cada § = 1,2, ..., 7, consideramos su estabilizador G
Definimos la Signatura Geoméirica de G en YW como la tupla:

(eWe) i [mi, Ch] 5. [me, G )

donde g(Wg) es el génera de We , m; es el orden del subgrupo estabilizador Gy v Cy
es la clase de conjugacién representada por G

La siguiente proposicién establece una férmula para el género de los cocientes intermedios:
Proposicién 1.3.2. Seca W una superficie con accidn de G, con signatura geométrica:
(gWe);lmi, Gl .. [y, o] )

pare, cada H <G, sea Wy la superficie cociente obtenida de W por lu accidn de I
entonces, el género de Wy esta dado por:

B(Wi ) = (G HilgWe) ~1) 4143 S (G HI - ING/GL|)

G,; er

donde |H\G/G;| denota el cardihéi de un conjuntoA de representantes de la clases dobles.

DEMOSTRACION. ver [R] : ' ®

Miramos en el gjemplo 1.2.1. que el grupo Sy actia, holomorfa y efectivamente, en
una superficie W de género 3, produciendo una superficie cociente Ws, de género
cero con vector generador era (a®b, b, b, b, a ), segiin la firma (3, 2%). Consideremos
el subgrupo de S3 generado por b, es decir H = (b)) = {0,b}, usaremos la férmula dada
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en la proposicién 1.3.2. para encontrar el género de la superficie cociente Wy, como
g( Ws, ) = 0, reemplazando tenemos:
E 1 T
g We ) =3(=1)+1+3 D UG H = I\G/G)
Giel
En este caso, Gy = (a) = {1,0,6%}, Gy = {a®b) = {1,a%}, Gy = Gy = G5 = (b) = {1,b},
ademds | H\G/G, | =1, H\G/G2 | =2y | H\G/Gs | = | H\G/Gy | = | H\NG/G5 | = 2.

Reemplazando tenemos:

8 Wy ) = 3(~1) + 1+ 2(6)

asi, g{ Wy ) = L




CAPITULO
DOS

Clasificando Acciones de Grupos finitos en Superficies de Género
Pequeno

En este capitulo incluiremos la clasificacién completa de Ia accién de grupos finitos,
" modulo equivalencia topolégica, en superficies de Riemann de género 2 v 3, tomada de
[Br],ver también [B, pag. 77] con el fin de obtener todos los requisitos necesarios para

desarrollar el siguiente capitulo.

Para elaborar dicha clasificacién S.A. Broughton uso algunos resultados que pre-
sentaremos a continuacién.

2.1. Acciones Equivalentes

El teorema 1.2.2 nos garantiza, bajo ciertas condiciones, la existencia de una superficie .-
de Riemann con accién de un grupo finito G, sin embargo nos interesa saber cuando estas
acclones son equivalentes, en este sentido definimos acciones equivalentes:

Definicién 2.1.1. Acciones Equivalentes ‘ ‘
Sea W una superficie orientable de género g, Hom*{ W ) su grupo de homeomorfismos
preservando orientacién y G un grupo finito. Se dice que G actia (efectivamente) en W
si existe un monomorfismo ¢ : G — Hom*{ W). .

Sig':G— Hom™( W )esotra acg;ién, entonces se dice que g,¢’ son {topoldgicamente)
equivalentes si existe un w € Aut(G) y wn h € Hom™ (W ) tal que:

£(g) = he(w(g))h™! (2.1)

Toda accién de G en W puede ser construida por medio de un par de grupos
Fucshiznos K < G* € PSL(2,R) actuando discontinuamente en el semiplano superior

18
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complejo Hl (el cubrimiento universal de W, g( W ) = 2) y un epimorfismo 7 ; G* — &
con nticleo K. El grupo K es libre de torsién e isomorfo a 1 (W). La funcién n es construida
a partir de £ ¥ un homeomorfismo de H/K — W . Se sabe que G* tiene la presentacién:

g

G <a Bt 1091 <5 <r [ [low 81 [ [ oy = 0¥ = o = 7 — 1> (2.2)
=1 J=1

identificando los oy, G, ¥ con sus imdgenes en G¥, se sabe que,
los] = m;. (2.3)
Si definimos los elementos
a =nlea), b = 0{6:),1 <i < v,¢;=nlp,), 1 <j <

Estos elementos generan G,
¥ "

H[&i, b,J HCj =1
i=1 j=1
}ﬂ'
!CJ"I =My,

dado que Ker(n) es libre de torsién y se satisfacen las férmulas 2.2.23.

La relacién de equivalencia de acciones induce uns relacidn de equivalencia entre vec-
tores generadores. "

Sean &, £/, w, h, como en (21), 9,7 : G* — G las funciones descritas anteriormente.
La funcién £ se levanta a un automorfismo preservando orientacién A* de H tal que
R*G(h*)~1, produciendo un automorfismo ¢ : G* — G definido por:

Blo) =gy | (2.9
Asi, se obtiene e] siguiente diagr-ama conmutativo, ' -
L o
G G _
o 7, cr

de donde resulta: _
n=wonogt (2.5)
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Sea B el subgrupo de Aut(G*) inducido por los homeomorfismos Gue preservan ori-
entacién comoe en la férmula 2.4. Bl grupo Aut(G) x B actda en el conjunto:

o ni Gt Gy sobreyectiva . Ker(n) libre de torsion }

por la férmula 2.5 v entonces actiia en el vector generador de G, (v, m1,ma,...,m,). De
donde se obtiene:
Teorema 2.1.1. Dos vectores generadores del grupo finito G definen la misma clase de

equivalencia de G -acciones si y sélo si el vector generador pertenece o la misma clase
Aut{@) x B
Algunos resultados importantes para la clasificacién de acciones de grupos en superfi-

cies de Riemann son citados a continuacién:

Teorema 2.1.2. Sea p un mimero primo,p > 3. El nimero de superficies de Riemann
compactas, no equvalentes topoldgicamente con accidn de Zip, primo con cociente de sig-

natura (0,p,p,p) es: '

5
P st p=1(3)
6
4]
1
v st p=—1(3)
6
DEMOSTRACION. Ver [U]. - B

Este resultado nos dice que para p > 7, hay al menos dos superficie de Riemann
compactas (no equivalentes) con accién de Z, y firma (0,p,p,p) , estas superficies se
denominan Superficies de Lefschetz.

2.2. Grupos que ‘acttian en Superficies de Riemann
de género pequeno

El siguiente resultado es bien conocido y nos proporciona una cota para el orden del
grupo que actia en una superficie de Riemann compacta; . '

Teorema 2.2.1. Teorema de Hu_mbitzr
Sea G un grupo finito actuando‘holqmorfa Yy efectivamente en una superficie de Riemann

compacta W de género g > 2. Enionces,
|G < 84(g — 1)

DEMOSTRACION. Ver [F-K, p4g.242] m
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En efecto, el grupo de automorfismos de una superficie de Riemann compacta de género
g > 2 es un grupo fnito, esto implica en particular que:

i

| Aut(W) < 84(g( W) ~ 1),
Dado que el grupo completo | Aut( W ) | actda holomorfa y efectivamente en W . Esta
cota motiva la siguiente definicidn:

Definicién 2.2.1. Grupo de Hurwitz Un grupo de Hurwitz es un grupo que actia
sobre una superficie de Riemann, cuyo orden es igual a la cota de Hurwitz.

Son ejemplos de estos grupos, PSL(2,7) en género 3, y PSL(2,8) en género 7.

En efecto, si consideramos g = 3, entonces por la férmula de Riemann-Hurwitz dada
en 1.2.1 tenemos Ia firma (0;2,3,7) que es alcanzada por la accién del grupo

01 11
PSL2, V= (x,y:2 = Y=
-1 0 -1 0

usando su representacién médulo 7, con vector generador (z, v, (zy)™)

A continuacién veremos algunos ejemplos en los cuales usaremos los resultados antes
expuestos para determinar los‘grupos que pueden actuar en superficies de género 0, 2 y 3:

1. En género cero. Sea W = @, lz. esfera de Riemann, encontraremos los grupos
(G que actian sobre dicha superficie:
Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en @/,\ como esta su-
perficie tiene género cero, entonces también la superficie cociente C = Cg  tiene
género cero {la esfera de Riemann, pero con algunos puntos especiales) v la férmula
de Riemann-Hurwitz se convierte en: '

7

— 1
—2=|Gl(-2)-+ R) con R= Z (1 - m) .
: . ' i=1
v analizando las soluciones a Ia ecuacion anterior obtenemos los siguientes resultados:

Tabla 2.1: Accién de Crupos en Superficies de Género 0.

Firma | Grupo | |G|
(0:-) 1 1

contintda. ..
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continuacidn. . .
Firma l Grupo | |G| ]
(O:n,n) n Z,

0:22,n)| 2o | D,
(0:2,3,3) 12 Ay
(0:2,3,4) 24 Sy
(0:2,3,5) 60 As

Analicemos el caso: (0: 2, 3,3), sabemos que |G| =12, y probaremos que en este
caso G'= A4 como lo indica la tabla anterior.

(0;2,3,3) quiere decir que el género de Cg es cero y que en G existen elementos
a,b,c deordenes 2, 3, 3 respectivamente con abe = 1 vG={abc).

Este grupo de orden 12 tiene 1 o 4 subgrupos de Sylow, para el primo p=3.
Si fuese solamente 1, entonces (b) < G, (B) = (¢) v {bcy = (b}, luego la| = 1, en
contradiceion con fa hipétesis.

Luego,G tiene 4 subgrupos de Sylow para p = 3, asi ¢ no es abeliano. Un simple
conteo muestra que G tiene un tnico subgrupo de Sylow,para p =2, digamos 5, de
este modo, S 9@, més atin § = Z, Xz, pues si fuera ciclico, el grupo tendria un
solo subgrupo de Sylow para p = 3, por tanto G = Ay

2. En género dos. Sea G | tal que |G| = 6. Usando la ecuacién de Riemann-Hurwitz
' ericontramos las posibilidades listadas en la tabla, para la firma. En este caso damos
también el grupo correspondiente.

Firma Grupoj
| (0:3,6,6) |- 7,
1(0:2,2,2,6) no
:2,2,3,3) | 8y, Z

| (0

En el primer caso, la firma (0:3,6,6), es realizada por la accidn de Zg = <2 > y
tenemos dos posibilidades para elegir el vector generador (@*z,2) y (2%, 27", 270),
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Y dado que el grupo de automorfismos de Z, es isomorfo a Zs, y sus elementos son
de la forma ®;(2) = z¢, § = 1, 5, es claro que

d

. (:L"l,m,a';) 05, (xg;:t_l,w_l),

de tal forma que las acciones son equivalentes.
La segunda firma es imposible de ser realizada por un grupo de orden seis.

En el tercer caso, tenemos la firma (0:2.2,3,3) que es realizada por la accién de los
dos grupes de orden 6, Ze¢ = <z > y8,, en efecto:

Sea G = Zg =< z > tenemos el vector generador (2%, 2% 2%, 2%), que es Ia tnics
posibilidad para elegir el vector generador.

Sea G =8y =< g,y ¥ =92 =1 zyzy = 1 >. Tenemos las siguicntes posibilidades
para vectores generadores:

a b c d

By, ¥y oz oz |

Y, CCQy x, T
v @y, ozt ozl
v, oy, oz ozl

-

2 2 . .
Ty, 1Ty, x, x

sin embargo podemos reducir algunas de dichas posibilidades puesto que son equiv-
alentes, esto es, existe un automorfismo de Sy, que lieva un vector en otro. En
particular usaremos automorfismos internos, que denotaremoes por -<I>g, g < Sy, a
saber: @, (z) = gzg L para todo z Ss. Asf, : '

i
i
H
i
H
i
:

‘_éi) (y5$2y::$1 :L)
(zy, 9, , ) —i(y,my,:f;‘l,x‘l)
— (y,a?y, 27, ) |

w? ) ) 1 |

(,y, 2,27~ @y ey 3,27 |
Ba o o o :

('I" ¥,z ¥,z )
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Tenemos finalmente dos posibilidades, (zy, v, 2, )y (v, y, z, z7') y puede ser probado
que son equivalentes,

3. En génei-o 3

a) Sea G =1Z;,|C | = 7. Por la férmula de Riemann-Hurwitz, Obtenermos la firma,
(0,7,7,7) y supongamos que G — < 2 > tenemos (6 + 5 = 30) posibilidades
para elegir el vector generador, annque en varios casos vamos a obtener vectores
equivalentes, para simplificar, consideremos el grupo de automorfismos de e,
Aut(Zy) >~ Zg, cuvos elementos son Q;(z) = 7%, para i = 1,2,3,4,5,6, asi.si
E8COZEmMOs como vectores generadores:

(_fi (2, 22, z%)

SN (2%, 2%, z)
(a":w;wS) _Ei) ($47'Z'4!I6)

N (25, 2® )

% (26,28, 22)

(z, 1_21 $4) { %z ($3, 5, l’S)

Finalmente teremos dos vectores generadores (x, x, %)y (z, 22, z*) que corre-
sponden & dos superficies distintas,topolégicamente, segun el teorema 2.1.9.

b) Sea G, tal que |G| = 24. Analizando las soluciones de la ecuacién de Riemann-
Hurwitz, teorema 1.2.1 vy usando la estructura de los grupos de orden 924
obtenemos la siguiente tabla:

s

Grupo
(0:344) | s,
(0:3,3,6) | SL(2,3)
(0:24,12) | Dy,
022,23 s,

Analicemos la firma (0:3,4,4). Recordeﬁjc_is Gque en este caso, estamos pensando
en un vector generador (a, b, ¢), tal que la | = 3, 1bl=4, le]=4, |obe| = 1.
Particularmente el grupo ¢ = {a,b,c) no tiene subgrupo de Sylow S normal
para el primo p = 2, puesto que si § < G, tendriamos que b, c estarfan en S,
y |G| =8. No tiene un subgrupo de Sylow normal para el primo p = 3, pues
de lo contrario tomamos P = {a) y tenemos que G 2 (a) x (b}, asl |G| =12.
De tal forma que & no tiene subgrupos de Sylow normales, luego es isomorfo
a S,
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De acuerdo al articulo [Br] de S. M. Broughton la lista completa de todos los grupos Gue
acttian en superficies de Riemann de géneros 2 y 3 estédn consignados en las tables 3.2 y
3.6 presentadas a continuacién. El préximo capitulo serd dedicado a la realizacién de los

grupos que apdrecen en dichas tablas.

Tabla 2.2: Accidén de Grupos Finitos en Superficies de Género 2.

Grupo |G Valores de Presentacion Vector Generador
Ramificacién
Zo 2 {29) {w:a? =1) (5, w0, 0, 2, 1)
Za 2 {1:2%) {2 w?=1) (1,1, 2, x)
Z3 3 (31 {z:2® =1} {w, w5~z 1)
Zq 4 (22,47 {w ot =1) (%, w2, w, w1
Lo x Lo 4 {(2%) (wya®=y" =|z,y]=1) (&, .2, 9, wy)
Zs 5 {5.5,8) o :e® =1) (i, ,2°)
Eg 6 (3,6,6) (a8 =1} (. r,x)
Zgs G (22.3%) {@:af =1) (w3, 2%, 22, 21
Ds B (2%, 8%) (wy:ia® =y =Luye ! =y ") (2,97 ")
Zs 8 (2,8,8) {e:e® =1) (1, 2% )
s 8 (4,4,4) (g ot =yt =1, =y oyt =y 1) (@, y, zy)
Da 8 (2%, 9) (@,y:a® =yt = Luyat =yl (. 5y,9".9)
Zap 10 {2,5,10) {(z:21% =1 (2%, 2% 5)
7o = Zg 12 (2,6,6) o,y a® =48 =[x,y = 1} (&, wy,y 1)
Dyz,1 12 (3,4,4) oyt =¢% = Luyal =y~ (, (o)~ )
Ds 12 (2%,3) (py:a? =y% = Luys™t = y™) (s 2y, 1% %)
Dzg.3 16 (2,4.8) (py:a®=y® =Ly ' =% (&, (g) ")
Foy & (Zo X Eo x Za) 24 (2,4.6) (g, wia? =y =2 =wd = )
yazl = [y, w] = [zw] =1, (i, (zuw) 1, z2w)
:.z:g,':r,'i/’1 =y zzz”! = ay,pwrl s wly
SLa(3) 24 (3,3,4) <.Ly LE = ( L ) Y= ( 0 ! )> (o, (yz) 1, y)
0 1 -1 0
i 1 © 0 -1
GLa(3) 48 (2.3,8) <¢yL = ( 0 1 ) = ( I )> CRTNET)

Notemos que, la presentacién de los grupos S1.(2,3) y GL(2,3) estdn dadas médulo 3.

Tabla 2.3: Accidn dp Grupos Finitos en Superficies de Género 3.

Grupo 1 G Valores de. Presentacién Vector Generador
Ramificacion .
Zo 2 (2%) {w:x?=1) (, @@, @2, ,%, )
Zo 2 {1:2%) {w:a?=1) (1,1,e,2,2,%)
Za 2 2:-) (w2 =1} (w,1,1,1)
continia. ..
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continuacidén. . .
Grupeo ReR Valores de Presentacién Vector Generador
‘ Ramificacién
Z3 3 (3%) {wiazd=1) (o, iy, ™)
Z3 3 {1:3%) {5 ud = 1) (1,1, 2,271)
Zy 4 (44) {z: zt = 1) (w, @,z @)
Zq 4 (2%,4%) {w:xl=1) {z%. 22, 2%, 5, 0)
Za 4 (1:2% {wiwt=1) {, 1,22, 2%)
Zy x Iy 4 (2%) @y e?=yP=fyl=1) (@ 5.9,y 2y, 77)
Zo X Ts 4 (1:2%) foy:e? =y =[zyl=1) (y,1,z,)
Zg 6 (22, 6% (w:a® =1 (3,28 0,0 )
Zg i (2,3%,8) (z:25=1) (3, 21,2, 2)
Ss 6 (24,3 {eyy e =98 =1, wge™! =y~ 1) (w2, e, 2y~ 1, y)
83 6 {1:3) (w,yra¥ =y = Lays ! =y~ h) (. wy.9)
Zr 7 (7,7,7} (w:z7 =1) {w, x, 28)
Zr 7 (7.7,7) {w:w" =1) (w, 2%, 2?)
Zg 8 (4,8,8) (w:a®=1) {5, 5, )
Zg 8 (4,8,8) (o w® =1} (2,2, 2%)
Zs x 7 ! 2,47 @y =y = eyl = 1) (r. ey y)
Zo X Za X Zn 8 (25) e =Uxfy:y? =L x{z:22=1) (w,y,z,y2)
Dy 8 (2,4 (g e? =yt =Luye L =y (w, 2.y~ 1 y)
Dy 8 (%) (wy:o? =yt =Luoygs™! =y77) (&, 2, wy, 2y o)
Dy 8 (1:2) {poyra?=yl=Taye =y 1} (2, 2y, 42)
Qs 8 (1:2) oy iat =y = Lu? g ayr =y (2, 9,5°)
Zy 9 (3.9,9 {g:2® =1) {x3, 55, w)
AR 12 (2,12,12) {or,w?? = 1) {8, 2%, )
Zan 12 (3,4,12) {12 = 1) (w®, 5, x)
Dysy 12 (4,4,8) {wyyat =48 = Loys~t =y~ 1) (i, wy ™1, =2y)
Ds 12 (2%, 6) {Ey:® =y =L ayet =y~ (= 2% 9% 9)
Az 12 (2%,3%) (g 2= (1,2)(3,4),y = (1,2,3)) (2. my, 97 1)
Ziq 14 (2,7,14) (o =1} {w7, 2%, )
Zo X Zg 16 (2,8,8) {w,yra® =48 = [my] = 1) (@ zy~1, )
Y2 16 44,9 oy ot =y = gl = 1) . (ay) ™)
Dygs 16 (2,8,8) (w,y i 2? =8 = Loye™® =47 (w2 w)
Did,~1 16 (4,4,4). oyt =yt = Layel =y (= luz) " Lg)
Zo % Dy 16 (23,4) {g:u?=1) x{y,z:y> =.z4=1,yz;t,r"1 +271y . (e, p, ypz 2)
Zo % (Za % Zg) 16 (23, 4) (g, zia =92 = 2% = [yiz} = L,{w.2) = L, (w.wzy,y, 27 ),
: - oy~ 1=yt (Jz' wys, 22,27, wy)
D3 7.0 21 (3,3.7) o,y :a® =7 =1L ayr= =) (x, ()L, 9)
D325 24 (2,4,12) _ (y:a® =y =Lugs ' =45) (&, (y2) 7, )
Fo x Ay 24 (2,6,86) frra® = 1) % o,y w= (1,203, 4), ¢ = (1,2,3)) (v, 2z, wlyz)"1)
SLa(3) 24 (5.3.6) <zy£=< ol )y:( ¢l )> (@ w, o)™
0 1 -1 0
Sa 24 (3,4,4) foyy e =1(1,2,3,4), v =(1,4.3,2)) ((ey) L y)
S 24 (25, 3) (zy. 2w =(1,2),y=1{2,3hz= (3,40 (i, y, yray, yz)

continda. ..
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continuacion. . .
Grupo | G Vzlores de Presentacidn Vector Generador
Ramificacién
Zo & (Zo x E3) T (2,4,8) (woy,z:i0? =y? =28 =ly,2] =1, [w, 9] =1, (w, 2,2~ %)
zzz ! = yz8)
Zox Dygs 32 (2,4,8) (9,21 2° = y° = 2Byzy~? = 25, {w, 22,271
zyrTt = yzt = wzaT ! = y2®)
Zy x 84 48 (2,4,6) fw:ax?=1) x{y,z:y=(1,2),2=(2.3,4) {wy, (zy)~ 1, wz)
Fg % (Fg X Za) 48 (3,3.4) fegnzwd =yt =2t = [y,z] = 1,0y~ = 2, (e, ey} "1, y)
wen = (ye)" 1)
Sz K {Zy % By) 96 (2,3,8) (g, zwiat =gyt =2l =wl=1 |y, 2] = Ly =97, {2y, yw, zz7 1)
' wzw ! = w,wwsTh =z, yzy T = wymy Tl = (zw) 1)
PSEL2(T) 168 (2.3.7) <:f;,'y:;u: ( 01 3 )y:( 11 3 )> (. y, (zy)™ 1)

Las presentaciones de los grupos PSL{2,7) y SL(2, 3) estdn dadas mddulo 7 y médulo 3,

respectivarnente.




CAPITULO
TRES

Realizacion de Acciones de Grupos finitos en Superficies de
(énero Pequetlo

Como mencionamos en la introduccién, comenzaremos este capitulo dando un par de
ejemplos detallados de la realizacidn de la accidn de grupo en una superficie de Riemann
compacta.

3.1. Ejemplos

1. Sea W ia normalizacién de

—

W ={[z,y,2] € CP?: 4%2° —z(a® — 2%)(z — a2)(z — 0~ '2) = 0},

entonces para cada e € C,a ¢ {0, 1, —1 } W es una superficies de Riemann
compacta de género 2, esto nos dd"un ejemplo de una familia de superficies de
Riemann compactas con accién del grupo diedral D..

En efecto, si denotamos por 'z, y,2) = y*2* — z{z? = 2%){z — az){z - a7 '2) , se
+ tiene que:

QE(:{;, y, z) = (2 - z2j(q:' —az){x —a'z) — 227 (v - az)(z — a7'z) —z(z? - )z —atz)

—z(2* — 2*)(z —az)
or. 9,3 | '
Ez}_(mayrz) —2y2
oF 2 2 ' -1 2 _ 2 -1 1,2 2
E(:U,y,z);?)zy +z{z —az){wx — o 2) + az(z® — 2°)(z ~ a z)Jra:r(:c —z°){z — 2)

Entonces, si P(xg, Yo, z9) es un punto singular de W, sc debe tener que:

or oF OF
a(fﬁo:yo:zo) = @(Eu,yoazo) = a(iﬁoz yo;z()) = F(%:yo,Zo) =0

28
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asi de %(azg,yg, zy) = 0 tenemos, zop = 0 0 yp = 0. Ahora, si 25 = 0, de Flzg, yo, 20) =
0 tenemos que zg = 0, haego P(0,1, 0) es un punto singular de W, cualquiera sea
el valor de a. Si 49 = 0, entonces dc 5 (:1;0, Yo, 20} = 0 se tiene que z¢ = 0, xp = 2,
Tg = ~Zy, Lo = =6z 0% =a 1z, en “este caso para a = 1, P(1,0,1) es un punto
singulares de W y para a = —1, P{—1,0,1), luego para estos valores de a se tienen
dos puntos singulares, de hecho en ambos casos el génere de la superficie es 1.

'

Para hallar los automorfismos de la superficie, consideramos el automorfismo @
definido por:
é([a"n Y, ZD = [ZD, - Z}

el cual, en el caso de las superficies hiperelfpticas es un elemento del centro del
grupo de automorfismos,ver [F-K, pdg. 102], asi NV = (¢) a« Aut( W) v se considera
la accién de V en W la cual produce una superﬁcie coclente Wy isomorfa a
€ con algunos puntos distinguidos, a saber —1, 1, a, ; 0, co, tales que cualquier
automorfismo de € lleva al conjunto de estos puntos sobre i mismo, esto permite
encontrar el grupo de automorfismos del grupo cociente, el cual es, en este CAS0,
isomorfo a Zs X Zs, explicitamente:

Aut( Wy ) = <T1( )= i,Tg(x) - -° >
Esto establece a Dy c.omo grupo de automorfismos de W . De hecho,
AUt( )= {61, ¢z P17 = 05 = 1, dadrchy = 67},
donde:
pi(a,y, 2) = (227 iy2?, %), ¢u(z, v, z)ﬂz_ ((x—az)(az—2z)%, (1—a®)*?y2?, (az—2)*).

Ahora, para a = 2, se tiene que la supelﬁCle de RIemann compacta W es la
normalizacién de W = {[z,y,2] € CP?: —z{a? —2%)(z - 22)($ —1z) = 0}
¥ nuevamente se considera la superficie comente Wy isomorfa a € con los puntos
distinguidos: —1, 1, 2,-% 0, oo, de esta forma el grupo de automorfismos de la
superficie cociente es 1so1norfo a Dy, exphc1tamente. : o

z+1
2—.33

Aut( WN ) = <T1(.?Z') :—,TQ({I}) T2 = Tﬁ =1 T]_Tle T >

Entonces el grupo de automorﬁsmos de ia superﬁme tiene 24 elementos, més atn
Aut(W ) == (Zy X Ly X Zis) X Ty = (¢51;<D2 &3, ba),

donde
¢1($7 Y, Z) = (_(_2Z n Z)(Z + Z)Q: _3\/59227 ("L + z)S)J
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¢?($: Y, Z) = (J": Y, Z):
65(3,9,2) = (22 = 2 { — 22). 30V y2?, (2 — 7)Y,

palz,y.2) = ((z — 2)’2, —y2", —(z — 2)°).

Asf se tiene la firma (2,4,6), tomando (¢, ds, @), donde ¢5(x, v, 2) = (222, iy2?, &),
¢s(z,v,2) = (22 — 2)?(x + 2), 3v/3iyz?, (22 — 2)).

Finalmente si tomamos ¢ = 7, se se tiene que la superficie de Riemann compacta W
es la normalizacién de W = {[z, 7, 2] € CP?: 422* —z(2* — 2*) = 0} y nuevamente

consideramos la superficie coclente Wy isomorfa a € con los puntos especiales:
-1, 1,4, —¢, 0, 0o, de esta forma el grupo de automorfismos de 1a superficie cociente

es isomorfc a S, explicitamente:
i +i+z—1)
iw+i—x+1

z‘(z’:s—!—z'—:c—l)>

Ty(z) =
o) = T T

Entonces el grupo de automorfismos de la superficie tiene 48 elementos, més ain
Aut( W) = GL(2,3) = (¢1, P2, ¢3),
tomando
¢1($> Y, Z) = (23?, £3y7 Z)a
Po(z,y,2) = (iliz +iz 4+ 2 — 2)(iz +iz — 2 + 2)%, 8iys?, (ix +iz —z + 2)%),
¢s3(x,y, 2) = (i(—z+iztiz—2){z —iz+iz—2)?, (—4-+40)v/ 2922 —{z—iz+iz—z)*),

donde, & denota laraiz octava primitiva de la unidad. Estos antomorfismos realizan
la firma (2,3,8), tomando (g3, ds, d1).

. En [V, pég. 63], Vermeulen lista los posibles grupos de automorfismos de curvas
planas suaves. Los tres grupos de mayor orden ocurren para exactamente ura cur-

va, médulo isomorfismos. Estas 3 curvas son, la curva de Klein, 23z + y2° + ¢%z = 0,

con 168 automorfismos, la curva de Fermat, 2* + y* + 2* = 0, con 96 automorfismos
y la curva @ 4+ yp + 2v/ 32292 + 23 = 0, con 48 automorfismos.

Sea ,
W = {[z,y,z] € OP? : 2 + z* = 2},
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W es una superficie de Riemann compacta de género 3 y las curvas 22 + y? +
2,2 4 _ 3 A i
2V -3ziys + 2z, = 0y 'z + 2% = 2° son isomorfas via:

;L

z 0 0 1 2,
_ =143 -1-v3_ g

Y | T | Ve-evz Yeress Yo

p 1 1 2

Vo-6v3  Yotev3

Asi Aut{ W ) tiene 48 elementos y es isomorfo a SL(2,3) x Zo = {(a, b, ¢) % {d},
donde :

—& & 0 —1 1 —& &7 i
. £3 & b . &3 = i€3" 1€y

&2 & ) 1 0 0 & ity —ify?

cuyos ordenes son respectivamente 4, 4, 3, 2, De este modo tenemos, |ed| = 12,
G = {c,d) y el vector (d,c*, ed) es un (2,3,12) vector generador.

Sea G = SL(2,3) x Zy: Entonces G tiene 3 clases de conjugacion de elementos de
orden 4, lag cuales tienen 6, 1, 1 elementos respectivamente. El centro de este grupo
Z(G) es isomorio a Z, y todo subgrupo ciclico de orden 4 es normal, usaremos uno
se estos grupos el que se use para construir los antomorfismos.

Observe que ® : W — W, definido por &([z,y, 2]) = [~iz,y, 2] es una automor-
fismo de orden 4 de W, luego N = (&) <4 G. Consideremos la superficie cociente
Wy = C con los puntos especiales: %_—i— i?, %1 + z'*/?g v %1 - i—‘gg, asi bajo esta

‘condicién, se tiene Aut( Wy ) & Ay, con firma (0:3,4,4). Exactamente,

Aut( Wiy ) = (Tl,TQ,Tg : T3T2T1>:
donde: ; : _

+1 iv/3
y y— (1_4:2_5_)

Tiy) = ("1 */g) v Tz(’y) (+of)v- (1-“‘/5), L) (58)y—1+iv3

Ahora, dado qu(, G /N 2 Ay, se puede establecer el grupo de automorfismos de W.
IZs asi come se obtiene que:

A’U.t( W ) = <¢'1: ¢2: é-ﬁ : é%a ¢§ ¢§2¢1¢2¢3>:
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donde,
- ¢ullz,y, 2)) = [1V3z, —iy + 2z, iy + 2)],

2 - 3y i3
' @[z, y, 2]) = [—3z, Ty — EZ%_ — 2i2V/3,2izV/3),

bs([z, v, 2]) = [iv/3z, —ty + 2z, i(y + 2)].

3.2. Realizaciones en género 2

Las superficies de género 2 son hiperelipticas y pueden ser realizadas como un
cubrimiento doble de la esfera de Riemann con los puntos de Weierstrass seflalados como
seis valores de ramificacién, imégenes de puntos de ramificacién 2.

El conjunto W de puntos de Weierstrass en una superficie de Riemann compacta W
de género g > 2 consiste de todos los puntos p € W tales que W admite una funcién
meromorfa con un tnico polo de orden menor que g+ 1 en p. Por un resultado clasico
de Hurwitz de [F-K, pdg. 242] una superficie cerrada de género g > 2 tiene por lo menos
2g -+ 2 puntos de Welerstrass, donde el menor valor para la cota es alcanzada si y sdlo si
W es hipereliptica. En este caso el cuerpo de funciones meromorfas de W es generado
" por dos funciones y y  que satisfacen ecuacién algebraica, -

V= (@ —e)(z — ea){w — ea)o(o — engro)

La funcién hipereliptica, inducidaa por la variable 2 determina la superficie W como
un cubrimiento doble de la esfera de Riemann €, los distintos valores de ramificacidn
€1, €2, ..., a1 de z son las imdgenes de los puntos de Weierstrass de W .

3.2.1.  Grupo Reducido de Automorfismos de una Superficie
Hipereliptica

 Por ¢l teorema 2.2.1, el grupo de Hurwitz Aut(W) de una superficie de Riemann
compacta W de género g > 2 es finito. Para una superficie hipereliptica, un lema de
Hurwitz, ver [F-K, pdg. 102], o también [H], establece que si ¢ € Aut( W ) tiene mis
de 4 puntos fijos, entonces ¢ es la involucién hipereliptica P ¢ la identidad. Ahora, si
¢ € Aut( W } es cualquier automorfismo de la superficie hipereliptica W, entonces -
$o Po ¢t tiene al menos 2g 4 2 = 6 puntos fijos, luego ¢ o Po ¢~ = P. Agf, P
conmuta con ¢, de modo que cualquler automorfismo ¢ € Aut( W ) se proyecta en una
transformacién de Mobius ¢g - '€ = C de Ia esfera de Riemann C~ W ep>- Cada
autornorfismo reducido ¢g lleva el conjunto W de puntos de Weierstrass sobre si mismo,
luego el grupo reducido de automorfismos Aut( Wipy ) puede ser pensado como el Erupo
de simetrias de la esfera de Riemann con puntos distinguidos, los puntos de Weierstrass.

Como se sabe toda superficie de Riemann compacta de género 2 es hipereliptica,
entonces las consideraciones antes expuestas conducen, en este caso, a una determinacién
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completa de los grupos de automorfismos. Observe que si un grupo de rotacién de Wip,
no preserva ningin eje de rotacién, una orhita de largo 6 consiste en los vértices de
un octaedro regular. Asf, ademds de grupos ciclicos y grupos diedrales, la fmica opcién
restante para el grupo reducido de antomorfismos Aut( Wipy ) es el grupo simétrico S,.

Para comenzar clasificaremos los grupos ciclicos maximales, {¢z) del grupo reducido
de automorfismos Aut( W;py. ) Dade que ¢g leva el conjunto de puntos de Weierstrass
sobre si mismo, el orden de {¢g) es la longitud de un ciclo de Sg, esto'es 2, 3,4, 5 0 6,
luego los posibles grupos ciclicos maximales son isomorfos a Z,. con n = 2,3,4,5, 6.

A continuacién, en la tabla 3.1 se d4 una ecuacién algebraica representando a una
superficie hipereliptica W, esta superficie de Riemann compacta de género 2 es la
normalizacién de W, donde W = {[z,y,2] € OP? : F(z,y,z) = 0}, para F funcién
homogénea correspondiente a cada ecuacién de la lista. En cada caso, el automorfismo ¢
inducido por ¢g es de orden maximal, entonces lo podemos encontrar en la forma:

(SC, y) = (¢@($), yl)‘

Tabla 3.1: Curvas de género 2

Caso | -Ecuacién ¢ (z,y) = (dglz), v)
Iy =alo- e~z 5) (z-%2) | (@) — ("(;:5”% “’&i‘_‘?fa%"")
2 v =z~ Dz —a){z —a) (,y) v (z, %
3 y? = (z* —a)(z® —a™") (z,y) — (&7, —y)
; y=ot-1 (x,9) ~ (€55, )
9 y?=2%-1 ) (z,4) — (S, y)
6 y? = z(z* - 1) (z,y) v (ix, &),

Por simplicidad, las ecuaciones son normalizadas, esto es que los puntos fijos ¢g(z) son 0 -
e infinito (co) y las raices se ubican simétricamente con respecto al ecuador en la esfera de
Riemann. Bsto es posible excepto en el caso 1. Para el caso 1, suponemos que a ¢ {0,1}
y b ¢ {0,1} y para los casos 2y3,a¢ {0, 1, —1}.

En la siguiente tabla describiremos los grupos maximales que actiian en las curvas cor-
respondientes en cada caso. Notemos que en el caso 6 la presentacidn del grupo estd dada
médule 3.
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Tabla 3.2: Grupos de Automorfismoes

Caso + Grupo ' Presentacidon
1 Zy % Ty (r,y:a?=¢y* =2,y =1)
2 Dy (my:a®=y'=lLays™ =y
3 Ds (gy:2a® =y =lapr =y
4 Zyg (z:z 1)

0 1 10 £ 0
5] (ZzXZgX%g)NZQ a,b,c;a: ’b: , €=
1 0 .

| 11 0 1
G GL(2,3) T,y x = Y=
01 -1 0

Consideremos en particular el caso de la superficie definida por la curva y? = 2% 1, cuyo
" grupo de automorfismos es: {Zo X Zy X Zi3) X Zy, donde :

01 1 0 £ 0
a = N , b = y Fg—
10 0 —1 0 &°
cuyos ordenes son respectivamente 2, 2, 3. Asi se tlene, | bc | = 6, | abc | = 4, luego ¢l

vector (a, abe, be) es un (0; 2,4, 6)-vector generador. Por otra parte, podemos considérar
la accién de Zy = {a) y la férmula dada enla proposicién 1.3.2 :

oW ) =G+ HI(gGWe) = 1) +1+3 D (1G : H] - [H\G/Gy)

que relaciona el género de. WG v Wy, donde H < G para obtener el genero de la
superficie cociente Wy, -
Asi, tomando I = (a) v dado que;
{a\G/{a)] =7, I(a)\G’/(bC)! "—23/' l(a)\G/(abC> >|=3

tenemos:

G Wy ) =12(-1) + 212 - T+12-2+12-3) =1




CAPITULO 3. REALIZACION DE ACCIONES DE GRUPOS 35
es decir, {a) actia en la superficie definida por la curva y? = z% — 1, segtin la firma
(1:2,2), {c) actia en esta misma curva segin la firma (34).

! '- ’ -
De la misma forma, para la curvay = z{z* —1), en la cual actia GL(2, 3) obtenemos la
firma de sus subgrupos, actuando en la misma superficie de acuerdo al siguiente reticulado.

GL(2,3)
7 T
Ds Zg ) Ly S1,(2,3)
|
. / . s . 0.
\ \2 x Zg\ 7,
\
Z Z,  To=Z(GL(2,3))
| \ | /

Asi, considerando la tabla 3.2, v seguimos un algoritmo similar al descrito anteriormente,
podemos escribir, Ia firma con la cual actia cada subgrupo del grupo de automorfisinos
de la curva y obtenemos una lista de grupos de automorfismos para superficies de género
2, la cual presentamos en la siguiente tabla: -

‘Tabla 3.3: Grupos de Automorfismos

Caso Ecuacidén ' Firma Grupos Orden del grupo
1 yB:yz::;c(;uwl)(:c—a}(w-—"b)(:!:—bfllr;_)) (25) B x Ty _ : L
2 ¥ = x(a® —1)(s — o)z — ul) . (28,4) Dy - . 8.
3 e e I ) _ Ds 12
4 P=o®-1 - - |esi| | Zw 10

. (5,5,5) Zs 5

5 w2 =a® 1 12,4,6) | (%2 x @z x Zs) x Za 24
(2,6,8) Ziy X Zg 12

(3,6,6) Zg 6

(3,4,4) Ty % Fa 12

G y? = w{wt — 1) (2,3,8) GL(2,3) = Qs 18 48
13,3,4) | SL(2,8) = Qs % B 24

continla. . .
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..continuacion

Caso Ecuacién Firma Grupos Orden del grupo

{2,4,8) Za ¥ Bg 16

! (2%, 3) Dg 12
{28, 4) Iy 8

(2,8, 8) Zg 8

(4.4, 4) Qs 8

(22, 5% Zs 6

(22,39 Ss 6

{2%) Zig 7 o 4

(22,4%) Zyg 4

(1:2%) Za 2

(25) Zn 2

A continuacion presentaremos explicitamente los generadores de cada subgrupo que aparece
en la tabla anterior. Aqui, &, denota la rafz n-ésima primitiva de 1. Recordemos que W
es la normalizacién de W = {[r,y, 2] € CP*: F F(z,y,2z) = 0}, es decir, existe una funcién
analitica o : W — P*C) tal que o( W ) W v tal que o es uno & uno en la imagen
‘ inversa del conjunto de puntos lisos de VIV_._’De lo anterior, se tiene que, bdsicamente los
automorflsmos se definen en o( W ) = W, con la consideracién del conjunto finito de
puntos especiales, que son p1e1ma6enes mediante ¢, de puntos singulares. en la figura
vernos una superficie de genem 2, correspondiente a una curva algebraica con un punto
singular, asf los automorfismos de W son los definidos en W excepto en p, p que son
preimagenes mediante o del punto singular p.

Asf obtenemos, para W | la siguiente tabla de automorfismos:

Tabla 3.4: Automorismos

Caso Ecuacidn Firma Automorﬁsmbs
L =sl- e -ae-b) (= - G50) 29 drle. v ) = (2, ~y.2)
. ¢2(w:y=z) = (“7 ‘ysz)

continia. . .
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...continuacién

Caso

Ecuacidn

Firma

Automorfismos

. P3{w,y, 2) = (w, —y, z) _
$alz,y, 2} = (b — az)(z — b2)?, 4% (b — ) F 22, (& — b2)?)
d5ln,y, 2) = (~b(~w + uz){z — bz)?, —yb%(b - a)%zg, (x — bz)3)

2 = x(2? ~ L — o)z ~a™b)

(25,4)

d1(z, 9, 2) = ((w ~ az){az — 2)%, /(1= e2)3y22), (ax — 2)3)
Paw, g, 2) = (—(za — 2)(—» + 2)%, 4/ (1 — ®)3y2?, (w4 a2)®)
(153(-'15:'5':2) = ("L -y, z)

Gal,y, 2) = (2a®,iy2® %)

v = (@ - a)(e® —a )

(2,2,2,3)

¢y, 2) = (22,422, =)
dalw,y, 2) = (£3%207, —yz?, %)
dala, y, 2) = (0, —y, 2)
ba(,y, ) = (£3%4,y, 2)

y? = b — 55

{2,5,10)

P10, 9, 2) = (x, —y, 2)
$2(2,y,2) = (&he.y,2)
bato,2) = e,

{5,5,5)

QSI (‘L Y. z) = (55:‘["1 kR z)
dafw, ¥, 2} = (Ss, . %)
éﬂ (.’5, o Z) = (&533"; Y, ZJ

g2 = af 1

(2,4,6)

91,9, 2) = (ovs, 87y, 5°)
ba(s,9,2) = (a2, 12%y,0%)

é1{z,y, 2) = (€, —1, 7)

(2,5,6)

?1(z, . 2} = (@, —y. 2}
da(z,y, 2) = (&%2,y, 2)
‘353(1': i z) = (565:57 Y, Z)

(3,6,6)

$1{e,y,2) = {Ee’u,y, 2)
¢2(1"= y=z) = (665:‘77 _'g:z)
';53(”::'5': z) = (Eﬁ& _y:z)

(5,44

$1 (5., 2) = (&2, 2)
pa{m,y, z) = (x2z,12%y, &%)

¢3($= W .Z) = (552:52'5:1:32‘9',553)

9% = (2t — 1)

12,3,8)

di(z, y, z) = (i{~x — z +ix +iz){z — 2 + iz — 42)2,
BegPyz® — (o — 2z 4w — iz)%)
dalw,y, 2} = (e + iz + w — 2)iz + iz —x + 2)2,
Si‘yzz, ('LJ. +dz— x4+ 2)3)
dalw, y, 2} = (%, Ssp,12)

(8.3,4)

i,y 2) = (~iliw + iz 4+ o — 2)(in + iz — x4+ z)?,
’ —8yz?, (ix +iz — z+ 2)%) '
ol y, z) = (Gl +iz+ 2 — 2)(fw + 1z — 2+ 2)%,
Biyz?, (fz + iz — x + 2)%)
B3l 9, 2) = (={iz + 2 — 2 — )i — iz -+ 5 — 2)7,

—8iyz?, —(ix — iz +x - 2)%)

(2,4,8)

. dr{w,y, z) = (i{—x — 2z +ic + i2)(z — 2 + iz — i2)?,
—825%y2?, — (& — 2z + iz — iz)?)
do(s, y, 2) = (—{iw+1is — s — a){ix ~ iz + ¢ - 2)2,

- —8iyz?, —(ix — iz + w - 2)%)

continta,. , .
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.. .continuacidn

Caso Eenacidn Firma Automorfismos

¢3(L5,_yﬁz) = (—(i:::—&—‘iz -z —z2){ix —dz —x — 2)3,

—8£g3yz?, —(ix — iz — z — 2)?)

(2.8,8) ¢rlw,y, 2y = li(iw +iz — & + 2}{—x — z + iz — i2)2,
—8yz2, (—z + iz — iz — 2)3)
¢a(z.y, 2) = (iz. £ay, )
d3(z, v, 2) = (—(fz —iz + o — 2)(z+ z + iw + i2)?,
8ay2?, —(w + z + 4w -+ i2)%)

(4.4,4) d1{z, . 2} = (22, y23, —2%)
dalwy, 2) = (—u, iy, 2)
Pl y =) = (207, iyz”, 1)

Para tener los automorfismos definidos en toda la superficie W resta definirlos en la
preimagen de los puntos singulares en cada caso, asi, por ejemplo en el caso 3.3, W =
{lz,y, 2] € CP* : 422 — 2% — 2% = 0}, tiene un punto singular, el punto p = [0,1,0}, y para
Su nor mahzacwn se han agregado dos punto g, p Ahora, si se con31d(,1a el automolﬁsmo

d1{lx, 9, 7) = (2, -y, 2), se tiene que:

T = AL
—y=Ay
Z= Az

de donde, si zz % 0, A = 1 y luego y = 0, asi, los puntos (£],0,1) para j = 0,1...,6
son fijos por ¢, de tal forma que se tienen ya el maximo posible de puntos fijos, asi que
() = p v $(p) = . Si tomamos ahora da(z, v, 2) = (€512, 4, z), entonces sus puntos fijos
son: {0,—1,1), (0,1, 1), (1,1,1) En este caso, entonces todos los automorfismos de dicha
superficie se describen con los ya descritos en la tabla 3.4.

bi(z,y,2) = (z,~y,2), 615} =P h:(p) =

¢2($Jy—a Z) - (§54$ y,z), ¢2(ﬁ) :5 ¢2(:) =P
¢3(Ia Y, Z) ,2_(551:_1 ) ¢1(TJ) i @1 ]-% .

3.3. Realizaciones en genero 3

Sea W = {[z,y,2] € CP?: (:L y, z) = 0}, donde F esta dada por alguna funcién
de la tabla 3.5, entonces W = W, enloscasos 1, 2, 3, 8 9,y 10 o W, es
la normalizacién de W, en los otros casos, es una superficie de Riemann Compacta de
género 3 con grupo de automorfismos Aut( W ) como se indica en la tabla 3.6. Para el
caso 1, suponemos que a,b # 0,1, para el caso 2, a # 1,0, 1
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Las superficies de género 3 que estamos considerando en este trabajo, correspon-
dientes a las curvas listadas en la tabla 3.5, son en los casos 4, 5, 6 y 7 hiperelipticas,
Iuego para encontrar su grupo de automorfismos se signié el mismo procedimiento que
en el caso de las superficies de género 2. Es decir hallamos el grupo de automorfismos
Aut{ W), a partir del grupo de automorfismos de la superficie cociente Wy, donde P

es la involucién hipereliptica.

Para tratar las superficies asociadas a las curvas algebraicas correspondientes a los
casos restantes, usaremos$ resultados de [V] y [M-S-8-V] que dan un listado de algunas
curvas algebraicas suaves con grupo de automorfismos. Una vez que conocemos el grupo de
automorfismos con el cual vamos a trabajar, observamos, menos en el caso de PSL(2,7),
que cada grupo contiene un subgrupo normal, N, cuyos generadores podemos encontrar
de forma sencilla y como en el caso de género 2, en general este grupo actiia en la superficie
dada, produciendo una superficie cociente Wy de género cero. De esta forma nuevamente
nos preocupamos de encontrar los automorfismos de la esfera con algunos puntos especiales
y considerando el grupo cociente Auf( Wy ), obtenemos todo el grupo de automorfismos

Aut(W).

La siguiente tabla lista las superficies de género 3 que son la realizacién de las acciones
listadas en la tabla 2.3:

Tabla 3.5: Curvas de género tres

Caso Ecuacion

A

1 y®=z(z — 1)(z —a)(z — b)
Yy =z(z-1)@—a)z-(1-4a)

3 =g(z3—1)

8

Y=z

gt =z —x

y' =21

y? =284+ 14z* + 1

y3:$4—1

yt=xt+1

Ol | o[ e|w |

Pvr+y+zi=0

—
[we}

Cuyos grupo de automorfismos es en cada caso:
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Table 3.6: Grupos de Automorfismos

Caso Grupo ' Presentacién
L Z3 ' {w,ad = 1}
2 L (2,25 = 1)
3 Za (g, 2% = 1)
4 Ziq (LL’,:.'JM = l)
5 53 X Z4 (el =yt = Layge—! = ¢%)
6 (Zg X Za) 1 Ze (w2 0? =9yf =28 =1,
ly. 2] = 1, fw,y] = Luza! = ys9)
7 51 x Za (:c:w2=l)><<y,z:y=(1:2),z:(2,3,4)>
2
& 0 -1
8 SL(2,3) x By a= 532 & ),b: )
{3° 43 1 0
- 1 & ig? i
c= 2 : d= . )
0 &~ s —if3
9 (e xZa) xS | fwyzwriad =yt =zt =wl =1,|y,2/ = Luye™! =y 1,
el = w,zwe Tl =z yeyTt = w, ywyT = (zw) 1)
o 1 1 1
10 PEL(2,7) Gy = Ly =
-1 0 -1 0

40

La siguiente tabla contiene las firmas con las cuales actian los subgrupos de cada
grupo de automorfismos, incluidoe en la tabla anterior, para obtener la lista de grupos que
actllan en género 3, con sus respectivas firmas:

Tabla 3.7: Automarisinos

Caso Ecuacién Firma Grupos Orden del grupo
1 % = u(s — \){z —a)(z = 1) CONE Z 3
2 v =wle - 1)z -a)e - (1-a) | (2,3,3,6) Zg 6
3 93 = a(x® - 1) (3,3, Zg g
4 ¥ =l - (2,7.14) AV 14

: _ (7,7,7) s 7
5 g =T (2,4,12) S5 % g ) 24
: | (2,12,12) B2 19

| A e Zamza 12

6 y2=az8 -1 . (24,8 | (s x o) x Eo 32
' (2,8,8) Zaxz, 16

(4,8, 8) s 8

(4, 4,4) Ty XLy 16

7 y? = ufp 1401 1 (2,4,6) Sy % B 48
(2,6,6) Ay % Tn 24

(3,4,4) Zi1a 12

continia. . .
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.. .continuacién
Caso Ecuacidn Firma Automorfismos | Orden del grupo

8 . ¥ =a1 -1 (2.3,12) SL{2,3) X En 48
b {3,3,6) SL(2,3) 24
(3.4.12) Zi2 12

9 =t el (2.3, 8) (Zg % Bg) 24 5a a6
(3,3, 4) (Za x £q) ¥ Za 48

(2,4, 8) (Za X Za) N2z 32

(4,4,4) Zig X By 15

(2,8,8) By X Zn 14

(4,8, 8) Zs 8

10 Prtyta=0 {2,3,7) PSL(2,7) 168
(3,3,7) Zr x %3 21

(7,7, 7) Zr 7

Finalmente, presentaremos explicitamente los generadores de cada subgrupo que aparece
en la tabla anterior. Nuevamente, &, denota la rafz n-ésima primitiva de 1. Recordemos que
en los casos 4, 5, 6, 7, W es la normalizacién de W = {[z,y, 2] € CP?: F(m,y’,_‘z_l =
-0}, es decir, existe una funcién analitica o : W — P?(C) tal que o W )= Wy
tal que ¢ es uno a uno en la imagen inversa del conjunto de puntos lisos de W. De lo
anterior, se tiene que, basicamente los automorfismos se definen en o( W) = W, con
la consideracion del conjunto finito de puntos especiales, que son prelmdgenes, mediante
o, de puntos singulares. En los otros casos, los automorfismos son los que aparecen en ia

tabla siguiente:

Tabla 3.8: Wutomorisinos

Caso Ecuacioén Firma Automorfismos
1 3 = wlz — 1)z — a}z —b) - (3%) . d1{w.y, 2) = (m, &3y, 2)
: paf, g, 2) = (@, {ay, 2)
#alz,y, z) = (2,630, 2)
$a(w,y, 2) = (%, &5y, 2)
: _ s (.9, 2) = (2, £3y. 2)
2 | P =cla-De-ae-1-a) | 236 i) = (-5
’ P2(z,9.7) = (= €ay. 7).
$alz,y, 2) = (2,30, %)
, " palw,y,z) = (2= x,Lay,2)
3 ¥ = w(ed — 1) ‘ (3,9,9) d1(z,y, 2) = (2, 68y.2)
p2(z.y, 2) = (65, E3v. 2)
Pl y, 2) = (5, Loy, 2)

4 ¥ =ab —u (2,7,14) P1lwy,2) = (2 —y. 2)
ba(z,y.2) = (€772, &7y, %)
dalz, 1 2) = ({70, —Ery. 2)
contina. . .
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.. .continuacidn

Caso

Ecuacidén

Firma

Automorfismos

(7.7.7)

b1,y 2) = (&rl, &%y, 2)
Galw,y. 2) = (€7, £y, 2)
¢3(w,y, 5) = (6752, &5y, 2)

y'=z' —z

(2,4,12)

o1{w, y, 2) = (—z2®, yz°, ot}
dole,y, 2) = (~&6 2%, ~E12%y2®, o)
dale, y, z) = (—£px, ~£12y, 7)

(2,12,12)

Q:'l (‘5 Y. Z) = (":’ - z)
Pal, ¥, z} = (67, €129, 2)
¢3($= EE z) = (f{i-‘ﬂ, 7{12'9': ZJ

(4,4,6)

d1(w,y.7) = (—Ee2a®, ~£12%yzd, )
@3l y, 2) = (—z23, Iys3, )
¢3 (i, y, 2) = (£5°2, £12°y, 2)

yre=a® o1

(2,4,8)

B1e,y,2) = (527 )
dale,y, z) = (Egzu®, y2¥, v?)
palz, v, z) = L3z y, ~z)

(2,8,8)

d1{w, y,2) = (—2,y,2)
dolz.y. 2} = (8%, . —2)
¢s(w,y,2) = (&%, —y, 2)

(4,8, 8)

gb]_{:ﬂ,'y:z) = (i:E:y:z)
dolw, y, z) = (fa, ~1, 2)
@3(1&'9, Z) = (‘583551 _y>z)

(4,4, 4)

Pr{z,y, 2) = (Egza®, yz®, )
ol y,2) = (—iw,y, 2)
oz, v, 2) = (£53 208, y2t, 2)

2 =2f + 14t 41

(2,4,6)

$1(m, 9, 7) = {izz®, —y2°, 2"
dolm, 2y = ((w — 2)(z + )5, ~4y2%, (& + 2)%)
gale, 5.2} = (il + )z = 2)%, 423, (& — 2)1)

d’l(wry: z) = (_zw3:yz3:$dJ
pa(x, y, z) = ((w+iz)(w — iz)3, dy2®, (w — i2)%)

bale,y,2) = (e — e + i2)% 4y2%, (w + iz))

(37 4’ 4)

¢l(w= y,z) = (7'(‘L+ z}(x - z)s7 “4’9‘,23, ('L - 2)4)
¢’2($= U, z) = ((‘7’ - ZJ(‘L + 2)3, 4'!;'23: (‘L + 2)4)
@3(x,y, z) = (—iz, —y, z)

yS:wtlil

{2,3,12)

$1(w, . 2)= (i3, —iy + 2z, iy +2))
dalz, g, 2) = (~2z, —=3/2y — 1/2iy/3 — 3iz/3,
3/2y + 1/2ip/3 — 12/3) '
wods(esy, 2} = (V3 —iy + Bz iy + 2))

(3,4 6)

$1{zoy, 7) = (—3w, 1/2iy+/3 — 3/2y — 3z — iz+/3,
—3/2y — 1/2iy/3 + i21/3)
da(w.y, ) = (V3 —&%y + 23z, y + 2)
sl v.5) = (e, ~Lay. —2)

(3,4,12)

1 (2, 2) = (2, Eay, 2)
Py, z) = (v, y, 2)
dafw,y, ) = {im, £ay, z)

continda. ..
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.. .cantinuacién
Caso Ecuacidn Firma Automorfismos
9 gt =t 23,8 | G1(e,y,2) = (2,9,)

@2(x, y. 2) = (2, €82, E8y)
¢sle,y, 2} = [y m g’ 2)
(3.3,4) 1{z,y, 2) = (§gz. 5, —y)
Pa(,y, z) = (y, 7. {8:)
p3lz,y. z) = iz, y, —z)
(2,4.8) d1lz,y. 2) = (2.9, %)
polz,y, 2) = (B, v, 2)
dalw.y, z) = (z,y,ix)
(4,4.4) gr{z.y. z) = (. iy, 2}
d2(w,y, ) = i, y, 2)
B3y, 2) = {i, iy, 2)
(2,8,8) ¢ (x,y, 2) = (—w,y, =}
$2(n,y. z) = (y. z.£a2)
Palz y 2) = (—v. 7. £52)
(4,8,8) ¢1(x,y, 2) = (ix, 1y, z)
@iz, y, ) = (¥, %, E83)
dy{. . 2) = (@7, iy, {zz)
10 Yutytat= {2,3,7) ¢1{w, y. 2) = (aw + by + ¢z, bo + ey + ez, cx -+ ay + bz)
éa(z,y,2) = ({ry. (7=, £7°)
dale, . 2) = (v — &%y + 207° — 2% + 207 — 272,
{ry = Py 2T~z b
érty — ry + 2l — 267 + 167° — éra)
(3.3, 7) by, z) = (g, 2, 2)
$a(x,y, ) = (z.872, &%)
p3lsy, 2) = {frus, &%y, 2)

(77 7! 7) - ¢1 (z=y=z) = ($v€7y=‘£732)
fo{,y, 2) = (&rz, &%y, =)
[ ps{z. ¥, 2) = (re, Py, 67°2)

En el ﬂltimo caso a = &7 —__534, b=1-&" c=6" - &2y G =&

En este capitulo conseguiinos dar realizaciones para los grupos que actian en géneros 2
y 3, nos gustaria dar realizaciones de acciones de grupo en superficies de géneros mayores.
En particular en género 4, Kuribayashi,én [K] d4 una-completa clasificacién de acciones
de grupo en género 4, en la cuial aparecen superficies con accién de grupos simples como
el grupo alternante As. Queremos entonces, encontrar un método en que podamos seguir
en los casos en los que aparecen grupos simples.
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