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Ficura 1. Ejemplo de funcién de etiquetaje de lagunas.

1. INTRODUCCION.

El objetivo de este texto es entender el planteamiento de la conjetura
del gap-labelling. A través de este texto, traduciremos gap-labelling como
etiquetado de lagunas.

En el afio 2000, Jean Bellissard propone en el articulo [1] la siguiente conje-
tura:

”dada una medida de probabilidad, u, ergédica e invariante
en cierto espacio de embaldosados de IR" y un operador au-
toadjunto actuando en L%(IR"). Si consideremos una aproxi-
macién del operador, que acttia en el espacio de las funciones
cuadrado integrables definidas sobre la transversal del espa-
cio de embaldosados. La cantidad de elementos del espectro,
que estdn antes que un cierto x € IR, es un numero en el sub-
grupo de R generado por las probabilidades de ocurrencia
de motivos finitos en el embaldosado.”

Esta conjetura result6 ser cierta en algunos casos, y fue probada indepen-
dientemente por tres grupos distintos de matematicos. El primer grupo,
compuesto por J. Bellissard, R. Benedetti y J]-M. Gambaudo, probé en el
afo 2001 que la conjetura era cierta usando Teorfa de Indice para espa-
cios foliados, ver [2]. El segundo equipo, compuesto por M. Benameur y
H. Oyono-Oyono, validé la conjetura en el afio 2002, en su articulo [3],
basdndose en un andlisis mds tradicional de topologia algebraica. El ter-
cer grupo, formado por ]J. Kaminker y I. Putnam, prob¢ la conjetura en un
articulo publicado el afio 2006, ver [13]. Esta prueba se basa en métodos de
topologia no conmutativa.

En general, estas pruebas utilizan algunas hipétesis de regularidad con
respecto a embaldosados compuestos de un ntiimero finito de baldosas no
equivalentes. En el caso particular del embaldosado de Pinwheel (ver Figu-
ra 2), la conjetura fue demostrada en el afio 2010 por Haija Moustafa (ver

[17]).



Ficura 2. La construccion del embaldosado de Pinwheel.

Para entender la conjetura del etiquetaje de lagunas, es necesario estudiar
aspectos bdasicos de las areas involucradas. Por esta razon, parte importante
del cuerpo de este texto son los preliminares de teoria espectral, embaldosa-
dos, C*-algebras y K-teoria. Estos capitulos introductorios contienen varios
ejemplos y observaciones, con el objetivo de tener una mejor comprensién
de las ideas expuestas. En la secciéon dedicada a la teoria espectral, entre-
garemos las nociones bésicas de teoria de operadores en espacios de Hilbert,
y de algunos conjuntos interesantes a estudiar, como lo son el espectro, el
conjunto resolvente y las lagunas. Nos enfocaremos en definir lo que lla-
maremos una proyeccién espectral de un operador. En la seccién dedicada
a los embaldosados, definiremos los conceptos de embaldosado y sistema
de embaldosados, orientdndonos al estudio de dos subconjuntos de un sis-
tema de embaldosados: el casco y la transversal. Tambien estudiaremos
algunos aspectos métricos y dindmicos de los sistemas de embaldosados y
su relacién con la cristalografia.

Las C*-algebras tienen su raiz en el dlgebra de operadores acotados B(H)
actuando en un espacio de Hilbert H. Pues su primera definicién fue

”es una subalgebra cerrada en norma de B(H) que ademds
es invariante por la funcién a — a*, que a cada operador
acotado asigna su operador adjunto.”

Nuestra intencién es dar una definicion mas formal y caracterizar estas
C*-4lgebras. Para esto, introduciremos todos los conceptos necesarios para
probar el teorema de Gelfand-Naimark, que es la mejor caracterizacién de
estas dlgebras. Ademds de esto, trataremos de entender como es el conjun-
to de las proyecciénes de una C*-dlgebra. Finalmente, estudiaremos una
C*-4lgebra en particular, llamada C*-dlgebra limite directo, que nos serd de
mucha utilidad para definir el grupo Ky de una C*-4lgebra. Para finalizar
con los conceptos preliminares, hablaremos de K-teoria. En el lenguaje de



categorias, un functor es una aplicacién de una categoria en otra satisfa-
ciendo algunas propiedades naturales. Al igual que el grupo fundamental
o los grupos de homologia, la K-teoria es la teoria que asocia un grupo a
un objeto en general algebraico. Por ejemplo podemos pensar en asociar un
grupo de K-teoria a un monoide, un anillo, un modulo, un algebra e incluso
a un espacio topoldgico. Aqui introduciremos con detalle, como se asocia
un grupo de K-teoria a una C*-dlgebra. Es decir, dada una C*-dlgebra A,
definiremos el grupo Ko(A).

La segunda parte del texto habla principalmente de la relacién que tienen
los embaldosados y las C*-dlgebras. En particular, expondremos un méto-
do para asociar una de estas dlgebras a un sistema dindmico. Este método
nos dard una idea de como asociar una C*-algebra a nuestro caso particu-
lar de sistema dindmico, el espacio de embaldosados con la accién natural
de R". Daremos dos ejemplos de tales construcciénes. Llamaremos a la
primera construccién caso continuo, por que trabajaremos con la accién
del grupo IR" en el casco de un embaldosado. La segunda construccién se
conoce como caso discreto, pues trabajaremos con la transversal del casco
del embaldosado. En esta misma seccién introduciremos el concepto de
C*-dlgebras fuertemente Morita equivalentes. Concepto que serd imposi-
ble evitar en el camino a la prueba de la conjetura, pues este nos da un
isomorfismo entre grupos de K-teoria asociados a un embaldosado, per-
mitiendo asi reformular la conjetura en términos més simples. Finalmente,
definiremos funcién de etiquetaje de lagunas y daremos una descripciéon de
tal funcién en nuestro caso. Luego, expondremos la conjetura de la manera
mads clara posible y dando todas las referencias necesarias dentro del texto
a los muchos conceptos involucrados en su planteamiento. Para finalizar el
texto, damos una pequefia e incompleta vista fisica del tipo de problemas
que queremos solucionar con el método del etiquetaje de lagunas.
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Ficura 3. Los conjuntos A y B con sus respectivos interiores.

2. PRELIMINARES.

A continuacion definiremos parte de la notacion que utilizaremos en este
texto.

2.1. Notacién.

Definicién 2.1.1. Denotaremos por IN al conjunto de los ntimeros enteros
mayores o iguales a 1. Es decir,

N={1,23,...}

Definicién 2.1.2. Dado un espacio topolégico X y A C X, denotaremos por
INT(A) el conjunto de todos los puntos interiores de A.

Definicién 2.1.3. Dado un espacio topolégico X y A C X, denotaremos por
I': X — X la funcién identidad y por 14 : X — R la funcién caracteristica
sobre el conjunto A.

Ejemplo 2.1.1. Ver Figura 3.

» SiX=R"yB:={xeR":|x|| <1}, entonces
INT(B) = {x e R" : ||x]| < 1}.

n SiX=R"yA:={x=(x1,...,x7) € R" :max{|x;| : 1 <i<d} <1},
entonces

INT(A) = {x = (xq,...,%7) € R" :méax{|x;| : 1 <i<d} <1}.
Definicion 2.1.4. Seaa € R" = [0, o) y X un espacio normado. La bola de
centro xp y radio a en X es el conjunto

Ba(x) = {x € X : [lx — xol| < a}.

Definicién 2.1.5. Un conjunto A C IR" es llamado enrejado o reticulado, si
A es un subgrupo de R" con d generadores linealmente independientes.

Observacion 2.1.1. Las palabras enrejado y reticulado son traducciones al castel-
lano de la palabra en inglés lattice.

Ejemplo 2.1.2. El producto cartesiano Hflzll, de d copias del conjunto de los
niimeros enteros, es un enrejado de R". Ver Figura 4.
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Definicién 2.1.6. Sea X un conjunto cualquiera y G un grupo tal que

p : GXxX —» X
@1 = gx
es una accién del grupo G en el conjunto X. Dado g € G fijo, la funcié in-
ducida por la accién de g serd denotada por

pg + X — X
X P gX

Para un conjunto Y C X invariante por la accién del grupo G definimos la
restriccion de la accién p al conjunto Y por

Py : GXY - Y
&y — gy

2.2. TeoriaEspectral. Lateoriaespectralesun éareadelas mateméticas que
generaliza la teoria de espacios y vectores propios de matrices cuadradas.
El nombre se debe al matemadtico David Hilbert, quien lo presenté en su
formulacién original de la teoria de espacios de Hilbert, en ese entonces en
términos de formas cuadréticas en infinitas variables. Una vez descubierta
la mecanica cudntica, se observo que la teoria espectral podia explicar las
caracteristicas espectrales de los atomos. Después de la formulacién inicial
de Hilbert, el desarrollo posterior de los espacios de Hilbert abstractos y
de la teoria espectral de un operador normal, se hizo de acuerdo a los reg-
uisitos de la fisica. Estos avances fueron desarrollados principalmente por
el matematico John Von Neumann. En el afio 1932, ver [27], Von Neumann
construyo mds de esta teoria en la que incluyo dlgebras de Banach, que
pueden ser vistas més abstractamente y Transformada de Gelfand.



La mayoria de las definiciones que daremos en esta seccién pueden ser
generalizadas. Para ver esto con més detalle recomendamos [23].

2.2.1. Aspectos bdsicos. Entoda estaseccién, Hdenota unespacio de Hilbert
y H* su dual topolégico. Es decir

H* :={l: H — C/I es una funcién lineal continua}.

Dado I € H* definimos
[l := sup {|I(x)l}.

xeH
[IxlI=1

Para un espacio de Hilbert H, existen por lo menos dos topologias con las
que lo podemos dotar. La primera es la topologia de la norma, 1, en la cual
una sucesion {x,},en C H converge a un punto x € H si ocurre que

llx, — x|| = 0, cuando n — .

La segunda topologia es llamada la topologia débil, ®, y es la menor
topologia en la que todo funcional C-lineal / : H — C es continuo. En
la topologia débil decimos que {x,},en C H es debilmente convergente a
x € H si para todo | € H" se tiene que

I(x,) — I(x), cuando n — co.
16 3 w
Cuando una sucesién converga debilmente lo denotaremos por x, — x.

Observacion 2.2.1. Es importante destacar que en espacios de dimension infinita
la topologia débil no proviene de una métrica.

Definicién 2.2.1. Sea X un espacio topolégico compacto y Hausdorff. Un
funcional lineal, /, definido sobre el espacio C(X), se dice positivo si para
todo f € C(X) satisfaciendo f > 0 se cumple que [(f) > 0.

Proposicion 2.1. Sean 1, ® las topologias de la norma y debil, respectivamente,
en el espacio H.
1. La topologia de la norma es mds fina que la topologia débil. Es decir, @ C 1.
2. Toda sucesion debilmente convergente es acotada en norma.
3. La topologia débil es una topologia Hausdorff.
Demostracion:
1. Envista de que, para todo ! € H* y todo x € H se tiene que

EOL < (1]l

Consideremos {x,},eN una sucesiéon convergente en norma a x. Para
cualquier / € H* tendremos

0 < l(xn) = 100 = [1(xn — 2| < (1] 12w — xI].

Por lo tanto I(x,) — I(x), cuando n — oo. Concluimos que x; 5o

En particular, la topologia de la norma es més fina que la topologia
debil.
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2. Sea {x;}neN una sucesién debilmente convergente a xg, x, — xo. Para
cada n € N definamos el funcional f, : H — C por

fa(x) := (x, X).

Como la sucesién converge debilmente, tenemos que para todo

x € H la sucesion {{x,, x)},eNn es convergente en C a < (xp, x). En
particular, para todo x € H la sucesion {f,(x)},en es acotada. Por lo
tanto para todo x € H,

sup|fu(x)| < oo.
nelN

Luego, por el Teorema de Banach-Steinhaus, se tiene que

supl|full < oo.
nelN

Esto implica que, para todo x € H y todo n € IN se cumple que
[fu(x)] < Cllx]|. En particular, para todox € Hy todon € N tendremos

| )l = €, X)) = [xall” < Cllx]l.

Por lo tanto, para todo n € IN se satisface que ||x,|| < C. De donde
concluimos que la sucesién {x,},en es acotada, ya que

{xnlnen € Bc(0)-
3. Sia,b € H son tales que a # b, podemos encontrar f € H" tal que
f(a) # f(b).
Luego, considerando € = |f(a) — f(b)| tendremos que los conjuntos

€
ﬂ,§

us .= {x €H:|f(a) - f(x) < g} = f1(B<(f(@))

Uyt = {x e Ha1f0) - f@l < £} = 7B (FO),

son abiertos, pues el funcional f es continuo. Y claramente, son no
vacios ya que

aell;'% y beu’s.

Ademas . s
5 5 _
uy u ;=0
. . ’E brﬁ
En efecto, si existe x € U; *Au f  entonces

FO-fWI<5 vy If@) - fa@l<3.

Lo que es una contradicciéon por que |f(b) — f(a)| = €. Por lo tanto, ®
es una topologia de Hausdorff para el espacio H.
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Definicién 2.2.2. Un operador acotado actuando en H es una funcién C-
lineal y continua

A:H— H.

Denotaremos por B(H) el conjunto de todos los operadores acotados ac-
tuando en H.

Definicién 2.2.3. Sea A € B(H). Definimos el operador adjunto de A como
aquella funcién C-lineal A* : H — H satisfaciendo que para todo x, y € H

(Ax, yy = (x, A™y).

Ejemplo 2.2.1. Si H es un espacio de dimension finita, digamos n € IN, entonces
todo operador acotado A : H — H esta dado por una matriz. Es decir, A € M,(C).

Ejemplo 2.2.2. Considere el espacio de Hilbert L*([0,1]) y Sea g : [0,1] — C una
funcién continua. El operador

M, : L*([0,1]) — L*([0, 1]) definido por My(f)(x) := g(x)f(x)

tiene operador adjunto My = Mg. Pues para cualquier par f,h € L%([0, 1]) se tiene
que

(Mof ) = [ s fhdxy = [ f@)g@h()dx

(f, Mgh).

Ademds, tenemos que para toda f € L*([0,1]) se cumple

IMgfIR = (g, 8 = Ji g0 f3@)f(x)dx

1 18RI f(x)Pdx
lgPlloall FI.

IA

Por lo tanto, bajo esta condicion, Mg es un operador acotado.
Otros operadores que vale la pena destacar son.

Definicién 2.2.4. Un operador A € B(H) se dice;

1. Autoadjuntosi A = A*.

Normal si AA* = A*A.

Unitario si AA* = A*A =1

Proyeccion si AA = A% = A.

Compacto si para toda sucesién acotada {x, },en C H, {Ax,}nen tiene
una subsucesion convergente.

AR

El conjunto de todos los operadores unitarios de un espacio de Hilbert H,
es denotado por U(H). Mientras que el de los operadores compactos es
denotado por, K(H).

Ejemplo 2.2.3. » Claramente, dado cualquier espacio de Hilbert H, el oper-
ador identidad I : H — H es auto-adjunto, normal, unitario y proyeccién.
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» En el contexto del Ejemplo 2.2.2, el operador Mg es normal ya que para
todo f € L*([0,1]) tenemos

My o Mg(f) = g(0)g(x)f(x) = g(x)g(x) f(x) = Mg o Mg(f).
Ademds, si la funcion g : [0,1] — C satisface que para todo x € H
g(x) = g(x), entonces el operador Mg es auto-adjunto pues

My = Mg = M.
» Claramente, todo operador auto-adjunto es normal ya que
AA* = AA = A*A.

» Sea y € R, consideremos el espacio de Hilbert L*(R). El operador
T, : LA(R) — L(R) definido por

Ty(f(x) == flx —y),
es unitario ya que Ty : L*(R) — L*(R) esta definido por
Ty(f@) := flx +y) = Ty (f(x)),
y un pequerfio calculo muestra
Ty o Ty (f(x)) = T-y o Ty(f(x)) = L(f(x)).

» Sea H un espacio de dimension finita, digamos n. Considere {ey, ..., e}
base del espacio H. El operador Py : H — H definido por

n
P(Z aiei] = a6y,
i=1

es una proyeccion.
» Sea H = 1>(Z) y considere el operador shift, S : H — H, definido por

S((xn)nez) = (Xp41)nez.-

Claramente, tiene un inverso A : H — H definido por
A((n)nez) = (Xn-1)nez.

Un rapido calculo muestra que S* = A. En efecto, para
(xn)neZ/ (yn)nel € ZZ(Z)

tenemos que

(SCnnez, Yn)nez) = {(Xns1)nez, Yn)nez)

= Yonez Xn+1Yn

Y kez Xk Vi1

((kezr (Yr-1)kez)

= <(xn)n€Z/ A(yn)n€Z>-
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Por lo tanto SS* = SA =1 = AS = S*S. Concluimos que el operador
shift, S, es unitario.
» Todo operador de rango finito es compacto.

La siguiente proposicién, nos ayuda a entender un poco més la estructura
topologica y geométrica del espacio B(H).

Proposicién 2.2. El espacio B(H) con la norma operador, que es definida por

IT]| :== sup||Tx]|.
xeH
lixll=1

Es un espacio de Banach.

Demostracién: Primero probaremos que B(H) es un espacio normado.
Sea A € B(H) y a € C, para todo x € H se tiene que (0#A)x = a(Ax). Por lo
tanto

llaAll = |al [|AIl.
Ademas, para cualquier par (A1, Az) € B(H) X B(H) y cualquier x € H con
[lx|| = 1 se tiene

(A1 + A2)x]| = [|A1x + Apx]| 1AL x]| + [|A2x]]

(A1]] + [1A21]) [lxll < |A1]] + [[A2l.
De donde, [|[A1 + Azl < ||A1ll + [|Az2]l. Si A # 0, entonces existe xg € H tal que
Axp # 0. En particular, ||Axpl| # 0. Asi

<
<

A0
llxoll

Concluimos que B(H) es un espacio normado.

Mostremos ahora que B(H) es completo con respecto a esta norma. En efecto,

sea {A;lnen una sucesion de Cauchy en B(H). En vista de que, para todo

x € H se tiene,

0< <Al

lAnx = Al < Ay = Al [Ix]]

y l[A; = Ayll — 0, cuando n,m — oco. Tenemos que para todo x € H y todo
n € N, la sucesion {A,x},eN es una sucesion de Cauchy en H.

Asilim, . Ayx = Ax existe. Claramente A : H — H es C-lineal.

Considere € > 0, como {A,},eN es una sucesion de Cauchy existe N € IN tal
que para todo n,m > N se tiene

Anx = Apxl| < |An = Al llx]] < €llx]l.
Por lo tanto, para m € IN suficientemente grande tenemos
[Ax — Apx]l < ellx]].
Asi
lAx]l < (lAull + €) llx]l.

De donde, A € B(H) y ||A — Aull < €. Concluimos que {A;}nen €s una
sucesion convergente en norma a A y por lo tanto B(H) es un espacio de
Banach.
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Ejemplo 2.2.4. Considere el espacio de Hilbert H = I>(N) y el operador shift
S : 2(N) — I2(IN), definido por

S((xn)neN) = (Xn+1)neN-

La norma del operador shift es 1, pues claremente para todo x € H se tiene
[ISx|| < [|x]|. Luego

IS == sup||Sx|l < 1
xeH
[Ix(I=1

Asi, el supremo se alcanza para xo = (0,1,0,...) € H ya que ||Sxol| = 1.

Definicién 2.2.5. Un operador A € B(H) se dice positivo si para todo x € H
se tiene que (Ax, x) > 0. Denotaremos por A > 0si A es un operador positivo.

Ejemplo 2.2.5. Considere cualquier funcion g : R — R.
El operador Mé = Mg o My, definido en el Ejemplo 2.2.2, es positivo pues dada

f € L¥(R) tenemos

(M3, f) = (Mg f, M5 f) = (Mg f, Mg f) = IMg fII* > 0.

Es mds, si H es un espacio de Hilbert cualquiera y A € B(H) es cualquier operador
auto—adjunto, entonces

(Af, fy = (Af, A* f) = (Af, Af) = |AfIF > 0.
Por lo tanto A% > 0

Observacién 2.2.2. La definicion de operador positivo nos permite definir un
orden en el conjunto B(H) de la siguiente forma: si A, B € B(H) entonces

A<B siysolosi B—-A>0.

Para comprender mejor el orden definido en B(H) por los operadores
positivo veamos el siguiente.

Ejemplo 2.2.6. Sea H el espacio de Hilbert L2([0,1]) y considere los operadores
Mg : L%([0,1]) — L?([0, 1)), definidos en el Ejemplo 2.2.2. Si ¢ : [0,1] — R es
una funcion tal que para todo x € [0, 1] se cumple g(x) > 0, entonces Mg > 0 pues
para todo f € L*([0, 1]) tendremos

1 3 1
(Mef, ) = fo $(0fIF(@)dx = fo CIfPdx.
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Si g, h:[0,1] — R son funciones, entonces

(Mg —Myf, f) = (Mgf, f) = Myf, f)

i e@fEF@)dx — [ h@)f(0)F (x)dx

by @IfeP s = [ Bl dx

1
- Iy () = h() [fx)Pdx.
Por lo tanto Mg > My, si y solo si para todo x € [0, 1] se tiene g(x) > h(x).

Dado un espacio de Hilbert H, existen por lo menos tres topologias que
podemos definir en el espacio de Banach B(H). La Primera es la topologia
que induce la norma operador, £, y la llamaremos topologia uniforme de
operadores, o cuando no haya confusién, simplemente por topologia de la
norma. Una sucesién de operadores {T,},en C B(H) converge en norma a
un operador T € B(H) si

IT,, = T|]| = 0, cuando n — .

La segunda topologia, &, es llamada la topologia fuerte de operadores, o
cuando no haya confusién, simplemente topologia fuerte. Esta es la menor
topologia con la que para todo x € H, la funcién

Ex : BH — H
T - Tx

es continua. En esta topologia diremos que una sucesién de operadores
{Tw}new C B(H) converge fuertemente a un operador T € B(H) si para todo
x € H se tiene que

| T,x — Tx|| = 0, cuando n — oo.
Escribiremos T, 5T para decir que {T,,},en converge fuertementea T.

La Tercera topologia, v, es la menor topologia con respecto a la que para
todo x € H y para todo funcional / € H*, la funciéon

E.,, : BH) —» C
T +— (Tx)

es continua. Esta topologia se conoce como la topologia débil de operadores
o simplemente topologia débil. En esta topologia diremos que una sucesion
de operadores {T}},en C B(H) converge debilmente a un operador T € B(H),
si para todo x € H y para todo / € H* tenemos que

[I(T,x) = I(Tx)| = 0, cuando n — oo.
En tal caso denotaremos por T,, — T.

Observacion 2.2.3. No se debe confundir la topologia débil, ®, que hemos definido
en el espacio H con la topologia débil, ¥, que hemos definido en el espacio B(H).
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Estas tres topologias son comparables y con respecto a esto podemos
decir.

Proposicion 2.3. En B(H) la topologia de la norma es mds fina que la topologia
fuerte, y esta a su vez es mds fina que la topologia debil. Es decir, ¥ C & C £).

Demostracion: Sea {A,},en C B(H) una sucesioén convergente en norma
a un operador A. Es decir, ||A, — A|| = 0 cuando n — oo. Asi, para todo
x € H se tiene

0 < [|[Anx — Axl| = [I(An — A)xll < [|An — All [|x]l.

Por lo tanto, para todo x € H se tiene que ||A,x — Ax|| — 0 cuando n — oo.
De donde A, =5 A. En particular, la topologia de la norma es mas fina que
la topologia fuerte.

Sea {Anlnen C B(H) una sucesion fuertemente convergente. Para cualquier
| € H* se tiene

0 < [I(Anx) — I(Ax)| = [[(Anx — Ax)| < |lI]] |Anx — Ax]|.

Por lo tanto, para todo | € H, |[(A,x) — I(Ax)| — 0 cuando n — oco. Es decir,

A, 5 A. Concluimos que la topologia fuerte es mas fina que la topologia
debil.

En general, las otras contenciones no ocurren. Es decir, la topologia debil
no es mds fina que la topologia fuerte y la topologia fuerte no es més fina
que la topologia de la norma. Este hecho queda ilustrado en el siguiente.

Ejemplo 2.2.7. Considere el espacio

Nl—=

H= ZZ(C) = (xp)nen € C: (len|2) <o,

nelN
1. Para cada n € N, defina el operador A, : 1*(C) — I*(C) por

An(xl,XQ,X3, .. ) = (0,0, . ,O,xn+1,xn+2, . )
N——
n—ceros

Claramente, para cada n € IN el operador A,, es acotado con
||All = 1. Para cada n € N, se tiene que

An(xXp)nen — 0.

Por lo tanto A, - 0 :=operador nulo. Pero {A,}neN 1o converge al oper-
ador nulo en norma pues, para todo n € IN se tiene
10 — Aull = llAnll = 1.
2. Para cada n € N, defina el operador A, : I?(C) — I?(C) por

An(x1,x2,x3,...):=(0,0,...,0,x1,x2,...).
[ —
n-—ceros
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Claramente, para cada n € IN el operador A, es acotado. Probaremos que
{Au}nen converge debilmente al operador nulo. Dado un funcional lineal
I € H*, por el teorema de representacion de Riesz existe z = (z,)neN tal que
f(x) = (x,z). Luego por definicién de A,, dado x = (x,)neN, tendremos

f(Anx) = (Anx, Z) = Z x]‘_nZ]' = Z XkZy+k-

j=n+1 k=1
Ast, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene

FAX)R = KA, 2)P < [Zmﬁ)[ Y. |zm|2].
k=1

m=n+1

Como la ultima suma es la cola se una serie convergente, esta tiende a cero
cuando n — oo. De este modo, denotando 0 el operador nulo,

|f(Anx) — f(Ox)| = 0, cuandon — oo.

Por lo tanto {Ap}nen converge debilmente al operador nulo. Pero {Ay}neN
no converge fuertemente al operador nulo pues, para el elemento

x =(1,0,0,0,...) € *(C)
y para todo n € IN se tiene que
1 Anx = 0xl = |4l = V12 =

Los conceptos escenciales de esta teoria y los que le dan el nombre son
ilustrados a continuacién.

Definicién 2.2.6. Sea A € B(H).

1. El conjunto resolvente de A es
p(A) = {A € C: existe el operador (A — AI)™! € B(H)}.

2. El espectro de A, que denotamos o(A), es el complemento del con-
junto resolvente. Es decir,

o(A) :=C\ p(A).
De la definicidn se tiene la siguiente consecuencia.

Proposicion 2.4. Si H es un espacio de Hilbert y A € B(H) un operador acotado,
entonces 0(A) C By (0).

Demostracién: Sea A € C tal que A > ||A]|. Luego

7 (3)[< 5 <
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Por lo tanto, tenemos que

1ye (4) = i(i-4)"

(\(1-4))"

A—A)" .

De este modo, existe (A — A)™! € B(H) y por lo tanto A € p(A). concluimos
que, 0(A) C B||A||(0).

Ejemplo 2.2.8. 1. Si H = M,(C), entonces para cualquier A € M,(C) se
cumple

o(A) {)\ € C: no existe el operador (A — A)™! € B(H)}
{A € C:existe v € C — {0} tal que Av = Av}

{A € C: A es valor propio de A}

2. Considere el espacio de Hilbert I?(IN) y el operador shift
S : 2(N) — 2(IN), definido por

S((xn)nelN) = (xn+1 JneN-

Afirmamos que o(S) = B1(0), en efecto, por la Proposicion 2.4 y el Ejemplo
2.2.4 tenemos que o(S) € B1(0). Si A < 1, entonces para
x= Z Mg = (1,1,A2,...) € B(N),
k=0
tendremos que

Sx=(AA2%,...) = Z)\kek = Ax.
k=0

Por lo tanto, x € NUCLEO(S — All). Asi tenemos que INT(B1(0)) <
o(S) C B1(0). Si ||Al| = 1, considere

n
R Y AFe € P(N).
k

Vin+115

Claramente,

2 2

1

- 1.

+ +eet

1
22 (p+1)3
|2, ]| == = =

Vn+1

1
17 +'— =
Vn+1 ( A A2
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Luego,
(Rl

—k
[~ T At = < Tk 27|

1 n=1 3 k-1 ALy -k ”
e — t— A %e
k™ Yot Lk A

n— 1/\ —k— 1ek_zlf<1=0 A_k_l€k||

n—00

_ 1
=m0

1 —n-1
Vil ”A e
Por lo tanto, A= € o(S). Finalmente hemos mostrado que o(S) = B1(0).

El siguiente resultado es una generalizacién del criterio de Carl Neu-
mann.

Lema 2.1. Sean Ay, Ay € B(H). Si Ay es invertible y ||A1 — Azl <

Aj es invertible con

entonces
IIA I

[o¢]

- — n -
A=) (ATAL - A9) AT
n=0
Demostracion: Seax := Al‘l(Al —A)=1- Al'lAz y note que
A = A1(1 —x), por lo tanto basta mostrar que (1 —x) es invertible. Observe-
mos que

Ikl = []AT! (Ar = Ao < [|JAT"]] 1As = Al < 1.
Por lo que la serie

2

i=0
es abolutamente convergente, de donde (1 — x) es invertible. Luego A, es
invertible con

AP = (-7 AT = Y (AT (A - A2 AT
i=0

Utilizando este resultado, podemos probar facilmente lo siguiente.

Proposicién 2.5. Dado un operador A € B(H) su conjunto resolvente es abierto
en el plano complejo.

Demostracién: Si A € p(A), entonces (A — All) es invertible. Defina
€ = ||[(A = A)7Y|7}, luego por el Lema 2.1 el conjunto
Be(A) ={D € B(H) : |ID — A|| < €}

esta contenido en el conjunto de los operadores en B(H) que son invertibles.
De este modo, el conjunto R = {a € C : |1 — a] < €} es un abierto del plano
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complejo tal que A € R C p(A). Concluimos que p(A) es un subconjunto
abierto del plano complejo.

u
Asi como consecuencia se obtiene el siguiente.

Corolario 2.1. Si A € B(H), entonces o(A) es un subconjunto compacto de C.

Demostracién: En vista de la Proposicién 2.5, el conjunto o(A) C C es
cerrado. Por la Proposicién 2.4, el espectro es un conjunto acotado del plano
complejo. Concluimos que 0(A) C C es un conjunto cerrado y acotado. Por
lo tanto, por el Teorema de Heine-Borel, 0(A) compacto.

Observemos ahora la relacién entre el espectro de un operador A € B(H)
y su operador adjunto A* € B(H).

Lema 2.2. Si A € B(H), entonces o(A*) = {1 € C: 1 € 0(A)} = o(A).

Demostracién: Solo debemos mostrar la igualdad de conjuntos.

= Supongamos que A € Ces tal que A ¢ o(A*). Esto implica que, existe
el operador inverso de A* — All, que denotaremos por

R=(A*-71)" e B(H).
Luego
I=T* = ((A* - A)R)" = R*(4 - AI).
De donde A ¢ o(A). Por lo tanto 0(A) C o(A*).

= Andlogamente, si A ¢ 0(A) existe R € B(H) tal que (A - XH)R =1
Luego
I=T* = ((A-AI)R)" = R*(A* - A).
Por lo tanto, A ¢ o(A*).

Concluimos que (A) = a(A*).

Un consecuencia inmediata de esto es la siguiente.

Proposicién 2.6. Si A es un operador acotado y auto-adjunto actuando en H,
entonces 6(A) C R. Es mds, a(A) C [—||Al], |Alll.

Demostracién: Si A € B(H) es un operador auto-adjunto, entonces por
el Lema 2.2 tendremos

0(A) = 0(A*) = a(A).

De donde se concluye que 0(A) C R. Por la Proposicién 2.4, se tiene que
a(A) < [=llAlL [IANl] € R.
|
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Ficura 5. Espectro de un operador A con sus respectivas lagunas.

Sea A € B(H) un operador auto-adjunto. La Proposicién 2.6 implica que
el espectro de A es un subconjunto de IR. Luego, por la Proposicién 2.5, este
conjunto es cerrado. De este modo, el complemento en IR del espectro de A
se descompone como unién numerable de intervalos abiertos. Esto induce
la siguiente.

Definicién 2.2.7. Sea A € B(H) un operador auto-adjunto. Un intervalo
abierto maximal del conjunto R \ ¢(A) lo llamaremos laguna. Ver Figura 5.
El conjunto de lagunas de un operador A, serd denotado por £(A).

Observacién 2.2.4. » La palabra laguna es la traduccion al castellano de la
palabra inglesa gap.
» El conjunto ¥(A) esta dotado de manera natural por un orden total, in-
ducido por los niimeros reales. En la Figura 5, un ejemplo con

L(A) = {g-c0r L0, 81,83, 85,82, 84, - - - } -

A continuacién daremos un ejemplo que ilustra la idea de lo que repre-
senta el gap-labelling, en espafiol etiquetando lagunas.

Ejemplo 2.2.9. (Etiquetando Lagunas) Considere un espacio de Hilbert H de
dimension finita, digamos n € IN. Como ya hemos visto, un operador acotado
actuando en H no es mds que una matriz A € M,,(C). El Ejemplo 2.2.8.1 nos dice
que

0(A)={AeC: A esvalorpropiode A}.
Sin perdida de generalidad, supongamos 6(A) = {A1, ..., A} con r < n. Definamos
la funcién G : R — R por

G(a) = #{A € 0(A) : A < a).

Claramente esta funcién es constante a trozos y sus saltos estin en los puntos del
espectro. Esto nos permite, en caso de que no conozcamos el espectro de A pero si
la funcion G, reconstruir el espectro de A mediante esta funcién. Esta funcion G
recibe el nombre de etiquetaje de lagunas pues ella es constante en cada laguna
del espectro de A y esto etiqueta las lagunas por el valor de la funcién G en cada
una de ellas.

Este ejemplo, es sumamente importante. Pues nuestro principal objetivo,
en este texto, es construir una funcién de etiquetaje de lagunas para el
espectro de un operador actuando en un espacio de Hilbert de funciones
sobre un cierto espacio que definiremos en la proxima seccién.
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Ya hemos caracterizado el espectro del operador adjunto de un operador
dado A. Ahora caracterizaremos el espectro de un operador polinomio, por
medio del siguiente.

Lema 2.3. Sea A € B(H) y p(x) = ZILO a,x" un polinomio en C. Para el operador
p(A) = YN a, A" tenemos que
a(p(A)) = {p(A) : A € a(A)} = p(a(A)).
Demostracion:

= Sea A € 0(A). Como x = A es raiz del polinomio p(x) — p(A), tenemos
que p(x) — p(1) = (x — A)g(x). Asi p(A) —p(A) = (A — D)g(A) y como
(A—A)no tiene inverso, tampoco tendrd inverso p(A) —p(A). Es decir,
p() € a(p(A).

= Reciprocamente, sea u € o(p(A)) y sean Ay,..., A, las raices del
polinomio p(x) — p. Es decir, p(x) — yu = a(x — Aq)---(x = Ay). Si
A, ..., Ay ¢ 0(A), entonces para cada i € {1,...,n} el operador
(A — Al tiene inverso y por lo tanto

A - t=aA-A1) (A=A

Pero (p(A) — u) no es invertible, por lo que algtin A;, € 6(A). Luego
p(Ai,) — 1 =0, de este modo, u = p(A;,). Concluimos que

a(p(A)) C {p(A) e C: A € 6(A)}.

De estos dos puntos, tenemos la igualdad.

2.2.2.  Calculo Funcional.
Definicion 2.2.8. Sea A € B(H). El radio espectral de A es

R(A) := sup {|A]}.
Aea(A)

El radio espectral puede ser caracterizado de la siguiente forma.
Teorema 2.1. Si A € B(H), entonces R(A) = limnqmllA”II%.

Demostracién: Si A € o(A), entonces por el Lema 2.3 tenemos que
A" € o(A"). Esto implica que |A|" = |A"] < ||A"||. Por lo tanto, para todo
n € N se cumple |A| < IIA”II%. En particular,

1
R(A) < inf {||A" ?}.
) < mf {14’

Ahora supongamos que A € C con [A| > R(A), entonces la serie

Z ATMAN,

nelN
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n—-oo

converge absolutamente. En particular, A7"A" —— 0. Asi, existe np € IN
tal que para todo n € IN con n > ng se tiene ||A7"A"|| < 1. Esto implica que,

para todo n > ng se satisface ||A”||% < |Al. De donde se concluye que,

limsup [|A"||" < R(A) < inf {||A”||%} < liminf JA"|]" .
nelN n—oo

n—00

Por lo tanto, R(A) = limy_e||A"||7.

|
Corolario 2.2. Si A € B(H) es auto-adjunto, entonces R(A) = ||A]|.
Demostracién: Es claro que
Al = fla*a] = [l
Por induccién se puede mostrar que ||A2"|| = ||AJ[Z". Luego
R(A) = lim [|A%|F = .
|

Lema 2.4. Sea A € B(H) auto-adjunto. Si p(x) = ij:o a,x" es un polinomio en
C, entonces

llp(A)llBEry = sup [p(A)l.
Aea(A)

Demostracién: Como A es auto-adjunto, tenemos

N

PAY =P(A) = ) mA".
n=0

Luego,
IP(A)IP = lip(A)* p(All = IEp)(AI.
Como p(A)*p(A) = (pp)(A) es auto-adjunto, por el Corolario 2.2, tenemos

lpp) (Al = sup {|A]}.
Aea((pp)(A))

Asi, por el Lema 2.3 tendremos

2
sup {|Al} = sup {[pp(M)I} = [ sup {IP(/\)I}] :
Aea((Bp)(A)) Aea(A) Aea(A)

Teorema 2.2. Sea A un operador acotado y auto-adjunto en un espacio de Hilbert
H. Existe una tinica funcién C-lineal, ¢4 : C(0(A)) — B(H) satisfaciendo que
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1. ¢4 es un homomorfismo de dlgebras, es decir, si L5(a) es la funcion carac-
teristica en o(A) e Il es el operador identidad en H, se tiene que

Pa(la) =1L
Y para cualquier par f, g € C(c(A)) se tiene que

Pa(fg) = palf) o pa(g).

Para f € C(6(A)) se cumple pa (?) =da(NH)*.

Para toda f € C(0(A)),  lloa()Il = [Ifllo-

Para la funcion identidad 1, se tiene que P () = A.

Siexiste p € Hy A € C tal que Ap = A@, entonces para toda f € C(c(A))
se cumple que GA(f)p = f(A)p.

6. Para toda f € C(o(A)) se tiene o (pa(f)) = {f(A) : A € a(A)}.

7. Si f € C(0(A)) es tal que para todo x € R se tiene f(x) > 0, entonces
Pa(f) 2 0.

Para simplificar notacion escribiremos f(A) = ¢a(f).

A

Demostracién: Si p(x) = ZIn\’:O a,x" es un polinomio en C, entonces
definimos ¢a(p) := ZILO a,A". Por el Lema 2.4, tenemos que

llp(PlIpE) = [Plloo-

Como el dlgebra de polinomios tiene unidad, contiene los conjugados com-
plejos y separa puntos, por el Teorema de Stone-Weierstrass, el dlgebra de
los polinomios es densa en C(0(A)). Por lo tanto la funcién ¢4 se extiende a
una funcién ¢4 : C(6(A)) — B(H) continua. Las propiedades 1,2,3,4 y 5 son
claras por continuidad. Para mostrar 7 basta notar, si f > 0, entonces existe
una funcién g : C(6(A)) — R tal que f = g% De este modo ¢a(f) = da(g)?,
donde ¢4(g) es un operador auto-adjunto pues g(6(A)) C R. Por lo tanto,
en vista del Ejemplo 2.2.5, tenemos ¢(f) > 0.

finalmente, para mostrar 6, primero notemos que si A ¢ f(0(A)), entonces
esta bien definida la funcién g(x) = (f(x) — A)™' € C(6(A)) y satisface que
para todo x € 0(A) se cumple (f(x) — A)g(x) = 1. Por lo tanto

(f(A) = 1)g(A) = Ly(n)(A) = L.

Asi, A ¢ 0(f(A)). Desde que A es auto-adjunto, para todo polinomio p
tendremos que

p(A)*p(A) = pp(A) = pp(A) = p(A)p(A)*.
De este modo, el operador f(A) esnormal y también f(A)—A.SiA € f(o(A)),
entonces f(A) — A no es invertible. Como el operador f(A) — A es normal y
no invertible, existe una sucesién {a,},en C H tal que para todo n € IN se
tiene |la,l| =1y
n—oo

I(f(A) = Maull — 0.
Concluimos que A € o(f(A)) y por lo tanto

o (Pa(h) = {f(1) : A € a(A)}.
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2.2.3. Teorema Espectral.

Definicién 2.2.9. Sean A € B(H) un operador auto-adjunto y ¢ € H. Pode-
mos definir un funcional lineal en C(c6(A)) por

f Y, f(A).

Observemos que si f > 0, entonces por (7) del Teorema 2.2 tendremos
f(A) > 0. De donde concluimos que el funcional que hemos definido es
positivo segtn la Definicién 2.2.1. Por el Teorema de Riesz-Markov, existe
una unica medida py en el conjunto compacto (A) tal que

W, fA) = f R

Esta medida py es llamada la medida espectral asociada al vector 1.

Esta medida espectral nos permite extender el Teorema 2.2 al conjunto
B(R) de las funciones de Borel acotadas definidas sobre R. Sea g € B(R).
De manera natural podemos definir g(A) tal que se cumpla la igualdad

Wy gAY = f SO

a(

Luego la identidad de Polarizacién nos permite definir para todo i, € H
el namero (1, g(A)p), de donde se obtiene la definicién del operador g(A).
Formalmente tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.3. Sea A un operador acotado y auto-adjunto definido sobre un espacio
de Hilbert H. Existe una tinica funciéon C-lineal (]5 4+ B(R) — B(H) satisfaciendo:

1. 4 es un homomorfismo de dlgebras. Es decir, si 1. es la funcién constante
igual a 1 en todo R e 1 es el operador identidad en H, se tiene

Pa(l) =1L
Y para cualquier par f, g € B(R) se cumple

Pa(f8) = Pa(f) o Pa(®).

Para toda f € B(R) se tiene qAbA(f) = da(f)*.

Para toda g € B(R) tenemos que ||pa(9)l < lIg]lco-

Para la funcién identidad 1 se tiene ¢ 4(I) = A.

Si {fulnen C B(R) es una sucesion tal que para todo x € R se tiene que
fa(x) = f(x)yllfulllnen es acotado, entonces q5 A(fn) converge fuertemente
ada(f). R

Siexiste p € Hy A € C tal que Ap = A, entonces GA(f)p = f(A)gp.

7. Si f € B(R) es tal que para todo x € R se cumple f(x) > 0, entonces

da(f) = 0.
8. Si B € B(H) es tal que AB = BA, entonces G 4(f)B = Bda(f)

SN

*
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Para simplificar notacion escribiremos f(A) = Pa(f).

Demostracién: La demostracion es analoga a la del Teorema 2.2. La
unica parte no trivial es el punto 5. Considere {f;},en € B(R) una sucesién
tal que para todo x € R se tiene que f,(x) = f(x) puntualmente y {|| fu|l}nen
es acotado. Luego, para todo x € H tenemos que

6, (FulA) — FA) = f P Fda)

Por el Teorema de la Convergencia Dominada tenemos que esta integral
converge a cero. De esta forma tenemos que para todo x € H

n—00

I1fn(A)x = f(A)x]| — 0.

Concluimos que f,(A) > f(A).
u

Definicién 2.2.10. Sea A un operador acotado y auto-adjunto. Sea QO C R
un conjunto de Borel. Si 1 es la funcién caracteristica de €, entonces 1(A)
es llamada la proyeccién espectral de A en el conjunto (2 y se denota por
Pq.

Para ilustrar este concepto veamos el siguiente.

Ejemplo 2.2.10. Si A : C" — C" un operador lineal auto-adjunto, entonces

.....

es una matriz tal que A = Al = (@ji)i,je(1,...,ny- En vista del Ejemplo 2.2.8, tenemos
que
0(A) = {A € C : A es valor propio de A}.
Como el operador es auto-adjunto, por la Proposicion 2.6, tenemos que
a(A) c [-lIA[l [|A]] € R.

Sea 0(A) = {ay,...,an}, donde los valores propios posiblemente estin repetidos.
Sean a;,, ..., a;, C 0(A) los valores propios distintos de Ay para todok € {1, ..., d}
denotemos por P;_a la proyeccion en el espacio propio asociado el vector propio «;,.
Luego podemos escribir

d

A= Z aikpik-

k=1
De alli, es claro que para todo o € R se tiene que

H(_oo,a](A) = P(_oo,a] = Z aikPik.
aikkSa

En vista de que la funcion I_, o), satisface que para todo x € R se tiene

H(—oo,a] (X)2 = H(—oo,a] (X) = II("(—oo,oz]'
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La proyeccion espectral cumple

P2

(—oo,a]

= P_coa) = P}

(—OO,Q] ’

Para x € C" fijo, la medida espectral asociada, L1y, satisface

(x, P(—oo,a]x> = <P(—oo,a]x/ P(—oo,a]x> = ”P(—oo,a]x”2~
Y por definicién,

@Hmm@=fémmm®mM®:WWWAh

Concluimos que pi((—00, a]) = ||P(—co a1xII*.

Proposicion 2.7. En el contexto de la definicion anterior, sea § una laguna del
espectro de A. Para todo x,y € g se tiene que P(_o x) = P(—co,y)-

Demostracién: Basta observar que, si ¢ es una lagunay x,y € g, en-
tonces las funciones 1(_ ) ¥y 1(-«,y) coinciden en el conjunto o(A). de esto
se concluye que P(_w x) = P(-oo y)-

Proposicion 2.8. La familia {Pq}qcr porel de proyecciones espectrales de un oper-
ador acotado y auto-adjunto, A, satisface las siguientes propiedades:

1. P2 = Po =P,

2. Existea € R tal que P(_co 4y = 0.

3. Existea € R tal que P_; 5 = 1.

4. Si Q= Uyen Qn con Q, N Qy, = 0 para m # n, entonces

N
PQ = S_I\lli—rgo(zllpgn]'
n=

5. PQl o PQZ = PQIQQZ.
6. Si () C )y, entonces Pq, < Pq,.

Demostracién: En vista de que las funciones caracteristicas toman val-
ores reales en el conjunto {0, 1}, tendremos que para cualquier conjunto de
borel Q) se cumple

17 =1 = 1.
De donde se concluye 1.
Como el operador es acotado, por la Proposicién 2.4 tenemos que existe
a € R tal que 0(A) C [—a,a]. Por lo tanto basta escoger a; < —a y ax > a para
tener P_co0,) = 0y P(_g,4,) = I. Concluyendo asi 2y 3.
El punto 4 es consecuencia directa del Teorema 2.3. Pues, sea Q = |, Qn
con Q, N, = @ para m # n. La sucesion
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FiGgura 6. Mezquitas.

es tal que, ]].Ull\llﬁn — 1o puntualmente y el conjunto {|’]1UN10"” ‘ne IN} es
acotado. Asi, en vista de la propiedad 5 del Teorema 2.3, tendremos que

N
Z PQn] .
n=1

PQ:S— lim

N—ooo

Para mostrar 5, basta observar que
Q= {Q1 \ (Q1 N )} U N D).
Luego, 1o, = 1g,\(,nQ,) + 1(Q,nq,)- De donde tenemos que

1o,10, = 1o,10,\(Q,n0,) + 1a,1Q,n0,)-

Como 1g,10,\(,nq,) = 0, se concluye que Pq, o Pq, = Po,nq,-
Analogamente a como mostramos 5, sea ) C £); y escribamos
Qp = (02 \ Q1) U Q4. Luego

1o, = Lioa) + 1oy
Por lo tanto, 1, — g, = 1(g,\q,), de donde se concluye que
Po, = Po, = Po,\q, 20,

porla propiedad 1 de esta proposiciéony el Ejemplo 2.2.5. De esto concluimos
6 en la proposicion.
u

2.3. Sistemas de embaldosados. En esta seccién trataremos de entender
lo que es un embaldosado y su estrecha relacién con los cristales y cuasi-
cristales. El problema de embaldosar un espacio es mds antiguo de lo que
se cree, pues ya en los siglos XII y XIII D.C. los musulmanes adornaron las
paredes y los techos de sus mezquitas con complejos embaldosados, como
lo muestra la Figura 6.

En los afios 60 el matematico y filosofo Hao Wang comenzé a estudiar
los embaldosados del plano con cuadrados pintados de distintos colores,
ver Figura 7. Se preguntaba principalmente si existia algtin algoritmo que
permitiera saber si, dado un conjunto de baldosas y uno de reglas para
pegar estas baldosas, se puede embaldosar el plano, R?. En el caso de la
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Ficura 7. Las 13 baldosas de Culik.

recta real, Wang mostro en su articulo [28], que existia tal algoritmo. Esto lo
hizo asociando un grafo dirigido, de la manera siguiente. Consideremos una
baldosa en IR como un subconjunto cerrado y conexo, es decir un intervalo
cerrado. Sea A un conjunto finito de baldosas distintas, es decir intervalos
cerrados de largo distinto o del mismo largo pero le asighamos un color
diferente a cada uno de tal manera de diferenciarlos. Consideremos un
conjunto de reglas para pegar estos intervalos, por ejemplo;

”Los intervalos de color verde solo pueden estar al lado de
uno de color azul.”

Luego construimos un grafo dirigido, apartir de los conjuntos de baldosas y
de reglas, de la siguiente forma. Por cada elemento a € A consideramos un
vértice ,v,. Siunintervalo a puede estar ala derecha de uno b, entonces hace-
mos una flecha dirigida desde el vértice v;, hasta el vértice v,. De este modo,
Wang probo que el problema de embaldosar la recta real era equivalente a
encontrar un camino infinito en tal grafo. Para el caso del plano, Wang solo
pudo mostrar que si existia tal algoritmo, entonces cada vez que se pudiera
embaldosar el plano, también se podria hacer de manera periddica.

En el afio 1966, su alumno Robert Berger encontré una coleccién de
20.426 baldosas del tipo Wang, aunque luego reduciria este conjunto a
104 baldosas, que permitian embaldosar el plano siempre de manera no
periddica, Ver [4]. En 1996, el matemdtico Karel Culik II mostré que solo
sonnecesarias 13 baldosas del tipo Wang para construir un embaldosado no
periddico, ver Figura 7. De esta manera, el descubrimiento de Berger maés
el resultado de Wang, mostré que tal algoritmo no existia en el plano. Sin
embargo, los embaldosados no periédicos despertaron la emocién de los
cientificos recién en los afios 80, cuando un grupo de fisicos dirigidos por
Dany Shechtman logran, por medio de enfriamiento rapido, solidificar la
aleaciéon de Aluminio y Manganeso antes de que esta se cristalice, Ver [10].
Este hecho causé mucho revuelo pues, al impedir que el solido se cristalice,
este arrojo un patrén de difraccién por electrones que tenia una estructura
ordenada pero no periddica, ver Figura 8. Este hecho rompia los principios
de la cristalografia convencional que solo crefa en estructuras ordenadas y
periddicas, surgiendo asi para la ciencia el concepto de cuasi-cristales. Esto
abri6 las fronteras de la cristalografia y reformulo sus principios.

Pero que relacion tiene los cristales y los cuasi-cristales con los embal-
dosados?. Estos estdn muy ligados, pues los cristales y cuasi-cristales son
objetos puramente geométricos y existe una forma clara y fiel de asociar un
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Ficura 9. Construcciéon celdas de Voronoi.

embaldosado a un cristal o cuasi-cristal, llamado celdas de Voronoi. En el
plano, se comienza con el enrejado £ que define el cristal o cuasi-cristal por
medio de su patrén de difraccién y se consideran los vectores generadores
de este enrejado, supongamos 07, v (ver Figura 9.1). Luego para un punto
x € L se trazan las rectas paralelas a los vectores v1,7; que pasan por el
punto x. En el punto medio de los segmentos, de esas rectas, que unen el
punto x con los puntos del enrejado mds cercanos a x, que estdn sobre estas
rectas, se trazan rectas perpendiculares a estos segmentos(ver Figura 9.2).
Asi se define la celda de Voronoi en el punto x como la regién encerrada por
estas perpendiculares(ver Figura 9.3). Otra definicién mucho maés simple
es: la celda de Voronoi en el punto x € L es el conjunto

{y € R" : Paratodoz € L se tiene ||y — x|| < [ly —z|l} .

Para obtener mds detalle acerca de la relacién entre embaldosados y cuasi-
cristales, los invitamos a leer [25]. Para tener mds detalles sobre la teoria de
embaldosados recomendamos [26] y [22].

2.3.1. Conceptos bdsicos.

Definicién 2.3.1. A un conjunto ¢t C IR" lo llamaremos baldosa en R" si es
homeomorfo a la bola unitaria cerrada de IR", que denotamos por By. En
algunas ocasiones una baldosa en R" es considerada como un par t = (', ),
donde t’ es un conjunto homeomorfo a B; y I es una etiqueta o color. En tal
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Ficura 10. Baldosas equivalentes y baldosas no equivalentes.

caso llamaremos a t una baldosa etiquetada de IR". En general llamaremos
a una baldosa de R", etiquetada o no, simplemente baldosa, a menos que
no esté clara la dimensién d del espacio al que pertenece.

Observacion 2.3.1. 1. La palabra baldosa es la traduccion de la palabra tile
del inglés .
2. La definicion de baldosa se puede generalizar pues no necesariamente debe
ser homeomorfa a By. Ver por ejemplo [26]. Sin embargo, en este texto
nosotros nos limitaremos a la Definicion 2.3.1.

Ejemplo 2.3.1. Todo poligono regular es una baldosa en R2.

Definicién 2.3.2. Dos baldosas t,r C R" se dicen equivalentes si f es un
trasladado de r por algtn vector de IR". En el caso de que t,r C IR” sean
baldosas etiquetadas, digamos t = (t',11) y r = (+/, I2), diremos que éstas son
equivalentes si t’ es un trasladado de 7’ por algtn vector en R” y si ademads
ll = Zz.

Ejemplo 2.3.2. Sea t un cuadrado de lado 1. Supongamos que a denota el color
azul y que v denota el color verde. Ver Figura 10.

» Sit tiene un vértice en el origen y r = t + (3,3) es un cuadrado de lado
1 con un vértice en el punto (3,3) € R?, entonces claramente t y 1 son
baldosas equivalentes.

» Sity = (t,a) es un cuadrado de lado 1 pintado de color azul con un vértice
en el origen y ty = (t + (3, 3),v) es un cuadrado de lado 1 pintado de color
verde con un vértice en el punto (3,3) € R?, entonces t y ¥ no son baldosas
equivalentes pues tienen etiquetas distintas.

Definicién 2.3.3. Sea A un conjunto de baldosas no equivalentes entre si.
El soporte de a € A es el conjunto

SUPP@):={xeR":x €a}.
Sia = (a,]) € Aes una baldosa etiquetada. Su soporte estd definido como
SUPP(a) = SUPP(a1) := {x e R" : x € m;y}.
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Ficura 11. Ejemplos de motivos.

Definicién 2.3.4. Un parche o motivo en R" es una coleccién finita P de
baldosas de IR" tales que para todo par de baldosas distintas t,#' € P se tiene
™ INT(SUPP(t)) N INT(SUPP(t')) = 0.
Dado un motivo P en IR”, el conjunto

SUPP(P) = U,epSUPP(a)
serd llamado el soporte del motivo P.

Observacion 2.3.2. = Un motivo puede ser conexo o no.
» Las palabras parche o motivo son utilizadas como la traduccién al castellano
de la palabra en inglés patch.

Definicién 2.3.5. El didmetro del motivo P es el didmetro del soporte de P
y lo denotamos por DIAM(P).

Observacién 2.3.3. La definicién de baldosas equivalentes se puede extender a
motivos.

Definicion 2.3.6. Un embaldosado en R"” (con d > 1) es una coleccién
numerable T de baldosas de IR" que verifican:

= R" = {J,r SUPP(H).

» INT(SUPP(t)) \INT(SUPP(t')) = 0, parat,t’ € Tcont # .

Definicion 2.3.7. Sea T un embaldosado de IR".

1. Un motivo del embaldosado T es una coleccion finita de baldosas P
de T tales que para cualquier par de baldosas distintas ¢,t' € T N P
se tiene que INT(SUPP(t)) N INT(SUPP(t')) = 0.

2. Sear > 0. Denotaremos por T N B, al motivo maximal, con respecto
a la inclusién de sus soportes, del embaldosado T contenido en la
bola B,.

Definicién 2.3.8. Sea v € R". Llamaremos traslacién del embaldosado T
por 7 al embaldosado

T-0={t-0v:teT},
donde t-vesigual a (SUPP(t1)—7, 1), sit = (t1,1) es unabaldosa con etiqueta.
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Ficura 12. Ejemplos de embaldosados.

Definicién 2.3.9. El grupo de traslacién de un embaldosado T es el sub-
conjunto de R"

Yr={deR":T-0=T}.
Ejemplo 2.3.3. Si T es el embaldosado de R? formado por cuadrados de lado 1 con
vértices en el conjunto {(n, m) € R? : n,m € Z}, entonces

Yr=2ZXxZ.

Definicién 2.3.10. Un embaldosado T de IR" se dice periédico si su grupo
de traslacién es un enrejado. Lo llamaremos aperiédico si Y1 = {6}

Observacion 2.3.4. Siel grupo de traslacion de un embaldosado tiene por lo menos
un vector no nulo y menos de d vectores linealmente independientes, entonces
diremos que el embaldosado es no periédico.

Definicién 2.3.11. Sea A una coleccién de baldosas no equivalentes entre si.
Denotaremos por X # al conjunto de todos los embaldosados cuyas baldosas
son equivalentes a algtin elemento de A.

Observacion 2.3.5. Podriamos tener Xz = (. Por ejemplo, si
A = {B¢} con € fijo, ver Figura 13, entonces Xz = 0.

Tomando en cuenta esta observacion, en adelante asumiremos que
Xa # 0.

Sea A una coleccién finita de baldosas no equivalentes entre si. Sobre X #
actia R"” como grupo aditivo por traslacion:

p:R'"XX7g— Xa
@ 1) - p(1) =T~
Asi (X4, R", p) es un sistema dindmico.
Ahora definiremos una topologia en X # con respecto a la cual cada funcién

p? es un homeomorfismo. En esta topologia, dos embaldosados Tq, T> € X#
estadn cerca si existe 9] € B, con € pequeiio, tal que

(Ty —91) (N B1 = T2\ Bu.
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Esta topologia serd inducida por una métrica que introduciremos a conti-
nuacioén de la siguiente notacién.

Ficura 13. Conjunto de baldosas con Xz = 0.

Definicién 2.3.12. Sea A una coleccién de baldosas no equivalentes entre
si. Sean K € R" compacto y T € X 4. Definimos T[[K]] como el conjunto
de todos los motivos P tales que K € SUPP(P). Escribiremos T[K] para el
motivo més pequefio del conjunto T[[K]], es decir;

TIK]:={teT:tNK =+ 0}.

Definicién 2.3.13. Sea A un coleccion de baldosas no equivalentes entre si.
Para Ty, T € X 4 definimos

(21) d(Ty,T,) = inf{0 < r: existen Py € Ty [[B%” yPeTs [[B%]],

para los cuales existe 7 € B, tal que P; — ¥ = P5}.

(2.2) d(Ty,T) = min {% d(Ty, Tz)} )

Proposicién 2.9. Sea A un coleccion de baldosas no equivalentes entre si. La
ecuacién 2.2 define una funcién

d : XgaxXqg — R*
(T, T2) = d(Tq,T»)

que es una distancia en el conjunto X con la cual el espacio métrico (Xa,d) es
completo. A esta distancia le llamaremos distancia de embaldosados.

Demostracién: Claramente d satisface las propiedades
d(Th, T2) = d(T>, T1)
d(Ty,T,) > 0.
T1 = Ty implica d(T1,T2) =0
Supongamos que d(T1, T2) = 0 entonces para todo n € IN existen motivos
P1s € Th[[Bu1ly Pay € Tol[Byll
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Ficura 14. En azul los motivos del embaldosado T, en ro-
jo el motivo del embaldosado T3 y en verde el motivo del
embaldosado Tj.

para los cuales existe 7 € B; satisfaciendo que
n

Pl,n - ’(’7: P2/n.

A medida que 7 crece, los motivos P ,, P>, tienen soportes més grandes, y
la perturbacion 7 admitida es mds pequefia, se concluye que Ty = T.

Para concluir que d es una métrica solo nos falta comprobar la desigualdad
triangular. En efecto; sean Ty, To, T3 € X # y mostremos que

d(T1,T3) < d(Ty, Tz) + d(T2, T3).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que a’ = d(Tq, T2) y b’ = d(T3, T3)
satisfacena’ < b’.
sia +b > g, por definicién

2
d(T1,T3) < \/7— < d(Ty, T2) + d(T2, T3).
S ’ ’ \/E
upongamos ahora que a’ + b’ < ==.
Tomemos 0 < € < g — (@ +0b’)ydefinamosa=a"+5yb=1"0"+5. Luego

d(T1,T2) < ay d(T2,T3) < b. Por definicién de la funcién d tenemos que
existen motivos

P, eT; [[B%]], PyeT, [[B%”, P, €T, ||B%H, P} € T; ||B%H
y también t,s € R", con ||| < ay [Is|| < b, tales que
p'(P1) = P2y p°(Py) = Pj.
Ver Figura 14. Definimos

P)=P,NP), PY=p(P)cP, PJ=piP).
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Ficura 15

En vista de que a < b, se tiene

PgETz

[B
B

|
g

P(l)ETl[

penfs,. ]|

Esto implica que existe un motivo P = Pg € Tz[[B% 1] tal que Pg =P-s,de

donde Pg € T3[[B 1 1. Ademas

p~ (P = p7'(P)) =PY, donde ||t +s|l < |IH] + lIsll < a +b.

Luego P? v P? son motivos de T3 y Ty respectivamente, que son iguales
g0 I3 y Iy y P q g

en una bola de radio ﬁ, salvo una traslacion de norma menor 6 igual a
(a + b). Ver Figura 15.1. De esta forma, para concluir que d(Ty,T3) <a+0b,

solo bastaria mostrar que

Ver Figura 15.2. En efecto, como 0 <a < b <

V2

2

2 _ 1
tenemos queab < § =3y

b? < %, de este modo ab + b? < 1. Por lo tanto, a(ab + b?) = (a’b + ab?) < a.
Luego0 <b <a+b—a?b—ab® = (a+b)(1 - ab), lo que implica que

1 1—ab

0< < =

De esto sigue que B 1 C B% +t.

a+b

a+b b b
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Hemos mostrado que existen motivos

PeT ”B%H yP3eTs [[B%H

tales que p‘(”s)(Pg) = P(l) con ||t + s|| < a+ b, de donde sigue
d(Tl, T3) <a+ b= d(Tl, 1)) + d(Tz, T3) + €.

Y como € es arbitrariamente pequefio, se tiene la desigualdad triangular.
Veamos ahora que el espacio X# con la métrica de embadosados es com-
pleto. Sea {T},en C X4 una sucesiéon de Cauchy de embaldosados. Sea

{enlnen € R™ tal que
Y o<

neN
Como la sucesion es de Cauchy, para todo n € IN existe m,, € IN tal que para
k,1 > m, se tiene que
d(Ty, T)) < ey.
Definamos s, = d(Ty,, Tm,,,) +27". Asid(Ty,, T
la métrica, existen motivos

roet oy ]

Fid .
tales que P, —t, = P;, paraalgtn t,, € B;,. Tomando subsucesiones, podemos
asumir que

) < sy. Por definicién de

n+1

N
P;an+lyPn_tn§Pn+l'
N
Sea 7, = Y.;., t- Luego
N
Pn_?n:Pn_tn_?nHgpn+1_7n+1-

Por lo que {P), — 7;}neN €s una sucesion de motivos crecientes. Asi
T = Uyen(Pr — 7) s un embaldosado de X, tal que d(T, Ty,,) — 0 cuando
n — oo. De este modo {T,},eN €s una sucesion convergente en X4.

Corolario 2.3. (X4, R", p) es un sistema dindmico topolégico con X # completo, y
p: R"x Xq — Xa unaaccion tal que p° es un homeomorfismo, para todo 7 € R™.

Demostracién: En vista de la proposicién anterior, X# es completo.
Entonces solo basta mostrar que R" acttia por homeomorfismos. Como
para cada ¢ € R" tenemos que

pPop (T =T =p7opi(T),

es decir que p o p~? es la funcién identidad en R", es suficiente demostrar

que para todo 7 € R" la funcién p” es continua. Sean 7 € R", T € X# y € > 0.

Consideremos
€

6 < ——.
1+ elfdll
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Afirmamos que si d(T,T’) < 0 entonces d(pﬁ(T), pﬁ(T’)) < €. En efecto, Si
d(T, T") < 6, existen motivos P € T”B %H yP eT [[B %” para los cuales
existe un vector @ € B satisfaciendo P = P’ —@. Luego, P — 7 = (P’ — 9) — @.
Dado que % — 19| > %, tendremos que

(P—z?)e(T—z?)”Bl”, (P’—z?)e(T’—z?)HB%H y @eByCBy.

Por lo tanto, d (pﬁ(T), pa(T’)) < €. En otras palabras, pz7 es continua en T.

Como T es arbitrario concluimos que p” es continua en X .
u

Definicién 2.3.14. Sea A un conjunto finito de baldosas no equivalentes
entre si.

1. Se dice que X C X4 es un espacio de embaldosados si X es cerra-
do e invariante por la accién p. En este caso, el sistema dindmico
(X, R", px) sera llamado sistema de embaldosados.

2. Si X € X7 es un espacio de embaldosados, diremos que el motivo P
es X-admisible si P es un motivo de algtin embaldosado T € X.

3. Diremos que un embaldosado T € X # tiene complejidad local finita
(FPQC), si para todo R > 0, existe un ntimero finito de motivos P de T
con didmetro menor o igual a R médulo equivalencia.

4. Un espacio de embaldosados X tiene complejidad local finita (FPC)
si para todo R > 0, hay un ntimero finito de motivos
X-admisibles que tienen didmetro menor o igual a R médulo equiv-
alencia.

Ejemplo 2.3.4. Si A es la coleccion de poligonos requlares de lado 1, entonces los
embaldosados T € X # cuyas baldosas se tocan lado a lado, tiene complejidad local
finita. Sin embargo X no tiene complejidad local finita. Pues basta considerar un
embaldosado Ty € X7 cuyas baldosas no se toquen lado a lado, y claramente Tq no
tiene FPC. Por lo tanto X # no tiene FPC, Ver Figura 16

leg }52 }53 ...... >

Ficura 16. Embaldosado sin FPC.
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Ficura 17. Embaldosado T y su casco continuo Q.

Definicién 2.3.15. Sea ‘A una coleccién de baldosas no equivalentes entre
siy sea T € X4. Llamaremos el casco continuo de T al espacio de embal-

dosados .

Qr = {piT) : Fe R},

donde la clausura se toma con respecto a la métrica de embaldosados.

En el contexto de la definicién anterior, es claro que los motivos P que
son Qr-admisibles son todos los motivos del embaldosado T'. Por esta razén
tenemos lo siguiente.

Proposicion 2.10. T € X # tiene FPC si y solo si Qr es un espacio de embaldosados
con FPC.

Definicién 2.3.16. Decimos que T € X 4 es repetitivo, si para todo motivo
P en T existe Rp > 0 tal que para todo x € IR” un motivo equivalente a P
aparece en B(x, Rp) N T.

2.3.2.  LaTransversal. Entoda esta seccién A denota una coleccién finita de
baldosas no equivalentes entre si y centradas, segtin la siguiente definicién.

Definicién 2.3.17. Diremos que una baldosa a € A estd centrada en 0,
si 0 € INT(SUPP(a)). Si T € Xa es un embaldosado de R" y t € T es
una baldosa, entonces diremos que el centro de t es aquel vector v € R"
satisfaciendo t = a + U para algun a € A. Para t € T denotaremos por
x(t) € R" al centro de la baldosa ¢.

Definicién 2.3.18. Sea X C X # un espacio de embaldosados. Definimos la
transversal de X como el conjunto

F:{TeX:existeteT,x(t):6€R”}QX.

Observacion 2.3.6. Sea I la transversal de un embaldosado Ty.
» Para todo T € X tenemos que para cualquier baldosa t € T

T—x(t) eT.

» La transversal en un subconjunto cerrado de X.
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Demostracién: Ya que para todo T € I existe 6 > 0 tal que

B(T,6) c I'*. En efecto; sabemos que para todo t € T, se tiene que x(f) # 0.
Es decir, que el origen en el embaldosados T no coincide con el centro de
alguna baldosa de T. Escogiendo

0 =MIN{lx@t)ll : t € T} >0,
tenemos que para todo 0 < 61 < 0 se cumple
B(T,61) c I*.

Por lo tanto I'¢ es abierto.
||

-

Sea P un motivo X-admisible tal que para algtn t € P se tiene x(t) = 0. Es
decir P esta centrado en cero. Definimos

Cp={TeX:PCT}CT.

Notemos que Cp es cerrado en X. En efecto; sea T € C;. Si T no contiene
ningun trasladado de P, claramente B(T, %) C C;.

Por otra parte, si existe ¥ € R" tal que P— ¢ C T, entonces ¢ # 0 pues T € C5,.

Ikl
2

Luego, si tomamos cualquier 0 < 6 < 5, claramente tendremos

B(T,8) € C5.

Por lo tanto, C; es abierto. De esto se deduce que Cp es cerrado.

Pero Cp no es abierto en X. En efecto,sean T € Cp, 0 < 6 < % y0<061 <0

tales que Bs, € SUPP(P). Para ¢ € R" satisfaciendo [[v]] < 61, tendremos
que T — 7 € B(T,6). Ademés T — U ¢ Cp, pues el centro del trasladado de P
que aparece en T — ¥ esta en SUPP(P) y es distinto del centro que fijamos
inicialmente para el motivo P. De esto concluimos que

B(T, 5) ¢ Cp.

En otras palabras, ningtin T € Cp es un punto interior de Cp, por lo tanto, Cp
no es abierto. Sin embargo, con respecto a la topologia inducida en I por la
métrica de embaldosados los conjuntos Cp son abiertos-cerrados. Para esto,
basta observar que los conjuntos Cp son abiertos con respecto a la topologia
inducida en transversal. Sea T € Cp y mostraremos que existe 6 > 0 tal que

B(T,6)NT c Cp.
Denotemos por
R=inf{r>0:PcB,} y R =min{|x(t)||:te P con [t +0}.

Afirmamos que B (T, min {%, R’}) NT c Cp. En efecto;
Sea T’ € B(T,min{%,R'})NT
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<R/, como d(T, T’) < £, existe 7 € R" con ||d]| < % tal que
TNBg= (T’ﬂBR)+Z7.

Pero como ||7]| < % < R/, tendremos ¥ = 0. Luego, T N Bg = T" N B
lo que implica P C T’. En particular, T” € Cp.
= siR’ < %, como d(T,T’) < R’, existe 7 € R" con ||d]| < R’ tal que

TﬂBi:(T’ﬂBi)+5}.
Y Y

==

m Si

Pero por la definicién de R’, tenemos que ¢ = 0.
Luego TN Br = T" N Br, y como R’ < %, en particular P C T’. Es
decir, T’ € Cp.

Asi concluimos que los conjuntos Cp son abiertos cerrados con respecto a
la topologia inducida por la métrica de embaldosados enT.

Proposicién 2.11. Los conjuntos Cp son una base de la topologia inducida en T’
por la métrica de embaldosados.

Demostracién: Sea T € I' y r > 0. Solo es necesario mostrar que existe
un motivo P, I'-admisible y centrado en cero, tal que

TeCpcB(T,r)nT.

Claramente P =T [B 2 ] es un motivo centrado en cero, para el cual tenemos
que T € Cp. Consideremos T’ € Cp. Luego P C T’ y ademas

T[B,]=T'[B.].
Por lo tanto, existen motivos

Pr=T[B|eT|[By]| y P.=T[B,]eT[B]]

para los cuales Py = P, + 0.Como 0 € B,, concluimos que d(T, T’) < r. Por lo
tanto, T € Cp C B(T,r) N T.

Como la transversal I' del espacio de embaldosados X tiene como base
de la topologia inducida por la métrica a conjuntos abierto-cerrados, I' es
totalmente disconexo.

Observacion 2.3.7. Si X posee un embaldosado aperiddico, digamos T, entonces
la transversal es un conjunto a lo menos numerable. Ya que por la Observacion
2.3.6 el conjunto {T — x(t) : t € T} esta contenido en I y como el embaldosado es
aperiodico, tenemos que para t,t’ € T con t # t’ se satisface que T —x(t) # T —x(t').

De la Observacién 2.3.7 deducimos que si (X, px) es un sistema de em-
baldosados minimal, compacto(mds adelante veremos que X compacto es
equivalente a que X satisfaga FPC) y que contiene un embaldosado aperiédi-
co, entonces la transversal I' es un conjunto de Cantor. Y la ausencia de
puntos aislados estd garantizada por la minimalidad del sistema y por la
existencia de un embaldosado aperiédico. Ademds si X es compacto, al ser
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I' cerrado en X también serd compacto. Luego, por la Observacién 2.3.7,
tendremos que si X posee un embaldosado aperidédico entonces I' serd un
conjunto a lo menos numerable, compacto y sin puntos aislados. Es decir,
I' serd un conjunto de Cantor.

2.3.3. Principales resultados.

Teorema 2.4. Sea A una coleccion finita de baldosas no equivalentes entre si, y
sea X C Xz un espacio de embaldosados. Entonces

X es compacto siy sélo si X tiene FPC.

Demostracién: Esta demostracion se basa en el hecho de que el espacio
X7 es un espacio métrico completo. Por lo tanto, X C X # es compacto si y
solo si X es totalmente acotado. De este forma, basta mostrar que

X es totalmente acotado si y sé6lo si X tiene FPC.

Primero, supongamos que X es totalmente acotado. Sea R > 0. Vamos a
mostrar que solo hay un nimero finito de motivos (médulo equivalencia)
de didmetro menor o igual a R en los embaldosados de X.

Como X es totalmente acotado, dado € = 2, existen

Rl
Ty,..., T, € X tales que
n
xc| JBe),
i=1

donde B(T;,€) ={T € X : d(T, T;) < €}.

SeaT € Xy P C Tunmotivoen T con didmetro menor oigual a R. Llamemos
Tp a una traslaciéon del embadosado T, tal que un trasladado del motivo P
esté al centro de Tp y esté contenido en Bg. Entonces por lo anterior, existe

i€f{l,..., n}tal que
Tp € B(Tj, €).

Por lo tanto, el motivo P es el mismo (médulo equivalencia) que algin
motivode T;enlabola B = B§+€.

Asi, como existe un ntiimero finito de motivos P’ C T; N B% se concluye

+e’
que existe un nimero finito de motivos de didmetro menor o igual a R, a

saber la unién sobre i € {1, ...,n} de los motivos en
T;N B%+€.

Por lo tanto X tiene complejidad local finita.

Reciprocamente, supongamos que X tiene complejidad local finita (FPC).
Nuestro objetivo es mostrar que X es totalmente acotado. Sea € > 0 y con-
sideremos R = % + 21, donde 1) es el didmetro maximo de una baldosa en A.
Por la propiedad de complejidad local finita, existe solo un ntiimero finito
de motivos, médulo equivalencia, con didmetro menor o igual a R. En par-
ticular, existe un nimero finito de motivos Py, ..., P, en los embaldosados
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de X tales que para todoi € {1,...,n} se tiene
2
p < DIAM(P;) < R.

Paracadai € {1,...,n}, tomemos un embaldosado T; € X tal que
P; c T; N Br(0).

Como la bola cerrada B;(0) es compacta, existe un ntiimero finito de bolas
By, ..., By deradio € y centros vy, ..., 0y, respectivamente, que cubren B, (0).

Consideremos todos los trasladados de T; por un vector de la familia {vi};‘:l,
y llamemos T; ; = T; — v;. Afirmamos que

XC U?:l Ul;.zl B(Ti’]', €).

Sea T € X, y escojamos un motivo P € HB; H tal que DIAM(P) < R. Luego,
existenip € {1,...,n} y v € B;(0) tales que
P= Pio + 0.
Claramente T € B(Tj,,17). Como B,(0) € UI;:1 Bj, tenemos para algin
jo € {1, . ,k} que d(T, Tio;jo) < E.

Porlo tanto, T € B(Tio,jol €), de donde concluimos que

Xc CJ LkJ B(Tl‘,j, €).

i=1 j=1
|
Esto demuestra que en el espacio de embaldosados X# todo X C X4
cumple que
X es compacto si y s6lo si X es totalmente acotado si y sélo si X tiene FPC.
Teorema 2.5. Sea A una coleccion finita de baldosas en IR", no equivalentes entre

si. Sea X7 su espacio de embaldosados asociado. Si To € Xz es un embaldosado
satisfaciendo FPC entonces

(Qr,, p) es minimal si y sélo si Ty es repetitivo.

Demostracion: Primero supongamos que (Qr,, p) no es minimal. Luego,
existe un embaldosado T € Qr, tal que su 6rbita

o(T) = {p’(T) : Fe R"}
no es densa en Qr,. Por lo tanto, existe Ty € O, y € > 0 tales que para todo
7 € R" se tiene la condicién
p%(T) ¢ B(T4, €).

En particular, existe Ny € N tal que para todo n > Ny y para todo 7 € R" se
cumple que

o%(T) ¢ B (Tl, %)



41

Consideremos el motivo P = Ty [B € ] Existe @ € R" tal que P ¢ Ty. Como
0
T € Qr,, existe {x,},en C R" tal que

T = lim Ty + xy,.

n—-0o

Asi, para todo R > 0 existe g € N tal que para todo i € R"
P+y ¢ (To—xn,) N Br.

Por lo tanto, Ty no es repetitivo.

Supongamos ahora que Ty no es repetitivo. Construiremos un embaldosado
T" € Qr, que no tiene 6rbita densa. De este modo (Qr,, p) serd un sistema
dindmico no minimal.

Como Ty no es repetitivo, existe P C Ty motivo y una sucesion {x,},en C R”
satisfaciendo que para todo n € IN, ningtin motivo equivalente a P aparece
en B(x,,n) N Ty. Para cada n € IN, podemos escoger

T, € B(T — x,,, n).

Asi, ya que (Qr,, d) es un espacio metrico completo, {T,},en C Qr, tiene un
punto de acumulacién, digamos T” € Qr,. Luego, por construccién O(T”) no
es densa en Qr,, pues P no aparece en T”. De esto se concluye que (Qr,, p)
no es minimal.

|

De los Teoremas 2.4 y 2.5, se tiene el siguiente.

Corolario 2.4. Si T es un embaldosado que tiene FPC, es repetitivo y aperiddico,
entonces su transversal I't es un conjunto de Cantor.

Definicién 2.3.19. Sea (X, G, a) un sistema dindmico, donde (X, X) es un
espacio de medida y G un grupo actuando en X porla acciona : GXX — X.
Una medida p en X se dice G-invariante, si para todo g € G y para todo
A € X se tiene que

(e (A)) = pu(A).
Definicién 2.3.20. Sea A una coleccién de baldosas no equivalentes entre
si. Una medida u definida sobre los boreleanos B(I') de la transversal
I' € X4, es llamada medida transversa si p : B(I') — R, es una medida
satisfaciendo que para todo A C B(') y 7 € R" para el cual A — 7 € B(T), se
cumple que (A —9) = u(A).
Teorema 2.6. Sea A una coleccion finita de baldosas en R" no equivalentes entre
si. Sea u una medida invariante en el sistema de embaldosados X C X #.
Sea n € R* — {0}, tal que para todo a € A se tiene B, C SUPP(a). Para todo
U € B(I'), y para todo 6 C By, existe ur(U) € R, satisfaciendo

uU+6)

VOL@) pr(),

donde U+0={TeX:T=T +7dconT € U,7e 0O}
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Demostraciéon: Fijemos U € B(I). Definamos una medida de Borel en

la bola B;, por
pu B,7 - R,
E - ulU+E).

Por otra parte, si tenemos T € I'y v € By, tales que T — v € I, entonces
v = 0. De esto se deduce que, si E1, Ex C B, con E; N E; = (), tendremos que
(U+E;)N(U+Ey) = 0. Ademads, como p es invariante,siE C B,y E-v € B,
entonces py(E — v) = u(E).
Notemos quesi 01, 6 C B; son abiertos tales que 61 C 6, entonces el conjunto
U + 0 se puede escribir como unién a lo mds contable de conjuntos de la
forma U + 61 + v. Es decir, existe un conjunto V c R"” a lo mds numerable
tal que

U+06= U(U+61)+v.
veV
De esto tenemos que si existe un abierto 61 C B, tal que

pu(61) = p(U + 61) =0,

entonces para todo abierto 6 C B, tendremos que uy(6) = u(U + 0) = 0,
y podemos definir ur(U) = 0. Andlogamente, si existe 61 C B, tal que
pu(61) = u(U + 61) = oo, entonces para todo 6 C B, tendremos que

uu(0) = p(U + ) = o0

y podemos definir pr(U) = co. Asi, podemos suponer que para todo abierto
0 C B, tenemos que
0< [.lu(Q) < 00,

Consideremos la restriccion de ur al cubo H?zl[ai, a; + h) C By y exten-
damosla a todo R" por periodicidad, es decir

d
vu(E) = Z u EN [H[ai, a; +h) + hx)]].

xeZ4 i=1

u+

Esta es una medida de Borel en IR” que es invariante por traslacién, ademas
de ser positiva y finita en conjuntos abiertos y acotados. Luego, es claro
que vy(E) = cyvol(E), donde vol es la medida de lebesgue en R". Podemos
tomar ur(U) = cy.

|

Corolario 2.5. La funcién ur : B(T) — R, obtenida en el Teorema 2.6 es una
medida transversa.

Demostracién: Claramente ur(0) = 0.Sea {U,},eN una coleccion de con-
juntos disjuntos en B(I'). Si 0 > 0 es suficientemente pequefio, la coleccion
{Uy, + Bslnen es disjunta, y de la definicién de ur tenemos que

ur(UnenU,) = Z ur(Uy).
nelN
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Sean U Cc B(I') y v € R” tales que U — v C I'. Para 6 > 0 tendremos
u(U-v+Bs) = u(U+Bs),lo que implica que ur es invariante bajo traslaciones
en la transversal. Por lo tanto ur es una medida transversa.

Observacion 2.3.8. Es importante destacar que existe una funcion inyectiva entre
el conjunto de las medidas o-finitas invariantes en X, y el conjunto de las medidas
transversas o-finitas. Para ver esto con mds detalle recomendamos dirigirse a [9].

2.3.4. Existencia de medidas invariantes. En esta seccién presentaremos un
teorema que asegura la existencia de medidas invariantes para un sistema
dindmico (X, G), donde X es un espacio topolégico compacto y G es un grupo
localmente compacto y promediable actuando en X. Este es el caso que nos
interesa, pues generalmente trabajaremos con el espacio QO descrito en la
Definicién 2.3.15, que es compacto cuando T tiene complejidad local finita,
ver Definicién 2.3.14. Para estudiar con més detalle todo lo relacionado a
esta seccion, recomendamos [7] y [20]. Es importante destacar que en toda
esta secciéon denotaremos por A la operaciéon entre conjuntos diferencia
simétrica.

Definicién 2.3.21. Sea G un grupo localmente compacto y y una medi-
da invariante por la izquierda definida en G. Diremos que G satisface la
propiedad de Felner si para todo compacto K C G y todo € > 0, existe un
boreleano U € B(G), con 0 < u(U) < oo, tal que para todo g € K se tiene

uglal) .
pi) ~

Observacion 2.3.9. La propiedad de Folner es equivalente a que exista una red de
subconjuntos de G de medida finita y positiva, digamos {F}ici, tales que para todo
g € G se cumple que
Fi A F;
lim [J(g i i) _
i€l [J(FZ)
Esta red es llamada red de Folner.

Ejemplo 2.3.5. Consideremos el grupo topolégico G = R" con la medida de
Lebesgue 1. Sea K C IR" compacto y € > 0. Como todo compacto en R" es cerrado
y acotado, existe R = sup, . |lx|| € R. Luego, es claro que existe n € IN tal que By,
la bola cerrada centrada en cero de radio nR, satisface para todo g € K se cumple

1(gBur A Byr) <e
[J(BnR)
Por lo tanto, R" satisface la propiedad de Folner.
Definicién 2.3.22. Diremos que un grupo G es promediable si este satisface

la propiedad de Folner o equivalentemente, segtin la Observacién 2.3.9, si
existe una red de Felner en G.
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Observacién 2.3.10. » La palabra promediable es la traduccion del inglés
que ocuparemos en este texto de la palabra amenable.
» El Ejemplo 2.3.5 muestra que R" es un grupo promediable.

Ejemplo 2.3.6. Consideremos el grupo topolégico G = Z. con la medida de conteo
#. Definamos para cada n € N el conjunto

F,={-(n-1),...,0,...,n—1}.

Claramente, para todo x € X podemos tomar ng = |x| € N y para todo m > ny
tendremos que x € F,,. Ademds, para cada g € Z se tiene
#(gF, AF,) gl
#F,)  2n-1

Por lo tanto,

fm #(gF. A Fy) _

n—co  #(Fy)
De esto concluimos que Z es un grupo promediable, pues {F,}neN €s una sucesion
de Folner en Z.

Observacion 2.3.11. Esimportante destacar que en la literatura existen miiltiples
equivalencias para definir grupo promediable. Nosotros utilizaremos la que hemos
presentado en la Definicion 2.3.22. Para ver algunas definiciones equivalentes
recomendamos [7].

En general, hay muchas clases de grupos que son promediables, como
por ejemplo los grupos finitos y los solubles. El siguiente teorema es una
aplicacién del teorema del punto fijo de Markov-Kakutani y nos responde
esta pregunta para grupos abelianos. Ver demostracién en [7].

Teorema 2.7. Todo grupo abeliano es promediable.

Ejemplo 2.3.7. Sea G el grupo libre con dos generadores. Todo grupo conteniendo
un subgrupo isomorfo a G no es promediable. En particular, G no es promediable.

Definicién 2.3.23. Sea X un espacio compacto y G un grupo. Si el grupo G
estd actuando en X por medio de la accién ¢ : G X X — X, diremos que
el sistema dindmico (X, G) es un fluido si para todo g € G se tiene que la
funcién ¢, : X — X definida por x — ¢(g, x) es un homeomorfismo.

Ahora presentaremos el teorema principal de esta seccién, que nos en-
tregard un criterio para saber cuando existen medidas de probabilidad
invariantes en un sistema dindmico. Para su demostracién recomendamos
ver [20].

Teorema 2.8. Sea G un grupo localmente compacto. las siguientes condiciones son
equivalentes.

1. G es promediable.
2. Todo fluido (X, G) admite una medida de probabilidad G-invariante.
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En vista del Teorema 2.8 y del Ejemplo 2.3.5, deducimos que para el sis-
tema dindmico (Qr, R") existe una medida R"-invariante en el espacio Qr.
Asidenotando por B(Q7) a la o-dlgebra de Borel del espacio Qr, tendremos
que existe una medida de probabilidad u : B(Qr) — [0, 1] tal que para todo
elemento U € B(Qr) y todo 7 € R” se tiene que

wl) = pU - 9),
dondeU-7={T-7:T e U}.

Observacidén 2.3.12. Todo espacio de embaldosados con complejidad local finita
admite medidas invariantes por la accién de R".

2.4. C*-dlgebras. Lasdlgebras que trataremos a continuacién, son un tipo
de &lgebras de operadores muy utilizadas en fisica matematica, debido
a sus multiples aplicaciones en la formulacién de problemas en mecanica
cudntica. En general son faciles de tratar pues la teoria en estas dlgebras esta
desarollada completamente, en el sentido que toda C*-dlgebra es isomorfa
a un dlgebra de operadores acotados en algun espacio de Hilbert. Aunque
este espacio de Hilbert suele ser bastante complicado. Esta caracterizaciéon
es el llamado Teorema de Gelfand-Naimark-Segal que es una de la mejores
caracterizaciénes de C*-dlgebras. Estas dlgebras fueron introducidas por I.
E. Segal en 1947. Segal describi6 estas algebras como subalgebras de B(H)
cerradas en norma, donde H es un espacio de Hilbert. Segal las llamé de
esta forma pues estas son cerradas (de alli la C) y ademds son cerradas bajo
la funcién que a cada operador le asigna su operador adjunto (de alli la *).
Para Tener una idea general del tema, ver [12] o [16]. Para una idea mds
completa recomendamos [30],[19] o [18].

2.4.1. Terminologia Bdsica.

Definicién 2.4.1. Una C-dlgebra A, es un anillo tal que:

n A es un C-modulo.
» Para todo k € C y todo par de elementos a, b € A, se tiene

k(ab) = (ka)b = a(kb).
Una C-élgebra A se dice con unidad, si existe a € A tal que para todob € A
se cumple ab = ba = b.
Definicién 2.4.2. Sea A una C-algebra. Diremos que una funcién¢ : A — A
es una involucién si:

= ¢ es lineal conjugada, es decir, para todo A € C y todo par de
elementos a,b € A se cumple

(@ +Ab) = p(a) + Ap(b).
» Para todo par (2,b) € A X A, se tiene @(ab) = p((b)p(a).
» Para todo a € A se satisface p(¢(a)) = a.
Denotaremos a* a ¢(a).
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Observacion 2.4.1. Una C-dlgebra A con solo una involucion ¢ : A — A, la
llamaremos *-dlgebra.

Definiciéon 2.4.3. Sea A una C-dlgebra. Diremos que A es una algebra de
Banach, si existe una norma ||-|| : A — R tal que (A, |||]) es un espacio de
Banach. Es decir, A es un 4lgebra normada y completa con respecto a ||-||.

Definicién 2.4.4. Sea A una C-algebra de Banach, diremos que A es una
C*-dlgebra si para todo a, b € A se satisface

(2.3) llabl| < |lall [|b]I.

Y existe una involucién ¢ : A — A tal que para todo a € A se tiene que
(2.4) lla*all = [lall?

Definicién 2.4.5. Sean A, B dos C*-4lgebras y @ : A — B una funcién

C-lineal.

» Diremos que ® es un morfismo o *-homomorfismo, si para todos
a,b € A, se tienen las siguientes dos condiciones:

D(ab) = D(a)D(b)
D(a*) = P(a)*

» Un *-epimorfismo es un *-homomorfismo que ademas es epiyecti-
vo.
* . * . . .
= Un *-monomorfismo es un *-homomorfismo inyectivo.

Observacién 2.4.2. El termino *-homomorfismo también lo ocuparemos para un
homomorfismo ® : A — B entre dos *-dlgebras A y B, satisfaciendo la propiedad

D(a*) = Da)*.

Ejemplo 2.4.1. Los siguientes son los ejemplos canénicos de C*-dlgebras:

1. A = Ces la mds simple de las C*-dlgebras, donde claramente la involucion
es a* = a. Es ficil ver que esta dlgebra satisface todos los axiomas de la
definicion.

2. Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto y no compacto en-
tonces la clausura con respecto a la norma del supremo de las funciones

con soporte compacto definidas en X, A = Co(X), son una C*-dlgebra sin
unidad con la suma y producto usual de funciones y una involucioén defini-
da por el conjugado, es decir, f(x)* = f(x).
Si X es compacto, el espacio C(X) es una C*-dlgebra con unidad, con las
operacidnes y involucion definidas de la misma manera que para el caso no
compacto.

3. A = M,(C) es una C*-dlgebra, donde la involucion para
a = (a;;) € My(C) esa* = a' = (aj;) € My(C)

4. Una de las C*-dlgebra mds importantes, es la de los operadores acotados
A = B(H) definidos sobre un espacio de Hilbert H.
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» Comoll : H — H, la funcién identidad, satisface que ||I|| = 1 entonces
B(H) es una dlgebra con identidad con las operaciones usuales de suma
y composicion de operadores, que ademds es un espacio de Banach con
la norma operador.
» La involucion esta definida, naturalmente y de alli la notacion, por la
funcién ¢ : B(H) — B(H) definida por
@(h) = W* := operador adjunto de h

que claramente satisface los axiomas pues;
e @ es lineal conjugada, ya que para z € C y todo
a,b € B(H) se satisface que para todo x,y € H

((a+zbx,yy = (ax,y)+z(bx,y)
= (v, a*y) +z(x,b*y)
(x,a*y) + (x,2b*y)
(x, (@* +zb*)y)
luego por la unicidad del operador adjunto se
tiene (a + zb)* = (a* + zb™*).
e También, para todo a,b € B(H) tenemos

@(ab) = p(b)p(a). Ya que para todo x,y € H si
a,b € B(H) entonces

((ab)x, y)

(a(bx), y)
(bx,a*y)
(x,b*a*y)
por lo que se tiene (ab)* = b*a*.
e Y para todo a € B(H) tenemos que @(¢(a)) = a.

Pues si a € B(H) entonces para todo x,y € H
se cumple que

(ay, x)
(y,a*x)
(a*x,y)
(x, (@) *y)
de la unicidad se concluye que a = (a

» Sabemos ademds que por definicion de norma operador se tiene que

llabl| < llall 1bll, en particular |la*al| < [la*|| ||all.

La otra desigualdad necesaria para concluir la Ecuacién 2.4 de la

Definicion 2.4.4 sique de que dado a € B(H) fijo, para todo z € H
tenemos

(x,ay)

*)*.

lazll* = (az,az) = (z,a*az) < |z la*azl| < |lz|Plla*all.

Motivados por este ultimo ejemplo podemos identificar algunos elemen-
tos especiales dentro de una C*-algebra.
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Definicién 2.4.6. Sea A una C*-dlgebra. Un elemento a € A se dice:

1. Autoadjunto sia = a*.

2. Normal siaa* = a*a.

3. Unitario siaa* = a*a = 14.

4. Proyeccién siaa = a®> = a = a*.

Observacién 2.4.3. Es importante notar que si A es una C*-dlgebra, entonces
todo elemento en A se escribe como suma de dos elementos auto-adjuntos de A. En
efecto, para todo a € A se tiene
a+a* LA a*
a= I—
2 2i
_ a+a* _ a—a* . . . .

a1 = 55 y ay = 5- se conocen como parte real e imaginaria, respectivamente,
de a.

Al igual que en el dlgebra B(H), dos de los conjuntos mas importantes
que podemos asociar a un elemento de una C*-dlgebra son los siguientes.

Definicién 2.4.7. Sea A una C*-dlgebra con unidad y consideremos un
elementoa € A.

= El conjunto resolvente de a es el conjunto
p@):={A € C:a— Al esinvertible en A}.

= El espectro de a es el conjunto
a(a) := (p(a))” = C\ p(a).

Ejemplo 2.4.2. Para los ejemplos dados en el Ejemplo 2.4.1 tenemos lo siguiente:

1. SiA=Cya € C, entonces o(a) = {a}.

2. Sea X un espacio de Hausdorff y compacto. Consideremos la C*-dlgebra
C(X)y f € C(X). Luego o(f) = {f(x) e C: x € X}.

3. Paraa € M,(C), 0(a) ={a € C:a es valor propio}.

4. En el dlgebra de los operadores acotados definidos sobre el espacio de Hilbert
H, la nocién de espectro y conjunto resolvente coincide con la usual.

Una hecho importante de destacar es que todo *-monomorfismo
® : A — Bentredos C*-dlgebras Ay B es isometrico, es decir, paratodoa € A
tenemos que |ja]| = [|P(a)||. Para Mostrar esto nesecitaremos los siguientes
lemas.

Lema 2.5. Si U y B son dos C*-dlgebras con unidad y ® : U — B es un *-
homomorfismo,

entonces para todo a € U se tiene que o(P(a)) C o(a) y |P)|| < llall, en particular
O es continua.

Demostracion: Sea z ¢ o(a). Por definiciéon a — zI[j; es invertible en U,
digamos (2 - 2yt =s. Luego, como @(Ily;) = I, tendremos que

(a —zlly)s = s(a — zlly) = 1.
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Aplicando @ a la ecuacién anterior, tenemos que
D(a — zlly)D(s) DO((a — zllyy)s)
= O(Ily)
= Ij
= D(s(a - zllu))
= O(s)P(a — zlly).

De donde se deduce que ®(a) — zllp es invertible por ®(s). Asiz ¢ o(P(a)),
por lo tanto, o(®(a)) € o(a). Por otra parte, sia € U entonces

lall® = lla*all = R(a*a).

Ademas
IP@)? = ||©@)* @)l = |[P@*a)l| = R(®(@a*a).
Luego, como o(P(a)) C o(a), tendremos que R(®(a*a)) < R(a*a). De donde
se concluye que
D@l < llall.
En particular, para cada par de elementos a,b € U se tiene
|D(a) — DB)Il = ([ — )l < lla — bl

Por lo tanto @ es continua.

|

Lema 2.6. Sean U y B son dos C*-dlgebras con unidad y @ : U — B un *-
homomorfismo. Si a € U es un elemento auto-adjunto y f € C(o(a)), es una
funcién continua definida sobre el espectro de a, entonces D(f(a)) = f(D(a)).

Demostraciéon: Si {P,},en es una sucesion de polinomios que converge
uniformemente a f en o(a), por el lema anterior también lo hace en o(P(a)).
Asi

D(Pu(a)) = D(f(a)) y Pu(@(a)) = f(P(a))
cuando 1 — c0. Y como para todo n € IN tenemos que P,(®(a)) = P(P,(a))
se tiene la conclusion.

Proposicion 2.12. Si U y B son dos C*-dlgebras con unidad y ® : U — B un
*-monomorfismo entonces ||P(a)]|| = ||al|.

Demostracién: Sea © un *-monomorfismo y a € U un elemento auto-
adjunto. Por el Lema 2.5 tenemos que o(®(a)) C o(a). Si la inclusién estricta
ocurre (i.e. o(P(a)) & o(a)) entonces existe f € C(o(a)) — {0} cuya restriccion
a 0(P(a)) es identicamente nula y por lo tanto f(a) # 0 luego por el lema
anterior

O(f(a)) = f(P(a)) =0
lo que es una contradiccién ya que @ es inyectiva.
De donde concluimos que para todo a € U auto-adjunto se tiene que

0(®(a)) = o(a) y R(P(a)) = R(a)
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Seaa € Uy a’ =a*a, de lo anterior se sigue que
lal* = R(@*a) = R(®(a*a)) = [|O(@)|I”

por lo tanto [|®(a)]| = [lall.
|

2.4.2. C*-dlgebras Sin Unidad. Trataremos de explicar brevemente como
podemos embeber una C*-dlgebra sin unidad, en una C*-algebra que si
tenga unidad. Esto es de mucha utilidad pues la mayoria de las demostra-
ciones bastard hacerlas para el caso de las C*-algebras con unidad.

Cuando una C*-dlgebra A no tiene unidad siempre podemos agregar
una, como sigue: formemos el espacio vectorial A®C y hagamos de este un
espacio vectorial con la multiplicasién por escalar y suma usual. Utilizando
la notacién a + A = (a,A) en donde la identidad que estamos agregando
aparece como I = (0, 1), definamos un producto y una norma en este espacio
vectorial por

(2.5) (a+v)(b+ )
lla + i

(ab+vb + pa) +vyu.
llall + [v].

De estas definiciones se ve claramente que ||I|| = 1 y que el espacio vectorial
A @ C con estas operaciones tiene estructura de C-dlgebra. Ademas, por las
propiedades de la norma en A y el médulo en C tenemos que

v@a + wll = vl lla + pll.

@@ +v)(© + Wl < llall 116l + I 1IBI+ Jul llall + ]l = i@+ )IHIG + wll.

De estas propiedades es facil probar que (A ® C,+,-, ||]l) es un algebra de
banach con identidad. Si queremos convertir a el dlgebra de Banach A & C
en una C*-4lgebra, es natural definir una involucién en A @ C por

(2.6) (a+v)* = a*+v.

Pero esta involucién no satisface en general la Propiedad 2.4 de la Definicién
2.4.4 ya que por ejemplo si tomamos A = C tendremos

@ +v)*@+v)l I@* +7)(@ + V)l

l(@*a +va +va*) + ||

llal* + Va + val + v]?
y por otro lado tenemos que
lla + v = (al + WI)* = la? + 2lallv] + v
de este modo si hacemos a = 1 y v = i tendremos que
IT+ilP =4 #2=[I0+)*A+l.

Luego para garantizar que A @ C es una C*-dlgebra con unidad, debemos
definir una norma adecuada para que se cumpla la propiedad en cuestion.
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Proposicién 2.13. Sea A una C*-dlgebra y B(A) el conjunto de operadores lineales
acotados que actiian en A

1. La funcién

L : A — BA)

a - L@ : A A
b

H
— ab

es un isomorfismo entre Ay p(A) C B(A).
2. Simiramos A®C con el producto y la involucion definidos en las Ecuaciones
2.5y 2.6 respectivamente y dotamos a esta dlgebra de Banach con la norma

(2.7) lla+v|| := [L(a)+vI||

donde la norma del lado derecho es la norma operador en B(A), entonces
A®C es una C*-dlgebra con unidad denotada A y llamada la unitizacién
de A.

Demostracion:

1. Claramente para todoa,b,c € Ay v € C tenemos que

L(va + b)(c) = (va + b)c = vac + bc = vL(a)(c) + L(b)(c)

L(ab)(c) = (ab)c = a(bc) = L(a)(be) = (L(a) o L())(c)

por lo tanto L es un homomorfismo de C-adlgebras. Ademds como A
es una C*-dlgebra se satisface la Propiedad 2.3 de la Definicién 2.4.4
y de este modo para todo b € A tendremos que

IL(@)Dll = llabl| < llall bl

de donde||L(a)|| < |lal|. Por otro lado usando nuevamente las propiedades
de la C*-dlgebra A tendremos

llaa™|| a*
llall = lla*|l = = ||L(a) < IL@)|
lla*]| [la*]|
asi concluimos que ||a|| = ||L(a)||, en otras palabras L es una isometria

y por lo tanto es inyectiva. Hemos mostrado que L es un monomorfis-
mo de dlgebras y por lo tanto L es un isomorfismo entre las dlgebras
Ay L(A) C B(A).

2. Esclaro que el dlgebra A@C con esta norma es un algebra de Banach
asi que solo mostraremos las Propiedades 2.3 y 2.4 de la Definicién
2.4.4. Como L es un homomorfismo de dlgebras

@ +v)b+wll = @b+ pa+vb)+vull
= ||L(ab + pa + vb) + vull|
= [I(L(a) + vI)(L(b) + pD)I.
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Ademas en el dlgebra de Banach B(A) para todo a,b € B(A) se satis-
face la propiedad |jab|| < ||| ||b||. Luego, claramente tenemos

@@ +v)(@+ wll (L) + vID(L(b) + pD)||
(L) + vIDIl I(L(D) + pI)]
i@+ I + .

De este modo solo tenemos que mostrar que para cualesquieraa € A
y v € C, tenemos

I(L(@) + VDI < II(L(a) + vI)* (L(a) + VIl

IA

En efecto, de la definicién de norma operador, dadow € B(A) y e > 0,
existe b € A con ||b|]| = 1 tal que

ol - € < lo®)I.

Utilizando este hecho con w = L(a) + vI, tendremos que para todo
€ > 0 existe b € A tal que

IL@a) + VI||*> — €

A

I(L(a) + vIDbI?
lI(ab + vb)|I*
ll(ab + vb)* (ab + vb)]|.

Esta ultima igualdad es debido a que ab + vb € A. Luego por la
definicién de L podemos escribir

l(ab + vb)*(ab + vb)|| = ||IL(b*)L(a* + V)L(a + v)b]|
y ademas
IL@*)L(@* +V)L(a + v)bll < ILE*)I (L (@) + v)*(L(a) + v)Il [[D]
donde hemos denotado por (L(a) + vI)* al operador L(a*) + VI
Asi como [IL(b*)|| = [[b*]| = ||b]| = 1 se tiene que
IL(a) + vII* — € < [[(L(a) + vI)* (L(a) + vID)||

de donde concluimos que A es una C*-algebra.
|

Es importante destacar que la unitizacién de una C*-4lgebra sin unidad
A, apesar de que existen mds C*-dlgebras con identidad en las que se puede
embeber A, es unica en el sentido de la siguiente proposicion.

Proposicion 2.14. Para toda C*-dlgebra sin identidad A, existe una unica C*-
dlgebra con identidad A y un morfismo isometrico L : A — A tal que el cociente
AJA = C.

Veamos un ejemplo para comprender de mejor forma como es la uniti-
zacién de una C*-algebra.
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Ejemplo 2.4.3. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto pero no
compacto. La C*-dlgebra A = Co(X) es una dlgebra sin unidad. Nuestra intencién
es mostrar que si X = X U {oo} es la compactificacion por un punto del espacio X
entonces A = C(X). En efecto, definamos ¢ : A — C(X) por

P(f,a) = f(x) := f(x) + a.

Claramente esta bien definida, si definimos f(c0) := a. Pues para todo x € X se
tiene que la funcion f es continua en x, ya que flx(x) = f(x), y para cualquier
sucesion {xplnen C X con x, ——> oo, tendremos que

flon) === a = f(o0).
Ademds ¢ es un homomorfismo de dlgebras ya que claramente es C-lineal, ¢(0,0)
es la funcién nula en X y

o((f, )8 B)) P(fg+ fP+ag, ap)
fx)g(x) + f(x)B + ag(x) + ap
(f(x) + @)(g(x) + B)

P(f, )p(8, B)-

Como para todo (f, @) € A, se tiene

O((f,)") = p(f*, @) = f*() + @ = (f(x) + )" = p(f, ).

Concluimos que ¢ es un *-homomorfismo de C*-dlgebras. El *-homomorfismo es
inyectivo pues, si para algiin par (f,a) € A entonces para todo x € X se tiene
f(x) = f(x) + @ = 0. En particular, f(c0) = a = 0y para todo x € X tendremos
f(x) = f(x) + @ = f(x) = 0. Por lo tanto NUCLEOP = {0}, de donde ¢ es
inyectiva.

Dada cualquier funcion f € C(X), consiredemos a = f(c0) y para todo x € X
definamos f(x) := f(x) — a. Un calculo rapido muestra que f € Co(X) y asi

o(f,a)=(fx)—a)+a=f.

De este modo, hemos mostrado que ¢ es un *-isomorfismo entre las C*-dlgebras A
y CX).

2.4.3. La Estructura de Orden. Dada una C*-dlgebra A, definiremos un or-
den sobre A que nos permita realizar cdlculos con mayor facilidad. De esta
forma, definiremos en A, conceptos como el de potencia a-ésima de un
elemento positivo a € A, en particular, la raiz cuadrada positiva de a.

En un espacio de Hilbert H, un operador lineal acotado A se dice positivo
siparatodox € H se tiene (Ax, x) > 0. Esto en particular implica lo siguiente;

m Paratodox e H

(x,Ax) = (Ax,x) = (Ax, x)
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luego por la identidad de polarizaciéon
KAx, y) =(Alx +y),x+y) —(Ax —y), x— y)
+ i{A(x + 1Y), x + iy) — i{A(x — iy), x — iy)
=(x+y Al +y) —(x -y, Al - y))
+i{x + iy, A(x + 1y)) — i{x — iy, A(x — iy))
=(A*(x+y),x+y) —(A*(x—y),x -y
+ i{A*(x + 1Y), x + iy) — i{A* (x — iy), x — iy)
= 4A*x, y).
Por lo tanto A = A*
= Debido a que A es positivo, como en particular es auto-adjunto,

0(A) c R. Asi dado A € 0(A) existe una sucesién {x,},en € H con
todos sus miembros de norma 1 tal que

[[(A — Allg)x,|| = 0 cuando n — co.

Asi cuando n — oo tenemos que (A — Allg)x,, x,) — 0. Luego para
todo n € IN se tiene que

(Axp, xn) = A.

De este modo cuando n — oo tendremos (Ax,, x,) — A. Pero como
A es positivo para todo n € IN tenemos (Ax,, x,) € R", por lo que
A > 0. De donde concluimos que o(A) € R*.

Motivados por este hecho daremos la siguiente definicién;

Definicién 2.4.8. Sea A es una C*-dlgebra. Diremos que a € A es positivo si
a=a*yo(@@) CR".

Denotaremos A* al conjunto de todos los elementos positivos de A.

Ejemplo 2.4.4. Sea X un espacio de Hausdorff compacto. En la C*-dlgebra C(X)

tenemos que f € C(X) es auto-adjunto si y solo si para todo x € X se tiene que

f(x) € R Y como o(f) = {f(x) : x € X} ocurre que f € C(X) es positivo si y solo
si para todo x € X se tiene que f(x) > 0.

Lema 2.7. Sia = a* es un elemento de la C*-dlgebra A y o € R con a > |[all
entonces
a € A" siysolosi|la—alyl < a.
Demostracién: Como o(a) C [-a,a]y

la — allsll = R(a — ally) = sup |t — a| = sup(a — 1)

tea(a) tea(a)

claramente
lla — all4]] < asiysolosio(@) CR".

Ahora veremos algunas propiedades del conjunto A*.
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Teorema 2.9. Suponga que A es una C*-dlgebra. Luego
1. At es cerrado en A
2.acAyac R implica aa € A*
3. a,be AT implicaa+be A"
4. a,be A" yab = baimplicaab € A*
5.a€A*y —a€ At implicaa =0
Demostracion:
1. Del Lema 2.7,con « = ||a|| tenemos

A"={acA:a=a"ylla—|allall < llall}

. AT es cerrado, pues la norma es continua en A.
2. Sia € A"y a € R entonces aa es auto-adjunto pues;

(a)* = aa* = aa

y ademds, o(aa) = {at : t € o(a)} € R*. De donde concluimos que
aa € A*.
3. Seana,b € A*, del Lema 2.7 tenemos que

lla = llall@all < llall 'y [Ib = [IBITAIl < (1B
Asi
lla + b — (llall + [1BINLAll < lla = [lallLall + [|b = [[BILAll < [lall + [[BlI.

Haciendo a = ||a|| + ||b|| > [|la + b|| tendremos que [la + b — all4]| < a.
Luego por Lema 2.7 se concluye quea + b € A",
4. Como a,b € A son auto-adjuntos y conmutan, tenemos que

(ab)* =b*a* =ba=ab

por lo tanto ab € A es auto-adjunto. Por otra parte, si A € o(ab),
existe p : A = C homomorfismo tal que p(ab— All4) = 0, por lo tanto
A = p(ab) = p(a)p(b). Luego puesto que p(a) € a(a) y p(b) € o(b) se
tiene que o(ab) C o(a)o(b) € R*, de dondeab € A*.

5. Sia,—a € A" entonces o(a) € R" y también

o(—-a) = {-t:teo(@} CR".
De donde se tiene que o(a) = {0}. Asi |ja|]] = R(a) = 0 y por lo tanto
a=0.
|

Proposicién 2.15. Supongamos que A es una C*-dlgebra. Sia € A es auto-adjunto
y f € C(o(a)), entonces

1. f(a) € A™ siy solo si para todo t € o(a) tenemos f(t) > 0.

2. |lallly £a € At.

3. a puede ser expresado de la forma a = a* —a~ donde a*,a- € AT y
a*a~ = a~a* = 0. Estas condiciones determinan unicamente a* y a~,
ademds |al| = max{|la*|], la"[l}.



Demostracién:
1. Como f € C(o(a)) tenemos que o(f(a)) = {f(t) : t € o(a)}.
» Si f(a) € A", en particular, o(f(a)) € R* de este modo

para todo t € o(a), tendremos f(t) > 0.

= Supongamos que paratodot € o(a), f(t) > 0.Luego f es real
valuada y asi

f@* = f@ = f@.
Ademads o(f(a)) = {f(t) : t € o(a)} € R". Por lo tanto
fla) e A™.

2. Definamos f € C(o(a)) por f(t) = |la|| + t. De este modo para todo t €
o(a), f(t) > 0. Luego por la parte (1) de esta proposicién tenemos
que f(a) = |lal|ll +a € A*.

3. Definamos las funciones continuas y real valuadas, u, u*, u~ € C(R)
por

u(t)y=t, wu*(t) =maxit,0}, wu (t) = max{-t,0}.
Claramente satisfacen que
uly=utt)—u" @) y ut(Hu () =u (Hu*() =0.
Luego como u(a) = a tenemos que
a=a"—a" y ata=aa"=0
dondea* = u*(a) ya~ = u~(a). Mas aun por (1) de la Proposicién 2.15
se tiene que a*,a” € A*. Finalmente como la norma del supremo de
u € C(o(a)) satisface que [[u|| = max{||u*]|, |lu~]l}, se cumple que
llall = max{[la* |, lla~I}.

Para probar la unicidad de la descomposicién, supongamos que
existen b,c € A* con bc = cb = 0 tales que a = b — ¢. Asi para todo
nelN, a"=b"+(-c)" yporlotanto P(a) = P(b)+P(—c) cuando P es
un polinomio con termino constante igual a cero. Si tomamos {P; },en
una sucesion de polinomios con termino contante igual a cero que
converge uniformemente a ™ en o(a) U o(b) U 6(—c), tendremos que

u*(a) = lim P,(a) = lim (P, (b) — Py(—c)) = u*(b) — u™(—c).
Nn—00 n—o00
Como para todo s € o(b) tenemos u*(s) = s y para todo
s € o(—c) tenemos u*(s) = 0. Concluimos que
ut)y=b y u"(-c)=0.
De donde se tiene que

b=u"@)=a"yc=b-a=a"-a=a".
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Como una consecuencia inmediata de esta proposicion y de la Obser-
vacion 2.4.3 tenemos el siguiente corolario;

Corolario 2.6. Dada una C*-dlgebra A. Todo elemento a € A es una combinacion
lineal de a lo mas 4 elementos de A™.

Demostracién: Por la Observacién 2.4.3, tenemos que todo elemento

a € A se escribe como a = h + ik donde I = % yk = % son elementos
auto-adjuntos. Asi por (3) de la Proposicion 2.15 tenemos que h = h* —h™ y
k=k* —k*.Luegoa =h* —h™ +i(k* — k7).

u
Lema 2.8. Sea A una C*-dlgebra. Sia € Ay —a*a € A* entonces a=0.

Demostracién: Sea a = h + ik, con I y k como en la Observacién 2.4.3.
Luegoo(h) CRYy

o(?) = {f -t e o(l)} CR*
de donde sigue que h* (y andlogamente k?) son positivos. Como aa* es
auto-adjunto y
o(—aa*) C o(-a*a) U {0} C R*
pues —a*a € A*. Luego —aa* es auto-adjunto y o(—aa*) € R*. Por lo tanto
—aa* € A*. Ahora
a*a+aa* = (h— ik)(h + ik) + (h + ik)(h — ik) = 2h* + 22,

de donde a*a = 2h? + 2k? + (—aa*). Como 2h?,2k?, —aa* € A* tendremos que
a*a € A*. De este modo por el Teorema 2.9, en vista de que
a*a,—a*a € A%, se tiene que a*a = 0. Luego como

2
llal|* = lla*all = 0

se concluye quea = 0
|

Teorema 2.10. Sea A una C*-dlgebra y a € A, las siguientes condiciones son
equivalentes;

1l.ae A%

2. Existe un unico h € A* de modo que a = hh = h?.

3. Existe b € A tal que a = b*b.
Si H es un espacio de Hilbert y A C B(H) las tres condiciones anteriores
son equivalentes a

4. Para todo x € H si tiene {ax,x) >0

Demostracion:

» Para (1) implica (2) sea a € A*. Definimos f(t) = t2 que es una
funcién continua, no-negativa y real valuada en o(a) € R*. Luego
tomando h = f(a) tendremosh € A* y h? = a.



58

= (2) implica (3) Es claro, pues h en el punto anterior es auto-adjunto
por lo tanto a = h* = h*h

» Para (3) implica (1) supongamos que existe b € A tal que a = b*b.
Como a es auto-adjunto se tiene una descomposicién de la forma
a =a" —a", como en la Proposicién 2.15. Si definimos ¢ = ba™ € A
tendremos que

c=a b =a" (@ —a)a =—(a)®

puesa~ € A*.Sesigue que —c*c = (a7)> € A*,y del Lema 2.8 tenemos
que ¢ = 0 luego (a7)® = 0 y como a~ es auto-adjunto, en particular
normal, se tiene

la™ll = R@") = lim |@a)"l" = 0

de este modo,a =a* € A™.

Notemos que & (en (1) implica (2)) es unico. Sea k € A* tal que k*> = a
y sea h = f(a), donde para todo t € o(a), f(t) = t2. Sea {Pnlnen una
sucesion de polinomios convergiendo uniformemente a f en o(a)
y definamos para todo n € IN,g,(t) = pn(tz). Como o(k) € R* y
o(a) = a(k?) = {? : t € 5(a)} se tiene que

lim g,(t) = lim p,(t*) = f(#*) = ¢
Nn—00 n—00
y la convergencia es uniforme en o(k). De esto

k = lim g, (k) = lim g,(K*) = lim p,(a) = f(a) = h.

Nn—o0 n—00 1n—00

» Si A es una *-subalgebra de B(H), para algan espacio de hilbert H,
entonces claramente (3) implica (4), pues

(ax, x) = (b*bx, x) = (bx, bx) = ||bx|* > 0.

Por otro lado sia € B(H) es tal que para todo x € H se cumple
(ax,x) > 0. Por lo visto al comienzo de esta seccién a es auto-adjunto
y o(a) € R*. De dondea € A*.

Cuando a € A”, el elemento & = f(a) en el teorema anterior, es llamado
raiz cuadrada positiva de a.
Un proceso similar puede ser usado para introducir el elemento a* € A*
donde a € R. Definimos f,(t) = t%, claramente f, es una funcién continua,
no negativa, real valuada en o(a) cuando a > 0 (y para todo a € IR, sia es
invertible).
Observemos que para todo t € o(a) y para todos a, € IR, cuando a es
invertibe tenemos;

fa(t)fﬁ(t) = fa+ﬁ(t), it =t fo(t) =1
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Luego definiendo a* = f,(a) tendremos para todo «, f € R*
a*e A*, a%aP=a"*P, a'=a =14

Y sia es invertible entonces estas propiedades se cumplen para todos
a,pelR.

2.4.4. El Teorema Fundamental. En esta seccién comenzaremos dando un
método para construir *-representaciones de una C*-algebra a partir de un
funcional, con algunas propiedades detalladas mds adelante. Este método
se conoce como GNS-construccién, y es llamado asi por Israel Gelfand,
Mark Naimark, Irving Segal. Finalmente presentaremos y demostraremos el
teorema fundamental de las C*-dlgebras, el Teorema de Gelfand-Naimark-
Segal.

Definicion 2.4.9. Si A es una C*-dlgebra y H un espacio de Hilbert, Una
representacion de A en H es un *-homomorfismo IT: A — B(H).

Observacion 2.4.4. La imagen de una C*-dlgebra por una representacion en
algtin espacio de Hilbert, es una C*-subalgebra de B(H).

Ejemplo 2.4.5. Pensemos en la C*-dlgebra A = Co(R) y en el espacio de Hilbert
H = L%(R), como ejemplo de representacién podemos pensar en
IT : A — B(H)
fo= ()
definida por
If) : H - H
P = Y.
Pues, dados f,g € A; a,p € Cy ¢ € H, tenemos que

(af + B (x)) (af +BQ)()P(x)
af(x)ipx) + fg(x)P(x)
aTT(f)(ip(x)) + BLI(Q) (Y (x))

de donde se tiene que I1 es C-lineal. Ademds es un homomorfismo de
C-dlgebras ya que;

(f8)((x) (f8) )Y ()
f)g)P(x)
F)(@E@®)P())
T T (x))

TI(f) o TI(g) (Y (x))-
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Por lo que solo faltaria verificar que es un *-homomorfismo. En efecto, como

T()WE) = TFHWE)
f@)P(),

tenemos que para todos Y, & € H se cumple que

EQ@), T PE) = [ EOTI(f)x)dx

Je EOFP(x)dx

J @) f)P(x)dx

e FOOEEP(dx

Je TINHE@)P(x)dx
(TI(HER), P(x)).

Ast por la unicidad del operador adjunto se concluye que
T(f*) = TI(H)*.
Luego concluimos que I'l : A — B(H) es una representacion.

Definicién 2.4.10. Sea A una C*-algebra.

1. Dos representaciones I1;(A) y I>(A), en espacios de Hilbert H; y
Hj; respectivamente, se dicen unitariamente equivalentes ¢ simple-
mente equivalentes cuando existe un operador unitario
U : H; — Hj tal que para todoa € A,

I(a) = U o Iy (a) o U*.

2. Una representacion se dice fiel si es un *-homomorfismo inyectivo,
es decir un *-monomorfismo.

Debido a la Proposicién 2.12, todo *-monomorfismo es isometrico. La
mejor caracterizacion de las C*-dlgebras esta dada por el teorema siguiente.

Teorema 2.11. Toda C*-dlgebra A admite una representacion fiel
IT: A — B(H), para algiin espacio de Hilbert H. En otras palabras, toda C*-dlgebra
es *-isomorfa a una C*-subalgebra de B(H) cerrada en norma.

Para mostrar este teorema, conocido en la literatura como el Teorema de
Gelfand-Naimark-Segal, es necesario introducir un poco de terminologia,
como los estados en una C*-dlgebra, para luego mostrar una versién mds
debil de este teorema y finalmente con un poco de ingenio mostrar el teo-
rema de Gelfand-Naimark-Segal.
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Definicién 2.4.11. Sea A una C*-4lgebra con unidad, un funcionalp : A — C
se dice;

» Positivo si paratodoae€ A, p(a*a) > 0.

= Normalizado si p(I) = 1.

Observacién 2.4.5. Un funcional p de una C*-dlgebra sin unidad A, se dice
normalizado si su extension canonica p a su unitizacién dada por

pla+ All) := p(a) + A
es normalizado.

Definicion 2.4.12. Si A es una C*-dlgebra con unidad, a un funcional posi-
tivo y normalizado p : A — C lo llamaremos estado.

Ejemplo 2.4.6. Sea H un espacio de Hilbert y tomemos la C*-dlgebra con unidad
A = B(H). A cada w € H con ||wl|| = 1 le podemos asociar un estado por

Po : BH) — C
a —  {aw,w).

Pues claramente
po(D) = (w,0) = lw|?* = 1

po(a*a) = (a*aw, w) = {(aw, aw) = |law|f* > 0.

En una C*-édlgebra con identidad podemos caracterizar los estados por
medio del siguiente teorema.

Teorema 2.12. Sea A una C*-dlgebra con identidad. Un funcional lineal
p : A — C es positivo si y solo si p es acotado y ||pll = p(ID).

Demostracion: Supongamos primero que p es positivo.
Seaa € Ay escogamos un elemento a € C de norma 1 tal que ap(a) > 0, si
denotamos por h la parte real de aa entonces ||h|| < [|a]|, asi

(AT < {lal|T.
Como ||a||ll — h € A es positivo
llallp(@) — p(h) = p(llalll — k) = 0.

Por lo tanto

lp(@)| = lap(a)l = |p(aa)| = p(aa) = p(aa) = p(aa*)
= p(3(aa +Ta*) = p(i) < p(D)lal.

Asfi, para todo a € A tendremos |[p(a)| < p(I)|lall. De donde p es acotado con

lipll < p(I).

Y claramente, por definicién, p(I) < ||p]|. Por lo tanto ||p|| = p(II). Reciproca-
mente, supongamos que p es acotado y ||p|| = p(Il). Es suficiente considerar
el caso en que p() = 1 ya que de no ser asi se hace el mismo proceso
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que realizaremos a continuacién pero con el funcional p(a) = %. Debemos

mostrar que para todo a € A* tenemos que p(a) > 0. Seaa € A" y supong-
amos que p(a) = a + if, donde a, € R. De este modo, basta probar que
a>0yp=0.

Como o(a) € R* podemos elegir s € R*, pequeno, tal que

ol —sa) ={1-st:tea(@} <[0,1].
Asi | —sal]| = R(I — sa) < 1. De donde
1-sa<|l-s(@+if)=Ilp(l—-sa) <1,

por lo tanto @ > 0. Si para todo n € IN tomamos b, € A definido por
b, = a — all + infl, notando que b}y = a — all — inpl tendremos

64l = 1163 bl = li(@ = aX)® + 8?1 = lla — all* + n?p.
Luego para todon € N
(n? +2n + 1)B* = |p(by)* < lla — all]| + n*B?,

lo que induce una contradiccién, a menos que g = 0.
De lo anterior se concluye que a > 0y 5 = 0.

De este caracterizacion cabe resaltar lo siguiente.

Corolario 2.7. Sea A una C*-dlgebra con unidad, sia € Ay a € o(a) entonces
existe un estado p : A — C tal que p(a) = a.

Demostracién: Sean y,f € C, puesto que (a — all) no es invertible tam-
poco lo serd p(a — all) = af — afll luego el elemento

pa—apl+yl—yl=pa+yl-(ap+ )],
no es invertible y por lo tanto af + y € o(Ba + yI). De este modo
lap + | < ||pa + 1.
Asi la ecuacién
poBa+yD) =ap+y,
define , sin ambiguedad, un funcional lineal en el subespacio
{pa+yl:B,yeC}
de A que satisface las propiedades

poa) = a

po) = 1

llpoll = 1.
Luego por el teorema de Hahn-Banach, pg se extiende a un funcional lineal
acotado p : A — C con |[|p]| = p(I) = 1 y por el teorema anterior esta

extencion p es positivo.
|
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Observacién 2.4.6. Sea A es una C*-dlgebra con unidad.
Sia € A es un elemento auto-adjunto tal que para todo estado p : A — C se tiene
p(a) = 0, entonces el corolario anterior implica que o(a) = {0}. Luego

llall = R(a) =0,

y por lo tanto a = 0.

Sia € A no es auto-adjunto pero satisface que para todo estado

p: A — C se tiene p(a) = 0, entonces escribiendo a = h + ik con h,k € A
auto-adjuntos tendremos que todo estado p satisface

p(@) = p(in + k) = p(i) + ip(K) = 0.

Por lo tanto para todo estado p : A — C, se tiene que p(h) = p(k) = 0. Desde
que p(h), p(k) € R aplicando el mismo criterio que al comienzo de la observacion
tendremos que h = k = 0. De donde a = 0.

Esto muestra que si un elemento de una C*-dlgebra se anula para todo estado,
entonces tal elemento es nulo.

Proposicion 2.16. Sea p un estado en una C*-dlgebra A. El conjunto
L,={aeA:p(a*a) =0}

es un ideal izquierdo, cerrado en A y p(b*a) = 0 siempre quea € L, y b € A.
Ademds para todo a,b € A la ecuacion

(a+Ly,b+Ly) = p(b*a)
define un producto interno en el espacio cociente A/L,.
Demostraciéon: Para cualquier par de elementos 4,b € A definimos
(a,b)y = p(b*a).
Claramente la ecuacién
(a+Ly,b+Lpy) =ab) = p(b*a),

define un producto interno en A/L,. Luegosia € L, y b € A por la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz tendremos

Ka, b)o* < (b, bYola, ado.
En otras palabras, comoa € L,
lp(*a)f*> < p(b*b)p(a*a) = 0.
De este modo p(b*a) = 0. Luego reemplazando b por b*ba sigue que
p((b*ba)*a) = p(a*b*ba) = p((ba)*ba) = 0.

Por lo tanto ba € Ly, es decir L, es un ideal izquierdo de A. Ademads es
cerrado pues p es continua y A* es cerrado.
|

Nos referiremos a L, como el nucleo del estado p.
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Definicién 2.4.13. Sea A una C*-dlgebra y H un espacio de Hilbert. Una
representacion nt : A — B(H) se dice ciclica si existe w € H tal que

m(A) = {n(@)w :a € A} esdensoen H.
Al vector w que satisface esta propiedad lo llamaremos vector ciclico para
.

Ahora para cada estado de una C*-dlgebra A definiremos una repre-
sentacion en algtn espacio de hilbert. A esta construccién de representa-
ciones, que detallaremos en el siguiente teorema, se le llama la construccién
de Gelfand-Naimark-segal o simplemente GNS-construccién.

Teorema 2.13. Sea p es un estado en una C*-dlgebra A. Existe una representacion
ciclica 1, de A en algun espacio de Hilbert H,, y un vector ciclico unidad x, € H,
para 1, tal que para todo a € A

p(ﬂ) = <n(a)xp/xp>-

Demostracién: Con el nucleo de p, Ly, el espacio cociente A/ L, es un
espacio Pre-Hilbert relativo al producto interno definido en la proposicién
anterior; para todoa, b€ A

(a+Lp,b+Lpy) = p(b*a).
Denotaremos a su completaciéon con respecto a este producto interno por
H,. Para cada a € A definamos un operador en el espacio Pre-Hilbert A/L,

por
n(a) : AL, — AlL,
b+L, = ab+L,.

Este operador esta bien definido pues sia, b1, by € A son tales que
by +L, = by +L,, entonces by — b, € L,. Luego como L, es un ideal izquierdo
a(by — by) = aby —ab, € Ly, por lo tanto ab; + L, = ab, + Ly. De donde mt(a)
estabien definida y claramente es lineal. Ademads, en vista de la Proposicién
2.15 tenemos
lla*al||ll — a*a = ||ja|]’1 — a*a € A™.
En particular existe su raiz cuadrada positiva. De esto, para todo b € A
b* (X~ a*a)b = ((alf’X ~ a*a)b)* (Jal’X ~ a*a)2D) € A*.
Por lo tanto para todo a,b € A como p es positivo tenemos
lall?l1b + Lol ~ lIme(@)(® + Lp)IP lal?[1b + Lol ~ llab + LI
= lal*b+L,,b+Ly)
—(ab + Ly,ab + L)
= lal?p(b*b) - p((ab)*ab)
= p®*(|lall’T — a*a)b) > 0.

De esto concluimos que
Im@)(® + Lo)I* < llal[lb + Lyl



65

Asi el operador n(a) es acotado con ||7t(a)l| < ||a]|. Ademads, cuando
a,b,ce Ay a,p € Cla funcién
n : A — B(A/L,)

a —  n(a)

es lineal, ya que
m(aa + pb)(c + Ly) = (aa+pb)(c+Ly) afac + L) + B(be + Ly)
(an(a) +pr))(c + Ly),
por lo tanto nt(aa + pb) = (am(a) + pri(b)). Ademas
n(ab)(c +L,) = (ab)(c+Ly)

= abc+L,

= m(a)(bc + Ly)

= (n(@) o n(B)(c +Ly),
de donde 7 es un homomorfismo de algebras. Como

((a)(b + L), ¢+ Ly) (ab+Ly,c+Ly)

p(c*ab)
p((a*c)*b)

(b+Lpy,a*c+Ly)

(b+ Ly, m(a*)(c+Lp)),

tenemos 7(a)* = m(a*). Por lo tanto  es un *-homomorfismo. Luego como
A/L, es denso en H,, 7 se extiende por continuidad a un operador lineal
acotado

n, : A — B(Hp)

a > mpa)

actuando en la completacién de A/L,, H,, y por las propiedades anteriores
este es un *-homomorfismo. De donde concluimos que 7, : A — B(H) es
una representacion de A en H,,.
Ademas, como 7t(Il) es el operador identidad en A/L, tenemos que 7t,(Il) es
el operador identidad en H,, y si denotamos x, = I + L, € A/L,, entonces
para todo a € A tendremos que

Tp(@)xp = p(@)L+ Lp) =all+ L, =a+ L.

Por lo tanto 71,(A) = A/L, es denso en H,. De este modo x, es un vector
ciclico para la representacion 7,. Mas aun, para todoa € A

(mp(@)xp, xp) = a+ Lsho, T+ L) = p(a)

en particular ||lx,|* = p(I) = 1
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Observacién 2.4.7. Como el espacio de estados en una C*-agebra A, que deno-
taremos por

SA)=1{peA :p(l) =1y p(a*a) > 0,para todo a € A},

es un conjunto convexo y debil*-cerrado contenido en la bola unitaria de A*, que
es debil*-compacta, tenemos que S(A) es un subconjunto de A* convexo y debil*-
compacto. Luego por el teorema de Krein-Milman S(A) es el casco convexo cerrado
de sus puntos extremos. Un estado que es un punto extremo de este convexo lo
llamaremos estado puro.

Proposicién 2.17. Si A es una C*-dlgebra y a € A no nulo, entonces existe un
estado puro p de A tal que 1,(a) # 0, donde 1, es la representacion obtenida de p
por la GNS-construccion.

Demostracién: Como a # 0 supongamos que para todo p estado puro
tenemos p(a) = 0. Como todo estado es una combinacién lineal convexa
de estados puros se concluye que w(a) = 0 para todo w estado de A. Esto
induce una contradiccién por la Observacion 2.4.6. De este modo existe un
estado puro p tal que p(a) # 0. Luego por el Teorema 2.13 concluimos

0 # p(a) = (mp(@)xp, Xp)-
Por lo tanto 7t,(a) # 0.

Terminaremos esta seccién haciendo la prueba del teorema de Gelfand-
Naimark, para esto debemos introducir el concepto de suma directa de
representaciones y de suma directa de espacios de Hilbert. Suponga que A
es una C*-dlgebra, B un conjunto de indices, {Hp}pep una familia de espacio
de Hilbert y para cada b € B tomemos ¢, : A — Hj una representacion tal
que para todo a € A y para todo b € B se tiene [|@,(a)|| < [la]l. Con estas
hipétesis definimos la suma directa de espacios de Hilbert como el espacio

@pepHp = {’0 = {Ub}pep € HpepHy : Z”vb”%ﬂ < OO}
beB

Es un facil ejercicio de series ver que si esta suma converge implica que solo
un subconjunto numerable de {v,},ep es distinto de cero. Ademds se puede
probar que este es un espacio completo con el producto interno

(v, w) := Z(Ub/ Wp)H,
beB
y por ende es un espacio de Hilbert. Luego la funcién

SpepPp(@) : SpepHp — ®pepHp
{Ophbes = GpepPr(@)(vp)
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es un operador lineal acotado actuando en el espacio de Hilbert ®,cgHp.
Asfi es natural definir la suma directa de las representaciones {@}}pcp por
¢ =®epp : A — B(®epHp)
a > Bpeppp(a).
Claramente ¢ es una representaciéon de A en el espacio de Hilbert @&,cgHy,.
Ahora estamos en condiciones de mostrar el teorema de Gelfand-Naimark.
Teorema 2.14. Toda C*-dlgebra tiene una representacion fiel.

Demostracién: Sea A una C*-dlgebra y S es la familia de estados de A,
incluyendo los estados puros. Sea ¢ la suma directa de las representaciones
{mp : p € S}, donde 7, es la representacién obtenida para p en la GNS-
construccién. Luego sia € Ay ¢(a) = 0, entonces como

pa) = EBpeSnp(a)
tendremos que para todo p € S, m,(a) = 0. Por lo tanto 2 = 0. De donde
concluimos que ¢ es una representacion fiel.
u

Es importante destacar que una representacion fiel ¢, es inyectiva y por
la Proposicién 2.12 concluimos que es isométrica es decir [ja]| = [|p(a)ll.

2.4.5.  Proyecciones en una C*-dlgebra. Ahora hablaremos un poco sobre
las proyecciones en una C*-algebra A y como estdn ligadas, en particular,
por tres relaciones de equivalencia, cada una maés fuerte que la otra. Sin
embargo, al momento de definir el grupo Ky de A estas coincidirdn y nos
permitirdn trabajar con ellas de igual forma o elegir la que nos parezca mas
conveniente al momento de hacer alguna demostracion.

Definicion 2.4.14. Sea A una C*-4lgebra, diremos que v € A es una;

1. Isometria parcial si v*v es una proyeccion.
2. Isometria, para A con unidad, si v es unitario. Es decir

vw* =v*v =1
3. Simetria si v es una isometria autoadjunta.

Observacién 2.4.8. Es importante notar que si v € A es una isometria parcial
entonces vo* también es una proyeccion, en efecto, si definimos
z = v — vv*v tendremos

z¥z = (v* — v*vo*)(v — v*v) = v* v — v Vv v — V* vV U + V¥V rr o = 0.

Luego como A es una C*-dlgebra ||z|[> = ||z*z|| = 0, de donde se tiene que z = 0.
Por lo tanto v = vo*v. Asi

v* = (V*V)v* = (v*)?,
es decir vo* es una proyeccion.

Definicién 2.4.15. Dos proyecciones p,q en una C*-dlgebra A se dicen:
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1. Equivalentes si existe v € A isometria parcial tal que p = vo* y
g = v*v. En tal caso denotaremos p ~ 4. Y la clase de una proyeccién
p € A la denotaremos por [p].

2. Unitariamente equivalentes, y denotaremos p ~" g, si existe
u € A unitario tal que p = u*qu. Denotaremos la clase de una proyec-
cién p € A por [pl..

3. Homotopicamente equivalentes, cuando existe un camino de proyec-
ciones, continuo en la topologia de la norma, que conecta p y q. En
tal caso denotaremos p ~" 4. Y la clase de una proyeccién p € A la
denotaremos por [p]y.

En toda esta seccién denotaremos por A una C*-dlgebra. Durante todo
el resto de la seccién nos dedicaremos a analizar como estdn relacionadas
estas relaciones de equivalencias, tratando de ver cuales son mds fuertes
que otras.

Lema 2.9. Sip,q € A son dos proyecciones y z € A es invertible tal que g = zpz™",
entonces p ~" q.

Demostraciéon: Como zp = gz y tomando el adjunto en esta igualdad
tenemos que z*g = pz*. Luego
pz*z = z%qz = z*zp.

Por lo tanto p conmuta con z*z. De este modo, considerando |zt = (z*2) %,
donde |z| denota el operador valor absoluto de z, podemos definir el oper-
ador unitario u := z|z|™!, que se obtiene por la descomposicién polar de z.
Luego

upu* = zl2| ™ p(l2l ™) 2 = zplel (127 2t = gzl @D = g

Por lo tanto upu™ = g, es decir, p ~" g.

Proposicién 2.18. Toda simetria u € A es homotopica a la identidad.

Demostracién: Siu € A es una simetria, por definicién tendremos que
u*=uyuwu=uu*=1Luego(1-u)*=1-u*=1-u,esdecir 1 —ues
auto-adjunto. Por lo tanto, como la funcién

inz

f@)=e?

es continua para todo z € C y (1 — u) es auto-adjunto para todo ¢ € [0, 1],
podemos definir el elemento

intt(1-u)

ur=e 2 € A
Que satisface ug = 1. Ademdés como

A-u?=1-2u+u?>=2-2u=2(1-u)
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inductivamente, se puede probar que para todon € IN, (1 —u)" = 2"~ }(1—u).
Asi

In(1-1) o (im(1 — u))"
up=e 2z =1+ W
n=1
(i)' (1 - w)
1+z: o
n=1
. 1-u (n)
=1+ — Z:n'
n=1
1-— ‘
=1+ —— (" - 1)
1—-u
=1+ -2
> (2)
=U.

Por lo tanto, como la exponencial es continua en norma, {u}:«jo;1] €s un
camino continuo en la topologia de la norma desde u hasta 1.

Es importante destacar que en esta proposicion No hemos mostrado
que toda simetria es homotopicamente equivalente a la identidad, pues el
camino no es de proyecciones.

Observacioén 2.4.9. Como toda proyeccion p € A satisface p* = p = p?, en
particular o(p) € R* pues
ap)CR y o(p) =o(p?) ={t*:tcop))
Por lo tanto p € A", en otras palabras 0 < p. Ademds como 1 — p también es una
proyeccion, ya que
(A-p’=1-p+p'=1-p y (-p*=1-p*=1-p.

Tenemos que 0 < 1—p. De esto, si p es una proyeccion entonces 0 < p < 1. También
es importante destacar, que si p es una proyeccion entonces 2p — 1 es una simetria.
Ya que

2r-1* = 2p*-1 = 2p - 1.
Qp-12p-1)* = 2p-172 = 4p>—-4p+1 = 1.
@r-1D*@p-1) = @-1? = L.

Proposicién 2.19. Sip,q € A son proyecciones tales que ||p — ql| < 1, entonces p
es homotopica a q.
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Demostracion: Definamos dos simetrias en A porv, :=2p -1y
vy =29 — 1. Sea z; := v;u, + 1, luego
28)  qzp=q2q-1D2p-1)+q=2qp=29-1)2p - Dp +p = zpp.

Como [|p — gl| < 1, tenemos

(2.9) llzg = 2l = llvgop = 1| = llvg(vy — vyl

< loglllloy = vgll = llop — vyl = 112p — 24|| < 2.
Por lo tanto, de la Ecuacién 2.9 y el criterio de Carl Neumann, se tiene que
z; es invertible. Asi, por la Ecuacién 2.8 podemos considerar q = quzq‘l
y definiendo u; = ququ‘l tendremos, por el Lema 2.9, que q = quu;.
Observando que

1zg, = zg,ll = llvg,0p — Vg, 0pll < llvg, — Vg, llllopll = 2[lg1 — g2l

es claro que la funcién que mapea g — z; es continua. También la funcién

que mapea z > z|z|~! es continua en GL(A), pues se puede interpretar como
un operador acotado. Luego sigue de la Ecuacién 2.9 que la funcién que
mapea g — 1, esta bien definida y es continua en el conjunto

eA:q=q"=aylp—ql<1).
Mas aun, definiendo z;, := tz; + 2 — 2t, tenemos que para todo ¢ € [0,1] se
satisface
lIztq = 2Il = tllzg — 2] < 2.

Por lo tanto {z;4}/c[0,1] es una homotopia de invertibles para cada g cercano
a p, es decir para todo g con ||p — g|| < 1. Finalmente, esto nos da un camino
de unitarios continuo en norma {u;4}scjo,1], entre los elementos 1 = ug, y
ug = uy4. Por lo tanto {ut,qpu:q}te[o,l] es una homotopia de proyecciones
entre py g, es decir p ~" g.

|

Corolario 2.8. Sip,q € A son dos proyecciones, entonces
p es homotopicamente equivalente a q si y solo si existe una homotopia {u}ejo,1] de
unitarios tal que ug = 1y p = uquy.

Demostracion: Supongamos que existe una homotopia {u}[o,1] de uni-
tarios tal que up = 1y p = u1quy. Como la funcién que mapea u; — uqu;
es continua y para todo t € [0, 1] se cumple que

(WW?)(WW?) = Mtquf
y
(urquy)* = upquy.

Por lo tanto {utquf}te[oll] es un camino continuo en norma de proyecciones.
Ademas satisface

uoquy =q 'y uiquy =p.
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Por lo tanto p ~" g.

Reciprocamente, supongamos que p ~" g. Sea {p;}ejo,1 tal camino. Si para
todo t € [0,1] se tiene que |[p — p:ll < 1, entonces la Proposicién 2.19 da un
camino de unitarios continuo en norma {u}e1], con ug = 1y pr = ugpu}
paratodot € [0, 1].

En el caso general, mediante la continuidad del camino {p;};c|o,1; y la com-
pacidad del intervalo [0, 1], podemos subdividir el camino {p;}[o,1] en un
nuamero finito de partes

O=ty<thi<tbhh<---<t,=1,
tales que para todok € {0,1,...,n — 1} y todo t € [t, ty4+1] se cumpla
llp: — prll < 1.
Asi
h h h h
pP=pbPo~ Py~ "~ Py~ P1=14

Luego para cada seccién [fy, tx41], por la Proposicion 2.19, tendremos un
camino de unitarios {uy t}te[s, 1,.,] tal que uy = 1y para todo t € [fy, txs1] se

cumple p; = uspy, u;. De este modo concatenando estos caminos tendremos
un camino de unitarios {u}[o,1] tales que

up=1 'y pr=wpu;.

Proposicién 2.20. Sip,q € A son dos proyecciones, entonces
p ~" g implica p ~* q implica p ~ q.

Demostracién: Sip ~" g, entonces por el Corolario 2.8 existe un camino
{tt}te[0,1] de unitarios tal que {u;qu} }iefo,1] €s una homotopia de proyecciones
entre 1y p = ujqu}. Por otra parte si p = u*qu, entonces qu es una isometria
parcial pues (qu)*qu = u*qqu = u*qu = p. Ademds qu(qu)* = quu*q = q. Por
lo tanto p ~ g.

|

Proposicion 2.21. Sip,q € A son dos proyecciones entonces

oo 0\ . 0
p~qzmplzca(g 0)~ (g 0)
en Ma(A). Y
woe 0 0
p~ qzmplzca(g O)Nh(g 0)
en Mp(A).

Demostracion:
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» Sip ~ gy v e Aesunaisometria parcial tal que p = v*vy q = vv*,
definamos
_ v 1-g :
u—( 0, )EMZ(A).

Observemos que u es unitario,

*
R v 1-p v 1-gq
= (1—q v )(1—p v* )
3 v*v+ (1-p)?  o*(1-gq)+(1-p)p*
A -gv+ov-p) (1 -gq)* + vo* '
Como por la Observacién 2.4.8 tenemos que

v —v g+ v —pv* =0=v—qu+v—0p.

Se tiene
« (10
u*u —( 01
Anédlogamente, se tiene
10
* _
uu ‘( 0 1 )

Y claramente

5 0)-(28)

Por lo tanto( g 8 )~“ ( g 8 )en Mj(A).

= Si suponemos que p ~" g, digamos g = upu* para algtn u € A

unitario, entonces escogamos el camino continuo {w;}eo,1] € M2(A)
de unitarios, definido para t € [0, 1] por

[ u 0\ cos(]F) —sin(F) [ 1 cos(Z)  sin(iZ)
“r=lo 1 sin(%)  cos(g) 0 u* J\ —sin(3) cos(E) |

Observemos que

-

o =

_ O
~————
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w59
S CEIE
()

Asi, py = wt( 8 8 )w;‘ es una proyeccion para todo t € [0,1], y

—_ O
o |
—_
~————
—_

claramente

AN

0
1
0 0
Por lo tanto( g 0 )~h( g 0 )enMg(A).

2.4.6. La C*-dlgebra limite directo. A continuacién daremos un ejemplo de
una C*-dlgebra que nos serd de mucha utilidad en la seccién siguiente.
Comenzaremos dando unas definiciones previas con respecto a categorias.
Para mayor informacién sobre categorias y limites inductivos recomen-
damos ver [11].

Definicién 2.4.16. Una categoria € es una clase de objetos, OBJ(C), junto
con una clase de conjuntos disjuntos dos a dos que denotamos MOR(C) con
las siguientes propiedades. Para cada par A, B € OBJ(C) existe un conjunto
mor(A,B) € MOR(C) de elementos llamados morfismos de A en B. Un
elemento f € mor(A, B) es denotado por f : A — B. Ademads Para cada triple
A, B, C € OBJ(€) debe existir una funcion
mor(B,C) X mor(A,B) — mor(A, C)
f:B>C X g:A—=>B — fog:A->C
que satisface los siguientes axiomas
Asociatividad: Si f : A —» B,¢: B — Ch : C = D son morfismos en
€, entoncesho(go f) =(hog)o f.
Identidad: Para cada B € OBJ(C) existe un morfismo Iz : B — B tal
que para cada par A, C € OBJ(€) y todo par de morfismos
f:A— B,g:B— Ctenemos que

Igof=f y golp=g
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Ejemplo 2.4.7. Los ejemplos clasicos de categorias son

» La categoria € de los conjuntos. Donde OBJ(C) es la clase de los conjuntos
y MOR(C) son las funciones entre conjuntos.

» La categoria © de los grupos. Donde OBJ(®) es la clase de los grupos y
MOR(®) son las homomorfismoss de grupos.

» La categoria A de los anillos. Donde OBJ(N) es la clase de los anillos y
MOR() son las homomorfismos de anillos.

Definicién 2.4.17. Sea I un conjunto totalmente ordenado y € una categoria.

Un sistema directo en € es una familia {A;, ¢; j}; je1, tal que para todo i € I
i<j

tenemos que A; € OBJ(C) y ¢;; € mor(A;, Aj) es un morfismo satisfaciendo

que para todos i, j,k € [ coni < j < k se cumple

Gij = Djk © Pi.
Para ilustrar esta definicién consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.8. Sea W la categoria de los anillos. Fijemos un objeto

A € OBJ(Q). Claramente para todo n € IN tenemos que el conjunto de matrices
cuadradas con coeficientes en A de orden n, M, (A), es un anillo. Por lo tanto, para
todo n € IN tenemos que M, (A) € OBJ(N). Para dos indices n,m € IN tales que
n < m definamos

Qnm : Mu(A) — Mm(lé)

. . a 0
0 0pn

donde 0 € Myxm-n(A) Y Op—y € Myy—n(A) son matrices nulas. Es trivial probar
que {My(A), GnmInmeN es un sistema directo.

nm
Definicién 2.4.18. Sea € una categoria y I un conjunto totalmente ordenado.
Sea {A;, ¢ jli jer un sistema directo en €. Dado A € OBJ(€) y una colecciéon

1<)
{pitier € MOR(C) tal que para todo i € I, ¢; : A; — A. Diremos que el par
(A, {@ilicr) es un limite directo del sistema directo {A;, ¢; j}; je1, si satisface
i<j
las siguientes propiedades.
1. Para todo par de indices i, j € [ con i < j tenemos ¢; o ¢;; = @;. Es
decir, el siguiente diagrama conmuta.

Aii)A

¢”l //gj

Aj

2. SiY € OBJ(€) y {¢ilier es una familia de morfismos, con
Y; € mor(A;,Y). Satisfaciendo que para todo i, j € I coni < j se tiene
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Y;jo ¢ = ;. Es decir, el diagrama

AZ-LY

q)i’jl 4

4
es conmutativo. Entonces existe un unico morfismo ¢ € mor(A,Y)
tal que para todo i € I se cumple ¢ o ; = 1);. Es decir, el siguiente
diagrama conmuta.

Al‘LY

| A

A

Usualmente denotaremos por li_n}{Ai, qbz-,]-}z: ,<j§1, o simplemente por 1i_rr>1A1-
cuando no haya confusién, a un limite directo (4, {¢;}ic) del sistema directo
{Ai, Gi i jer-
i<j

Observacion 2.4.10. » Si € es una categoria arbitraria, el limite directo de
un sistema directo puede no existir.

» Encasode queel limite directo exista, este puede no ser unico. Si{A;, i j}; jer
i<j

es un sistema directo tal que (A, @ilier) y (Y, {i}ier) son dos limites di-
rectos. La Propiedad 2 de la Definicion 2.4.18 implica que para todo i € 1
se tiene que Y o @ o P; = Y; y ¢ o Y o @; = @;. En particular, existe un
morfismo biyectivo entre Ae Y.

Ejemplo 2.4.9. Sea € la categoria cuyos objetos son las *-dlgebras y donde los
morfismos son los *-homomorfismo entre *-dlgebras. Afirmamos que en esta cat-

egoria existen los limites directos. En efecto, sea {A;, @; j}i jer un sistema directo.
i<j
Consideremos el conjunto

Ap = {(ai)iel € HAi . existe iy € I tal que para cualquier par
iel
de indices j > i > iy se tiene ¢; j(a;) = aj} .
Definamos una relacién de equivalencia en Ay de la siguiente forma
(ai)ier = (bi)ier siy solo si existe ig € I tal que a; = b; para todo i > iy.

Es claro que el conjunto A := Ag/ ~ es una *-dlgebra con las operaciones suma,
multiplicasion e involucién dadas coordenada a coordenada. Para cada (a;)ic € Ao
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denotaremos por [(a;)icr] su clase de equivalencia en A. Denotemos por 0; € A; el
neutro aditivo de la *-dlgebra A;. Para cada i € I definamos un morfismo

pi A o A
a P [(pi@))jel
en MOR(A;, A) por
0; sij<i;
. J— ] 7
Pila); = { Gijla) sij>i.
Probaremos que {A, {@i}icr} es el limite directo del sistema directo {A;, ¢; j}ijer-
i<j
1. Sean i,j € I con i < j. Consideremos a € A; y denotemos por @i(a) =
[(@)ker]- Por definicion ¢; j(a) =a; € Ajy
@j(a;) = [(ck)xer] donde

0 sik<j;
Ck_{ak Siij.

Asi, en vista de que para todo k > j tenemos que ¢y = ay, se concluye
que (ck)ker = (ax)ker. Por lo tanto concluimos que para todo par de indices
i,j €I tal que i < j, tenemos que para todo a € A; se cumple @;(a) =
[(@)ker] = [(ciker] = @;j o @i j(a). Es decir p; = @jo ¢ j.

2. Sean'Y € OBJ(€) y {¢; : Ai = Y}ier € MOR(C) tales que para todo par
de indices i,j € I, con i < j se cumple {; = ¢; o ¢; ;. Es decir, el siguiente
diagrama es conmutativo.

Ay

J

4
Dado a = [(a;)ic1] € A por definicién existe i, € I tal que para todo par

de indices i,j € I con i; < i < j se tiene ¢; j(a;) = aj. Asi por hipétesis
tenemos que para todo i € I con i, < i se cumple
Vi) = Yi(¢i,i(a;,) = ¥i,(a;,)-
Por lo que esta bien definida la funcion
Yo A — Y
[(@)iel] = i (a,).

Ademds, claramente para todo i € I tenemos que si a € A;, entonces

U(pi(a) = Y([(pi(@)j)jer]) = Yi(a). Por lo tanto P o @; = ;.
De 1 y 2 concluimos que (A, {@ilicr) es un limite directo del sistema directo
{A;, qbi,j}l: ,<]-€1 en la categoria €, es decir (A, {@ilicr) = lii)nAi. En particular, los

i<j
limites directos existen en la categoria €.
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De este ejemplo surge una pregunta natural, existen los limites directos
en la categoria €* de la C*-algebras?
Es natural pensar que el candidato a limite directo en la categoria €* es
el mismo que en la categoria € de las *-dlgebras. Si esto fuese cierto, de-
beriamos dotar a el limite directo en la categoria € de una norma con la
cual este fuera completo y satisfaciese la Ecuaciones 2.3 y 2.4 de la Defini-
cién 2.4.4. Existe un proceso natural para hacer esto ultimo. Si (a;)ier € Ao,
entonces existe un indice iy € I tal que para todo i > iy tenemos que
a; = ¢j,,i(a;,). Luego denotando ||||; la norma en la C*-dlgebra A; tenemos,
por la Proposicién 2.5, que para todo i > iy ocurre ||a;||; < [|a;,l;,- Por lo tanto
esta bien definida la funcién a : Ag — [0, o) definida por

(2.10) a((ai)ier) := Inf sup{|lall}.

20 kxj

Observacion 2.4.11. Sea (a;)ic; € Ao. Es importante destacar, en vista de que
para iy < i < j se tiene ||a;l|; < |la;l|;, que podemos escribir

a((ai)ier) = gg,f{”ak”kL

Asi, como (4;)%; = (a})ier claramente tenemos que
a((@icr@anly) = a(@a)ic

= Inf sup{llaga I}
JZ0 fexj

‘. 2
= infsup{llaxll;}
J210 ij

2
= (lfn,f sup{llakllk}]
J20 f>j

= (al(a)ien)*.
Ademas

a((a)ier(bi)ier) = inf sup{|laxbilli}

JZ0 ki

inf sup{|lag|[||bxllx}
JZ0 ki

IA

IA

inf sup{|lallx} inf sup{||bgll}
20 k>j 20 k>j

= a((@)ie))(bi)ier))-
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También « satisface la desigualdad triangular, pues

a((@i)ier + (bi)ier) = infsup{llax + byllc}
]2l kZ]

< Inf sup{llaxllc + 1bxlli}
]ZZO kZ]

< infsup{|larll} + inf sup{l|bklli}
20 k> JZ0 ki

= a((@)ier) + a((bi)ier)-

Por lo tanto esta funcién satisface las Ecuaciones 2.3 y 2.4 de la Definicién
2.4.4. Pero no es una norma en general, ya que podriamos tener un

(ai)ier € Ao tal que para todo indice i € [ tengamos a; # 0y ||a;|| — 0. Como
lo ilustra el siguiente.

Ejemplo 2.4.10. Sea I un conjunto totalmente ordenado. Para cada i € I consid-
eremos A; = b(C) y ¢ : Ai — Aj definida por

sir<j;

(¢i/(@keN))r = { Z: sir> ]

Si (A, {@ilier) es un limite directo, en la categoria de las *-dlgebras, para el sistema

directo {A;, @i j}i je1- Dado un elemento (zi)rew, claramente se tiene que para todo
i<j

par de indices i, j € I con i fijo, e i < j. El elemento (a;)je1 = (¢i,j((zk)keN)) jer €sta

en A y satisface que para todo j € I con i < j, se cumple aj = ¢; j((zx)ken) # 0 y

llajll; = 0.

En otras palabras a es una semi norma en el conjunto Ag. Ademas por la
relacién de equivalencia que hemos puesto en Ay es claro que si
(@)ier = (b))ier, entonces a((a;)ic;) = a((bj)ic)- Por lo tanto a se extiende a una
semi norma en el conjunto 1i_rr>1{Az-, (Pi’j}l:’ jel-

1<]
Es importante destacar que si para todo par de indices i,j € [ coni < j, el
*-homomorfismo ¢; j es inyectivo, entonces para (a;);e; la sucesion (|[a;||;)ier
es eventualmente constante y por lo tanto « es una norma. Esto se debe a la
Proposicion 2.12, sin embargo en tal caso, el conjunto lim{A;, ¢;, ]-},: <]€ 1 dotado
i<]

de esta norma puede no ser completo como lo ilustra el siguiente.
Ejemplo 2.4.11. Sea A una C*-dlgebra. Dado un entero n € IN consideremos la
C*-dlgebra M, (A), de las matrices cuadradas de orden n con coeficientes en A.
Dados n,m € IN con n < m definamos el *-homomorfismo

Qnm : Mu(A) — Mm(lé)

. . a 0
0 0pn

donde 0 € Msm-n(A) Y Om—n € My—u(A) son matrices nulas. Es claro que

{My,(A), GnmInmeN es un sistema directo. Luego tenemos, en la categoria € de las
n<m



79
*-dlgebras, que

Mo (A) = {(a,-,]-)(i,j)eNxN 1 aj,j € A, son todos nulos salvo un
niimero finito de pares (i, j) € N X IN}.

Junto con los motfismos {@, : My(A) = Me(A)}wen definidos para unn € N y
B = (bij)?,].:l € M, (A) por

o bz‘]’ sii<nyj<n;
((P”(B))”_{ 0 sii>noj>n.

forman un limite directo del sistema directo {My(A), G mnmen. En la categoria

<
C este limite directo serd denotado por lim M, (A). En este caso para todo par de
indices i, j € IN satisfaciendo i < j los *-homomorfismo ¢;; son inyectivos, por
lo tanto (M« (A), @) es un espacio normado. Para analizar la completitud de este
espacio, consideremos por un momento el caso mds trivial, A = C. En este contexto

Mo (C) = {(ﬂi,j)(i,j)e]leN 1 a;,; € C,son todos nulos salvo
un niimero finito de pares (i, j) € N X IN}.
Pero este conjunto dotado con la norma o no es completo, ya que se sabe del
andlisis funcional que la clausura en norma del conjunto Mo (C) son los operadores
compactos en el espacio de Hilbert I(IN). Es decir, que en el espacio de Hilbert I(IN)
existen operadores compactos que no estin en el conjunto M (C). Por ejemplo
podemos considerar el operador B actuando en I(IN) definido por

Bl(a)en) = (%) -

1

Claramente este operador es compacto pues es acotado y es el limite en norma
operador de la sucesién (B, : I,(IN) — I,(IN))neN definida por

aj

Bu((@)ien)j = { g

Por lo tanto B ¢ Mw(C) y es un operador conpacto por ser el limite en norma
de una sucesion de operadores de rango finito. Concluimos que Mu(C) no es
completo con respecto a la norma av. Asi lo unico que le falta a Mo (A) para ser una
C*-dlgebra, es que sea completa con respecto a la norma a. Luego la C*-dlgebra
M (A), donde la clausura es con respecto a la norma a. Junto con los morfismos

{on : Mu(A) = Moo(A)lnen, que han sido extendidos por continuidad. Forman
un limite directo en la categoria de las C*-dlgebras y los *-homomorfismo.
Por analogia con los operadores de rango finito que actiian en un espacio de Hilbert,

H, y los operadores compactos actuando en H. La C*-dlgebra M« (A) la denotaremos
por As(A).

sii<j;
sii> ]

Esto responde nuestra pregunta, pues Lim{A;, ¢;, ]-}1: ’<j€'1 es una *-dlgebra
i<]
normada pero no completa, cuando los morfismos ¢; ; son todos inyectivos.
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Como esta *-dlgebra satisface las Propiedades 2.3 y 2.4 de la Definicion 2.4.4
solo le basta ser completa para convertirse en una C*-dlgebra. Asi podemos
establecer la siguiente.

Proposicion 2.22. Sea €* la categoria en donde los objetos son C*-dlgebras y
los morfismos son los *-homomorfismos entre C*-dlgebras. Si {A;, ¢i’j}l:’j€.1 es un

<]
sistema directo en esta categoria, entonces existe el limite directo lim A;.

Demostracién: En vista del Ejemplo 2.4.9, en la categoria de las
*-algebras existe el limite directo lii>nAl- de el sistema directo {4;, @i,j}{ '<j€‘1'
i<j
Ademds, cuando todos los *-homomorfismos ¢; ; son inyectivos, este es un
espacio normado y satisface las Ecuaciones 2.4, 2.3 de la Definicién 2.4.4
con la norma definida en la Ecuacién 2.10. Asi concluimos que

im{A;, b jli jer
i<j
es el limite directo en la categoria €* del sistema directo {A;, ¢ jli jer- Sipara
i<j
algtn par de indicesi, j € Iconi < j, el *-homomorfismo ¢; j no es inyectivo,
entonces & es solo una semi norma del limite directo lim A; en la categoria
C. Definamos

N, :={x¢€ li_n}A,- :ax) = 0}.

Asi a es una norma en la *-algebra cociente

(ﬁi)n{z‘\i, qbi,j}g,jgl] /Ng.
1<
Concluimos que la completacion de la *-dlgebra lii)n{Ai, qbi,j}l: i?l /N, con re-
i<j
specto ala norma definida enla Ecuacién 2.10 es el limite directo del sistema
directo {A;, ¢ j}; je1, en la categoria (Ol
i<j
|

La C*-dlgebra Aw(A) serd de mucha utilidad para definir el grupo Ko

asociado a una C*-algebra A.

2.5. K-teoria de C*-dlgebras. La K-teoria fue propuesta inicialmente por
Alexander Grothendieck en el afio 1957. Grothendieck utilizé principal-
mente la K-teorfa para formular un resultado conocido hoy en dia como
el teorema de Grothendieck-Riemann-Roch. En los afios siguientes, la K-
teoria se convirti6 en una herramienta fundamental en algunas dreas de
la matemdtica, como son la geometria algebraica, la topologia algebraica,
teoria de operadores e incluso en fisica. Si bien en todas estas &reas, se
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podia utilizar la K-teoria para dar solucién a algunos problemas, los com-
portamientos de la K-teoria en las distintas dreas son distintos. El caso mas
emblemadtico quizés sea en la teoria de operadores. Pues si bien existen una
infinidad de grupos en K-teoria, al igual que el grupo fundamental o los
grupos de homologia y cohomologia, en la teoria de operadores los gru-
pos de K-teoria de orden mayor son todos isomorfos a alguno de los dos
primeros. Este resultado se conoce como periodicidad de Bott. A continua-
cién introduciremos brevemente como asociar un grupo conmutativo Ko a
una C*-dlgebra. Este grupo es un invariante por equivalencia de Morita.
Ademds probaremos algunas propiedades de estos grupos que nos ayu-
daran a hacer més fcil el calculo de algunos de estos grupos. Para ver mds
informacién de forma amigable dirigirse al texto [29]. Para conocer més de
como asociar uno de estos grupos a una C*-dlgebra de manera detallada
dirigirse al texto [5]. Durante toda esta seccién denotaremos por A una C*-
dlgebra con unidad, a menos que digamos lo contrario. Recordemos que
una proyeccién en A es un elemento p € A tal que p*> = p = p*. En toda esta
seccién denotaremos por 04 el neutro aditivo de la C*-dlgebra Ay por 0, el
elemento neutro aditivo de la C*-dlgebra M,,(A).

2.5.1.  ElMonoide V. Para construir el grupo Ky asociado a una C*-dlgebra
A comenzaremos asociando a A un monoide V(A). Luego definiremos el
grupo Ko(A) por medio de la aplicacién de Grothendieck.

Lema 2.10. Sip,q € A son dos proyecciones tales que pq = 04, entonces gp = 04.
Demostraciéon: Como

llgpl? = ligp)* @p)ll = lIp*a* @)l = lipaqpll = lipgpll < lipglllipll = 0a.
Por lo tanto ||gp||* = 04, de donde gp = 04.
|
Debido a este lema podemos, sin ambiguedad, hacer la siguiente defini-
cion.
Definicién 2.5.1. Dadas proyecciones p, g € A diremos que estas son ortog-
onales si pg = 04, y denotaremos p_Lg o gLp.
Consideremos el conjunto de todas las proyecciones de A

PiA) =peA:p*=p=p*}
Cuando dos proyecciones p, g € P1(A) son ortogonales, en vista de que
(p+a) =p +pa+ap+q° =p" +q =p+q,

y

P+ =p"+q"=p+q
tenemos que p + g € P1(A). Esto nos hace pensar en que podemos dotar
a P1(A) con una estructura de monoide, pero esto no es cierto pues no
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podemos definir la suma para todo par de elementos de P1(A), ya que de-
pendemos de que estos sean ortogonales. Como ejemplo pensemos que A
tiene unidad. Luego 14 € Pi(A) y claramente no existen elementos ortogo-
nales a la identidad, por lo que para p € P1(A) no podemos definir 14 +p de
tal forma que pertenezca a P1(A).

Para el conjunto de las C*-dlgebras de matrices {M,(A)},en consideremos
las inclusiones canonicas cuando n,m € IN son tales que n < m

Qnm : Mu(A) — Mm(lé)
a 0
0t 0,—n

a =

donde 0 € M,5m—n(A) es la matriz nula.
Consideremos el sistema directo {A;, ¢ j};, je1 y denotemos por (Awo(A), {@u}nenN),
i<j
su limite directo como en el Ejemplo 2.4.11. Ademds recordemos que por
definicién A (A) es la completacién de la *-adlgebra Mo, (A).

Definicién 2.5.2. 1. Para un elemento a € M (A) denotaremos por al,
el elemento de M,,(A) satisfaciendo que para todo par de elementos
i,j € {1, 2,... ,1’1} se cumple (a|n)(l‘,]‘) = 4ag,j)-
2. El soporte de un elemento 2 € M (A) es el menor entero n > 1 tal
que para todo par (i, j) € IN X N satisfaciendo que i > noj > n
tenemos que a4 j) = 04.

Consideremos el conjunto de las proyecciones de la C*-algebra A (A)

(2.11) P(A) = [p € Aw(A) : p* = p = p*).
El de las de M (A)
(2.12) Po(A) = {p € Mow(A) : p* = p = p*}.

Y el conjunto de las proyecciones de la C*-algebra M,,(A)
Pu(A) = {p € My(A) : p* = p = p*).

Extendamos la relacién de equivalencia por unitarios al conjunto P,(A) de
la siguiente forma. Si p,q € P,(A), entonces diremos que p ~* g cuando
exista u € M,(A) unitario tal que p = u*qu. Andlogamente extendamos esta
relacién de equivalencia al conjunto P(A). Es decir, para p, g € P(A) diremos
que p ~" g si existe u € Aw(A) unitario tal que p = u*qu. Denotemos
por [p] la clase de equivalencia de p € P(A) con respecto a ~*. En vista
de la Proposicién 2.21 la relacién de equivalencia ~* coincide en P.(A),
y por lo tanto en P(A), con las de la equivalencia por homotopias y la
equivalencia simple de la Definicién 2.4.15. Desde ahora en adelante para
p € P(A) denotaremos por [p] la clase de equivalencia de p con respecto a
esta equivalencia. Luego simplemente el producto de matrices muestra el
siguiente lema.

Observacion 2.5.1. El conjunto Po(A) es denso en P(A).
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Lema 2.11. Sip € A es una proyecion, entonces en Mp(A)
P 0a) uf0a Oa
0a 04 04 p |
Demostracién:
P 0a)_(0a 1a)[0a 0a)(0a 1a
OA OA 1 A OA OA p 1 A OA )

Ahora estamos en condidiones de definir un monoide a partir de la C*-
algebra A.

Lema 2.12. Sip,q € P(A), entonces p_Lq.

Demostracion: Sip,q € Po(A) tienen soportes 1, y 1, respectivamente,
entonces sin perdida de generalidad podemos suponer n, < n,. Luego,
definiendo g, = qlnq Y Pn = plnq por el Lema 2.11, en M»,(A) tendremos

% On Nu 01’1 01’1
0, Oy 0y n '

n Oi’l On On
P2nf2n = ( gn 0, )( 0, ) = 0z € Mp,(A).

Por lo tanto

qn

Es decir py, y 42, son proyeciones ortogonales en M, (A). Finalmente, como
P9 = Pau(p2ng2n) = 0 tendremos que pLg. Luego si p,q € P(A) existen
sucesiones (pr)keN Y (Fk)ken €N Moo (A) convegientes a p y g respectivamente.
Y por lo anterior tenemos que para todo n € N py,, 4, € Mo(A) y prLgn. De
donde se concluye que p_Lg.

De este modo la suma de elementos en P(A)/ ~* esta bien definida, pues
dados [p], [q] € P~(A)/ ~" con soportes 1, y n, respectivamente. Para todo
n > max{n,, ng} tenemos que ply, gl € My(A) son tales que @, (pl.) = py
©n(qls) = g, donde @, : M,(A) — A es el morfismo del Ejemplo 2.4.11.
Asi definimos la suma en Po(A)/ ~" por

qln

Este suma se puede extender al conjunto P(A)/ ~*. Esto induce la siguiente.

[P] + [Q] = [(PZn (( %l: On ))] = [(PZn(DIAG(pln/ qln))]

Proposicion 2.23. Si A es una C*-dlgebra con unidad, entonces P(A)] ~* es un
monoide abeliano con identidad 0 = [04]. Ademds, si B es una
C*-dlgebra y B : A — B es un *-homomorfismo, entonces la funcién inducida por
B;
Vo) = P(A)/~" —  P(B)/~"
[@ip)ijen] = [(B@i))i)ijen]
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es un homomorfismo de monoides aditivos y ademds la correspondencia
A P(A)] ~*, B+ Vo(B) es un functor covariante de la categoria de las C*-
dlgebras en la categoria de los monoides abelianos.

Demostracién: Sean [p], [q],[r] € P(A)/ ~" con soportes n,,ny,n, re-
spectivamente. Si n > max{n,, n;} y m > max{2n,n,} entonces tendremos
que ~

(Il +1qD) +[r] = [@2m(DIAG(pn, qln, Om—20, 71m))]

[QDZm(DlAG(Iﬂn/ Q|n/ rlml 0711—271))]

= [p] + (lg] + [7D).
Ademas claramente [p] + [04] = [p]. De donde concluimos que P(A)/ ~* es
un monoide con el elemento identidad dado por 0 = [04].
Sean [p], [q] € P(A)/ ~" con soportes n, y n, respectivamente. Si n € IN es
tal que n > méx{np, nq}, entonces

pl” OH U C”n On
0y Q|n 0y Pln '

De donde se tiene que

[p] + [q] = [@2n (DIAG(plu, qln))] = [@2n (DIAG(gln, pln))] = [] + [p].

Asi concluimos que P(A)/ ~* es un monoide abeliano.
Consideremos B una C*-4lgebra y un *-homomorfismo de C*-algebras
B : A — B.Sean [p],[q] € P(A)/ ~" con soportes n, y n, respectivamente.
Para n > max{n,, ng} y la funcién inducida
Vo) = PA)/~"  —  P(B)/~"
[@i1<ij<n] = [(B@ij)ih<ij<n]
tenemos que

Vo(B)(Ipl + [g])

Vo(B)([92n(DIAG(plu, g1))])

VoB)[p2n(DIAG((pij)} iy i) ;)]

Vo(B)[@an(DIAG((B(pi)ij); 1=y, (B@i)if)} ;D)

= Vo(B)([pD) + Vo(B)([4)).

Por lo tanto V(B) es un homomorfismo de monoides. En vista de todo lo
que hemos probado, es claro que Vj es un functor covariante.

Definicién 2.5.3. Al par (P(A)/ ~*, +) lo llamaremos el monoide asociado
ala C*-dlgebra A y lo denotaremos por Vj(A).

Ejemplo 2.5.1. Hagamos el calculo de V(A) para los ejemplos canonicos de C*-
dlgebras.
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1. Para A = C, todo elemento de Vy(A) es representado por una matriz de
proyeccion con coeficientes reales, pues es autoadjunta. Ademds las proyec-
ciones en M, (A) son equivalentes cuando sus imagenes, como subespacios
de C", tienen la misma dimension. Asi tenemos que

Vo(A) = N U {0}.

2. Seak € Nyn € IN. Para A = My(C), tenemos que
M, (Mi(C)) = Myi(C). Luego Mo(Mi(C)) = Muw(C). Asi por el argu-
mento del punto anterior se tiene que

Vo(A) = N U {0}.

3. Sea H un espacio de Hilbert infinito dimensional y separable. Denotemos
por K(H) el espacio de los operadores lineales y compactos sobre H, de este
modo M, (K(H)) = K(H") = K(H). Como para toda proyeccién en K(H) la
dimension de la imagen es finita, se concluye que

Vo(K(H)) = N U {0}.

2.5.2.  Elgrupo Ko(A). Comenzaremos esta seccion dando la definicién del
grupo Ko para una C*-4lgebra con unidad, para luego definir el grupo Ko
de una C*-dlgebra general. Observamos que si M es un monoide abeliano y
dotamos a M X M con la suma coordenada a coordenada, entonces podemos
definir la siguiente relacién

(my,ny) ~ (mp,np) siysolosi existek € M, my+ny+k=my+n;+k

Es claro que esta relacion es reflexiva y simétrica, asi que solo basta ver que
es transitiva. Supongamos que (11, my) ~ (n1,n2) y (n1,1n2) ~ (ni,n’2), luego
existen k, h € M tales que

my+ny+k=ny+my+k y m+ny+h=nj+ny+h.
Sumando ambas ecuaciones obtenemos
my+ny+k+n+ny+h=n +my+k+nj+ny+h
Por la conmutatividad del monoide M y asociando tendemos que
my +nj + (k+ny+ny+h) =n] +my+ (k+ny +ny +h).

De donde concluimos que (my,mp) ~ (ni,né). Asi la relacién ~ es una
relacién de equivalencia. Denotaremos las clases de equivalencia por

[(m, n)] = {(m1,n1) : (m,n) ~ (my,n1)}.

Es importante destacar que si (my,mz) ~ (11,1n2) y (m;,m}) ~ (n},n3), en-
tonces existe k, k' € M tal que

my+ny+k=ny+my+k y mj+ny+k' =nj+m)+k.

Luego sumando estas dos ecuaciones, en vista de que el monoide es abeliano,
tenemos que

my +my+ny+ny+ (k+kK)=my+m)+n +n)+k+Kk).



86

Por lo tanto (my + mj, my +mj) ~ (n1 +nj,ny + nj). Asila relacion de equiv-
alencia es compatible con la estructura aditiva de M X M. Es decir que

[((m,n)] +[m' ,n']=[m+m',n+n'].

Es facil ver que dado h € M, el elemento [(h, h)] = {(n,n) : n € M} es un
neutro para la sumaen (M xXM)/ ~.Puesdado [(m,n)] € MXM)/ ~yhe M
tenemos que para cualquier k € M se cumple

m+h)y+n+k=m+m+h)+k
por la conmutatividad del monoide M. Luego
[(m, m] + [, 1)] = [(m + h,n+ B)] = [(m, n)],

es decir que el elemento neutro para la suma en (M X M)/ ~ es [(m,m)].
También tenemos que para cada [(m, n)] € (M X M)/ ~ su inverso aditivo es
[(n,m)], ya que

[(m,n)] + [(n,m)] = [(m + n,m + n)].
De todo lo anterior se puede concluir que el conjunto (M X M)/ ~ es un
grupo abeliano, ya que el ser abeliano lo hereda de M.

Definicion 2.5.4. Si M es un monoide el Grupo de Grothendieck asociado
a M es el conjunto (M x M)/ ~, que denotaremos por Koo(M).

Ejemplo 2.5.2. Sea X un espacio topologico de Hausdorff, conexo, localmente
compacto y no compacto. Calcularemos el grupo de Grothendieck de la C*-dlgebra
Co(X), es decir las funciones continuas en X que se desvanecen al infinito. Podemos
identificar M,,(Co(X)) con Co(X, M, (C)). Bajo esta identificacion, las proyecciones
en la C*-dlgebra M,,(Co(X)) son identificadas con las proyecciones en la C*-dlgebra
Co(X, M,(C)). Denotemos por T : M, (C) — C la traza usual. Luego para una
proyeccion p € Co(X, M, (C)), la funcion

o + X — Z
x = T(p)).

es constante pues X es conexo. Pero la unica funcién constante en Co(X,Z) es
la funcion nula, pues X no es compacto. Por lo tanto ¢, : X — My(C) es la
funcién nula. De donde concluimos que toda proyeccion en M, (Co(X)) es nula.
Asit Koo(Vo(Co(X))) = {0}.

Es importante destacar que si M; y M, son monoides abelianos y
a : M; — M; es un homomorfismo entre estos monoides, entonces « se
extiende a un homomorfismo entre sus grupos de Grothendieck asociados
por;
Ko@) : KooM1) —  Koo(M2)
[m,m] = [(a(m), a(m))].
Definicién 2.5.5. Si A es una C*-4lgebra con unidad, definimos el grupo

Ko(A) := Kgo(Vo(A)). Donde V(A) es el monoide de la Definicién 2.5.3. En
tal caso denotaremos, para m, n € Vy(A) la clase de equivalencia [([m], [1])]

por [m] — [n].
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Ejemplo 2.5.3. Sea X un espacio de Hausdorff, conexo y compacto. Para p €
Py(C(X)) consideremos la funcién ¢, : X — C definida por

¢p(x) = T(p(x)), donde T denota la traza usual de matrices. Como

p(x) € My(C) es una proyeccion en C", su traza es simplemente la dimension del
subespacio p(x)C". Luego, para todo x € X tenemos que ¢p(x) € IN. Ademds, si
(pi]-(x))zjzl, entonces

T(p() = ) pil®),
i=1

y como todas las funciones p;; son continuas, concluimos que ¢y, es continua. Por lo
tanto ¢, € C(X,IN), y como X es conexo se tiene que ¢, es constante. Denotaremnos
por T(p) el valor de ¢. De esto concluimos que la funcion

Dim : Vo(CX)) — N
(] = T(p)

esta bien definida. Como la funcién valuacién en x
., : CX) » C
fooe

es un homomorfismo de C*-dlgebra al igual que la funcion
T : C(X, M, (C)) — C. tenemos por la Proposicion 2.23 que

Vo(te) :+ Vo(C(X)) — Vo(C)
(] = [p(x)]

Vo(T) : Vo(C(X)) — N
Pl = [T)]

son homomorfismo de monoides aditivos. Asi, Dim = Vy(T) o V(ty) es un ho-
momotfismo de monoides aditivos que se extiende a un homomorfismo de grupos
aditivos dado por

Ko(Dim) : Ko(C(X)) — Ko(C)
[P1-lq1 = [(TE)]-IT(g)].

Finalmente como X es compacto, tenemos que la funciéon 1x es una proyeccion y
1 = 1x(x) = Ko(Dim)([1]). Por lo tanto Ko(Dim) es un homomorfismo de grupos
epiyectivo.

Observacién 2.5.2. Esimportante destacar, en el Ejemplo anterior, que si el espacio
X no es conexo, entonces la funcion ¢y, : X — Cdefinida por ¢p,(x) := T(p(x)) no es
constante salvo en sus componentes conexas. En particular, en el ejemplo anterior,
si reemplazamos X conexo por X totalmente disconexo habremos construido un
epimorfismo

Ko(Dim) : Ko(C(X)) — C(X, Ko(C))
[pl=1lg] = [TpEN]-[T@E)].
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En vista de que [(T(p(x)))] — [T(q(x))] = 0 para todo x € X si y solo si para todo
x € X se tiene [(T(p(x)))] = [T(q(x))], concluimos que si X es un espacio compacto,
Hausdorff y totalmente disconexo, entonces

Ko(C(X)) = C(X, Z).

Proposicion 2.24. Si A, B son C*-dlgebras homotopicamente equivalentes, en-
tonces sus grupos Ko son isomotfos. Es decir, Ko(A) = Ko(B).

Demostracién: Como A y B son homotopicamente equivalentes exis-
tenp : A - By ¢ : B - A *-homomorfismos tales que ¢ o ¢ es homo-
topicamente equivalente a la identidad en B y ¢ o ¢ es homotopicamente
equivalente a la identidad en A. Luego, Existe Hy : [0,1] X A — A continua
tal que para todo a € A se cumple Hx(0,4) = ¢ o p(a) y Ha(1,a) = a. Por lo
tanto, dado [p] € V(A) tendremos

Vo() o Vo(p)([p]) = Vo(@) (@)D = [¢ © p(p)] = [p].

Es decir, Vo(¢) o V(@) = Iy, (a). De donde se concluye que V(@) es inyectiva.
Andlogamente, existe Hp : [0,1] X B — B continua tal que para todo b € B
se cumple Hg(0,b) = ¢ o ¢(b) y Hp(1,b) = b. Por lo tanto, dado [g] € V(B)
tendremos

Vo(p) o Vo(@)([g]) = Vo(@)([9@)]) = [ o p(@)] = [4].

Es decir, Vo(p)o Vo(¢) = Iy, B). De donde se concluye que V() es sobreyec-
tiva. Finalmente concluimos que V((A) y V((B) son monoides isomorfos y
por lo tanto Ko(A) = Ko(B), con el isomorfismo dado por Ko(¢) y su inversa

por Ko(¢).
|

Corolario 2.9. Si A es una C*-dlgebra contractible, es decir la funcion identidad
I: A — A es homotopicamente equivalente a la funciéon nula 0 : A — A. entonces
Ko(A) = {0}.

Demostracion: Por la Proposicién 2.24, tenemos que el isomorfismo
viene dado por Ky(0). Que es el homomorfismo nulo.
u

Ejemplo 2.5.4. Hagamos el calculo del grupo Ko(A) para algunas C*-dlgebras A.

1. Sea A = C. Por el Ejemplo 2.5.1 tenemos que Vo(C) = IN U {0}, de este
modo Ko(C) = Z.

2. Sea X un espacio de Hausdorff, compactoy contractible. Luego existe xo € X
ya:[0,1] X X — X continua tales que

a(l,x) =xy a0,x) = xo.
Definamos para cada t € [0,1] un *-homomorfismo
@1 C(X) = C(X)  por  @i(f)(x) = flalt,x)).

Claramente @o(f)(x) = f(x0), p1(f)(x) = f(x) y la funcién
t — @u(f) es continua para cada f € C(X). Esto ultimo muestra que
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@o es homotopica a la funcién identidad en C(X). Consideremos los *-
homomorfismos ¢ : C(X) — Cy ¢ : C — C(X) definidos por p(f) = f(xo)
Y Y(z) = z1(x). De esto modo @ o 1p = lIc y Y o ¢ = @ que es homotopica
a llcx). En vista de la Proposicion 2.24, el diagrama

N

Ko™ 7

Ko(fp)l Xo(T)
Ko(C)

es conmutativo y Ko(@), Ko(T) son isomorfismos. Por lo tanto
Ko(Dim) : Ko(C(X)) — Z es un isomorfismo de grupos.

Recordemos que si A es una C*-dlgebra sin unidad entonces existe una
C*-dlgebra llamada la unitizacion A que es un C*-dlgebra con unidad el la
cual se embebe A. Ademds recordemos que la unitizacién de A, no es mas
que A = A®C con el producto e involucién definidos en las Ecuaciones 2.5 y
2.6 respectivamente y la norma de la Proposicion 2.13 asi que en particular
existe una proyeccién ¢ : A — C. En otras palabras la proyeccién en la
segunda coordenada de A = A @ C. De este modo, existe Vo(o) : Vo(A) —
Vo (C) homomorfismo de monoides.

Definicion 2.5.6. Si A es una C*-4lgebra sin unidad, entonces definimos el
grupo Ko(A) por;

Ko(A) := NUCLEO(Ko(¢) : Ko(A) — Ko(C))
donde Ky(¢) es la extencién a los grupos de Grothendieck del homomorfis-
mo de monoides V(¢) : Vo(A) — V(C) descrito en el parrafo anterior.

Como el Ko(C) = Z, podemos escribir para una C*-dlgebra sin unidad A,
Ko(A) := NUCLEOKo(9) : Ko(A) — 7}

Observacién 2.5.3. Si A es una C*-dlgebra sin unidad, entonces el grupo Ko(A)
es un subgrupo del grupo Ko(A).

Esta proposicion a continuaciéon nos sera de mucha utilidad para rela-
cionar las dos C*-dlgebras que asociaremos a un embaldosado.

Proposicion 2.25. Sea A una C*-dlgebra. El *-homomorfismo ¢, : A — M,(A)
definido por ¢,(a) := DIAG(a, 0), induce un isomorfismo

Ko(¢n) : Ko(A) = Ko(My(A)).

Demostracién: Basta mostrar que Vo(¢,) : Vo(A) — Vo(M,(A)) es un
isomorfismo. Claramente V(¢,) es inyectiva. Si consideramos una proyec-
cion (a;) € Pw(My(A)), claramente existe una proyeccion (b;j) € Po(A)
tal que Vo(¢u)(bij) = (ai). Concluimos que Vo(¢,) es un isomorfismo de
monoides que se extiende a un isomorfismo de grupos

Ko(¢n) : Ko(A) = Ko(My(A)).
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De esto se obtiene, con un poco maés de trabajo, el siguiente.

Corolario 2.10. Si A es una C*-dlgebra, entonces para cualquier espacio de Hilbert
H se cumple, Ko(A) = Ko(A ® K(H)).

Para finalizar esta seccién enunciaremos un teorema que relaciona el
grupo Ky asociado a una C*-dlgebra de funciones continuas sobre un es-
pacio compacto, con el grupo de cohomologia de este espacio. Para su
demostracién recomendamos referirse a [14].

Teorema 2.15. Sea X un espacio topoldgico compacto. Entonces existe un isomor-
fismo

C: Ko(Co(X)) ® Q = @enH (X Q),

donde H*'(X; Q) denota el 2n-esimo grupo de cohomologia del espacio X con
coeficientes en Q.

2.5.3. Trazas. En esta seccién introduciremos el concepto de traza en la
K-teoria de una C*-algebra. Este concepto es fundamental para compren-
der la conjetura del etiquetamiento de lagunas que tratamos de entender.
Consideremos A una C*-4lgebra sin unidad.

Definicién 2.5.7. Un funcional C-lineal 7 : A — C es llamado traza si para
todos x, y € A satisface la propiedad

T(xy) = T(yx).

Si en el caso que A tiene unidad 7 es ademds un estado, segtn la Definicién
2.4.12, entonces lo llamaremos estado tracial 6 traza normalizada.

Consideremos la *-algebra M« (A), definida en el Ejemplo 2.4.11. Sean

X, Y € M« (A) consoportes ny, n, respectivamente y n > max{ny, n,}. Ademas
supongamos que x ~* y, luego

Xln = (Xijo<ij<ns  Yln = (Yijlosi,j<n € Mn(A)

son tales que x|, ~" yl,, por lo tanto existe v = (v;j)o<i,j<n € Mn(A) isometria
parcial tal que x|, = vv* y yl, = v*v. Luego

() = T(ZZ=1 Uz‘kv,fi)

Yiey T(0i0})

ZZ:1 T(U,Z-Uik)'
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Y t(xi) = ie1 L1 T(U;z-vik)

Yoim1 Lzt T(O5vi)

ZZ:l T (Z?:] U;:(Z-Uik)

= Yeer T(ii)-
Podemos extender, por continuidad, esta traza a la C*-algebra Ac(A).

Luego, por lo anterior, al monoide V(A) de la Definicién 2.5.3 y por lineal-
idad a Ky(A).

Definicién 2.5.8. Sea 7 una traza en la C*-dlgebra A.

1. Dado y = (yij)o<i,j<n € Pn(A) definimos la traza t,, : P,(A) — C por
n
(y) = Z T(Yit)-

2. Dado [x] € Mw(A) denotemolszlsu soporte por n € IN. definimos la

traza Teo : Moo(A) — C por

n
too([a) = Talal) = ) i),
Por continuidad puede ser extendiczlzala Too : Ac(A) — C.

3. Como 7 es invariante por la relaciéon de equivalencia ~*, podemos
extenderla a V(1) : Vo(A) — C.

Observacién 2.5.4. De la definicién anterior se puede definir una traza en el
grupo Ko(A) por linealidad. Para g € Ko(A) existen [p],[q] € Vo(A) tales que
g = [pl = [q]. Asi la traza Ko(7) : Ko(A) — C se define por

Ko(7)(8) = Vo(1)([p]) = Vo(r)(Ig])-

Ademds si p € Mo (A) tiene soporte n, € IN y es una proyeccion, entonces debido
aquep =p* =p*ypla = (pi)); ., tendremos

p
2
pi =P + Z pipj-
j=1
j#i
De donde se tiene que para todo i € {1,2,...,n} se cumple p;; > O, por ser suma

de elementos positivos. Por lo tanto Tw(p) > 0. Concluimos, por continuidad y
linealidad, que Vo(t) : Vo(A) = R* y Ko(7) : Ko(A) = R.
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3. C*-ALGEBRA ASOCIADA A UN EMBALDOSADO.

En esta seccion introduciremos dos métodos para construir una
C*-4lgebra a partir de un embaldosado. La diferencia principal de estos
dos métodos es el espacio inicial en el que trabajaremos. En el primero, que
llamaremos caso continuo, construiremos la C*-algebra a partir del casco
continuo del embaldosado en cuestion. Mientras que en el segundo caso,
llamado caso discreto, la construiremos a partir de la transversal del casco
continuo. La idea principal de como construir estas C*-dlgebras proviene
de las algebras llamadas C*-algebras productos cruzados, ver [30]. A pe-
sar de que las C*-dlgebras en el caso continuo y discreto son distintas, se
puede probar que son equivalentes en el sentido de Morita, esto implica
en particular que sus K-teorias son iguales. Para mds informacién ver [15].
Ademds definiremos una traza (ver Definicién 2.5.7) en la C*-dlgebra del
caso discreto. Esta traza es parte importante de la funcién de etiquetaje de
lagunas que deseamos construir.

3.1. C*-dlgebra asociada a un embaldosado: Caso Continuo. Sea A un
conjunto finito de baldosas en R y fijemos un Embaldosado Ty € X4 que
satisfaga FPC (ver Definicién 2.3.14). Denotemos por Qr, al casco continuo
asociado al embaldosado T. Comenzemos nuestra construccion con el es-
pacio vectorial C.(Qr, x R?) de las funciones continuas a soporte compacto
con valores en C definidas en Qr, x R%.

3.1.1.  Definicion del productoy lainvolucién. Para f, g € Co(Qr,XIRY) tomem-
os T € Qr,, x € R? y definamos el producto e involucién en este espacio

por

(3.1) f#8(T,%)

(3.2) (T, x)

f}R ) f(T, (T —y,x - y)dy.

f(T —x,—x).

Puesto que f,g € C.(Qr, X ]Rd), es claro que f * g € C(Qr, X IRd). Por lo
que el producto esta bien definido. Ademas es trivial probar que paraa € C
tenemos

» (f+a9)* = f* +ag*.

n (f*)* = f
Asi que para mostrar que la aplicacién f — f* es realmente una involucién,
basta probar que (f * §)* = ¢* * f*. En efecto, sean f, g € Cc(Qr, X RY),
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Te€Qr,x€ R, luego

[f * §1*(T, ) (foe T, 9)&(T = y,x = y)dy)”

(Je F(T =%, )&(T = x =y, —x = y)dy)

haciendoz=x+y

(fle f(T—x,—x+2)g(T -z, z)dz)

fw S(T —z,2)f(T — x,—x + z)dz

Joa 8 (T, 2)f*(T = z,x — 2)dz

= g+ f*(T, x).

De donde concluimos que la aplicaciéon * que hemos definido es una in-
volucién.

Pero en general el dlgebra (C.(Qr, X R%), +,%) no es completa con la norma
del supremo y no satisface las Ecuaciones 2.3 y 2.4 de la Definicién 2.4.4.
Esto nos obliga a definir una nueva norma que satisfaga las condiciones
impuestas en la Definicién 2.4.4 para lograr nuestro objetivo de construir
una C*-4lgebra.

3.1.2.  Construccion de la norma. Consideremos el espacio de Hilbert L2(IRY),
un embaldosado T; € Qr, y definamos para cada f € C.(Qr, X R%) un
operador AT, (f) por

Ar(f) @ LARY) —  L[A(RY)
& P An(HE).

Donde la funcién A, (f)(€) esta definida por
A (O = [ T+ e - )y
R4

Claramente este operador es lineal y ademas es acotado ya que si [|€|l = 1,
entonces

2
in = [ | [ A peee=ndy v
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Luego como la funcién y — f(T; + x, y) esta en L?(R¥) por ser continua a
soporte compacto tenemos, utilizando la desigualdad de Holder, que

A DER < fos (oo [FCT1 + 206 = )| dy) dx

< JeallF(T1 + x, )IBIIEIRdx
< Kméx{lf(Tl +x, y)P :x,yele}
< KIIfI1%.

De donde concluimos que la norma operador de Ar,(f) es menor o igual a
la norma infinito de f por una constante K que es la medida de lebesgue
del soporte de f. Como esta cota no depende del embaldosado T4, tenemos
que para todo T € Qr, el operador de la forma Ar(f) tiene norma acotada.
En otras palabras, para todo T € Qr, tenemos que Ar(f) € B(L%(R%)).

Lema 3.1. Si f € C.(Qr, X R\ {0}, entonces existe T € Qr, tal que |Ar(f)|| # O

Demostraciéon: Si f € C(Qr, X R%) \ {0}, entonces existe (Ty,x1) € Qr, X
RY tal que f(Ty,x1) # 0. Ademés, Por continuidad, existe 6 > 0 tal que para
todo (T, x) € Bs(T1, x1) se tiene

f(T,x) #0.
Afirmamos que el operador
A1, (f) : LA(RY) — LA(RY),
no tiene norma cero. En efecto, definamos & : R — R4 por

(1 si —xemBs(Ty,x));
&(x) = { 0 si —-x¢ ni (BZ(Tilxi))-

Luego, la funcién continua Ar, (f)< es tal que

A1, (f)E0) = f]R ) f(Ty, y)é(-y)dy = f f(T1,y)dy # 0.

2(Bs(T1,x1))

De donde concluimos que,

2
dx # 0.

n el = [ | [ frenmee - nay
Por lo tanto, si f € C.(Qr, X R%) \ {0}, entonces AT, (H)Il > 0.

Esto nos permite definir ||-||x : Cc(Q7, X R%) — [0, c0) por

Ifllx = sup [IAT(H)Il.

TEQTO
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Claramente ||| satisface la desigualdad triangular. Ademads paratodoa € C
y f € C(Qr, X R%) se tiene

lleeflle = lel Il fll-

Por el Lema 3.1, se sigue que, toda funcién f € C.(Qr, X R%) \ {0} satisface

0 < sup [IAr(AIl < KIIfll3.
TGQTO

Concluimos que [|||« es un norma para el espacio C.(Qr, X R%).

Ademds para todo T € Qr, la funcién At : C(Qr, X R%) — B(L*(R%))
definida por f = Ar(f) es un homomorfismo de dlgebras que satisface

Ar(f*) = (Ar(f))* := operador adjunto de  Ar(f).
En efecto, para todoa € Cy f, g € C(Qr, x RY) la propiedad

Ar(f +ag) = Ar(f) +aAr(g)

es clara. Asf, basta mostrar que para todo f, ¢ € C.(Qr, X RY) tenemos

» Ar(f *g) = Ar(f) o Ar(g).
= Ar(f*) = (Ar(f)*.

Consideremos T € Qr, fijo. Sean f, ¢ € C.(Qr, x RY) y & € L2(RY). Luego

(Ar(f) 0 AT(9)E)(x) Ar(F) (Jfre 8T + %, )E(x — y)dy)

fle f(T+x,2) (fle ST +x—-z,y)é(x -z~ y)dy) dz

fflede f(T+x,2)8(T + x =z, y)é(x — z — y)dydz

haciendou =z +y

ffleX]Rd f(T+x,2)8(T +x —z,u—2z)&(x —u)dudz

f}Rd (f]Rd f(T+x,2)g(T+x—z,u~— z)dz) E(x —u)du

S (f # (T + x,w)) &(x = u)du
- (Ar(f = g)&)(x).

Por lo tanto Ar(f) o Ar(g) = Ar(f * g).
Para probar la otra propiedad, considere f € C.(Qr, X RY) y &, 1 € L*(RY).
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Luego

(€0, (Ar(f*)m(x)

et E@AT(F*)n(x)dx

Jis €O foa FT +x =y, =) = y)dy)d
[t EQFT +x = y, =y - y)dydx
ff]Rded f(T +z,-y)é(z + y)n(z)dydz

Juo (o FT + 2, -)E + y)dy) T@)dz

haciendoz =x-y

Jrt (e £T + 2, 9)é - y)dy) Ti)dz
S AT(HE@)T(2)dz
= (Ar(HE@), n(x))

de donde, por la unicidad del operador adjunto, tenemos que

Ar( )™ = Ar(f*).

Con esto hemos concluido que para todo T € Qr, la funcién Ar es un
homomorfismo entre las dlgebras C.(Qr, X R%) y B(L*(R%)) que satisface la
propiedad

Ar(f*) = (Ar(H)*.

Denotemos por C(Qr,) = IR? la completacién de la dlgebra con involucién
(Ce(Qr, X R%), +,%,* ) con respecto a la norma

lfll« == sup IAT(H)Il.

TEQTO

Como la algebra C(Qr,) = R? es un 4lgebra completa con involucién solo
basta comprobar que satisface las propiedades de la Definicién 2.4.4 para
concluir que es una C*-dlgebra. En efecto si f,g € C(Qr,) = R?, entonces
tenemos

I1f * 8llx = sup lIAr(f = &Il = sup [IAr(f) o Ar(g)Il
TEQTO TEQTO

< sup [IA(HI AT = 11 fllx 1]l

TGQTO
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Por otra parte

1% flle = sup IAT(f* + Al = sup IAr(f*) o Ar(Hll

TEQTO TEQTO

= sup [IAr(f)* o Ar(Hll = sup lIAr(FIF = lIfII3.

TeQr, TeQr,
Asi concluimos que C(Qr,) = R? es una C*-dlgebra.

Observacion 3.1.1. Si en la transversal I't, C Qr, actiia un grupo G, entonces
podemos definir de la misma forma que antes la C*-dlgebra C(I'r,) < G.

3.2. (C*-dlgebra asociada a un embaldosado: Caso Discreto. En el mis-
mo contexto del caso continuo construiremos ahora una C*-dlgebra que
denotaremos por Ar,, para Tp € X4 satisfaciendo la condicién FPC. De-
notemos por I'r, C QOr, a la transversal del casco continuo Qr, asociado al
embaldosado Ty. Definamos el conjunto

R = {(Tl, Ts) € I'ry X I'r, : existe x € R? tal queT; =Tr + x} .

Este induce una relaciéon de equivalencia ~g, en I'r, cuyas clases son sim-
plemente las R%-6rbitas en I'r,. En vista de que el conjunto de estas clases
W =T'r,/~r no es un espacio de Hausdorff con la topologia cociente, se le
llama espacio no conmutativo del embaldosado Ty. El matemaético frances
Alain Connes propone, en su libro [8], que el estudio de espacios topologicos
dificiles de tratar, como por ejemplo espacios no localmente compactos, o no
Hausdorff, se haga a través del espacio de las funciones continuas definidas
sobre este espacio. Inspirados en esto, comenzaremos a construir nuestra
algebra.

Dotemos a R de una distancia. Para (T, T1 + x1), (T2, T2 + x2) € R, definimos

d(T1, Ty + x1), (T2, T2 + x2)) = d(Tq, T2) + d(T1 + x1, T2 + x2).

Esta funcién claramente es una distancia.
Llamemos T a la topologia en R inducida por d. Es decir, la topologia
generada por las bolas

Bd((T/ T,)/ 7’) = {(TIITZ) eER: d((T/ T,)/ (Tll TZ)) < 1"} .

Observacion 3.2.1. Sea T € I'r, y sean x, y € R?. Si ||x — yl| es suficientemente
pequerfia, entonces
AT +x,T+y)=|x-uyll

En general el conjunto R no es cerrado. Sin embargo, podemos describir
la topologia T en base a la siguiente.

Proposicion 3.1. La topologia T esta generada por los conjuntos compactos
Upmyy ={(T,T- (X" —x)) e R: M—xC T}

donde M es un motivode Ty y x, x" € RY son tales que existen dos baldosas a,b € M
tales que x = x(a) y x" = x(b).
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Demostraciéon: Sea M es un motivo de Ty y sean x,x’ € R? tales que
existen dos baldosas a,b € M tales que x = x(a) y x" = x(b). Basta observar
que el conjunto Uy es la interseccion del producto cartesiano de los
cilindros Cp1—y y Cp—yx con el conjunto R. Es decir,

uM,x,x’ =RN (CM—x X CM—x’)'

Como los conjuntos {Cp : P C Ty} forman una base de la topologia de I'r,,
ver Proposicién 2.11, se concluye que la familia

{UMx(@)xp) : M motivo de Ty, y a,b € M}

es una base para la topologia T.

Ademads, Uy v es cerrado pues Cy—x ¥ Cyi— son cerrados en la transversal
I'r,. Por lo tanto Upmy C I'ty X I't, es cerrado, en el conjunto compacto
I'r, X I'r,,. Se concluye que Uy, €s compacto.

Sean M C Ty un motivo y a,b € M dos baldosas para las cuales denotare-
mos x = x(a) y ¥’ = x(b). La funcién caracteristica ey : R = C definida

por

€M, x,x’ (T/ TI)

1 si(T,T) € Upry;
0 si(T,T') ¢ Upxy-

_ 1 siM=-xCcTyT' =T-(x"—x);
0 sino.

es continua y con soporte compacto Up . Luego como estos conjuntos
forman una base de la topologia de R tendremos que el conjunto generado
por la familia de funciones

& = lemyxr : M C Top un motivo y a,b € M baldosas
tales que x = x(a), x" = x(b)}.
es denso en C.(R). Es decir, SPAN{F} es denso en C.(R).
3.2.1.  Definicion del producto y la involucién. En el espacio C.(R) de las fun-

ciones continuas de soporte compacto con valores en C definidas sobre R,
definamos un producto e involucién por

(3.3) fra(T,T) = ) AT, T)(T,Ty)
(Tl,jlz,’)eR
(3.4) fH(T1,T2) = f(To, Th).

Observacion 3.2.2. Es importante observar que la cantidad de T" € T'r, tales que
(T1, T") € R es a lo mds numerable pues solo hay un niimero numerable de baldosas
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en Ty € I'ry y como f tiene soporte compacto se observa que la suma es finita y se
puede escribir en funcion de las baldosas de Ty de la forma

frg(Ty,Ty+x) =Y f(Ty, Ty +x(@)g(Ty +x(a), Ty + ).
acTy
Claramente la funciéon
* 1 C(R) — Cd(R)
f e f

es lineal conjugada y (f*)* = f, ademads

Y. 1 f(To, T)g(T’, T1)
(To,T")eR

= )Y 1 T, T)f T, Ty).
(T, T)eR

(f *8)*(T1, T2) = (f * g)(T2, Ty)

Envistade que (T2, T’) € R eslomismo que decir que (T1, T’) € R, tendremos

(f *Q*(T1, To) = g * f*(T1, T2)

de donde concluimos que la funcién * es una involucién.
Como es claro que el conjunto (C(R), +) es un C-modulo, que ademds, para
todo A € Cy para todo par de elementos f, g € C.(R) satisface

Mf*g) =(Af)xg = f=(Ag),
concluimos que (C.(R), +,** ) es una *-dlgebra.

Observacion 3.2.3. La involucién en una funcion del tipo epr ., es de la forma

EZT/I,X,X’ (T/ T,) eM,X,X’ (T,/ T)

1 sM-xcT' vy T=T —-(x"-x);
0 Si 1o.

_ 1 siM-xcT vy T'=T-(x-x');
B 0 si no.

1 sM-xcT vy T'=T-(x-x');
0 si no.
= eM,x’,x(T/ T,)-

Por otro lado, para el producto de dos funciones ey x,x, ey, € &§ se tiene

eMuM xy SIX =1;
e (T, T') # ey, (T, T') = { U() v si noyl
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3.2.2.  Construccién de la norma. Aligual que en el caso continuo la algebra
(Cc(R),*,+,*) no es completa con respecto a la norma del supremo y no
satisface las Ecuaciones 2.3 y 2.4 de la Definicién 2.4.4. Por este motivo
definiremos una nueva norma que la convierta en un algebra de Banach
que satisfaga estas ecuaciones y por lo tanto en una C*-algebra. Fijemos
T € I't, y definamos el conjunto, a lo mas contable;

RT = {(T, T + x) : existe una baldosa a € T satisfaciendo x = x(a)}.

Consideremos la funcion

nr : C«{R) — B(@%RT"))
f = nr(f)
definida por
nr(f) P(RTy — 2(RT)
YIT) o @rWTT) =5 o (LT, T").

Donde hemos denotado T”” ~g T” en vez de (T’, T”) € R para simplificar la
notacién. Y para ¢ € [2(RT) denotemos simplemente por Y(T’) = Y(T, T’).
Claramente la funcién 7t es C-lineal y esta bien definida pues

Inr(HIR = supyp o lmr(HYIR = suppyp,o [ (D))

2

= Sup”w”z:l Z i ‘Z T f(T/, T")#}(T”)
T,NRT THNRT/

Luego, en vista de que
2

Z f(T’,T”)l’b(T”) < Z |f(T,,TN)l1D(T”)
T ]:1; T T ]:1; T’

|2

tendremos que

Inr(IB < sup Y Y AT, TORIRTR < AR < DI
[[Yll2=1 " T
T "RT T ~R T

Por lo tanto rtr(f) € B(2(RT)).
Lema 3.2. Si f € C.(R) \ {0}, entonces existe Ty € I'r, tal que ||, (f)Il > 0.

Demostraciéon: Si f € C.(R)\ {0}, entonces existe (T1, T1 +x1) € R tal que
f(T1,T1 + x1) # 0. De este modo, podemos escoger 6 > 0 tal que para todo
(T’,T”) en el abierto U = f~1(Bs(f(T1, T1 + x1))) C R, se tiene f(T", T") # 0.
Luego consideremos la funcién ¢ : RTt — C definida por

o)1 st (T, T")eU;
YT, T7) = { 0 sino.
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Claramente el operador iy, (f) : 2(RT1) — I2(RT1) es no nulo, pues tenemos
que

(AR = )| ), AT T, T
T’I;Tl T”Y:I;T’

2

Y| Y s
]

T/
T/~ Ty (T, T")el

|f(Ty, T1 + x1)?
> 0.

\%

De esto, al igual que en el caso continuo, se concluye que la funcién
[l'llx : Cc(R) — [0, 0) definida por

lfllx := supllnr(f)l,

TGTTO

es una norma.
Asi, definimos la dlgebra At como la completacion de la dlgebra (C(R), +,*,* )
con la norma

(3.5) Ifllx == supller(HIl.

TGFTO

Afirmamos que la algebra (Ar,,+,**) es una C*-dlgebra. En efecto, por
construccién, ya sabemos que Ar, es una dlgebra de Banach con una in-
volucién asi que solo tenemos que mostrar las propiedades de la Definicién
244.
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Primero observemos que dado ¢ € I?(RT) se tiene

(r(f) o mr(Q)ENT, T2) [rer (A ()T, T2)

Y1 f(To, T") ()T, T")

T"~grT>

Y f(T, T YL r g(T”,T’)é(T,T’))
™ T/ R T

~rT2

= L o XY r  f(To, T8I, T)T,T)
T//NRTz T/NRT//

Y 1 L_v f(Ty,T)(T, TYET,T)

T"~gTy  T'~grT

L v L f(To T8I, T)ETT)

'~gTo  T"~gT>

ZT,T’ (Z r_ f(T2, T")(T”, T") | &(T, T")

~rT2 T"~grT,

= L v (f+9T2 TIETT)

~rT2

= (r(f * Q)ENT, T2).

Es decir T es un homomorfismo de édlgebras, en particular

I1f * gllx == SupTerTO””T(f 3l SupTerTOHTCT(f) o tr(g)ll
suprer, Imr(HIllimr ()l

111181l

IA A
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Para mostrar la propiedad fundamental de las C*-algebras basta notar que
para todos &, 1 € *(RT) se cumple

ET), mr(fMT) = L v &TYE v T, T")n(T")
T'~rT T ~gT’

= Lo &)X fT7,T)n(T"))
T'~gT T"~gT’

rT

L p &T)E_p T, T)HT)
T'~rT T ~RrT’
= L ¢ L p &I TN

~rT T"~p

= Yo X v &T)T”,T)nT")
TV~gT  T'~gT"

Yo (X v f(T7,T)ET)n(T”)

T "RT T "RT"

= Y 1 (mr(HET")N(T”)
T~ T

= (e (HENT”), n(T"))

de donde, por la unicidad del operador adjunto tenemos que
rr(f*) = (rer(f))*. Luego

If* = flle := SuPTerTOIIHT(f* ol
= supqer, [Inr(f*) e mr(f)l

= Suprer (er()* o T ()

SUPrer,, I(rer ()2

= SupTerTOIIHT(f)II2 = IfI5-

Finalmente concluimos que (Ar,, +,** ) es una C*-4lgebra.

Observacion 3.2.4. El SPAN de la familia § es denso en Ar,.

Esta dlgebra juega un rol principal, tanto en la conjetura como en su
solucion.

3.3. Trazas en la C*-dlgebra Ar. A continuacion construiremos una traza,
segun la Definicion 2.5.7, para la C*-algebra Ar,. Comezemos fijando un
embaldosado Ty que tenga FPC, sea repetitivo y aperiédico. Llamemos Qr,
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su casco continuo, segtn la Definicién 2.3.15 y I'r, su transversal, segtin la
Definicién 2.3.18. Por el Corolario 2.4, I'r, es un conjunto de Cantor. Por el
Teorema 2.8, tenemos que existe una medida de probabilidad R%-invariante
en Qr,. Envista del Teorema 2.6, esta medida induce una medida transversa

(ver Definicién 2.6) en I'r,. Denotaremos esta medida por v : B(I'r,) — R+.
Para un motivo P C T y una baldosa t € P denotemos por

U, t) :={T €T, : P—x(t;) C T}.
Dados un motivo P C Ty, y dos baldosas t,t, € P, claramente tenemos que
v(U(P, t1)) = v(U(P, t2)).

De este modo, podemos definir una funcién por 7 : C/(R) — C definida
como

(f) == f(T, T)dv(T).

I

Observacién 3.3.1. Para una funcion de la familia e,y € &, definida en la
Seccidn anterior, se tiene que

1 six=y;

emxy(T, T) = { 0 six#y.

Por lo tanto,

vU(Px) six=y;

De esto se tiene el siguiente.

Lema 3.3. La funcion t© : C.(R) — C, satisface las propiedades de una traza.
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Demostracion: Por la Observacion 3.2.3 y la observacién anterior, para

€p,,x1,y1/ €Pyxa,y, € & SE tiene

T(epllxlryl * eP2/x21y2)

{ T(ep,uprn ) Siv1 =

0

v(U(P1 U Py, x1))
0
0

v(U(P1 U Py, x1))
0
0
0

v(U(P1 U Py, 1))
0
0
0

v(U(P1 U Py, 1))
0
0
0

v(U(P1 U Py, 1))
0
0

sino.

Si Y2 = X1, Y1 = X2;
S1Y2 # X1, Y1 = X2,
si Y1 # X2.

siyr =x1, Y1 =x2;
Siyp # X1, Y1 = X2;
Siyp = X1, Y1 # X2;
Siyp # X1, Y1 # X2.

siyp =x1, Y1 = X2;
Siyy # X1, Y1 = X2,
Siyy =Xx1, Y1 # X2,
Siyy # X1, Y1 # X2.

siyp =x1, Y1 = x2;
Siyy =X1, Y1 # X2,
Siyy # X1, Y1 = X2,
si Y2 #F X1, Y1 # X2.

Si Yo = X1, Y1 = X2;
S1Yy = X1, Y1 # X2,
siyy # X1.

{ T(ep,upryie) SiY2 =15

0

sino.

T(ePZIxZIyz *€Py,x1,1 )

Ademas, claramente, para toda epy,, € & se tiene (epy,,) = 0. Por lo tanto,
como la familia & es denso en C(R), se concluye que 7 satisface que para
todo par de funciénes f, g € C.(R) se tiene

T(f*g) = 1(g* f)

Es claro que para toda funcién f € C.(R)satisfaciendo f = f*y f(R) C [0, c0),

se tiene 7(f) > 0.

De este tendremos que 7 se extiende a una traza, que denotaremos 7", en la

C*-algebra Ar,.
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Observacién 3.3.2. En la C*-dlgebra C*(Qr, X R?), nos gustaria definir una
traza T : Co(Qr, X RY - C por

(= [ AT,0du.

Pero el hecho de no tener una base de conjuntos compactos para C.(Qr, x RY),
como en R, hace que la extencién de esta traza pueda no estar bien definida en todo
el espacio, C*(Qr, x RY).

3.4. Equivalencia de Morita. En esta seccién mostraremos que las

C*-algebras, C(Qr,) = RY) y Ar,, asociadas a un embaldosado tienen grupos
Ky isomorfos. Comenzaremos dando la definicién de equivalencia de Morita
y luego enumeraremos algunos resultados con respecto a esta equivalencia.

Definicién 3.4.1. Sean A, B dos C*-4lgebras

1. Un B-médulo derecho, E, es un grupo abeliano dotado de una fun-
cién
BXE — E
(r,a) +— ra.
tal que para todo par de elementos 7,s € B y todo par de elementos
a,b € E se tiene
= (a+b)r=ar+br.
= a(r+s)=ar+as.
= (as)r=a(sr).
= Si B tiene identidad, para todo a € E se tiene alp = a.
2. Un A-médulo izquierdo, E, es un grupo abeliano dotado de una
funcién
AXE — E
(r,a) > ra.
tal que para todo par de elementos r,s € A y todo par de elementos
a,b € E se tiene
= r(a+b)=ra+rb.
= (r+s)a=ra+sa.
= r(sa)=(rs)a.
= Si A tiene identidad, para todo a € E se tiene 1pa = a.
3. Un producto interno B-valuado en E es una forma sesquilineal
(-,-) : EX E — B, conjugada en la primera variable, tal que
» Paratodox € E, se tiene, (x,x) >0y

(x,x)=0 siysolosi x=0.
» Para todo par de elementos x, y € E, se cumple,
() =y, ).

» Dado cualquier b € B y cualquier par de elementos x, y € E, se
satisface, (x, yb) = (x, y)b.
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4. Si E puede ser dotado de un producto interno B-valuado, diremos
que E es un pre-C*-médulo de Hilbert derecho sobre B.

Definicién 3.4.2. 1. Considere x € E y defina
1
(I} == [1<x, 13-
Si(lllll : E — [0, o) es una norma en E tal que el espacio normado

(E, Il ) es completo, diremos que E es un C*-médulo de Hilbert
derecho o simplemente un B-médulo de Hilbert derecho.
2. Sea E un B-moédulo de Hilbert derecho. Diremos que E es pleno si

SPAN(IM({:,)g)) C B es densa.
3. Si E es un A-médulo de Hilbert izquierdo, un B-médulo de Hilbert
derecho y para todo trio de elementos x, y, z € E se cumple
A, Yz = x(Y, 2)B,

diremos que E es un A — B-bimodulo de Hilbert.
4. Un A — B-bimodulo, E, se dice bi-pleno si

SPAN(IM({:,-)s)) es densaen B

SPAN(IM(4¢:,-))) esdensaen A.
Ejemplo 3.4.1. » Sea B una C*-dlgebra y considere

E=PEB):= {(bl,bg ...):paratodo i€N,b;€By aninz < oo}.
€N
Si definimos {,) : E X E — B por
(e, (eien) = Y b
ieN
entonces E es un B-médulo de Hilbert derecho.
» Sea B una C*-dlgebra. Si definimos , )p : B X B — B por
(x, y)p = x*y,
entonces B es un B-médulo de Hilbert derecho. Si definimos
B{,) : BX B — B por
(%, y) =2y,
entonces B es un B-médulo de Hilbert izquierdo. Por lo tanto, en vista de
que para todo x, Y,z € B se cumple
B(x, )z := (xy™)z = x(y*2) = X(y, 2)s,

concluimos que B es un B — B-bimodulo de Hilbert.
» Si consideramos E = B", claramente, E es un B — M,,(B)-bimodulo de
Hilbert.
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Definicién 3.4.3. Dos C*-dlgebras A, B se dicen fuertemente Morita equiv-
alentes si existe un A —B-bimodulo de Hilbert bi-pleno. En general, para dos
C*-dlgebras A, B fuertemente Morita equivalentes, denotaremos; A ~ME. B

Ejemplo 3.4.2. En vista del Ejemplo 3.4.1, tenemos que para cualquier C*-dlge-
bra B y para todo n € IN las C*-dlgebras B y M,(B) son fuertemente Morita
equivalentes. Es decir B ~ME- M, (B).

Es importante destacar, que si A es una C*—élgebra, entonces existe un
espacio de Hilbert H tal que

A®K(H) = A.

La equivalencia fuerte de Morita es importante para nuestros propositos
por la siguiente.

Proposicion 3.2. Si A, B son dos C*-dlgebras fuertemente Morita equivalentes,
entonces existe un espacio de Hilbert H tal que A ® K(H) = B ® K(H). Ver [6].

Ya que de esta proposicion se obtiene.

Corolario 3.1. Si dos C*-dlgebras A,B son fuertemente Morita equivalentes,
entonces Ko(A) = Ko(B).

Demostracion: En vista del Corolario 2.10, tenemos
Ko(A) = Ko(A ® K(H)) = Ko(B ® K(H)) = Ko(B).
]

Observacién 3.4.1. Supongamos que Z* esta actuando en un espacio topoldgico
T y que R? actia en un espacio topoldgico Q. M.A. Rieffel en su articulo [21],
mostré en particular, que si (3 = (X R%)/Z2, entonces las C*-dlgebras C(X) > 7
y C(Q) =R (construidas de la misma manera que la C*-dlgebra C(Qr,) > R?) son
Morita equivalentes.

Teorema 3.1. Suponga que T es un embalosado aperiédico que satisface FPC
(segiin Definicién 2.3.14), que es repetitivo (segtin Definicion 2.3.16) y que tiene
una cantidad finita de orientaciones en sus baldosas. Si Qr, es el casco continuo
asociado a T, dotado de la accion natural de IR", entonces existe un conjunto de
cantor T, con una accion minimal de Z"", tal que las C*-dlgebra C(Qr,) < R" y
C(X) = Z" son Morita equivalentes.

Demostracién: Bajo las hipdtesis que hemos puesto sobre el embal-
dosado T, Lorenzo Sadun y Robert Williams mostraron en el afio 2003 en
su articulo [24], que existe un conjunto de cantor X provisto de una accién
minimal tal que el espacio

Xz R" := (L X R")/Z"
es homeomorfo a Qr,. Por otra parte, el espacio Qr, X R" es isomorfo

(como grupoide topoldgico) al grupoide fundamental IT(Q7,). Mediante el
isomorfismo que envia a cada par (T, x) € Qr,XIR" en el camino a(t) := T+tx.



109

Este isomorfismo induce un isomorfismo entre sus C*-dlgebras asociadas.
Anélogamente podemos probar que (X Xz: R") X R" es isomorfo, como
grupoide topolégico, a ITI(X Xz R"). De esto se concluye, en vista de que
I1(Z Xz» R") = T1(Q7,), que las C*-dlgebras C(Qr,) xR" y C(X Xz R") «R"
son isomorfas. Asi, por la Observacién 3.4.1, tenemos que C(X Xz: R") < R"
es fuertemente Morita equivalente a C(X) < Z". Finalmente tenemos que

C(Qr,) * R" = C(Z xz» R") « R" ~ME C(Z) = 2"
|

Observacién 3.4.2. Como ya vimos en la Observacion 2.4, si un embaldosado
es aperiddico, satisface FPC y es repetitivo, entonces la transversal de su casco
continuo es un conjunto de Cantor. Por lo que este seria el candidato natural en el
Teorema de Sadun y Williams. Pero en general, este no es el conjunto que se obtiene
al aplicar el resultado de Sadun y Williams. Por lo tanto, El Teorema 3.1 no implica
que las C*-dlgebras del caso continuo,C(Qr,) = R" y del caso discreto, Ar,, son
Morita equivalentes.



110

4. ETIQUETAJE DE LAGUNAS.

En esta seccién reuniremos todas las ideas planteadas en este texto con
el fin de entender el problema del etiquetaje de lagunas. Especificamente,
deseamos construir una funcién de etiquetaje de lagunas y comprender esta
funcién en su forma geométrica y algunas de sus consideraciones fisicas.
Comenzaremos fijando el contexto en el que trabajaremos. Consideremos
un conjunto finito A de baldosas de IR? no equivalentes entre si y centradas,
segun la Definicién 2.3.17. Sea Ty € Xz un embaldosado que es aperiédico,
repetitivo y tiene FPC. Denotemos por Qr, el casco continuo de T segtn
la Definicion 2.3.15 y por I'r, a la transversal del casco continuo Qr, segin
la Definicién 2.3.18. Consideremos la C*-dlgebra Ar, definida en el caso
discreto, segtin lo visto en la Seccién 3.2. Si consideramos un elemento
a € Ar, auto-adjunto, su espectro estard contenido en los niimeros reales. El
conjunto, £(a), de todas las lagunas de a serd fundamental en lo que sigue.

4.1. La funcién de etiquetaje de lagunas. Para etiquetar el espectro de
un elemento auto-adjunto B € Ar,, establezcamos la siguiente definicion.

Definiciéon 4.1.1. Una funcién de etiquetaje de lagunas, para el elemento
auto-adjunto a € Ar,, es una funcién L : R — R que es constante en cada
elemento de £(a)

Recordemos que para todo x € R, la proyeccién espectral de a es el
operador P(_c (@) := L(_w (), de la Definicién 2.2.10. También, en vista
de que toda C*-dlgebra es cerrada en norma, se tiene que para todo x € R
el operador P (@) € Ar,. Ademds, dado cualquier laguna [ € £(a) y
cualquier par de puntos x, y € I, tenemos que

P(_Do,x](ﬁl) = ]1(_00,,(](61) = ]].(_oo,y](ﬁl) = P(_oo,y](ﬂl).
Asf la funcién
fa R - ATO
X B P(_Oo,x] (El)
es constante en cada laguna | € £. Esto nos da una primera aproximacién
a la funcién que queremos construir. Ahora construiremos una funcién
desde el dlgebra Ar, a su grupo de K-teoria, Ko(Ar,) y mediante una traza
definida en el dlgebra Ar, construiremos una funcién desde Ko(Ar,) a los
numeros reales. Obteniendo asi, por composicion, una funcién de etiquetaje
delagunas. Recordando la construcciéon hecha en el Ejemplo 2.4.11, tenemos
que existe un monomorfismo

(Pl : AT() - AOO(AT())
x = p1(x).
Asi, para los conjuntos P(Ar,), de las proyecciones de la C*-dlgebra limite

directo Aco(AT-0) Y Poo(AT,) de las proyecciones de la *-adlgebra Mu(Ar,),
definidos en las Ecuaciénes 2.11 y 2.12 respectivamente, tenemos que

$1(P1(AT,)) C Peo(Aty) C P(AT,) C Aco(ATy).
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Luego, en el conjunto P(Ar,) de las proyecciénes de la C*-algebra limite
directo, existe una relacion de equivalencia (definida en la Seccién 2.5.2)
que dota al espacio cuociente de una estructura de monoide. De donde se
obtiene una proyecién canonica al monoide V(Ar,), de la Definicién 2.5.3.
Por lo que tenemos, una funcién

TT P(ATO) — VO(ATO)
X — [x].

Ademads, por construccién del grupo Ko(Ar,) asociado a una C*-dlgebra,
tenemos que existe una funcién g : Vo(At,) — Ko(Ar,), ver Seccién 2.5.2.
Todo esto, nos da como resultado una aplicacién

l : R — Ko(Ar,)
x = o |e1 (Pewa@)])

Ahora debemos encontrar una funcién de Ko(Ar,) en los niimero reales.
Para esto basta encontrar una traza en la C*-dlgebra Ar, y luego extender
esta traza a su grupo de K-teoria.

En la Seccién 3.4 se establece la existencia de una traza en el algebra Ar,,
denotada por 7V : A, — C. Esta traza esta determinada por una medida de
probabilidad invariante v en I'r,. Luego podemos extender esta traza a una
funcién

Ko(t") : Ko(Ar,) = R,
como se explica en la Seccién 2.5.3. De este modo concluimos que la funcién

G, : R — R
x B (Ko(t") o lp)(x).

es una funcién de etiquetaje de lagunas para el elemento a.

4.2. Laconjetura de etiquetaje de lagunas. En esta seccién plantearemos
la conjetura que motiva este breve texto.

Fijemos el mismo contexto que la seccién anterior. Sea 1 una medida en Qr,
de probabilidad e invariante por traslacion. Podemos definir una traza t*,
por medio de esta medida. Denotemos por

Ko(t") : Ko(C(Qr,) = RY)) —» R

la extencion de la traza t#, segtin la Observacién 2.5.4, al grupo Ky de la
C*-algebra C(Qr,) > R?) construida en la Seccién 3.1. Denotemos por

v = ur; la medida transversa definida en el Teorema 2.6 y C(I'r,, Z) el
espacio de las funciones continuas con valores en Z definidas sobre I'r,.
Bajo este contexto Bellissard conjeturo en su articulo [1] que

(4D Ko(m) (Ko (CQr) = RY)) = { f

0

fdv: fe C(rTO,Z)}.
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El interes de la conjetura es que el conjunto

{f fdv: fe C(FTO,Z)},
Iz,

es numerable y por lo tanto la funcién construida solo puede asignar a cada
laguna un valor en este subconjunto enumerable de R.
En vista de nuestras hipotesis, el teorema que Lorenzo Sadun y Robert
Williams mostraron en el afio 2003 en su articulo [24], nos da la existencia
de un conjunto de cantor T provisto de una accién minimal de Z“ tal que
el espacio

Y X R := (T x RY) /2%
es homeomorfo a Qr,. En otras palabras, podemos interpretar a la transver-
sal I'r,, como una nueva transversal . con la accién de 7. Si construimos
el dlgebra C(X) > 74, considerando la transversal ¥ con la accién de Z¢,
entonces por el Teorema 3.1 podemos establecer la conjetura de la siguiente
manera.

m@m@dquzwz{ﬁ_mwfeqaz%.

Si construimos el dlgebra A, a partir de la transversal X, entonces tenemos
que Ar, es isomorfa a C(L) = Z*. Esto permite reformular la conjetura de la
siguiente manera.

Ko(’[v) (Ko (ATO)) = {fI: fdv : f € C(Z, Z)} .

4.3. Algunas consideraciones fisicas. A continuacién, daremos un con-
texto fisico en el cual se puede aplicar el método del etiquetaje de lagunas
para obtener informacién sobre el fendmeno. Este contexto sera explicado
desde un punto de vista mas informal. Esto nos ayudara a entender de
mejor manera la importancia de la conjetura del etiquetaje de lagunas.

Consideremos un operador B actuando en el espacio de funciénes de
onda definidas sobre un cuasi-cristal d-dimensional. Es decir, el un operador
actuando en L2(IRY).

Definicién 4.3.1. Sead > 1unenteroy sea B un operador actuando en L(IR%)
y £ un enrejado de RY, ver Definicién 2.1.5. Una aproximacién de amarre
fuerte o aproximacién de lazo estrecho del operador B, es un operador B
actuando en L?(£) de la misma forma que B acttia en L2(R%).

Para comprender mejor esta definiciéon, consideremos el siguiente.

Ejemplo 4.3.1. Considere d = 2 y el operador Laplaciano D : L2(R?) — L?(IR?).
Claramente este operador esta definido en un subconjunto de L>(R?). Una aproxi-
macién de lazo estrecho, es el operador D : LX(Z?*) — L*(Z?) definido por

(DY)@) = 49() — P& = (0, 1)) = P(¥' = (0, -1)) = P(¥ = (=1, 0)) = (¥ = (1,0)).



113

Ficura 18. Zona de interaccién de una particula.

Otro ejemplo interesante es el operador posicién P : L>(R?) — L?(IR?), definido por
(PY)(x1, x2) := x1x21(x1, X2). Una aproximacion de lazo estrecho para el operador
posicién es P : L>(Z?) — L*(Z?) definido por

(P)(x1,x2) == x12001p (1, X2).

Si consideramos un cuasi-cristal, como vimos en la seccién de embal-
dosados, su patron de difraccién es no periédico. Por lo tanto asociando
las celdas de Voronoi a su enrejado tendremos un embaldosado aperiédi-
co, Ty, que modela el cuasi-cristal. La idea de esto es que si consideramos
una particula moviendose en el cuasi-cristal bajo al fuerza del operador
B actuando en las funciénes de onda del cuasi-cristal, entonces mediante
el proceso de considerar una aproximaciéon de amarre fuerte, B, podemos
discretizar el movimiento de la particula. Asi consideramos que la particula
salta de baldosa en baldosa bajo la fuerza del operador B.

En este contexto, el espacio de funciénes de onda L*(IR?) es reemplazado

por el espacio de funciénes de onda definidas sobre las baldosas, L%('r,)
y la zona de interaccién de la particula puede ser interpretada como el
soporte de un motivo modulo traslacién, ver Figura 18. Esto trae algunas
consecuencias inmediatas, la primera es que el operador B es acotado y
tendra espectro discreto. La segunda, es que la posicién de la particula es-
tard determinada completamente por su posicién en una baldosa centrada,
modulo traslacién. Ademds, el momento es reemplazado por una traslacién
finita o estrictamente hablando, el salto de una baldosa a otra.
Esto le da mucha importancia a nuestra dlgebra Ar,, pues recordemos que
esta dlgebra esta generada por la familia de funciénes §, definida en la
Seccién 3.2. Asi, podemos pensar que una funcién del tipo epry v € & rep-
resenta al operador momento asociado a la particula que se encuentra en
la baldosa de centro x con radio de interaccion M y saltara a la baldosa de
centro x’. Bajo esta consideracion, la posicién de la particula esta descrita
por el operador ey € &.

Observacién 4.3.1. Consideremos la C*-subalgebra de B(L*(T'1,)) generada por
el operador momento, My, LZ(I"TO) - LZ(I"TO) y el operador posicion,
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M, : LX(T'1,) = L*(T'r,), definidos por
(M p)(To + x(a)) == (To — (x = x(@))) = P(To — (" = x(a))),
Yy
(Map)(To + x(a)) := (x = x(@))1 . ... (x = x(a))aP(To = (x = x(a))).
Donde x — x(a) = ((x — x(a))1, ..., (x — x(a))s).
Es importante hacer notar que solo hemos definido estos operadores para el subcon-
junto de I't, formado por todas las traslaciones de Ty, es decir el conjunto

{To —x(a) :a es una baldosa en Tp}.

Pero de todos modos se pueden extender por continuidad a todo I'r,.
La C*-dlgebra Ar, se representa como la subalgebra de operadores acotados que
esta generada por este operador momento y posicion.

Consideramos el operado unitario, Vy, que es la traslaciéon por x € R4
y esta definido para ¢ € L%(IR?) por

(Vo)) := ¢y - ).

Podemos definir el casco fuerte del operador B como

STO
HULL(B) := {V*BV, : x € Rd}

donde la clausura es con respecto a la topologfa fuerte de operadores.
Ademads, R? acttia en el casco fuerte por traslacién, convirtiéndolo asi en
un sistema dindmico. Por el afio 1993 se observo que si el operador B tenia
cierta periodicidad con respecto al embaldosado Ty, entonces los sistemas
dinamicos

(HULL,RY) y (Qr,, RY)

son conjugados. Es decir, existe un homeomorfismo
h : HULL(B) — Qr,

que conjuga una dindmica en la otra o equivalentemente, para todo ¥ € IR?
se tiene ) A
py=hopioh™.

Donde hemos denotado por p1 y p2 la accién de R en los conjuntos HULL(B)
y Qr, respectivamente. Ademas, Bellissard también noto que esto ocurria
cuando considerdbamos una aproximacién de amarre fuerte del operador
B, la transversal I'r, y un grupo amenable, discreto cumpliendo el rol de IR?.
De esto tenemos la importancia fisica de los espacio Qr, y I'r,.

En general si el operador B no tiene grados internos de libertad, como
el spin y no considera fuerzas externas actuando en el cuasi-cristal, como
campos magnéticos, entonces el operador B puede ser construido a partir del
operador momento y posicion. Esto nos dice que la aproximacién de amarre
fuerte, B, es un operador acotado, auto-adjunto, y puede ser construido a
partir del operador momento y posicién. Asi, concluimos que el operador
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Ficura 19. Ejemplo de embaldosado aperiédico.

B esta en nuestra adlgebra Ar, y por lo tanto tiene una funcién de etiquetaje
de lagunas, como la definida en la Seccién 4.1. De donde se obtiene, que
la conjetura del etiquetaje de lagunas establecida en la Seccién 4.2 da los
valores exactos alcanzados por la funcién de etiquetaje de lagunas para una
aproximacién de amarre fuerte del operador B actuando en un cuasi-cristal.
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