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Profesores Guı́a: Juan Rivera Letelier.

Marı́a Isabel Cortez.

Junio 2011.
Santiago, Chile.

c©Mauricio Allendes.



I

c©Mauricio Allendes.
Se autoriza la reproduccı́on total o parcial, con fines académicos, por cualquier
medio o procedimiento, incluyendo la cita bibliográfica del documento.
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F 1. Ejemplo de función de etiquetaje de lagunas.

1. I́.

El objetivo de este texto es entender el planteamiento de la conjetura
del gap-labelling. A través de este texto, traduciremos gap-labelling como
etiquetado de lagunas.
En el año 2000, Jean Bellissard propone en el articulo [1] la siguiente conje-
tura:

”dada una medida de probabilidad, µ, ergódica e invariante
en cierto espacio de embaldosados de Rn y un operador au-
toadjunto actuando en L2(Rn). Si consideremos una aproxi-
mación del operador, que actúa en el espacio de las funciones
cuadrado integrables definidas sobre la transversal del espa-
cio de embaldosados. La cantidad de elementos del espectro,
que están antes que un cierto x ∈ R, es un numero en el sub-
grupo de R generado por las probabilidades de ocurrencia
de motivos finitos en el embaldosado.”

Esta conjetura resultó ser cierta en algunos casos, y fue probada indepen-
dientemente por tres grupos distintos de matemáticos. El primer grupo,
compuesto por J. Bellissard, R. Benedetti y J-M. Gambaudo, probó en el

año 2001 que la conjetura era cierta usando Teorı́a de Índice para espa-
cios foliados, ver [2]. El segundo equipo, compuesto por M. Benameur y
H. Oyono-Oyono, validó la conjetura en el año 2002, en su articulo [3],
basándose en un análisis más tradicional de topologı́a algebraica. El ter-
cer grupo, formado por J. Kaminker y I. Putnam, probó la conjetura en un
artı́culo publicado el año 2006, ver [13]. Esta prueba se basa en métodos de
topologı́a no conmutativa.

En general, estas pruebas utilizan algunas hipótesis de regularidad con
respecto a embaldosados compuestos de un número finito de baldosas no
equivalentes. En el caso particular del embaldosado de Pinwheel (ver Figu-
ra 2), la conjetura fue demostrada en el año 2010 por Haı̈ja Moustafa (ver
[17]).
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F 2. La construcción del embaldosado de Pinwheel.

Para entender la conjetura del etiquetaje de lagunas, es necesario estudiar
aspectos básicos de las áreas involucradas. Por esta razón, parte importante
del cuerpo de este texto son los preliminares de teorı́a espectral, embaldosa-
dos, C⋆-álgebras y K-teorı́a. Estos capı́tulos introductorios contienen varios
ejemplos y observaciones, con el objetivo de tener una mejor comprensión
de las ideas expuestas. En la sección dedicada a la teorı́a espectral, entre-
garemos las nociones básicas de teorı́a de operadores en espacios de Hilbert,
y de algunos conjuntos interesantes a estudiar, como lo son el espectro, el
conjunto resolvente y las lagunas. Nos enfocaremos en definir lo que lla-
maremos una proyección espectral de un operador. En la sección dedicada
a los embaldosados, definiremos los conceptos de embaldosado y sistema
de embaldosados, orientándonos al estudio de dos subconjuntos de un sis-
tema de embaldosados: el casco y la transversal. Tambı́en estudiaremos
algunos aspectos métricos y dinámicos de los sistemas de embaldosados y
su relación con la cristalografı́a.

Las C⋆-álgebras tienen su raı́z en el álgebra de operadores acotados B(H)
actuando en un espacio de Hilbert H. Pues su primera definición fue

”es una subalgebra cerrada en norma de B(H) que además
es invariante por la función a 7→ a⋆, que a cada operador
acotado asigna su operador adjunto.”

Nuestra intención es dar una definición mas formal y caracterizar estas
C⋆-álgebras. Para esto, introduciremos todos los conceptos necesarios para
probar el teorema de Gelfand-Naimark, que es la mejor caracterización de
estas álgebras. Además de esto, trataremos de entender como es el conjun-
to de las proyecciónes de una C⋆-álgebra. Finalmente, estudiaremos una
C⋆-álgebra en particular, llamada C⋆-álgebra lı́mite directo, que nos será de
mucha utilidad para definir el grupo K0 de una C⋆-álgebra. Para finalizar
con los conceptos preliminares, hablaremos de K-teorı́a. En el lenguaje de
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categorı́as, un functor es una aplicación de una categorı́a en otra satisfa-
ciendo algunas propiedades naturales. Al igual que el grupo fundamental
o los grupos de homologı́a, la K-teorı́a es la teorı́a que asocia un grupo a
un objeto en general algebraico. Por ejemplo podemos pensar en asociar un
grupo de K-teorı́a a un monoide, un anillo, un modulo, un álgebra e incluso
a un espacio topológico. Aquı́ introduciremos con detalle, como se asocia
un grupo de K-teorı́a a una C⋆-álgebra. Es decir, dada una C⋆-álgebra A,
definiremos el grupo K0(A).

La segunda parte del texto habla principalmente de la relación que tienen
los embaldosados y las C⋆-álgebras. En particular, expondremos un méto-
do para asociar una de estas álgebras a un sistema dinámico. Este método
nos dará una idea de como asociar una C⋆-álgebra a nuestro caso particu-
lar de sistema dinámico, el espacio de embaldosados con la acción natural
de Rn. Daremos dos ejemplos de tales construcciónes. Llamaremos a la
primera construcción caso continuo, por que trabajaremos con la acción
del grupo Rn en el casco de un embaldosado. La segunda construcción se
conoce como caso discreto, pues trabajaremos con la transversal del casco
del embaldosado. En esta misma sección introduciremos el concepto de
C⋆-álgebras fuertemente Morita equivalentes. Concepto que será imposi-
ble evitar en el camino a la prueba de la conjetura, pues este nos da un
isomorfismo entre grupos de K-teorı́a asociados a un embaldosado, per-
mitiendo ası́ reformular la conjetura en términos más simples. Finalmente,
definiremos función de etiquetaje de lagunas y daremos una descripción de
tal función en nuestro caso. Luego, expondremos la conjetura de la manera
más clara posible y dando todas las referencias necesarias dentro del texto
a los muchos conceptos involucrados en su planteamiento. Para finalizar el
texto, damos una pequeña e incompleta vista fı́sica del tipo de problemas
que queremos solucionar con el método del etiquetaje de lagunas.
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F 3. Los conjuntos A y B con sus respectivos interiores.

2. P.

A continuación definiremos parte de la notación que utilizaremos en este
texto.

2.1. Notación.

Definición 2.1.1. Denotaremos por N al conjunto de los números enteros
mayores o iguales a 1. Es decir,

N = {1, 2, 3, . . . }.
Definición 2.1.2. Dado un espacio topológico X y A ⊂ X, denotaremos por
INT(A) el conjunto de todos los puntos interiores de A.

Definición 2.1.3. Dado un espacio topológico X y A ⊂ X, denotaremos por
I : X → X la función identidad y por 1A : X → R la función caracterı́stica
sobre el conjunto A.

Ejemplo 2.1.1. Ver Figura 3.

Si X = Rn y B := {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1}, entonces

INT(B) = {x ∈ Rn : ‖x‖ < 1} .
Si X = Rn y A := {x = (x1, . . . , xd) ∈ Rn : máx{|xi| : 1 ≤ i ≤ d} ≤ 1},
entonces

INT(A) = {x = (x1, . . . , xd) ∈ Rn : máx{|xi| : 1 ≤ i ≤ d} < 1} .

Definición 2.1.4. Sea a ∈ R+ = [0,∞) y X un espacio normado. La bola de
centro x0 y radio a en X es el conjunto

Ba(x0) = {x ∈ X : ‖x − x0‖ ≤ a}.
Definición 2.1.5. Un conjunto A ⊂ Rn es llamado enrejado o reticulado, si
A es un subgrupo de Rn con d generadores linealmente independientes.

Observación 2.1.1. Las palabras enrejado y reticulado son traducciones al castel-
lano de la palabra en inglés lattice.

Ejemplo 2.1.2. El producto cartesiano Πd
i=1
Z, de d copias del conjunto de los

números enteros, es un enrejado de Rn. Ver Figura 4.
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F 4. d = 2.

Definición 2.1.6. Sea X un conjunto cualquiera y G un grupo tal que

ρ : G × X → X
(g, x) 7→ g.x

es una acción del grupo G en el conjunto X. Dado g ∈ G fijo, la funció in-
ducida por la acción de g será denotada por

ρg : X → X
x 7→ g.x .

Para un conjunto Y ⊂ X invariante por la acción del grupo G definimos la
restricción de la acción ρ al conjunto Y por

ρY : G × Y → Y
(g, y) 7→ g.y

2.2. Teorı́a Espectral. La teorı́a espectral es un área de las matemáticas que
generaliza la teorı́a de espacios y vectores propios de matrices cuadradas.
El nombre se debe al matemático David Hilbert, quien lo presentó en su
formulación original de la teorı́a de espacios de Hilbert, en ese entonces en
términos de formas cuadráticas en infinitas variables. Una vez descubierta
la mecánica cuántica, se observo que la teorı́a espectral podı́a explicar las
caracterı́sticas espectrales de los atomos. Después de la formulación inicial
de Hilbert, el desarrollo posterior de los espacios de Hilbert abstractos y
de la teorı́a espectral de un operador normal, se hizo de acuerdo a los req-
uisitos de la fı́sica. Estos avances fueron desarrollados principalmente por
el matemático John Von Neumann. En el año 1932, ver [27], Von Neumann
construyo más de esta teorı́a en la que incluyo álgebras de Banach, que
pueden ser vistas más abstractamente y Transformada de Gelfand.
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La mayorı́a de las definiciones que daremos en esta sección pueden ser
generalizadas. Para ver esto con más detalle recomendamos [23].

2.2.1. Aspectos básicos. En toda esta sección, H denota un espacio de Hilbert
y H∗ su dual topológico. Es decir

H∗ := {l : H→ C/l es una función lineal continua}.
Dado l ∈ H∗ definimos

‖l‖ := sup
x∈H
‖x‖=1

{|l(x)|}.

Para un espacio de Hilbert H, existen por lo menos dos topologı́as con las
que lo podemos dotar. La primera es la topologı́a de la norma, η, en la cual
una sucesión {xn}n∈N ⊂ H converge a un punto x ∈ H si ocurre que

‖xn − x‖ → 0, cuando n→∞.
La segunda topologı́a es llamada la topologı́a débil, ̟, y es la menor
topologı́a en la que todo funcional C-lineal l : H → C es continuo. En
la topologı́a débil decimos que {xn}n∈N ⊂ H es debilmente convergente a
x ∈ H si para todo l ∈ H∗ se tiene que

l(xn)→ l(x), cuando n→∞.
Cuando una sucesión converga debilmente lo denotaremos por xn

w−→ x.

Observación 2.2.1. Es importante destacar que en espacios de dimensión infinita
la topologı́a débil no proviene de una métrica.

Definición 2.2.1. Sea X un espacio topológico compacto y Hausdorff. Un
funcional lineal, l, definido sobre el espacio C(X), se dice positivo si para
todo f ∈ C(X) satisfaciendo f ≥ 0 se cumple que l( f ) ≥ 0.

Proposición 2.1. Sean η,̟ las topologı́as de la norma y debil, respectivamente,
en el espacio H.

1. La topologı́a de la norma es más fina que la topologı́a débil. Es decir, ̟ ⊂ η.
2. Toda sucesión debilmente convergente es acotada en norma.
3. La topologı́a débil es una topologı́a Hausdorff.

Demostración:

1. En vista de que, para todo l ∈ H∗ y todo x ∈ H se tiene que

|l(x)| ≤ ‖l‖ ‖x‖.
Consideremos {xn}n∈N una sucesión convergente en norma a x. Para
cualquier l ∈ H∗ tendremos

0 ≤ |l(xn) − l(x)| = |l(xn − x)| ≤ ‖l‖ ‖xn − x‖.
Por lo tanto l(xn) → l(x), cuando n → ∞. Concluimos que xn

w−→ x.
En particular, la topologı́a de la norma es más fina que la topologı́a
debil.



7

2. Sea {xn}n∈N una sucesión debilmente convergente a x0, xn
w−→ x0. Para

cada n ∈N definamos el funcional fn : H→ C por

fn(x) := 〈xn, x〉.
Como la sucesión converge debilmente, tenemos que para todo
x ∈ H la sucesión {〈xn, x〉}n∈N es convergente en C a < 〈x0, x〉. En
particular, para todo x ∈ H la sucesión { fn(x)}n∈N es acotada. Por lo
tanto para todo x ∈ H,

sup
n∈N
| fn(x)| < ∞.

Luego, por el Teorema de Banach-Steinhaus, se tiene que

sup
n∈N
‖ fn‖ < ∞.

Esto implica que, para todo x ∈ H y todo n ∈ N se cumple que
| fn(x)| ≤ C‖x‖. En particular, para todo x ∈ H y todo n ∈N tendremos

| fn(xn)| = 〈xn, xn〉 = ‖xn‖2 ≤ C‖xn‖.
Por lo tanto, para todo n ∈ N se satisface que ‖xn‖ ≤ C. De donde
concluimos que la sucesión {xn}n∈N es acotada, ya que

{xn}n∈N ⊂ BC(0).

3. Si a, b ∈ H son tales que a , b, podemos encontrar f ∈ H∗ tal que

f (a) , f (b).

Luego, considerando ǫ = | f (a) − f (b)| tendremos que los conjuntos

U
a, ǫ3
f

:=
{

x ∈ H : | f (a) − f (x)| < ǫ

3

}

= f−1(B ǫ
3
( f (a)))

y

U
b, ǫ3
f

:=
{

x ∈ H : | f (b) − f (x)| < ǫ

3

}

= f−1(B ǫ
3
( f (b))),

son abiertos, pues el funcional f es continuo. Y claramente, son no
vacios ya que

a ∈ U
a, ǫ3
f

y b ∈ U
b, ǫ3
f
.

Además

U
a, ǫ3
f

⋂

U
b, ǫ3
f
= ∅.

En efecto, si existe x ∈ U
a, ǫ3
f

⋂

U
b, ǫ3
f

, entonces

| f (b) − f (x)| < ǫ

3
y | f (x) − f (a)| < ǫ

3
.

Lo que es una contradicción por que | f (b) − f (a)| = ǫ. Por lo tanto, ̟
es una topologı́a de Hausdorff para el espacio H.

�



8

Definición 2.2.2. Un operador acotado actuando en H es una función C-
lineal y continua

A : H→ H.

Denotaremos por B(H) el conjunto de todos los operadores acotados ac-
tuando en H.

Definición 2.2.3. Sea A ∈ B(H). Definimos el operador adjunto de A como
aquella función C-lineal A⋆ : H→ H satisfaciendo que para todo x, y ∈ H

〈Ax, y〉 = 〈x,A⋆y〉.

Ejemplo 2.2.1. Si H es un espacio de dimensión finita, digamos n ∈N, entonces
todo operador acotado A : H→ H esta dado por una matriz. Es decir, A ∈Mn(C).

Ejemplo 2.2.2. Considere el espacio de Hilbert L2([0, 1]) y Sea g : [0, 1]→ C una
función continua. El operador

Mg : L2([0, 1])→ L2([0, 1]) definido por Mg( f )(x) := g(x) f (x)

tiene operador adjunto M⋆
g =Mg. Pues para cualquier par f, h ∈ L2([0, 1]) se tiene

que

〈Mg f, h〉 =
∫ 1

0
g(x) f (x)h(x)dx =

∫ 1

0
f (x)g(x)h(x)dx

= 〈 f,Mgh〉.
Además, tenemos que para toda f ∈ L2([0, 1]) se cumple

‖Mg f ‖2
2
= 〈g f, g f 〉 =

∫ 1

0
g(x) f (x)g(x) f (x)dx =

∫ 1

0
|g(x)|2 | f (x)|2dx

≤ ‖|g|2‖∞‖ f ‖2
2
.

Por lo tanto, bajo esta condición, Mg es un operador acotado.

Otros operadores que vale la pena destacar son.

Definición 2.2.4. Un operador A ∈ B(H) se dice;

1. Autoadjunto si A = A⋆.
2. Normal si AA⋆ = A⋆A.
3. Unitario si AA⋆ = A⋆A = I.
4. Proyección si AA = A2 = A.
5. Compacto si para toda sucesión acotada {xn}n∈N ⊂ H, {Axn}n∈N tiene

una subsucesión convergente.

El conjunto de todos los operadores unitarios de un espacio de Hilbert H,
es denotado por U(H). Mientras que el de los operadores compactos es
denotado por, K(H).

Ejemplo 2.2.3. Claramente, dado cualquier espacio de Hilbert H, el oper-
ador identidad I : H→ H es auto-adjunto, normal, unitario y proyección.
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En el contexto del Ejemplo 2.2.2, el operador Mg es normal ya que para

todo f ∈ L2([0, 1]) tenemos

Mg ◦Mg( f ) = g(x)g(x) f (x) = g(x)g(x) f (x) =Mg ◦Mg( f ).

Además, si la función g : [0, 1] → C satisface que para todo x ∈ H

g(x) = g(x), entonces el operador Mg es auto-adjunto pues

M⋆
g =Mg =Mg.

Claramente, todo operador auto-adjunto es normal ya que

AA⋆ = AA = A⋆A.

Sea y ∈ R, consideremos el espacio de Hilbert L2(R). El operador
Ty : L2(R)→ L2(R) definido por

Ty( f (x)) := f (x − y),

es unitario ya que T⋆y : L2(R)→ L2(R) esta definido por

T⋆y ( f (x)) := f (x + y) = T−y( f (x)),

y un pequeño calculo muestra

Ty ◦ T−y( f (x)) = T−y ◦ Ty( f (x)) = I( f (x)).

Sea H un espacio de dimensión finita, digamos n. Considere {e1, . . . , en}
base del espacio H. El operador P1 : H→ H definido por

P





n∑

i=1

αiei




= α1e1,

es una proyección.
Sea H = l2(Z) y considere el operador shift, S : H→ H, definido por

S((xn)n∈Z) = (xn+1)n∈Z.

Claramente, tiene un inverso A : H→ H definido por

A((xn)n∈Z) = (xn−1)n∈Z.

Un rapido calculo muestra que S⋆ = A. En efecto, para

(xn)n∈Z, (yn)n∈Z ∈ l2(Z)

tenemos que

〈S(xn)n∈Z, (yn)n∈Z〉 = 〈(xn+1)n∈Z, (yn)n∈Z〉

=
∑

n∈Z xn+1yn

=
∑

k∈Z xk yk−1

= 〈(xk)k∈Z, (yk−1)k∈Z〉

= 〈(xn)n∈Z,A(yn)n∈Z〉.
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Por lo tanto SS⋆ = SA = I = AS = S⋆S. Concluimos que el operador
shift, S, es unitario.
Todo operador de rango finito es compacto.

La siguiente proposición, nos ayuda a entender un poco más la estructura
topologica y geométrica del espacio B(H).

Proposición 2.2. El espacio B(H) con la norma operador, que es definida por

‖T‖ := sup
x∈H
‖x‖=1

‖Tx‖.

Es un espacio de Banach.

Demostración: Primero probaremos que B(H) es un espacio normado.
Sea A ∈ B(H) y α ∈ C, para todo x ∈ H se tiene que (αA)x = α(Ax). Por lo
tanto

‖αA‖ = |α| ‖A‖.
Además, para cualquier par (A1,A2) ∈ B(H) × B(H) y cualquier x ∈ H con
‖x‖ = 1 se tiene

‖(A1 + A2)x‖ = ‖A1x + A2x‖ ≤ ‖A1x‖ + ‖A2x‖
≤ (‖A1‖ + ‖A2‖) ‖x‖ ≤ ‖A1‖ + ‖A2‖.

De donde, ‖A1 + A2‖ ≤ ‖A1‖ + ‖A2‖. Si A , 0, entonces existe x0 ∈ H tal que
Ax0 , 0. En particular, ‖Ax0‖ , 0. Ası́

0 <

∥
∥
∥
∥
∥
A

x0

‖x0‖

∥
∥
∥
∥
∥
≤ ‖A‖.

Concluimos que B(H) es un espacio normado.
Mostremos ahora que B(H) es completo con respecto a esta norma. En efecto,
sea {An}n∈N una sucesión de Cauchy en B(H). En vista de que, para todo
x ∈ H se tiene,

‖Anx − Amx‖ ≤ ‖An − Am‖ ‖x‖
y ‖An − Am‖ → 0, cuando n,m → ∞. Tenemos que para todo x ∈ H y todo
n ∈N, la sucesión {Anx}n∈N es una sucesión de Cauchy en H.
Ası́ lı́mn→∞Anx = Ax existe. Claramente A : H→ H es C-lineal.
Considere ǫ > 0, como {An}n∈N es una sucesión de Cauchy existe N ∈N tal
que para todo n,m > N se tiene

‖Anx − Amx‖ ≤ ‖An − Am‖ ‖x‖ ≤ ǫ‖x‖.
Por lo tanto, para m ∈N suficientemente grande tenemos

‖Ax − Amx‖ ≤ ǫ‖x‖.
Ası́

‖Ax‖ ≤ (‖Am‖ + ǫ) ‖x‖.
De donde, A ∈ B(H) y ‖A − Am‖ ≤ ǫ. Concluimos que {Am}m∈N es una
sucesión convergente en norma a A y por lo tanto B(H) es un espacio de
Banach.
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�

Ejemplo 2.2.4. Considere el espacio de Hilbert H = l2(N) y el operador shift
S : l2(N)→ l2(N), definido por

S((xn)n∈N) = (xn+1)n∈N.

La norma del operador shift es 1, pues claremente para todo x ∈ H se tiene
‖Sx‖ ≤ ‖x‖. Luego

‖S‖ := sup
x∈H
‖x‖=1

‖Sx‖ ≤ 1

Ası́, el supremo se alcanza para x0 = (0, 1, 0, . . . ) ∈ H ya que ‖Sx0‖ = 1.

Definición 2.2.5. Un operador A ∈ B(H) se dice positivo si para todo x ∈ H
se tiene que 〈Ax, x〉 ≥ 0. Denotaremos por A ≥ 0 si A es un operador positivo.

Ejemplo 2.2.5. Considere cualquier función g : R→ R.
El operador M2

g = Mg ◦Mg, definido en el Ejemplo 2.2.2, es positivo pues dada

f ∈ L2(R) tenemos

〈M2
g f, f 〉 = 〈Mg f,M⋆

g f 〉 = 〈Mg f,Mg f 〉 = ‖Mg f ‖2 ≥ 0.

Es más, si H es un espacio de Hilbert cualquiera y A ∈ B(H) es cualquier operador
auto-adjunto, entonces

〈A2 f, f 〉 = 〈A f,A⋆ f 〉 = 〈A f,A f 〉 = ‖A f ‖2 ≥ 0.

Por lo tanto A2 ≥ 0

Observación 2.2.2. La definición de operador positivo nos permite definir un
orden en el conjunto B(H) de la siguiente forma: si A,B ∈ B(H) entonces

A ≤ B si y solo si B − A ≥ 0.

Para comprender mejor el orden definido en B(H) por los operadores
positivo veamos el siguiente.

Ejemplo 2.2.6. Sea H el espacio de Hilbert L2([0, 1]) y considere los operadores
Mg : L2([0, 1]) → L2([0, 1]), definidos en el Ejemplo 2.2.2. Si g : [0, 1] → R es
una función tal que para todo x ∈ [0, 1] se cumple g(x) ≥ 0, entonces Mg ≥ 0 pues

para todo f ∈ L2([0, 1]) tendremos

〈Mg f, f 〉 =
∫ 1

0

g(x) f (x) f (x)dx =

∫ 1

0

g(x)| f (x)|2dx.
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Si g, h : [0, 1]→ R son funciones, entonces

〈Mg −Mh f, f 〉 = 〈Mg f, f 〉 − 〈Mh f, f 〉

=
∫ 1

0
g(x) f (x) f (x)dx −

∫ 1

0
h(x) f (x) f (x)dx

=
∫ 1

0
g(x)| f (x)|2dx −

∫ 1

0
h(x)| f (x)|2dx

=
∫ 1

0

(
g(x) − h(x)

) | f (x)|2dx.

Por lo tanto Mg ≥Mh si y solo si para todo x ∈ [0, 1] se tiene g(x) ≥ h(x).

Dado un espacio de Hilbert H, existen por lo menos tres topologı́as que
podemos definir en el espacio de Banach B(H). La Primera es la topologı́a
que induce la norma operador, N, y la llamaremos topologı́a uniforme de
operadores, o cuando no haya confusión, simplemente por topologı́a de la
norma. Una sucesión de operadores {Tn}n∈N ⊂ B(H) converge en norma a
un operador T ∈ B(H) si

‖Tn − T‖ → 0, cuando n→∞.
La segunda topologı́a, S, es llamada la topologı́a fuerte de operadores, o
cuando no haya confusión, simplemente topologı́a fuerte. Esta es la menor
topologı́a con la que para todo x ∈ H, la función

Ex : B(H) → H
T 7→ Tx

es continua. En esta topologı́a diremos que una sucesión de operadores
{Tn}n∈N ⊂ B(H) converge fuertemente a un operador T ∈ B(H) si para todo
x ∈ H se tiene que

‖Tnx − Tx‖ → 0, cuando n→∞.
Escribiremos Tn

s−→ T para decir que {Tn}n∈N converge fuertemente a T.
La Tercera topologı́a, w, es la menor topologı́a con respecto a la que para
todo x ∈ H y para todo funcional l ∈ H∗, la función

Ex,l : B(H) → C

T 7→ l(Tx)

es continua. Esta topologı́a se conoce como la topologı́a débil de operadores
o simplemente topologı́a débil. En esta topologı́a diremos que una sucesión
de operadores {Tn}n∈N ⊂ B(H) converge debilmente a un operador T ∈ B(H),
si para todo x ∈ H y para todo l ∈ H∗ tenemos que

|l(Tnx) − l(Tx)| → 0, cuando n→∞.
En tal caso denotaremos por Tn

w−→ T.

Observación 2.2.3. No se debe confundir la topologı́a débil,̟, que hemos definido
en el espacio H con la topologı́a débil, W, que hemos definido en el espacio B(H).
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Estas tres topologı́as son comparables y con respecto a esto podemos
decir.

Proposición 2.3. En B(H) la topologı́a de la norma es más fina que la topologı́a
fuerte, y esta a su vez es más fina que la topologı́a debil. Es decir, W ⊂ S ⊂ N.

Demostración: Sea {An}n∈N ⊂ B(H) una sucesión convergente en norma
a un operador A. Es decir, ‖An − A‖ → 0 cuando n → ∞. Ası́, para todo
x ∈ H se tiene

0 ≤ ‖Anx − Ax‖ = ‖(An − A)x‖ ≤ ‖An − A‖ ‖x‖.
Por lo tanto, para todo x ∈ H se tiene que ‖Anx − Ax‖ → 0 cuando n → ∞.

De donde An
s−→ A. En particular, la topologı́a de la norma es más fina que

la topologı́a fuerte.
Sea {An}n∈N ⊂ B(H) una sucesión fuertemente convergente. Para cualquier
l ∈ H∗ se tiene

0 ≤ |l(Anx) − l(Ax)| = |l(Anx − Ax)| ≤ ‖l‖ ‖Anx − Ax‖.
Por lo tanto, para todo l ∈ H∗, |l(Anx) − l(Ax)| → 0 cuando n→ ∞. Es decir,

An
w−→ A. Concluimos que la topologı́a fuerte es más fina que la topologı́a

debil.

�

En general, las otras contenciones no ocurren. Es decir, la topologı́a debil
no es más fina que la topologı́a fuerte y la topologı́a fuerte no es más fina
que la topologı́a de la norma. Este hecho queda ilustrado en el siguiente.

Ejemplo 2.2.7. Considere el espacio

H = l2(C) :=





(xn)n∈N ⊂ C :





∑

n∈N
|xn|2





1
2

< ∞





.

1. Para cada n ∈N, defina el operador An : l2(C)→ l2(C) por

An(x1, x2, x3, . . . ) := (0, 0, . . . , 0
︸     ︷︷     ︸

n−ceros

, xn+1, xn+2, . . . ).

Claramente, para cada n ∈N el operador An es acotado con
‖An‖ = 1. Para cada n ∈N, se tiene que

An(xn)n∈N → 0.

Por lo tanto An
s−→ 0 :=operador nulo. Pero {An}n∈N no converge al oper-

ador nulo en norma pues, para todo n ∈N se tiene

‖0 − An‖ = ‖An‖ = 1.

2. Para cada n ∈N, defina el operador An : l2(C)→ l2(C) por

An(x1, x2, x3, . . . ) := (0, 0, . . . , 0
︸     ︷︷     ︸

n−ceros

, x1, x2, . . . ).
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Claramente, para cada n ∈ N el operador An es acotado. Probaremos que
{An}n∈N converge debilmente al operador nulo. Dado un funcional lineal
l ∈ H∗, por el teorema de representación de Riesz existe z = (zn)n∈N tal que
f (x) = 〈x, z〉. Luego por definición de An, dado x = (xn)n∈N, tendremos

f (Anx) = 〈Anx, z〉 =
∑

j=n+1

x j−nz j =
∑

k=1

xkzn+k.

Ası́, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene

| f (Anx)|2 = |〈Anx, z〉|2 ≤




∞∑

k=1

|xk|2








∞∑

m=n+1

|zm|2



.

Como la ultima suma es la cola se una serie convergente, esta tiende a cero

cuando n→∞. De este modo, denotando 0̂ el operador nulo,

| f (Anx) − f (0̂x)| → 0, cuando n→∞.

Por lo tanto {An}n∈N converge debilmente al operador nulo. Pero {An}n∈N
no converge fuertemente al operador nulo pues, para el elemento

x = (1, 0, 0, 0, . . . ) ∈ l2(C)

y para todo n ∈N se tiene que

‖Anx − 0̂x‖ = ‖Anx‖ =
√

12 = 1.

Los conceptos escenciales de esta teorı́a y los que le dan el nombre son
ilustrados a continuación.

Definición 2.2.6. Sea A ∈ B(H).

1. El conjunto resolvente de A es

ρ(A) :=
{

λ ∈ C : existe el operador (A − λI)−1 ∈ B(H)
}

.

2. El espectro de A, que denotamos σ(A), es el complemento del con-
junto resolvente. Es decir,

σ(A) := C \ ρ(A).

De la definición se tiene la siguiente consecuencia.

Proposición 2.4. Si H es un espacio de Hilbert y A ∈ B(H) un operador acotado,
entonces σ(A) ⊆ B‖A‖(0).

Demostración: Sea λ ∈ C tal que λ > ‖A‖. Luego
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

∞∑

i=0

(
A

λ

)i
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

≤
∞∑

i=0

(‖A‖
|λ|

)i

< ∞.
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Por lo tanto, tenemos que

1
λ

∑∞
i=0

(
A
λ

)i
= 1

λ

(

1 − A
λ

)−1

=
(

λ
(

1 − A
λ

))−1

= (λ − A)−1 .

De este modo, existe (λ − A)−1 ∈ B(H) y por lo tanto λ ∈ ρ(A). concluimos
que, σ(A) ⊆ B‖A‖(0).

�

Ejemplo 2.2.8. 1. Si H = Mn(C), entonces para cualquier A ∈ Mn(C) se
cumple

σ(A) =
{

λ ∈ C : no existe el operador (A − λI)−1 ∈ B(H)
}

= {λ ∈ C : existe v ∈ C − {0} tal que Av = λv}
= {λ ∈ C : λ es valor propio de A}

2. Considere el espacio de Hilbert l2(N) y el operador shift
S : l2(N)→ l2(N), definido por

S((xn)n∈N) = (xn+1)n∈N.

Afirmamos que σ(S) = B1(0), en efecto, por la Proposición 2.4 y el Ejemplo
2.2.4 tenemos que σ(S) ⊆ B1(0). Si λ < 1, entonces para

x =

∞∑

k=0

λkek = (1, λ, λ2, . . . ) ∈ l2(N),

tendremos que

Sx = (λ, λ2, . . . ) =
∞∑

k=0

λkek = λx.

Por lo tanto, x ∈ NUCLEO(S − λI). Ası́ tenemos que INT(B1(0)) ⊆
σ(S) ⊆ B1(0). Si ‖λ‖ = 1, considere

xn =
1√

n + 1

n∑

k=0

λ−kek ∈ l2(N).

Claramente,

‖xn‖ :=
1√

n + 1

(

|1|2 +
∣
∣
∣
∣
∣

1

λ

∣
∣
∣
∣
∣

2

+

∣
∣
∣
∣
∣

1

λ2

∣
∣
∣
∣
∣

2

+ · · · +
∣
∣
∣
∣
∣

1

λn

∣
∣
∣
∣
∣

2
) 1

2

=
(n + 1)

1
2

√
n + 1

= 1.
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Luego,
∥
∥
∥(S − λ−1I)xn

∥
∥
∥ =

∥
∥
∥
∥

1√
n+1

∑n
k=1 λ

−kek−1 − λ−1
√

n+1

∑n
k=0 λ

−kek

∥
∥
∥
∥

=

∥
∥
∥
∥

1√
n+1

∑n−1
k=0 λ

−k−1ek − λ−1
√

n+1

∑n
k=0 λ

−kek

∥
∥
∥
∥

= 1√
n+1

∥
∥
∥
∑n−1

k=0 λ
−k−1ek −

∑n
k=0 λ

−k−1ek

∥
∥
∥

= 1√
n+1

∥
∥
∥λ−n−1en

∥
∥
∥ = 1√

n+1

n→∞−−−−→ 0.

Por lo tanto, λ−1 ∈ σ(S). Finalmente hemos mostrado que σ(S) = B1(0).

El siguiente resultado es una generalización del criterio de Carl Neu-
mann.

Lema 2.1. Sean A1,A2 ∈ B(H). Si A1 es invertible y ‖A1 −A2‖ < 1∥
∥
∥A−1

1

∥
∥
∥
, entonces

A2 es invertible con

A−1
2 =

∞∑

n=0

(

A−1
1 (A1 − A2)

)n
A−1

1

Demostración: Sea x := A−1
1

(A1 − A2) = 1 − A−1
1

A2 y note que
A2 = A1(1− x), por lo tanto basta mostrar que (1− x) es invertible. Observe-
mos que

‖x‖ =
∥
∥
∥A−1

1 (A1 − A2)
∥
∥
∥ ≤

∥
∥
∥A−1

1

∥
∥
∥ ‖A1 − A2‖ < 1.

Por lo que la serie
∞∑

i=0

xn

es abolutamente convergente, de donde (1 − x) es invertible. Luego A2 es
invertible con

A−1
2 = (1 − x)−1A−1

1 =

∞∑

i=0

(A−1
1 (A1 − A − 2)−1)iA−1

1 .

�

Utilizando este resultado, podemos probar fácilmente lo siguiente.

Proposición 2.5. Dado un operador A ∈ B(H) su conjunto resolvente es abierto
en el plano complejo.

Demostración: Si λ ∈ ρ(A), entonces (A − λI) es invertible. Defina
ǫ = ‖(A − λI)−1‖−1, luego por el Lema 2.1 el conjunto

Bǫ(A) = {D ∈ B(H) : ‖D − A‖ < ǫ}
esta contenido en el conjunto de los operadores en B(H) que son invertibles.
De este modo, el conjunto R = {α ∈ C : |λ − α| < ǫ} es un abierto del plano
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complejo tal que λ ∈ R ⊂ ρ(A). Concluimos que ρ(A) es un subconjunto
abierto del plano complejo.

�

Ası́ como consecuencia se obtiene el siguiente.

Corolario 2.1. Si A ∈ B(H), entonces σ(A) es un subconjunto compacto de C.

Demostración: En vista de la Proposición 2.5, el conjunto σ(A) ⊂ C es
cerrado. Por la Proposición 2.4, el espectro es un conjunto acotado del plano
complejo. Concluimos que σ(A) ⊂ C es un conjunto cerrado y acotado. Por
lo tanto, por el Teorema de Heine-Borel, σ(A) compacto.

�

Observemos ahora la relación entre el espectro de un operador A ∈ B(H)
y su operador adjunto A⋆ ∈ B(H).

Lema 2.2. Si A ∈ B(H), entonces σ(A⋆) =
{

λ ∈ C : λ ∈ σ(A)
}

= σ(A).

Demostración: Solo debemos mostrar la igualdad de conjuntos.

Supongamos que λ ∈ C es tal que λ < σ(A⋆). Esto implica que, existe

el operador inverso de A⋆ − λI, que denotaremos por

R =
(

A⋆ − λI
)−1
∈ B(H).

Luego

I = I⋆ =
((

A⋆ − λI
)

R
)⋆
= R⋆(A − λI).

De donde λ < σ(A). Por lo tanto σ(A) ⊆ σ(A⋆).

Análogamente, si λ < σ(A) existe R ∈ B(H) tal que
(

A − λI
)

R = I.

Luego

I = I⋆ =
((

A − λI
)

R
)⋆
= R⋆(A⋆ − λI).

Por lo tanto, λ < σ(A⋆).

Concluimos que σ(A) = σ(A⋆).

�

Un consecuencia inmediata de esto es la siguiente.

Proposición 2.6. Si A es un operador acotado y auto-adjunto actuando en H,
entonces σ(A) ⊂ R. Es más, σ(A) ⊆ [−‖A‖, ‖A‖].

Demostración: Si A ∈ B(H) es un operador auto-adjunto, entonces por
el Lema 2.2 tendremos

σ(A) = σ(A⋆) = σ(A).

De donde se concluye que σ(A) ⊂ R. Por la Proposición 2.4, se tiene que
σ(A) ⊆ [−‖A‖, ‖A‖] ⊂ R.

�
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1 2-1-2

bbbbbbb bb )()()( ) ()( )()( )

g−∞ g1 g3 g5 g2 g∞g4· · ·

F 5. Espectro de un operador A con sus respectivas lagunas.

Sea A ∈ B(H) un operador auto-adjunto. La Proposición 2.6 implica que
el espectro de A es un subconjunto deR. Luego, por la Proposición 2.5, este
conjunto es cerrado. De este modo, el complemento enR del espectro de A
se descompone como unión numerable de intervalos abiertos. Esto induce
la siguiente.

Definición 2.2.7. Sea A ∈ B(H) un operador auto-adjunto. Un intervalo
abierto maximal del conjunto R \ σ(A) lo llamaremos laguna. Ver Figura 5.
El conjunto de lagunas de un operador A, será denotado por L(A).

Observación 2.2.4. La palabra laguna es la traducción al castellano de la
palabra inglesa gap.
El conjunto L(A) esta dotado de manera natural por un orden total, in-
ducido por los números reales. En la Figura 5, un ejemplo con

L(A) =
{
g−∞, g∞, g1, g3, g5, g2, g4, . . .

}
.

A continuación daremos un ejemplo que ilustra la idea de lo que repre-
senta el gap-labelling, en español etiquetando lagunas.

Ejemplo 2.2.9. (Etiquetando Lagunas) Considere un espacio de Hilbert H de
dimensión finita, digamos n ∈ N. Como ya hemos visto, un operador acotado
actuando en H no es más que una matriz A ∈ Mn(C). El Ejemplo 2.2.8.1 nos dice
que

σ(A) = {λ ∈ C : λ es valor propio de A}.
Sin perdida de generalidad, supongamos σ(A) = {λ1, . . . , λr} con r ≤ n. Definamos
la función G : R→ R por

G(α) = ♯{λ ∈ σ(A) : λ ≤ α}.
Claramente esta función es constante a trozos y sus saltos están en los puntos del
espectro. Esto nos permite, en caso de que no conozcamos el espectro de A pero si
la función G, reconstruir el espectro de A mediante esta función. Esta función G
recibe el nombre de etiquetaje de lagunas pues ella es constante en cada laguna
del espectro de A y esto etiqueta las lagunas por el valor de la función G en cada
una de ellas.

Este ejemplo, es sumamente importante. Pues nuestro principal objetivo,
en este texto, es construir una función de etiquetaje de lagunas para el
espectro de un operador actuando en un espacio de Hilbert de funciones
sobre un cierto espacio que definiremos en la proxima sección.
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Ya hemos caracterizado el espectro del operador adjunto de un operador
dado A. Ahora caracterizaremos el espectro de un operador polinomio, por
medio del siguiente.

Lema 2.3. Sea A ∈ B(H) y p(x) =
∑N

n=0 anxn un polinomio en C. Para el operador

p(A) =
∑N

n=0 anAn tenemos que

σ(p(A)) = {p(λ) : λ ∈ σ(A)} = p(σ(A)).

Demostración:

Sea λ ∈ σ(A). Como x = λ es raı́z del polinomio p(x) − p(λ), tenemos
que p(x) − p(λ) = (x − λ)q(x). Ası́ p(A) − p(λ) = (A − λ)q(A) y como
(A−λ) no tiene inverso, tampoco tendrá inverso p(A)−p(λ). Es decir,
p(λ) ∈ σ(p(A)).
Reciprocamente, sea µ ∈ σ(p(A)) y sean λ1, . . . , λn las raı́ces del
polinomio p(x) − µ. Es decir, p(x) − µ = a(x − λ1) · · · (x − λn). Si
λ1, . . . , λn < σ(A), entonces para cada i ∈ {1, . . . , n} el operador
(A − λiI) tiene inverso y por lo tanto

(p(A) − µ)−1 = a−1(A − λ1)−1 · · · (A − λn)−1.

Pero (p(A) − µ) no es invertible, por lo que algún λi0 ∈ σ(A). Luego
p(λi0 ) − µ = 0, de este modo, µ = p(λi0 ). Concluimos que

σ(p(A)) ⊆ {
p(λ) ∈ C : λ ∈ σ(A)

}
.

De estos dos puntos, tenemos la igualdad.

�

2.2.2. Cálculo Funcional.

Definición 2.2.8. Sea A ∈ B(H). El radio espectral de A es

R(A) := sup
λ∈σ(A)

{|λ|}.

El radio espectral puede ser caracterizado de la siguiente forma.

Teorema 2.1. Si A ∈ B(H), entonces R(A) = lı́mn→∞‖An‖ 1
n .

Demostración: Si λ ∈ σ(A), entonces por el Lema 2.3 tenemos que
λn ∈ σ(An). Esto implica que |λ|n = |λn| ≤ ‖An‖. Por lo tanto, para todo

n ∈N se cumple |λ| ≤ ‖An‖ 1
n . En particular,

R(A) ≤ ı́nf
n∈N

{

‖An‖
1
n

}

.

Ahora supongamos que λ ∈ C con |λ| > R(A), entonces la serie
∑

n∈N
λ−nAn,
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converge absolutamente. En particular, λ−nAn n→∞−−−−→ 0. Ası́, existe n0 ∈ N
tal que para todo n ∈ N con n ≥ n0 se tiene ‖λ−nAn‖ < 1. Esto implica que,

para todo n ≥ n0 se satisface ‖An‖ 1
n < |λ|. De donde se concluye que,

lı́m sup
n→∞

‖An‖
1
n ≤ R(A) ≤ ı́nf

n∈N

{

‖An‖
1
n

}

≤ lı́m inf
n→∞

‖An‖
1
n .

Por lo tanto, R(A) = lı́mn→∞‖An‖ 1
n .

�

Corolario 2.2. Si A ∈ B(H) es auto-adjunto, entonces R(A) = ‖A‖.

Demostración: Es claro que

‖A‖2 =
∥
∥
∥A⋆A

∥
∥
∥ =

∥
∥
∥A2

∥
∥
∥ .

Por inducción se puede mostrar que
∥
∥
∥A2n

∥
∥
∥ = ‖A‖2n

. Luego

R(A) = lı́m
n→∞

∥
∥
∥A2n

∥
∥
∥

1
2n
= ‖A‖.

�

Lema 2.4. Sea A ∈ B(H) auto-adjunto. Si p(x) =
∑N

n=0 anxn es un polinomio en
C, entonces

‖p(A)‖B(H) = sup
λ∈σ(A)

|p(λ)|.

Demostración: Como A es auto-adjunto, tenemos

p(A)⋆ = p(A) =

N∑

n=0

anAn.

Luego,

‖p(A)‖2 = ‖p(A)⋆p(A)‖ = ‖(pp)(A)‖.
Como p(A)⋆p(A) = (pp)(A) es auto-adjunto, por el Corolario 2.2, tenemos

‖(pp)(A)‖ = sup
λ∈σ((pp)(A))

{|λ|}.

Ası́, por el Lema 2.3 tendremos

sup
λ∈σ((pp)(A))

{|λ|} = sup
λ∈σ(A)

{|pp(λ)|} =



sup
λ∈σ(A)

{|p(λ)|}




2

.

�

Teorema 2.2. Sea A un operador acotado y auto-adjunto en un espacio de Hilbert
H. Existe una única función C-lineal, φA : C(σ(A))→ B(H) satisfaciendo que
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1. φA es un homomorfismo de álgebras, es decir, si 1σ(A) es la función carac-
terı́stica en σ(A) e I es el operador identidad en H, se tiene que

φA(1σ(A)) = I.

Y para cualquier par f, g ∈ C(σ(A)) se tiene que

φA( f g) = φA( f ) ◦ φA(g).

2. Para f ∈ C(σ(A)) se cumple φA

(

f
)

= φA( f )⋆.

3. Para toda f ∈ C(σ(A)), ‖φA( f )‖ = ‖ f ‖∞.
4. Para la función identidad I, se tiene que φA(I) = A.
5. Si existe ϕ ∈ H y λ ∈ C tal que Aϕ = λϕ, entonces para toda f ∈ C(σ(A))

se cumple que φA( f )ϕ = f (λ)ϕ.

6. Para toda f ∈ C(σ(A)) se tiene σ
(

φA( f )
)

= { f (λ) : λ ∈ σ(A)}.
7. Si f ∈ C(σ(A)) es tal que para todo x ∈ R se tiene f (x) ≥ 0, entonces
φA( f ) ≥ 0.

Para simplificar notación escribiremos f (A) = φA( f ).

Demostración: Si p(x) =
∑N

n=0 anxn es un polinomio en C, entonces

definimos φA(p) :=
∑N

n=0 anAn. Por el Lema 2.4, tenemos que

‖φ(p)‖B(H) = ‖p‖∞.
Como el álgebra de polinomios tiene unidad, contiene los conjugados com-
plejos y separa puntos, por el Teorema de Stone-Weierstrass, el álgebra de
los polinomios es densa en C(σ(A)). Por lo tanto la función φA se extiende a
una función φA : C(σ(A))→ B(H) continua. Las propiedades 1,2,3,4 y 5 son
claras por continuidad. Para mostrar 7 basta notar, si f ≥ 0, entonces existe
una función g : C(σ(A)) → R tal que f = g2. De este modo φA( f ) = φA(g)2,
donde φA(g) es un operador auto-adjunto pues g(σ(A)) ⊂ R. Por lo tanto,
en vista del Ejemplo 2.2.5, tenemos φ( f ) ≥ 0.
finalmente, para mostrar 6, primero notemos que si λ < f (σ(A)), entonces
esta bien definida la función g(x) = ( f (x) − λ)−1 ∈ C(σ(A)) y satisface que
para todo x ∈ σ(A) se cumple ( f (x) − λ)g(x) = 1. Por lo tanto

( f (A) − λ)g(A) = 1σ(A)(A) = I.

Ası́, λ < σ( f (A)). Desde que A es auto-adjunto, para todo polinomio p
tendremos que

p(A)⋆p(A) = pp(A) = pp(A) = p(A)p(A)⋆.

De este modo, el operador f (A) es normal y también f (A)−λ. Si λ ∈ f (σ(A)),
entonces f (A) − λ no es invertible. Como el operador f (A) − λ es normal y
no invertible, existe una sucesión {αn}n∈N ⊂ H tal que para todo n ∈ N se
tiene ‖αn‖ = 1 y

‖( f (A) − λ)αn‖
n→∞−−−−→ 0.

Concluimos que λ ∈ σ( f (A)) y por lo tanto

σ
(

φA( f )
)

= { f (λ) : λ ∈ σ(A)}.
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�

2.2.3. Teorema Espectral.

Definición 2.2.9. Sean A ∈ B(H) un operador auto-adjunto y ψ ∈ H. Pode-
mos definir un funcional lineal en C(σ(A)) por

f 7→ 〈ψ, f (A)ψ〉.
Observemos que si f ≥ 0, entonces por (7) del Teorema 2.2 tendremos
f (A) ≥ 0. De donde concluimos que el funcional que hemos definido es
positivo según la Definición 2.2.1. Por el Teorema de Riesz-Markov, existe
una unica medida µψ en el conjunto compacto σ(A) tal que

〈ψ, f (A)ψ〉 =
∫

σ(A)

f (z)dµψ(z).

Esta medida µψ es llamada la medida espectral asociada al vector ψ.

Esta medida espectral nos permite extender el Teorema 2.2 al conjunto
B(R) de las funciones de Borel acotadas definidas sobre R. Sea g ∈ B(R).
De manera natural podemos definir g(A) tal que se cumpla la igualdad

〈ψ, g(A)ψ〉 =
∫

σ(A)

g(z)dµψ(z).

Luego la identidad de Polarización nos permite definir para todo ψ,ϕ ∈ H
el número 〈ψ, g(A)ϕ〉, de donde se obtiene la definición del operador g(A).
Formalmente tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.3. Sea A un operador acotado y auto-adjunto definido sobre un espacio

de Hilbert H. Existe una única función C-lineal φ̂A : B(R)→ B(H) satisfaciendo:

1. φ̂A es un homomorfismo de álgebras. Es decir, si 1 es la función constante
igual a 1 en todo R e I es el operador identidad en H, se tiene

φ̂A(1) = I.

Y para cualquier par f, g ∈ B(R) se cumple

φ̂A( f g) = φ̂A( f ) ◦ φ̂A(g).

2. Para toda f ∈ B(R) se tiene φ̂A( f ) = φ̂A( f )⋆.

3. Para toda g ∈ B(R) tenemos que ‖φ̂A(g)‖ ≤ ‖g‖∞.

4. Para la función identidad I se tiene φ̂A(I) = A.
5. Si { fn}n∈N ⊂ B(R) es una sucesión tal que para todo x ∈ R se tiene que

fn(x)→ f (x) y {‖ fn‖}n∈N es acotado, entonces φ̂A( fn) converge fuertemente

a φ̂A( f ).

6. Si existe ϕ ∈ H y λ ∈ C tal que Aϕ = λϕ, entonces φ̂A( f )ϕ = f (λ)ϕ.
7. Si f ∈ B(R) es tal que para todo x ∈ R se cumple f (x) ≥ 0, entonces

φ̂A( f ) ≥ 0.

8. Si B ∈ B(H) es tal que AB = BA, entonces φ̂A( f )B = Bφ̂A( f )
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Para simplificar notación escribiremos f (A) = φ̂A( f ).

Demostración: La demostración es analoga a la del Teorema 2.2. La
unica parte no trivial es el punto 5. Considere { fn}n∈N ⊂ B(R) una sucesión
tal que para todo x ∈ R se tiene que fn(x)→ f (x) puntualmente y {‖ fn‖}n∈N
es acotado. Luego, para todo x ∈ H tenemos que

〈x, ( fn(A) − f (A))x〉 =
∫

σ(A)

fn(λ) − f (λ)dµx(λ).

Por el Teorema de la Convergencia Dominada tenemos que esta integral
converge a cero. De esta forma tenemos que para todo x ∈ H

‖ fn(A)x − f (A)x‖ n→∞−−−−→ 0.

Concluimos que fn(A)
s−→ f (A).

�

Definición 2.2.10. Sea A un operador acotado y auto-adjunto. Sea Ω ⊂ R
un conjunto de Borel. Si 1Ω es la función caracterı́stica deΩ, entonces 1Ω(A)
es llamada la proyección espectral de A en el conjunto Ω y se denota por
PΩ.

Para ilustrar este concepto veamos el siguiente.

Ejemplo 2.2.10. Si A : Cn → Cn un operador lineal auto-adjunto, entonces

A = (ai j)i, j∈{1,...,n} ∈Mn(C)

es una matriz tal que A = At = (a ji)i, j∈{1,...,n}. En vista del Ejemplo 2.2.8, tenemos
que

σ(A) = {λ ∈ C : λ es valor propio de A}.
Como el operador es auto-adjunto, por la Proposición 2.6, tenemos que

σ(A) ⊂ [−‖A‖, ‖A‖] ⊂ R.
Sea σ(A) = {α1, . . . , αn}, donde los valores propios posiblemente están repetidos.
Sean αi1 , . . . , αid ⊂ σ(A) los valores propios distintos de A y para todo k ∈ {1, . . . , d}
denotemos por Pik a la proyección en el espacio propio asociado el vector propio αik .
Luego podemos escribir

A =

d∑

k=1

αik Pik .

De alli, es claro que para todo α ∈ R se tiene que

I(−∞,α](A) = P(−∞,α] =
∑

k
αik
≤α

αik Pik .

En vista de que la función I(−∞,α], satisface que para todo x ∈ R se tiene

I(−∞,α](x)2 = I(−∞,α](x) = I⋆(−∞,α].
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La proyección espectral cumple

P2
(−∞,α] = P(−∞,α] = P⋆(−∞,α].

Para x ∈ Cn fijo, la medida espectral asociada, µx, satisface

〈x,P(−∞,α]x〉 = 〈P(−∞,α]x,P(−∞,α]x〉 = ‖P(−∞,α]x‖2.
Y por definición,

〈x,P(−∞,α]x〉 =
∫

σ(A)

I(−∞,α](ξ)dµx(ξ) = µx((−∞, α]).

Concluimos que µx((−∞, α]) = ‖P(−∞,α]x‖2.

Proposición 2.7. En el contexto de la definición anterior, sea g una laguna del
espectro de A. Para todo x, y ∈ g se tiene que P(−∞,x) = P(−∞,y).

Demostración: Basta observar que, si g es una laguna y x, y ∈ g, en-
tonces las funciones 1(−∞,x) y 1(−∞,y) coinciden en el conjunto σ(A). de esto
se concluye que P(−∞,x) = P(−∞,y).

�

Proposición 2.8. La familia {PΩ}Ω⊂R Borel de proyecciones espectrales de un oper-
ador acotado y auto-adjunto, A, satisface las siguientes propiedades:

1. P2
Ω
= PΩ = P⋆

Ω
.

2. Existe a ∈ R tal que P(−∞,a) = 0.
3. Existe a ∈ R tal que P(−a,a) = I.
4. Si Ω =

⋃

n∈NΩn con Ωn ∩Ωm = ∅ para m , n, entonces

PΩ = s − lı́m
N→∞





N∑

n=1

PΩn




.

5. PΩ1
◦ PΩ2

= PΩ1∩Ω2
.

6. Si Ω1 ⊆ Ω2, entonces PΩ1
≤ PΩ2

.

Demostración: En vista de que las funciones caracterı́sticas toman val-
ores reales en el conjunto {0, 1}, tendremos que para cualquier conjunto de
borel Ω se cumple

1
2
Ω
= 1Ω = 1Ω.

De donde se concluye 1.
Como el operador es acotado, por la Proposición 2.4 tenemos que existe
a ∈ R tal que σ(A) ⊂ [−a, a]. Por lo tanto basta escoger a1 < −a y a2 > a para
tener P(−∞,a1) = 0 y P(−a2,a2) = I. Concluyendo ası́ 2 y 3.
El punto 4 es consecuencia directa del Teorema 2.3. Pues, seaΩ =

⋃

n∈NΩn

conΩn ∩Ωm = ∅ para m , n. La sucesión
{

1∪N
i=1
Ωn

}

n∈N
⊂ B(R)
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F 6. Mezquitas.

es tal que, 1∪N
i=1
Ωn
→ 1Ω puntualmente y el conjunto

{∥
∥
∥
∥1∪N

i=1
Ωn

∥
∥
∥
∥ : n ∈N

}

es

acotado. Ası́, en vista de la propiedad 5 del Teorema 2.3, tendremos que

PΩ = s − lı́m
N→∞





N∑

n=1

PΩn




.

Para mostrar 5, basta observar que

Ω1 = {Ω1 \ (Ω1 ∩Ω2)} ∪̇(Ω1 ∩Ω2).

Luego, 1Ω1
= 1Ω1\(Ω1∩Ω2) + 1(Ω1∩Ω2). De donde tenemos que

1Ω2
1Ω1
= 1Ω2

1Ω1\(Ω1∩Ω2) + 1Ω2
1(Ω1∩Ω2).

Como 1Ω2
1Ω1\(Ω1∩Ω2) = 0, se concluye que PΩ1

◦ PΩ2
= PΩ1∩Ω2

.
Análogamente a como mostramos 5, seaΩ1 ⊂ Ω2 y escribamos
Ω2 = (Ω2 \Ω1) ∪Ω1. Luego

1Ω2
= 1(Ω2\Ω1) + 1Ω1

.

Por lo tanto, 1Ω2
− 1Ω1

= 1(Ω2\Ω1), de donde se concluye que

PΩ2
− PΩ1

= PΩ2\Ω1
≥ 0,

por la propiedad 1 de esta proposición y el Ejemplo 2.2.5. De esto concluimos
6 en la proposición.

�

2.3. Sistemas de embaldosados. En esta sección trataremos de entender
lo que es un embaldosado y su estrecha relación con los cristales y cuasi-
cristales. El problema de embaldosar un espacio es más antiguo de lo que
se cree, pues ya en los siglos XII y XIII D.C. los musulmanes adornaron las
paredes y los techos de sus mezquitas con complejos embaldosados, como
lo muestra la Figura 6.
En los años 60 el matemático y filosofo Hao Wang comenzó a estudiar
los embaldosados del plano con cuadrados pintados de distintos colores,
ver Figura 7. Se preguntaba principalmente si existı́a algún algoritmo que
permitiera saber si, dado un conjunto de baldosas y uno de reglas para
pegar estas baldosas, se puede embaldosar el plano, R2. En el caso de la
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F 7. Las 13 baldosas de Culik.

recta real, Wang mostró en su articulo [28], que existı́a tal algoritmo. Esto lo
hizo asociando un grafo dirigido, de la manera siguiente. Consideremos una
baldosa en R como un subconjunto cerrado y conexo, es decir un intervalo
cerrado. SeaA un conjunto finito de baldosas distintas, es decir intervalos
cerrados de largo distinto o del mismo largo pero le asignamos un color
diferente a cada uno de tal manera de diferenciarlos. Consideremos un
conjunto de reglas para pegar estos intervalos, por ejemplo;

”Los intervalos de color verde solo pueden estar al lado de
uno de color azul.”

Luego construimos un grafo dirigido, apartir de los conjuntos de baldosas y
de reglas, de la siguiente forma. Por cada elemento a ∈ A consideramos un
vértice ,va. Si un intervalo a puede estar a la derecha de uno b, entonces hace-
mos una flecha dirigida desde el vértice vb hasta el vértice va. De este modo,
Wang probo que el problema de embaldosar la recta real era equivalente a
encontrar un camino infinito en tal grafo. Para el caso del plano, Wang solo
pudo mostrar que si existı́a tal algoritmo, entonces cada vez que se pudiera
embaldosar el plano, también se podrı́a hacer de manera periódica.

En el año 1966, su alumno Robert Berger encontró una colección de
20.426 baldosas del tipo Wang, aunque luego reducirı́a este conjunto a
104 baldosas, que permitı́an embaldosar el plano siempre de manera no
periódica, Ver [4]. En 1996, el matemático Karel Culik II mostró que solo
son necesarias 13 baldosas del tipo Wang para construir un embaldosado no
periódico, ver Figura 7. De esta manera, el descubrimiento de Berger más
el resultado de Wang, mostró que tal algoritmo no existı́a en el plano. Sin
embargo, los embaldosados no periódicos despertaron la emoción de los
cientı́ficos recién en los años 80, cuando un grupo de fı́sicos dirigidos por
Dany Shechtman logran, por medio de enfriamiento rápido, solidificar la
aleación de Aluminio y Manganeso antes de que esta se cristalice, Ver [10].
Este hecho causó mucho revuelo pues, al impedir que el solido se cristalice,
este arrojo un patrón de difracción por electrones que tenia una estructura
ordenada pero no periódica, ver Figura 8. Este hecho rompı́a los principios
de la cristalografı́a convencional que solo creı́a en estructuras ordenadas y
periódicas, surgiendo ası́ para la ciencia el concepto de cuasi-cristales. Esto
abrió las fronteras de la cristalografı́a y reformulo sus principios.

Pero que relación tiene los cristales y los cuasi-cristales con los embal-
dosados?. Estos están muy ligados, pues los cristales y cuasi-cristales son
objetos puramente geométricos y existe una forma clara y fiel de asociar un
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F 8. Modelos de la aleación Zinc-Mangesio-Holmio.
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F 9. Construcción celdas de Voronoi.

embaldosado a un cristal o cuasi-cristal, llamado celdas de Voronoi. En el
plano, se comienza con el enrejadoL que define el cristal o cuasi-cristal por
medio de su patrón de difracción y se consideran los vectores generadores
de este enrejado, supongamos ~v1, ~v2(ver Figura 9.1). Luego para un punto
x ∈ L se trazan las rectas paralelas a los vectores ~v1, ~v2 que pasan por el
punto x. En el punto medio de los segmentos, de esas rectas, que unen el
punto x con los puntos del enrejado más cercanos a x, que están sobre estas
rectas, se trazan rectas perpendiculares a estos segmentos(ver Figura 9.2).
Ası́ se define la celda de Voronoi en el punto x como la región encerrada por
estas perpendiculares(ver Figura 9.3). Otra definición mucho más simple
es: la celda de Voronoi en el punto x ∈ L es el conjunto

{
y ∈ Rn : Para todo z ∈ L se tiene ‖y − x‖ ≤ ‖y − z‖} .

Para obtener más detalle acerca de la relación entre embaldosados y cuasi-
cristales, los invitamos a leer [25]. Para tener más detalles sobre la teorı́a de
embaldosados recomendamos [26] y [22].

2.3.1. Conceptos básicos.

Definición 2.3.1. A un conjunto t ⊂ Rn lo llamaremos baldosa en Rn si es
homeomorfo a la bola unitaria cerrada de Rn, que denotamos por B1. En
algunas ocasiones una baldosa enRn es considerada como un par t = (t′, l),
donde t′ es un conjunto homeomorfo a B1 y l es una etiqueta o color. En tal
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F 10. Baldosas equivalentes y baldosas no equivalentes.

caso llamaremos a t una baldosa etiquetada de Rn. En general llamaremos
a una baldosa de Rn, etiquetada o no, simplemente baldosa, a menos que
no esté clara la dimensión d del espacio al que pertenece.

Observación 2.3.1. 1. La palabra baldosa es la traducción de la palabra tile
del inglés .

2. La definición de baldosa se puede generalizar pues no necesariamente debe
ser homeomorfa a B1. Ver por ejemplo [26]. Sin embargo, en este texto
nosotros nos limitaremos a la Definición 2.3.1.

Ejemplo 2.3.1. Todo polı́gono regular es una baldosa en R2.

Definición 2.3.2. Dos baldosas t, r ⊂ Rn se dicen equivalentes si t es un
trasladado de r por algún vector de Rn. En el caso de que t, r ⊂ Rn sean
baldosas etiquetadas, digamos t = (t′, l1) y r = (r′, l2), diremos que éstas son
equivalentes si t′ es un trasladado de r′ por algún vector enRn y si además
l1 = l2.

Ejemplo 2.3.2. Sea t un cuadrado de lado 1. Supongamos que a denota el color
azul y que v denota el color verde. Ver Figura 10.

Si t tiene un vértice en el orı́gen y r = t + (3, 3) es un cuadrado de lado
1 con un vértice en el punto (3, 3) ∈ R2, entonces claramente t y r son
baldosas equivalentes.
Si t1 = (t, a) es un cuadrado de lado 1 pintado de color azul con un vértice
en el orı́gen y t2 = (t + (3, 3), v) es un cuadrado de lado 1 pintado de color
verde con un vértice en el punto (3, 3) ∈ R2, entonces t y r no son baldosas
equivalentes pues tienen etiquetas distintas.

Definición 2.3.3. Sea A un conjunto de baldosas no equivalentes entre si.
El soporte de a ∈ A es el conjunto

SUPP(a) := {x ∈ Rn : x ∈ a} .
Si a = (a1, l) ∈ A es una baldosa etiquetada. Su soporte está definido como

SUPP(a) = SUPP(a1) := {x ∈ Rn : x ∈ a1} .
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F 11. Ejemplos de motivos.

Definición 2.3.4. Un parche o motivo en Rn es una colección finita P de
baldosas deRn tales que para todo par de baldosas distintas t, t′ ∈ P se tiene
que

INT(SUPP(t)) ∩ INT(SUPP(t′)) = ∅.
Dado un motivo P en Rn, el conjunto

SUPP(P) = ∪a∈PSUPP(a)

será llamado el soporte del motivo P.

Observación 2.3.2. Un motivo puede ser conexo o no.
Las palabras parche o motivo son utilizadas como la traducción al castellano
de la palabra en inglés patch.

Definición 2.3.5. El diámetro del motivo P es el diámetro del soporte de P
y lo denotamos por DIAM(P).

Observación 2.3.3. La definición de baldosas equivalentes se puede extender a
motivos.

Definición 2.3.6. Un embaldosado en Rn (con d ≥ 1) es una colección
numerable T de baldosas de Rn que verifican:

Rn =
⋃

t∈T SUPP(t).

INT(SUPP(t))
⋂

INT(SUPP(t′)) = ∅, para t, t′ ∈ T con t , t′.

Definición 2.3.7. Sea T un embaldosado de Rn.

1. Un motivo del embaldosado T es una colección finita de baldosas P
de T tales que para cualquier par de baldosas distintas t, t′ ∈ T ∩ P
se tiene que INT(SUPP(t)) ∩ INT(SUPP(t′)) = ∅.

2. Sea r > 0. Denotaremos por T ∩ Br al motivo maximal, con respecto
a la inclusión de sus soportes, del embaldosado T contenido en la
bola Br.

Definición 2.3.8. Sea ~v ∈ Rn. Llamaremos traslación del embaldosado T
por ~v al embaldosado

T − ~v = {
t − ~v : t ∈ T

}
,

donde t−~v es igual a (SUPP(t1)−~v, l), si t = (t1, l) es una baldosa con etiqueta.
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F 12. Ejemplos de embaldosados.

Definición 2.3.9. El grupo de traslación de un embaldosado T es el sub-
conjunto de Rn

ΥT =
{
~v ∈ Rn : T − ~v = T

}
.

Ejemplo 2.3.3. Si T es el embaldosado deR2 formado por cuadrados de lado 1 con
vértices en el conjunto {(n,m) ∈ R2 : n,m ∈ Z}, entonces

ΥT = Z ×Z.
Definición 2.3.10. Un embaldosado T de Rn se dice periódico si su grupo

de traslación es un enrejado. Lo llamaremos aperiódico si ΥT =
{

~0
}

.

Observación 2.3.4. Si el grupo de traslación de un embaldosado tiene por lo menos
un vector no nulo y menos de d vectores linealmente independientes, entonces
diremos que el embaldosado es no periódico.

Definición 2.3.11. SeaA una colección de baldosas no equivalentes entre si.
Denotaremos por XA al conjunto de todos los embaldosados cuyas baldosas
son equivalentes a algún elemento deA.

Observación 2.3.5. Podriamos tener XA = ∅. Por ejemplo, si
A = {Bǫ} con ǫ fijo, ver Figura 13, entonces XA = ∅.

Tomando en cuenta esta observación, en adelante asumiremos que
XA , ∅.

SeaA una colección finita de baldosas no equivalentes entre si. Sobre XA
actúa Rn como grupo aditivo por traslación:

ρ : Rn × XA → XA

(~v,T) 7→ ρ~v(T) = T − ~v
Ası́ (XA,Rn, ρ) es un sistema dinámico.
Ahora definiremos una topologı́a en XA con respecto a la cual cada función

ρ~v es un homeomorfismo. En esta topologı́a, dos embaldosados T1,T2 ∈ XA
están cerca si existe ~v1 ∈ Bǫ, con ǫ pequeño, tal que

(T1 − ~v1)
⋂

B 1
ǫ
= T2

⋂

B 1
ǫ
.
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Esta topologı́a será inducida por una métrica que introduciremos a conti-
nuación de la siguiente notación.

F 13. Conjunto de baldosas con XA = ∅.

Definición 2.3.12. Sea A una colección de baldosas no equivalentes entre
si. Sean K ⊂ Rn compacto y T ∈ XA. Definimos T[[K]] como el conjunto
de todos los motivos P tales que K ⊆ SUPP(P). Escribiremos T[K] para el
motivo más pequeño del conjunto T[[K]], es decir;

T[K] := {t ∈ T : t ∩ K , ∅}.
Definición 2.3.13. SeaA un colección de baldosas no equivalentes entre si.
Para T1,T2 ∈ XA definimos

(2.1) d̃(T1,T2) = ı́nf
{

0 < r : existen P1 ∈ T1

[[

B 1
r

]]

y P2 ∈ T2

[[

B 1
r

]]

,

para los cuales existe ~v ∈ Br tal que P1 − ~v = P2
}
.

(2.2) d(T1,T2) = mı́n

{ √
2

2
, d̃(T1,T2)

}

.

Proposición 2.9. Sea A un colección de baldosas no equivalentes entre si. La
ecuación 2.2 define una función

d : XA × XA → R+

(T1,T2) 7→ d(T1,T2)

que es una distancia en el conjunto XA con la cual el espacio métrico (XA, d) es
completo. A esta distancia le llamaremos distancia de embaldosados.

Demostración: Claramente d satisface las propiedades

d(T1,T2) = d(T2,T1)

d(T1,T2) ≥ 0.

T1 = T2 implica d(T1,T2) = 0

Supongamos que d(T1,T2) = 0 entonces para todo n ∈N existen motivos

P1,n ∈ T1[[Bn]] y P2,n ∈ T2[[Bn]]
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1
b

1
a

P2

-t

P1

P′
3 P′

2

-s

F 14. En azul los motivos del embaldosado T2, en ro-
jo el motivo del embaldosado T3 y en verde el motivo del
embaldosado T1.

para los cuales existe ~v ∈ B 1
n

satisfaciendo que

P1,n − ~v = P2,n.

A medida que n crece, los motivos P1,n,P2,n tienen soportes más grandes, y
la perturbación ~v admitida es más pequeña, se concluye que T1 = T2.
Para concluir que d es una métrica solo nos falta comprobar la desigualdad
triangular. En efecto; sean T1,T2,T3 ∈ XA y mostremos que

d(T1,T3) ≤ d(T1,T2) + d(T2,T3).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que a′ = d(T1,T2) y b′ = d(T2,T3)
satisfacen a′ ≤ b′.
si a′ + b′ ≥

√
2

2 , por definición

d(T1,T3) ≤
√

2

2
≤ d(T1,T2) + d(T2,T3).

Supongamos ahora que a′ + b′ <
√

2
2 .

Tomemos 0 < ǫ <
√

2
2 − (a′ + b′) y definamos a = a′ + ǫ

2 y b = b′ + ǫ
2 . Luego

d(T1,T2) < a y d(T2,T3) < b. Por definición de la función d tenemos que
existen motivos

P1 ∈ T1

[[

B 1
a

]]

, P2 ∈ T2

[[

B 1
a

]]

, P′2 ∈ T2

[[

B 1
b

]]

, P′3 ∈ T3

[[

B 1
b

]]

y también t, s ∈ Rn, con ‖t‖ ≤ a y ‖s‖ ≤ b, tales que

ρt(P1) = P2 y ρs(P′2) = P′3.

Ver Figura 14. Definimos

P0
2 = P2 ∩ P′2, P0

1 = ρ
−t(P0

2) ⊆ P1, P0
3 = ρ

s(P0
2).



33

1
b

1
a

−1
a+b

b bb

P0
3

−s

P0
2

t

P0
1

B 1
a

B 1
b

B 1
b
+ t

B 1
a+b

t

1 2

F 15

En vista de que a < b, se tiene

P0
2
∈ T2

[[

B 1
b

]]

P0
1
∈ T1

[[

B 1
b+t

]]

P0
3
∈ T2

[[

B 1
b−s

]]

.

Esto implica que existe un motivo P = P0
2
∈ T2[[B 1

b
]] tal que P0

3
= P − s, de

donde P0
3
∈ T3[[B 1

b
]]. Además

ρ−(t+s)(P0
3) = ρ−t(P0

2) = P0
1, donde ‖t + s‖ ≤ ‖t‖ + ‖s‖ ≤ a + b.

Luego P0
3

y P0
1

son motivos de T3 y T1 respectivamente, que son iguales

en una bola de radio 1
a+b , salvo una traslación de norma menor ó igual a

(a + b). Ver Figura 15.1. De esta forma, para concluir que d(T1,T3) ≤ a + b,
sólo bastarı́a mostrar que

B 1
a+b
⊂ B 1

b
+ t.

Ver Figura 15.2. En efecto, como 0 < a ≤ b <
√

2
2 tenemos que ab < 2

4 =
1
2 y

b2 < 1
2 , de este modo ab + b2 ≤ 1. Por lo tanto, a(ab + b2) = (a2b + ab2) ≤ a.

Luego 0 < b ≤ a + b − a2b − ab2 = (a + b)(1 − ab), lo que implica que

0 <
1

a + b
≤ 1 − ab

b
=

1

b
− a.

De esto sigue que B 1
a+b
⊆ B 1

b
+ t.
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Hemos mostrado que existen motivos

P0
1 ∈ T1

[[

B 1
a+b

]]

y P0
3 ∈ T3

[[

B 1
a+b

]]

tales que ρ−(t+s)(P0
3
) = P0

1
con ‖t + s‖ ≤ a + b, de donde sigue

d(T1,T3) ≤ a + b = d(T1,T2) + d(T2,T3) + ǫ.

Y como ǫ es arbitrariamente pequeño, se tiene la desigualdad triangular.
Veamos ahora que el espacio XA con la métrica de embadosados es com-
pleto. Sea {Tn}n∈N ⊂ XA una sucesión de Cauchy de embaldosados. Sea
{en}n∈N ⊂ R+ tal que

∑

n∈N
en < ∞.

Como la sucesión es de Cauchy, para todo n ∈N existe mn ∈N tal que para
k, l ≥ mn se tiene que

d(Tk,Tl) ≤ en.

Definamos sn = d(Tmn ,Tmn+1
) + 2−n. Ası́ d(Tmn ,Tmn+1

) < sn. Por definición de
la métrica, existen motivos

Pn ∈ Tmn

[[

B 1
sn

]]

y P′n ∈ Tmn+1

[[

B 1
sn

]]

tales que Pn−tn = P′n para algún~tn ∈ Bsn . Tomando subsucesiones, podemos
asumir que

P′n ⊆ Pn+1 y Pn −~tn ⊆ Pn+1.

Sea ~rn =
∑∞

k=n
~tk. Luego

Pn − ~rn = Pn −~tn − ~rn+1 ⊆ Pn+1 − ~rn+1.

Por lo que {Pn − ~rn}n∈N es una sucesión de motivos crecientes. Ası́
T =

⋃

n∈N(Pn − ~rn) es un embaldosado de XA tal que d(T,Tmn) → 0 cuando
n→∞. De este modo {Tn}n∈N es una sucesión convergente en XA.

�

Corolario 2.3. (XA,Rn, ρ) es un sistema dinámico topológico con XA completo, y

ρ : Rn×XA → XA una acción tal que ρ~v es un homeomorfismo, para todo ~v ∈ Rn.

Demostración: En vista de la proposición anterior, XA es completo.
Entonces solo basta mostrar que Rn actúa por homeomorfismos. Como
para cada ~v ∈ Rn tenemos que

ρ~v ◦ ρ−~v(T) = T = ρ−~v ◦ ρ~v(T),

es decir que ρ~v ◦ ρ−~v es la función identidad en Rn, es suficiente demostrar

que para todo ~v ∈ Rn la función ρ~v es continua. Sean ~v ∈ Rn, T ∈ XA y ǫ > 0.
Consideremos

δ <
ǫ

1 + ǫ‖~v‖ .
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Afirmamos que si d(T,T′) < δ entonces d(ρ~v(T), ρ~v(T′)) < ǫ. En efecto, Si

d(T,T′) < δ, existen motivos P ∈ T
[[

B 1
δ

]]

y P′ ∈ T′
[[

B 1
δ

]]

para los cuales

existe un vector ~w ∈ Bδ satisfaciendo P = P′ − ~w. Luego, P− ~v = (P′ − ~v)− ~w.
Dado que 1

δ − ‖~v‖ > 1
ǫ , tendremos que

(P − ~v) ∈ (T − ~v)
[[

B 1
ǫ

]]

, (P′ − ~v) ∈ (T′ − ~v)
[[

B 1
ǫ

]]

y ~w ∈ B 1
δ
⊂ B 1

ǫ
.

Por lo tanto, d
(

ρ~v(T), ρ~v(T′)
)

< ǫ. En otras palabras, ρ~v es continua en T.

Como T es arbitrario concluimos que ρ~v es continua en XA.

�

Definición 2.3.14. Sea A un conjunto finito de baldosas no equivalentes
entre si.

1. Se dice que X ⊆ XA es un espacio de embaldosados si X es cerra-
do e invariante por la acción ρ. En este caso, el sistema dinámico
(X,Rn, ρX) será llamado sistema de embaldosados.

2. Si X ⊆ XA es un espacio de embaldosados, diremos que el motivo P
es X-admisible si P es un motivo de algún embaldosado T ∈ X.

3. Diremos que un embaldosado T ∈ XA tiene complejidad local finita
(FPC), si para todo R > 0, existe un número finito de motivos P de T
con diámetro menor o igual a R módulo equivalencia.

4. Un espacio de embaldosados X tiene complejidad local finita (FPC)
si para todo R > 0, hay un número finito de motivos
X-admisibles que tienen diámetro menor o igual a R módulo equiv-
alencia.

Ejemplo 2.3.4. SiA es la colección de polı́gonos regulares de lado 1, entonces los
embaldosados T ∈ XA cuyas baldosas se tocan lado a lado, tiene complejidad local
finita. Sin embargo XA no tiene complejidad local finita. Pues basta considerar un
embaldosado T1 ∈ XA cuyas baldosas no se toquen lado a lado, y claramente T1 no
tiene FPC. Por lo tanto XA no tiene FPC, Ver Figura 16

}ε1

}

ε2
}

ε3

F 16. Embaldosado sin FPC.
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F 17. Embaldosado T y su casco continuoΩT.

Definición 2.3.15. Sea A una colección de baldosas no equivalentes entre
si y sea T ∈ XA. Llamaremos el casco continuo de T al espacio de embal-
dosados

ΩT =
{

ρ~v(T) : ~v ∈ Rn
}d

,

donde la clausura se toma con respecto a la métrica de embaldosados.

En el contexto de la definición anterior, es claro que los motivos P que
sonΩT-admisibles son todos los motivos del embaldosado T. Por esta razón
tenemos lo siguiente.

Proposición 2.10. T ∈ XA tiene FPC si y solo siΩT es un espacio de embaldosados
con FPC.

Definición 2.3.16. Decimos que T ∈ XA es repetitivo, si para todo motivo
P en T existe RP > 0 tal que para todo x ∈ Rn un motivo equivalente a P
aparece en B(x,RP) ∩ T.

2.3.2. La Transversal. En toda esta secciónA denota una colección finita de
baldosas no equivalentes entre si y centradas, según la siguiente definición.

Definición 2.3.17. Diremos que una baldosa a ∈ A está centrada en 0,
si 0 ∈ INT(SUPP(a)). Si T ∈ XA es un embaldosado de Rn y t ∈ T es
una baldosa, entonces diremos que el centro de t es aquel vector ~v ∈ Rn

satisfaciendo t = a + ~v para algún a ∈ A. Para t ∈ T denotaremos por
x(t) ∈ Rn al centro de la baldosa t.

Definición 2.3.18. Sea X ⊆ XA un espacio de embaldosados. Definimos la
transversal de X como el conjunto

Γ =
{

T ∈ X : existe t ∈ T, x(t) = ~0 ∈ Rn
}

⊆ X.

Observación 2.3.6. Sea Γ la transversal de un embaldosado T0.

Para todo T ∈ X tenemos que para cualquier baldosa t ∈ T

T − x(t) ∈ Γ.
La transversal en un subconjunto cerrado de X.
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Demostración: Ya que para todo T ∈ Γc existe δ > 0 tal que

B(T, δ) ⊂ Γc. En efecto; sabemos que para todo t ∈ T, se tiene que x(t) , ~0.
Es decir, que el orı́gen en el embaldosados T no coincide con el centro de
alguna baldosa de T. Escogiendo

δ =MIN{‖x(t)‖ : t ∈ T} > 0,

tenemos que para todo 0 < δ1 < δ se cumple

B(T, δ1) ⊂ Γc.

Por lo tanto Γc es abierto.

�

Sea P un motivo X-admisible tal que para algún t ∈ P se tiene x(t) = ~0. Es
decir P esta centrado en cero. Definimos

CP = {T ∈ X : P ⊆ T} ⊆ Γ.

Notemos que CP es cerrado en X. En efecto; sea T ∈ Cc
P
. Si T no contiene

ningún trasladado de P, claramente B(T, 1
2 ) ⊂ Cc

P
.

Por otra parte, si existe ~v ∈ Rn tal que P−~v ⊂ T, entonces ~v , ~0 pues T ∈ Cc
P
.

Luego, si tomamos cualquier 0 < δ < ‖~v‖2 , claramente tendremos

B(T, δ) ⊂ Cc
P.

Por lo tanto, Cc
P

es abierto. De esto se deduce que CP es cerrado.

Pero CP no es abierto en X. En efecto, sean T ∈ CP, 0 < δ <
√

2
2 y 0 < δ1 < δ

tales que Bδ1
⊆ SUPP(P). Para ~v ∈ Rn satisfaciendo ‖~v‖ < δ1, tendremos

que T − ~v ∈ B(T, δ). Además T − ~v < CP, pues el centro del trasladado de P
que aparece en T − ~v esta en SUPP(P) y es distinto del centro que fijamos
inicialmente para el motivo P. De esto concluimos que

B(T, δ) * CP.

En otras palabras, ningún T ∈ CP es un punto interior de CP, por lo tanto, CP

no es abierto. Sin embargo, con respecto a la topologı́a inducida en Γ por la
métrica de embaldosados los conjuntos CP son abiertos-cerrados. Para esto,
basta observar que los conjuntos CP son abiertos con respecto a la topologı́a
inducida en transversal. Sea T ∈ CP y mostraremos que existe δ > 0 tal que

B(T, δ) ∩ Γ ⊂ CP.

Denotemos por

R = ı́nf{r > 0 : P ⊂ Br} y R′ = mı́n{‖x(t)‖ : t ∈ P con ‖t‖ , 0}.

Afirmamos que B
(

T,mı́n
{

1
R ,R

′
})

∩ Γ ⊂ CP. En efecto;

Sea T′ ∈ B
(

T,mı́n
{

1
R ,R

′
})

∩ Γ
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si 1
R ≤ R′, como d(T,T′) < 1

R , existe ~v ∈ Rn con ‖~v‖ < 1
R tal que

T ∩ BR = (T′ ∩ BR) + ~v.

Pero como ‖~v‖ < 1
R ≤ R′, tendremos ~v = 0. Luego, T ∩ BR = T′ ∩ BR

lo que implica P ⊂ T′. En particular, T′ ∈ CP.

si R′ < 1
R , como d(T,T′) < R′, existe ~v ∈ Rn con ‖~v‖ < R′ tal que

T ∩ B 1
R′
= (T′ ∩ B 1

R′
) + ~v.

Pero por la definición de R′, tenemos que ~v = 0.

Luego T ∩ BR = T′ ∩ BR, y como R′ < 1
R , en particular P ⊂ T′. Es

decir, T′ ∈ CP.

Ası́ concluimos que los conjuntos CP son abiertos cerrados con respecto a
la topologı́a inducida por la métrica de embaldosados en Γ.

Proposición 2.11. Los conjuntos CP son una base de la topologı́a inducida en Γ
por la métrica de embaldosados.

Demostración: Sea T ∈ Γ y r > 0. Solo es necesario mostrar que existe
un motivo P, Γ-admisible y centrado en cero, tal que

T ∈ CP ⊂ B(T, r) ∩ Γ.
Claramente P = T

[

B 2
r

]

es un motivo centrado en cero, para el cual tenemos

que T ∈ CP. Consideremos T′ ∈ CP. Luego P ⊂ T′ y además

T
[

B 1
r

]

= T′
[

B 1
r

]

.

Por lo tanto, existen motivos

P1 = T
[

B 1
r

]

∈ T
[[

B 1
r

]]

y P2 = T′
[

B 1
r

]

∈ T′
[[

B 1
r

]]

para los cuales P1 = P2 +~0. Como ~0 ∈ Br, concluimos que d(T,T′) ≤ r. Por lo

tanto, T ∈ CP ⊂ B(T, r) ∩ Γ.
�

Como la transversal Γ del espacio de embaldosados X tiene como base
de la topologı́a inducida por la métrica a conjuntos abierto-cerrados, Γ es
totalmente disconexo.

Observación 2.3.7. Si X posee un embaldosado aperiódico, digamos T, entonces
la transversal es un conjunto a lo menos numerable. Ya que por la Observación
2.3.6 el conjunto {T − x(t) : t ∈ T} esta contenido en Γ y como el embaldosado es
aperiódico, tenemos que para t, t′ ∈ T con t , t′ se satisface que T−x(t) , T−x(t′).

De la Observación 2.3.7 deducimos que si (X, ρX) es un sistema de em-
baldosados minimal, compacto(más adelante veremos que X compacto es
equivalente a que X satisfaga FPC) y que contiene un embaldosado aperiódi-
co, entonces la transversal Γ es un conjunto de Cantor. Y la ausencia de
puntos aislados está garantizada por la minimalidad del sistema y por la
existencia de un embaldosado aperiódico. Además si X es compacto, al ser
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Γ cerrado en X también será compacto. Luego, por la Observación 2.3.7,
tendremos que si X posee un embaldosado aperiódico entonces Γ será un
conjunto a lo menos numerable, compacto y sin puntos aislados. Es decir,
Γ será un conjunto de Cantor.

2.3.3. Principales resultados.

Teorema 2.4. Sea A una colección finita de baldosas no equivalentes entre si, y
sea X ⊆ XA un espacio de embaldosados. Entonces

X es compacto si y sólo si X tiene FPC.

Demostración: Esta demostración se basa en el hecho de que el espacio
XA es un espacio métrico completo. Por lo tanto, X ⊂ XA es compacto si y
solo si X es totalmente acotado. De este forma, basta mostrar que

X es totalmente acotado si y sólo si X tiene FPC.

Primero, supongamos que X es totalmente acotado. Sea R > 0. Vamos a
mostrar que solo hay un número finito de motivos (módulo equivalencia)
de diámetro menor o igual a R en los embaldosados de X.

Como X es totalmente acotado, dado ǫ = 2
R , existen

T1, . . . ,Tn ∈ X tales que

X ⊆
n⋃

i=1

B(Ti, ǫ),

donde B(Ti, ǫ) = {T ∈ X : d(T,Ti) < ǫ}.
Sea T ∈ X y P ⊂ T un motivo en T con diámetro menor o igual a R. Llamemos
TP a una traslación del embadosado T, tal que un trasladado del motivo P
esté al centro de TP y esté contenido en B R

2
. Entonces por lo anterior, existe

i ∈ {1, . . . , n} tal que

TP ∈ B(Ti, ǫ).

Por lo tanto, el motivo P es el mismo (módulo equivalencia) que algún
motivo de Ti en la bola B 1

ǫ+ǫ
= B R

2 +ǫ
.

Ası́, como existe un número finito de motivos P′ ⊆ Ti ∩ B R
2 +ǫ

, se concluye

que existe un número finito de motivos de diámetro menor o igual a R, a
saber la unión sobre i ∈ {1, . . . , n} de los motivos en

Ti ∩ B R
2 +ǫ
.

Por lo tanto X tiene complejidad local finita.
Reciprocamente, supongamos que X tiene complejidad local finita (FPC).
Nuestro objetivo es mostrar que X es totalmente acotado. Sea ǫ > 0 y con-

sideremos R = 2
ǫ +2η, donde η es el diámetro máximo de una baldosa enA.

Por la propiedad de complejidad local finita, existe solo un número finito
de motivos, módulo equivalencia, con diámetro menor o igual a R. En par-
ticular, existe un número finito de motivos P1, . . . ,Pn en los embaldosados
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de X tales que para todo i ∈ {1, . . . , n} se tiene

2

ǫ
≤ DIAM(Pi) ≤ R.

Para cada i ∈ {1, . . . , n}, tomemos un embaldosado Ti ∈ X tal que

Pi ⊂ Ti ∩ BR(0).

Como la bola cerrada Bη(0) es compacta, existe un número finito de bolas
B1, . . . ,Bk de radio ǫ y centros v1, . . . , vk, respectivamente, que cubren Bη(0).

Consideremos todos los trasladados de Ti por un vector de la familia {vi}ki=1
,

y llamemos Ti, j = Ti − v j. Afirmamos que

X ⊆ ∪n
i=1 ∪

k
j=1 B(Ti, j, ǫ).

Sea T ∈ X, y escojamos un motivo P ∈
[[

B 1
ǫ

]]

tal que DIAM(P) ≤ R. Luego,

existen i0 ∈ {1, . . . , n} y v ∈ Bη(0) tales que

P = Pi0 + v.

Claramente T ∈ B(Ti0 , η). Como Bη(0) ⊆ ⋃k
j=1 B j, tenemos para algún

j0 ∈ {1, . . . , k} que d(T,Ti0, j0) < ǫ.

Por lo tanto, T ∈ B(Ti0, j0 , ǫ), de donde concluimos que

X ⊆
n⋃

i=1

k⋃

j=1

B(Ti, j, ǫ).

�

Esto demuestra que en el espacio de embaldosados XA todo X ⊆ XA
cumple que

X es compacto si y sólo si X es totalmente acotado si y sólo si X tiene FPC.

Teorema 2.5. SeaA una colección finita de baldosas en Rn, no equivalentes entre
si. Sea XA su espacio de embaldosados asociado. Si T0 ∈ XA es un embaldosado
satisfaciendo FPC entonces

(ΩT0 , ρ) es minimal si y sólo si T0 es repetitivo.

Demostración: Primero supongamos que (ΩT0, ρ) no es minimal. Luego,
existe un embaldosado T ∈ ΩT0 tal que su órbita

O(T) =
{

ρ~v(T) : ~v ∈ Rn
}

no es densa enΩT0 . Por lo tanto, existe T1 ∈ ΩT0 y ǫ > 0 tales que para todo
~v ∈ Rn se tiene la condición

ρ~v(T) < B(T1, ǫ).

En particular, existe N0 ∈N tal que para todo n ≥ N0 y para todo ~v ∈ Rn se
cumple que

ρ~v(T) < B
(

T1,
1

n

)

.
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Consideremos el motivo P = T1

[

B 1
N0

]

. Existe ~w ∈ Rn tal que P ⊂ T0. Como

T ∈ ΩT0 , existe {xn}n∈N ⊂ Rn tal que

T = lı́m
n→∞

T0 + xn.

Ası́, para todo R > 0 existe n0 ∈N tal que para todo ~y ∈ Rn

P + ~y * (T0 − xn0 ) ∩ BR.

Por lo tanto, T0 no es repetitivo.
Supongamos ahora que T0 no es repetitivo. Construiremos un embaldosado
T′ ∈ ΩT0 que no tiene órbita densa. De este modo (ΩT0 , ρ) será un sistema
dinámico no minimal.
Como T0 no es repetitivo, existe P ⊆ T0 motivo y una sucesión {xn}n∈N ⊂ Rn

satisfaciendo que para todo n ∈ N, ningún motivo equivalente a P aparece
en B(xn, n) ∩ T0. Para cada n ∈N, podemos escoger

Tn ∈ B(T − xn, n).

Ası́, ya que (ΩT0 , d) es un espacio metrico completo, {Tn}n∈N ⊂ ΩT0 tiene un
punto de acumulación, digamos T′ ∈ ΩT0 . Luego, por construcciónO(T′) no
es densa en ΩT0 , pues P no aparece en T′. De esto se concluye que (ΩT0 , ρ)
no es minimal.

�

De los Teoremas 2.4 y 2.5, se tiene el siguiente.

Corolario 2.4. Si T es un embaldosado que tiene FPC, es repetitivo y aperiódico,
entonces su transversal ΓT es un conjunto de Cantor.

Definición 2.3.19. Sea (X,G, α) un sistema dinámico, donde (X,Σ) es un
espacio de medida y G un grupo actuando en X por la acción α : G×X→ X.
Una medida µ en X se dice G-invariante, si para todo g ∈ G y para todo
A ∈ Σ se tiene que

µ(α−1
g (A)) = µ(A).

Definición 2.3.20. Sea A una colección de baldosas no equivalentes entre
si. Una medida µ definida sobre los boreleanos B(Γ) de la transversal

Γ ⊂ XA, es llamada medida transversa si µ : B(Γ) → R+ es una medida
satisfaciendo que para todo A ⊂ B(Γ) y ~v ∈ Rn para el cual A − ~v ∈ B(Γ), se
cumple que µ(A − ~v) = µ(A).

Teorema 2.6. SeaA una colección finita de baldosas en Rn no equivalentes entre
si. Sea µ una medida invariante en el sistema de embaldosados X ⊆ XA.
Sea η ∈ R+ − {0}, tal que para todo a ∈ A se tiene Bη ⊂ SUPP(a). Para todo

U ∈ B(Γ), y para todo θ ⊆ Bη, existe µΓ(U) ∈ R+ satisfaciendo

µ(U + θ)

VOL(θ)
= µΓ(U),

donde U + θ =
{
T ∈ X : T = T′ + ~v con T′ ∈ U, ~v ∈ θ}.
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Demostración: Fijemos U ∈ B(Γ). Definamos una medida de Borel en
la bola Bη por

µU : Bη → R+
E 7→ µ(U + E).

Por otra parte, si tenemos T ∈ Γ y v ∈ B2η tales que T − v ∈ Γ, entonces
v = 0. De esto se deduce que, si E1,E2 ⊂ Bη con E1 ∩ E2 = ∅, tendremos que
(U+E1)∩ (U+E2) = ∅. Además, como µ es invariante, si E ⊂ Bη y E−v ∈ Bη,
entonces µU(E − v) = µ(E).
Notemos que siθ1, θ ⊂ Bη son abiertos tales queθ1 ⊂ θ, entonces el conjunto
U + θ se puede escribir como unión a lo más contable de conjuntos de la
forma U + θ1 + v. Es decir, existe un conjunto V ⊂ Rn a lo más numerable
tal que

U + θ =
⋃

v∈V
(U + θ1) + v.

De esto tenemos que si existe un abierto θ1 ⊂ Bη tal que

µU(θ1) = µ(U + θ1) = 0,

entonces para todo abierto θ ⊂ Bη tendremos que µU(θ) = µ(U + θ) = 0,
y podemos definir µΓ(U) = 0. Análogamente, si existe θ1 ⊂ Bη tal que
µU(θ1) = µ(U + θ1) = ∞, entonces para todo θ ⊂ Bη tendremos que

µU(θ) = µ(U + θ) = ∞
y podemos definir µΓ(U) = ∞. Ası́, podemos suponer que para todo abierto
θ ⊂ Bη tenemos que

0 < µU(θ) < ∞.
Consideremos la restricción de µΓ al cubo

∏d
i=1[ai, ai + h) ⊂ Bη y exten-

damosla a todoRn por periodicidad, es decir

νU(E) =
∑

x∈Zd

µ




U +




E ∩





d∏

i=1

[ai, ai + h) + hx












.

Esta es una medida de Borel enRn que es invariante por traslación, además
de ser positiva y finita en conjuntos abiertos y acotados. Luego, es claro
que νU(E) = cUvol(E), donde vol es la medida de lebesgue en Rn. Podemos
tomar µΓ(U) = cU.

�

Corolario 2.5. La función µΓ : B(Γ) → R+ obtenida en el Teorema 2.6 es una
medida transversa.

Demostración: ClaramenteµΓ(∅) = 0. Sea {Un}n∈N una colección de con-
juntos disjuntos en B(Γ). Si δ > 0 es suficientemente pequeño, la colección
{Un + Bδ}n∈N es disjunta, y de la definición de µΓ tenemos que

µΓ(∪n∈NUn) =
∑

n∈N
µΓ(Un).
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Sean U ⊂ B(Γ) y v ∈ Rn tales que U − v ⊂ Γ. Para δ > 0 tendremos
µ(U−v+Bδ) = µ(U+Bδ), lo que implica queµΓ es invariante bajo traslaciones
en la transversal. Por lo tanto µΓ es una medida transversa.

�

Observación 2.3.8. Es importante destacar que existe una función inyectiva entre
el conjunto de las medidas σ-finitas invariantes en XA y el conjunto de las medidas
transversas σ-finitas. Para ver esto con más detalle recomendamos dirigirse a [9].

2.3.4. Existencia de medidas invariantes. En esta sección presentaremos un
teorema que asegura la existencia de medidas invariantes para un sistema
dinámico (X,G), donde X es un espacio topológico compacto y G es un grupo
localmente compacto y promediable actuando en X. Este es el caso que nos
interesa, pues generalmente trabajaremos con el espacio ΩT descrito en la
Definición 2.3.15, que es compacto cuando T tiene complejidad local finita,
ver Definición 2.3.14. Para estudiar con más detalle todo lo relacionado a
esta sección, recomendamos [7] y [20]. Es importante destacar que en toda
esta sección denotaremos por △ la operación entre conjuntos diferencia
simétrica.

Definición 2.3.21. Sea G un grupo localmente compacto y µ una medi-
da invariante por la izquierda definida en G. Diremos que G satisface la
propiedad de Følner si para todo compacto K ⊂ G y todo ǫ > 0, existe un
boreleano U ∈ B(G), con 0 < µ(U) < ∞, tal que para todo g ∈ K se tiene

µ(gU △U)

µ(U)
≤ ǫ.

Observación 2.3.9. La propiedad de Følner es equivalente a que exista una red de
subconjuntos de G de medida finita y positiva, digamos {Fi}i∈I , tales que para todo
g ∈ G se cumple que

lı́m
i∈I

µ(gFi △ Fi)

µ(Fi)
= 0.

Esta red es llamada red de Følner.

Ejemplo 2.3.5. Consideremos el grupo topológico G = Rn con la medida de
Lebesgue µ. Sea K ⊂ Rn compacto y ǫ > 0. Como todo compacto en Rn es cerrado
y acotado, existe R = supx∈K‖x‖ ∈ R. Luego, es claro que existe n ∈N tal que Bnr,
la bola cerrada centrada en cero de radio nR, satisface para todo g ∈ K se cumple

µ(gBnR △ BnR)

µ(BnR)
≤ ǫ.

Por lo tanto, Rn satisface la propiedad de Følner.

Definición 2.3.22. Diremos que un grupo G es promediable si este satisface
la propiedad de Følner o equivalentemente, según la Observación 2.3.9, si
existe una red de Følner en G.
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Observación 2.3.10. La palabra promediable es la traducción del inglés
que ocuparemos en este texto de la palabra amenable.
El Ejemplo 2.3.5 muestra que Rn es un grupo promediable.

Ejemplo 2.3.6. Consideremos el grupo topológico G = Z con la medida de conteo
#. Definamos para cada n ∈N el conjunto

Fn = {−(n − 1), . . . , 0, . . . , n − 1}.
Claramente, para todo x ∈ X podemos tomar n0 = |x| ∈ N y para todo m > n0

tendremos que x ∈ Fm. Además, para cada g ∈ Z se tiene

#(gFn △ Fn)

#(Fn)
=

2|g|
2n − 1

.

Por lo tanto,

lı́m
n→∞

#(gFn △ Fn)

#(Fn)
= 0.

De esto concluimos que Z es un grupo promediable, pues {Fn}n∈N es una sucesión
de Følner en Z.

Observación 2.3.11. Es importante destacar que en la literatura existen múltiples
equivalencias para definir grupo promediable. Nosotros utilizaremos la que hemos
presentado en la Definición 2.3.22. Para ver algunas definiciones equivalentes
recomendamos [7].

En general, hay muchas clases de grupos que son promediables, como
por ejemplo los grupos finitos y los solubles. El siguiente teorema es una
aplicación del teorema del punto fijo de Markov-Kakutani y nos responde
esta pregunta para grupos abelianos. Ver demostración en [7].

Teorema 2.7. Todo grupo abeliano es promediable.

Ejemplo 2.3.7. Sea G el grupo libre con dos generadores. Todo grupo conteniendo
un subgrupo isomorfo a G no es promediable. En particular, G no es promediable.

Definición 2.3.23. Sea X un espacio compacto y G un grupo. Si el grupo G
está actuando en X por medio de la acción φ : G × X → X, diremos que
el sistema dinámico (X,G) es un fluido si para todo g ∈ G se tiene que la
función φg : X→ X definida por x 7→ φ(g, x) es un homeomorfismo.

Ahora presentaremos el teorema principal de esta sección, que nos en-
tregará un criterio para saber cuando existen medidas de probabilidad
invariantes en un sistema dinámico. Para su demostración recomendamos
ver [20].

Teorema 2.8. Sea G un grupo localmente compacto. las siguientes condiciones son
equivalentes.

1. G es promediable.
2. Todo fluido (X,G) admite una medida de probabilidad G-invariante.
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En vista del Teorema 2.8 y del Ejemplo 2.3.5, deducimos que para el sis-
tema dinámico (ΩT,Rn) existe una medida Rn-invariante en el espacioΩT.
Ası́ denotando porB(ΩT) a la σ-álgebra de Borel del espacioΩT, tendremos
que existe una medida de probabilidad µ : B(ΩT)→ [0, 1] tal que para todo
elemento U ∈ B(ΩT) y todo ~v ∈ Rn se tiene que

µ(U) = µ(U − ~v),

donde U − ~v = {T − ~v : T ∈ U}.
Observación 2.3.12. Todo espacio de embaldosados con complejidad local finita
admite medidas invariantes por la acción de Rn.

2.4. C⋆-álgebras. Las álgebras que trataremos a continuación, son un tipo
de álgebras de operadores muy utilizadas en fı́sica matemática, debido
a sus múltiples aplicaciones en la formulación de problemas en mecánica
cuántica. En general son fáciles de tratar pues la teorı́a en estas álgebras esta
desarollada completamente, en el sentido que toda C⋆-álgebra es isomorfa
a un álgebra de operadores acotados en algun espacio de Hilbert. Aunque
este espacio de Hilbert suele ser bastante complicado. Esta caracterización
es el llamado Teorema de Gelfand-Naimark-Segal que es una de la mejores
caracterizaciónes de C⋆-álgebras. Estas álgebras fueron introducidas por I.
E. Segal en 1947. Segal describió estas álgebras como subalgebras de B(H)
cerradas en norma, donde H es un espacio de Hilbert. Segal las llamó de
esta forma pues estas son cerradas (de allı́ la C) y además son cerradas bajo
la función que a cada operador le asigna su operador adjunto (de allı́ la ⋆).
Para Tener una idea general del tema, ver [12] o [16]. Para una idea más
completa recomendamos [30],[19] o [18].

2.4.1. Terminologı́a Básica.

Definición 2.4.1. Una C-álgebra A, es un anillo tal que:

A es un C-modulo.
Para todo k ∈ C y todo par de elementos a, b ∈ A, se tiene

k(ab) = (ka)b = a(kb).

Una C-álgebra A se dice con unidad, si existe a ∈ A tal que para todo b ∈ A
se cumple ab = ba = b.

Definición 2.4.2. Sea A una C-álgebra. Diremos que una función ϕ : A→ A
es una involución si:

ϕ es lineal conjugada, es decir, para todo λ ∈ C y todo par de
elementos a, b ∈ A se cumple

ϕ(a + λb) = ϕ(a) + λϕ(b).

Para todo par (a, b) ∈ A × A, se tiene ϕ(ab) = ϕ(b)ϕ(a).
Para todo a ∈ A se satisface ϕ(ϕ(a)) = a.

Denotaremos a⋆ a ϕ(a).
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Observación 2.4.1. Una C-álgebra A con solo una involución ϕ : A → A, la
llamaremos ⋆-álgebra.

Definición 2.4.3. Sea A una C-álgebra. Diremos que A es una álgebra de
Banach, si existe una norma ‖·‖ : A → R tal que (A, ‖·‖) es un espacio de
Banach. Es decir, A es un álgebra normada y completa con respecto a ‖·‖.
Definición 2.4.4. Sea A una C-álgebra de Banach, diremos que A es una
C⋆-álgebra si para todo a, b ∈ A se satisface

(2.3) ‖ab‖ ≤ ‖a‖ ‖b‖.
Y existe una involución ϕ : A→ A tal que para todo a ∈ A se tiene que

(2.4) ‖a⋆a‖ = ‖a‖2

Definición 2.4.5. Sean A,B dos C⋆-álgebras y Φ : A→ B una función
C-lineal.

Diremos que Φ es un morfismo o ⋆-homomorfismo, si para todos
a, b ∈ A, se tienen las siguientes dos condiciones:

Φ(ab) = Φ(a)Φ(b)

Φ(a⋆) = Φ(a)⋆

Un ⋆-epimorfismo es un ⋆-homomorfismo que además es epiyecti-
vo.
Un ⋆-monomorfismo es un ⋆-homomorfismo inyectivo.

Observación 2.4.2. El termino ⋆-homomorfismo también lo ocuparemos para un
homomorfismo Φ : A→ B entre dos ⋆-álgebras A y B, satisfaciendo la propiedad

Φ(a⋆) = Φ(a)⋆.

Ejemplo 2.4.1. Los siguientes son los ejemplos canónicos de C⋆-álgebras:

1. A = C es la más simple de las C⋆-álgebras, donde claramente la involución
es a⋆ = a. Es fácil ver que esta álgebra satisface todos los axiomas de la
definición.

2. Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto y no compacto en-
tonces la clausura con respecto a la norma del supremo de las funciones

con soporte compacto definidas en X, A = C0(X), son una C⋆-álgebra sin
unidad con la suma y producto usual de funciones y una involución defini-

da por el conjugado, es decir, f (x)⋆ = f (x).
Si X es compacto, el espacio C(X) es una C⋆-álgebra con unidad, con las
operaciónes y involución definidas de la misma manera que para el caso no
compacto.

3. A =Mn(C) es una C⋆-álgebra, donde la involución para

a = (ai j) ∈Mn(C) es a⋆ = at = (a ji) ∈Mn(C)
4. Una de las C⋆-álgebra más importantes, es la de los operadores acotados

A = B(H) definidos sobre un espacio de Hilbert H.
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Como I : H→ H, la función identidad, satisface que ‖I‖ = 1 entonces
B(H) es una álgebra con identidad con las operaciones usuales de suma
y composición de operadores, que además es un espacio de Banach con
la norma operador.
La involución esta definida, naturalmente y de alli la notación, por la
función ϕ : B(H)→ B(H) definida por

ϕ(h) = h⋆ := operador adjunto de h

que claramente satisface los axiomas pues;
• ϕ es lineal conjugada, ya que para z ∈ C y todo

a, b ∈ B(H) se satisface que para todo x, y ∈ H

〈(a + zb)x, y〉 = 〈ax, y〉 + z〈bx, y〉
= 〈x, a⋆y〉 + z〈x, b⋆y〉
= 〈x, a⋆y〉 + 〈x, zb⋆y〉
= 〈x, (a⋆ + zb⋆)y〉

luego por la unicidad del operador adjunto se
tiene (a + zb)⋆ = (a⋆ + zb⋆).
• También, para todo a, b ∈ B(H) tenemos
ϕ(ab) = ϕ(b)ϕ(a). Ya que para todo x, y ∈ H si
a, b ∈ B(H) entonces

〈(ab)x, y〉 = 〈a(bx), y〉
= 〈bx, a⋆y〉
= 〈x, b⋆a⋆y〉

por lo que se tiene (ab)⋆ = b⋆a⋆.
• Y para todo a ∈ B(H) tenemos que ϕ(ϕ(a)) = a.

Pues si a ∈ B(H) entonces para todo x, y ∈ H
se cumple que

〈x, ay〉 = 〈ay, x〉
= 〈y, a⋆x〉
= 〈a⋆x, y〉
= 〈x, (a⋆)⋆y〉

de la unicidad se concluye que a = (a⋆)⋆.
Sabemos además que por definición de norma operador se tiene que
‖ab‖ ≤ ‖a‖ ‖b‖, en particular ‖a⋆a‖ ≤ ‖a⋆‖ ‖a‖.
La otra desigualdad necesaria para concluir la Ecuación 2.4 de la
Definición 2.4.4 sigue de que dado a ∈ B(H) fijo, para todo z ∈ H
tenemos

‖az‖2 = 〈az, az〉 = 〈z, a⋆az〉 ≤ ‖z‖ ‖a⋆az‖ ≤ ‖z‖2‖a⋆a‖.
Motivados por este ultimo ejemplo podemos identificar algunos elemen-

tos especiales dentro de una C⋆-álgebra.
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Definición 2.4.6. Sea A una C⋆-álgebra. Un elemento a ∈ A se dice:

1. Autoadjunto si a = a⋆.
2. Normal si aa⋆ = a⋆a.
3. Unitario si aa⋆ = a⋆a = IA.
4. Proyección si aa = a2 = a = a⋆.

Observación 2.4.3. Es importante notar que si A es una C⋆-álgebra, entonces
todo elemento en A se escribe como suma de dos elementos auto-adjuntos de A. En
efecto, para todo a ∈ A se tiene

a =
a + a⋆

2
+ i

a − a⋆

2i
.

a1 =
a+a⋆

2 y a2 =
a−a⋆

2i se conocen como parte real e imaginaria, respectivamente,
de a.

Al igual que en el álgebra B(H), dos de los conjuntos mas importantes
que podemos asociar a un elemento de una C⋆-álgebra son los siguientes.

Definición 2.4.7. Sea A una C⋆-álgebra con unidad y consideremos un
elemento a ∈ A.

El conjunto resolvente de a es el conjunto

ρ(a) := {λ ∈ C : a − λI es invertible en A}.
El espectro de a es el conjunto

σ(a) :=
(
ρ(a)

)c
= C \ ρ(a).

Ejemplo 2.4.2. Para los ejemplos dados en el Ejemplo 2.4.1 tenemos lo siguiente:

1. Si A = C y a ∈ C, entonces σ(a) = {a}.
2. Sea X un espacio de Hausdorff y compacto. Consideremos la C⋆-álgebra

C(X) y f ∈ C(X). Luego σ( f ) = { f (x) ∈ C : x ∈ X}.
3. Para a ∈Mn(C), σ(a) = {α ∈ C : α es valor propio}.
4. En el álgebra de los operadores acotados definidos sobre el espacio de Hilbert

H, la noción de espectro y conjunto resolvente coincide con la usual.

Una hecho importante de destacar es que todo ⋆-monomorfismo
Φ : A→ B entre dos C⋆-álgebras A y B es isometrico, es decir, para todo a ∈ A
tenemos que ‖a‖ = ‖Φ(a)‖. Para Mostrar esto nesecitaremos los siguientes
lemas.

Lema 2.5. Si U y B son dos C⋆-álgebras con unidad y Φ : U → B es un ⋆-
homomorfismo,
entonces para todo a ∈ U se tiene que σ(Φ(a)) ⊆ σ(a) y ‖Φ(a)‖ ≤ ‖a‖, en particular
Φ es continua.

Demostración: Sea z < σ(a). Por definición a − zIU es invertible en U,
digamos (a − zIU)−1 = s. Luego, como Φ(IU) = IB, tendremos que

(a − zIU)s = s(a − zIU) = IU.
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Aplicando Φ a la ecuación anterior, tenemos que

Φ(a − zIU)Φ(s) = Φ((a − zIU)s)

= Φ(IU)

= IB

= Φ(s(a − zIU))

= Φ(s)Φ(a − zIU).

De donde se deduce que Φ(a) − zIB es invertible por Φ(s). Ası́ z < σ(Φ(a)),
por lo tanto, σ(Φ(a)) ⊆ σ(a). Por otra parte, si a ∈ U entonces

‖a‖2 = ‖a⋆a‖ = R(a⋆a).

Además
‖Φ(a)‖2 = ‖Φ(a)⋆Φ(a)‖ = ‖Φ(a⋆a)‖ = R(Φ(a⋆a)).

Luego, como σ(Φ(a)) ⊆ σ(a), tendremos que R(Φ(a⋆a)) ≤ R(a⋆a). De donde
se concluye que

‖Φ(a)‖ ≤ ‖a‖.
En particular, para cada par de elementos a, b ∈ U se tiene

‖Φ(a) −Φ(b)‖ = ‖Φ(a − b)‖ ≤ ‖a − b‖.
Por lo tanto Φ es continua.

�

Lema 2.6. Sean U y B son dos C⋆-álgebras con unidad y Φ : U → B un ⋆-
homomorfismo. Si a ∈ U es un elemento auto-adjunto y f ∈ C(σ(a)), es una
función continua definida sobre el espectro de a, entonces Φ( f (a)) = f (Φ(a)).

Demostración: Si {Pn}n∈N es una sucesión de polinomios que converge
uniformemente a f en σ(a), por el lema anterior también lo hace en σ(Φ(a)).
Ası́

Φ(Pn(a))→ Φ( f (a)) y Pn(Φ(a))→ f (Φ(a))

cuando n → ∞. Y como para todo n ∈ N tenemos que Pn(Φ(a)) = Φ(Pn(a))
se tiene la conclusión.

�

Proposición 2.12. Si U y B son dos C⋆-álgebras con unidad y Φ : U → B un
⋆-monomorfismo entonces ‖Φ(a)‖ = ‖a‖.

Demostración: Sea Φ un ⋆-monomorfismo y a ∈ U un elemento auto-
adjunto. Por el Lema 2.5 tenemos que σ(Φ(a)) ⊆ σ(a). Si la inclusión estricta
ocurre (i.e. σ(Φ(a)) $ σ(a)) entonces existe f ∈ C(σ(a)) − {0} cuya restricción
a σ(Φ(a)) es identicamente nula y por lo tanto f (a) , 0 luego por el lema
anterior

Φ( f (a)) = f (Φ(a)) = 0

lo que es una contradicción ya que Φ es inyectiva.
De donde concluimos que para todo a ∈ U auto-adjunto se tiene que

σ(Φ(a)) = σ(a) y R(Φ(a)) = R(a)
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Sea a ∈ U y a′ = a⋆a, de lo anterior se sigue que

‖a‖2 = R(a⋆a) = R(Φ(a⋆a)) = ‖Φ(a)‖2

por lo tanto ‖Φ(a)‖ = ‖a‖.
�

2.4.2. C⋆-álgebras Sin Unidad. Trataremos de explicar brevemente como
podemos embeber una C⋆-álgebra sin unidad, en una C⋆-álgebra que si
tenga unidad. Esto es de mucha utilidad pues la mayorı́a de las demostra-
ciones bastará hacerlas para el caso de las C⋆-álgebras con unidad.

Cuando una C⋆-álgebra A no tiene unidad siempre podemos agregar
una, como sigue: formemos el espacio vectorial A⊕C y hagamos de este un
espacio vectorial con la multiplicasión por escalar y suma usual. Utilizando
la notación a + λ = (a, λ) en donde la identidad que estamos agregando
aparece como I = (0, 1), definamos un producto y una norma en este espacio
vectorial por

(a + ν)(b + µ) := (ab + νb + µa) + νµ.(2.5)

‖a + ν‖ := ‖a‖ + |ν|.
De estas definiciones se ve claramente que ‖I‖ = 1 y que el espacio vectorial
A⊕C con estas operaciones tiene estructura de C-álgebra. Además, por las
propiedades de la norma en A y el módulo en C tenemos que

‖ν(a + µ)‖ = |ν| ‖a + µ‖.

‖(a + ν)(b + µ)‖ ≤ ‖a‖ ‖b‖ + |ν| ‖b‖ + |µ| ‖a‖ + |ν| |µ| = ‖(a + ν)‖ ‖(b + µ)‖.
De estas propiedades es fácil probar que (A ⊕ C,+, ·, ‖·‖) es un álgebra de
banach con identidad. Si queremos convertir a el álgebra de Banach A ⊕ C
en una C⋆-álgebra, es natural definir una involución en A ⊕ C por

(a + ν)⋆ := a⋆ + ν.(2.6)

Pero esta involución no satisface en general la Propiedad 2.4 de la Definición
2.4.4 ya que por ejemplo si tomamos A = C tendremos

‖(a + ν)⋆(a + ν)‖ = ‖(a⋆ + ν)(a + ν)‖
= ‖(a⋆a + νa + νa⋆) + νν‖
= ||a|2 + νa + νa| + |ν|2

y por otro lado tenemos que

‖a + ν‖2 = (|a| + |ν|)2 = |a|2 + 2|a||ν| + |ν|2

de este modo si hacemos a = 1 y ν = i tendremos que

‖1 + i‖2 = 4 , 2 = ‖(1 + i)⋆(1 + i)‖.
Luego para garantizar que A ⊕ C es una C⋆-álgebra con unidad, debemos
definir una norma adecuada para que se cumpla la propiedad en cuestión.
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Proposición 2.13. Sea A una C⋆-álgebra y B(A) el conjunto de operadores lineales
acotados que actúan en A

1. La función

L : A → B(A)
a 7→ L(a) : A → A

b 7→ ab

es un isomorfismo entre A y ρ(A) ⊂ B(A).
2. Si miramos A⊕C con el producto y la involución definidos en las Ecuaciones

2.5 y 2.6 respectivamente y dotamos a esta álgebra de Banach con la norma

‖a + ν‖ := ‖L(a) + νI‖(2.7)

donde la norma del lado derecho es la norma operador en B(A), entonces
A⊕C es una C⋆-álgebra con unidad denotada Ȧ y llamada la unitización
de A.

Demostración:

1. Claramente para todo a, b, c ∈ A y ν ∈ C tenemos que

L(νa + b)(c) = (νa + b)c = νac + bc = νL(a)(c) + L(b)(c)

y

L(ab)(c) = (ab)c = a(bc) = L(a)(bc) = (L(a) ◦ L(b))(c)

por lo tanto L es un homomorfismo de C-álgebras. Además como A
es una C⋆-álgebra se satisface la Propiedad 2.3 de la Definición 2.4.4
y de este modo para todo b ∈ A tendremos que

‖L(a)b‖ = ‖ab‖ ≤ ‖a‖ ‖b‖

de donde ‖L(a)‖ ≤ ‖a‖. Por otro lado usando nuevamente las propiedades
de la C⋆-álgebra A tendremos

‖a‖ = ‖a⋆‖ = ‖aa⋆‖
‖a⋆‖ =

∥
∥
∥
∥
∥
L(a)

a⋆

‖a⋆‖

∥
∥
∥
∥
∥
≤ ‖L(a)‖

ası́ concluimos que ‖a‖ = ‖L(a)‖, en otras palabras L es una isometria
y por lo tanto es inyectiva. Hemos mostrado que L es un monomorfis-
mo de álgebras y por lo tanto L es un isomorfismo entre las álgebras
A y L(A) ⊂ B(A).

2. Es claro que el álgebra A⊕C con esta norma es un álgebra de Banach
ası́ que solo mostraremos las Propiedades 2.3 y 2.4 de la Definición
2.4.4. Como L es un homomorfismo de álgebras

‖(a + ν)(b + µ)‖ = ‖(ab + µa + νb) + νµ‖
:= ‖L(ab + µa + νb) + νµI‖
= ‖(L(a) + νI)(L(b) + µI)‖.
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Además en el álgebra de Banach B(A) para todo a, b ∈ B(A) se satis-
face la propiedad ‖ab‖ ≤ ‖a‖ ‖b‖. Luego, claramente tenemos

‖(a + ν)(b + µ)‖ = ‖(L(a) + νI)(L(b) + µI)‖
≤ ‖(L(a) + νI)‖ ‖(L(b) + µI)‖
= ‖(a + ν)‖ ‖(b + µ)‖.

De este modo solo tenemos que mostrar que para cualesquiera a ∈ A
y ν ∈ C, tenemos

‖(L(a) + νI)‖2 ≤ ‖(L(a) + νI)⋆(L(a) + νI)‖.
En efecto, de la definición de norma operador, dadoω ∈ B(A) y ǫ > 0,
existe b ∈ A con ‖b‖ = 1 tal que

‖ω‖2 − ǫ ≤ ‖ω(b)‖2.
Utilizando este hecho con ω = L(a) + νI, tendremos que para todo
ǫ > 0 existe b ∈ A tal que

‖L(a) + νI‖2 − ǫ ≤ ‖(L(a) + νI)b‖2

= ‖(ab + νb)‖2

= ‖(ab + νb)⋆(ab + νb)‖.
Esta ultima igualdad es debido a que ab + νb ∈ A. Luego por la
definición de L podemos escribir

‖(ab + νb)⋆(ab + νb)‖ = ‖L(b⋆)L(a⋆ + ν)L(a + ν)b‖
y además

‖L(b⋆)L(a⋆ + ν)L(a + ν)b‖ ≤ ‖L(b⋆)‖ ‖(L(a) + ν)⋆(L(a) + ν)‖ ‖b‖
donde hemos denotado por (L(a) + νI)⋆ al operador L(a⋆) + νI.
Ası́ como ‖L(b⋆)‖ = ‖b⋆‖ = ‖b‖ = 1 se tiene que

‖L(a) + νI‖2 − ǫ ≤ ‖(L(a) + νI)⋆(L(a) + νI)‖
de donde concluimos que Ȧ es una C⋆-álgebra.

�

Es importante destacar que la unitización de una C⋆-álgebra sin unidad
A, a pesar de que existen más C⋆-álgebras con identidad en las que se puede
embeber A, es unica en el sentido de la siguiente proposición.

Proposición 2.14. Para toda C⋆-álgebra sin identidad A, existe una unica C⋆-
álgebra con identidad Ȧ y un morfismo isometrico L : A → Ȧ tal que el cociente
Ȧ/A � C.

Veamos un ejemplo para comprender de mejor forma como es la uniti-
zación de una C⋆-álgebra.
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Ejemplo 2.4.3. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto pero no
compacto. La C⋆-álgebra A = C0(X) es una álgebra sin unidad. Nuestra intención
es mostrar que si Ẋ = X ∪ {∞} es la compactificación por un punto del espacio X
entonces Ȧ � C(Ẋ). En efecto, definamos φ : Ȧ→ C(Ẋ) por

φ( f, α) = ˙f (x) := f (x) + α.

Claramente esta bien definida, si definimos ˙f (∞) := α. Pues para todo x ∈ X se

tiene que la función ˙f es continua en x, ya que ˙f |X(x) = f (x), y para cualquier

sucesión {xn}n∈N ⊂ Ẋ con xn
n→∞−−−−→ ∞, tendremos que

˙f (xn)
n→∞−−−−→ α = ˙f (∞).

Además φ es un homomorfismo de álgebras ya que claramente es C-lineal, φ(0, 0)
es la función nula en Ẋ y

φ(( f, α)(g, β)) = φ( f g + fβ + αg, αβ)
= f (x)g(x) + f (x)β + αg(x) + αβ
= ( f (x) + α)(g(x) + β)
= φ( f, α)φ(g, β).

Como para todo ( f, α) ∈ Ȧ, se tiene

φ(( f, α)⋆) = φ( f⋆, α) = f⋆(x) + α = ( f (x) + α)⋆ = φ( f, α)⋆.

Concluimos que φ es un ⋆-homomorfismo de C⋆-álgebras. El ⋆-homomorfismo es
inyectivo pues, si para algún par ( f, α) ∈ Ȧ entonces para todo x ∈ Ẋ se tiene
˙f (x) = f (x) + α = 0. En particular, ˙f (∞) = α = 0 y para todo x ∈ X tendremos
˙f (x) = f (x) + α = f (x) = 0. Por lo tanto NUCLEOφ = {0}, de donde φ es

inyectiva.

Dada cualquier función ˙f ∈ C(Ẋ), consiredemos α = ˙f (∞) y para todo x ∈ X

definamos f (x) := ˙f (x) − α. Un calculo rapido muestra que f ∈ C0(X) y ası́

φ( f, α) = ( ˙f (x) − α) + α = ˙f .

De este modo, hemos mostrado que φ es un ⋆-isomorfismo entre las C⋆-álgebras Ȧ
y C(Ẋ).

2.4.3. La Estructura de Orden. Dada una C⋆-álgebra A, definiremos un or-
den sobre A que nos permita realizar cálculos con mayor facilidad. De esta
forma, definiremos en A, conceptos como el de potencia α-ésima de un
elemento positivo a ∈ A, en particular, la raı́z cuadrada positiva de a.

En un espacio de Hilbert H, un operador lineal acotado A se dice positivo
si para todo x ∈ H se tiene 〈Ax, x〉 ≥ 0. Esto en particular implica lo siguiente;

Para todo x ∈ H

〈x,Ax〉 = 〈Ax, x〉 = 〈Ax, x〉
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luego por la identidad de polarización

4〈Ax, y〉 = 〈A(x + y), x + y〉 − 〈A(x − y), x − y〉
+ i〈A(x + iy), x + iy〉 − i〈A(x − iy), x − iy〉

= 〈x + y,A(x + y)〉 − 〈x − y,A(x − y)〉
+ i〈x + iy,A(x + iy)〉 − i〈x − iy,A(x − iy)〉

= 〈A⋆(x + y), x + y〉 − 〈A⋆(x − y), x − y〉
+ i〈A⋆(x + iy), x + iy〉 − i〈A⋆(x − iy), x − iy〉

= 4〈A⋆x, y〉.
Por lo tanto A = A⋆

Debido a que A es positivo, como en particular es auto-adjunto,
σ(A) ⊂ R. Ası́ dado λ ∈ σ(A) existe una sucesión {xn}n∈N ⊂ H con
todos sus miembros de norma 1 tal que

‖(A − λIH)xn‖ → 0 cuando n→∞.
Ası́ cuando n → ∞ tenemos que 〈(A − λIH)xn, xn〉 → 0. Luego para
todo n ∈N se tiene que

〈λxn, xn〉 = λ.
De este modo cuando n → ∞ tendremos 〈Axn, xn〉 → λ. Pero como
A es positivo para todo n ∈ N tenemos 〈Axn, xn〉 ∈ R+, por lo que
λ ≥ 0. De donde concluimos que σ(A) ⊂ R+.

Motivados por este hecho daremos la siguiente definición;

Definición 2.4.8. Sea A es una C⋆-álgebra. Diremos que a ∈ A es positivo si

a = a⋆ y σ(a) ⊆ R+.
Denotaremos A+ al conjunto de todos los elementos positivos de A.

Ejemplo 2.4.4. Sea X un espacio de Hausdorff compacto. En la C⋆-álgebra C(X)
tenemos que f ∈ C(X) es auto-adjunto si y solo si para todo x ∈ X se tiene que
f (x) ∈ R. Y como σ( f ) = { f (x) : x ∈ X} ocurre que f ∈ C(X) es positivo si y solo
si para todo x ∈ X se tiene que f (x) ≥ 0.

Lema 2.7. Si a = a⋆ es un elemento de la C⋆-álgebra A y α ∈ R con α ≥ ‖a‖
entonces

a ∈ A+ si y solo si ‖a − αIA‖ ≤ α.
Demostración: Como σ(a) ⊆ [−α, α] y

‖a − αIA‖ = R(a − αIA) = sup
t∈σ(a)

|t − α| = sup
t∈σ(a)

(α − t)

claramente
‖a − αIA‖ ≤ α si y solo si σ(a) ⊆ R+.

�

Ahora veremos algunas propiedades del conjunto A+.
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Teorema 2.9. Suponga que A es una C⋆-álgebra. Luego

1. A+ es cerrado en A
2. a ∈ A y α ∈ R+ implica αa ∈ A+

3. a, b ∈ A+ implica a + b ∈ A+

4. a, b ∈ A+ y ab = ba implica ab ∈ A+

5. a ∈ A+ y − a ∈ A+ implica a = 0

Demostración:

1. Del Lema 2.7,con α = ‖a‖ tenemos

A+ = {a ∈ A : a = a⋆ y ‖a − ‖a‖IA‖ ≤ ‖a‖}
∴ A+ es cerrado, pues la norma es continua en A.

2. Si a ∈ A+ y α ∈ R+ entonces αa es auto-adjunto pues;

(αa)⋆ = αa⋆ = αa

y además, σ(αa) = {αt : t ∈ σ(a)} ⊆ R+. De donde concluimos que
αa ∈ A+.

3. Sean a, b ∈ A+, del Lema 2.7 tenemos que

‖a − ‖a‖IA‖ ≤ ‖a‖ y ‖b − ‖b‖IA‖ ≤ ‖b‖.
Ası́

‖a + b − (‖a‖ + ‖b‖)IA‖ ≤ ‖a − ‖a‖IA‖ + ‖b − ‖b‖IA‖ ≤ ‖a‖ + ‖b‖.
Haciendo α = ‖a‖ + ‖b‖ ≥ ‖a + b‖ tendremos que ‖a + b − αIA‖ ≤ α.
Luego por Lema 2.7 se concluye que a + b ∈ A+.

4. Como a, b ∈ A son auto-adjuntos y conmutan, tenemos que

(ab)⋆ = b⋆a⋆ = ba = ab

por lo tanto ab ∈ A es auto-adjunto. Por otra parte, si λ ∈ σ(ab),
existe ρ : A→ C homomorfismo tal que ρ(ab−λIA) = 0, por lo tanto
λ = ρ(ab) = ρ(a)ρ(b). Luego puesto que ρ(a) ∈ σ(a) y ρ(b) ∈ σ(b) se
tiene que σ(ab) ⊆ σ(a)σ(b) ⊆ R+, de donde ab ∈ A+.

5. Si a,−a ∈ A+ entonces σ(a) ⊆ R+ y también

σ(−a) = {−t : t ∈ σ(a)} ⊆ R+.
De donde se tiene que σ(a) = {0}. Ası́ ‖a‖ = R(a) = 0 y por lo tanto
a = 0.

�

Proposición 2.15. Supongamos que A es unaC⋆-álgebra. Si a ∈ A es auto-adjunto
y f ∈ C(σ(a)), entonces

1. f (a) ∈ A+ si y solo si para todo t ∈ σ(a) tenemos f (t) ≥ 0.
2. ‖a‖IA ± a ∈ A+.
3. a puede ser expresado de la forma a = a+ − a− donde a+, a− ∈ A+ y

a+a− = a−a+ = 0. Estas condiciones determinan unicamente a+ y a−,
además ‖a‖ = máx{‖a+‖, ‖a−‖}.
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Demostración:

1. Como f ∈ C(σ(a)) tenemos que σ( f (a)) = { f (t) : t ∈ σ(a)}.
Si f (a) ∈ A+, en particular, σ( f (a)) ⊆ R+ de este modo

para todo t ∈ σ(a), tendremos f (t) ≥ 0.

Supongamos que para todo t ∈ σ(a), f (t) ≥ 0. Luego f es real
valuada y ası́

f (a)⋆ = f (a) = f (a).

Además σ( f (a)) = { f (t) : t ∈ σ(a)} ⊆ R+. Por lo tanto

f (a) ∈ A+.

2. Definamos f ∈ C(σ(a)) por f (t) = ‖a‖ ± t. De este modo para todo t ∈
σ(a), f (t) ≥ 0. Luego por la parte (1) de esta proposición tenemos
que f (a) = ‖a‖I ± a ∈ A+.

3. Definamos las funciones continuas y real valuadas, u, u+, u− ∈ C(R)
por

u(t) = t, u+(t) = máx{t, 0}, u−(t) = máx{−t, 0}.
Claramente satisfacen que

u(t) = u+(t) − u−(t) y u+(t)u−(t) = u−(t)u+(t) = 0.

Luego como u(a) = a tenemos que

a = a+ − a− y a+a− = a−a+ = 0

donde a+ = u+(a) y a− = u−(a). Mas aun por (1) de la Proposición 2.15
se tiene que a+, a− ∈ A+. Finalmente como la norma del supremo de
u ∈ C(σ(a)) satisface que ‖u‖ = máx{‖u+‖, ‖u−‖}, se cumple que

‖a‖ = máx{‖a+‖, ‖a−‖}.
Para probar la unicidad de la descomposición, supongamos que
existen b, c ∈ A+ con bc = cb = 0 tales que a = b − c. Ası́ para todo
n ∈N, an = bn+ (−c)n y por lo tanto P(a) = P(b)+P(−c) cuando P es
un polinomio con termino constante igual a cero. Si tomamos {Pn}n∈N
una sucesión de polinomios con termino contante igual a cero que
converge uniformemente a u+ en σ(a) ∪ σ(b)∪ σ(−c), tendremos que

u+(a) = lı́m
n→∞

Pn(a) = lı́m
n→∞

(Pn(b) − Pn(−c)) = u+(b) − u+(−c).

Como para todo s ∈ σ(b) tenemos u+(s) = s y para todo
s ∈ σ(−c) tenemos u+(s) = 0. Concluimos que

u+(b) = b y u+(−c) = 0.

De donde se tiene que

b = u+(a) = a+ y c = b − a = a+ − a = a−.

�
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Como una consecuencia inmediata de esta proposición y de la Obser-
vación 2.4.3 tenemos el siguiente corolario;

Corolario 2.6. Dada una C⋆-álgebra A. Todo elemento a ∈ A es una combinación
lineal de a lo más 4 elementos de A+.

Demostración: Por la Observación 2.4.3, tenemos que todo elemento

a ∈ A se escribe como a = h + ik donde h = a+a⋆

2 y k = a−a⋆

2i son elementos
auto-adjuntos. Ası́ por (3) de la Proposición 2.15 tenemos que h = h+ − h− y
k = k+ − k+. Luego a = h+ − h− + i(k+ − k−).

�

Lema 2.8. Sea A una C⋆-álgebra. Si a ∈ A y −a⋆a ∈ A+ entonces a=0.

Demostración: Sea a = h + ik, con h y k como en la Observación 2.4.3.
Luego σ(h) ⊆ R y

σ(h2) =
{

t2 : t ∈ σ(h)
}

⊆ R+

de donde sigue que h2 (y análogamente k2) son positivos. Como aa⋆ es
auto-adjunto y

σ(−aa⋆) ⊆ σ(−a⋆a) ∪ {0} ⊆ R+

pues −a⋆a ∈ A+. Luego −aa⋆ es auto-adjunto y σ(−aa⋆) ⊆ R+. Por lo tanto
−aa⋆ ∈ A+. Ahora

a⋆a + aa⋆ = (h − ik)(h + ik) + (h + ik)(h − ik) = 2h2 + 2k2,

de donde a⋆a = 2h2 + 2k2 + (−aa⋆). Como 2h2, 2k2,−aa⋆ ∈ A+ tendremos que
a⋆a ∈ A+. De este modo por el Teorema 2.9, en vista de que
a⋆a,−a⋆a ∈ A+, se tiene que a⋆a = 0. Luego como

‖a‖2 = ‖a⋆a‖ = 0

se concluye que a = 0

�

Teorema 2.10. Sea A una C⋆-álgebra y a ∈ A, las siguientes condiciones son
equivalentes;

1. a ∈ A+.
2. Existe un unico h ∈ A+ de modo que a = hh = h2.
3. Existe b ∈ A tal que a = b⋆b.

Si H es un espacio de Hilbert y A ⊆ B(H) las tres condiciones anteriores
son equivalentes a

4. Para todo x ∈ H si tiene 〈ax, x〉 ≥ 0

Demostración:

Para (1) implica (2) sea a ∈ A+. Definimos f (t) = t
1
2 que es una

función continua, no-negativa y real valuada en σ(a) ⊆ R+. Luego
tomando h = f (a) tendremos h ∈ A+ y h2 = a.
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(2) implica (3) Es claro, pues h en el punto anterior es auto-adjunto

por lo tanto a = h2 = h⋆h

Para (3) implica (1) supongamos que existe b ∈ A tal que a = b⋆b.
Como a es auto-adjunto se tiene una descomposición de la forma
a = a+ − a−, como en la Proposición 2.15. Si definimos c = ba− ∈ A
tendremos que

c⋆c = a−b⋆ba− = a−(a+ − a−)a− = −(a−)3

pues a− ∈ A+. Se sigue que−c⋆c = (a−)3 ∈ A+, y del Lema 2.8 tenemos
que c = 0 luego (a−)3 = 0 y como a− es auto-adjunto, en particular
normal, se tiene

‖a−‖ = R(a−) = lı́m
n→∞
‖(a−)n‖ 1

n = 0

de este modo, a = a+ ∈ A+.
Notemos que h (en (1) implica (2)) es unico. Sea k ∈ A+ tal que k2 = a

y sea h = f (a), donde para todo t ∈ σ(a), f (t) = t
1
2 . Sea {pn}n∈N una

sucesión de polinomios convergiendo uniformemente a f en σ(a)
y definamos para todo n ∈ N, qn(t) = pn(t2). Como σ(k) ⊆ R+ y
σ(a) = σ(k2) = {t2 : t ∈ σ(a)} se tiene que

lı́m
n→∞

qn(t) = lı́m
n→∞

pn(t2) = f (t2) = t

y la convergencia es uniforme en σ(k). De esto

k = lı́m
n→∞

qn(k) = lı́m
n→∞

qn(k2) = lı́m
n→∞

pn(a) = f (a) = h.

Si A es una ⋆-subalgebra de B(H), para algún espacio de hilbert H,
entonces claramente (3) implica (4), pues

〈ax, x〉 = 〈b⋆bx, x〉 = 〈bx, bx〉 = ‖bx‖2 ≥ 0.

Por otro lado si a ∈ B(H) es tal que para todo x ∈ H se cumple
〈ax, x〉 ≥ 0. Por lo visto al comienzo de esta sección a es auto-adjunto
y σ(a) ⊂ R+. De donde a ∈ A+.

�

Cuando a ∈ A+, el elemento h = f (a) en el teorema anterior, es llamado
raı́z cuadrada positiva de a.
Un proceso similar puede ser usado para introducir el elemento aα ∈ A+

donde α ∈ R. Definimos fα(t) = tα, claramente fα es una función continua,
no negativa, real valuada en σ(a) cuando α > 0 (y para todo α ∈ R, si a es
invertible).
Observemos que para todo t ∈ σ(a) y para todos α, β ∈ R, cuando a es
invertibe tenemos;

fα(t) fβ(t) = fα+β(t), f1(t) = t, f0(t) = 1.



59

Luego definiendo aα = fα(a) tendremos para todo α, β ∈ R+

aα ∈ A+, aαaβ = aα+β, a1 = a, a0 = IA.

Y si a es invertible entonces estas propiedades se cumplen para todos
α, β ∈ R.

2.4.4. El Teorema Fundamental. En esta sección comenzaremos dando un
método para construir ⋆-representaciones de una C⋆-álgebra a partir de un
funcional, con algunas propiedades detalladas más adelante. Este método
se conoce como GNS-construcción, y es llamado ası́ por Israel Gelfand,
Mark Naimark, Irving Segal. Finalmente presentaremos y demostraremos el
teorema fundamental de las C⋆-álgebras, el Teorema de Gelfand-Naimark-
Segal.

Definición 2.4.9. Si A es una C⋆-álgebra y H un espacio de Hilbert, Una
representación de A en H es un ⋆-homomorfismoΠ : A→ B(H).

Observación 2.4.4. La imagen de una C⋆-álgebra por una representación en
algún espacio de Hilbert, es una C⋆-subalgebra de B(H).

Ejemplo 2.4.5. Pensemos en la C⋆-álgebra A = C0(R) y en el espacio de Hilbert
H = L2(R), como ejemplo de representación podemos pensar en

Π : A → B(H)
f 7→ Π( f )

definida por

Π( f ) : H → H
ψ(x) 7→ f (x)ψ(x).

Pues, dados f, g ∈ A; α, β ∈ C y ψ ∈ H, tenemos que

Π(α f + βg)(ψ(x)) = (α f + βg)(x)ψ(x)

= α f (x)ψ(x) + βg(x)ψ(x)

= αΠ( f )(ψ(x)) + βΠ(g)(ψ(x))

de donde se tiene que Π es C-lineal. Además es un homomorfismo de
C-álgebras ya que;

Π( f g)(ψ(x)) = ( f g)(x)ψ(x)

= f (x)g(x)ψ(x)

= f (x)(g(x)ψ(x))

= Π( f )(Π(g)(ψ(x)))

= Π( f ) ◦Π(g)(ψ(x)).
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Por lo que solo faltaria verificar que es un ⋆-homomorfismo. En efecto, como

Π( f⋆)(ψ(x)) = Π( f )(ψ(x))

= f (x)ψ(x),

tenemos que para todos ψ, ξ ∈ H se cumple que

〈ξ(x),Π( f⋆)ψ(x)〉 =
∫

R
ξ(x)Π( f )ψ(x)dx

=
∫

R
ξ(x) f (x)ψ(x)dx

=
∫

R
ξ(x) f (x)ψ(x)dx

=
∫

R
f (x)ξ(x)ψ(x)dx

=
∫

R
Π( f )ξ(x)ψ(x)dx

= 〈Π( f )ξ(x), ψ(x)〉.
Ası́ por la unicidad del operador adjunto se concluye que

Π( f⋆) = Π( f )⋆.

Luego concluimos queΠ : A→ B(H) es una representación.

Definición 2.4.10. Sea A una C⋆-álgebra.

1. Dos representaciones Π1(A) y Π2(A), en espacios de Hilbert H1 y
H2 respectivamente, se dicen unitariamente equivalentes ó simple-
mente equivalentes cuando existe un operador unitario
U : H1 → H2 tal que para todo a ∈ A,

Π2(a) = U ◦Π1(a) ◦U⋆.

2. Una representación se dice fiel si es un ⋆-homomorfismo inyectivo,
es decir un ⋆-monomorfismo.

Debido a la Proposición 2.12, todo ⋆-monomorfismo es isometrico. La
mejor caracterización de las C⋆-álgebras esta dada por el teorema siguiente.

Teorema 2.11. Toda C⋆-álgebra A admite una representación fiel
Π : A→ B(H), para algún espacio de Hilbert H. En otras palabras, toda C⋆-álgebra
es ⋆-isomorfa a una C⋆-subalgebra de B(H) cerrada en norma.

Para mostrar este teorema, conocido en la literatura como el Teorema de
Gelfand-Naimark-Segal, es necesario introducir un poco de terminologı́a,
como los estados en una C⋆-álgebra, para luego mostrar una versión más
debil de este teorema y finalmente con un poco de ingenio mostrar el teo-
rema de Gelfand-Naimark-Segal.
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Definición 2.4.11. Sea A una C⋆-álgebra con unidad, un funcionalρ : A→ C
se dice;

Positivo si para todo a ∈ A, ρ(a⋆a) ≥ 0.
Normalizado si ρ(I) = 1.

Observación 2.4.5. Un funcional ρ de una C⋆-álgebra sin unidad A, se dice
normalizado si su extensión canonica ρ̇ a su unitización dada por

ρ̇(a + λI) := ρ(a) + λ

es normalizado.

Definición 2.4.12. Si A es una C⋆-álgebra con unidad, a un funcional posi-
tivo y normalizado ρ : A→ C lo llamaremos estado.

Ejemplo 2.4.6. Sea H un espacio de Hilbert y tomemos la C⋆-álgebra con unidad
A = B(H). A cada ω ∈ H con ‖ω‖ = 1 le podemos asociar un estado por

ρω : B(H) → C

a 7→ 〈aω,ω〉.
Pues claramente

ρω(I) = 〈ω,ω〉 = ‖ω‖2 = 1

y

ρω(a⋆a) = 〈a⋆aω,ω〉 = 〈aω, aω〉 = ‖aω‖2 ≥ 0.

En una C⋆-álgebra con identidad podemos caracterizar los estados por
medio del siguiente teorema.

Teorema 2.12. Sea A una C⋆-álgebra con identidad. Un funcional lineal
ρ : A→ C es positivo si y solo si ρ es acotado y ‖ρ‖ = ρ(I).

Demostración: Supongamos primero que ρ es positivo.
Sea a ∈ A y escogamos un elemento α ∈ C de norma 1 tal que αρ(a) ≥ 0, si
denotamos por h la parte real de αa entonces ‖h‖ ≤ ‖a‖, ası́

‖h‖I ≤ ‖a‖I.
Como ‖a‖I − h ∈ A es positivo

‖a‖ρ(I) − ρ(h) = ρ(‖a‖I − h) ≥ 0.

Por lo tanto

|ρ(a)| = |αρ(a)| = |ρ(αa)| = ρ(αa) = ρ(αa) = ρ(αa⋆)

= ρ(
1

2
(αa + αa⋆)) = ρ(h) ≤ ρ(I)‖a‖.

Ası́, para todo a ∈ A tendremos |ρ(a)| ≤ ρ(I)‖a‖. De donde ρ es acotado con

‖ρ‖ ≤ ρ(I).

Y claramente, por definición, ρ(I) ≤ ‖ρ‖. Por lo tanto ‖ρ‖ = ρ(I). Reciproca-
mente, supongamos que ρ es acotado y ‖ρ‖ = ρ(I). Es suficiente considerar
el caso en que ρ(I) = 1 ya que de no ser ası́ se hace el mismo proceso
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que realizaremos a continuación pero con el funcional ρ̃(a) =
ρ(a)
ρ(I) . Debemos

mostrar que para todo a ∈ A+ tenemos que ρ(a) ≥ 0. Sea a ∈ A+ y supong-
amos que ρ(a) = α + iβ, donde α, β ∈ R. De este modo, basta probar que
α ≥ 0 y β = 0.
Como σ(a) ⊂ R+ podemos elegir s ∈ R+, pequeño, tal que

σ(I − sa) = {1 − st : t ∈ σ(a)} ⊆ [0, 1].

Ası́ ‖I − sa‖ = R(I − sa) ≤ 1. De donde

1 − sα ≤ |1 − s(α + iβ)| = |ρ(I − sa)| ≤ 1,

por lo tanto α ≥ 0. Si para todo n ∈ N tomamos bn ∈ A definido por
bn = a − αI + inβI, notando que b⋆n = a − αI − inβI tendremos

‖bn‖2 = ‖b⋆n bn‖ = ‖(a − αI)2 + n2β2I‖ = ‖a − αI‖2 + n2β2.

Luego para todo n ∈N
(n2 + 2n + 1)β2 = |ρ(bn)|2 ≤ ‖a − αI‖ + n2β2,

lo que induce una contradicción, a menos que β = 0.
De lo anterior se concluye que α ≥ 0 y β = 0.

�

De este caracterización cabe resaltar lo siguiente.

Corolario 2.7. Sea A una C⋆-álgebra con unidad, si a ∈ A y α ∈ σ(a) entonces
existe un estado ρ : A→ C tal que ρ(a) = α.

Demostración: Sean γ, β ∈ C, puesto que (a − αI) no es invertible tam-
poco lo será β(a − αI) = aβ − αβI luego el elemento

βa − αβI + γI − γI = βa + γI − (αβ + γ)I,

no es invertible y por lo tanto αβ + γ ∈ σ(βa + γI). De este modo

|αβ + γ| ≤ ‖βa + γI‖.
Ası́ la ecuación

ρ0(βa + γI) = αβ + γ,

define , sin ambiguedad, un funcional lineal en el subespacio

{βa + γI : β, γ ∈ C}
de A que satisface las propiedades

ρ0(a) = α

ρ0(I) = 1

‖ρ0‖ = 1.

Luego por el teorema de Hahn-Banach, ρ0 se extiende a un funcional lineal
acotado ρ : A → C con ‖ρ‖ = ρ(I) = 1 y por el teorema anterior esta
extención ρ es positivo.

�
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Observación 2.4.6. Sea A es una C⋆-álgebra con unidad.
Si a ∈ A es un elemento auto-adjunto tal que para todo estado ρ : A→ C se tiene
ρ(a) = 0, entonces el corolario anterior implica que σ(a) = {0}. Luego

‖a‖ = R(a) = 0,

y por lo tanto a = 0.
Si a ∈ A no es auto-adjunto pero satisface que para todo estado
ρ : A → C se tiene ρ(a) = 0, entonces escribiendo a = h + ik con h, k ∈ A
auto-adjuntos tendremos que todo estado ρ satisface

ρ(a) = ρ(h + ik) = ρ(h) + iρ(k) = 0.

Por lo tanto para todo estado ρ : A → C, se tiene que ρ(h) = ρ(k) = 0. Desde
que ρ(h), ρ(k) ∈ R aplicando el mismo criterio que al comienzo de la observación
tendremos que h = k = 0. De donde a = 0.
Esto muestra que si un elemento de una C⋆-álgebra se anula para todo estado,
entonces tal elemento es nulo.

Proposición 2.16. Sea ρ un estado en una C⋆-álgebra A. El conjunto

Lρ = {a ∈ A : ρ(a⋆a) = 0}
es un ideal izquierdo, cerrado en A y ρ(b⋆a) = 0 siempre que a ∈ Lρ y b ∈ A.
Además para todo a, b ∈ A la ecuación

〈a + Lρ, b + Lρ〉 = ρ(b⋆a)

define un producto interno en el espacio cociente A/Lρ.

Demostración: Para cualquier par de elementos a, b ∈ A definimos

〈a, b〉0 = ρ(b⋆a).

Claramente la ecuación

〈a + Lρ, b + Lρ〉 = 〈a, b〉0 = ρ(b⋆a),

define un producto interno en A/Lρ. Luego si a ∈ Lρ y b ∈ A por la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz tendremos

|〈a, b〉0|2 ≤ 〈b, b〉0〈a, a〉0.
En otras palabras, como a ∈ Lρ

|ρ(b⋆a)|2 ≤ ρ(b⋆b)ρ(a⋆a) = 0.

De este modo ρ(b⋆a) = 0. Luego reemplazando b por b⋆ba sigue que

ρ((b⋆ba)⋆a) = ρ(a⋆b⋆ba) = ρ((ba)⋆ba) = 0.

Por lo tanto ba ∈ Lρ, es decir Lρ es un ideal izquierdo de A. Además es
cerrado pues ρ es continua y A+ es cerrado.

�

Nos referiremos a Lρ como el nucleo del estado ρ.
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Definición 2.4.13. Sea A una C⋆-álgebra y H un espacio de Hilbert. Una
representación π : A→ B(H) se dice ciclica si existe ω ∈ H tal que

π(A) = {π(a)ω : a ∈ A} es denso en H.

Al vector ω que satisface esta propiedad lo llamaremos vector ciclico para
π.

Ahora para cada estado de una C⋆-álgebra A definiremos una repre-
sentación en algún espacio de hilbert. A esta construcción de representa-
ciones, que detallaremos en el siguiente teorema, se le llama la construcción
de Gelfand-Naimark-segal o simplemente GNS-construcción.

Teorema 2.13. Sea ρ es un estado en una C⋆-álgebra A. Existe una representación
ciclica πρ de A en algun espacio de Hilbert Hρ, y un vector ciclico unidad xρ ∈ Hρ

para πρ tal que para todo a ∈ A

ρ(a) = 〈π(a)xρ, xρ〉.
Demostración: Con el nucleo de ρ, Lρ, el espacio cociente A/Lρ es un

espacio Pre-Hilbert relativo al producto interno definido en la proposición
anterior; para todo a, b ∈ A

〈a + Lρ, b + Lρ〉 = ρ(b⋆a).

Denotaremos a su completación con respecto a este producto interno por
Hρ. Para cada a ∈ A definamos un operador en el espacio Pre-Hilbert A/Lρ
por

π(a) : A/Lρ → A/Lρ
b + Lρ 7→ ab + Lρ.

Este operador esta bien definido pues si a, b1, b2 ∈ A son tales que
b1+Lρ = b2+Lρ, entonces b1− b2 ∈ Lρ. Luego como Lρ es un ideal izquierdo
a(b1 − b2) = ab1 − ab2 ∈ Lρ, por lo tanto ab1 + Lρ = ab2 + Lρ. De donde π(a)
esta bien definida y claramente es lineal. Además, en vista de la Proposición
2.15 tenemos

‖a⋆a‖I − a⋆a = ‖a‖2I − a⋆a ∈ A+.

En particular existe su raı́z cuadrada positiva. De esto, para todo b ∈ A

b⋆(‖a‖2I − a⋆a)b = ((‖a‖2I − a⋆a)
1
2 b)⋆((‖a‖2I − a⋆a)

1
2 b) ∈ A+.

Por lo tanto para todo a, b ∈ A como ρ es positivo tenemos

‖a‖2‖b + Lρ‖2 − ‖π(a)(b + Lρ)‖2 = ‖a‖2‖b + Lρ‖2 − ‖ab + Lρ‖2

= ‖a‖2〈b + Lρ, b + Lρ〉
−〈ab + Lρ, ab + Lρ〉

= ‖a‖2ρ(b⋆b) − ρ((ab)⋆ab)

= ρ(b⋆(‖a‖2I − a⋆a)b) ≥ 0.

De esto concluimos que

‖π(a)(b + Lρ)‖2 ≤ ‖a‖2‖b + Lρ‖2.
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Ası́ el operador π(a) es acotado con ‖π(a)‖ ≤ ‖a‖. Además, cuando
a, b, c ∈ A y α, β ∈ C la función

π : A → B(A/Lρ)
a 7→ π(a)

es lineal, ya que

π(αa + βb)(c + Lρ) = (αa + βb)(c + Lρ) = α(ac + Lρ) + β(bc + Lρ)
= (απ(a) + βπ(b))(c + Lρ),

por lo tanto π(αa + βb) = (απ(a) + βπ(b)). Además

π(ab)(c + Lρ) = (ab)(c + Lρ)

= abc + Lρ

= π(a)(bc + Lρ)

= (π(a) ◦ π(b))(c + Lρ),

de donde π es un homomorfismo de álgebras. Como

〈π(a)(b + Lρ), c + Lρ〉 = 〈ab + Lρ, c + Lρ〉
=

= ρ(c⋆ab)
=

= ρ((a⋆c)⋆b)
=

= 〈b + Lρ, a⋆c + Lρ〉
=

= 〈b + Lρ, π(a⋆)(c + Lρ)〉,
tenemos π(a)⋆ = π(a⋆). Por lo tanto π es un ⋆-homomorfismo. Luego como
A/Lρ es denso en Hρ, π se extiende por continuidad a un operador lineal
acotado

πρ : A → B(Hρ)
a 7→ πρ(a)

actuando en la completación de A/Lρ, Hρ, y por las propiedades anteriores
este es un ⋆-homomorfismo. De donde concluimos que πρ : A → B(H) es
una representación de A en Hρ.
Además, como π(I) es el operador identidad en A/Lρ tenemos que πρ(I) es
el operador identidad en Hρ y si denotamos xρ = I + Lρ ∈ A/Lρ, entonces
para todo a ∈ A tendremos que

πρ(a)xρ = πρ(a)(I + Lρ) = aI + Lρ = a + Lρ.

Por lo tanto πρ(A) = A/Lρ es denso en Hρ. De este modo xρ es un vector
ciclico para la representación πρ. Mas aun, para todo a ∈ A

〈πρ(a)xρ, xρ〉 = 〈a + Lrho, I + Lρ〉 = ρ(a)

en particular ‖xρ‖2 = ρ(I) = 1

�
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Observación 2.4.7. Como el espacio de estados en una C⋆-agebra A, que deno-
taremos por

S(A) = {ρ ∈ A∗ : ρ(I) = 1 y ρ(a⋆a) ≥ 0, para todo a ∈ A},

es un conjunto convexo y debil∗-cerrado contenido en la bola unitaria de A∗, que
es debil∗-compacta, tenemos que S(A) es un subconjunto de A∗ convexo y debil∗-
compacto. Luego por el teorema de Krein-MilmanS(A) es el casco convexo cerrado
de sus puntos extremos. Un estado que es un punto extremo de este convexo lo
llamaremos estado puro.

Proposición 2.17. Si A es una C⋆-álgebra y a ∈ A no nulo, entonces existe un
estado puro ρ de A tal que πρ(a) , 0, donde πρ es la representación obtenida de ρ
por la GNS-construcción.

Demostración: Como a , 0 supongamos que para todo ρ estado puro
tenemos ρ(a) = 0. Como todo estado es una combinación lineal convexa
de estados puros se concluye que ω(a) = 0 para todo ω estado de A. Esto
induce una contradicción por la Observación 2.4.6. De este modo existe un
estado puro ρ tal que ρ(a) , 0. Luego por el Teorema 2.13 concluimos

0 , ρ(a) = 〈πρ(a)xρ, xρ〉.

Por lo tanto πρ(a) , 0.

�

Terminaremos esta sección haciendo la prueba del teorema de Gelfand-
Naimark, para esto debemos introducir el concepto de suma directa de
representaciones y de suma directa de espacios de Hilbert. Suponga que A
es una C⋆-álgebra, B un conjunto de ı́ndices, {Hb}b∈B una familia de espacio
de Hilbert y para cada b ∈ B tomemos ϕb : A → Hb una representación tal
que para todo a ∈ A y para todo b ∈ B se tiene ‖ϕb(a)‖ ≤ ‖a‖. Con estas
hipótesis definimos la suma directa de espacios de Hilbert como el espacio

⊕b∈BHb :=





v = {vb}b∈B ∈ Πb∈BHb :
∑

b∈B
‖vb‖2Hb

< ∞



.

Es un fácil ejercicio de series ver que si esta suma converge implica que solo
un subconjunto numerable de {vb}b∈B es distinto de cero. Además se puede
probar que este es un espacio completo con el producto interno

〈v,w〉 :=
∑

b∈B
〈vb,wb〉Hb

y por ende es un espacio de Hilbert. Luego la función

⊕b∈Bϕb(a) : ⊕b∈BHb → ⊕b∈BHb

{vb}b∈B 7→ ⊕b∈Bϕb(a)(vb)
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es un operador lineal acotado actuando en el espacio de Hilbert ⊕b∈BHb.
Ası́ es natural definir la suma directa de las representaciones {ϕb}b∈B por

ϕ = ⊕b∈Bϕ : A → B(⊕b∈BHb)
a 7→ ⊕b∈Bϕb(a).

Claramente ϕ es una representación de A en el espacio de Hilbert ⊕b∈BHb.
Ahora estamos en condiciones de mostrar el teorema de Gelfand-Naimark.

Teorema 2.14. Toda C⋆-álgebra tiene una representación fiel.

Demostración: Sea A una C⋆-álgebra y S es la familia de estados de A,
incluyendo los estados puros. Seaϕ la suma directa de las representaciones
{πρ : ρ ∈ S}, donde πρ es la representación obtenida para ρ en la GNS-
construcción. Luego si a ∈ A y ϕ(a) = 0, entonces como

ϕ(a) = ⊕ρ∈Sπρ(a)

tendremos que para todo ρ ∈ S, πρ(a) = 0. Por lo tanto a = 0. De donde
concluimos que ϕ es una representación fiel.

�

Es importante destacar que una representación fiel ϕ, es inyectiva y por
la Proposición 2.12 concluimos que es isométrica es decir ‖a‖ = ‖ϕ(a)‖.

2.4.5. Proyecciones en una C⋆-álgebra. Ahora hablaremos un poco sobre
las proyecciones en una C⋆-álgebra A y como están ligadas, en particular,
por tres relaciones de equivalencia, cada una más fuerte que la otra. Sin
embargo, al momento de definir el grupo K0 de A estas coincidirán y nos
permitirán trabajar con ellas de igual forma o elegir la que nos parezca más
conveniente al momento de hacer alguna demostración.

Definición 2.4.14. Sea A una C⋆-álgebra, diremos que v ∈ A es una;

1. Isometria parcial si v⋆v es una proyección.
2. Isometria, para A con unidad, si v es unitario. Es decir

vv⋆ = v⋆v = I.

3. Simetria si v es una isometria autoadjunta.

Observación 2.4.8. Es importante notar que si v ∈ A es una isometria parcial
entonces vv⋆ también es una proyección, en efecto, si definimos
z = v − vv⋆v tendremos

z⋆z = (v⋆ − v⋆vv⋆)(v − vv⋆v) = v⋆v − v⋆vv⋆v − v⋆vv⋆v + v⋆vv⋆vv⋆v = 0.

Luego como A es una C⋆-álgebra ‖z‖2 = ‖z⋆z‖ = 0, de donde se tiene que z = 0.
Por lo tanto v = vv⋆v. Ası́

vv⋆ = (vv⋆v)v⋆ = (vv⋆)2,

es decir vv⋆ es una proyección.

Definición 2.4.15. Dos proyecciones p, q en una C⋆-álgebra A se dicen:
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1. Equivalentes si existe v ∈ A isometria parcial tal que p = vv⋆ y
q = v⋆v. En tal caso denotaremos p ∼ q. Y la clase de una proyección
p ∈ A la denotaremos por [p].

2. Unitariamente equivalentes, y denotaremos p ∼u q, si existe
u ∈ Ȧ unitario tal que p = u⋆qu. Denotaremos la clase de una proyec-
ción p ∈ A por [p]u.

3. Homotopicamente equivalentes, cuando existe un camino de proyec-
ciones, continuo en la topologı́a de la norma, que conecta p y q. En

tal caso denotaremos p ∼h q. Y la clase de una proyección p ∈ A la
denotaremos por [p]h.

En toda esta sección denotaremos por A una C⋆-álgebra. Durante todo
el resto de la sección nos dedicaremos a analizar como están relacionadas
estas relaciones de equivalencias, tratando de ver cuales son más fuertes
que otras.

Lema 2.9. Si p, q ∈ Ȧ son dos proyecciones y z ∈ Ȧ es invertible tal que q = zpz−1,
entonces p ∼u q.

Demostración: Como zp = qz y tomando el adjunto en esta igualdad
tenemos que z⋆q = pz⋆. Luego

pz⋆z = z⋆qz = z⋆zp.

Por lo tanto p conmuta con z⋆z. De este modo, considerando |z|−1 = (z⋆z)−
1
2 ,

donde |z| denota el operador valor absoluto de z, podemos definir el oper-
ador unitario u := z|z|−1, que se obtiene por la descomposición polar de z.
Luego

upu⋆ = z|z|−1p(|z|−1)⋆z⋆ = zp|z|−1(|z|−1)⋆z⋆ = qz|z|−1(z|z|−1)⋆ = q.

Por lo tanto upu⋆ = q, es decir, p ∼u q.

�

Proposición 2.18. Toda simetria u ∈ Ȧ es homotopica a la identidad.

Demostración: Si u ∈ Ȧ es una simetria, por definición tendremos que
u⋆ = u y u⋆u = uu⋆ = 1. Luego (1 − u)⋆ = 1 − u⋆ = 1 − u, es decir 1 − u es
auto-adjunto. Por lo tanto, como la función

f (z) = e
iπz
2

es continua para todo z ∈ C y t(1 − u) es auto-adjunto para todo t ∈ [0, 1],
podemos definir el elemento

ut = e
iπt(1−u)

2 ∈ Ȧ.

Que satisface u0 = 1. Además como

(1 − u)2 = 1 − 2u + u2 = 2 − 2u = 2(1 − u)
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inductivamente, se puede probar que para todo n ∈N, (1−u)n = 2n−1(1−u).
Ası́

u1 = e
1π(1−u)

2 = 1 +

∞∑

n=1

(iπ(1 − u))n

2nn!

= 1 +

∞∑

n=1

(iπ)n(1 − u)

2n!

= 1 +
1 − u

2

∞∑

n=1

(iπ)n

n!

= 1 +
1 − u

2
(eiπ − 1)

= 1 +
1 − u

2
(−2)

= u.

Por lo tanto, como la exponencial es continua en norma, {ut}t∈[0,1] es un
camino continuo en la topologı́a de la norma desde u hasta 1.

�

Es importante destacar que en esta proposición No hemos mostrado
que toda simetria es homotopicamente equivalente a la identidad, pues el
camino no es de proyecciones.

Observación 2.4.9. Como toda proyección p ∈ Ȧ satisface p⋆ = p = p2, en
particular σ(p) ⊂ R+ pues

σ(p) ⊂ R y σ(p) = σ(p2) = {t2 : t ∈ σ(p)}.

Por lo tanto p ∈ A+, en otras palabras 0 ≤ p. Además como 1 − p también es una
proyección, ya que

(1 − p)2 = 1 − 2p + p2 = 1 − p y (1 − p)⋆ = 1 − p⋆ = 1 − p.

Tenemos que 0 ≤ 1−p. De esto, si p es una proyección entonces 0 ≤ p ≤ 1. También
es importante destacar, que si p es una proyección entonces 2p − 1 es una simetria.
Ya que

(2p − 1)⋆ = 2p⋆ − 1 = 2p − 1.

(2p − 1)(2p − 1)⋆ = (2p − 1)2 = 4p2 − 4p + 1 = 1.

(2p − 1)⋆(2p − 1) = (2p − 1)2 = 1.

Proposición 2.19. Si p, q ∈ A son proyecciones tales que ‖p − q‖ < 1, entonces p
es homotopica a q.
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Demostración: Definamos dos simetrias en Ȧ por vp := 2p − 1 y
vq := 2q − 1. Sea zq := vqvp + 1, luego

(2.8) qzq = q(2q − 1)(2p − 1) + q = 2qp = (2q − 1)(2p − 1)p + p = zqp.

Como ‖p − q‖ < 1, tenemos

(2.9) ‖zq − 2‖ = ‖vqvp − 1‖ = ‖vq(vp − vq)‖
≤ ‖vq‖‖vp − vq‖ = ‖vp − vq‖ = ‖2p − 2q‖ < 2.

Por lo tanto, de la Ecuación 2.9 y el criterio de Carl Neumann, se tiene que
zq es invertible. Ası́, por la Ecuación 2.8 podemos considerar q = zqpz−1

q

y definiendo uq = zq|zq|−1 tendremos, por el Lema 2.9, que q = uqpu⋆q .

Observando que

‖zq1
− zq2‖ = ‖vq1

vp − vq2vp‖ ≤ ‖vq1
− vq2‖‖vp‖ = 2‖q1 − q2‖,

es claro que la función que mapea q 7→ zq es continua. También la función

que mapea z 7→ z|z|−1 es continua en GL(Ȧ), pues se puede interpretar como
un operador acotado. Luego sigue de la Ecuación 2.9 que la función que
mapea q 7→ uq esta bien definida y es continua en el conjunto

{q ∈ A : q = q⋆ = q2 y ‖p − q‖ < 1}.
Mas aun, definiendo zt,q := tzq + 2 − 2t, tenemos que para todo t ∈ [0, 1] se
satisface

‖zt,q − 2‖ = t‖zq − 2‖ < 2.

Por lo tanto {zt,q}t∈[0,1] es una homotopı́a de invertibles para cada q cercano
a p, es decir para todo q con ‖p − q‖ < 1. Finalmente, esto nos da un camino
de unitarios continuo en norma {ut,q}t∈[0,1], entre los elementos 1 = u0,q y
uq = u1,q. Por lo tanto {ut,qpu⋆t,q}t∈[0,1] es una homotopı́a de proyecciones

entre p y q, es decir p ∼h q.

�

Corolario 2.8. Si p, q ∈ Ȧ son dos proyecciones, entonces
p es homotopicamente equivalente a q si y solo si existe una homotopı́a {ut}t∈[0,1] de
unitarios tal que u0 = 1 y p = u1qu⋆

1
.

Demostración: Supongamos que existe una homotopı́a {ut}t∈[0,1] de uni-
tarios tal que u0 = 1 y p = u1qu⋆

1
. Como la función que mapea ut → utqu⋆t

es continua y para todo t ∈ [0, 1] se cumple que

(utqu⋆t )(utqu⋆t ) = utqu⋆t

y

(utqu⋆t )⋆ = utqu⋆t .

Por lo tanto {utqu⋆t }t∈[0,1] es un camino continuo en norma de proyecciones.
Además satisface

u0qu⋆0 = q y u1qu⋆1 = p.
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Por lo tanto p ∼h q.

Reciprocamente, supongamos que p ∼h q. Sea {pt}t∈[0,1] tal camino. Si para
todo t ∈ [0, 1] se tiene que ‖p − pt‖ < 1, entonces la Proposición 2.19 da un
camino de unitarios continuo en norma {ut}t∈[0,1], con u0 = 1 y pt = utpu⋆t
para todo t ∈ [0, 1].
En el caso general, mediante la continuidad del camino {pt}t∈[0,1] y la com-
pacidad del intervalo [0, 1], podemos subdividir el camino {pt}t∈[0,1] en un
número finito de partes

0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = 1,

tales que para todo k ∈ {0, 1, . . . , n − 1} y todo t ∈ [tk, tk+1] se cumpla

‖pt − ptk
‖ < 1.

Ası́

p = p0 ∼h pt1
∼h · · · ∼h ptn−1

∼h p1 = q.

Luego para cada sección [tk, tk+1], por la Proposición 2.19, tendremos un
camino de unitarios {uk,t}t∈[tk,tk+1] tal que utk

= 1 y para todo t ∈ [tk, tk+1] se
cumple pt = utptk

u⋆t . De este modo concatenando estos caminos tendremos
un camino de unitarios {ut}t∈[0,1] tales que

u0 = 1 y pt = utpu⋆t .

�

Proposición 2.20. Si p, q ∈ Ȧ son dos proyecciones, entonces

p ∼h q implica p ∼u q implica p ∼ q.

Demostración: Si p ∼h q, entonces por el Corolario 2.8 existe un camino
{ut}t∈[0,1] de unitarios tal que {utqu⋆t }t∈[0,1] es una homotopı́a de proyecciones
entre 1 y p = u1qu⋆

1
. Por otra parte si p = u⋆qu, entonces qu es una isometria

parcial pues (qu)⋆qu = u⋆qqu = u⋆qu = p. Además qu(qu)⋆ = quu⋆q = q. Por
lo tanto p ∼ q.

�

Proposición 2.21. Si p, q ∈ A son dos proyecciones entonces

p ∼ q implica

(

p 0
0 0

)

∼u

(

q 0
0 0

)

en M2(A). Y

p ∼u q implica

(

p 0
0 0

)

∼h

(

q 0
0 0

)

en M2(A).

Demostración:
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Si p ∼ q y v ∈ A es una isometria parcial tal que p = v⋆v y q = vv⋆,
definamos

u =

(

v 1 − q
1 − p v⋆

)

∈M2(Ȧ).

Observemos que u es unitario,

u⋆u =

(

v⋆ 1 − p
1 − q v

) (

v 1 − q
1 − p v⋆

)

=

(

v⋆v + (1 − p)2 v⋆(1 − q) + (1 − p)v⋆

(1 − q)v + v(1 − p) (1 − q)2 + vv⋆

)

.

Como por la Observación 2.4.8 tenemos que

v⋆ − v⋆q + v⋆ − pv⋆ = 0 = v − qv + v − vp.

Se tiene

u⋆u =

(

1 0
0 1

)

.

Análogamente, se tiene

uu⋆ =

(

1 0
0 1

)

.

Y claramente

u

(

p 0
0 0

)

u⋆ =

(

q 0
0 0

)

.

Por lo tanto

(

p 0
0 0

)

∼u

(

q 0
0 0

)

en M2(A).

Si suponemos que p ∼u q, digamos q = upu⋆ para algún u ∈ Ȧ
unitario, entonces escogamos el camino continuo {wt}t∈[0,1] ⊂M2(Ȧ)
de unitarios, definido para t ∈ [0, 1] por

wt =

(

u 0
0 1

) (

cos( tπ
2 ) − sin( tπ

2 )
sin( tπ

2 ) cos( tπ
2 )

) (

1 0
0 u⋆

) (

cos( tπ
2 ) sin( tπ

2 )
− sin( tπ

2 ) cos( tπ
2 )

)

.

Observemos que

w0 =

(

u 0
0 1

) (

1 0
0 1

) (

1 0
0 u⋆

) (

1 0
0 1

)

=

(

u 0
0 1

) (

1 0
0 u⋆

)

=

(

u 0
0 u⋆

)

.
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Y

w1 =

(

u 0
0 1

) (

0 −1
1 0

) (

1 0
0 u⋆

) (

0 1
−1 0

)

=

(

u −u
1 0

) (

0 1
−u⋆ 0

)

=

(

uu⋆ 0
0 1

)

=

(

1 0
0 1

)

.

Ası́, pt := wt

(

p 0
0 0

)

w⋆
t es una proyección para todo t ∈ [0, 1], y

claramente

p0 =

(

u 0
0 u⋆

) (

p 0
0 0

) (

u⋆ 0
0 u

)

=

(

q 0
0 0

)

p1 =

(

1 0
0 1

) (

p 0
0 0

) (

1 0
0 1

)

=

(

p 0
0 0

)

Por lo tanto

(

p 0
0 0

)

∼h

(

q 0
0 0

)

en M2(A).

�

2.4.6. La C⋆-álgebra lı́mite directo. A continuación daremos un ejemplo de
una C⋆-álgebra que nos será de mucha utilidad en la sección siguiente.
Comenzaremos dando unas definiciones previas con respecto a categorı́as.
Para mayor información sobre categorı́as y lı́mites inductivos recomen-
damos ver [11].

Definición 2.4.16. Una categorı́a C es una clase de objetos, OBJ(C), junto
con una clase de conjuntos disjuntos dos a dos que denotamos MOR(C) con
las siguientes propiedades. Para cada par A,B ∈ OBJ(C) existe un conjunto
mor(A,B) ∈ MOR(C) de elementos llamados morfismos de A en B. Un
elemento f ∈ mor(A,B) es denotado por f : A→ B. Además Para cada triple
A,B,C ∈ OBJ(C) debe existir una función

mor(B,C) × mor(A,B) → mor(A,C)
f : B→ C × g : A→ B → f ◦ g : A→ C

que satisface los siguientes axiomas

Asociatividad: Si f : A → B, g : B → C, h : C → D son morfismos en
C, entonces h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦ g) ◦ f .

Identidad: Para cada B ∈ OBJ(C) existe un morfismo IB : B → B tal
que para cada par A,C ∈ OBJ(C) y todo par de morfismos
f : A→ B, g : B→ C tenemos que

IB ◦ f = f y g ◦ IB = g.
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Ejemplo 2.4.7. Los ejemplos clasicos de categorı́as son

La categorı́a C de los conjuntos. Donde OBJ(C) es la clase de los conjuntos
y MOR(C) son las funciones entre conjuntos.
La categorı́a G de los grupos. Donde OBJ(G) es la clase de los grupos y
MOR(G) son las homomorfismoss de grupos.
La categorı́a A de los anillos. Donde OBJ(A) es la clase de los anillos y
MOR(A) son las homomorfismos de anillos.

Definición 2.4.17. Sea I un conjunto totalmente ordenado yCuna categorı́a.
Un sistema directo en C es una familia {Ai, φi, j}i, j∈I

i≤ j

, tal que para todo i ∈ I

tenemos que Ai ∈ OBJ(C) y φi, j ∈ mor(Ai,A j) es un morfismo satisfaciendo
que para todos i, j, k ∈ I con i ≤ j ≤ k se cumple

φi,k = φ j,k ◦ φi, j.

Para ilustrar esta definición consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.8. Sea A la categorı́a de los anillos. Fijemos un objeto
A ∈ OBJ(A). Claramente para todo n ∈ N tenemos que el conjunto de matrices
cuadradas con coeficientes en A de orden n, Mn(A), es un anillo. Por lo tanto, para
todo n ∈ N tenemos que Mn(A) ∈ OBJ(A). Para dos ı́ndices n,m ∈ N tales que
n ≤ m definamos

φn,m : Mn(A) → Mm(A)

a 7→
(

a 0̃
0̃t 0m−n

)

donde 0̃ ∈ Mn×m−n(A) y 0m−n ∈ Mm−n(A) son matrices nulas. Es trivial probar
que {Mn(A), φn,m}n,m∈N

n≤m
es un sistema directo.

Definición 2.4.18. SeaCuna categorı́a y I un conjunto totalmente ordenado.
Sea {Ai, φi, j}i, j∈I

i≤ j

un sistema directo en C. Dado A ∈ OBJ(C) y una colección

{ϕi}i∈I ⊂ MOR(C) tal que para todo i ∈ I, ϕi : Ai → A. Diremos que el par
(A, {ϕi}i∈I) es un lı́mite directo del sistema directo {Ai, φi, j}i, j∈I

i≤ j

, si satisface

las siguientes propiedades.

1. Para todo par de ı́ndices i, j ∈ I con i ≤ j tenemos ϕ j ◦ φi, j = ϕi. Es
decir, el siguiente diagrama conmuta.

Ai

ϕi
//

φi, j

��

A

A j

ϕ j

??
�

�
�

�
�

�
�

2. Si Y ∈ OBJ(C) y {ψi}i∈I es una familia de morfismos, con
ψi ∈ mor(Ai,Y). Satisfaciendo que para todo i, j ∈ I con i ≤ j se tiene
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ψ j ◦ φi, j = ψi. Es decir, el diagrama

Ai

ψi
//

φi, j

��

Y

A j

ψ j

??
�

�
�

�
�

�
�

es conmutativo. Entonces existe un unico morfismo ψ ∈ mor(A,Y)
tal que para todo i ∈ I se cumple ψ ◦ ϕi = ψi. Es decir, el siguiente
diagrama conmuta.

Ai

ψi
//

ϕi

��

Y

A

ψ

??
�

�
�

�
�

�
�

�

Usualmente denotaremos por lim−−→{Ai, φi, j}i, j∈I
i≤ j

, o simplemente por lim−−→Ai

cuando no haya confusión, a un lı́mite directo (A, {ϕi}i∈I) del sistema directo
{Ai, φi, j}i, j∈I

i≤ j

.

Observación 2.4.10. Si C es una categorı́a arbitraria, el lı́mite directo de
un sistema directo puede no existir.
En caso de que el lı́mite directo exista, este puede no ser unico. Si {Ai , φi, j}i, j∈I

i≤ j

es un sistema directo tal que (A, {ϕi}i∈I) y (Y, {ψi}i∈I) son dos lı́mites di-
rectos. La Propiedad 2 de la Definición 2.4.18 implica que para todo i ∈ I
se tiene que ψ ◦ ϕ ◦ ψi = ψi y ϕ ◦ ψ ◦ ϕi = ϕi. En particular, existe un
morfismo biyectivo entre A e Y.

Ejemplo 2.4.9. Sea C la categorı́a cuyos objetos son las ⋆-álgebras y donde los
morfismos son los ⋆-homomorfismo entre ⋆-álgebras. Afirmamos que en esta cat-
egorı́a existen los lı́mites directos. En efecto, sea {Ai, φi, j}i, j∈I

i≤ j

un sistema directo.

Consideremos el conjunto

A0 :=





(ai)i∈I ∈
∏

i∈I
Ai : existe i0 ∈ I tal que para cualquier par

de ı́ndices j ≥ i ≥ i0 se tiene φi, j(ai) = a j

}

.

Definamos una relación de equivalencia en A0 de la siguiente forma

(ai)i∈I ≈ (bi)i∈I si y sólo si existe i0 ∈ I tal que ai = bi para todo i ≥ i0.

Es claro que el conjunto A := A0/ ≈ es una ⋆-álgebra con las operaciones suma,
multiplicasión e involución dadas coordenada a coordenada. Para cada (ai)i∈I ∈ A0
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denotaremos por [(ai)i∈I] su clase de equivalencia en A. Denotemos por 0i ∈ Ai el
neutro aditivo de la ⋆-álgebra Ai. Para cada i ∈ I definamos un morfismo

ϕi : Ai → A
a 7→ [(ϕi(a) j) j∈I]

en MOR(Ai,A) por

ϕi(a) j =

{

0 j si j < i;
φi, j(a) si j ≥ i.

Probaremos que {A, {ϕi}i∈I} es el lı́mite directo del sistema directo {Ai, φi, j}i, j∈I
i≤ j

.

1. Sean i, j ∈ I con i ≤ j. Consideremos a ∈ Ai y denotemos por ϕi(a) =
[(ak)k∈I]. Por definición φi, j(a) = a j ∈ A j y
ϕ j(a j) = [(ck)k∈I] donde

ck =

{

0k si k < j;
ak si k ≥ j.

Ası́, en vista de que para todo k ≥ j tenemos que ck = ak, se concluye
que (ck)k∈I ≈ (ak)k∈I . Por lo tanto concluimos que para todo par de ı́ndices
i, j ∈ I tal que i ≤ j, tenemos que para todo a ∈ Ai se cumple ϕi(a) =
[(ak)k∈I] = [(ck)k∈I] = ϕ j ◦ φi, j(a). Es decir ϕi = ϕ j ◦ φi, j.

2. Sean Y ∈ OBJ(C) y {ψi : Ai → Y}i∈I ⊂ MOR(C) tales que para todo par
de ı́ndices i, j ∈ I, con i ≤ j se cumple ψi = ψ j ◦ φi, j. Es decir, el siguiente
diagrama es conmutativo.

Ai

ψi
//

φi, j

��

Y

A j

ψ j

??
�

�
�

�
�

�
�

Dado a = [(ai)i∈I] ∈ A por definición existe ia ∈ I tal que para todo par
de ı́ndices i, j ∈ I con ia ≤ i ≤ j se tiene φi, j(ai) = a j. Ası́ por hipótesis
tenemos que para todo i ∈ I con ia ≤ i se cumple

ψi(ai) = ψi(φia,i(aia )) = ψia (aia ).

Por lo que esta bien definida la función

ψ : A → Y
[(ai)i∈I] 7→ ψia (aia ).

Además, claramente para todo i ∈ I tenemos que si a ∈ Ai, entonces
ψ(ϕi(a)) = ψ([(ϕi(a) j) j∈I]) = ψi(a). Por lo tanto ψ ◦ ϕi = ψi.

De 1 y 2 concluimos que (A, {ϕi}i∈I) es un lı́mite directo del sistema directo
{Ai, φi, j}i, j∈I

i≤ j

en la categorı́a C, es decir (A, {ϕi}i∈I) = lim−−→Ai. En particular, los

lı́mites directos existen en la categorı́a C.
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De este ejemplo surge una pregunta natural, existen los lı́mites directos
en la categorı́a C⋆ de la C⋆-álgebras?
Es natural pensar que el candidato a lı́mite directo en la categorı́a C⋆ es
el mismo que en la categorı́a C de las ⋆-álgebras. Si esto fuese cierto, de-
berı́amos dotar a el lı́mite directo en la categorı́a C de una norma con la
cual este fuera completo y satisfaciese la Ecuaciones 2.3 y 2.4 de la Defini-
ción 2.4.4. Existe un proceso natural para hacer esto ultimo. Si (ai)i∈I ∈ A0,
entonces existe un ı́ndice i0 ∈ I tal que para todo i ≥ i0 tenemos que
ai = φi0,i(ai0 ). Luego denotando ‖·‖i la norma en la C⋆-álgebra Ai tenemos,
por la Proposición 2.5, que para todo i ≥ i0 ocurre ‖ai‖i ≤ ‖ai0‖i0 . Por lo tanto
esta bien definida la función α : A0 → [0,∞) definida por

(2.10) α((ai)i∈I) := ı́nf
j≥i0

sup
k≥ j

{‖ak‖k}.

Observación 2.4.11. Sea (ai)i∈I ∈ A0. Es importante destacar, en vista de que
para i0 ≤ i ≤ j se tiene ‖ai‖i ≤ ‖a j‖ j, que podemos escribir

α((ai)i∈I) = ı́nf
k≥i0
{‖ak‖k}.

Ası́, como (ai)
⋆
i∈I = (a⋆

i
)i∈I claramente tenemos que

α((ai)i∈I(ai)
⋆
i∈I) = α((aia

⋆
i )i∈I

:= ı́nf
j≥i0

sup
k≥ j

{‖aka⋆k ‖k}

= ı́nf
j≥i0

sup
k≥ j

{‖ak‖2k}

=




ı́nf
j≥i0

sup
k≥ j

{‖ak‖k}




2

= (α((ai)i∈I))
2.

Además

α((ai)i∈I(bi)i∈I) := ı́nf
j≥i0

sup
k≥ j

{‖akbk‖k}

≤ ı́nf
j≥i0

sup
k≥ j

{‖ak‖k‖bk‖k}

≤ ı́nf
j≥i0

sup
k≥ j

{‖ak‖k} ı́nf
j≥i0

sup
k≥ j

{‖bk‖k}

= α((ai)i∈I))α((bi)i∈I)).
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También α satisface la desigualdad triangular, pues

α((ai)i∈I + (bi)i∈I) := ı́nf
j≥i0

sup
k≥ j

{‖ak + bk‖k}

≤ ı́nf
j≥i0

sup
k≥ j

{‖ak‖k + ‖bk‖k}

≤ ı́nf
j≥i0

sup
k≥ j

{‖ak‖k} + ı́nf
j≥i0

sup
k≥ j

{‖bk‖k}

= α((ai)i∈I) + α((bi)i∈I).

Por lo tanto esta función satisface las Ecuaciones 2.3 y 2.4 de la Definición
2.4.4. Pero no es una norma en general, ya que podrı́amos tener un
(ai)i∈I ∈ A0 tal que para todo ı́ndice i ∈ I tengamos ai , 0 y ‖ai‖ → 0. Como
lo ilustra el siguiente.

Ejemplo 2.4.10. Sea I un conjunto totalmente ordenado. Para cada i ∈ I consid-
eremos Ai = l2(C) y φi, j : Ai → A j definida por

(φi, j((zk)k∈N))r =

{

0r si r ≤ j;
zr si r > j.

Si (A, {ϕi}i∈I) es un lı́mite directo, en la categorı́a de las ⋆-álgebras, para el sistema
directo {Ai, φi, j}i, j∈I

i≤ j

. Dado un elemento (zk)k∈N, claramente se tiene que para todo

par de ı́ndices i, j ∈ I con i fijo, e i ≤ j. El elemento (a j) j∈I = (φi, j((zk)k∈N) j) j∈I esta
en A y satisface que para todo j ∈ I con i ≤ j, se cumple a j = φi, j((zk)k∈N) , 0 j y
‖a j‖ j → 0.

En otras palabras α es una semi norma en el conjunto A0. Además por la
relación de equivalencia que hemos puesto en A0 es claro que si
(ai)i∈I ≈ (bi)i∈I , entonces α((ai)i∈I) = α((bi)i∈I). Por lo tanto α se extiende a una
semi norma en el conjunto lim−−→{Ai, φi, j}i, j∈I

i≤ j

.

Es importante destacar que si para todo par de ı́ndices i, j ∈ I con i ≤ j, el
⋆-homomorfismo φi, j es inyectivo, entonces para (ai)i∈I la sucesión (‖ai‖i)i∈I
es eventualmente constante y por lo tanto α es una norma. Esto se debe a la
Proposición 2.12, sin embargo en tal caso, el conjunto lim−−→{Ai, φi, j}i, j∈I

i≤ j

dotado

de esta norma puede no ser completo como lo ilustra el siguiente.

Ejemplo 2.4.11. Sea A una C⋆-álgebra. Dado un entero n ∈ N consideremos la
C⋆-álgebra Mn(A), de las matrices cuadradas de orden n con coeficientes en A.
Dados n,m ∈N con n ≤ m definamos el ⋆-homomorfismo

φn,m : Mn(A) → Mm(A)

a 7→
(

a 0̃
0̃t 0m−n

)

donde 0̃ ∈ Mn×m−n(A) y 0m−n ∈ Mm−n(A) son matrices nulas. Es claro que
{Mn(A), φn,m}n,m∈N

n≤m
es un sistema directo. Luego tenemos, en la categorı́a C de las
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⋆-álgebras, que

M∞(A) :=
{

(ai, j)(i, j)∈N×N : ai, j ∈ A, son todos nulos salvo un

número finito de pares (i, j) ∈N ×N}
.

Junto con los morfismos {ϕn : Mn(A) → M∞(A)}n∈N definidos para un n ∈ N y
B = (bi j)

n
i, j=1
∈Mn(A) por

(ϕn(B))i j =

{

bi j si i ≤ n y j ≤ n;
0 si i > n o j > n.

forman un lı́mite directo del sistema directo {Mn(A), φn,m}n,m∈N
n≤m

. En la categorı́a

C este lı́mite directo será denotado por lim−−→Mn(A). En este caso para todo par de

ı́ndices i, j ∈ N satisfaciendo i ≤ j los ⋆-homomorfismo φi, j son inyectivos, por
lo tanto (M∞(A), α) es un espacio normado. Para analizar la completitud de este
espacio, consideremos por un momento el caso más trivial, A = C. En este contexto

M∞(C) =
{

(ai, j)(i, j)∈N×N : ai, j ∈ C, son todos nulos salvo

un número finito de pares (i, j) ∈N ×N}
.

Pero este conjunto dotado con la norma α no es completo, ya que se sabe del
análisis funcional que la clausura en norma del conjunto M∞(C) son los operadores
compactos en el espacio de Hilbert l2(N). Es decir, que en el espacio de Hilbert l2(N)
existen operadores compactos que no están en el conjunto M∞(C). Por ejemplo
podemos considerar el operador B actuando en l2(N) definido por

B((ai)i∈N) :=
(
ai

i

)

i∈N
.

Claramente este operador es compacto pues es acotado y es el lı́mite en norma
operador de la sucesión (Bn : l2(N)→ l2(N))n∈N definida por

Bn((ai)i∈N) j =

{ ai

i si i ≤ j;
0 si i > j.

Por lo tanto B < M∞(C) y es un operador conpacto por ser el lı́mite en norma
de una sucesión de operadores de rango finito. Concluimos que M∞(C) no es
completo con respecto a la norma α. Ası́ lo unico que le falta a M∞(A) para ser una
C⋆-álgebra, es que sea completa con respecto a la norma α. Luego la C⋆-álgebra

M∞(A), donde la clausura es con respecto a la norma α. Junto con los morfismos

{ϕn : Mn(A) → M∞(A)}n∈N, que han sido extendidos por continuidad. Forman
un lı́mite directo en la categorı́a de las C⋆-álgebras y los ⋆-homomorfismo.
Por analogı́a con los operadores de rango finito que actúan en un espacio de Hilbert,

H, y los operadores compactos actuando en H. La C⋆-álgebra M∞(A) la denotaremos
por A∞(A).

Esto responde nuestra pregunta, pues lim−−→{Ai, φi, j}i, j∈I
i≤ j

es una ⋆-álgebra

normada pero no completa, cuando los morfismosφi, j son todos inyectivos.
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Como esta ⋆-álgebra satisface las Propiedades 2.3 y 2.4 de la Definición 2.4.4
solo le basta ser completa para convertirse en una C⋆-álgebra. Ası́ podemos
establecer la siguiente.

Proposición 2.22. Sea C⋆ la categorı́a en donde los objetos son C⋆-álgebras y
los morfismos son los ⋆-homomorfismos entre C⋆-álgebras. Si {Ai, φi, j}i, j∈I

i≤ j

es un

sistema directo en esta categorı́a, entonces existe el lı́mite directo lim−−→Ai.

Demostración: En vista del Ejemplo 2.4.9, en la categorı́a de las
⋆-álgebras existe el lı́mite directo lim−−→Ai de el sistema directo {Ai, φi, j}i, j∈I

i≤ j

.

Además, cuando todos los ⋆-homomorfismos φi, j son inyectivos, este es un
espacio normado y satisface las Ecuaciones 2.4, 2.3 de la Definición 2.4.4
con la norma definida en la Ecuación 2.10. Ası́ concluimos que

lim−−→{Ai, φi, j}i, j∈I
i≤ j

es el lı́mite directo en la categorı́a C⋆ del sistema directo {Ai, φi, j}i, j∈I
i≤ j

. Si para

algún par de ı́ndices i, j ∈ I con i ≤ j, el ⋆-homomorfismoφi, j no es inyectivo,
entonces α es solo una semi norma del lı́mite directo lim−−→Ai en la categorı́a

C. Definamos

Nα := {x ∈ lim−−→Ai : α(x) = 0}.
Ası́ α es una norma en la ⋆-álgebra cociente




lim−−→{Ai, φi, j}i, j∈I

i≤ j




/Nα.

Concluimos que la completación de la ⋆-álgebra lim−−→{Ai, φi, j}i, j∈I
i≤ j

/Nα con re-

specto a la norma definida en la Ecuación 2.10 es el lı́mite directo del sistema
directo {Ai, φi, j}i, j∈I

i≤ j

, en la categorı́a C⋆.

�

La C⋆-álgebra A∞(A) será de mucha utilidad para definir el grupo K0

asociado a una C⋆-álgebra A.

2.5. K-teorı́a de C⋆-álgebras. La K-teorı́a fue propuesta inicialmente por
Alexander Grothendieck en el año 1957. Grothendieck utilizó principal-
mente la K-teorı́a para formular un resultado conocido hoy en dı́a como
el teorema de Grothendieck-Riemann-Roch. En los años siguientes, la K-
teorı́a se convirtió en una herramienta fundamental en algunas áreas de
la matemática, como son la geometrı́a algebraica, la topologı́a algebraica,
teorı́a de operadores e incluso en fı́sica. Si bien en todas estas áreas, se
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podı́a utilizar la K-teorı́a para dar solución a algunos problemas, los com-
portamientos de la K-teorı́a en las distintas áreas son distintos. El caso más
emblemático quizás sea en la teorı́a de operadores. Pues si bien existen una
infinidad de grupos en K-teorı́a, al igual que el grupo fundamental o los
grupos de homologı́a y cohomologı́a, en la teorı́a de operadores los gru-
pos de K-teorı́a de orden mayor son todos isomorfos a alguno de los dos
primeros. Este resultado se conoce como periodicidad de Bott. A continua-
ción introduciremos brevemente como asociar un grupo conmutativo K0 a
una C⋆-álgebra. Este grupo es un invariante por equivalencia de Morita.
Además probaremos algunas propiedades de estos grupos que nos ayu-
daran a hacer más fácil el calculo de algunos de estos grupos. Para ver más
información de forma amigable dirigirse al texto [29]. Para conocer más de
como asociar uno de estos grupos a una C⋆-álgebra de manera detallada
dirigirse al texto [5]. Durante toda esta sección denotaremos por A una C⋆-
álgebra con unidad, a menos que digamos lo contrario. Recordemos que
una proyección en A es un elemento p ∈ A tal que p2 = p = p⋆. En toda esta
sección denotaremos por 0A el neutro aditivo de la C⋆-álgebra A y por 0n el
elemento neutro aditivo de la C⋆-álgebra Mn(A).

2.5.1. El Monoide V0. Para construir el grupo K0 asociado a una C⋆-álgebra
A comenzaremos asociando a A un monoide V0(A). Luego definiremos el
grupo K0(A) por medio de la aplicación de Grothendieck.

Lema 2.10. Si p, q ∈ A son dos proyecciones tales que pq = 0A, entonces qp = 0A.

Demostración: Como

‖qp‖2 = ‖(qp)⋆(qp)‖ = ‖p⋆q⋆(qp)‖ = ‖pqqp‖ = ‖pqp‖ ≤ ‖pq‖‖p‖ = 0A.

Por lo tanto ‖qp‖2 = 0A, de donde qp = 0A.

�

Debido a este lema podemos, sin ambiguedad, hacer la siguiente defini-
ción.

Definición 2.5.1. Dadas proyecciones p, q ∈ A diremos que estas son ortog-
onales si pq = 0A, y denotaremos p⊥q o q⊥p.

Consideremos el conjunto de todas las proyecciones de A

P1(A) = {p ∈ A : p2 = p = p⋆}.
Cuando dos proyecciones p, q ∈ P1(A) son ortogonales, en vista de que

(p + q)2 = p2 + pq + qp + q2 = p2 + q2 = p + q,

y

(p + q)⋆ = p⋆ + q⋆ = p + q

tenemos que p + q ∈ P1(A). Esto nos hace pensar en que podemos dotar
a P1(A) con una estructura de monoide, pero esto no es cierto pues no
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podemos definir la suma para todo par de elementos de P1(A), ya que de-
pendemos de que estos sean ortogonales. Como ejemplo pensemos que A
tiene unidad. Luego 1A ∈ P1(A) y claramente no existen elementos ortogo-
nales a la identidad, por lo que para p ∈ P1(A) no podemos definir 1A + p de
tal forma que pertenezca a P1(A).
Para el conjunto de las C⋆-álgebras de matrices {Mn(A)}n∈N consideremos
las inclusiones canonicas cuando n,m ∈N son tales que n ≤ m

φn,m : Mn(A) → Mm(A)

a 7→
(

a 0̃
0̃t 0m−n

)

donde 0̃ ∈Mn×m−n(A) es la matriz nula.
Consideremos el sistema directo {Ai, φi, j}i, j∈I

i≤ j

y denotemos por (A∞(A), {ϕn}n∈N),

su lı́mite directo como en el Ejemplo 2.4.11. Además recordemos que por
definición A∞(A) es la completación de la ⋆-álgebra M∞(A).

Definición 2.5.2. 1. Para un elemento a ∈ M∞(A) denotaremos por a|n
el elemento de Mn(A) satisfaciendo que para todo par de elementos
i, j ∈ {1, 2, . . . , n} se cumple (a|n)(i, j) = a(i, j).

2. El soporte de un elemento a ∈ M∞(A) es el menor entero n ≥ 1 tal
que para todo par (i, j) ∈ N × N satisfaciendo que i > n o j > n
tenemos que a(i, j) = 0A.

Consideremos el conjunto de las proyecciones de la C⋆-álgebra A∞(A)

(2.11) P(A) = {p ∈ A∞(A) : p2 = p = p⋆}.
El de las de M∞(A)

(2.12) P∞(A) = {p ∈M∞(A) : p2 = p = p⋆}.
Y el conjunto de las proyecciones de la C⋆-álgebra Mn(A)

Pn(A) = {p ∈Mn(A) : p2 = p = p⋆}.
Extendamos la relación de equivalencia por unitarios al conjunto Pn(A) de
la siguiente forma. Si p, q ∈ Pn(A), entonces diremos que p ∼u q cuando
exista u ∈Mn(A) unitario tal que p = u⋆qu. Análogamente extendamos esta
relación de equivalencia al conjunto P(A). Es decir, para p, q ∈ P(A) diremos
que p ∼u q si existe u ∈ A∞(A) unitario tal que p = u⋆qu. Denotemos
por [p] la clase de equivalencia de p ∈ P(A) con respecto a ∼u. En vista
de la Proposición 2.21 la relación de equivalencia ∼u coincide en P∞(A),
y por lo tanto en P(A), con las de la equivalencia por homotopı́as y la
equivalencia simple de la Definición 2.4.15. Desde ahora en adelante para
p ∈ P(A) denotaremos por [p] la clase de equivalencia de p con respecto a
esta equivalencia. Luego simplemente el producto de matrices muestra el
siguiente lema.

Observación 2.5.1. El conjunto P∞(A) es denso en P(A).
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Lema 2.11. Si p ∈ A es una proyeción, entonces en M2(A)
(

p 0A

0A 0A

)

∼u

(

0A 0A

0A p

)

.

Demostración:
(

p 0A

0A 0A

)

=

(

0A 1A

1A 0A

) (

0A 0A

0A p

) (

0A 1A

1A 0A

)

.

�

Ahora estamos en condidiones de definir un monoide a partir de la C⋆-
álgebra A.

Lema 2.12. Si p, q ∈ P(A), entonces p⊥q.

Demostración: Si p, q ∈ P∞(A) tienen soportes np y nq respectivamente,
entonces sin perdida de generalidad podemos suponer np ≤ nq. Luego,
definiendo qn = q|nq y pn = p|nq por el Lema 2.11, en M2n(A) tendremos

(

qn 0n

0n 0n

)

∼u

(

0n 0n

0n qn

)

.

Por lo tanto

p2nq2n =

(

pn 0n

0n 0n

) (

0n 0n

0n qn

)

= 02n ∈M2n(A).

Es decir p2n y q2n son proyeciones ortogonales en M2n(A). Finalmente, como
pq = ϕ2n(p2nq2n) = 0 tendremos que p⊥q. Luego si p, q ∈ P(A) existen
sucesiónes (pk)k∈N y (qk)k∈N en M∞(A) convegientes a p y q respectivamente.
Y por lo anterior tenemos que para todo n ∈ N pn, qn ∈M∞(A) y pn⊥qn. De
donde se concluye que p⊥q.

�

De este modo la suma de elementos en P(A)/ ∼u esta bien definida, pues
dados [p], [q] ∈ P∞(A)/ ∼u con soportes np y nq respectivamente. Para todo
n ≥ máx{np, nq} tenemos que p|n, q|n ∈ Mn(A) son tales que ϕn(p|n) = p y
ϕn(q|n) = q, donde ϕn : Mn(A) → A∞ es el morfismo del Ejemplo 2.4.11.
Ası́ definimos la suma en P∞(A)/ ∼u por

[p] + [q] :=

[

ϕ2n

((

p|n 0n

0n q|n

))]

= [ϕ2n(DIAG(p|n, q|n))].

Este suma se puede extender al conjunto P(A)/ ∼u. Esto induce la siguiente.

Proposición 2.23. Si A es una C⋆-álgebra con unidad, entonces P(A)/ ∼u es un
monoide abeliano con identidad 0 = [0A]. Además, si B es una
C⋆-álgebra y β : A→ B es un ⋆-homomorfismo, entonces la función inducida por
β;

V0(β) : P(A)/ ∼u → P(B)/ ∼u

[(ai j)i, j∈N] 7→ [(β(ai j)i j)i, j∈N]
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es un homomorfismo de monoides aditivos y además la correspondencia
A 7→ P(A)/ ∼u, β 7→ V0(β) es un functor covariante de la categorı́a de las C⋆-
álgebras en la categorı́a de los monoides abelianos.

Demostración: Sean [p], [q], [r] ∈ P(A)/ ∼u con soportes np, nq, nr re-
spectivamente. Si n ≥ máx{np, nq} y m ≥ máx{2n, nr} entonces tendremos
que

([p] + [q]) + [r] = [ϕ2m(DIAG(p|n, q|n, 0̃m−2n, r|m))]

= [ϕ2m(DIAG(p|n, q|n, r|m, 0̃m−2n))]

= [p] + ([q] + [r]).

Además claramente [p] + [0A] = [p]. De donde concluimos que P(A)/ ∼u es
un monoide con el elemento identidad dado por 0 = [0A].
Sean [p], [q] ∈ P(A)/ ∼u con soportes np y nq respectivamente. Si n ∈ N es
tal que n ≥ máx{np, nq}, entonces

(

p|n 0n

0n q|n

)

∼u

(

q|n 0n

0n p|n

)

.

De donde se tiene que

[p] + [q] =
[
ϕ2n

(
DIAG(p|n, q|n)

)]
=

[
ϕ2n

(
DIAG(q|n, p|n)

)]
= [q] + [p].

Ası́ concluimos que P(A)/ ∼u es un monoide abeliano.
Consideremos B una C⋆-álgebra y un ⋆-homomorfismo de C⋆-álgebras
β : A → B. Sean [p], [q] ∈ P(A)/ ∼u con soportes np y nq respectivamente.
Para n ≥ máx{np, nq} y la función inducida

V0(β) : P(A)/ ∼u → P(B)/ ∼u

[(ai j)1≤i, j≤n] 7→ [(β(ai j)i j)1≤i, j≤n]

tenemos que

V0(β)([p] + [q]) = V0(β)([ϕ2n(DIAG(p|n, q|n))])

= V0(β)([ϕ2n(DIAG((pi j)
n
i, j=1

, (qi j)
n
i, j=1

))])

= V0(β)([ϕ2n(DIAG((β(pi j)i j)
n
i, j=1

, (β(qi j)i j)
n
i, j=1

))])

= V0(β)([p]) + V0(β)([q]).

Por lo tanto V0(β) es un homomorfismo de monoides. En vista de todo lo
que hemos probado, es claro que V0 es un functor covariante.

�

Definición 2.5.3. Al par (P(A)/ ∼u,+) lo llamaremos el monoide asociado
a la C⋆-álgebra A y lo denotaremos por V0(A).

Ejemplo 2.5.1. Hagamos el calculo de V0(A) para los ejemplos canonicos de C⋆-
álgebras.
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1. Para A = C, todo elemento de V0(A) es representado por una matriz de
proyección con coeficientes reales, pues es autoadjunta. Además las proyec-
ciones en Mn(A) son equivalentes cuando sus imagenes, como subespacios
de Cn, tienen la misma dimensión. Ası́ tenemos que

V0(A) =N ∪ {0}.
2. Sea k ∈N y n ∈N. Para A =Mk(C), tenemos que

Mn(Mk(C)) � Mnk(C). Luego M∞(Mk(C)) � M∞(C). Ası́ por el argu-
mento del punto anterior se tiene que

V0(A) =N ∪ {0}.
3. Sea H un espacio de Hilbert infinito dimensional y separable. Denotemos

por K(H) el espacio de los operadores lineales y compactos sobre H, de este
modo Mn(K(H)) � K(Hn) � K(H). Como para toda proyección en K(H) la
dimensión de la imagen es finita, se concluye que

V0(K(H)) =N ∪ {0}.
2.5.2. El grupo K0(A). Comenzaremos esta sección dando la definición del
grupo K0 para una C⋆-álgebra con unidad, para luego definir el grupo K0

de una C⋆-álgebra general. Observamos que si M es un monoide abeliano y
dotamos a M×M con la suma coordenada a coordenada, entonces podemos
definir la siguiente relación

(m1, n1) ∼ (m2, n2) si y solo si existe k ∈M, m1 + n2 + k = m2 + n1 + k.

Es claro que esta relación es reflexiva y simétrica, ası́ que solo basta ver que
es transitiva. Supongamos que (m1,m2) ∼ (n1, n2) y (n1, n2) ∼ (n′

1
, n′

2
), luego

existen k, h ∈M tales que

m1 + n2 + k = n1 +m2 + k y n1 + n′2 + h = n′1 + n2 + h.

Sumando ambas ecuaciones obtenemos

m1 + n2 + k + n1 + n′2 + h = n1 +m2 + k + n′1 + n2 + h.

Por la conmutatividad del monoide M y asociando tendemos que

m1 + n′2 + (k + n1 + n2 + h) = n′1 +m2 + (k + n1 + n2 + h).

De donde concluimos que (m1,m2) ∼ (n′
1
, n′

2
). Ası́ la relación ∼ es una

relación de equivalencia. Denotaremos las clases de equivalencia por

[(m, n)] = {(m1, n1) : (m, n) ∼ (m1, n1)}.
Es importante destacar que si (m1,m2) ∼ (n1, n2) y (m′

1
,m′

2
) ∼ (n′

1
, n′

2
), en-

tonces existe k, k′ ∈M tal que

m1 + n2 + k = n1 +m2 + k y m′1 + n′2 + k′ = n′1 +m′2 + k′.

Luego sumando estas dos ecuaciones, en vista de que el monoide es abeliano,
tenemos que

m1 +m′1 + n2 + n′2 + (k + k′) = m2 +m′2 + n1 + n′1 + (k + k′).
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Por lo tanto (m1 +m′
1
,m2 +m′

2
) ∼ (n1 + n′

1
, n2 + n′

2
). Ası́ la relación de equiv-

alencia es compatible con la estructura aditiva de M ×M. Es decir que

[(m, n)] + [m′, n′] = [m +m′, n + n′].

Es fácil ver que dado h ∈ M, el elemento [(h, h)] = {(n, n) : n ∈ M} es un
neutro para la suma en (M×M)/ ∼. Pues dado [(m, n)] ∈ (M×M)/ ∼ y h ∈M
tenemos que para cualquier k ∈M se cumple

(m + h) + n + k = m + (n + h) + k

por la conmutatividad del monoide M. Luego

[(m, n)] + [(h, h)] = [(m + h, n + h)] = [(m, n)],

es decir que el elemento neutro para la suma en (M ×M)/ ∼ es [(m,m)].
También tenemos que para cada [(m, n)] ∈ (M×M)/ ∼ su inverso aditivo es
[(n,m)], ya que

[(m, n)] + [(n,m)] = [(m + n,m + n)].

De todo lo anterior se puede concluir que el conjunto (M ×M)/ ∼ es un
grupo abeliano, ya que el ser abeliano lo hereda de M.

Definición 2.5.4. Si M es un monoide el Grupo de Grothendieck asociado
a M es el conjunto (M ×M)/ ∼, que denotaremos por K00(M).

Ejemplo 2.5.2. Sea X un espacio topologico de Hausdorff, conexo, localmente
compacto y no compacto. Calcularemos el grupo de Grothendieck de la C⋆-álgebra
C0(X), es decir las funciones continuas en X que se desvanecen al infinito. Podemos
identificar Mn(C0(X)) con C0(X,Mn(C)). Bajo esta identificación, las proyecciones
en la C⋆-álgebra Mn(C0(X)) son identificadas con las proyecciones en la C⋆-álgebra
C0(X,Mn(C)). Denotemos por T : Mn(C) → C la traza usual. Luego para una
proyección p ∈ C0(X,Mn(C)), la función

φp : X → Z

x 7→ T(p(x)).

es constante pues X es conexo. Pero la unica función constante en C0(X,Z) es
la función nula, pues X no es compacto. Por lo tanto φp : X → Mn(C) es la
función nula. De donde concluimos que toda proyección en Mn(C0(X)) es nula.
Ası́ K00(V0(C0(X))) = {0}.

Es importante destacar que si M1 y M2 son monoides abelianos y
α : M1 → M2 es un homomorfismo entre estos monoides, entonces α se
extiende a un homomorfismo entre sus grupos de Grothendieck asociados
por;

K0(α) : K00(M1) → K00(M2)
[(m, n)] 7→ [(α(m), α(n))].

Definición 2.5.5. Si A es una C⋆-álgebra con unidad, definimos el grupo
K0(A) := K00(V0(A)). Donde V0(A) es el monoide de la Definición 2.5.3. En
tal caso denotaremos, para m, n ∈ V0(A) la clase de equivalencia [([m], [n])]
por [m] − [n].
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Ejemplo 2.5.3. Sea X un espacio de Hausdorff, conexo y compacto. Para p ∈
Pn(C(X)) consideremos la función φp : X→ C definida por
φp(x) = T(p(x)), donde T denota la traza usual de matrices. Como
p(x) ∈ Mn(C) es una proyección en Cn, su traza es simplemente la dimensión del
subespacio p(x)Cn. Luego, para todo x ∈ X tenemos que φp(x) ∈ N. Además, si
(pi j(x))n

i, j=1
, entonces

T(p(x)) =

n∑

i=1

pii(x),

y como todas las funciones pii son continuas, concluimos queφp es continua. Por lo
tanto φp ∈ C(X,N), y como X es conexo se tiene que φp es constante. Denotaremos
por T(p) el valor de φp. De esto concluimos que la función

Dim : V0(C(X)) → N

[p] 7→ T(p)

esta bien definida. Como la función valuación en x

τx : C(X) → C

f 7→ f (x)

es un homomorfismo de C⋆-álgebra al igual que la función
T : C(X,Mn(C))→ C. tenemos por la Proposición 2.23 que

V0(τx) : V0(C(X)) → V0(C)
[p] 7→ [p(x)]

y

V0(T) : V0(C(X)) → N

[p] 7→ [T(p)]

son homomorfismo de monoides aditivos. Ası́, Dim = V0(T) ◦ V0(τx) es un ho-
momorfismo de monoides aditivos que se extiende a un homomorfismo de grupos
aditivos dado por

K0(Dim) : K0(C(X)) → K0(C)
[p] − [q] 7→ [(T(p))] − [T(q)].

Finalmente como X es compacto, tenemos que la función 1X es una proyección y
1 = 1X(x) = K0(Dim)([1]). Por lo tanto K0(Dim) es un homomorfismo de grupos
epiyectivo.

Observación 2.5.2. Es importante destacar, en el Ejemplo anterior, que si el espacio
X no es conexo, entonces la funciónφp : X→ C definida porφp(x) := T(p(x)) no es
constante salvo en sus componentes conexas. En particular, en el ejemplo anterior,
si reemplazamos X conexo por X totalmente disconexo habremos construido un
epimorfismo

K0(Dim) : K0(C(X)) → C(X,K0(C))
[p] − [q] 7→ [(T(p(x)))] − [T(q(x))].
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En vista de que [(T(p(x)))] − [T(q(x))] = 0 para todo x ∈ X si y solo si para todo
x ∈ X se tiene [(T(p(x)))] = [T(q(x))], concluimos que si X es un espacio compacto,
Hausdorff y totalmente disconexo, entonces

K0(C(X)) � C(X,Z).

Proposición 2.24. Si A,B son C⋆-álgebras homotopicamente equivalentes, en-
tonces sus grupos K0 son isomorfos. Es decir, K0(A) � K0(B).

Demostración: Como A y B son homotopicamente equivalentes exis-
ten ϕ : A → B y φ : B → A ⋆-homomorfismos tales que ϕ ◦ φ es homo-
topicamente equivalente a la identidad en B y φ ◦ ϕ es homotopicamente
equivalente a la identidad en A. Luego, Existe HA : [0, 1] ×A→ A continua
tal que para todo a ∈ A se cumple HA(0, a) = φ ◦ ϕ(a) y HA(1, a) = a. Por lo
tanto, dado [p] ∈ V0(A) tendremos

V0(φ) ◦ V0(ϕ)([p]) = V0(φ)([ϕ(p)]) = [φ ◦ ϕ(p)] = [p].

Es decir, V0(φ)◦V0(ϕ) = IV0(A). De donde se concluye que V0(ϕ) es inyectiva.
Análogamente, existe HB : [0, 1] × B → B continua tal que para todo b ∈ B
se cumple HB(0, b) = ϕ ◦ φ(b) y HB(1, b) = b. Por lo tanto, dado [q] ∈ V0(B)
tendremos

V0(ϕ) ◦ V0(φ)([q]) = V0(ϕ)([φ(q)]) = [ϕ ◦ φ(q)] = [q].

Es decir, V0(ϕ)◦V0(φ) = IV0(B). De donde se concluye que V0(ϕ) es sobreyec-
tiva. Finalmente concluimos que V0(A) y V0(B) son monoides isomorfos y
por lo tanto K0(A) � K0(B), con el isomorfismo dado por K0(ϕ) y su inversa
por K0(φ).

�

Corolario 2.9. Si A es una C⋆-álgebra contractible, es decir la función identidad
I : A→ A es homotopicamente equivalente a la función nula 0 : A→ A. entonces
K0(A) � {0}.

Demostración: Por la Proposición 2.24, tenemos que el isomorfismo
viene dado por K0(0). Que es el homomorfismo nulo.

�

Ejemplo 2.5.4. Hagamos el calculo del grupo K0(A) para algunas C⋆-álgebras A.

1. Sea A = C. Por el Ejemplo 2.5.1 tenemos que V0(C) = N ∪ {0}, de este
modo K0(C) = Z.

2. Sea X un espacio de Hausdorff, compacto y contractible. Luego existe x0 ∈ X
y α : [0, 1] × X→ X continua tales que

α(1, x) = x y α(0, x) = x0.

Definamos para cada t ∈ [0, 1] un ⋆-homomorfismo

ϕt : C(X)→ C(X) por ϕt( f )(x) = f (α(t, x)).

Claramente ϕ0( f )(x) = f (x0), ϕ1( f )(x) = f (x) y la función
t → ϕt( f ) es continua para cada f ∈ C(X). Esto ultimo muestra que
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ϕ0 es homotopica a la función identidad en C(X). Consideremos los ⋆-
homomorfismosϕ : C(X)→ C yψ : C→ C(X) definidos porϕ( f ) = f (x0)
y ψ(z) = z1(x). De esto modo ϕ ◦ψ = IC y ψ ◦ϕ = ϕ0 que es homotopica
a IC(X). En vista de la Proposición 2.24, el diagrama

K0(C(X))
K0(Dim)

//

K0(ϕ)

��

Z

K0(C)

K0(T)

;;
v

v
v

v
v

v
v

v
v

v

es conmutativo y K0(ϕ),K0(T) son isomorfismos. Por lo tanto
K0(Dim) : K0(C(X))→ Z es un isomorfismo de grupos.

Recordemos que si A es una C⋆-álgebra sin unidad entonces existe una
C⋆-álgebra llamada la unitización A que es un C⋆-álgebra con unidad el la
cual se embebe A. Además recordemos que la unitización de A, no es más
que Ȧ = A⊕C con el producto e involución definidos en las Ecuaciones 2.5 y
2.6 respectivamente y la norma de la Proposición 2.13 ası́ que en particular
existe una proyección φ : Ȧ → C. En otras palabras la proyección en la

segunda coordenada de Ȧ = A ⊕ C. De este modo, existe V0(φ) : V0(Ȧ) →
V0(C) homomorfismo de monoides.

Definición 2.5.6. Si A es una C⋆-álgebra sin unidad, entonces definimos el
grupo K0(A) por;

K0(A) := NUCLEO(K0(φ) : K0(Ȧ)→ K0(C))

donde K0(φ) es la extención a los grupos de Grothendieck del homomorfis-

mo de monoides V0(φ) : V0(Ȧ)→ V(C) descrito en el parrafo anterior.

Como el K0(C) = Z, podemos escribir para una C⋆-álgebra sin unidad A,

K0(A) := NUCLEO{K0(φ) : K0(Ȧ)→ Z}
Observación 2.5.3. Si A es una C⋆-álgebra sin unidad, entonces el grupo K0(A)
es un subgrupo del grupo K0(Ȧ).

Esta proposición a continuación nos será de mucha utilidad para rela-
cionar las dos C⋆-álgebras que asociaremos a un embaldosado.

Proposición 2.25. Sea A una C⋆-álgebra. El ⋆-homomorfismo φn : A→ Mn(A)
definido por φn(a) := DIAG(a, 0), induce un isomorfismo

K0(φn) : K0(A)→ K0(Mn(A)).

Demostración: Basta mostrar que V0(φn) : V0(A) → V0(Mn(A)) es un
isomorfismo. Claramente V0(φn) es inyectiva. Si consideramos una proyec-
ción (ai j) ∈ P∞(Mn(A)), claramente existe una proyección (bi j) ∈ P∞(A)
tal que V0(φn)(bi j) = (ai j). Concluimos que V0(φn) es un isomorfismo de
monoides que se extiende a un isomorfismo de grupos

K0(φn) : K0(A)→ K0(Mn(A)).
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�

De esto se obtiene, con un poco más de trabajo, el siguiente.

Corolario 2.10. Si A es una C⋆-álgebra, entonces para cualquier espacio de Hilbert
H se cumple, K0(A) � K0(A ⊗ K(H)).

Para finalizar esta sección enunciaremos un teorema que relaciona el
grupo K0 asociado a una C⋆-álgebra de funciones continuas sobre un es-
pacio compacto, con el grupo de cohomologı́a de este espacio. Para su
demostración recomendamos referirse a [14].

Teorema 2.15. Sea X un espacio topológico compacto. Entonces existe un isomor-
fismo

ζ : K0(C0(X)) ⊗Q→ ⊕n∈NH2n(X;Q),

donde H2n(X;Q) denota el 2n-esimo grupo de cohomologı́a del espacio X con
coeficientes en Q.

2.5.3. Trazas. En esta sección introduciremos el concepto de traza en la
K-teorı́a de una C⋆-álgebra. Este concepto es fundamental para compren-
der la conjetura del etiquetamiento de lagunas que tratamos de entender.
Consideremos A una C⋆-álgebra sin unidad.

Definición 2.5.7. Un funcional C-lineal τ : A → C es llamado traza si para
todos x, y ∈ A satisface la propiedad

τ(xy) = τ(yx).

Si en el caso que A tiene unidad τ es además un estado, según la Definición
2.4.12, entonces lo llamaremos estado tracial ó traza normalizada.

Consideremos la ⋆-álgebra M∞(A), definida en el Ejemplo 2.4.11. Sean
x, y ∈M∞(A) con soportes nx, ny respectivamente y n ≥ máx{nx, ny}. Además
supongamos que x ∼u y, luego

x|n = (xi j)0≤i, j≤n, y|n = (yi j)0≤i, j≤n ∈Mn(A)

son tales que x|n ∼u y|n, por lo tanto existe v = (vi j)0≤i, j≤n ∈Mn(A) isometria
parcial tal que x|n = vv⋆ y y|n = v⋆v. Luego

τ(xii) = τ
(∑n

k=1 vikv⋆
ki

)

=
∑n

k=1 τ(vikv⋆
ki

)

=
∑n

k=1 τ(v⋆
ki

vik).
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Ası́ ∑n
i=1 τ(xii) =

∑n
i=1

∑n
k=1 τ(v⋆

ki
vik)

=
∑n

k=1

∑n
i=1 τ(v⋆

ki
vik)

=
∑n

k=1 τ
(∑n

i=1 v⋆
ki

vik

)

=
∑n

k=1 τ(ykk).

Podemos extender, por continuidad, esta traza a la C⋆-álgebra A∞(A).
Luego, por lo anterior, al monoide V0(A) de la Definición 2.5.3 y por lineal-
idad a K0(A).

Definición 2.5.8. Sea τ una traza en la C⋆-álgebra A.

1. Dado y = (yi j)0≤i, j≤n ∈ Pn(A) definimos la traza τn : Pn(A)→ C por

τn(y) =

n∑

i=1

τ(yii).

2. Dado [x] ∈ M∞(A) denotemos su soporte por n ∈ N. definimos la
traza τ∞ : M∞(A)→ C por

τ∞([x]) = τn(x|n) =

n∑

i=1

τ(xii).

Por continuidad puede ser extendida a τ∞ : A∞(A)→ C.
3. Como τ∞ es invariante por la relación de equivalencia ∼u, podemos

extenderla a V0(τ) : V0(A)→ C.

Observación 2.5.4. De la definición anterior se puede definir una traza en el
grupo K0(A) por linealidad. Para g ∈ K0(A) existen [p], [q] ∈ V0(A) tales que
g = [p] − [q]. Ası́ la traza K0(τ) : K0(A)→ C se define por

K0(τ)(g) = V0(τ)([p]) − V0(τ)([q]).

Además si p ∈ M∞(A) tiene soporte np ∈ N y es una proyección, entonces debido

a que p = p⋆ = p2 y p|n = (pi j)
n
i, j=1

tendremos

pii = p2
ii +

np∑

j=1
j,i

p⋆j p j.

De donde se tiene que para todo i ∈ {1, 2, . . . , n} se cumple pii ≥ 0, por ser suma
de elementos positivos. Por lo tanto τ∞(p) ≥ 0. Concluimos, por continuidad y
linealidad, que V0(τ) : V0(A)→ R+ y K0(τ) : K0(A)→ R.
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3. C⋆-́    .

En esta sección introduciremos dos métodos para construir una
C⋆-álgebra a partir de un embaldosado. La diferencia principal de estos
dos métodos es el espacio inicial en el que trabajaremos. En el primero, que
llamaremos caso continuo, construiremos la C⋆-álgebra a partir del casco
continuo del embaldosado en cuestión. Mientras que en el segundo caso,
llamado caso discreto, la construiremos a partir de la transversal del casco
continuo. La idea principal de como construir estas C⋆-álgebras proviene
de las álgebras llamadas C⋆-álgebras productos cruzados, ver [30]. A pe-
sar de que las C⋆-álgebras en el caso continuo y discreto son distintas, se
puede probar que son equivalentes en el sentido de Morita, esto implica
en particular que sus K-teorı́as son iguales. Para más información ver [15].
Además definiremos una traza (ver Definición 2.5.7) en la C⋆-álgebra del
caso discreto. Esta traza es parte importante de la función de etiquetaje de
lagunas que deseamos construir.

3.1. C⋆-álgebra asociada a un embaldosado: Caso Continuo. Sea A un
conjunto finito de baldosas en Rd y fijemos un Embaldosado T0 ∈ XA que
satisfaga FPC (ver Definición 2.3.14). Denotemos porΩT0 al casco continuo
asociado al embaldosado T0. Comenzemos nuestra construcción con el es-
pacio vectorial Cc(ΩT0 ×Rd) de las funciones continuas a soporte compacto

con valores en C definidas en ΩT0 ×Rd.

3.1.1. Definición del producto y la involución. Para f, g ∈ Cc(ΩT0×Rd) tomem-

os T ∈ ΩT0 , x ∈ Rd y definamos el producto e involución en este espacio
por

f ∗ g(T, x) =

∫

Rd

f (T, y)g(T − y, x − y)dy.(3.1)

f⋆(T, x) = f (T − x,−x).(3.2)

Puesto que f, g ∈ Cc(ΩT0 × Rd), es claro que f ∗ g ∈ Cc(ΩT0 × Rd). Por lo
que el producto esta bien definido. Además es trivial probar que para a ∈ C
tenemos

( f + ag)⋆ = f⋆ + ag⋆.
( f⋆)⋆ = f .

Ası́ que para mostrar que la aplicación f → f⋆ es realmente una involución,

basta probar que ( f ∗ g)⋆ = g⋆ ∗ f⋆. En efecto, sean f, g ∈ Cc(ΩT0 ×Rd),
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T ∈ ΩT0 , x ∈ Rd. luego

[ f ∗ g]⋆(T, x) =
(∫

Rd f (T, y)g(T − y, x − y)dy
)⋆

=
(∫

Rd f (T − x, y)g(T − x − y,−x − y)dy
)

haciendo z = x + y

=
(∫

Rd f (T − x,−x + z)g(T − z, z)dz
)

=
∫

Rd g(T − z, z) f (T − x,−x + z)dz

=
∫

Rd g⋆(T, z) f⋆(T − z, x − z)dz

= g⋆ ∗ f⋆(T, x).

De donde concluimos que la aplicación ⋆ que hemos definido es una in-
volución.
Pero en general el álgebra (Cc(ΩT0 ×Rd),+, ∗) no es completa con la norma
del supremo y no satisface las Ecuaciones 2.3 y 2.4 de la Definición 2.4.4.
Esto nos obliga a definir una nueva norma que satisfaga las condiciones
impuestas en la Definición 2.4.4 para lograr nuestro objetivo de construir
una C⋆-álgebra.

3.1.2. Construcción de la norma. Consideremos el espacio de Hilbert L2(Rd),

un embaldosado T1 ∈ ΩT0 y definamos para cada f ∈ Cc(ΩT0 × Rd) un
operador λT1

( f ) por

λT1
( f ) : L2(Rd) → L2(Rd)

ξ 7→ λT1
( f )(ξ).

Donde la función λT1
( f )(ξ) esta definida por

λT1
( f )(ξ)(x) :=

∫

Rd

f (T1 + x, y)ξ(x − y)dy.

Claramente este operador es lineal y además es acotado ya que si ‖ξ‖2 = 1,
entonces

‖λT1
( f )ξ‖22 =

∫

Rd

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Rd

f (T1 + x, y)ξ(x − y)dy

∣
∣
∣
∣
∣

2

dx.
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Luego como la función y 7→ f (T1 + x, y) esta en L2(Rd) por ser continua a
soporte compacto tenemos, utilizando la desigualdad de Hölder, que

‖λT1
( f )ξ‖2

2
≤

∫

Rd

(∫

Rd

∣
∣
∣ f (T1 + x, y)ξ(x − y)

∣
∣
∣dy

)2
dx

≤
∫

Rd‖ f (T1 + x, ·)‖2
2
‖ξ‖2

2
dx

≤ K máx
{

| f (T1 + x, y)|2 : x, y ∈ Rd
}

≤ K‖ f ‖2∞.
De donde concluimos que la norma operador de λT1

( f ) es menor o igual a
la norma infinito de f por una constante K que es la medida de lebesgue
del soporte de f . Como esta cota no depende del embaldosado T1, tenemos
que para todo T ∈ ΩT0 el operador de la forma λT( f ) tiene norma acotada.

En otras palabras, para todo T ∈ ΩT0 tenemos que λT( f ) ∈ B(L2(Rd)).

Lema 3.1. Si f ∈ Cc(ΩT0 ×Rd) \ {0}, entonces existe T ∈ ΩT0 tal que ‖λT( f )‖ , 0

Demostración: Si f ∈ Cc(ΩT0 ×Rd) \ {0}, entonces existe (T1, x1) ∈ ΩT0 ×
Rd tal que f (T1, x1) , 0. Además, Por continuidad, existe δ > 0 tal que para
todo (T, x) ∈ Bδ(T1, x1) se tiene

f (T, x) , 0.

Afirmamos que el operador

λT1
( f ) : L2(Rd)→ L2(Rd),

no tiene norma cero. En efecto, definamos ξ : Rd → Rd por

ξ(x) =

{

1 si − x ∈ π2 (Bδ(T1, x1)) ;
0 si − x < π2 (Bδ(T1, x1)) .

Luego, la función continua λT1
( f )ξ es tal que

λT1
( f )ξ(0) =

∫

Rd

f (T1, y)ξ(−y)dy =

∫

π2(Bδ(T1,x1))
f (T1, y)dy , 0.

De donde concluimos que,

‖λT1
( f )ξ‖22 =

∫

Rd

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Rd

f (T1 + x, y)ξ(x − y)dy

∣
∣
∣
∣
∣

2

dx , 0.

Por lo tanto, si f ∈ Cc(ΩT0 ×Rd) \ {0}, entonces ‖λT0( f )‖ > 0.

�

Esto nos permite definir ‖·‖⋆ : Cc(ΩT0 ×Rd)→ [0,∞) por

‖ f ‖⋆ := sup
T∈ΩT0

‖λT( f )‖.
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Claramente ‖·‖⋆ satisface la desigualdad triangular. Además para todoα ∈ C
y f ∈ Cc(ΩT0 ×Rd) se tiene

‖α f ‖⋆ = |α| ‖ f ‖⋆.

Por el Lema 3.1, se sigue que, toda función f ∈ Cc(ΩT0 ×Rd) \ {0} satisface

0 < sup
T∈ΩT0

‖λT( f )‖ ≤ K‖ f ‖2∞.

Concluimos que ‖·‖⋆ es un norma para el espacio Cc(ΩT0 ×Rd).

Además para todo T ∈ ΩT0 la función λT : Cc(ΩT0 × Rd) → B(L2(Rd))
definida por f 7→ λT( f ) es un homomorfismo de álgebras que satisface

λT( f⋆) = (λT( f ))⋆ := operador adjunto de λT( f ).

En efecto, para todo a ∈ C y f, g ∈ Cc(ΩT0 ×Rd) la propiedad

λT( f + ag) = λT( f ) + aλT(g)

es clara. Ası́, basta mostrar que para todo f, g ∈ Cc(ΩT0 ×Rd) tenemos

λT( f ∗ g) = λT( f ) ◦ λT(g).
λT( f⋆) = (λT( f ))⋆.

Consideremos T ∈ ΩT0 fijo. Sean f, g ∈ Cc(ΩT0 ×Rd) y ξ ∈ L2(Rd). Luego

(λT( f ) ◦ λT(g)ξ)(x) = λT( f )
(∫

Rd g(T + x, y)ξ(x − y)dy
)

=
∫

Rd f (T + x, z)
(∫

Rd g(T + x − z, y)ξ(x − z − y)dy
)

dz

=
!

Rd×Rd f (T + x, z)g(T + x − z, y)ξ(x − z − y)dydz

haciendo u = z + y

=
!

Rd×Rd f (T + x, z)g(T + x − z, u − z)ξ(x − u)dudz

=
∫

Rd

(∫

Rd f (T + x, z)g(T + x − z, u − z)dz
)

ξ(x − u)du

=
∫

Rd

(
f ∗ g(T + x, u)

)
ξ(x − u)du

= (λT( f ∗ g)ξ)(x).

Por lo tanto λT( f ) ◦ λT(g) = λT( f ∗ g).

Para probar la otra propiedad, considere f ∈ Cc(ΩT0 × Rd) y ξ, η ∈ L2(Rd).



96

Luego

〈ξ(x), (λT( f⋆)η)(x)〉 =
∫

Rd ξ(x)λT( f⋆)η(x)dx

=
∫

Rd ξ(x)
(∫

Rd f (T + x − y,−y)η(x − y)dy
)

dx

=
!

Rd×Rd ξ(x) f (T + x − y,−y)η(x − y)dydx

haciendo z = x − y

=
!

Rd×Rd f (T + z,−y)ξ(z + y)η(z)dydz

=
∫

Rd

(∫

Rd f (T + z,−y)ξ(z + y)dy
)

η(z)dz

=
∫

Rd

(∫

Rd f (T + z, y)ξ(z − y)dy
)

η(z)dz

=
∫

Rd(λT( f )ξ)(z)η(z)dz

= 〈(λT( f )ξ)(x), η(x)〉

de donde, por la unicidad del operador adjunto, tenemos que

(λT( f ))⋆ = λT( f⋆).

Con esto hemos concluido que para todo T ∈ ΩT0 la función λT es un

homomorfismo entre las álgebras Cc(ΩT0 ×Rd) y B(L2(Rd)) que satisface la
propiedad

λT( f⋆) = (λT( f ))⋆.

Denotemos por C(ΩT0) ⋊ Rd la completación de la álgebra con involución

(Cc(ΩT0 ×Rd),+, ∗,⋆ ) con respecto a la norma

‖ f ‖⋆ := sup
T∈ΩT0

‖λT( f )‖.

Como la álgebra C(ΩT0) ⋊ Rd es un álgebra completa con involución solo
basta comprobar que satisface las propiedades de la Definición 2.4.4 para

concluir que es una C⋆-álgebra. En efecto si f, g ∈ C(ΩT0) ⋊ Rd, entonces
tenemos

‖ f ∗ g‖⋆ = sup
T∈ΩT0

‖λT( f ∗ g)‖ = sup
T∈ΩT0

‖λT( f ) ◦ λT(g)‖

≤ sup
T∈ΩT0

‖λT( f )‖ ‖λT(g)‖ = ‖ f ‖⋆ ‖g‖⋆.
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Por otra parte

‖ f⋆ ∗ f ‖⋆ = sup
T∈ΩT0

‖λT( f⋆ ∗ f )‖ = sup
T∈ΩT0

‖λT( f⋆) ◦ λT( f )‖

= sup
T∈ΩT0

‖λT( f )⋆ ◦ λT( f )‖ = sup
T∈ΩT0

‖λT( f )‖2 = ‖ f ‖2⋆.

Ası́ concluimos que C(ΩT0) ⋊ Rd es una C⋆-álgebra.

Observación 3.1.1. Si en la transversal ΓT0 ⊂ ΩT0 actúa un grupo G, entonces
podemos definir de la misma forma que antes la C⋆-álgebra C(ΓT0) ⋊ G.

3.2. C⋆-álgebra asociada a un embaldosado: Caso Discreto. En el mis-
mo contexto del caso continuo construiremos ahora una C⋆-álgebra que
denotaremos por AT0 , para T0 ∈ XA satisfaciendo la condición FPC. De-
notemos por ΓT0 ⊂ ΩT0 a la transversal del casco continuo ΩT0 asociado al
embaldosado T0. Definamos el conjunto

R =
{

(T1,T2) ∈ ΓT0 × ΓT0 : existe x ∈ Rd tal que T1 = T2 + x
}

.

Este induce una relación de equivalencia ∼R, en ΓT0 cuyas clases son sim-

plemente las Rd-órbitas en ΓT0 . En vista de que el conjunto de estas clases
Ψ = ΓT0/∼R no es un espacio de Hausdorff con la topologı́a cociente, se le
llama espacio no conmutativo del embaldosado T0. El matemático frances
Alain Connes propone, en su libro [8], que el estudio de espacios topologı́cos
dificiles de tratar, como por ejemplo espacios no localmente compactos, o no
Hausdorff, se haga a través del espacio de las funciones continuas definidas
sobre este espacio. Inspirados en esto, comenzaremos a construir nuestra
álgebra.
Dotemos a R de una distancia. Para (T1,T1+ x1), (T2,T2 + x2) ∈ R, definimos

d(T1,T1 + x1), (T2,T2 + x2)) = d(T1,T2) + d(T1 + x1,T2 + x2).

Esta función claramente es una distancia.
Llamemos T a la topologı́a en R inducida por d. Es decir, la topologı́a
generada por las bolas

Bd((T,T′), r) =
{
(T1,T2) ∈ R : d((T,T′), (T1,T2)) < r

}
.

Observación 3.2.1. Sea T ∈ ΓT0 y sean x, y ∈ Rd. Si ‖x − y‖ es suficientemente
pequeña, entonces

d(T + x,T + y) = ‖x − y‖.
En general el conjunto R no es cerrado. Sin embargo, podemos describir

la topologı́a T en base a la siguiente.

Proposición 3.1. La topologı́a T esta generada por los conjuntos compactos

UM,x,x′ =
{
(T,T − (x′ − x)) ∈ R : M − x ⊂ T

}

donde M es un motivo de T0 y x, x′ ∈ Rd son tales que existen dos baldosas a, b ∈M
tales que x = x(a) y x′ = x(b).
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Demostración: Sea M es un motivo de T0 y sean x, x′ ∈ Rd tales que
existen dos baldosas a, b ∈ M tales que x = x(a) y x′ = x(b). Basta observar
que el conjunto UM,x,x′ es la intersección del producto cartesiano de los
cilindros CM−x y CM−x′ con el conjunto R. Es decir,

UM,x,x′ = R ∩ (CM−x × CM−x′).

Como los conjuntos {CP : P ⊂ T0} forman una base de la topologı́a de ΓT0 ,
ver Proposición 2.11, se concluye que la familia

{UM,x(a),x(b) : M motivo de T0, y a, b ∈M}

es una base para la topologı́a T.
Además, UM,x,x′ es cerrado pues CM−x y CM−x′ son cerrados en la transversal
ΓT0 . Por lo tanto UM,x,x′ ⊂ ΓT0 × ΓT0 es cerrado, en el conjunto compacto
ΓT0 × ΓT0 . Se concluye que UM,x,x′ es compacto.

�

Sean M ⊂ T0 un motivo y a, b ∈M dos baldosas para las cuales denotare-
mos x = x(a) y x′ = x(b). La función caracterı́stica eM,x,x′ : R → C definida
por

eM,x,x′(T,T′) =

{

1 si (T,T′) ∈ UM,x,x′ ;
0 si (T,T′) < UM,x,x′ .

=

{

1 si M − x ⊂ T y T′ = T − (x′ − x);
0 si no.

es continua y con soporte compacto UM,x,x′ . Luego como estos conjuntos
forman una base de la topologı́a de R tendremos que el conjunto generado
por la familia de funciones

F = {eM,x,x′ : M ⊂ T0 un motivo y a, b ∈M baldosas

tales que x = x(a), x′ = x(b)}.

es denso en Cc(R). Es decir, SPAN{F} es denso en Cc(R).

3.2.1. Definición del producto y la involución. En el espacio Cc(R) de las fun-
ciones continuas de soporte compacto con valores en C definidas sobre R,
definamos un producto e involución por

f ∗ g(T1,T2) =
∑

T′
(T1,T

′)∈R

f (T1,T
′)g(T′,T2)(3.3)

f⋆(T1,T2) = f (T2,T1).(3.4)

Observación 3.2.2. Es importante observar que la cantidad de T′ ∈ ΓT0 tales que
(T1,T′) ∈ R es a lo más numerable pues solo hay un número numerable de baldosas
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en T1 ∈ ΓT0 y como f tiene soporte compacto se observa que la suma es finita y se
puede escribir en función de las baldosas de T1 de la forma

f ∗ g(T1,T1 + x) =
∑

a∈T1

f (T1,T1 + x(a))g(T1 + x(a),T1 + x).

Claramente la función

⋆ : Cc(R) → Cc(R)
f 7→ f⋆

es lineal conjugada y ( f⋆)⋆ = f , además

( f ∗ g)⋆(T1,T2) = ( f ∗ g)(T2,T1) =
∑

T′
(T2,T′)∈R

f (T2,T′)g(T′,T1)

=
∑

T′
(T2,T′)∈R

g⋆(T1,T′) f⋆(T′,T2).

En vista de que (T2,T′) ∈ R es lo mismo que decir que (T1,T′) ∈ R, tendremos

( f ∗ g)⋆(T1,T2) = g⋆ ∗ f⋆(T1,T2)

de donde concluimos que la función ⋆ es una involución.
Como es claro que el conjunto (Cc(R),+) es un C-modulo, que además, para
todo λ ∈ C y para todo par de elementos f, g ∈ Cc(R) satisface

λ( f ∗ g) = (λ f ) ∗ g = f ∗ (λg),

concluimos que (Cc(R),+, ∗,⋆ ) es una ⋆-álgebra.

Observación 3.2.3. La involución en una función del tipo eM,x,x′ es de la forma

e⋆M,x,x′(T,T
′) = eM,x,x′(T

′,T)

=

{

1 si M − x ⊂ T′ y T = T′ − (x′ − x);
0 si no.

=

{

1 si M − x ⊂ T′ y T′ = T − (x − x′);
0 si no.

=

{

1 si M − x′ ⊂ T y T′ = T − (x − x′);
0 si no.

= eM,x′,x(T,T′).

Por otro lado, para el producto de dos funciones eM,x,x′ , eM′,y,y′ ∈ F se tiene

eM,x,x′(T,T
′) ∗ eM′,y,y′(T,T

′) =

{

eM∪M′,x,y′ si x = y;
0 si no.
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3.2.2. Construcción de la norma. Al igual que en el caso continuo la álgebra
(Cc(R), ∗,+,⋆ ) no es completa con respecto a la norma del supremo y no
satisface las Ecuaciones 2.3 y 2.4 de la Definición 2.4.4. Por este motivo
definiremos una nueva norma que la convierta en un álgebra de Banach
que satisfaga estas ecuaciones y por lo tanto en una C⋆-álgebra. Fijemos
T ∈ ΓT0 y definamos el conjunto, a lo más contable;

RT = {(T,T + x) : existe una baldosa a ∈ T satisfaciendo x = x(a)}.
Consideremos la función

πT : Cc(R) → B(l2(RT))
f 7→ πT( f )

definida por

πT( f ) : l2(RT) → l2(RT)
ψ(T,T′) 7→ (πT( f )ψ)(T,T′) =

∑

T′′
T′′∼RT′

ψ(T,T′′) f (T′,T′′).

Donde hemos denotado T′′ ∼R T′ en vez de (T′,T′′) ∈ R para simplificar la
notación. Y para ψ ∈ l2(RT) denotemos simplemente por ψ(T′) = ψ(T,T′).
Claramente la función πT es C-lineal y esta bien definida pues

‖πT( f )‖2
O
= sup‖ψ‖2=1‖πT( f )ψ‖2

2
= sup‖ψ‖2=1

∑

T′
T′∼RT

∣
∣
∣(πT( f )ψ)(T′)

∣
∣
∣
2

= sup‖ψ‖2=1

∑

T′
T′∼RT

∣
∣
∣
∣
∣

∑

T′′
T′′∼RT′

f (T′,T′′)ψ(T′′)

∣
∣
∣
∣
∣

2

.

Luego, en vista de que
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

T′′
T′′∼RT′

f (T′,T′′)ψ(T′′)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

≤
∑

T′′
T′′∼RT′

∣
∣
∣ f (T′,T′′)ψ(T′′)

∣
∣
∣
2

tendremos que

‖πT( f )‖2O ≤ sup
‖ψ‖2=1

∑

T′
T′∼RT

∑

T′′
T′′∼RT′

| f (T′,T′′)|2|ψ(T′′)|2 ≤ ‖ f ‖2∞‖ψ‖2 ≤ ‖ f ‖2∞.

Por lo tanto πT( f ) ∈ B(l2(RT)).

Lema 3.2. Si f ∈ Cc(R) \ {0}, entonces existe T1 ∈ ΓT0 tal que ‖πT1
( f )‖ > 0.

Demostración: Si f ∈ Cc(R)\ {0}, entonces existe (T1,T1+x1) ∈ R tal que
f (T1,T1 + x1) , 0. De este modo, podemos escoger δ > 0 tal que para todo
(T′,T′′) en el abierto U = f−1(Bδ( f (T1,T1 + x1))) ⊂ R, se tiene f (T′,T′′) , 0.
Luego consideremos la función ψ : RT1 → C definida por

ψ(T1,T
′′) :=

{

1 si (T1,T′′) ∈ U;
0 si no.
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Claramente el operador πT1
( f ) : l2(RT1)→ l2(RT1) es no nulo, pues tenemos

que

‖πT1
( f )ψ‖22 =

∑

T′
T′∼RT1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

T′′
T′′∼RT′

f (T′,T′′)ψ(T1,T
′′)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

=
∑

T′
T′∼RT1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

T′
(T′,T′′)∈U

f (T′,T′′)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

≥ | f (T1,T1 + x1)|2

> 0.

�

De esto, al igual que en el caso continuo, se concluye que la función
‖·‖⋆ : Cc(R)→ [0,∞) definida por

‖ f ‖⋆ := sup
T∈ΓT0

‖πT( f )‖,

es una norma.
Ası́, definimos la álgebra AT0 como la completación de la álgebra (Cc(R),+, ∗,⋆ )

con la norma

‖ f ‖⋆ := sup
T∈ΓT0

‖πT( f )‖.(3.5)

Afirmamos que la álgebra (AT0 ,+, ∗,⋆ ) es una C⋆-álgebra. En efecto, por
construcción, ya sabemos que AT0 es una álgebra de Banach con una in-
volución ası́ que solo tenemos que mostrar las propiedades de la Definición
2.4.4.
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Primero observemos que dado ξ ∈ l2(RT) se tiene

(πT( f ) ◦ πT(g)ξ)(T,T2) = [πT( f )(πT(g)ξ)](T,T2)

=
∑

T′′
T′′∼RT2

f (T2,T′′)(πT(g)ξ)(T,T′′)

=
∑

T′′
T′′∼RT2

f (T2,T′′)

(

∑

T′
T′∼RT′′

g(T′′,T′)ξ(T,T′)

)

=
∑

T′′
T′′∼RT2

∑

T′
T′∼RT′′

f (T2,T′′)g(T′′,T′)ξ(T,T′)

=
∑

T′′
T′′∼RT2

∑

T′
T′∼RT2

f (T2,T′′)g(T′′,T′)ξ(T,T′)

=
∑

T′
T′∼RT2

∑

T′′
T′′∼RT2

f (T2,T′′)g(T′′,T′)ξ(T,T′)

=
∑

T′
T′∼RT2

(

∑

T′′
T′′∼RT2

f (T2,T′′)g(T′′,T′)

)

ξ(T,T′)

=
∑

T′
T′∼RT2

( f ∗ g)(T2,T′)ξ(T,T′)

= (πT( f ∗ g)ξ)(T,T2).

Es decir πT es un homomorfismo de álgebras, en particular

‖ f ∗ g‖⋆ := supT∈ΓT0
‖πT( f ∗ g)‖ = supT∈ΓT0

‖πT( f ) ◦ πT(g)‖
≤ supT∈ΓT0

‖πT( f )‖ ‖πT(g)‖
≤ ‖ f ‖⋆‖g‖⋆.
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Para mostrar la propiedad fundamental de las C⋆-aĺgebras basta notar que
para todos ξ, η ∈ l2(RT) se cumple

〈ξ(T′), (πT( f⋆)η)(T′)〉 = ∑

T′
T′∼RT

ξ(T′)(
∑

T′′
T′′∼RT′

f⋆(T′,T′′)η(T′′))

=
∑

T′
T′∼RT

ξ(T′)(
∑

T′′
T′′∼RT′

f (T′′,T′)η(T′′))

=
∑

T′
T′∼RT

ξ(T′)(
∑

T′′
T′′∼RT′

f (T′′,T′)η(T′′))

=
∑

T′
T′∼RT

∑

T′′
T′′∼RT′

ξ(T′) f (T′′,T′)η(T′′)

=
∑

T′′
T′′∼RT

∑

T′
T′∼RT′′

ξ(T′) f (T′′,T′)η(T′′)

=
∑

T′′
T′′∼RT

(
∑

T′
T′∼RT′′

f (T′′,T′)ξ(T′))η(T′′)

=
∑

T′′
T′′∼RT

(πT( f )ξ)(T′′)η(T′′)

= 〈(πT( f )ξ)(T′′), η(T′′)〉
de donde, por la unicidad del operador adjunto tenemos que
πT( f⋆) = (πT( f ))⋆. Luego

‖ f⋆ ∗ f ‖⋆ := supT∈ΓT0
‖πT( f⋆ ∗ f )‖

= supT∈ΓT0
‖πT( f⋆) ◦ πT( f )‖

= supT∈ΓT0
‖(πT( f ))⋆ ◦ πT( f )‖

= supT∈ΓT0
‖(πT( f ))‖2

= supT∈ΓT0
‖πT( f )‖2 = ‖ f ‖2⋆.

Finalmente concluimos que (AT0 ,+, ∗,⋆ ) es una C⋆-álgebra.

Observación 3.2.4. El SPAN de la familia F es denso en AT0 .

Esta álgebra juega un rol principal, tanto en la conjetura como en su
solución.

3.3. Trazas en la C⋆-álgebra AT. A continuación construiremos una traza,
según la Definición 2.5.7, para la C⋆-álgebra AT0 . Comezemos fijando un
embaldosado T0 que tenga FPC, sea repetitivo y aperiódico. LlamemosΩT0
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su casco continuo, según la Definición 2.3.15 y ΓT0 su transversal, según la
Definición 2.3.18. Por el Corolario 2.4, ΓT0 es un conjunto de Cantor. Por el

Teorema 2.8, tenemos que existe una medida de probabilidadRd-invariante
enΩT0 . En vista del Teorema 2.6, esta medida induce una medida transversa

(ver Definición 2.6) en ΓT0 . Denotaremos esta medida por ν : B(ΓT0)→ R+.
Para un motivo P ⊂ T0 y una baldosa t ∈ P denotemos por

U(P, t1) :=
{
T ∈ ΓT0 : P − x(t1) ⊂ T

}
.

Dados un motivo P ⊂ T0, y dos baldosas t1, t2 ∈ P, claramente tenemos que

ν(U(P, t1)) = ν(U(P, t2)).

De este modo, podemos definir una función por τ : Cc(R) → C definida
como

τ( f ) :=

∫

ΓT0

f (T,T)dν(T).

Observación 3.3.1. Para una función de la familia eM,x,y ∈ F, definida en la
Sección anterior, se tiene que

eM,x,y(T,T) =

{

1 si x = y;
0 si x , y.

Por lo tanto,

τ(eM,x,y) =

{

ν(U(P, x)) si x = y;
0 si x , y.

De esto se tiene el siguiente.

Lema 3.3. La función τ : Cc(R)→ C, satisface las propiedades de una traza.
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Demostración: Por la Observación 3.2.3 y la observación anterior, para
eP1,x1,y1

, eP2,x2,y2 ∈ F se tiene

τ(eP1 ,x1,y1
∗ eP2,x2,y2) =

{

τ
(

eP1∪P2,x1,y2

)

si y1 = x2;

0 si no.

=





ν(U(P1 ∪ P2, x1)) si y2 = x1, y1 = x2;
0 si y2 , x1, y1 = x2;
0 si y1 , x2.

=





ν(U(P1 ∪ P2, x1)) si y2 = x1, y1 = x2;
0 si y2 , x1, y1 = x2;
0 si y2 = x1, y1 , x2;
0 si y2 , x1, y1 , x2.

=





ν(U(P1 ∪ P2, y1)) si y2 = x1, y1 = x2;
0 si y2 , x1, y1 = x2;
0 si y2 = x1, y1 , x2;
0 si y2 , x1, y1 , x2.

=





ν(U(P1 ∪ P2, y1)) si y2 = x1, y1 = x2;
0 si y2 = x1, y1 , x2;
0 si y2 , x1, y1 = x2;
0 si y2 , x1, y1 , x2.

=





ν(U(P1 ∪ P2, y1)) si y2 = x1, y1 = x2;
0 si y2 = x1, y1 , x2;
0 si y2 , x1.

=

{

τ
(

eP1∪P2,y1 ,x2

)

si y2 = x1;

0 si no.

= τ(eP2 ,x2,y2 ∗ eP1,x1,y1
).

Además, claramente, para toda eP,x,y ∈ F se tiene τ(eP,x,y) ≥ 0. Por lo tanto,
como la familia F es denso en Cc(R), se concluye que τ satisface que para
todo par de funciónes f, g ∈ Cc(R) se tiene

τ( f ∗ g) = τ(g ∗ f ).

Es claro que para toda función f ∈ Cc(R) satisfaciendo f = f⋆ y f (R) ⊂ [0,∞),
se tiene τ( f ) ≥ 0.

�

De este tendremos que τ se extiende a una traza, que denotaremos τν, en la
C⋆-álgebra AT0 .
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Observación 3.3.2. En la C⋆-álgebra C⋆(ΩT0 × Rd), nos gustarı́a definir una

traza τ : Cc(ΩT0 ×Rd)→ C por

τ( f ) :=

∫

ΩT0

f (T, 0)dµ(T).

Pero el hecho de no tener una base de conjuntos compactos para Cc(ΩT0 × Rd),
como en R, hace que la extención de esta traza pueda no estar bien definida en todo

el espacio, C⋆(ΩT0 ×Rd).

3.4. Equivalencia de Morita. En esta sección mostraremos que las

C⋆-álgebras, C(ΩT0)⋊Rd) y AT0 , asociadas a un embaldosado tienen grupos
K0 isomorfos. Comenzaremos dando la definición de equivalencia de Morita
y luego enumeraremos algunos resultados con respecto a esta equivalencia.

Definición 3.4.1. Sean A,B dos C⋆-álgebras

1. Un B-módulo derecho, E, es un grupo abeliano dotado de una fun-
ción

B × E → E
(r, a) 7→ ra.

tal que para todo par de elementos r, s ∈ B y todo par de elementos
a, b ∈ E se tiene

(a+b)r=ar+br.
a(r+s)=ar+as.
(as)r=a(sr).
Si B tiene identidad, para todo a ∈ E se tiene a1B = a.

2. Un A-módulo izquierdo, E, es un grupo abeliano dotado de una
función

A × E → E
(r, a) 7→ ra.

tal que para todo par de elementos r, s ∈ A y todo par de elementos
a, b ∈ E se tiene

r(a+b)=ra+rb.
(r+s)a=ra+sa.
r(sa)=(rs)a.
Si A tiene identidad, para todo a ∈ E se tiene 1Ba = a.

3. Un producto interno B-valuado en E es una forma sesquilineal
〈·, ·〉 : E × E→ B, conjugada en la primera variable, tal que

Para todo x ∈ E, se tiene, 〈x, x〉 ≥ 0 y

〈x, x〉 = 0 si y solo si x = 0.

Para todo par de elementos x, y ∈ E, se cumple,

〈x, y〉⋆ = 〈y, x〉.
Dado cualquier b ∈ B y cualquier par de elementos x, y ∈ E, se
satisface, 〈x, yb〉 = 〈x, y〉b.
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4. Si E puede ser dotado de un producto interno B-valuado, diremos
que E es un pre-C⋆-módulo de Hilbert derecho sobre B.

Definición 3.4.2. 1. Considere x ∈ E y defina

‖|x|‖ := ‖〈x, x〉‖
1
2

B
.

Si ‖|·|‖ : E → [0,∞) es una norma en E tal que el espacio normado
(E, ‖| |‖) es completo, diremos que E es un C⋆-módulo de Hilbert
derecho o simplemente un B-módulo de Hilbert derecho.

2. Sea E un B-módulo de Hilbert derecho. Diremos que E es pleno si

SPAN(IM(〈·, ·〉B)) ⊂ B es densa.

3. Si E es un A-módulo de Hilbert izquierdo, un B-módulo de Hilbert
derecho y para todo trio de elementos x, y, z ∈ E se cumple

A〈x, y〉z = x〈y, z〉B,
diremos que E es un A − B-bimodulo de Hilbert.

4. Un A − B-bimodulo, E, se dice bi-pleno si

SPAN(IM(〈·, ·〉B)) es densa en B

y

SPAN(IM(A〈·, ·〉)) es densa en A.

Ejemplo 3.4.1. Sea B una C⋆-álgebra y considere

E = l2(B) :=





(b1, b2 . . . ) : para todo i ∈N, bi ∈ B y
∑

i∈N
‖bi‖2 < ∞




.

Si definimos 〈, 〉 : E × E→ B por

〈(bi)i∈N, (ci)i∈N〉 :=
∑

i∈N
b⋆i ci,

entonces E es un B-módulo de Hilbert derecho.
Sea B una C⋆-álgebra. Si definimos 〈, 〉B : B × B→ B por

〈x, y〉B := x⋆y,

entonces B es un B-módulo de Hilbert derecho. Si definimos

B〈, 〉 : B × B→ B por

B〈x, y〉 := xy⋆,

entonces B es un B-módulo de Hilbert izquierdo. Por lo tanto, en vista de
que para todo x, y, z ∈ B se cumple

B〈x, y〉z := (xy⋆)z = x(y⋆z) =: x〈y, z〉B,
concluimos que B es un B − B-bimodulo de Hilbert.
Si consideramos E = Bn, claramente, E es un B − Mn(B)-bimodulo de
Hilbert.
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Definición 3.4.3. Dos C⋆-álgebras A,B se dicen fuertemente Morita equiv-
alentes si existe un A−B-bimodulo de Hilbert bi-pleno. En general, para dos
C⋆-álgebras A,B fuertemente Morita equivalentes, denotaremos; A ∼M.E. B.

Ejemplo 3.4.2. En vista del Ejemplo 3.4.1, tenemos que para cualquier C⋆-álge-
bra B y para todo n ∈ N las C⋆-álgebras B y Mn(B) son fuertemente Morita
equivalentes. Es decir B ∼M.E. Mn(B).

Es importante destacar, que si A es una C⋆-álgebra, entonces existe un
espacio de Hilbert H tal que

A ⊗ K(H) � A.

La equivalencia fuerte de Morita es importante para nuestros propositos
por la siguiente.

Proposición 3.2. Si A,B son dos C⋆-álgebras fuertemente Morita equivalentes,
entonces existe un espacio de Hilbert H tal que A ⊗ K(H) � B ⊗ K(H). Ver [6].

Ya que de esta proposición se obtiene.

Corolario 3.1. Si dos C⋆-álgebras A,B son fuertemente Morita equivalentes,
entonces K0(A) � K0(B).

Demostración: En vista del Corolario 2.10, tenemos

K0(A) � K0(A ⊗ K(H)) = K0(B ⊗ K(H)) � K0(B).

�

Observación 3.4.1. Supongamos que Zd esta actuando en un espacio topológico

Σ y que Rd actúa en un espacio topológico Ω. M.A. Rieffel en su articulo [21],

mostró en particular, que siΩ = (Σ×Rd)/Zd, entonces las C⋆-álgebras C(Σ)⋊Zd

y C(Ω)⋊Rd (construidas de la misma manera que la C⋆-álgebra C(ΩT0)⋊Rd) son
Morita equivalentes.

Teorema 3.1. Suponga que T es un embalosado aperiódico que satisface FPC
(según Definición 2.3.14), que es repetitivo (según Definición 2.3.16) y que tiene
una cantidad finita de orientaciones en sus baldosas. Si ΩT0 es el casco continuo
asociado a T, dotado de la acción natural de Rn, entonces existe un conjunto de
cantor Σ, con una acción minimal de Zn, tal que las C⋆-álgebra C(ΩT0) ⋊ Rn y
C(Σ) ⋊ Zn son Morita equivalentes.

Demostración: Bajo las hipótesis que hemos puesto sobre el embal-
dosado T, Lorenzo Sadun y Robert Williams mostraron en el año 2003 en
su articulo [24], que existe un conjunto de cantor Σ provisto de una acción
minimal tal que el espacio

Σ ×Zn Rn := (Σ ×Rn)/Zn

es homeomorfo a ΩT0 . Por otra parte, el espacio ΩT0 × Rn es isomorfo
(como grupoide topológico) al grupoide fundamental Π(ΩT0). Mediante el
isomorfismo que envia a cada par (T, x) ∈ ΩT0×Rn en el camino α(t) := T+tx.
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Este isomorfismo induce un isomorfismo entre sus C⋆-álgebras asociadas.
Análogamente podemos probar que (Σ ×Zn Rn) × Rn es isomorfo, como
grupoide topológico, a Π(Σ ×Zn Rn). De esto se concluye, en vista de que
Π(Σ×Zn Rn) � Π(ΩT0), que las C⋆-álgebras C(ΩT0)⋊Rn y C(Σ×Zn Rn)⋊Rn

son isomorfas. Ası́, por la Observación 3.4.1, tenemos que C(Σ×Zn Rn)⋊Rn

es fuertemente Morita equivalente a C(Σ) ⋊ Zn. Finalmente tenemos que

C(ΩT0) ⋊ Rn
� C(Σ ×Zn Rn) ⋊ Rn ∼M.E. C(Σ) ⋊ Zn.

�

Observación 3.4.2. Como ya vimos en la Observación 2.4, si un embaldosado
es aperiódico, satisface FPC y es repetitivo, entonces la transversal de su casco
continuo es un conjunto de Cantor. Por lo que este seria el candidato natural en el
Teorema de Sadun y Williams. Pero en general, este no es el conjunto que se obtiene
al aplicar el resultado de Sadun y Williams. Por lo tanto, El Teorema 3.1 no implica
que las C⋆-álgebras del caso continuo,C(ΩT0) ⋊ Rn y del caso discreto, AT0 , son
Morita equivalentes.
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4. E  .

En esta sección reuniremos todas las ideas planteadas en este texto con
el fin de entender el problema del etiquetaje de lagunas. Especı́ficamente,
deseamos construir una función de etiquetaje de lagunas y comprender esta
función en su forma geométrica y algunas de sus consideraciones fı́sicas.
Comenzaremos fijando el contexto en el que trabajaremos. Consideremos

un conjunto finitoA de baldosas deRd no equivalentes entre si y centradas,
según la Definición 2.3.17. Sea T0 ∈ XA un embaldosado que es aperiódico,
repetitivo y tiene FPC. Denotemos por ΩT0 el casco continuo de T0 según
la Definición 2.3.15 y por ΓT0 a la transversal del casco continuo ΩT0 según
la Definición 2.3.18. Consideremos la C⋆-álgebra AT0 definida en el caso
discreto, según lo visto en la Sección 3.2. Si consideramos un elemento
a ∈ AT0 auto-adjunto, su espectro estará contenido en los números reales. El
conjunto, L(a), de todas las lagunas de a será fundamental en lo que sigue.

4.1. La función de etiquetaje de lagunas. Para etiquetar el espectro de
un elemento auto-adjunto B ∈ AT0 , establezcamos la siguiente definición.

Definición 4.1.1. Una función de etiquetaje de lagunas, para el elemento
auto-adjunto a ∈ AT0 , es una función L : R → R que es constante en cada
elemento de L(a)

Recordemos que para todo x ∈ R, la proyección espectral de a es el
operador P(−∞,x](a) := 1(−∞,x](a), de la Definición 2.2.10. También, en vista
de que toda C⋆-álgebra es cerrada en norma, se tiene que para todo x ∈ R
el operador P(−∞,x](a) ∈ AT0 . Además, dado cualquier laguna l ∈ L(a) y
cualquier par de puntos x, y ∈ l, tenemos que

P(−∞,x](a) := 1(−∞,x](a) = 1(−∞,y](a) =: P(−∞,y](a).

Ası́ la función
fa : R → AT0

x 7→ P(−∞,x](a)

es constante en cada laguna l ∈ L. Esto nos da una primera aproximación
a la función que queremos construir. Ahora construiremos una función
desde el álgebra AT0 a su grupo de K-teorı́a, K0(AT0) y mediante una traza
definida en el álgebra AT0 construiremos una función desde K0(AT0) a los
números reales. Obteniendo ası́, por composicı́on, una función de etiquetaje
de lagunas. Recordando la construcción hecha en el Ejemplo 2.4.11, tenemos
que existe un monomorfismo

ϕ1 : AT0 → A∞(AT0)
x 7→ ϕ1(x).

Ası́, para los conjuntos P(AT0), de las proyecciones de la C⋆-álgebra lı́mite
directo A∞(AT−0) y P∞(AT0) de las proyecciones de la ⋆-álgebra M∞(AT0),
definidos en las Ecuaciónes 2.11 y 2.12 respectivamente, tenemos que

ϕ1(P1(AT0)) ⊂ P∞(AT0) ⊂ P(AT0) ⊂ A∞(AT0).
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Luego, en el conjunto P(AT0) de las proyecciónes de la C⋆-álgebra lı́mite
directo, existe una relacion de equivalencia (definida en la Sección 2.5.2)
que dota al espacio cuociente de una estructura de monoide. De donde se
obtiene una proyeción canonica al monoide V0(AT0), de la Definición 2.5.3.
Por lo que tenemos, una función

π : P(AT0) → V0(AT0)
x 7→ [x].

Además, por construcción del grupo K0(AT0) asociado a una C⋆-álgebra,
tenemos que existe una función π0 : V0(AT0) → K0(AT0), ver Sección 2.5.2.
Todo esto, nos da como resultado una aplicación

l0,a : R → K0(AT0)

x 7→ π0

( [

ϕ1

(

P(−∞,x](a)
)] )

.

Ahora debemos encontrar una función de K0(AT0) en los número reales.
Para esto basta encontrar una traza en la C⋆-álgebra AT0 y luego extender
esta traza a su grupo de K-teorı́a.
En la Sección 3.4 se establece la existencia de una traza en el álgebra AT0 ,
denotada por τν : AT0 → C. Esta traza esta determinada por una medida de
probabilidad invariante ν en ΓT0 . Luego podemos extender esta traza a una
función

K0(τν) : K0(AT0)→ R,
como se explica en la Sección 2.5.3. De este modo concluimos que la función

Ga : R → R

x 7→ (K0(τν) ◦ l0)(x).

es una función de etiquetaje de lagunas para el elemento a.

4.2. La conjetura de etiquetaje de lagunas. En esta sección plantearemos
la conjetura que motiva este breve texto.
Fijemos el mismo contexto que la sección anterior. Sea µ una medida enΩT0

de probabilidad e invariante por traslación. Podemos definir una traza τµ,
por medio de esta medida. Denotemos por

K0(τµ) : K0(C(ΩT0) ⋊ Rd))→ R
la extención de la traza τµ, según la Observación 2.5.4, al grupo K0 de la

C⋆-álgebra C(ΩT0) ⋊ Rd) construida en la Sección 3.1. Denotemos por
ν := µΓT0

la medida transversa definida en el Teorema 2.6 y C(ΓT0 ,Z) el

espacio de las funciones continuas con valores enZ definidas sobre ΓT0 .
Bajo este contexto Bellissard conjeturo en su articulo [1] que

(4.1) K0(τµ)
(

K0

(

C(ΩT0) ⋊ Rd
))

=





∫

ΓT0

f dν : f ∈ C(ΓT0 ,Z)




.
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El interes de la conjetura es que el conjunto




∫

ΓT0

f dν : f ∈ C(ΓT0 ,Z)




,

es numerable y por lo tanto la función construida solo puede asignar a cada
laguna un valor en este subconjunto enumerable de R.
En vista de nuestras hipotesis, el teorema que Lorenzo Sadun y Robert
Williams mostraron en el año 2003 en su articulo [24], nos da la existencia
de un conjunto de cantor Σ provisto de una acción minimal de Zd tal que
el espacio

Σ ×Zd R
d := (Σ ×Rd)/Zd

es homeomorfo aΩT0 . En otras palabras, podemos interpretar a la transver-

sal ΓT0 , como una nueva transversal Σ con la acción de Zd. Si construimos

el álgebra C(Σ) ⋊ Zd, considerando la transversal Σ con la acción de Zd,
entonces por el Teorema 3.1 podemos establecer la conjetura de la siguiente
manera.

K0(τν)
(

K0

(

C(Σ) ⋊ Zd
))

=





∫

ΓT0

f dν : f ∈ C(Σ,Z)




.

Si construimos el álgebra AT0 , a partir de la transversalΣ, entonces tenemos

que AT0 es isomorfa a C(Σ) ⋊Zd. Esto permite reformular la conjetura de la
siguiente manera.

K0(τν)
(
K0

(
AT0

))
=





∫

ΓT0

f dν : f ∈ C(Σ,Z)




.

4.3. Algunas consideraciones fı́sicas. A continuación, daremos un con-
texto fı́sico en el cual se puede aplicar el método del etiquetaje de lagunas
para obtener información sobre el fenómeno. Este contexto sera explicado
desde un punto de vista mas informal. Esto nos ayudara a entender de
mejor manera la importancia de la conjetura del etiquetaje de lagunas.

Consideremos un operador B actuando en el espacio de funciónes de
onda definidas sobre un cuasi-cristal d-dimensional. Es decir, el un operador

actuando en L2(Rd).

Definición 4.3.1. Sea d ≥ 1 un entero y sea B un operador actuando en L2(Rd)

y L un enrejado de Rd, ver Definición 2.1.5. Una aproximación de amarre
fuerte o aproximación de lazo estrecho del operador B, es un operador B̃

actuando en L2(L) de la misma forma que B actúa en L2(Rd).

Para comprender mejor esta definición, consideremos el siguiente.

Ejemplo 4.3.1. Considere d = 2 y el operador Laplaciano D : L2(R2) → L2(R2).
Claramente este operador esta definido en un subconjunto de L2(R2). Una aproxi-
mación de lazo estrecho, es el operador D̃ : L2(Z2)→ L2(Z2) definido por

(D̃ψ)(~x) := 4ψ(~x)−ψ(~x− (0, 1)) −ψ(~x− (0,−1))−ψ(~x − (−1, 0)) −ψ(~x− (1, 0)).
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F 18. Zona de interacción de una partı́cula.

Otro ejemplo interesante es el operador posición P : L2(R2)→ L2(R2), definido por
(Pψ)(x1, x2) := x1x2ψ(x1, x2). Una aproximación de lazo estrecho para el operador
posición es P̃ : L2(Z2)→ L2(Z2) definido por

(P̃ψ)(x1, x2) := x1x2ψ(x1, x2).

Si consideramos un cuasi-cristal, como vimos en la sección de embal-
dosados, su patrón de difracción es no periódico. Por lo tanto asociando
las celdas de Voronoi a su enrejado tendremos un embaldosado aperiódi-
co, T0, que modela el cuasi-cristal. La idea de esto es que si consideramos
una partı́cula moviendose en el cuasi-cristal bajo al fuerza del operador
B actuando en las funciónes de onda del cuasi-cristal, entonces mediante
el proceso de considerar una aproximación de amarre fuerte, B̃, podemos
discretizar el movimiento de la partı́cula. Ası́ consideramos que la partı́cula
salta de baldosa en baldosa bajo la fuerza del operador B̃.

En este contexto, el espacio de funciónes de onda L2(Rd) es reemplazado
por el espacio de funciónes de onda definidas sobre las baldosas, L2(ΓT0)
y la zona de interacción de la partı́cula puede ser interpretada como el
soporte de un motivo modulo traslación, ver Figura 18. Esto trae algunas
consecuencias inmediatas, la primera es que el operador B̃ es acotado y
tendrá espectro discreto. La segunda, es que la posición de la partı́cula es-
tará determinada completamente por su posición en una baldosa centrada,
modulo traslación. Además, el momento es reemplazado por una traslación
finita o estrictamente hablando, el salto de una baldosa a otra.
Esto le da mucha importancia a nuestra álgebra AT0 , pues recordemos que
esta álgebra esta generada por la familia de funciónes F, definida en la
Sección 3.2. Ası́, podemos pensar que una función del tipo eM,x,x′ ∈ F rep-
resenta al operador momento asociado a la partı́cula que se encuentra en
la baldosa de centro x con radio de interacción M y saltara a la baldosa de
centro x′. Bajo esta consideración, la posición de la partı́cula esta descrita
por el operador eM,x,x ∈ F.

Observación 4.3.1. Consideremos la C⋆-subalgebra de B(L2(ΓT0)) generada por
el operador momento, Mx,x′ : L2(ΓT0)→ L2(ΓT0) y el operador posición,
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Mx : L2(ΓT0)→ L2(ΓT0), definidos por

(Mx,x′ψ)(T0 + x(a)) := ψ(T0 − (x − x(a))) − ψ(T0 − (x′ − x(a))),

y
(Mxψ)(T0 + x(a)) := (x − x(a))1 . . . (x − x(a))dψ(T0 − (x − x(a))).

Donde x − x(a) = ((x − x(a))1, . . . , (x − x(a))d).
Es importante hacer notar que solo hemos definido estos operadores para el subcon-
junto de ΓT0 formado por todas las traslaciones de T0, es decir el conjunto

{T0 − x(a) : a es una baldosa en T0}.
Pero de todos modos se pueden extender por continuidad a todo ΓT0 .
La C⋆-álgebra AT0 se representa como la subalgebra de operadores acotados que
esta generada por este operador momento y posición.

Consideramos el operado unitario, Vx, que es la traslación por x ∈ Rd

y esta definido para ψ ∈ L2(Rd) por

(Vxψ)(y) := ψ(y − x).

Podemos definir el casco fuerte del operador B como

HULL(B) := {V⋆
x BVx : x ∈ Rd}

STO
,

donde la clausura es con respecto a la topologı́a fuerte de operadores.

Además, Rd actúa en el casco fuerte por traslación, convirtiéndolo ası́ en
un sistema dinámico. Por el año 1993 se observo que si el operador B tenia
cierta periodicidad con respecto al embaldosado T0, entonces los sistemas
dinamicos (

HULL,Rd
)

y
(

ΩT0 ,R
d
)

son conjugados. Es decir, existe un homeomorfismo

h : HULL(B)→ ΩT0

que conjuga una dinámica en la otra o equivalentemente, para todo ~v ∈ Rd

se tiene
ρ~v2 = h ◦ ρ~v1 ◦ h−1.

Donde hemos denotado porρ1 yρ2 la acción deRd en los conjuntos HULL(B)
y ΩT0 respectivamente. Además, Bellissard también noto que esto ocurrı́a
cuando considerábamos una aproximación de amarre fuerte del operador

B, la transversal ΓT0 y un grupo amenable, discreto cumpliendo el rol deRd.
De esto tenemos la importancia fı́sica de los espacioΩT0 y ΓT0 .

En general si el operador B no tiene grados internos de libertad, como
el spin y no considera fuerzas externas actuando en el cuasi-cristal, como
campos magnéticos, entonces el operador B puede ser construido a partir del
operador momento y posición. Esto nos dice que la aproximación de amarre
fuerte, B̃, es un operador acotado, auto-adjunto, y puede ser construido a
partir del operador momento y posición. Ası́, concluimos que el operador
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F 19. Ejemplo de embaldosado aperiódico.

B̃ esta en nuestra álgebra AT0 y por lo tanto tiene una función de etiquetaje
de lagunas, como la definida en la Sección 4.1. De donde se obtiene, que
la conjetura del etiquetaje de lagunas establecida en la Sección 4.2 da los
valores exactos alcanzados por la función de etiquetaje de lagunas para una
aproximación de amarre fuerte del operador B actuando en un cuasi-cristal.
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