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Introduccion

El ano 1737, Leonhard Euler, en su trabajo de tesis, Variae obser-
vationes circa series infinitas (Varias observaciones sobre series infinitas),
conecta la funcion Zeta de Riemann:

W)= .

n=1

con el estudio de los nimeros primos, mediante la expresion:

SOEDDES ) (R

n=1

donde el producto es tomado sobre el conjunto de los ntimeros primos. Esta ex-
presién llamada Producto de Euler para la funcién Zeta otorga una expresién
analitica al teorema fundamental de la aritmética.

Afos posteriores, Bernhard Riemmann (ver [20]), influido por los desar-
rollos del andlisis complejo, tiene la revolucionaria idea de considerar la fun-
cién Zeta como una funcién analitica, asi demuestra la posibilidad de continuar
analiticamente ((s) a todo el plano complejo en una funcién meromorfa con
una tnica singularidad en s = 1, donde poseerd ademds un polo simple. Y da la
ecuacién funcional:

¢(1—s) =m"27T(s/2)/T((1 ~ 5)/2)¢(s),

con I' la funcién Gamma de Euler definida por:

I'(s) = / 25 exp(—x)da.
0
Ecuacién de donde deduce la posibilidad de representar ((s) en la forma:

s(1 = 8)T(s/2)¢(s) = —exp(bs) [ [(1 = s/p) exp(s/p),

p

donde p corre sobre los ceros de ¢ contenidos en {s € C : 0 < Real(s) < 1}. Del
uso de esta tultima representacion para ¢ unido al producto de Euler, Riemann



obtiene una formula asintética para el nimero de primos menores que cierto
nimero .
Encontrando de este modo una relacién entre la funcién Zeta, mas especifica-
mente los ceros de esta, con la distribucién de los niimeros primos. Las anteriores
ideas de Riemann acerca del estudio de los niimeros primos fueron decisivas para
que en el ano 1896 los matematicos Jacques Salomon Hadamard y Charles
Jean de la Vallée-Poussin, probaran de manera independiente el Teorema
de los Nimeros Primos . Conjeturado a finales del siglo XV III por Carl
Friedrich Gauss y Adrien-Marie Legendre, el Teorema de los Numeros Pri-
mos viene a decir que, si para > 1 denotamos por m(z) al ntimero de primos
menores que z, entonces (ver [25]):

lim 7w(x)logz/z =1

Tr—r00
Variadas son las demostraciones al Teorema de los Nimeros Primos aparecidas
en los anos posteriores a las dadas por Hadamard y De la Vallée-Poussin, en-
tre ellas resaltan las elementales dadas por Atle Selberg (ver [24]) y Paul
Erdos (ver [10]) y la formulada mediante el uso del Teorema Tauberiano
de Wiener-Ikehara (ver [15], [28]).

Son diversos los dmbitos de la matematica donde se han introducido fun-
ciones similares a la Zeta de Riemann. Ejemplos de estas, son la Zeta de Sel-
berg, introducida para el estudio de las geodésicas cerradas en una superficie
compacta M de curvatura constante negativa. Denotando por 7 toda geodésica
cerrada de M y por \(7) su largo, definimos la Zeta de Selberg por :

C(s) =[] TTx —exp((s + B)A(T)) "

T k=1

O la Zeta de Artin-Mazur (ver [5]) definida para un Sistema Dindmico
discreto (X, T) mediante la serie formal:

¢(z) =exp Z %Cardinalidad{x €X : Tz =z}

n=1

Los matematicos William Parry y Mark Pollicott en su articulo titulado
An analogue of the prime number theorem for closed orbit Axiom A
flows (ver [18]), son capaces de demostrar para un flujo hiperbélico débilmente
mezclante que el nimero de érbitas periddicas de periodo menor que cierta
cantidad z, es asintéticamente igual a:

exp(hx)/hx,

con h la entropia topoldgica para el flujo. Una reformulacién de lo anterior
permite demostrar que el niimero de érbitas periédicas de periodo menor que
exp(hz) para cierta cantidad z es asintéticamente igual a:



x/logx.

Siendo asombrosa la relacion con el Teorema de los Niimeros Primos.
Si bien este resultado ya habia sido demostrado el ano 1969 por Grigory Mar-
gulis (ver [16]) para el caso de flujos geodésicos en superficies de curvatura
constante negativa, Parry, Pollicott fueron los primeros en hacerlo por medio
del uso de una funcién zeta definida para el flujo hiperbdlico. Denotando por 7
toda orbita periddica del flujo hiperbélico y por A(7) su periodo, la funcién Zeta
para el flujo hiperbdlico serd definida para Real(s) > h a través del producto:

((s) = [J(1 = exp(=shA(r)) .
T
A diferencia de lo ocurrido para la funcién Zeta de Riemman, la funcién
Zeta para un flujo hiperbdlico débilmente mezclante no es en general posible de
ser continuada analiticamente a todo el plano complejo a través de una funcién
meromorfa pero si, de ser continuada analiticamente a la banda Real(s) > h
excepto para s = h, donde poseerd un polo simple.

Un método usado de manera bastante frecuente para el estudio del flujo
hiperbdlico es el de introducir las llamadas particiones de Markov, desarrol-
lado principalmente por los matematicos Rufus Bowen y Yakov G. Sinai,
este método modela el flujo mediante el uso de la Suspensién de un Sub-shift
de tipo finito. De este modo el estudio de la Zeta para un flujo hiperbdli-
co se hard por medio del andlisis de una funcién Zeta para la Suspension que
lo modela. Importante en la compresiéon de esta tltima Zeta, sera la relacion
que existe entre los polos de ella con el espectro del llamado operador de
transferencia. Asi, la posicién en el plano complejo de la linea critica donde
la funcién Zeta es extendida, estda intimamente ligada al médulo de los valores
propios aislados de multiplicidad algebraica finita del operador de transferencia.

Una vez extendida la funcién Zeta para el flujo, a la banda critica, la de-
mostraciéon del Teorema de los Niimero Primos para un Flujo Hiperbdli-
co serd andloga a la seguida por Ikhehara al momento de demostrar por medio
del uso del Teorema Tauberiano de Wiener-Ikehara, el Teorema de los Ntimeros
Primos.

El presente trabajo de Tesis viene a ser una revisién de los trabajos realiza-
dos por Parry y Pollicott acerca del estudio de la funcién Zeta (ver [19]) antes
mencionada.

Organizada en 7 capitulos, el primero bajo el titulo de Preliminares, consiste
en una pequena revisién a una serie de conceptos necesarios para los capitulos
posteriores. Se introducen los aspectos basicos de Teoria Espectral y Teoria
de Perturbacion ligados principalmente al estudio de un sistema finito de val-
ores propios. Se definen los conceptos de analiticidad para funciones definidas



sobre espacios de Banach a valores en espacios de Banach. Se da ademds un
resumen de ciertas propiedades topolégicas del espacio de medidas de probabil-
idad. Al final del capitulo se da una demostracién al Teorema Tauberiano de
Wiener-Ikehara.

El capitulo dos es una pequena introduccién a algunos conceptos bésicos de
Dinamica Topolégica y Teoria Ergddica. Se definen los Sistemas Dinamicos
sobre los cuales centraremos nuestro estudio, E1 Sub-Shift de Tipo Finito y
El Flujo de Suspension y se dan algunas propiedades de estos.

El capitulo tres es un resumen de ciertos aspectos propios del Formalismo
Termodinamico. Se definen los conceptos de entropia métrica y entropia
topoldgica dando en este ultimo caso la definicién mediante el uso tanto de
cubrimientos abiertos como de bolas de Bowen. Una vez hecho esto se
sigue un esquema similar para definir la Presién Topldgica para finalizar con
la formulacién del Principio Variacional y algunos ejemplos.

Se comienza el capitulo cuatro con la definicién del Operador de Transfer-
encia, para luego centrarse en el estudio de sus propiedades espectrales para el
caso en que se encuentre actuando sobre el espacio de las funciones continuas
o Holder continuas de un Sub-Shift de tipo finito. Se demuestra el Teorema
de Ruelle-Perron-Frobenius tanto el caso real como complejo y mediante el
se prueban ciertas propiedades espectrales del operador de transferencia.

En el capitulo cinco se extiende la definicién de Presion a cierto tipo de fun-
ciones a valores complejos y se prueba un resultado para la Presion en el flujo
de suspensién.

Durante el capitulo seis se introducen funciones Zeta para el Sub-Shift de
tipo Finito y el Flujo de Suspensién, se estudia su dominio de definicién, sus
propiedades de regularidad y se demuestran algunos teoremas de extension.

Finalmente el capitulo siete estd devoto a formular y demostrar el Teorema
de los Nimero Primos para un Flujo Hiperbélico.



Notacion

N=1{1,2,3,...}.
2 Z={..,-2,-1,01,2,3,.. .}
7zt ={0,1,2,3,...}.

Rt ={zeR:z>0}.

= C(X)={f:X = C: f es continua}.
Para f € C(X), [[fllec = supex [f(2)]-
fri=fof...of.

n veces

SiT:X—-Xyf:X—=C, entoncesSnf::Z?;olfOTi.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios de Banach

Definicién 1.1.1. Diremos que el espacio métrico (X, d), es completo si toda
sucesion de Cauchy es convergente.

Definicién 1.1.2. Denotaremos por Espacio de Banach, a todo espacio Vec-
torial normado que a su vez es completo.

Definicién 1.1.3. (Funciones Continuas) Dados los espacios métricos (X, dy)
y (Y, ds), definimos C(X,Y") como el espacio de las funciones acotadas y con-
tinuas de X en Y. Escribiremos C(X), en lugar de C(X,Y’) en caso de tener
Y = C y ds la norma euclideana en C. Introducimos ademds la aplicacion,
[| - |loo : C(X) — R, por:

| flloo = sup{| f(z) |: = € X}.

Es claro que C(X,Y) es un espacio vectorial y que || - || es una norma en este
espacio.
Finalmente, para Y completo, (C(X,Y),|| - ||co) serd de Banach.

Definicién 1.1.4. (Funciones § - Hoélder) Sean (X, d;) y (Y, d2) dos espacios
metricos. Entonces dado ¢ > 0, la funcién f : X — Y, se dird -H6lder continua,
si existe ¢ > 0, de modo que para todo z, y € X tengamos:

da(f(x), f(y)) < cdi(z,y)°.

Dado el espacio métrico compacto (X, d), denotaremos al conjunto de las
funciones §—Holder continuas de X en C, por:

Hs(X)={g € C(X) : g es 6 — Holder continua}.
Definimos luego para cada g € Hs(X), el nimero:

cg = inf{c >0 g(z) — g(y) |< d(z,y)° para todo =, y € X}.



En otras palabras c, es la menor constante que hace de g, una funcién 6 —Holder
continua.

Observacién 1.1.5. La funcién ¢y : Hs(X) — C define una seminorma pero
no una norma en Hs(X), puesto que para toda funcién constante g tenemos
cg =0.

Finalmente para cada g € Hs(X), definimos:

19 ls=Il g lloc +c-

Teorema 1.1.6. 1. La funcién || - ||s: Hs(X) — R define una norma en #s.
1. Si X es compacto, entonces el espacio normado (Hs(X), || - ||), es de
Banach.

Definicién 1.1.7. (Operadores Lineales) Sean (By,|| - ||5,) v (B2, || - ||B,)
dos espacios vectoriales normados. Entonces el operador lineal T : By — Ba,
se dird acotado, si existe constante C' > 0, de modo que para todo = € B;
tengamos:

I T@) 5= C |l 2 [, -

Proposicién 1.1.8. Sean (By,]| - ||g,) v (B2,|| - ||s,) dos espacios vectoriales
normados. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El operador lineal T : By — By es acotado.
2. El operador lineal T : By — By es continuo.
3. El operador lineal T : By — By es continuo en un punto x € Bj.

Sean (B1,]|| - ||p,) ¥ (Ba,]| - ||B,) dos espacios vectoriales normados. En-
tonces denotaremos al espacio vectorial de los operadores lineales acotados de
By en By por, L(B1, Bs), conjunto sobre el cudl introducimos la norma:

|7 ()|l B
T|lcsrBoy = sup
(B1,52) zeX, x#0 HxHBl
En caso de By = By, escribimos £(Bj) en lugar de £(By, B1). Finalmente si
By = C escribimos B en lugar de £(B;,C), este ultimo sera denotado co-
mo el espacio dual de Bj, cada elemento contenido en B serda denominado
funcional lineal.

Proposicién 1.1.9. Sea (Ba, ||-||5,), un espacio de Banach. Entonces para todo
espacio normado (By, ||-]|B, ), el espacio de los operadores lineales, (£(Bi, B2), |-
llz(B:, Bs)), s de Banach.

Un operador lineal K € (L(B1, B2),|| - ||z(B,,B,)), se dird compacto, si
la imagén {T'(u,)}52; de toda sucesién acotada {u,}32; en Bj, contiene una
subsucesién de Cauchy.

Proposicién 1.1.10. (ver [13, Teorema II1.4.8]) La composicién de un
operador compacto con un operador acotado, es un operador compacto.



1.2. Analiticidad

Definicién 1.2.1. Dado, D C C, abierto, conexo, sea f : D — C. Entonces
diremos que:

1. f es diferenciable en z € D si el limite:

iy TGP = 1G)
h—0 h

)

existe.
2. f es holomorfa en z € D, si es diferenciable en una vecindad de z.

3. f es holomorfa en el abierto U C D, si es holomorfa en cada punto
zeU.

Definicién 1.2.2. Dado el espacio de Banach, (B, || - ||5), sobre el cuerpo de
los complejos y D C C, abierto, conexo, sea f : D — B. Entonces diremos que
f es holomorfa en z € D, si el limite:
h) —
L fe )~ )
h—0 h

)

existe.
Diremos que f es holomorfa en D, si es holomorfa en cada punto z € D

Teorema 1.2.3. (ver [13, Teorema III.1.37]) Dado el espacio de Banach
complejo (B, || - ||g) y D C C, abierto, conexo, sea f : D — B. Entonces f
serd holomorfa en D si y solo si para todo funcional lineal, [* € B*, acotado, la
composicion [* o f, es holomorfa .

Definicién 1.2.4. (ver [12, pag. 71-85]) Dados los espacio de Banach com-
plejos, (B1,|| ||B,), (B2,|| ||B,), sea B C By abierto y f : B — Bs. Entonces
diremos que f es holomorfa en B si f es localmente acotada en B y para todo
par de puntos, v € B,vy € By el limite:

i L0 h0) — F0)
h—0 h

existe .

Teorema 1.2.5. (Teorema de Weierstrass (ver [3, pag. 138])) Dado,
D C C, abierto, conexo, sea {f,}52, una sucesién de funciones holomorfas en
D a valores en C, que converge puntualmente y uniformemente en compactos a
una funcién f : D — C. Entonces f serd holomorfa en D y {f/}°2, converge
en forma uniforme en compactos de D a f’.

Corolario 1.2.6. Dado un espacio de Banach complejo, (B,||-||g) y D C C,
abierto, conexo, sea { f, }52_; una sucesién de funciones holomorfas en D a valores
en B, que converge puntualmente y uniformemente en compactos a una funcién
f D — B. Entonces f es holomorfa en D.

10



Corolario 1.2.7. (Teorema de Weierstrass Generalizado (ver [12, Teo-
rema 4.6.2])) Dados los espacio de Banach complejos, (Bu, || [|5,), (B2, | ||5,),
sea {fn}52; una sucesién de funciones holomorfas definidas un abierto B de By
a valores en Bs, que converge puntualmente y uniformemente en compactos a
una funcién f : B — By. Entonces f es holomorfa en Bs .

1.3. Introduccion a la Teoria Espectral

Definicién 1.3.1. Dado el espacio de Banach (B, || - ||5) y el operador lineal
acotado T': B — B, definimos el Resolvente de T', p(T), como el conjunto de
elementos A\ en C, para los cuales el operador lineal acotado T'— AI, es invert-
ible de inversa acotada. El conjunto Esp(T') := C\ p(T') es llamado el Espectro
de T.

Proposicién 1.3.2. Sea (B, ||-||s) un espacio de Banach y T' € L(B) acotado.
Entonces Esp(T), es compacto en C.

Definicién 1.3.3. Sea (B, || - ||5) un espacio de Banach y T' € £(B) acotado.
Un ntimero A € Esp(T), tal que:

Nucleo(T — M) # {0p},

serd llamado Valor Propio o Autovalor de 7. Luego definimos:

I. Cada v € Nucleo(T — AI), serd llamado Vector Propio o Autovector
de T respecto al vector propio o autovalor \.

11. Cada elemento v € B para el cual exista entero m > 1, de modo que:
(T —XI)™v =0p,

sera llamado Vector Propio Generalizado o Autovector Generaliza-
do de T.

1I. Definimos la Multiplicidad Geométrica de A, como la dimension del
espacio:
Nucleo(T — AI).

1v. Definimos la Multiplicidad Algebraica de A, como la dimensién del es-
pacio:
(oo}
U Nucleo(T — AI)™.

m=1

v. Finalmente si la Multiplicidad Algebraica de A es 1, diremos que A es
un valor propio simple.

11



Definicién 1.3.4. (ver [8]) Dado el espacio de Banach (B, ||-||) v el operador
lineal acotado T' € L(B), definimos el Espectro Esencial de T, Esp, . (7T),
como el conjunto formado por todos aquellos elementos de Esp(T'), que cumplen
con alguna de las siguientes propiedades:

I. La imagen de T'— Al no es cerrada en B.
II. A es punto limite de Esp(T).
III. A es un autovalor de multiplicidad algebraica infinita.

Observacién 1.3.5. Sea (B, || -||p) un espacio de Banach y T : B — B, un
operador lineal acotado. Entonces todo elemento A € Esp(T")\Esp,,,(T), serd un
valor propio aislado de multiplicidad algebraica finita.

Definicién 1.3.6. Sea (B,|| - ||p) un espacio de Banach y T': B — B, un
operador lineal acotado. Entonces definimos:

1. El Radio Espectral R(T) de T por:
R(T) :=sup{| z |: z € Esp(T)}.

2. El Radio Esencial R.;:(T) de T por:
Ress(T) :=sup{| z |: z € Esp,.,(T)}.

Teorema 1.3.7. (Férmula del Radio Espectral (ver [13, pdg. 27-28]))
Sea (B, ||| -||8) un espacio de Banach y T': B — B, un operador lineal acotado.
Entonces . §
R(T) = M |[T"||z ) = }fellf\IHT 125y

Teorema 1.3.8. (Férmula del Espectro Esencial (ver [17]) )
Sea (B, || - ||B) un espacio de Banach, T' € L(B) y sea:

[|T||ess := mf{||T — K||g: K € LB es un operador compacto}.
Luego tendremos:

1
n
ess-

Ress(T) = nh_)rr;o ||

1.3.1. Teoria de Perturbacion

Sea (B, || - ||B) un espacio de Banach y T : B — B, un operador lineal
acotado. La presente seccidn tiene por objetivo estudiar el comportamiento de,
Esp(T), a medida que T es sometido a pequenas perturbaciones. Es decir, las
propiedades de regularidad que posee la funcién definida sobre £(B):

S — Esp(9).
Antes de comenzar con los resultados, dado d > 0 definimos el conjunto:

B(T.6) = {T'e L(B) : ||T - T||5 < 5)

12



Proposicién 1.3.9. (ver [13, pag. 208-209]) Sea (B, || - ||s) un espacio de
Banach. Entonces la funcién definida en £(B) por:

T — Esp(T),

es semicontinua superior: dado € > 0 existe 6 > 0 de modo que para todo
S € B(T,6) tengamos:

sup ( inf |A— a|) <e.
AEEsp(S) a€Esp(T)

Sea (B, ||-||5) un espacio de Banach y T' € L(B) un operador lineal acotado.
Consideremos una curva suave, cerrada, simple I' en C, disjunta de Esp(T), y
sea Esp(T)r la parte de Esp(T') en el interior de I'. Entonces el operador lineal
acotado P : B — B:

1
Prr=—5— (21 —T) dz, (1.1)

™ Jr
definird una proyeccion, es decir P%,r = Prry||Pr||s =1, de manera de tener:

B = PT,F(B) (&) (I — PT,F)(B).

Esp(T|p, r(3)) = Esp(T)r, Esp(T|(1-prry(3)) = Esp(T) \ Esp(T)r.

Observemos que Prr depende de Esp(T)r y no de I'. Esta proyeccién sera lla-
mada,Proyeccién Espectral de T Sobre Esp(T)r.

Teorema 1.3.10. (ver [13, pag. 212-214]) Sea (B,|| - ||5) un espacio de
Banach, T € £L(B) y sea T una curva suave, cerrada, simple y disjunta de Esp(T).
Supongamos que Esp(7T')r, consiste en un ntimero finito de valores propios de
multiplicidad algebraica finita. Entonces para todo € > 0 existe § > 0 tal que
tenemos las siguientes propiedades.

1. Para todo 7' € B(T,6):

sup  if A=A <e
A€Esp(T) A€Esp(T)

inf sup A — ;\‘ <€
ACESP(T) 5 cRsp(T)

1. Para todo T' € B(T,6) el conjunto Esp(T)r consiste en un nimero finito
de valores propios de T' de multiplicidad algebraica finita. Para cada A €
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Esp(T)r sea #(T,A) la multiplicidad algebraica de A como autovalor de 7.

Entonces: o
Z K(T,\) = Z K(T, \),

A€Esp(T)r AE€Esp(T)r

y las funciones definidas en B(T,4):

T Y k(TN (1.2)

A€Esp(T)r
T [ ATV, (1.3)
A€Esp(T)r
son ambas holomorfas.
Teorema de Perturbacién 1.3.11. Sea (B,|| - ||) un espacio de Banach y

T € L(B). Supongamos que Esp; posee un valor propio A¢ que es aislado y
simple con correspondiente autovector vy. Entonces existe § > 0, de modo de
poder definir en B(T,¢), las funciones holomorfas:

A:B(T,e) = C
v:B(T,e) > B.

Donde:

y para cada Te B(T, €) tenemos:
1. A(T') es un valor propio de T'.
1. v(T)) es un vector propio de 7.

Teorema 1.3.12. (ver [13, Teorema IV.3.15]) Sea (B, || - ||) un espacio de
Banach. Entonces para cada T € L(B), ¢ € C\ Esp(T) y € > 0 existe § > 0 tal

N A\ —1 ~
que para todo T € B(T,9) y todo z € B((,9) la inversa (z[ - T) de zI =T
este bien definida y:

< €.

H(C[T)‘l - (szTA)_1

L(B)

Es decir la funcién: .
(z,T) — (zI—T) ,

es continua en (z,7) = (¢, T).
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1.4. Espacio de medidas

Definicién 1.4.1. Dado el espacio topoldgico compacto (X, 7) y la c—algebra
de Borel B, generada por los abiertos, que denotaremos de Borel, definimos
M(X), como el conjunto de las medidas Borelianas de probabilidad de X.

En lo que queda de seccién, nuestra meta estara en introducir una topologia
Tam(x) sobre M(X), tal que el espacio topoldgico (M(X), Trq(x)) sea compacto
y metrizable. Para hacer esto, definiremos sobre C(X)* la topologia denomidada
x—débil, asi, por el Teorema de representacién de Riez, podremos a través de
la asociacién de cierto subconjunto de C(X)* con las medidas de probabilidad,
extrapolar la topologia x—débil al espacio M(X).

Definicién 1.4.2. Definimos en el dual topolégico B*, del espacio de Banach
B, la topologia denominada x—débil, como la topologia méas débil que para
cada x € B la funcién [ — I(z), sea continua.

Una base para dicha topologia estard dada por la coleccién de conjuntos:

V(I’l,SUQ,...,l'k,ZQ,E) = {l € B* 2‘ lo(l’l) 71(1’1) |< e, 1 <i< k}
Donde lp e B* x; € B, 1<i<kye>0.

Observacion 1.4.3. Es importante notar que dada cualquier medida de prob-
abilidad, u € M(X), la funcién u(-) : C(X) — C definida por:

u(h)= | sa
cumple con:

L () = p(X) = 1.

1. A partir de la linealidad de la integral tenemos para toda f, g € C(X), a, B €
C:

plaf + Bg) = au(f) + Bulg).
ur. pu(f) <[ flloo -

Entonces p(-), definird un funcional lineal positivo (i.e. Si f > 0 entonces I(f) >
0) y nos serd posible para cada medida de probabilidad p € M(X) establecer
la relacién:

o (),
con el elemento pu(-) de C(X)* .

La relacion inversa se obtiene a partir del siguiente resultado.

Teorema 1.4.4. (Teorema de representacién de Riez (ver [27, Teorema
6.3])) Sea X un espacio métrico compacto, ! : C(X) — C un funcional lineal
positivo (i.e. Si f > 0 entonces [(f) > 0) tal que (1) = 1. Entonces existe tnica
medida g € M tal que [ = p(-).
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De esta correspondencia biunivoca nos es posible extrapolar la topologia
x—débil en C(X)* a M(X) en la forma:

Definicién 1.4.5. Sea X, un espacio métrico compacto. Definimos la topologia
x—débil en M(X) como la topologfa més débil tal que para cada f € C(X), la
funcién, p(-), sea continua.

Una base para dicha topologia estard dada por la coleccién de conjuntos:

V(f1, fas- ooy fry u,e):{mGM(X):‘/dem—/xfdu‘<e, 1<i<k}.

Donde € M(X), fie C(X), 1<i<kye>0.

Lema 1.4.6. Una sucesién de medidas {p,}52; € M(X) converge a y € M(X)
en la topologia *—débil si para todo f € C(X) tenemos:

lim fd,un:/fd,u.

n—oo

Finalmente, el siguiente resultado termina de caracterizar nuestro conjunto

M(X).

Teorema 1.4.7. (ver [27, Teorema 6.4, 6.5]) El espacio topolégico (M(X),
—débil) es compacto, convexo y metrizable.

1.5. Teorema Tauberiano de Wiener-Ikehara

Esta seccion esta destinada a introducir y demostrar el Teorema Tauberi-
ano de Wiener-Ikehara, con el cuil, Norbert Wiener y Shikao Ikehara,
formula una nueva prueba para el Teorema de lo Nimeros Primos. Del
mismo modo, el Teorema nos permitird durante el capitulo 6, probar una for-
mula asintdtica para el nimero de érbitas periédicas de cierta clase de Sistema
Dinamico.

Antes de comenzar con la formulacién y posterior demostracion del Teorema,
deberemos introducir algunos conceptos.

Definicién 1.5.1. Definimos para f € L'(R) la Transformada de Fourier
F(f):R—R,de f, por:

F(f)() = / e~ f(t)dt. (1.4)

R

Definicién 1.5.2. Definimos para el par f, g € Ll(R) la Convolucién, f * g,
entre f y g por:

fgla) = / f( — Hyg(t)dt. (1.5)
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Proposicién 1.5.3. (Formula de inversién de Fourier (ver [22, 9.11]))
Para f € Ll(R) y para z en un conjunto de medida de lebesgue total en R,

entonces: 1

T o

f(z) F(F()) (=)

Proposicién 1.5.4. (ver [22, Teorema 9.2]) Sean f, g € L'(R). Entonces:
F(f*g)=F(f)-Fg)-

Definicién 1.5.5. Definimos para A € (0,00) el Kernel de Fejér, K : R — R

por:
. t 2
Ka(t) = 1—cos(At) A <sm(é)> ' (16)

T2 T om %

Si denotamos K (t) = K1(¢), tendremos para todo A € (0, 00) la igualdad:
Ky\(t) = AK(Xt).

Ademis:

syl <
siyl > A

Fm ={ §”

Observemos finalmente que:

/RKl(v)dv =1.

Lema 1.5.6. (Riemann-Lebesgue Lema (ver [14, 2.8])) Sea f € L'(R).
Entonces:

lim exp(izt) f(t)dt = 0;

z— 400 R

lim exp(izt) f(t)dt = 0.
z—=—o0 Jp
El siguiente resultado nos facilitara la demostracion de El Teorema de Wiener-
Ikehara.

Proposicion 1.5.7. Sea ¢ : R — R igual a cero para t < 0, no negativa para
t > 0y tal que la integral:

Fe) = [ el exn(-ani

existe para Real(z) > 0.

Supongamos ademas la existencia de cierta constante A y de una funcién con-
tinua Gy : R — R tal que para cada = > 0 la funcién G, : R — C definida
por:

A
x4+ iy’

Gi(y) = F(x +1iy) —
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sea tal que para cada A > 0 la funcién G, converga a Gy en Ll[—)\, A] cuando

x — 0. Entonces:
Au

lim p(u—v/NK(v)dv = A.
u—oo [
Demostracion. Si definimos E : R — R por E(t) := ¢(t) exp(—xt), por La
Formula de Inversién de Fourier (1.5.3), tendremos para casi todo u > 0
la igualdad:
1

(Kx* E)(u) = %F(}—(KA * E))(—u)

= S F(F(Ky) - F(B)) (~u).
De este modo de la relacion:
F(B)y) = /R exp(—ity)p(t) exp(~at)dt = F(z + i),

obtenemos:

[ Katu oo exp(-atyit = 5 [~ FUF @+ in) expliun)dy
o~ (1.7)
=57 | FEI@F @+ i) expling)dy.

Luego si definimos:
1 sit>0;
‘pl(t)_{ 0 sit<0,

y denotamos por Fy (z+1y) la Transformada de Fourier de la funcién E; : R — R
definida por Ej(t) := ¢1(t) exp(—xt) obtendremos:
1

Fi(z +iy) = /Rexp(—(x—i-iy)t)wl(t)dt - (1.8)

Asi, reemplazando en la identidad (1.7), ¢ por ¢; y F por Fy, obtenemos:

o A
/ Kx(u—t)p1(t) exp(—at)dt = 2i / F(EX)(y)Fi(z + iy) exp(iuy)dy.
0 ™ J—-x

De esta manera, si multiplicamos la anterior identidad por A y luego se la
restamos a la (ecuacién (1.7)) tendremos:

/OO Ex(u = t)e(t) exp(—at)dt — A /OO K\ (u — t)g1(t) exp(—at)dt
0 0
A
= % /_/\ F(EN) () (F(z + iy) — AFi (z + iy)) exp(iuy)dy

A
= / T W)G ) expliug)
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Como F(K) es continua y por hipdtesis G (y) tiende a la funcién y — Go(y) €
L'([-), A]) a medida que z N\, 0, se sigue que:

lim / K (1 — £)o(t) exp(—wt)dt
N0 Jo

e’} A
—lmA [ Kot DO es(atdt+ 5o [ FEDG)G ) expiudy

fo%e) A
=a [ K= neia 5 [ FIO)G) expling)dy.

Por la positividad del producto K (u — t)¢(t) el Teorema de Convergencia
Mondétona nos permitira concluir haciendo z \, 0, que:

oo 0o A
| mw=temar=a [ =i 5 [ F0)0G ) expling)ay.

Finalmente, por el Lema de Riemman-Lebesgue (1.5.6) el dltimo termino
de la anterior igualdad, tenderd a cero a medida que u — co. Y del cambio de
variable v = A(u — t) obtenemos:

Au Au
lim olu—v/A)K(v)dv= lim A Ki(v)dv = A.

u—oo | U—00 o

O

Antes de comenzar con la demostracion del Teorema Tauberiano de Wiener-
Tkehara, definamos:

Definicién 1.5.8. Sean a,b € Rcona < b, f : [a,0] = Cy a : [a,b] = C
acotadas. Sea P = {x1, o, ...z,} una particién de [a,b] y sea t; un punto del
subintervalo [xg_1,zk]. Una suma de la forma:

n
S(P, fa) = f(tr)(alar) — a(zr-1)),
k=1
se llama una suma de Riemann Stieltjes del intervalo. Diremos que f es
Riemann Stieltjes integrable respecto a « si existe un nimero A que satisface
las siguiente propiedad: para cada e > 0 existe una particién P, de [a,d] tal
que para cada particion P mas fina que P, y para cada elecciéon de los puntos
ti € [Tk—1, k] se tiene:

|S(P,f704) _A| < €.

En este caso denotaremos A por:

/ab F(@)da(z).
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Teorema 1.5.9. (Teorema Tauberiano de Wiener-Ikehara) Sea S : R —
C igual a cero para t < 0, no decreciente y continua por la derecha para t > 0
y tal que la integral:

70 = / " exp(—COd(S(1)),

existe para Real(¢) > 1.

Supongamos ademds la existencia de cierta constante A y de una funcién con-
tinua g1 : R — R tal que para cada = > 1 la funcién g, : R — C definida
por:

92(y) = f(@ +iy) — ctig—1

sea tal que para cada A\ > 0 la funcién g, converga a g; en Ll[—/\, A] cuando

x — 1. Entonces:
lim exp(—t)S(t) = A.

t—o0

Demostracion. El uso del método de integraciéon por partes nos permite para
Real(z) > 1 obtener la igualdad:

f(z) = /000 exp(—2zt)d(S(t)) = (exp(—2t)S(t))|e° + Z/OOO exp(—zt)S(t)dt.
Ahora, de la finitud de f(z) para Real(z) > 1, concluimos:
(exp(=2t)S(t))lo” = 0,
Z/OO exp(—=zt)S(t)dt < oco.
Asi, si escribimos ¢(t) = expzft)S(t), podremos para Real(z) > 0 definir:
F(z) = /000 exp(—zt)p(t)dt

yparaz >0y yeR:

A

Galy) = Fla+iy) =

Las cuales ademds cumplen con:

flz+1)
z+1
g(z+1)— A
z+1 '

De este modo de las hipétesis del teorema tendremos que ¢, F'y G, cumplen
con las condiciones de la proposicion anterior y por ende:

F(z)=

)

G(2) =

Au
lim o(u—v/N)K(v)dv = A.

u—oo [
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Ahora de la monoticidad de S para todo para w, w’ con w < w’ tenemos:

p(w') > p(w) exp(w — w').

De esta manera para cualquier a > 0, tendremos:

Au
A= lim o(u —v/N)K(v)dt
> limsup/ o(u —v/A)K(v)dv
U— 00 —a

> limsup p(u — a/\) exp( 2a)/_ K(v)dv.

U— 00 A

De donde obtenemos:

limsup p(u — a/\) < exp(y)

A.

Tomando a = v/ obtenemos una cota superior de la forma C(\)A, donde C(\)
es cercano a 1 para grandes valores de A. Asi, al hacer A tender a infinito,
obtenemos:

lim sup p(u) < A.

U— 00

Por lo que M = supy ¢ < co. Entonces si notamos que:

2 1
K(v) < 2<v2’

obtendremos para cada b > 0:

b
liminf ¢ ( + > exp ( ) K(v)dv > h'minf/ © (u - E) K(v)dv

> lim R(p (u— E) K(v)dv

U—00 A

— lim sup /_bap (u - ;) K(v)dv — h’msup/00 © (u - %) K (v)dv

u—oo J_oo u—00
caa [T (L)
=A—2M/b.

De esta manera: 2M/b

hm 1nf<p(u +b/A) >
f K(v

Al igual que antes, concluimos:

liminf p(u) > A.

U— 00

Lo que termina con la demostracion. O
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Capitulo 2

Introduccion a los Sistemas
Dinamicos y la Teoria
Ergddica

2.1. Dinamica Topolégica

Definicién 2.1.1. Dado el espacio topoldgico (X, 7) y la aplicacién T : X — X.
Definimos el Sistema Dindmico Discreto (X,T), como la aplicacién F :
7T x X — X, dada por:

I. F(0,-) =1d.
1. F(n,z) =T"(z) para todo z € X, n € Z*.

Para T invertible definimos el Sistema Dindmico Discreto Invertible (X, 7)),
como la aplicacién F': Z x X — X dada por:

1. F(0,-) =1d.
1. F(n,z) =T"(x) para todo z € X, n € Z.

Definicién 2.1.2. Sea {¢;};>0 una familia de funciones de X en X, tal que
para todo, x € X, t, s > 0, tenemos, ¢i1s(z) = ¢1(ps(x)). Entonces definimos
el Sistema Dindmico Continuo o flujo, (X, ¢), como la aplicacién @ : RT x
X — X dada por:

. ©(0,:) =id.
1. ®(t,x) = ¢(x) para todo z € X, t > 0.

Si ademéds para cada t > 0, ¢; es invertible, definimos el Sistema Dinamico
Continuo Invertible o Flujo Invertible (X, ¢), como la aplicacién ® : RT x
X — X dada por:
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. ®(0,-) =1d.
1. &(t,x) = ¢¢(x) para todo z € X, t € R.

Notar respectivamente para cada t > 0 o t € R, que el par, (X, ¢;), define un
Sistema Dindmico Discreto.

Definicién 2.1.3. Dado el espacio topolégico (X, 7) y la aplicacién T : X — X,
decimos que X es invariante bajo T si y solo si T(X) C X.

Definiciénn 2.1.4. Dado el espacio topolégico, (X, 7), diremos que la funcién
continua T : X — X, es:

1. Topolégicamente transitiva, si para todo par de abiertos no vacios U, V,
de (X, 1), existe entero positivo K tal que:

TEWUYNV £ 0.

11. Topolégicamente mezclante, si para todo par de abiertos no vacios U, V,
de (X, 1), existe entero positivo K tal que para todo k > K, tenemos:

THU)Y NV # 0.

Definicién 2.1.5. Dado el Sistema Dindmico discreto no invertible (X,T),
definimos la 6rbita Or(z), de z € X bajo T, como el conjunto:

Or(x) ={T(z): j € ZT}.
Si por otro lado T es invertible, definimos:
Or(z) = {T9(x) : j € Z}.

En forma equivalente, dado el flujo no invertible (X, ¢), definimos la 6rbita de
x € X bajo ¢, como el conjunto:

Oy(x) = {¢e(x) : t = 0}.
Si por otro lado T es invertible, definimos:
Os(w) = {#u(a) : t € R},

Definicié 2.1.6. Dado el Sistema Dindmico Discreto (X, 7). Llamaremos al
elemento = de X:

1. Punto fijo, si:
T(z) = x.

11. Punto periddico, si existe un entero positivo k£ > 0, tal que:
T*(z) = z.

Al menor de tales enteros lo llamaremos periodo minimo de zx.
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De manera equivalente, dado el flujo (X, ®), llamaremos al elemento = de X:

I. Punto fijo, si para todo ¢ > 0 tenemos:
¢t (I’) =X.
1. Punto periddico, si existe un real tg > 0 tal que:

P, () = 2.

Si z no es fijo, existird un minimo ¢y con esta propiedad, que llamaremos
periodo minimo de z.

2.2. Espacio Simbdlico, Sub-Shift de Tipo Fini-
to, Flujo de Suspensién

Introduciremos a continuacién tres importantes Sistemas Dindmicos, dos
discretos y uno continuo, que seran el objeto principal de nuestro posterior

estudio. Comencemos con los més simples, pero no por eso menos importantes,
Sistemas Dindmicos discretos.

2.2.1. Espacio Simbdlico

Definicién 2.2.1. Dado el entero n > 1, sea {1,2,...,n}, el conjunto forma-
do por los n primeros nimeros naturales, asignémosle la topologia discreta y
definamos:
o= [[{1.2....,n}, (2.1)
z
oy =]]{1.2,....n}. (2.2)
7+
Observacién 2.2.2. El conjunto {1,2,...,n} provisto de la topologia disc-

reta, es compacto. Luego por el Teorema de Tychonoff, los conjuntos ¥,
¥F equipados con la topologia producto, 70, T;;Od seran compactos.

Definicién 2.2.3. Dados los enteros m > 1y s € Z (resp. s € ZT), sea
{ap,a1,...,a,}, una sucesién de enteros entre 1 y m. Entonces llamaremos
cilindros de largo m, al conjunto:

[0,0, s 7a'm—1}s = {y S (resp. EZ) Ys = ao0s Ys+1 = A1 -5 Ystm—1 = am}-
(2.3)
En caso de s = 0, escribimos [ag, . . ., @], en lugar de [ag, . .., am]o. Finalmente

para x € X4 (resp.X%), m > 1y s € Z (resp. s € Z"*), definimos:

[:E|m]g = [IS,IS_H, e aIs+m—1]'
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Observacién 2.2.4. Los cilindros de largo 1 forman tanto en %,, como en X}
una sub-base para la topologia producto, luego los cilindros de largo arbitrario
formaran una base para dicha topologia.

Una caracteristica importante, de los espacios topoldgicos (X, Tprod) ¥ (27, 7';;0 a)s
es la de ser metrizables. Para mostrar lo anterior, definamos para todo par de
puntos x, y € 3, (resp. ) con zg = yo:

K, ,=sup{k € N:z; =y, para todo i con |i| < k}.

En otras palabras K, ,, resultara ser para todo par de elementos x # ¥y, con
zo = Yo, el menor entero que cumpla con, x; # y;, para todo i con |i| > K, ,.
Entonces para cada 6 € (0,1), definimos:

dg (resp. d;r) 18, x 8, (resp. &F x ) — R

0 six =y,
do(z,y) (resp. pg (x, y)) = 0%=v sizo=yo pero x # y;
1 si To 74 Yo-

Proposicién 2.2.5. La funcién dy : ¥, x%,, — RT, (resp. dj : &,/ x I — RT)
define una métrica sobre %, (resp. X.7).

Demostracion. Sean x, y, z € ¥, 6 € (0,1) entonces:

I. Por construccién de dy, tendremos, dg(z,y) > 0 con igualdad si y solamente
six=uy.

1. Ademas dg(x,y) = do(y, ).

L. Si xg # yo tendremos zg # zg 0 Yo # 2o En cualquier caso llegaremos a la
desigualdad:

do(z,y) =1 < dp(z,2) + do(z,y).

Sixg = yo y 20 # o entonces la desigualdad se satisface trivialmente.
Si g = Yo = %o, entonces tendremos tres casos; K, . = K., < Kg,,
K;,.>K,,=K;,0K,,>K, .= K,y Encualquier caso llegaremos a
la desigualdad:

do(x,y) < dp(z,z) + do(z,9).

O

Teorema 2.2.6. Los espacios topoldgicos (X, Tprod), (X7, 7

orod) SON metriz-
ables.

Demostracion. Sea 14, la topologia inducida por la métrica dy. Demostraremos:

Tdg = Tprod-
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Dado el abierto U de 74,, sean x € U y r > 0, de modo que la bola de radio r
y centro x, B(xz,r), este contenida en U. Entonces si escojemos entero positivo
K > 0, de modo que 6% < r, tendremos que el cilindro:

{yGEX:yi:aﬁi,|i| < K},

serd subconjunto de U. Finalmente la arbitrariedad en las elecciones de U € g,
y @ € U, nos permite concluir la contencién, 74, C Tprod-

Por otro lado como los cilindros generan una base para la topologia producto
y estos son evidentemente abiertos de la topologia inducida por la métrica, 74,,
concluimos la equivalencia entre ambas topologias.

(La demostracién para el caso de (X}, T;; ,q) se hace de manera andloga.) [

Notacién 2.2.7. En lo que sigue y mientras no amerite confusion, denotaremos
la métrica, dg', definida sobre el conjunto, 3", simplemente por dg.

La posibilidad de metrizar nos permite probar con mayor facilidad algunas
propiedades topoldgicas de los conjuntos, ¥,,, X7, como por ejemplo, la que nos
entrega el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.8. Los espacios métricos (2,,dg) v (X}, dg) son totalmente
disconexos.

Construidos los conjuntos ¥, y X7, nos queda el introducir sobre cada uno
ellos una aplicacién del conjunto en si mismo, para lo cual definimos:

Definicién 2.2.9. Definimos la aplicacién de desplazamiento o shift, o (resp. o),
como la funcién que a cada punto x en ¥, (resp. X7) le asocia el elemento:

U(.I)i = Ti+1 i €7,
respectivamente,
O'+(.T)i = Ti+1 xS A
Definicién 2.2.10. Dados los conjuntos, ¥,,, 3 y las aplicaciones de desplaza-

miento, o, ot definimos respectivamente los Sistemas Dindmicos (X, 0), (X, 0™),

no

los cuales serdan denotados por, Espacio Simbdlico o Full-Shift en n-simbo-
los en dos direcciones y en una direccion, respectivamente.

Proposicion 2.2.11. 1. La aplicacion de desplazamiento, o, define un home-
omorfismo de 3,, en si mismo.

1. La aplicacién de desplazamiento, o™, define una funcién continua de X
en si mismo

! como aquella funcién que a cada punto z € %,

{0_1(1”)}2' ={z};11-

De este modo para todo = € ¥,, tendremos:

o o(z)) =o(c™ (2)) =

Demostracion. Definimos o~
le asocia el elemento:
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y o sera invertible.
Dado € > 0, escojamos el entero positivo K > 0 de modo que
todo par de puntos z,y € ¥,, con dy(z,y) < 0% tendremos:

6K —1 < ¢, asi para
do(o(x),0(y)) <051 <,
do(c™ 1 (z),07 (y)) <5 <e

Y tanto ¢ como ¢! serdn continuas.

(La continuidad de o se prueba de manera andloga.) O

Proposicién 2.2.12. El subconjunto de 3, (resp. X;7), definido por todos los
puntos periddicos de o (resp. o1), es denso en %, (resp I;}).

Demostracion. Definimos para cada x € ¥,, y m € N, el elemento y™ € ¥, por:

m

Yt = sii=j (mod m) para todo 0 < j < m, i € Z.
Entonces y™, serd punto periédico de o y:

lim do(z,y™) < lim ™ = 0.

m—r oo n—oo

Luego el conjunto de todos los puntos periddicos de o, serd denso en 3,,.
(La demostracién para el caso de (X,,0") se hace de manera anéloga) O

2.2.2. Sub-Shift de Tipo Finito

Antes de comenzar con nuestro segundo ejemplo, deberemos dar algunas
definiciones.

Definicién 2.2.13. Sean m, p, i, j enteros positivos, 1 < i, 7 < my M matriz
de m x m. Entonces denotamos por:

1. M, ;, la (i, j)-esima entrada de M,

2. MP, la p-esima potencia de M y Mﬁj la entrada (i, j)-esima de MP.
Diremos ademas que:

1. M es positiva si para todo 1 <4, j < k tenemos M; ; > 0.

2. M es aperiédica si existe entero positivo S > 0, de modo que M*° sea
positiva.

Definicién 2.2.14. Dado el entero n > 2 y la matriz cuadrada A, de orden n,
con entradas en {0, 1}, definimos:

Ya={zeX,: A =1 para todo i € Z}, (2.4)

TiTi41

ZX ={zrext: Agiw,y =1 paratodoi € AR (2.5)
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Definiciéon 2.2.15. Finalmente la matriz, A, serd llamada, de transicién,
denotaremos ademads por o4, O'X las respectivas restricciones de o, T a los
conjuntos X 4, EX.

Lema 2.2.16. Los espacios X 4, Ej equipados con la topologia del subespacio
son compactos.

Demostracion. Por la compacidad de X, la prueba del lema estard en de-
mostrar que, X 4 es un conjunto cerrado de ¥,, o en forma equivalente el com-
plemento de ¥ 4 que denotaremos por (X 4)¢ define un conjunto abierto de %,,.
Dado z € (X4)¢, sea i € Z de modo que A, .., = 0. Luego:
€ [, xip1]; T (2a)°

y (X4)¢ serd abierto en ¥,. De este modo ¥4 serd cerrado en ¥,, y podemos
concluir su compacidad.

(La demostracién para el caso de Zj se hace de manera equivalente) O

Los siguiente resultados nos vendran a mostrar, la intima relaciéon que existe
entre las propiedades dindmicas de la aplicaciéon ¢ y la matriz de transicién A.

Lema 2.2.17. 1. El espacio topoldgico X 4 es invariante bajo o4y 04(24) =
YA

1I. Sila matriz de transicién, A, de orden n no tiene fila ni columna idéntica-
mente cero, entonces ¥ es invariante bajo o y o (XF) = =7.

Demostracion. 1. Dado y € 04(X4) sea z € ¥4 tal que o(z) = y. Entonces
para todo ¢ € Z tendremos:

A

Yi Yi+1 = A$i+lyﬂ7i+2 7& 0

Asi y estard contenido en Y4 y 0(X4) C X 4.
Por otro lado para z € ¥ 4, el elemento y, definido por:

Yi = Tijr1, i€ Z,
esta contenido en ¥ 4 y cumple con:
o(y) = .

1. Dado y € o (X}) sea x € X7 tal que 07 (z) = y. De este modo para todo

i € Z* tendremos:
Ayi7yi+1 = Awi+17517i+2 # 0.

Asf y estard contenido en X} y o+ (27) C B7.
Por otro lado como en A no hay fila ni columna idénticamente cero, ten-
dremos para cada z € X7 la existencia de un entero j € {0,1...,n} de
modo que A; ,, # 0. Asf el elemento y, definido por, yo = j y para i > 1,
Y; = T;_1, estard contenido en EX y cumplira con:

ohy) ==

28



Definicién 2.2.18. Dada la matriz de transicién, A, sin fila ni columna idénti-
camente cero, definimos los sistemas dindmicos (X4, 04), (X5, o) los cuales
seran respectivamente llamados por, Sub-Shift de tipo finito en dos direc-
ciones y en una direccion.

Teorema 2.2.19. Los sistemas dindmicos (X4,04), (X7}, 07) son topoldgica-
mente mezclantes si y solo si la matriz de transicién, A es aperiédica.

Demostracion. Supongamos A aperiddica. Entonces existe un natural M > 2,
de modo que para todo par de enteros i,j con i,j € {0,...,n — 1} tengamos:

M
AM 0.

Ahora, para cada m > M y cada par de abiertos U, V de ¥4, con u €
V, v € V existe t > 0 de modo que los cilindros [u—¢i1,...,Ug,- .., Ut—1],
[V_t41y.--500,.-.,0—1,] estén respectivamente contenidos en U y V. Consid-
eremos una palabra permitida pg...p, con pg = U1 y pm = vV_g11 Asi, el
elemento z € Ejg definido para i € Z por:

V4 sit<t—1;
Zp = Pit1—t SlZE{t,,t+m—2}, )
Ujp2-2t—m Si&>1T+m—1,

estard contenido en o5 2(U) NV y 04 serd fuertemente mezclante.

Por otro lado si suponemos o4 débilmente mezclante, entonces para todo
par i,j € {0,...,n— 1} existird un entero M, ; de modo que, para todo m > M
tengamos:

oa([ilo)™ U [jlo # 0.

De este modo si elejimos M = sup; ;(M; ;), para cada i,j € {0,...,n — 1}
tendremos, o ([i]o)™ U [j]o # 0. Asf para cada i,j € {0,...,n — 1} existird una
palabra permitida pg...py en Ejg con pg =14y pm = j. De esta manera AM
sera positiva y A serd aperiddica.

(La demostracién para el caso de o se hace de manera analoga.) O

Corolario 2.2.20. Sea A, una matriz de transicién aperiédica y {yx}5>, una
sucesién en Y. Entonces el conjunto 5o, o4 {yx} es denso en X7.

Demostracion. Dada A matriz aperiddica, sea M un entero positivo de modo
de tener AM > 0. Entonces dado z € Zj, existe para cada j > 0, una palabra
permitida po ;p1;...par; tal que, po; = ;5 ¥ pm; = Ym+j,0- Luego 27 € EX
definido para i € Z™ por:

, T sii < j;
z = Di—j SiiG{j+1,...,M+j—1}; R
YMtji-M—j Sii>M+j
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es un punto de (o) =M+ {y,, s }. Finalmente de la arbitrariedad en la elec-

cién de z y de j obtenemos la densidad sobre X7 del conjunto Ui, agk{yk}.
O

En lo que sigue y mientras no amerite confusién, escribiremos o en lugar de
+
OA, Oy

2.2.3. Flujos de Suspension

Dada la matriz de transicion A, sea (ZX, o), un Sub-Shift de tipo finito y
f €C(=%) con f > 0. Entonces definimos el Espacio de Suspensién de Peso

f, Ef;, como el cuociente de ZX x R, por la accién de:
Tr: ST xR—=Yh xR
(z,t) = (o(x),y — f()).

Observemos que el conjunto:

o) = {(z,9) €SaxR: 0 <y < f()},
es un dominio fundamental.
Denotaremos por [z, t] a la clase de equivalencia en EQ de (z,t) e ¥4 x R.
Definicién 2.2.21. Dada la matriz de transicién, A y f € C(X}) con f > 0,

definimos el flujo:

&ft(ZAXR)XR+—>EAXR,

por, 67(z,y) = (z,y +t). Notemos:
5f ] Tf =S Tf ] 5f

luego & induce un flujo en 7. Definimos entonces el Flujo de Suspensién
de Peso f:

o B xR 5 %7,

por, Uf,t[x7y] = [xvy + t]
Dadas las anteriores definiciones, tenemos el siguiente resultado que viene

a relacionar las 6rbitas periddicas de la aplicaciéon de desplazamiento con las
orbitas periddicas del flujo de suspensién.

Proposicion 2.2.22. Dada la matriz de transiciéon aperiédica A y la funcién
feCEY) conf>0y (ZQ, of), su suspensién. Si x € ¥} es un punto
periédico de o de periodo minimo m > 1, entonces la 6rbita de [z,0] € Zj{ por
oy es periddica de periodo minimo Sy, f(x). Inversamente, si z € Ej es tal que
la 6rbita de [x,0] € Zﬁ por oy es periddica, entonces x € Ejg es periédico por o.
En particular existe una correspondencia biunivoca entre las érbitas periédicas
del shift con las 6rbitas periddicas del flujo de suspension.
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Demostracion. Dado el punto periédico, = € Ej, de periodo minimo, m, sea
O, () la érbita de z. Entonces para [z, 0] € Ef; tendremos:

055 1) ([7,0]) = [z, Sp f ()] = [0 (2), 0] = [z,0]

y la érbita O, ([z,0]) en EQ por o serd periédica. Por otro lado, sea z € X
tal que la érbita [z, 0] por oy es periddica de periodo T' > 0. Entonces:

[z, T] = oy.1r([z,0]) = [x,0].
Luego existe un entero m > 1 tal que:
(@™ (x), T = S f(z)) = TF((2,T)) = (,0).

Es decir, 0™ (z) =2y T = S, f ().

Falta demostrar que si = € EX es periddico de periodo minimo m, entonces
S f(z) es el periodo minimo de [z,0] por o¢. En efecto, si T' > 0 es el periodo
minimo de [z, 0], por oy, entonces T < Sy, f(x) y como vimos arriba existe
m/ > 1 tal que 0" (z) = 2y Sy f(z) = T. Luego m’ > my T > Sy (f(z)) >
S f(z). Por lo tanto T' = Sy, f(x) y m' = m. O

2.3. Teoria Ergddica

Definicién 2.3.1. Dados los espacios medibles (X1,B1), (X2, %B2), sea p una
medida en (X1,%1) y T : By — B una funcién medible. Entonces definimos la
medida T, p en Bs por:

Tu(B) = u(T~(B)).

Definicién 2.3.2. Dado el espacio de probabilidad (X,B,u), sea T : X — X
una funcién medible, tal que Typ = p. Entonces definimos el Sistema Dinam-
ico Medible (X,%, u,T), como el cuadruple formado por:

1. El espacio de probabilidad (X, B, u).
2. Una funcién medible T': X — X.

Definicién 2.3.3. Dados los espacios de probabilidad (X1, B1, p1), (Xa, Ba, us2),
diremos que T' : X; — X, preserva medida si 7" es médible y Ty = po.

Definicién 2.3.4. Dado el espacio medible (X, ) y la transformacién med-
ible T : X — X, diremos que la medida de probabilidad u € M(X) es
T—inavariante, si T preserva medida. Denotaremos el conjunto de las medidas
probabilidad T —invariantes por:

Mz (X) = {pn € M(X) : u(T7(B)) = u(B)}.

Es decir Mr(X) es el conjunto de las medidas de probabilidad que hacen de T’
una funcién que preserva medida.
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Lema 2.3.5. Dado el espacio medible, (X, 9B), y la transformacién medi-
ble, T : X — X, tendremos que la medida de probabilidad p € M(X)
serd T—invariante si y solo si para toda funcién g € L'(X,R) tenemos:

u(900)=/goodu =/gdﬂ=u(g).

Demostracion. Supongamos, i € M(X), T—invariante, entonces para todo B €
B tenemos:

W(T1(B)) = u(B).

De esta manera para cualquier B € B tenemos:

/]lBOTdy,: /]].T—l(B)d# :‘LL(Til(B))

= u(B) :/ﬂBdu~

Y la igualdad serd cierta para toda funcién indicatriz y por ende para toda
funcién simple. Ahora como para toda funcién no negativa f € L!(X) existe
sucesién creciente { f, }5° de funciones simples convergentes en forma puntual a

f de modo que:
/fnonﬂf = /fndu

Entonces aplicando el Teorema de Convergencia Monotona a ambos lado
de la anterior igualdad, obtendremos:

/fonu: lim /fnon,u: lim /fnd,u:/fd,u.
n—o0 n—00

Luego para f € Ll(X ,R) la igualdad quedard demostrada al considerar la parte
positiva y negativa de f.

Si suponemos ahora:
(g o o) =/900 dp = p(g) =/g du,
para toda funcién g € Ll(X ,R), tendremos para cualquier B € 9B, la igualdad:

w(B) :/ﬂBdN:/]lBOTdM

[ s = iz )

Lo que concluye con la demostracién. O
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2.3.1. Medida de Markov

Procederemos a introducir sobre Sub-Shift de tipo finito una familia de me-
didas o—invariantes, denominadas Medidas de Markov. Para lo cudl nece-
sitaremos algunas definiciones:

Definicién 2.3.6. 1. Una matriz cuadrada P se dird estocastica si sus
entradas son no negativas y la suma en cada una de sus filas es igual a 1.

2. Las matrices cuadradas P y A, se dirdn compatibles si:
Ai’j =0« Pi’j =0
3. Un vector de probabilidad, p, se dice estacionario respecto a la matriz,
P si tenemos la igualdad pP = p’

De esta manera dada la matriz de transicién, A, sea (X4, 0), un sub-shift
de tipo finito, tomemos P matriz estocdstica compatible con A y p, vector de
probabilidad estacionario respecto a P. Entonces definimos sobre los cilindros
de ¥4 la medida que llamaremos de Markov, 1ip 5, por:

MRﬁ([a(N CER ak]S) = paoPam% cee Pak—hak'

Tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 2.3.7. La medida de probabilidad ppz es o—invariante.

Demostracion. Dado el cilindro [apay ... am]s de o4 tenemos:

—1 .
o ([apay . .. amls) = U [iapay . .. amls.
ie{l,...n}:Ai,,,,Uzl
Ast:
—1
MPﬁ(O— ([G‘Oal"‘am]s)) = Z piPiaOPaoa1Pa1a2 -..Pam—lam

i€{1,.m}i A g =1
m—1

= E piPiaoPaoalpala2 "'Pam—lam
1=0

= PagPagar Payas *** Pa,u_yan

= ‘up)ﬁ([aoal . am]s)

Y Wpj serd o—invariante.

O

Llamaremos al sistema dindmico medible, (X%, B, up 5, o), Shift de Markov
correspondiente al par (P,p) o simplemente, Shift de Markov, mientras
no haya duda respecto al par (P, ) que estemos usando.

Cuando todas las entradas de A son iguales a 1 y todas las columnas de P son
iguales a p, tenemos »_ , = >y la medida ppz es denotada simplemente por
py y serd llamada Medida de Bernoulli.
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2.3.2. Medidas invariantes sobre el Espacio de Suspensién
Dada la matriz de transiciéon A, sea (EX,O’) el Sub-Shift de tipo finito re-
spectivo, f € Co(XH) con f >0y Iy : h xR — Zf;, la aplicacién cuociente.

Definicién 2.3.8. Dada una medida de probabilidad u € M (Efg) diremos

que esta es oy—invariante si para todo conjunto medible B y ¢t > 0 tenemos:
-1
i (o71(B)) = u(B).

El espacio de la medidas de probabilidad oy—invariantes, serd denotado por

M, (zg).
Ahora si tomamos una médida u € MU(ZX) y denotamos por my, la medida
de Lebesgue en R, entonces la medida inducida en Ef; por el producto g xmyp:

(If)« <u x ngﬁ) ,

resultard ser oy —invariante.
Asi, dada cualquier medida o—invariante p, la medida obtenida al normalizar

el producto p x mp, inducird una medida en M, , (E;’;) y tendremos por tanto

una inyeccién de MU(EX) en M, (Zi), que de hecho, tal como nos dice el
siguiente resultado, resultard ser biyectiva:

Proposicién 2.3.9. (ver [4]) Dada la matriz de transicién 4, y f € Co(X})
con f > 0. Sea Il : Ejg XR — EJ/;, la aplicacién cuociente. Entonces la funcion:
W M, (55) = Mo, (2h)
oo (). (s mal ).
A

es una biyeccién.

2.3.3. Ergodicidad

Definicién 2.3.10. Dado el sistema dindmico medible (X, B, u, T), diremos que
u € Mr(X) es Ergédica respecto a T si para todo boreliano B € B con
T~Y(B) = B tenemos pu(B) =0 o u(X \ B) = 0.

Ejemplo 2.3.11. (ver [27, Teorema 1.13] ) Sea P una matriz estocdsti-
ca y p vector de probabilidad estacionario respecto a P. Entonces la Medida
de Bernoulli s definida en la Seccién (2.2.1) es ergddica, si ademés P es
aperiédica entonces la Medida de Markov p1p 5 definida en la Seccién (2.3.1)
serd ergddica.
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Proposicién 2.3.12. Sea (X, B, 1, T) un sistema dindmico medible tal que u
es ergédica. Entonces para todo B € B tal que u(T *BA(B)) = 0 tenemos
u(B) =00 pu(B)=1.

Demostracion. Para m > 0 tenemos:

m—1 m—1
T-"BABC | J(T~"*VBAT'B) = | | T-(T"'BAB).
1=0 1=0

De este modo por la T-invarianza de u:
w(T~™BAB) < nu(T~'BAB) = 0.

Entonces, si definimos:

B = ﬁ G T7'B,

m=0i=m

m (BA G T’B) < i w(BAT'B) = 0.

1=m

tendremos:

Finalmente obtendremos:

u(BAB') = 0.
Y podremos finalmente concluir:

Tle/ _ ﬁ EOJ Tf(i+1)B

m=0i=m

- ﬁ G T'B=0B.

m=0i=m

O

Proposicién 2.3.13. Dado el sistema dindmico medible (X, B, u, T) las sigu-
ientes afirmaciones seran equivalentes:

I. p es ergddica.

1. Toda funcién f € LY(X, B, p) con foT = f u—c.t.p, es constante
pu—c.t.p.

Demostracién. Supongamos u ergédica. Sea f € LY(X, B, p) con foT = f
p—c.t.p. Definimos para k € Z, m € N el conjunto:

X(k’m>:{x€X:2km<f(x)<k;nl}=f_1([2]fn,k;1>>,

El cual pertenece a B al ser f medible. Ahora:

T YX (k,m)AX (k,m) =T~ X(k,m))\ X (k,m) U X(k,m)\ T~ (X (k,m))
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C{zeX: f(T(z)) # f(z)}.
Entonces:

(T Y X (k,m))AX (k,m)) = 0.

Y por la ergodicidad de g tendremos p(X (k,m)) =1 o u(X(k,m)) = 0. Ahora,
como para m fijo la union J, o, X(k,m) es disjunta, tendremos:

" (U X(/am)) = 3 n(X (km)) = u(X) = 1.

keZ keZ

Entonces existe un tnico k,, de modo que p(X (ky,,m)) = 1. Sea:

Y = () X(km,m).

meN

Entonces p(Y) = 1y por construccién f es constante en Y. Luego f es constante
pu—c.t.p.
Supongamos ahora (II). Sea B € B de modo que B = T~ 1(B). Entonces la
funcién indicatriz 15 estd en Ll(X, B, p) y cumple con 1g 07 = 15. De este
modo 1p serd constante p-c.t.p y por ende 1g =1 p-c.t.p o Ig = 0 p-c.t.p.
Con lo cual tendremos:

up =00 pup=1.

y p serd ergddica. O
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Capitulo 3

Introduccion al Formalismo
Termodinamico

3.1. Entropia Métrica

A lo largo de todo el capitulo, el trio, (X, B, u), representara un espacio de
probabilidad.

Definicién 3.1.1. Definimos una particién, C de (X, B, 1), como una colec-
cién disjunta de elementos de B, cuya unién es todo X. Diremos que la particiéon
C, es finita, si el nimero de sus elemetos es finito.

Definicién 3.1.2. Sean C y D, dos particiones de, (X, B, 1). Entonces definimos
la particién:
cvD={CnD:CecC, DeD}.

Definicién 3.1.3. Dada la particién finita C, definimos la Entropia de la
particién C por:

H,(C) = —u(C)log u(C). (3.1)
ceC

Lema 3.1.4. Sean C y D, dos particiones finitas de, (X,, u). Entonces:
H,(C VD) < H,(C) + Hu(D).

Demostracion. Tenemos:

Hy,(CV D)~ =Y > ~#(CND)log (u(CND)) =D —u(C)log(u(C))
CeC DeD ceC
=YY —u(CnD)log(n(CND)) = > u(CnD)log(u(C))
CeC DeD CeC DeD
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_ZZ CﬂDlogM

&ct hev (1 (C))
p(CND),  (u(CND))
=2 2 O T e

Luego, de la concavidad en [0, 1] de la funcién:
| —zlogx x#0
f) = { 0 x=0"
obtenemos para cada D € D:

R () < (Lo ()

cec cec
= f(u(D)).

Entonces:
H,(CVD)—H,(C) < > u(D)log(u(D))
DeD
= H#(D)

y concluimos finalmente la desigualdad:
H,(CV/ D) < H,(C) + Hu(D).
O

Lema 3.1.5. Si la sucesién, {a,, }5_;, satisface inf,,en ¥ > —oo y para todo
m,r € N tenemos @,y < @ + ar, entonces lim,, o = existe y es igual a
l’nfmeN %.
Demostracion. Seam > 0. Dado j > 0 escribamos, j = km+r donde 0 < r < m.
Luego:

a;  Qgm+r a'km kam Ay

e km+r km km km | km

Haciendo tender j a infinito, k tendera a infinito y tendremos:
a; _a
limsup - < ZmeN
j—oo ] m

Entonces:

lim sup — & < fuf Im
j—o0 ] meN m

Ahora, como:

y
inf — > —o0,
meN m
podemos finalmente concluir que lim,, ;o 5= = inf ey 2. O
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Definicién 3.1.6. Sea T': X — X una tranformacién que preserva medida y
C una particién de (X, B, u). Entonces definimos la particidn:

T-YC)={T"'C: CecC).

Proposicion 3.1.7. Sea T : X — X, una tranformacién que preserva medida
y C, una particién finita de (X, 9, u). Entonces el limite:

lim %HM(C\/T’I(C) V.. VTTR(C)), (3.2)

k—o0

existe.
Demostracion. Si definimos para cada entero m > 1:
am =H,(CVT HC)V...vT~"(C)),
tendremos del Lema (3.1.4), para cada m,n > 1, la desigualdad:
Aman < H,CVTHCO)V...VT™™ M)+ H(T™(C)V...vT~ ™ "T((C)).
Ahora, de la T—invarianza de u, obtenemos:

H, (T™™(C) V...V T~ ")) = H(T~™(C VT HC) V...V T " (C)))

y podemos finalmente concluir que:
Am+k < + ap.

Entonces por el Lema (3.1.5), el limite:

lfm iH#(C vTHC)v...vT ™)),

m—oo Mm

existe y es igual a:

. i -1 —m+1
rgéf&mHﬂ(C\/T C)v...vT ©)).

O

Definicién 3.1.8. Sea T': X — X, una tranformacién que preserva medida
y C, una particién finita de (X, u). Entonces definimos la Entropia de T
respecto a la Particiéon C, por:

1
(T, C,p) = lm EH(C vTicv...vT=F(C)).

Luego, definimos la Entropia de T respecto a la Medida p, por:

h’M(T) = sup h’(Ta Ca :u)
c
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3.2. Entropia Topolégica

A lo largo de toda la seccién el par (X, 7) representard un espacio topoldgico
compacto.

Definicién 3.2.1. Definimos un cubrimiento A de (X, 7), como una coleccién
de subconjuntos de X cuya unién es todo X. El cubrimiento A se dir4, abierto,
si sus elemetos son abiertos de 7 y finito, si el niimero de sus elemetos es finito.

Definicién 3.2.2. Sean A y B dos cubrimientos abiertos de (X, 7). Entonces
definimos:
Av B={ANB:A e A B e B}

. . . j—1 o s .
En forma similar, dada una sucesién finita , {4;}/_, de cubrimientos abiertos
de (X, 7), definimos:

j-1 j-1
\/Aiz{ﬂAi5Aie-Aia z’e{O,...,j—l}}.
i=0 i=0

Definicién 3.2.3. Sean A y B dos cubrimientos abiertos de (X, 7). Entonces
diremos que, A es un refinamiento de 3, si cada elemento de A es subconjunto
de algun elemento de B.

Definicién 3.2.4. Sea A, un cubrimiento abierto de (X,7) y T': X — X, una
transformacién continua. Entonces definimos el cubrimiento abierto, T-1(A),
por:

T A) ={T""(A): Ac A}.

Definicién 3.2.5. Sean Ay .{I dos cubrimientos abiertos de (X, 1), tales que
A C A. Entonces diremos que A es un subcubrimiento realativo a A de (X, 7).

Por la compacidad de (X, 7), todo cubrimiento abierto A tendrd un sub-
cubrimiento finito.

Definicién 3.2.6. Dado A, un cubrimiento abierto de (X, 7), definimos:
N(A) = min{#5B : B es subcubrimiento finito de A}
y la Entropia del cubrimiento A por:
H(A) =log N(A).
Proposicién 3.2.7. Sean A y B dos cubrimientos abiertos de (X, 7). Entonces:
1 HAVB)<H(A)+ H(B).
11 Si ademas, T : X — X, es continua, tendremos

H(T7*(A) < H(A).
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Demostracion. 1. Sea A’ (resp.B’), un subcubrimiento de A (resp B) tal que
# A = N(A) (resp.#A" = N(A)). Entonces A"V B’ es un subcubrimiento
finito de A V B, tal que N(A'V B') < N(A)N(B).

Luego:
N(AVB) < NA' VvB)<NANDB)
H(AVB)<H(A)+ H(B).

11. Sea A’, un subcubrimiento finito de cardinalidad minimal de A. Entonces,
T~1(A’) es un subcubrimiento finito de T-1(A) y:

N(T'(A)) < N(A).

Luego:
H(T™'(A)) < H(A).

O

Proposicién 3.2.8. Sea A, un cubrimiento abierto de (X,7) y T : X — X,
una transformacién continua. Entonces el limite:

1 k—1
m = -i
g VT )

existe.

Demostracion. Si definimos para m > 1, el nimero:
m—1
oy, = \/ T7'(A),
i=0

de la (Proposicién 3.2.7 (I)), obtendremos para cada m, k > 1:

m4k—1

Am+k = H \/ T_] (A)
§=0
m—1 ) k-1 .
<H|\/ T7A) |+H|T ™|\ T7(A
§=0 §=0
Entonces por (3.2.7 (II)), tenemos:
k—1 k—1
HIT ™| \/T7A) || <H|\ T7(A)

§=0 §=0

y concluimos:
Am+k = G + Qk.
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Finalmente por el Lema (3.1.5), el limite:

1 k—1
m = —J
A g Ve

existe y es igual a:

m—1
inf LH \/ 77 (A)
j=0

meN M

Resultado que nos lleva a las siguientes definiciones.

Definicién 3.2.9. Sea A, un cubrimiento abierto de (X,7) y T': X — X, una
transformacién continua. Entonces definimos la entropia de T relativa a A,
por:

k—1
h(T, A) = lim_ %H \/ 777 (4)
§=0

Definicién 3.2.10. Sea T : X — X, una transformacién continua. Entonces
definimos la entropia topolégica de T, por:

hiop(T') = sup h(T', A),
A

donde A recorre los cubrimientos abiertos de (X, 7).

3.3. Entropia de Bowen

A lo largo de toda esta seccién el par, (X, d), representard un espacio métrico
compacto y T : X — X una transformacién continua.

Definicién 3.3.1. Dado el entero positivo k > 0, definimos sobre X, la métrica
dy, por: _ '
di(z,y) = max{d(T"(z),T"(y)) : i € {0,1,...,k — 1}}.

Definicién 3.3.2. Dado el entero £ > 0 y € > 0, el conjunto F' C X, se
dird (k,e)—separado respecto a T, si para todo par de puntos z, y € F con
T # y tenemos:

dp(z,y) > €.

Proposicién 3.3.3. ( [27, pdg. 168-176]) Dado el entero &k > 0y ¢ > 0,
definimos el ntimero:

Sk (T, €) = méx{Cardinalidad(F') : F es (k,e€) — separado}.
Luego el limite:
lim lim %log Sk(T,€),

e—+0 k—o0

existe y es igual a hyop(T)
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3.4. Presion Topolégica

En lo que sigue sean, (X, d) un espacio métrico compacto, T': X — X una
transformacion continua y ¢ : X — R una funcién continua.

Definicién 3.4.1. Denotemos para todo z € X y todo entero m > 0:

—

m—

Smd(x) = Y $(T"(x)).

i=

Definicién 3.4.2. Sea A, un cubrimiento abierto de (X, d). Entonces definimos
para cada k > 1, el nimero:

Pi(T, ¢, A) = inf { Z sup exp(Skp(x)) : B es un subcubrimiento finito de A} .
BEBwEB

Proposicién 3.4.3. Sea A, un cubrimiento abierto de (X, d). Entonces el limite:
1
lim —log P.(T, ¢,.A),
k—oo k

existe y es igual a:
1
i%f Z log Pi.(T, ¢, A).

Demostracion. Dados los enteros, k, m > 0, sea 3, un subcubrimiento finito de,
\/;n:_o1 T77(A) y C un subcubrimiento finito de, \/f;ol T—*A. Entonces BVT~™C,

define un subcubrimiento finito de \/;-n:Jkal T-I(A).

Ast:
Sm
BE;CEC (IEBQS;IPM(C) eXp( +k¢(.’£))>
< > (sup exp(Sm¢(z))  sup eXp(Sk(b(Tm(x))))
BeB,cec \*€P e
< (Z sup exp(&rLd)(x))) (Z sup eXP(Sk¢(m))> :
BeB“EB 250

Tendremos:

Pm—i—k(Ta ¢7A) < Pm(T7 ¢a -A)Pk(T> ¢7~A)

Luego si para cada m > 1 definimos:
am, = log P (T, ¢, A),
Entonces para cada m > 1:

Utk < G + Gk
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y podremos gracias al Lema (3.1.5) concluir que el limite:

1
lim 710ng(T7 QSaA)v

m—oo M

existe y es igual a:
1
inf —log P, (T, ¢, A).
m m

O

Definiciéon 3.4.4. Definimos finalmente la Presién Topolégica de ¢ re-
specto a T por:

Pr(¢) = ;i_r)r%) SE\p{P(T7 ¢, A) : Aes un cubrimiento abierto de X con diam(A) < §}.

En forma equivalente a lo hecho al momento de introducir el concepto de
Entropia Topoldgica, nos es posible definir la Presion a partir del uso de
conjuntos (k, €)—separados.

Proposicién 3.4.5. (ver [27, pag. 207-214]) Dado el entero m > 0y € > 0,
definimos el nimero:

PB(T, ¢, €) = sup {Z exp(Sko(x)) : Fes (k,€) — separado} .
F

Luego el limite:

e—=0k—o0

1
lim lim %long(T,qZ),e),
existe y es igual a Pp(¢).

Teorema 3.4.6. (Principio Variacional (ver [27, Teorema 9.10])) Sea
(X,d), un espacio métrico compacto, T : X — X, una transformacién continua
v ¢ : X — R, una funcién continua, entonces:

Pr(g)= sup {hM<T>+/</>du}.

HEMT(X)

En particular para ¢ = 0 tendremos:
hiop(T) = sup {h,(T) : p € Mp(X)}.

Definicién 3.4.7. Una medida de probabilidad T'—invariante y, se dird estado
de equilibrio del potencial, ¢, si y solo si satisface la condicién:

P(9) = o)+ [ o

La siguiente proposicién vendra a enumerar algunas propiedades de la fun-
ci6én definida sobre C(X) a través del uso de la Presién Pr : C(X) — R.
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Proposicién 3.4.8. (ver [27, Teorema 9,7])

I. La funcién Pr : C(X) — R es monotona creciente. (i.e. Si f < g entonces
Pr(f) < Pr(g) ).

1. La funcién Pr : C(X) — R es convexa.
(i.e. para 0 < < 1 tenemos que, Pr(af + (1 —a)g) < aPr(f)+ (1 — a)Pr(g)).

1. La funcién Pr : C(X) — R Es Lipschitz continua. (i.e.|P(f) — Pr(9)| < ||f — 9llc0)

En lo que sigue cuando y mientras no amerite confusion denotaremos para
T:X — X, P en lugar de Pr

3.5. Entropia y Presion, algunos ejemplos.

Definicién 3.5.1. Sea T : X — X, una transformacién que preserva medida,
entonces diremos que la particién C de (X, u,B) define una particién fuerte-
mente generadora de ‘B, si salvo un conjunto de medida cero, tenemos:

<7 T79(C) = B.

Si ademas T es invertible, entonces la particién C de (X, u,B), se dird gener-
adora de ‘B, si salvo un conjunto de medida cero, tenemos:

(7 T7(C) = *B.
j=0

Teorema 3.5.2. (Kolmogorov-Sinai (ver [27, Teorema 4.17, 4.18])) Sea
(X,B, u) espacio medible y T': X — X una transformacioén preserva medida.
Entonces si C define una particién fuertemente generadora de 28 o T es invertible
y C define un particiéon generadora de 98, tendremos:

hlL(T) = h(T7 C, ,LL).

3.5.1. Entropia Métrica en el Shift de Markov

Dada la matriz de orden n, A, sea, P una matriz estocastica compatible
con A y p vector de probabilidad estacionario respecto a P. Entonces
consideremos el Shift de Markov (Definicién (2.3.6)), (X%, B, upz,0).
Luego notemos que para la particién de ZX:

¢ ={[o,[],...,[n—1]},

formada por los cilindros centrados en el cero, de largo 1, tenemos:

|
—

n n—1

H(C) =" —uplli]) log(py([i])) = Y —pilogp; < co.
i i=0

@
I
=
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Entonces \/7_, 077 (C) corresponders al total de cilindros permitidos de largo k

de EX centrados en el cero. Es decir:
\/a {laos a1, ... ax—1] : Ag; 0,0, = 1,0 < j <k —2}.

De este modo C, sera fuertemente generadora y por el Teorema de Kolmogorov-

Sinai tendremos la igualdad:
hltp,ﬁ(g) = ILP (U C)

Ahora:
k—1
Vo) | = S —peslacaraz - ap1))log(ups(laras - - ar1]))
j=0 lacaiaz-ak_1]
- Z 7(paOPaO7a1Pal7a2 s Pak—Zak—l)log(paopa(),alpalyaa T Pak—2ak71)
l[agaraz--ak_1]
n—1 n—1 n—1
= Z Z T Z _(paOP(IO-,alpal-,a2 T Pak—2ak—1) IOg(paoPao,al‘Pah% T Pak‘fZ‘lkfl)
a0=0 a1:0 ak,1=0
Luego como:
pP =7p,
obtenemos:
n—1 n—1 n—1
= Z Pag 10gpa0 Z s Z Pao,alpal,az “Pag_s,ak_1
CLQ:O CL1:0 ak,1:0

n—1 n—1 n—1 -
- E : E : paOPao,al IOg Pamal E : E : a1,a2 az,GS e Pak—2;ak—1
az2=0 ag_1=

aop =0 al =0

n—1 n—1 —
- E : E : pa1Pa11a2 IOg Pa17a2 E : E : az,az "’ llk 2,0k—1
a3: A —1= =0

a1:O a2:0
n—1 n—1

T Z Z pak—lpak—hak—Q IOg Pak—lvak—2'

ap—1=0ar_2=0

y como para j € {0,...n — 1} tenemos:

n

ZP)Z,Q = 1)
j=1

la anterior suma serd igual a:

n n—1n—1
—Y pilogpi—(k=1)) Y piP;;log Pij.
i=1 i=0 j=0
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Entonces:

k—1 n n—1ln—1
, 1 . 1 k—1
Jim EH \/ o7 (C) | = % Zpi log p; — T Z Zpi-Pi,j log ;. ;
7=0 i=1 1=0 j=0
y concluimos finalmente la igualdad:
n—1ln—1
h#ﬁ(o) = — Z ZPZ-PZJ log Pi,j~

i=0 j=0

3.5.2. Presion para el Sub-Shift de Tipo Finito

Proposicién 3.5.3. Sea (X, d) espacio métrico, T : X — X transformacién
expansiva y ¢ € C(X,R). Entonces si A define una cubrimiento abierto fuerte-
mente generador o T es invertible y A define un cubrimiento abierto generador,
tendremos:

1 IOg (pk (Ta ¢> A))

lim
k—oo k

Pr(¢) =

Sea nuevamente, A, matriz de orden n y (37, o), Sub-Shift de tipo finito de
matriz de transicién A. Entonces el cubrimiento abierto:

A={[i]: A;; =1 paraalgin j €0,...,n — 1},

serd fuertemente generador y por la Proposicién(3.5.3) tendremos:

l log (pk (Uv b, A)) :

lim
k—oo k

Fo(0) =

Ahora, \/;:é o=9(A), corresponde al total de cilindros permitidos de largo k de
Ejg, es decir:

k—1
\ o7 (A) = {lag,a1, ... ar-1] : Agja,,, =1,0< 5 <k —2}.
=0

Ademés, notando que \/f;é o77(A) es un conjunto finito constituido por ele-
mentos disjunto dos a dos, tendremos:

pr(o, ¢, A) = Z sup exp(Sko(x)),

faoar—.ap_1]eVETd o= (a) L0000kl

lo que nos permite concluir la igualdad:

1
Po(¢) = lim - log > sup exp(Sgo())
[aoa1mak—1]€\/?;3 o—i(A) z€laga...ax—1)

(3.3)
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3.5.3. Entropia y Presion para Flujos de Suspension

Sea (X,7) un espacio topolégico. L.M.Abramov (ver [2]) probé el ano
1959 que dado el flujo, ¥ = {¢; }+cr, en X, es posible relacionar la entropia de
los diferentes tiempos discretos v; en la forma:

ho (1) = [t hu (1),

dicha relacién nos lleva a definir la Entropia del Flujo respecto a la medida
v, por:

hu(\p) = hV(¢1)-
Y la Entropia Topolégica del Flujo por:

htop(q/) = htop(¢1) = sup hu(¢1) = sup hu(\p)

La definicién de entropia topolégica para el flujo ¥ = {4 }icr, nos permite,
dada una funcién F' € C(X) definir la Presién de F' con respecto al flujo ¥
por:
Py(F)= sup {hu(ibl) —|—/qu}. (3.4)
veEMy
A continuacén sea A una matriz de transicién y f € Co(XF) con f > 0.
Entonces para la entropia del flujo de suspensién oy, tendremos ademds, gracias
a un trabajo nuevamente de L.M.Abramov (ver [1]) (aparecido tambien en
1959), la posibilidad de relacionarla con la entropia de o, en la forma siguiente.
Dada una medida o;—invariante, u, sea W~ (u) la correspondiente medida
o—invariante relacionada a p por la Proposicién (2.3.9). Entonces:

o) = T l?)

= TR (3.5)
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Capitulo 4

Operador de transferencia

4.1. Definiciones

En lo que sigue, sea (X, 7) un espacio topolégico compacto, T : X — X
funcién continua y sobreyectiva, tal que para todo z € X el conjunto T1(z) es
finito.

Definicién 4.1.1. Dada f € C(X), definimos el Operador de Transferencia
25 :C(X) — C(X) por:

ZLrglx)= > exp(f()gv)- (4.1)

yeT~{z}

Ejemplo 4.1.2. 1. Dada la matriz de transicién A, sin fila ni columna idénti-
camente cero, sea (ZX, o), el respectivo Sub-Shift de tipo finito. Entonces
por la finitud para todo # € X7} de o=1{z} , tenemos la posibilidad de
definir para f € Cp(X7) el operador de transferencia:

Lrg(x)= > exp(f(y)g(y).

yco~{x}

11. El siguiente ejemplo, si bien se escapa a las aspiraciones de esta Tesis, es
importante por su relacién con la funcién Zeta de Riemman. Definimos
en el intervalo [0,1] la Transformacién de Gauss G : [0,1] — [0, 1] por:

Glz) =~ - H

T

Entonces:
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Si para s € C con |s| > 1, definimos f; : [0,1] — [0, 1], por fs(z) = slogz,
sea £y, , el respectivo operador de transferencia. Entonces para g € C([0, 1]),

tenemos:
> 1 \° 1
Ly g(x) =Y <x+m) g <m+m)~

m=1

Notemos finalmente que a pesar que la Transformacion de Gauss tiene
fibras infinitas, para s € C con |s| > 1, serd facil ver que el operador %}, ,
actua en C([0,1]) donde es acotado.

Proposicién 4.1.3. Dada f € C(X) sea .Z} el correspondiente operador de
transferencia. Entonces:

I. Si existe una constante M7 € N de modo que para todo z € X:

Z 1<MT,

yeT 1 {z}

entonces £ definird un operador lineal acotado y por tanto continuo de
C(X) en si mismo.

1. Recordemos para todo = € X y todo entero m > 0 la definiciéon:

—

m—

Smf(z) =Y f(T'(x)),

=0

se tendrd que la composicién m-esima de . consigo mismo, esta dada por:

Lige) = Y exp(Smf(@)g(y). (4.2)

yeT-m{z}
Demostracion. 1 Sea g € C(X) y « € X. Entonces:

Zrg@)| < D lexp(£()g(v)]

yeT~{z}

<lglle D, el fll)

yeT—1{z}
< Mr || g [loo exp([| f [loo)-

Lo que demuestra la desigualdad:

1ZFllex)y < Mrexp(]| f [lso)

y £ serd un operador lineal acotado.
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11 Sea g € C(X) y x € X. Procederemos por induccién. Por definicién, la
ecuacién (4.2) es cierta para m = 1. Suponiéndola cierta para el entero
positivo m, probémosla para m + 1. Entonces:

f?*lg(x) = Z"(ZLrg(x))
= Z exp(Sm f (1)) (ZLrg(y))

yeT~m{z}

3 > exp(Smf(y) + f(2)9(2)

yeT-m{z} zeT - {y}

- Z Z exp(Sm f(T(2)) + f(2))g(2)

yeT-m{z} €T~ {y}

Z exp(Smt1f(2))g(2)

ZeT—(nL+1){z}

y la ecuacién (4.2) serd cierta para todo entero positivo m.
O

4.2. Propiedades Espectrales del Operador de
Transferencia

En lo que queda de capitulo nos avocaremos a estudiar las propiedades es-
pectrales del operador de transferencia £ al actuar respectivamente sobre los
espacios C (EX) y C@(Zj), asi como la relacién que existe entre este operador y
la Presién Topoldgica definida en el capitulo anterior.

Antes, deberemos dar algunas definiciones que nos permitirdn una mejor car-
acterizacién de las funciones Holder continuas para el caso de los espacios
métricos (X4, dp) y (X4, do).

4.2.1. Funciones Holder Continuas en ¥4 y ¥7.

Definicién 4.2.1. Dada la matriz de transicion A y 8 € (0,1) sean (X4,0)
y (X%, o) los correspondientes Sub-Shift de tipo finito. Entonces para toda
f€C(Xa) (resp. C(XF)) v todo entero k > 0 definimos:

varg f (resp. var',:f) =sup{| f(z) = fly) |: zi = vi, |i|<k}.
A continuacién definimos Cp(X4) y Co(X%) por:

Co(Xa) ={f €C(Xa): varrf <CO*, k=0,1,..., para algtin C' > 0},
Co(Xh) ={fecCc=}): Varﬁf <C6* k=0,1,..., para algin C > 0}.
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Por tltimo para cada f € Cp(X4) (resp. Co(X7)) definimos:

|f|0:sup{va‘0r,ff : k>0}.

La siguiente proposicion es una consecuencia inmediata de las definiciones.

Proposicién 4.2.2. Dada la matriz de transicién Ay 6 € (0,1), sean (X4, pp)
y (3%, pd) los correspondientes Sub-Shift de tipo finito con sus métricas re-
spectivas. Luego para toda g € C(X4) (resp. C(X})) tenemos:

I. Sea ¢ > 0. Entonces var,g < ¢6™ con n = 0,1,... si y solo si para todo
z, y € ¥a (vesp. ), tenemos | g(x) — g(y) |< cpo(x,y) (vesp py (z,y)).

II. | g |p es la menor constante que hace de g una funcién Lipschitz continua.

Corolario 4.2.3. 1. La funcién || - [|p : Co(Xa) (resp. Co(XF)) — R que a
cada f en Cg(X4) (resp. Co(X7)) le asigna el valor || f |lo=|| f |loc + | f |0
define una norma en Cy(X4) (resp.Co(XF)).

1. Los espacios normados (Co(24), |- |]), (Co(=%),[|- /o) son de Banach.

En lo que resta de seccién, sea 6 € (0,1) y A, matriz de transicién de orden
n > 2.

4.2.2. Radio Espectral, Radio Esencial
La siguiente observacién serd de gran utilidad para los calculos que vienen.

Observacion 4.2.4. Sean a, b € C. Entonces tenemos:
lexp(a) — exp(b)| = |exp(b)| [exp(a — b) — 1|

o~ Ja—b™

< exp([b]) 221 T

— (a—b)m!
SeXp(‘bl)‘a—b‘ Z (mfl)'

m=1 ’
Luego tendremos:

lexp(a) — exp(b)| < |a — blexp(|a — b] + |b]).

Proposicién 4.2.5. Sea f € Cy(X}) con LReat(r)1 = 1. Entonces existe C' > 0
tal que para toda g € Cy (Ez) y todo entero m > 0 tenemos:

| L9 le< Cll g lloc +0™ [ g o - (4.3)
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Demostracion. Procederemos por induccién en m, para lo cual probaremos
primero la existencia de constante C; > 0 de modo que para toda g € Cy (Ej):

L5 glo < Cillglloo + 0lglo-

Sean x, y € Ejg con r; =y;, 0 <i<k—1, entonces tenemos:

[(Zp)g(x) = (Zr)g(y)] < > lexp(f(jz))g(jz) — exp(f(y))9(y)l
Je{1,...,n}: Ay 2p=1

< > lexp(f(jz)) — exp(f(jy))| - l9(jz)]
jE{l,...,n}:Aj,zozl
+ > lexp(f(iy))| - 19(jz) — g(iy)|
je{1,..., n}:A]“mO:l
< glloo > exp(Real(f)(jy)) lexp((f (jz) — f(iy))) — 1
FE{L 0 yn}i A 4g =1
+ lglo6* T > exp(Real(f)(jy))-

J€{1,...,n} Ay 00 =1

Definiendo Cy := 6 | f |g exp(||f]lo), del uso de la Observacién(4.2.4), ten-
dremos:

(Zp)g(@) = (Z)g)l < C10% || g lloo + | g lo 65
Lo que nos lleva a:
1Zrglo < Chllglloo + 1glo0-

Suponiendo ahora para el entero m > 2, la existencia de constante C,, > 0 de
modo que para toda g € Cp(X7F):

\fpg\e < Cnllgllos +60™glo,
tendremos:
2|, = 127 (),
< Cn [(Zr9)lloo + 0™ 1(Z19)lg

SCnllgllee H0™(Cr 1l g lloe +01 g o)
- (Cm + emcl) || g ||oo +0m+1|g|0’

Luego, si definimos C,,,11 = C,, + 68™C1, para toda g € CQ(EZ) tendremos:
[Z1g| < Crallglloo + 0 lglo,

Finalmente como:

. Lo et Cy
Crs1 = (Cp + 0 cg:cljgeﬂz 1T O <o
la proposicién quedaréd probada tomando C' = ecfl. O
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Definicién 4.2.6. Sea n una palabra admisible en ZZ. Entonces denotaremos
por |, al largo de 1 y por [n] al cilindro:

() = {z € £} : x|l = n}.

Proposiciéon 4.2.7. Sea f € C@(Ej) y Zf el correspondiente operador de
transferencia. Entonces el limite:

, 1 m
lim — log (suP(.chal(f)(]l))> . (4.4)
EA

m—o00 M

existe. Luego si definimos:

R(f) :=exp ( lim 1 log (S;P(glgéal(f)(]l))>> .

m—o00 M

y escribimos:

o ep(1/1 - 0))1710).

entonces para R > R(f), existira constante C; > 0, de modo que para toda
g € Co(X7) y todo entero m > 0, tengamos:

C:=

|-Z"gle < R™C1(C||glloe + 0™ gl6)- (4.5)
Demostracion. Para comenzar notemos que:

Sup(g}i:a];(f)(]l)) S Sup("%l:{eal(f) (]1)) Sup("ipl:];eal(f) (1))7
=% =% =%

A A

luego:

log (Suf(gli:a]?(f)(]l))> < log <SuP($1{eal(f)(]1))> + log (Suf(gflgeal(f)(]l))>
by b =%

A A

y del uso del Lema (3.1.5), concluimos la existencia del limite:

1
lim — log | sup(.&%* 1 .
o, g <2§( Real(f)( )))

De este modo dado € > 0 con exp(e)R(f) < R, existird constante C; > 0 de
modo que para todo m > 0 tengamos:

S;P(gfgéal(f)(]l)) < (R(f) exp(e))™.
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Sea entonces g € Co(X¥), z, y € =7 con z; = y;, 0 < i < k. Tenemos:

Lfg(x) — L g < > lexp(Smf(nVa))g(nV )

n:n|=m
—exp(Smf(nVy))g(nV )
+ Y 1exp(Smf(nVy)gn Vv a) — exp(Smf(nVy))g(n Vv y)|
nil|=m
gllo Y, lexp(Smf(nVz)) —exp(Smf(nVy))|
n:nl=m

+1gle0™ " D" exp(SmReal(f)(nVy))

n:n|=m

<llglloo Y [exp(Smf(nV @) — exp(Smf(n V y))|+

n:lnl=m
+ Iglo8™ sup( Lt (1)
Z:A

<llglloe D> exp(SmReal(f)(nV y)) [exp(Sm(f)(nV ) = Sm(f)(nVy)) —1|

n:nl=m
+1gle6™* (Rexp(e)™.

Luego del uso de la Observacién(4.2.4) obtenemos:

xS0V 2) = S50 ) = 11 < 0% ({12 exp1/1 = op1s1a) )

lo que nos lleva a:

| Zf"g(x) — Zf"g(y) |

[fle
1-0

o o1/ =) 1100+ 1 g I am) .

<|1 g loo C1R™ 6" ( exp((1/(1 - 9))|f|e)) T lglob™Cy R™

< RmOtC (||g||oo

Denotando finalmente, C' = llffl‘é exp((1/(1 —0))|fle), obtenemos:
|25 glo < R™C1(Cllgllc + [glo6™).
O

Proposicién 4.2.8. Sea f € CQ(ZX), entonces el Radio Espectral del operador
de transferencia, .%f, actuando respectivamente sobre los espacios de Banach
CED) - o) ¥ (Ca(=%), 1] - 1lo) es alo mds R(f). Si asumimos f a valores
reales tendremos la igualdad.
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Demostracion. Sea g € C(X%). Entonces:

LFg@) < Y [exp(Smf(©)g(y)]

yeo~m{x}

<lglle D exp(Sm(Real(f))(y))

yeo~m{x}

< llglloo sup (.zgg;al(f)ﬂ)
=4

Luego:
127 |2y = sup (fr?éauf)ﬂ)-
EA
Finalmente de la Férmula del Radio Espectral (1.3.7), obtenemos que el
radio espectral de £} actuando en (C(X7%), ]| ||oo) es a lo més:
1

1 m
A 27 Fe ey < M (S“p ("gf ]l))

)
o
=exp | lim — logsup (i”}”]l) = R(f).
m—oo M, EX

Por otro lado la ecuacién (4.5) junto a lo recién hecho, nos permite para
R > R(f) encontrar constantes C, C; > 0 de modo que para todo g € Co(X})
y todo entero m > 0, tengamos:

| 259 lo < R™C1(Cl|glloo +0™glo)
< R™[|glleC1(C +6™)

127" lloe < llgllo(sup(ZF"1)) < lgllo 2"
P

A

De las cuales obtenemos:
1L |1y (co sty < B™M(CL(C +60™) +1).

Y nuevamente por la Férmula del Radio Espectral (1.3.7), concluimos que

el radio espectral de .%; actuando en (Co(X7), ]| - ||o) s a lo més:
i {125 e o < B

Haciendo finalmente tender R a R(f), obtenemos lo querido.
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Sea ahora f € Co(X7) a valores reales. Entonces:

R(f) =exp (%gnoo % log (sup(fﬁ’éal(f)(]l))>>
=

1 m
= exp (%E}noo - log (s;;(ff (]1))))

1
< i m |
_n}ggollff 1”9

< lfm ( sup (||f}”9||9)>

m—0o0
9€Co(ZH).llglle=1

1
< tim |L2pI7

m—o0 Co(=h))

Y el radio espectral de .#; actuando sobre Cg(X7) serd mayor o igual a R(f).
Finalmente de lo hecho maés arriba concluimos la igualdad. O

Proposicién 4.2.9. Sea f € CQ(EXL Z el correspondiente operador de trans-
ferencia actuando sobre (Co(X%), || - |lo). Entonces el radio esencial Ress(-Z)
es a lo méas OR(f).

El siguiente lema nos facilitara la demostracién de la proposicién anterior.

Lema 4.2.10. Sea f € C@(EX). Asociamos a cada palabra admisible 7, en EZ,
el elemento z,, € [n]. Luego definamos para cada m > 1, los operadores,

E,: CQ(EX) — CQ(EX)
w Z w(xy) Ly,

nilnl=m
K, : Co(Xh) = Co(3)
w s Lo By (w).

Entonces para cada R > OR(f), existird una constante K > 0, de modo que:
Hg]zn — Km:f”ﬁ(@(i]lj)) < KR™.
Dado ademads 6 > 0, tendremos para cada g € B(f,J) la desigualdad:
1y — Koyl oy sy < K(exp(@)R)™.

Demostracion. De la definicién de E,, obtenemos para w € Cy(X7) las desigual-
dades:

n | z€[n]
S |w|90m.

|Emw — w]|oo < sup { sup |w(z) —w (xn)l}
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Luego para k < m y todo par z, y € Ejg con x; =y;, 0 <1<k —1 tenemos:

[(Emw —w)(z) = (w = Enw)(y)| < [(w = Enw)(@)| +[(w = Enw)(y)l
<2||Enw — w]|e < 2w|gf™

varg (Emw —w) _ 2|w|gd™
<
ok = k
Si en cambio k > m, tenemos:
[(Epw —w)(x) — (Emw —w)(y)| < |w(z) —w@)| + [Enw(z) — Enw(y))|
= |w(z) —w(y)l,

S 2\w|9.

luego:
varg (w — Epnw)

ok S|’LU|9

Entonces:
|Epmw —wlg < 2]wlp.

Por otro lado:
[ L " w — K, fw|loo = [|-Z]" (w — Enw)||oo
< ||U} - EmeOOHjP’Taal(f)]lHoo

y de la existencia del limite:
i ||.Z71[% = R(/)

podremos dado R > OR(f), escoger constante C; > 0 de modo que para m > 0
tengamos:
LR ) L oo < CL(07R)™.

Luego:
12" w — Ko, pwl| oo <|(w = By (w)) |l (07 R)™
SClRm|w|9.

Si ademds escribimos Cy(f) = % exp((1/(1—0))|f|o) de la Proposicién (4.2.7)
tendremos:

\f}”w — Ky jwlg = |$fm(w — Ew)le
< (07" R)™(Call(w = Em(w))||oo + 0™ |(w = Ep(w))]o)
< (C2 +2)R™|wlp.

1L w = Ko jwll e, sty) < (CL 4+ C2 +2)R™
Finalmente de notar, dado § > 0, que para todo g € B(f,d) tenemos:

|| <Lhear(g) Loo < exp(md) exp |[Lreap) oo
y que Ca(f) es acotado en g € B(f,0), obtenemos la segunda desigualdad. [
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Procedamos a demostrar la Proposicién (4.2.9).

Demostracion. (Proposicién (4.2.9)) Al ser para cada m > 0, E,,, de rango
finito, este serd compacto. Luego K, s al ser definido como la composicién de un
operador compacto, E,,, con un operador acotado, £, serd compacto. Entonces
del uso de la formula del Espectro Escncial (1.3.8) obtenemos por el Lema
(4.2.10) para cada R > 0R(f):

m

Reos(Zp) < 1im (112" = Ko llcieyisi)
< lim KmR=R.

T m—oo

Haciendo finalmente tender R a R(f) obtenemos lo querido. O

4.2.3. Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius

Esté seccién tendra por objetivo demostrar el Teorema de Ruelle-Perron-
Frobenius, para lo cual deberemos primero introducir los siguientes resultados.

Teorema 4.2.11. (Schauder-Tychonoff (ver [9, pag. 456])) Sea U un sube-
spacio no vacio, compacto y convexo, del espacio vectorial topolégico, localmente
convexo V. Entonces para toda funcién continua G : U — U, existird = € U tal
que,

G(z) =z.

Teorema 4.2.12. (Arzela-Ascoli (ver [21, pag. 167-168])) Sea § una
familia equicontinua de funciones, de un espacio topoldgico separable X, a un
espacio métrico Y. Sea {f,}5°_, una sucesién en § tal que para todo z € X,
la clausura del conjunto {f,,(z) : m = 0,1,...} es compacta. Entonces existe
subsucesién {fy, }72, convergente en forma puntual a una funcién f y cuya
convergencia a f es uniforme en compactos de X.

Teorema 4.2.13. (Ruelle-Perron-Frobenius) Supongamos, A, aperiddica,
fety (Zj) a valores reales y .Z el respectivo operador de tranferencia actuando
en (Co(Xh), |- lo)- Entonces:

I. El niimero A = R(.Z) es un valor propio simple de .2 con correspondiente
autovector h € Cy(X7) estrictamente positivo.

11. El resto del espectro de .Zf se encuentra contenido en un disco centrado en
el origen de radio estrictamente menor que .

11, Existe tinica medida de probabilidad v de modo que £} (v) = Av , v(h) =1
y para toda g € C(X7) tengamos:

lim ||)\7m$fmg—u(g)h||oo =0. (4.6)

m— o0
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Comenzaremos con demostrar la existencia del valor propio A y el correspon-
diente autovector, v, del dual, .Zf*, del operador de transferencia 2. Seguiremos
luego con la existencia del autovector h para continuar con la ecuacién (4.6)
y asi finalizar con la prueba de la maximalidad de A y lo concerniente al resto
del espectro.

Demostracion. Existencia de A\, h y v.

Al ser £ un operador positivo, tenemos £51 > 0 y podemos definir la
funcion:
G: M(ED) = M(ED)
L5 (1)

"))

Luego como para g € C(X7}), toda sucesién, {u, }32,, con u, — u, cumple con:

m 2} (un)(g) = lim [ gd(Zf (1))

m— o0 m—r oo

= lim /ffgd,un

m— oo

/-ffgdu = /gd(-i”f(u))

y:
G(p)(1) =1,

G definird una funcién continua. Entonces como del Teorema (1.4.7), M(Z})
es un espacio compacto, convexo, tendremos por el teorema de Schauder-
Tychonoff (4.2.11), la existencia de un elemento v € M(X7) tal que:

Gv) =
Es decir, si escribimos A = £} (v)(1), tendremos:
Zi(v) = .
Para demostrar la existecia del autovector h, definimos para cada entero m > 0

el nimero:
Bm=exp< > 2|f|99i>

i=m-+1

y el conjunto:

A={geC(X}):9>0, v(g) =1y para todo par z, ' € 7%

con z; =z, 0 <4 <m tenemos g(z) < By,g(z')}.
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Entonces tenemos para todo g € A la desigualdad:

A1 ZLg >0

V()\_lffg) = )\_lu(ffg)
= \1ZF(v)(9)
=A"w(g) =1

Sean ademas m >0y z, 2’ € Ejg con r; = :rg7 0 < i < m entonces para todo
J € Z tal que A, = 1, tendremos:

Bm+1g(jxl)

~—

exp(f(jz))g(jz) < exp(f(jz)

< By exp(| f o 0™ exp(f(jz’))g(jz")
< Bmy1exp(2 | f | 0™ exp(f(jz'))g(jz’)
= B exp(f(ja'))g(jz’).

Luego obtenemos:
M1 Zg(z) < B Zg(a)

ATLZp(A) C A

Finalmente como:

1eA
y para todo par g1, g2 € A y todo S > 0 tenemos:

Bgr+ (1= B)g2 >0,

v(Bgi+ (1 —=B)g2) =B+ (1-5)=1,

Bar + (1 = B)g2 < BBmg1 + (1 — B)Bmg2 = Bn(Bg1 + (1 — B)g2),
el conjunto A serd distinto de vacio y convexo, luego si ademds demostramos
que es compacto, por el teorema de Schauder-Tychonoff existird h € A tal

que:
Lsh = Ah.

De la aperiodicidad de la matriz A existe un entero positivo M > 0, tal que
AM > (. Asi, para todo par z, y € ZX tenemos AM # 0 y podremos

Yo, To
encontrar z € 0~ M (x) tal que zg = yo. Entonces para g € A tenemos:

A M LM g() = XM exp(Sm f(2))9(2)
> A Mexp(—=M || f [loo)g(2)
> A" Mexp(=M || f ||o) By 9(y)-
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De donde obtenemos:
L=vAM2ZMg) = X Mexp(=M || f lle) By *9(y)-
Luego si escribimos K = AM exp(M || f ||o0)Bo tendremos:

gy) <K

y la arbitrariedad en la eleccién de y nos permite concluir que:
llgllee < K.
Ademds como para todo z, 7’ € Ejg con r; = :rg7 0 <1t < m, tenemos:
|g(z) —g(@) | < (Bm—1K

y limy, o0 (B — 1)K = 0, pues lim,, o By = 1. El conjunto, A, definird una
familia equicontinua de funciones, entonces, por el teorema de Arzela-Ascoli
(4.2.12) el conjunto A serd compacto y tal como dijimos antes, por el teorema
de Schauder-Tychonoff existird h € A tal que:

Lh = Ah.

Finalmente, como v(h) = 1, existird y € ¥ tal que h(y) > 1 y para todo
x € ¥ tendremos:

h(x) = AX"MLMh(z) > K 'h(y) > K.

Luego:
inf h(xz) > 0.
mGEX
Para concluir con el estudio del autovector, h, notemos que para, g € A y todo
par z, ' con x; =}, 0 <i<m — 1, tenemos:

[9(x) —g(") | < (B —1) [ ¢l

2 gt
= (oo (FHEET=) <) 101

2010 6™\ 2] f o 6™
<
<oxp (AL 2D g1
exp (325) 21/ lo
< - gl | 0
- 1-46
Entonces
A CCo(=Hh).
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Convergencia uniforme (ecuacién (4.6))

Comenzaremos con la demostracién de la ecuacién (4.6), para el caso par-
ticular de f € Cp(X7), con Z;1 = 1. Del uso de la Proposicién (4.2.5), exis-
tird constante C' > 0 de modo que para toda g € CQ(EX) y todo par z,y € ZX
con dg(z,y) < 0%, tengamos la desigualdad:

|27 (9)(2) = Z7(9) ()| < | Zpgly 0" < CO*|gllos + [glo0* ™.

Asi, la sucesién { ]Z"g} definird una famila equicontinua de funciones en

m=1
o0
Cg(Ejg). Para demostrar que {f}" g}m:1 converge uniformemente a ( f EX gdu) 1,

o0
es suficiente demostrar que toda subsucesién convergente { i g} , con-
k=1

verga uniformemente a ( Ik Zngu) 1. Sea { JZ"’“ g} una subsucesién de

o0
o m=1
{ }"g} ygeE CQ(ZX) de modo que la convergencia:
m=1
lim Z"9 =g,
el
sea uniforme. Ahora:
sup g > sup £yg>...> sup .megz...
:CEZ: xEZX meEX
Luego para todo m > 0 tendremos la desigualdad:

sup g < sup Zf"'g.
zeX] zeX]

o0
Ademads como, {supxez+ f;”g} , define una sucesién decreciente y:
A m=1

lim sup f}”kg = sup g,
k=00 pest zex}

tendremos:
lim sup Zf"g = sup g

m—e0 :CEZJE erX
Por otro lado de la continuidad de, £, obtenemos:
lim sup f;’”‘m"g = sup Z5"g,
k=00 JJEEX J;EZX

luego: _
lim sup Z7g= sup Zf"g.

IR pext zex}

Y de la unicidad del limite anterior, tenemos para todo m > 0, la igualdad:

sup Zf'g = sup g.
zex} zexd
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A continuacién, la compacidad de Ejg y la continuidad de %, nos permite para
cada m > 0 concluir la existencia de x,, € EX de modo de tener:

g(zo) = sup g = sup Zf"g = Z;"G(xm).

zexd zexd
Entonces de la igualdad Z;1 = 1 obtenemos:
L g(xm) — g(zo) = Y. exp(Smf(¥)(@(y) — g(xo)) = 0.
yeo'_m’{w'm}

Luego para todo y € {J,°_ o~ "™ {2} tendremos:

9(y) = g(xo0),

igualdad que extendemos a todo y € ¥} a partir de la densidad de {{Jy._, o™ {z.m }}
en ¥ (Proposicién (2.2.20)). Ademds:

glo) = / gy = / Lrgdy = / g,
D)3 D) )

Luego g es constante igual a (f2+ gdu) y {f;”kg}z‘;l, convergerda de manera
A
oo

uniforme a (f2+ gdu) 1. Entonces dada g € CQ(EX) la sucesién, {f;"g} ,
A m=1
convergera de manera uniforme a:

</zz gdy) 8

Para obtener la convergencia de g € C (EJA) a ( f2+ gdZ/) 1, observemos por
A

el teorema de Stone-Weirstrass que Cy(X7) es denso en, C(X7), y para toda
g € Cy (EX) tenemos:

1259 — Z5"3lloc < 125" 1|oollg = Flloo

Consideremos ahora el caso de f € Co(XF) con Z41 # 1, sea A el valor
propio y h el vector propio de s encontrados en el punto (I). Definimos:

f=f+logh—loghoo —logA. (4.7)

Tenemos:

1
L1 = Zy(h/Mhoo) = - Zrh = 1.

Si ademads definimos vi= hv tendremos:

/ ]1de = hdy =1
D)y =3
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gff (Vf) = Z/];.
Asi, dada g € C(X7) la convergencia:

lim ,,Sf}"’g: /gdu~,

m—o0

serd uniforme y:

AL = AL (9) = hLF (g/h).

—log h+log hoo+log A

Finalmente tendremos:
A2y vi(g)h] = |1 (27 9/m) = viia/m))]
< [hllse |[£7a/m) = vy /m)]| -
Lo que concluye con la demostracién de la ecuacién (4.6).

Simplicidad y Maximalidad de .

Recordando que un valor propio n se dice simple si su multiplicidad alge-
braica es 1, es decir si la dimensién del espacio de vectores propios general-
izados, U;il Nucleo(Zs — nlI)?, es 1. Nuestra prueba de la simplicidad de A
estard primero en demostrar que dim (Nucleo(.Zs — AI)) = 1, para luego probar
de que no existe autovector generalizado de orden 2.

Sea g € C(EX) un autovector de valor propio A de .£%. Entonces por la
compacidad de Ej existird y € Zj; de modo que:

Entonces la funcién:

()
9—9—@/1-

serd continua, no negativa y tal que para todo m > 0 tengamos:
0=A"g(y) = Z5"3(y)-

Asi, por la no negatividad de § y la positividad de exp(f) tendremos para todo
m>0yze€o ™{y} que:

g(z) = 0.
Igualdad que extendemos a todo x € ¥ a partir de la densidad de {{J,,~, o™ (v)}
en ¥ (Proposicién (2.2.20)). Entonces: -

0.
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Luego todo autovector de valor propio A serd miiltiplo de h y por ende la di-
mensién del conjunto Nucleo(.Zs — AI) serd igual a 1.

Supongamos ahora para A la existencia de autovector generalizado, g € C (ZX)
de %, de orden 2; es decir (£ — A)?(g) = 0. Entonces:

L} (9) = 20Zs(9) — Ny
y para todo m > 0 tendremos:
L7 (9) = mA" 1Ly (g) — (m — 1)A™(9).
Lo que nos lleva a:

AL g) =

m
A

Z(0) - m =)o) =m (32~ 1) @)+
Finalmente como

lim [[ AL g — v(g)h |lee= 0,

m—0o0
concluimos: )
sup mf(ff_m I)(g)H < 00,
meN A 00

luego Zrg = Ag. Es decir X serd valor propio simple de .Z%.

Demostraremos ahora que A = R(Z}) y que el conjunto Esp(.Zf) \ {\}, se
encuentra contenido en un disco centrado en el origen de radio estrictamente
menor que .

Si nuevamente escribimos f € Cp(X¥) como en la ecuacién (4.7), tendremos
para todo w € Co(XF) con [|w||y < 1:

[IAlle

[I7{lo
|2 <
0~ infyy |h||| 7o = 7

w
)\—’Hl :fm < h . ‘ ‘gm . ‘ ‘ .
125 wllo < lIkllo - || 27 () Bty T

Luego por la Formula del Radio Espectral (1.3.7), haciendo m — oo,
tendremos, A > R(.Z¥). Pero como A es un valor propio de %5 concluimos:

A= R(Z).

Entonces de las Proposiciones (4.2.8), (4.2.9) obtendremos:

1
A= lim —1 L 1
exp (mgnoo m 0g <S;§( Real(f)( ))))

1
lim — 1 m (1
> 6 exp (mgnoo —log <S;P($Real( nl ))))

A

Z Ress(oipf)
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Por lo tanto para completar la demostracién solo nos falta demostrar que:
Esp(Zp) [ {2 € C: |2 = R(Z)} = {A}.

Para hacer esto, supongamos por contradiccion la existencia 8 € C con |3] = A
y B # A. Sea ademds g € C(X7) tal que:

ZLrg = Bg.
Luego la sucesion:
{(B/N)" e s

serd divergente. Entonces:

| AT L g(@) — v(g)h(x) |=[(B/N)™ g(x) — v(g)h(z)|.
Asi, el limite:

. -1 m 9()
lim h(z)™" [(B/X) h(z) v(g)|,

no existird para ningtin = € ¥}, contradiciendo la ecuacién (4.6). O

4.2.4. Consecuencias del Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius

En lo que sigue nos avocaremos a estudiar algunas consecuencias del Teore-
ma de Ruelle-Perron-Frobenius (4.2.13), comenzando con un estudio de
las propiedades dindmicas de la medida obtenida al normalizar la automedida,
para continuar con formas equivalentes de expresar la presién topoldgica, a par-
tir de las cuales podremos ver de manera explicita la intima relaciéon que existe
entre el operador de transferencia y la presién.

Durante toda esta seccién sea A una matriz de transicion aperiddica.

Definicién 4.2.14. Sea f € Cp(X7) a valores reales, v la tinica medida de
probabilidad para f que cumple con las conclusiones del Teorema de Ruelle-
Perron-Frobenius (4.2.13) y h el correspondiente autovector. Entonces defin-
imos la medida py por:

= hv

Tenemos los siguientes resultados:
Proposicion 4.2.15. Sea f € CQ(ZX) a valores reales, entonces:
I. La medida pf es de probabilidad.
11. La medida py es o-invariante.

Demostracion. 1. Por el punto (III) del Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius
(4.2.13), tenemos:



1. Sea g € C(X}). Entonces:
uy(g) =v(hg) =v(\ " opsh - g)
=A"w(Zs(h - (go0)))
=21 (Zfv)(h- (g00))
=v(h-(g00))
=ps(goo).
O

Definicién 4.2.16. Sea f € Cyp(X7) a valores reales. Entonces la medida u €
M(X7) se dird de Gibbs respecto a f, si existen constantes A, C1, Co > 0
de modo que para todo z € EX, m > 0 tengamos:

_myeNiiyi=1, 0<i<m}

= exp(—mlog A + Sy f(2))

< 0. (4.8)

Teorema 4.2.17. Sea f € CG(EX) a valores reales, A\ el valor propio simple
maximal de .Zy nombrado en el teorema de Ruelle-Perron-Frobenius y h
y v como en la Definicién (4.2.14). Entonces 11y es medida de Gibbs respecto

a f.

Demostracion. Sea x € ¥ y m > 0. Entonces:

pr([zo .. xm—1]) :/ hdv

[20--Zm—1]

= h . ]l[z T ]dU
J ST

—\m L (h - Ly _1])dV.

)
Ahora como para y € ZX tenemos:

m S e Tp— h e T o Aacm,l .
LAy 2, 2))(Y) = XP(Sm f(20 - Zm—1y))h(T0 - Tm1y) - si v
0 si Az, 140

Obtendremos la desigualdad:

m—1
P Ay D) < 0SS @)+ 3 |00 |11
=0
< exp(Se)ep (L) 101

Luego:

- mea]) < X7 exp(Sme e (L1811
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Escribiendo entonces C; = exp (%) || b ||o tendremos:
/,Lf([.’lio...xm_l]) < 02.

exp(—mlog A + S, f(z))
Por otra parte la aperiodicidad de la matriz A, nos permite encontrar entero

positivo M tal que AM > 0. Asi para todo y en ZX existird al menos un elemento
zen [xg...2T,) tal que ™M (2) = y. Entonces:

,uf([xo e xm—l]) = /\7(m+1b1) /E+ ZJZ’H_M (h : ]l[a;o.“wm,l]) (y)dV
A
2 XM exp(S 0 £(2)) inf
A

> A0 exp( Sy f (2) = M || f |loo) inf B
EA

> [ A Mexp —Ifle _ M||flloo | Inf b | exp(Sm f(z))A™™.
1-6 ZX
Escribiendo C; = ()\—M exp (% - M||f|\|oo> infzj h) , concluimos finalmente:

pr([zo .. Tm-1])
G = exp(—mlog A + Sy, f(2)) =G

O

Corolario 4.2.18. Sea f € C@(EX) a valores reales, A el valor propio maximal
de .Z; nombrado en el Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius (4.2.13).
Entonces:

P(f) =log A =log R(Z)

= lim ilog <sup($]l"(]l))> .

m—o0 M E+
A

Demostracion. Para cada palabra finita admisible n de largo m > 0 de Ej, sea
x, € [n] tal que:

Sél[p] exp(Sm f(y)) = exp(Sm f(xy))-

Entonces por el Teorema (4.2.4) tenemos:
Crexp(Sm f(xy)) < exp(—mlog Ny ([n]) < C2exp(Sm f(zy))-
Lo que nos lleva a:

Cy Z exp(Sy, f(z,)) < exp(mlogA)

nilml=m

< Oy Z exp(Sm f(xy)).

z€n]
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Tomando logaritmo y dividiendo por m:

1 1
PG Liog [ 3 exp(Sf(ey)) | <log

m m
n:nl=m

<

IOg CQ 1
—1
S —log | Y exp(Smf(ay))
n:nl=m
Haciendo luego tender m a infinito, por la ecuacién (3.3):

P(f)= lim ilog Z exp(Sm f(zy)) | =logA.

m—oo M
n:nl=m

Finalmente por el Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius (4.2.13) y la
Proposicién (4.2.8) concluimos:

P(f) =log A = log R(Z;)

m—o0 M, Z+
A

1
= lim —log <bup($f”(]l))) .
O
Teorema 4.2.19. (ver [7, Teorema 1.22]) Sea f € Co(X¥) a valores reales,
entonces fiy es la inica medida p € M, para la cual tenemos:

P(f) = hu(0) + | fdp.

+
SN

Observacion 4.2.20. Por tdltimo, los resultados recién mencionados nos per-
miten reformular las Proposiciones (4.2.8) y (4.2.9) en la forma siguiente:

Proposicién 4.2.21. Sea f € Co(X7). Entonces el radio espectral del operador
de transferencia £ actuando respectivamente sobre los espacios de Banach
€0, - 1lso) ¥ (Co(Z3), 1 - [lo) es a lo més:

exp(P(Real(f)))-

Si asumimos f a valores reales, entonces tendremos la igualdad.

Proposicion 4.2.22.

Sea f € Cg(Ejg) y Zr el respectivo operador de transferencia actuando sobre
(Co(=%), |- Ilo). Entonces el radio esencial Ress(-Zf) es a lo més:

0 exp(P(Real(f))).
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4.2.5. Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius Complejo

Durante la seccién anterior probamos para funciones en Cy (Zj, R), el Teore-
ma de Ruelle-Perron-Frobenius (4.2.13). En la presente seccién extender-
emos ciertos puntos de dicho resultado, méas especificamente los concernientes
a la maximalidad y simplicidad del valor propio, para el caso mas general de
funciones en un cierto subconjunto de Co(X¥).

Supongamos en lo que sigue, A, aperiddica.
Comenzaremos con el caso particular de f € Cg(EX), con LReal(f)1 = 1. Luego,
de la Proposicién (4.2.8), el Radio Espectral, R(.Zs), serd a lo més 1 y para
toda ¢ € Cp(X7) tendremos:

L) = > exp(f(y)e(y)

yeo~{z}

= Y exp(Real(f)(y)) exp(ilm(f))d(y)

yeo—{z}

= LReal(f) (exp(ilm(f))o) .
Si ademéds para A € C, con |A| = 1, existe g € Co(XF), tal que:

exp(im(f))g = A(g o o),
obtendremos la igualdad:
Z1(9) = Lrear(y) (exp(ilm(f))g)
= ZReal(f)()‘g 00)

= Ag("?Real(f)]l)
= Ag.

Y el radio espectral, R(.Z¥), sera 1.
Si por otra parte escogemos, g € Co(X7), de modo que exista, A € C, con | A |=1
y:

Zrg = Ag,

tendremos por un lado:

l9| = |-Z19] < Lrear(p)lgl

y por otro

/ | g | dﬂReal(f) = /gReal(f) l gl dMReal(f)~

Luego, como para todo cilindro, C C X7, tenemos PReat(f)(C) > 0 (Proposicién (4.2.4)),
obtendremos la igualdad:

Lrear(s) | 9 1= 191-
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Entonces de la simplicidad de 1 como valor propio de ZReai(s), la funcién | g |
serd constante. Observemos que para cada x € Ej{ tenemos:

Y exp(Real(f)(y) =1

yeo—{z}

> exp(Real(f)(y)) exp(ilm(f)(y))g(y) = Ag(x).

yeo~{z}

La igualdad para cada y € o~ {z}:

lg(x)| = lg(¥)l,

nos permitird para cada y € o~ *{z} concluir:

exp(iIm(f)(y))g(y) = Agoa(y).

Lo recién hecho nos motiva a definir el operador:
Vi1 Co(24) — Co(Th)
g — gooexp(—ilm(f)).

La importancia del operador Vy reside en la posibilidad, a partir de él, de ex-
trapolar ciertas propiedades espectrales de LRreai(s) a 2.

Proposicién 4.2.23. Supongamos A aperiddicay f € Cy (EZ) con LReal(f)1l =
1. Luego definimos:

Vi Co(Eh) = Co(Zh)
g — gooexp(—ilm(f)).
Entonces para A € C de modulo 1, tenemos:
I. A es un autovalor de % si y solo si A™! es un autovalor de Vy.

II. Si A es un autovalor de ., entonces A es simple como autovalor de .Z si y
solo si 1 es simple como autovalor de ZRea(f), ademds el conjunto Esp(Zr)\
{A} estd contenido en un disco centrado en el origen de radio estrictamente
menor que 1 si y solo si el conjunto Esp(Zgea(r)) \ {1} esta contenido en
un disco centrado en el origen de radio estrictamente menor que 1.

Demostracion. La parte (I) sigue de lo hecho més arriba. Para demostrar (II)
sea A € C con [A\| =1y g € Cp(X7) de modo que:

Lrg= Mg
Entonces por lo visto mds arriba, |g| es constante y:

Mgoa)

exp(ilm(f)) = p
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Luego para toda, ¢ € CQ(EX), tendremos:
gf ((b) = gR.eal(f) (exp(zlm(f))(b)
A
= gReal(f) ((ggoo-)gb>

= )‘g : DE/ﬂReal(f) <§) .

&%—AD%@=A%-&$mngV<ﬁ)-

Junto con lo hecho més arriba, esto demuestra la primera parte de (II). Final-
mente como:
R(Z}) = R(LRear(f))

de la Proposicién (4.2.21) obtenemos la desigualdad:
R(Zf) = R(Zhear(s)) > O exp(P(Real(f))
y por la Proposicién (4.2.22) concluimos la demostracion. O
La anterior proposiciéon motiva el siguiente resultado.

Teorema 4.2.24. (Ruelle-Perron-Frobenius Complejo) Supongamos, A,
aperiédica y f € Co(X}) tal que R(Z}) = R(LReal(s))- Entonces existe A € C
con |A| = R(Z}), tal que X es un autovalor de .Z;. Este autovalor serd ademds
simple y el resto del espectro se encontrara contenido en un disco centrado en
el origen de radio estrictamente menor que, R(.Z}).

Demostracion. Por el Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius (4.2.13), A =
R(ZRear(f)), es un autovalor simple maximal de ZRcai(r) y el resto de, ESp(Lreai(f))s
estd contenido en un disco centrado en el origen de radio estrictamente menor
que R(gReal(f))-
Sea h € Cp(X7) tal que:

gReal(f)(h) = Ah.

Podremos escribir:
u = Real(f) —logh oo+ logh —log .
Ademas:
Ll = %gReal(f)(h) =1

Y nuevamente por el Teorema Ruelle-Perron-Frobenius, 1 serd valor propio,
simple, maximal de %, con el resto de Esp(.%),) contenido en un disco de radio
estrictamente menor que 1. Asi, denotando por f a la funcién:

f = u+ilm(f),
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tendremos para toda g € Cg(Ejg) la igualdad:

Z5(9) = AL (%) .

Entonces el teorema se obtendra de la parte (IT) de la Proposicién (4.2.23)
con f igual a f. O

Finalizaremos la seccién con el siguiente resultado.

Proposicién 4.2.25. Supongamos A aperiédica, f € Cy(¥}) con f > 0y
(EQ, o) el respectivo flujo de suspensién. Entonces para cada a € R, las sigu-
ientes afirmaciones seran equivalentes:

1. Existe W € C (Eﬁ) de modo que para todo t > 0 tengamos:
W oo = exp(iat)W.
1. Existe w € Cp(X7) de modo que:

woo = exp(iaf)w.

11. Para cada u € Cp(X7) a valores reales, existe w € Cy(¥7) de modo que:

Luviag = R(ZL)w.

Demostracion. 1. Supongamos (I). Definamos para z € ¥7:
w(z) = W(z,0).
Luego para z € Zj tendremos:
w(o(x)) =W(o(z),0) = W(z, f(z)) = exp(iaf(z))W(z,0) = exp(iaf(z))w(z).
y w definird una funcién continua tal que:
w oo = expliaf)w.

Quedéndonos tan solo demostrar la pertenencia de w en Cp(X7). Para hacer
esto, denotemos por h € Cp(X7), al vector propio, de valor propio R(%})
de .Zf (Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius (4.2.13)) y escribamos:

fi=f+1logh—loghoo—logR(%%),

asi: -
f=f+iaf.
Entonces:
Xf]l =1.
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II.

III.

y de la desigualdad dada por la ecuacién 4.3 la sucesion:
{jm]l}m 1

definird una familia equicontinua de funciones. Asf por Arzela-Ascoli (4.2.12)
existird subsucesién {,,Sf}"’“]l}ﬁk:l de modo que el limite:

lim .,?m’“]l

k—o00
exista y este contenido en Cp(X7). Entonces denotando:

k
klgglo Zre Real(f) 1 =9

y notando la igualdad:
Ll = wLE (7 (ﬂ/w)

por el Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius, punto (III), ecuacién (4.2)
tendremos:

¢:kli>m$ k ]l—whmfR 1(f)(1/w>:</2+

A

(1/w>duf) w
De donde concluimos la pertenencia de w en Co(X¥).

Supongamos (II). Definiendo:
W (z,t) = exp(iat)w(z),
tendremos:
Wiz, f(x)) = exp(iaf(z))w(z) = w(o(z)) = W(a(z),0)

y W(z,t) serd bien definida y continua.
Ademas:

Wooy s(x,t) = exp(ia(t+s))w(x) = exp(ias)(exp(iat)w(z)) = exp(ias)W (z,1).

Finalmente para u € Cg(¥7) con %, 1 = 1, los puntos (II) y (III) serdn
equivalentes por la Proposicién (4.2.23). Para el caso de u € Cp(X7) con
£ # 1, sea h € Co(X}), el vector propio, de valor propio R(.%,) de %,
(Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius (4.2.13)) entonces:

@ =u+logh—1loghoo —log R(%,).

2l =1.
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Ademds para toda toda ¢ € Cp(X7Y) tendremos:
Zud = R(ZLu)h - La(d/h).

Luego la equivalencia entre los puntos (II) y (III) se obtiene nuevamente
por la Proposicién (4.2.23).
O

Definicién 4.2.26. Dada la matriz de transicién aperiédica A, sea (37, 0) el
Sub-Shift de tipo finito respectivo y f € Cg(ZX) con f > 0. Entonces el flujo de
suspension oy se dird débilmente mezclante , si a = 0 es el Gnico real para

el cual existe W € C(Ef;) de modo que para todo t > 0 tengamos:

Wooy, =exp(iat)W.

4.3. Estimaciéon del Radio Espectral mediante el
uso de Puntos Periodicos

La presente seccion tiene por proposito probar el siguiente resultado, medi-
ante el cual podremos durante el capitulo seis dar con el conjunto donde la lla-
mada, Funcién Zeta Dinamica para el Sub-Shift de tipo finito, estd bien
definida. Mas atin las herramientas a ocupar en la demostracion, més especifica-
mente los Lemas (4.3.2) y (4.3.3), serdn las que posteriormente utilizaremos
para probar propiedades de regularidad y encontrar extensiones meromorfas de
la funcién Zeta.

En lo que resta de seccién, sea 0 € (0,1) y A, matriz de transicién de orden
n > 2.

Proposicién 4.3.1. Sea f € Co(X7). Para cada entero m > 1 definimos:
Fix(c™) ={z € S} :0™(z) =2z} .
Si entonces denotamos:
R(#p) = mix {0 exp(P(Real())), R(Z)) },
tendremos:
Jim g Z( (s ) | < o R(L).
z€EFix(o™

Antes de comenzar con la demostracién de la anterior proposiciéon daremos
algunas definiciones que nos facilitaran la notacién y la realizacién de nuestro
objetivo.

Sea f € Cp(X7). Entonces de la Proposicién (4.2.22) tendremos:

Ress(Zr) < Oexp(P(Real(f))).
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Entonces podremos elegir R > 6 exp(P(Real(f))) de modo que:
{z€C:|z| =R} ﬂEsp(ff) =0.

Luego el conjunto:
{z€C:|z| <R},

contendrd tan solo un nimero finito, N¢ g, de valores propios de multiplicidad
algebraica finita. Finalmente si denotamos por £y ), la multiplicidad algebraica
del valor propio A(f;) y por Qy g la proyeccién espectral sobre el conjunto:

{z€ C:| z|< R}.

Definimos:
(nlf) =D exp(Sm(f(2))), (4.9)
z€Fix(o™)
Ntr
(1) = 3" K(F DA, (4.10)
i=1
D= Y - Qur)L (Mm)(@) — Cn (), (4.11)
zE€Fix(o™)
(= > QrrZP (M) (). (4.12)
z€Fix(o™)
Entonces tenemos:
Cn() = € () + CDL () + C2 (). (4.13)

Una vez hecho esto los ingrediente restantes para demostrar la Proposicién (4.3.1)
seran los dos lemas siguientes.

Lema 4.3.2. Sea f € Co(X) y R > 0 exp(P(Real(f))) tal que:
Esp(%f) ﬂ{z e€C:|z|=R}=0.

Entonces dado § > 0 suficientemente pequeno, existird una constante Cy de

modo que para toda g € B(f,J), el nimero Cgﬁn(g)), este bien definido y

tengamos:

‘Cg,)m(g)‘ < CiR™. (4.14)
Lema 4.3.3. Sea f € Co(X7) y R > 0 exp(P(Real(f))) tal que:
Esp(Zs)[ {z € C:|z| = R} = 0.

Entonces dado § > 0 suficientemente pequeno, existird una constante Cs, de

modo que para toda g € B(f, ), el nimero ‘<1(%2,)m (g)‘ este bien definido y teng-
amos:

D 9)] < CoR™. (4.15)
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Antes de comenzar con la demostracién de los lemas definamos:
Definicién 4.3.4. Sea 7 una palabra admisible en EX.

1. Definimos o(n), como la palabra que se obtiene al quitarle a 5 la primera
coordenada y o~1{n}, como el conjunto de palabras permitidas de largo
[n] + 1, que coinciden con 7, al quitarles la primera coordenada.

2. Para cada palabra 79 de largo 1, escogemos z(19) € EX que comienza con
1o Entonces definimos x(7) como el elemento de EX, que comienza con 7

y cumple con
"= (@ (n)) = 2 (o1~ ().
3. Si nVn es admisible, definimos T=nVvnVv....
4. Finalmente, definimos:

O 7] si 7V n es admisible;
n= x(n) sino.

Notemos de la definicién que:

m | exp(Smf(nVa)) sinVa es permitido;
Ly (@) = { 0 en otro caso.

Luego nos sera posible escribir:

S ep(Sulf@) = 3 L) (4.16)

z€Fix(o™) n:n|=m

y tendremos las igualdades:

DN =S (T-Qur) Ll (L) @) — ¢ (F),

n:[n|=m
2 _
CimF) = 30 QralLiy)G).
n:|nl=m
Demostracion. ( Lema(4.3.2)) Escojamos para cada i € {1,...,Ny g}, una

base de de vectores propios generalizados de £y con autovalor Ay ;:

{U(l,A(f,n)’ T 7U(fi(f7i),>\(f,i))}7

tal que para cada j € {1,...,x(f,4)}, tengamos |[v; . |le = 1. Hecho esto,
del uso de la delta de Kronecker:

e — 1 sik=j;
k371 0 sik#j.
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podemos para cada ViaAs)r L S < k(f, 1) definir sobre la base del espacio de
vectores propios generalizados de A, el funcional lineal fi(a,»; ,)), Por medio
de: ‘

ﬂ(aJ\(f,i))(v(ﬁy)\(f,i))) = 50&7/3'

Entonces defininimos sobre CG(E:Z) el funcional lineal, p(,, Aj.ay)e & través de la

composicion de B ns.y) CON la proyeccién espectral sobre el espacio de
vectores propios generalizados con autovalor \(;;) (Ecuacién 1.1):

1
2mi

P 1) = 57 [ (2= 2D

donde I es una curva cerrada simple en C\Esp(.Z) que encierrasolo a z = Ay ;.
Luego:
(B2 .0) (V@ 50) = 0ij0as,

y tendremos para cada w € C@(EX) la igualdad:

Ny r k(f)0)

Z Z He s, )

=1 a=1

w— Qf r(w W)V(a (s 5))-

Luego:

L (w = Qpr(w)) = (I — Qfr) (L} W)

Ny r &(f,0)

= Z Z Han i) (L5 W)@ )+

Notando ademas:

3
E

.
Il

2
<
Eub—i
2
<

,)
'“(%A(f,j))(gfmv(a»*(m)))’

@
Il
-
Q
Il
_

podremos entonces escribir:

N r w(f)7)

(1) Z Z Z CRNTRY "gf 11[77 )v(o‘)‘(f]))( )

ninl=m =1 o=l
Ng,r w(f,0)

- Z Z t(an i) (ZLF V)

i=1 a=1

Il
H'M\

w(f,1)
Z FlaXis,5)) Z"

Z Y(a, A, J))

n:|n|=m
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Si acontinuacién definimos E,, : Co(X%) — Co(XF) por:

Em(w): Z w(ﬁ)]l[n]

n:nl=m
. + + .
y Km’f : CQ(EA) — CQ(EA) por:
Ko r = Xfm oFE,,

tendremos:
(1) "=
‘CR,m(f ‘ Z Dt [ 5| D2 Pan DL = Ve
i=1 a=1 n:ln|=m
Ny r k(f,1)
=< Z Z ’,u((, A1) (g}n (Em(v(av)‘(f,i))) - U(Oé,/\(f,i))))‘
=1 a=1
Ng Rk (f i
= ‘“(a As) (Kmva(av\(f,i)) - gfnv(a«\u,i)))‘
=1 a=1
Nf R K (f [
< > e ety 15" = K sl 2icoizty) - 0@ llo
i=1 a=1
N¢, r w(f.3)
= ||-$f _K"th[,(Cg(Ejg))
i=1 a=1

Luego como del uso de la Proposicién (1.3.9), podemos escoger ¢ > 0 con:
O exp(P(Real(f)) +9) < R,
de modo que para toda g € B(f,d) tengamos:
{zeC: |z = R}ﬂEsp =0

y del Corolario (4.2.18) tenemos R(f) = exp(P(Real(f))), podremos aplicar
para R igual a:

Rexp(—8) > O exp(P(Real(f))) = OR(J),
el Lema (4.2.10) y obtener K; tal que para todo m > 0 tengamos:

1" — KvaHE(C@(EX)) < K1 Rexp(—9)

Entonces para g € B(f, ) concluimos:

Ng.’R
CSnlo)| < KiB™ S (g,)
=1
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Finalmente podemos, reduciendo J si es necesario, suponer, por el Teorema
(1.3.10), para toda g € B(f,d) la igualdad:

NgyR

S wlg i) =S wlfi).

i=1 i=1
Y la desigualdad deseada se obtendra al tomar:
Ny

C1 =K1Y w(f,i).

=1

El siguiente lema nos facilitard la demostracién del Lema (4.3.3).

Lema 4.3.5. Dado el entero £k > 1, sea 1 una palabra de largo k en Zj.
Entonces definimos para f € Cp(X7):

Xp = exp(=Sif (x(n))) - Lf ). (4.17)
Para 7, la palabra vacia, (), definimos:
Xﬁ@ = 0,

Definimos ademés:
Yin=Xrn—Xsom)-

Entonces dado § > 0 existen constantes P;, P» de modo que para toda g €
B(f,6), tengamos:

||Xg,7IH9 <P,
1Ygnlle < Po6".

Demostracion. Para todo = € ZJAK con nVz € ¥, tenemos:
[ X (@)] = lexp (Sf (nV ) = Skf (x(n)))]
< exp (Su(Real()) (1 V 2) = Si(Real(f)) (a(m) )

< exp(|Real(f)|, (0F + 61 +...+0))
[Real(f)l
< .
< exp ( -
Al mismo tiempo, para todo par x, y € ZX conz; =y, 0<i<jynVe € ZX
tenemos:

‘Xfm(x) - Xfm(l/)|
< lexp (Skf(nVy) — Sk f (2(n)))]
“lexp (Skf(nVa) = Skf(nVvy) —1]
= exp (Sk(Real(f))(n Vy) — Sk(Real(f)) (z(n)))
“lexp (Skf(nV ) = Skf(nVvy)) —1].
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Asf de la observacion (4.2.4) obtenemos:

| Xfn(x) = Xn(y) |

< oxp (R0 15 v ) = 550 )

< 07 exp <|Real(1f!99+ |f|9) 1‘f_|99'

Lo que nos lleva a:

| Real(f) lo +|flo\ [flo
X < .
| f»'fl|9—exp< 1—6 1—6

Luego si definimos:

Pu(g) = e (BEDe) (14 e (L0 L)

obtendremos:

X fnlle < PL(f)-

Notemos ahora que, si  V x es permitido, tendremos las igualdades:

exp (—=Skf (x(n))) = exp (—f (x(n)) = Sk—1.f (z(a(n)))),
eXP(Skf(an))—exp( (nVx)+ Sr_1f(c(n)(x))),
Ly (x) = exp(f(nV 2)) - LT g ().

Luego para z € Ej connVax € ZX, nos serd posible escribir, Y, (z), en la forma:
Yin(z) = (exp (f(nV ) = f(x(n) = 1) Xgo0m (@)
De donde deducimos:
| Yy (@) 1| Xg00m) llo exp (I flo) | o 6.

Ademsés, para todo z, y € X} con z; =y;, 0<i<jynVaxe X} tendremos:

[Yin(x) = YY)l
<X f.0(mllo exp(|Real(f)[o) [exp(f(n V x) — f(nVy)) -1

+ 0| X s omylo lexp (F(nVy) — f (z(n))) — 1
< 205H7|| X 5 llo exp (|Real(f)|o + | flo) | f o -

Si finalmente definimos:

Po(f) = Pu(f) | f lo exp ([ flo) (1 4 2exp (|Real(f)lo))
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entonces concluimos:

| Ve llo < 0% Pa(f).

Las desigualdades deseadas se obtendran de notar la continuidad de las fun-
ciones:

g~ Pi(g),
g+ Pa(g).

Procedamos a demostrar el Lema (4.3.3).

Demostracion. (Lema (4.3.3)) Sea Ry € R tal que:

O exp(P(Real(f))) < Ro < R

Esp(Z%) ﬂ{z €C:Ry<|z|<R}=0.
Del uso de la Proposicién (1.3.9) y del Lema (4.3.5), escogemos § > 0 con:
0 exp(P(Real(f)) +d) < Ry

de modo que para toda g € B(f,d), el operador Qg r, este bien definido, el
conjunto:

Esp(.%,) ﬂ{z €C:Ro<|z| <R}=0.
sea vacio y tengamos las desigualdades:

||Xg,n”0 < P,
HYg,nHa < P29k~

Notemos ademés que de la desigualdad:

"gl:j{eal(g)]1 < exp((S)J"S/ﬂlzjieaul(f)IL
v la existencia del limite:
1
; ] J
Jli)Holc H"gl:j{cal(f)]lHOO = eXp(P(Real(f)))v

existird para (exp(d)0) "' Ro una constante K5 > 0 tal que para toda g € B(f,d)
y todo j > 1 tengamos:

> exp(S;Real(g)(x(n))) < KaRj.
n:nl=j
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Sea g € B(f,0), tenemos:

@)= > (Qure L ) ()

nilnl=m

= Y (Qg.r, (exp (Smg(x(n))) Xg.0)) (7)

n:nl=m

= Z exp (Smg(x(n))) - (Qg,Rng,n)(ﬁ)~

n:nl=m
Es decir:

@) = > e (Sng(@m) - (Qg.roXgm) (@) +

n:|n|=m

> e (Smg(em) (QgroXg.n) () = (Qg,roXgn) () = Sig + Sag.

n:nl=m

Luego:

2.9l = | D exp(Smg(@ ) ((Qu.r0 X)) ~ Qg0 X ) (@(n)))

niln=m

< D7 exp(SmReal(g) (@(m)| Qoo X)) = (Qaury X))

nilnl=m

< Y exp(SwReal(g)(@(n)) [| Qq,roXg,n llo 0™

niln=m

< Y exp(SmReal(g)(@m) || Qo.ro llzie, sty ~ 1| X o 07

niln=m

Entonces:
[S2,4] < PLK2 R

A continuacién, de la propiedad telescépica de la suma, tendremos la igualdad:

Xg,n('r(n)) = <Z Xg,a""—’“(n) - Xg,om‘*'l—’“(n)) (x(n))

k=1

= Z Ytq,om*k(n) (x<77))
k=1
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Luego podremos escribir:

=3 > exp(Smg (@) (Qg,roYy.om—r(my) ((1)

k=1n:[n|=m
=Z > ST exp (Smg @) - (QuroYour) (@(n"))
=L/ |n'|=k \n""€o—(m=k) {n'}

I
Ms

exp (Skg (z(n)))
k=1n":|n'|=k

: ( S e (Smoig @) Qe Vo) <x<n">>)

n//eU—(m—k){T,/}

=> exp (Skg (x(n'))) £ " (Qg.1o Yg.n) (x(1')) -
De donde obtenemos:

\Sl,g|<2 > lexp(Skg(@(m))] - ||

k=1n":|n'|=k

<3S ep(SiReallg) @ mIL " Qoo ety - Yoo
k=1 n/:|n'|=k

<SPK:Y Y REIL T Qurollpicy ity
k=1n':|n'|=k

Notando ahora para z en el resolvente de .Z; y j > 0, la igualdad:
(Ly—=2I)! o,i”gj = (.Zgj_l + Z,Zgj_z do b A TEL 4 Y 4 (L — D)
obtenemos del uso de la ecuacion integral:

1

(&, — 21)"tdz,
2 e,

anRO =

la igualdad:

1

ngRO*Qﬂ'

/ (fgfzf)flofgjdz
|z|=Ro

= Z / lfj =gy + — (L — 2I) Mz
271' | ‘ Ro

|z|=Ro
= —1 (L —21)"tdz
= # .
27 Jiz2 =R,
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Entonces

) 1 . _
||$gJQ9»RoHL(c9(z;)) < %Ré (L, = 2D) 1||L(c9(z;)) :
Ahora como:
(2,T) = (21 =T)7,

define una funcién continua en {z € C : Ry < |z| < R} y continua en T =
Zs (Proposicién (6.3.9)), podremos, reduciendo ¢ si es necesario, escoger
constante K3 > 0 tal que que para toda g € B(f,d) y 2 € C con Ry < |z| < R,

tengamos:
1

g\\(%—

D)7 ey < Ko

Entonces:
|Sl,g| < mP2K2K3R6”.

Luego existirda K4 de modo que para todo m > 0:
mRy < K4R™.

Notando finalmente que ZQqr = ZL+Qq Rr,, obtendremos de escribir Cy =
P, Ky K3Ky + Py Ko, la desigualdad deseada. O

En estos momentos nos encontramos en condiciones de completar la de-
mostracién de la Proposicién (4.3.1).

Demostracion. (Proposicién (4.3.1)) Sea f € Cy(X}), entonces:

exp(Smf (@) <I ¢ [+ 1) [+ 1¢2) |

z€Fix(o™)

y de los Lemas (4.3.2), (4.3.3) tendremos:

Y exp(Suf(@)| <

z€Fix(o™)
Ny
> w(f,i)R(ZLf)™ + CLR™ + CoR™.
n=1
R=

Luego si denotamos méx{R(Z}), R}, obtendremos:

S exp(Suf(@)] <

z€Fix(o™)
Nf'
—m ) R(gf)m R’m Rm
R Z"i(fﬂ)j‘i‘clq‘f'mczw
— R R R
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Entonces al tomar logaritmo, dividir por m y hacer tender m a infinito y luego
R a fexp(P(Real(f))), concluimos:

lfim ilog Z exp(Sm f(z))| | <log R(%Z).

m—o00 1M
z€Fix(o™)
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Capitulo 5
Presiéon Compleja

Durante el presente capitulo, estudiaremos algunas propiedades de regulari-
dad de la funcién:
f [ ff,

Extenderemos ademés para cierto tipo de funciones en CQ(Z:), el concepto de
Presion Topologica, definido en el capitulo tres para funciones en CQ(EX) a
valores reales.

5.1. Continuidad y Analiticidad del Operador
de Transferencia

Proposicion 5.1.1. Dado X un espacio métrico compacto, sea T : X — X
continua, tal que existe constante Mp > 0 de modo que para todo z € X

tengamos:
Z 1< Mrp.
yeT - {z}

Entonces la funcién .2 : C(X) — £(C(X)) definida por:
Z(f) =25,
es continua.
Demostracién. Por la Observacion (4.2.4):
1Z()(w(@)) — ZL(9)(w(@))| = | Lrw(z) — Lyw(z)]
<wllo D lexp(f(@) — exp(g(x))]

yeT ()

< [Jwlloo exp(1f = glloe + Ifll) 1f =gl D 1

yeT~1(x)

< [|wllo exp((1f = glloc + [1flloc) [If = glloe Mz
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Entonces:

1Z(f) =L (Dllex) < explf = glloo + [1flloc) [If = glloc Mr

y £ serd continua. O

Es oportuno en estos momentos recordar que la funcién:

H: (Blv || ) ||B1) — (B27 H : ||BQ)7

se definird holomorfa si es localmente acotada y dado v € B; tenemos para todo
v1 € By, la existencia del limite:

lm H(v+ sv1) — H(v)

s—0 S

Proposicién 5.1.2. Dada una matriz de transicién, Ay 6 € (0,1), sea (X7, 0)
el correspondiente Sub-Shift de tipo finito. Entonces para cada f € Co(X7) el
operador Z; define un operador acotado actuando en Cp(X7) y la funcién:

L1 Co(Sh) > L(Co(ZH))
f— ff,

serd holomorfa.
Ademaés para cada f € C’g(Ej), x € EX y m >0, la funcién:

E,:C(X}) = C
[ exp(Sm f(2)),
sera holomorfa.
Demostracion. Sea n > 2 el orden de A. Definamos las funciones:
B:C(3}) — C(2))
[ exp(f),

M :C(Sh) = L£C(=H)),

donde para cada f € C(X7), el operador M (f), representa multiplicar por f.
Sea para cada i € {1,...,n}:

Fy - L(C(Zh) = LC(ZF)),

donde para T € L(C(X¥)), el operador F;(T), actua sobre C(X7), de la manera
siguiente. Sea w € C(X) y » € &7 entonces:

) = { 5O A=
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Es evidente de las definiciones, que para f € C’g(Ej) el operador M (f) actua en
L(Cy(Xh)) y para T € L(C(XF)) e i € {1,...,n}, el operador F;(T) actua en
L(Cy(X7)). Ademds de la Observacién (4.2.4), para f € Co(X¥) la funcién
E(f) estard en Co(X 7). Luego podremos escribir:

L Co(SH) > L(Co(SH))
f — $f7

a través de la formula: .
Ly = Fi(M(E(f)))
i=1

Y f — & serd holomorfa, si las funciones antes mencionadas son holomorfas.
De la linealidad de las funciones M y F;, es facil notar que para toda f,g €
Co(X7), tenemos:

M(f +sg) = M(f) _

B ; - M)
y para toda T, G € L(Co(X7)) tenemos:
i DI +5G) = B _ oy,

s—0 S
Ahora para x € ¥4 y s € C tenemos:

E(f +s9)(x) — E(f)(x)

S

m—2
< lexp(f |Z" @ |sj exp(lIfll.. Zw

—9(=)E(f)(z)

S

exp(f()) (eXp(sg(w)) —1- sg(éﬂ)) ‘

Ademds, si s satisface |s| < ||g||! para cada m > 1 tenemos:

lsI™Hlgllmt?
(m+1)!

. )| (el |
m—oo (|S\m HgH;';) m—oo +1
m!
y el criterio del cuociente nos permite concluir que:
, E(f+sg) — F
s—0 S oo

Por otro lado para cada k > 0 y cada par =, y € EA con z; =vy;, 0 <i <Kk,
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tenemos:

(E(f + s9)(z) — E(f)(x)

S

(E(f +59)(y) — E(f)(y)

S

exp(f(z) + sg(x)) — exp(f () — sg(x) exp(f(x))

exp(f(y) + sg(y)) —exp(f(y)) — sg(y) exp(f(y))

S

<ls| > Sm! (lexp(f (@) lg(x)™ — g(y)™ [+ [ g(y) | |exp(f(x)) — exp(f(y))])-

Asi, de la desigualdad (Observacién(4.2.4)):
lexp(f(x)) = exp(f(y))] < exp([[fllo)[f(x) = F(Y)];

obtenemos:

< \Z'S' <|exp D gy 6 (19()™ ] + lg@)™ 2a(w)| + ... + o)™ )

+exp(|[f]10)6" | f o ||9||;no>

<Js \9’“2" (expll1 1o lalg m 112" + exp(llF110) lallZ | £1o).

Lo que demuestra la desigualdad:

E(f+8g)_E(f)_ <||Z

S

| |m 2

-1
(exp(l] £ 1) lglo m llgl|%

+explllfll0) 1l | 710 ).

Entonces obtenemos:

E(f +s9) — E(f)

S

lim
s—0

=0.
0

—gE(f)

Asi, dada f € Cp(X}) tendremos para toda g € Co(X¥) que el limite:
E - F
B/ +s0) - B(f)

s—0 S

=0
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existe en (Co(XH), || |1o)-

Lo que termina con la primera parte de la proposicién.

Para demostrar la segunda parte de la proposicion, bastara con notar que para
todo x € Ej la funcion:

9= 9(x),
es lineal en Cp(X7), luego serd holomorfa. Entonces la funcién:

g — exp(g(r)),

serd holomorfa. Por lo tanto para cada m > 0, la funcién:

E, : CQ(ZX) —C
m—1
f e exp(Smf(@) = [] expl(f(o"(@))),
k=0

serd holomorfa, por ser el producto de m funciones holomorfas. O

5.2. Presion Compleja

A lo largo de toda estd seccién sea A una matriz de transicién y 6 € (0,1).

Durante el capitulo tres definimos el concepto de Presién para funciones en
Co(X7) a valores reales (3.4.4). La meta de esta seccién serd la de extender dicho
concepto a funciones en Cp(X7), con cierta caracteristica adicional. El Teorema
de Ruelle-Perron-Frobenius (4.2.13) nos permite, para toda f en Co(X})
a valores reales, concluir la existencia de un tnico valor propio maximal, A, de
Z¥, que es simple. Ademds del Corolario (4.2.18) obtenemos:

A =exp P(f).
Ahora del Teorema (4.2.24) para toda funcién, f € Co(X}), con:
R(Zf) = R(Lrear(s)),

el respectivo operador de transferencia, £, poseerd un tinico valor propio simple
maximal, de modulo R(ZLReai( f)), lo que nos permitird tambien en este caso
extender la funcién presién P, a f, definiendo P(f), como el logaritmo del tinico
valor propio de .Z; de norma R(ZLReai(f)) modulo (27i). Lo que nos motiva a
definir.

Definicién 5.2.1. Definimos, Dom(P), como el conjunto formado por todas
aquellas funciones f € CQ(ZX), para las cuales el respectivo operador de trans-
ferencia £, posee un tnico valor propio maximal, A, que es simple y tal que
el resto del espectro de ., se encuentra contenido en un disco centrado en el
origen de radio estrictamente menor que |\|.

Dado f € Dom(P) denotaremos por Ay, al tinico autovalor maximal de %y y

P(f) =log Ay mod(27i).
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Falta ahora ver si acaso nuestra extension de la Presién posee ciertas propiedades
de regularidad. La respuesta a esta pregunta nos la dara el siguiente resultado
que surgue como consecuencia del Teorema de Perturbacién (1.3.11) y la
Proposicién (5.1.2).

Proposicién 5.2.2. El conjunto Dom(P) es abierto en Cp(X7) v la funcién
P : Dom(P) — C/2miZ es holomorfa.

En particular para f € Dom(P) y g € Co(X%), la funcién s — P(f + sg) es
holomorfa en una vecindad del cero.

Demostracion. Si definimos por M(Cy(X7)) al subconjunto de £(Co(X7)), con-
formado por aquellos operadores que poseen tnico valor propio maximal, que es
aislado y simple tendremos mediante el Teorema de Perturbacién (1.3.11)
que M(Cy(X7)) es abierto y que la funcién:

P M(Co(Zh)) — C/27iZ
T s log(A(T)),
es holomorfa. Luego como la funcién:
& : Dom(P) — M(Co(Z7))
f—= %,
es holomorfa (Proposicién (5.1.2)). Tendremos que:
Dom(P) = 21 (M(Cs(4)) .

es abierto. Finalmente P definird una funcién holomorfa en Dom(P), al ser
definida como la composicién de funciones holomorfas:

P :Dom(P) —C
f=PoZ(f).
O

La tdltima parte de la proposicion se obtiene de notar Dadas que la funcién
afin G : C — Cy(X}) definida por:

G(s) = f + sy,
es holomorfa en C.

Proposicién 5.2.3. Supongamos A aperiédicay f € Dom(P). Entonces P(Real(f)) >
Real(P(f)).

Demostracion. Sea f € Dom(P). Entonces Real(P(f)) = log(R(%s)) y de la
Proposicién (4.2.21) tendremos:

exp(P(Real(f))) > R(Z).

Luego:
P(Real(f)) > Real(P(f)).
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Proposicion 5.2.4. Supongamos A aperiédica. Sean f, g € CQ(ZX) con f a
valores reales y pr medida de equilibrio de f. Entonces la derivada de la funcién:
C — C/2miZ
s— P(f + sg).

en s =0 es igual a [ gdus. En particular, si g > 0, entonces la funcién:
s+ P(f + sg),
es estrictamente creciente a oo en R.

Demostracion. De la Proposicién (5.2.2) podremos escoger ¢ > 0, de mo-
do que para todo s € B(0,¢), tengamos f 4+ sg € Dom(P). Entonces si wy,
representa un vector propio de valor propio exp(P(f)), de £, podremos por
el Teorema de Perturbacién (1.3.11) y la Proposicién (5.1.2) encontrar
una funcién holomorfa, w : B(0,¢) — Co(X7) tal que, w(0) = wp, para todo
s € B(0,¢€), la funcién w(s), sea una autovalor de valor propio exp(P(f + sg)),
de Ztysg v tal que las funciones:

s = Lrysqw(s),
s+ exp P(f + sg)w(s),

son holomorfas en B(0, €). Derivando ambos lados de:

Lrisgu(s) = exp(P(f + sg)u(s), (5.1)
obtenemos por un lado:
ALY+ o) U0 o )
y por otro:
d(gfjjw(s» ls=o0 =2y (w(0)g) +Z (dqfl((;) SO> .
Entonces:
exp(P(NuO) LD e

— Zr(w(0)g) + L (‘h(”if)lso) )

Si luego integramos ambos lados de (5.2) respecto a la médida vy := v, nom-
brada en el punto (iii) del Teorema de Ruelle Perron Frobenius (4.2.24)
y recordamos las relaciones:

/ w(O)dv; = 1
Dy
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Ky = w(O)Vf’
obtenemos:
dP(f + sg) dw(s)
T L Py eatpr) [T
~ [ 2w+ 2, (M2 Ya,
Ejg [s=0
d
- exp(P(f))/Z+ gu(0) + ng)lxodyf.
Finalmente:

P
dP(f +s9) :/ gw(O)dez/ gdyi.
ds [s=0 =% =4

Proposicién 5.2.5. Supongamos A aperiédica y f € Dom(P) tal que:
0 exp(P(Real(f))) < R(Z¥).

Entonces:

m—00 M,

Real(P(f)) = lim llog ( exp(Sm f(z)) ) .
z€Fix(o™)

En particular, para f = 0 tendremos la igualdad:

1
hiop(0) = lim — log (Cardinalidad(Fix(c™))) .

m—oo M

Demostracion. Sea f € Dom(P). Entonces | exp(P(f))| = R(.Zf) y dela Proposi-
cién (4.3.1) obtendremos la desigualdad:

m—oo m

Real(P(f)) > lim llog ( exp(Sm f(z)) ) .
z€Fix(o™)

Por otra parte al ser, exp(P(f)), el tnico valor propio contenido en el circulo
{z € C: |z| = R(Z)}, podremos elegir, R € (0 exp(P(Real(f))), R(Z})) de
modo que:

Esp(Zy) [ ){z € C: R < |2 < R(Zp)} = {exp(P(Real(f)))}

Asf{ para todo entero m > 0, tendremos gracias a la ecuacién (4.13), la posi-
bilidad de escribir:

Cn(f) = exp(mP(f)) + Cih () + S ()
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Luego:
(G (£)] = [lexp(mP ()] = ¢ (£) + (D] |

Y de los Lemas (4.3.2), (4.3.3) obtendremos:
6] 2 |lexp(mP(f))] = [C1R™ + CoR™|

— R(Z)™ ‘1 - (@)m (Cy + )

Con lo cudl podremos finalmente concluir:

log R(Z;) + %log (‘1 _ (}&)m (Cy + Cs)

)

1
< Liog (| 3 exp(si,ra)
Fix(o™)
Y el resultado se obtendra de hacer tender m a infinito. O

5.3. Presion topolégica en el Flujo de Suspen-
sién
Dada la matriz de transicién A, sea (¥7},0) el Sub-Shift de tipo finito re-

spectivo, f € Co(X%) > 0con f >0, : ¥ xR — EQ, la aplicacién cuociente
y:

W M, (55) = Mo, (2h)

oo (). (s xmal ).
A

Proposicién 5.3.1. Supongamos A aperiédica, f € Co(X}) con f >0y G €
C(Ef;) a valores reales, sea g : Ejg — R definida por:

f(=)
g(z) = /0 G(z,t)dt.

Si g € Co(X}), entonces s = Py,

Po’(g_tf):O

(GQ) es el inico nimero real ¢t € R, tal que:

Finalmente si my es la medidad de Lebesgue en R y si pug_s¢ representa al
tinico estado de equilibrio de g — sf, entonces la medida de probabilidad us; ¢
en Cyp(X 4), proporcional a la medida W (y), inducida por la medida p1g—sr X my,
en Zj X R es el inico estado de equilibrio de oy para el potencial G.
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Demostracion. De la Proposicién (5.2.4), la funcién:
t— PG' (g - tf)a
serd analitica estrictamente decreciente:

Jm P(g —tf) = —o0

Jim_P(g — tf) = oo,

Luego existird tnico real s € R tal que P,(g — sf) = 0. Entonces para toda
medida o—invariante u, tendremos:

0 hyl0)+ [ (g sh)dn
)

con igualdad solo para el tnico estado de equilibrio y = pg—s¢r de g — sf.
Asf tenemos:

(o) Jsi 9dp

s > + .

Jfdu [ fdp
con igualdad si y solo si yp = py_sr. Notando ademds gracias a la Propoci-
cién (2.3.9) que:

f(=
IEX Qdu fZJAr (fo @ G((E,t)dt) d/i / de( )
= = I
[ fdu [ fdu !
y recordando la Formula de Abramov (3.5) para la entropia de oy:

h,(o
hW(u) (Gf) = fujfd;)ﬂ

tendremos:
s> b (o) + [ GOV ()
A

con igualdad si y solo si u = pg_sf. Por lo tanto de la ecuacién (3.4) y la
Proposicién (2.3.9):
s=P,,(G)
Y Mo, ,G s el unico estado de equilibrio de G. O
Observacion 5.3.2. Si tenemos G = 0, entonces:
Fo;(0) = hiop(ay)
y de la anterior proposicién t = hy,p (o) serd el inico real, para el cuél tengamos:
Py, (—tf) =0.

Finalmente por la Formula de Abramov (3.5), tendremos:

Ptop(Thyop(os)f) = 1.

97



Capitulo 6

Funcion Zeta

6.1. Definiciones

Definicién 6.1.1. Dado el Sistema Dindmico de tiempo discreto (X, T), defin-
imos para cada entero m > 0 el conjunto:

Fix(T")={z € X : Tz =z} < 0.

Si para todo m, Fix(T™) es finito, entonces definimos la serie formal:

((z) = exp Z %Cardinalidad(Fix(Tm)).
m=1

De forma maés general, dado el potencial f : X — C definimos la serie formal:

m=1

GN=end T en(Snf),
z€Fix(T™)

6.1.1. Formula del Producto para la Funciéon Zeta Dinami-
ca.

Dado el Sistema Dindmico (X, T'), supongamos que para todo entero, m > 0,
el conjunto Fix(T™) es finito. Definimos el conjunto Per(7T") como aquel consti-
tuido por el total de las drbitas periddicas de (X,T'). Ademds, dada la 6rbita
periédica 7 € Per(T) denotamos por A(7) su periodo minimo. De este modo

definimos:
Per,,(T) = {7 € Per : A\(17) = n}.

98



Dadas las anteriores definiciones podemos escribir:

((z) = exp (Z iCardinalidad(Fix(Tm))> —exp Y % DS mzkkm

m=1 m=1 T€Per,, (T') k=1

o0 _kA(T)

= exp Z Z z 3 = exp Z —log (1 — z/\(T))

TEPer(T) k=1 TE€Per(T)

De donde obtenemos finalmente:
-1
)= ]I (1 - z/\(T)) . (6.1)
T€Per(T)

De la misma manera, si para f : X — Cy 7 € Per(T'), denotamos N;(1) =
[1.c,exp(f(2)), la expresion ((z, f) serd posible de ser escrita en la forma:

m

(Eh=ep | Y S D exp(Snlf@)

1 zeFix(T™)

=1 m(z 7))k
SRS 2ON; ()

e | Y iT

T€Per(T) k=1

=exp Z —log (1 — Z)\(T)Nf(T))
TEPer(T)

Finalmente:

= JI a-2CNpm)~ (6.2)

TE€Per(T)
En particular para z = 1 tenemos:

cLh=exp| 3 ZNf(.T)j (6.3)

T€Per(T) j=1 J

= T[] Q@-Ngr)™ (6.4)

TEPer(T)

6.2. Funcién Zeta para el Sub-Shift de Tipo Fini-
to

En lo que resta de seccién, sea 6 € (0,1) y A una matriz de transicién de
orden n > 2. Sea, (X7, o), el Sub-Shift de tipo finito correspondiente. Entonces
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para cada z € C tenemos:

((z) = exp Z %Cardinalidad(FiX(Um)).

m=1

De la misma manera, dado el potencial f € C(X7), para cada z € C tenemos:

((z.f)=exp Y == > exp(Smf(2)).

6.2.1. Radio de Convergencia

Una vez definidas ((2) y ((z, f) para f € C(X7) surge de forma inmediata
la pregunta por los valores de z € C para los cuales nuestras funciones estardn
bien definidas. Pregunta que tiene respuesta al estudiar los respectivos radios
de convergencia, es decir encontrar el valor de los limites:

El 1
lim (Cardinalidad(Fix(Um)))’i = exp( lim — log (Cardinalidad(Fix(om)))>
m—o0 M

m—r o0

y:

, , 1
lim FZ(: )exp(smﬂa:)) =exp | lim_ —log FZ(: )eXp(Smf(x))
zeFix(oc™ zEeFix(o™

Limites que no nos son del todo desconocidos, de hecho la Proposicién (4.3.1)
nos da para el Sistema Dindmico, (X%, o) y f € Co(T}) la desigualdad:

tm Slog (| 3 exp(Smf(x)) < log (méx { R(Zy), 0 exp(P(Real(£))) } ).

m—00 M,
z€Fix(o™)
Si ademds suponemos A aperiddica, la Proposicién (5.2.5) nos entrega la
igualdad:
1
hiop(0) = lim — log (Cardinalidad(Fix(c™)))
m—oo 1M

y para f € Dom(P):

1
Real(P(f)) = lim —log pa m)exp(Smf(:v)) :

Luego si definimos:

Definicién 6.2.1. Sea f € C@(EX) y £ el respectivo operador de transferencia.
Entonces definimos:

R(Z;) = mix {R(zf), 6 exp( P(Real( f)))}. (6.5)
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Obtenemos los siguientes resultados:

Proposicién 6.2.2. Dado el Sub-Shift de tipo finito (X%, 0), sea f € Co(X})
y £ el respectivo operador de transferencia. Entonces el radio de convergencia
de ((z, f) serd a lo menos R(Z)~!. Luego, ((z, f), serd holomorfa en el abierto:

{zeC:|z| <R(Z)'}.

En caso de, A, aperiddica y f € Dom(P), el radio de convergencia de ((z, f)
estard dado por exp(—Real(P(f))). Luego, (%, f), sera holomorfa en el abierto:

{z € C: |z| < exp(—Real(P(f)))}.

Finalmente si, A, es aperiédica y f = 0, el radio de convergencia de ((z) es-
tard dado por exp(—hiop(0)). Luego, ((z), serd holomorfa en el abierto:

{z e C:| z|< exp(—hiop(o))}.

6.2.2. Extension Meromorfa

Supongamos A, aperiédica. Entonces dada f € Dom(P) dependiente solo de
las dos primeras variables, definimos parai,j € Zcon1<4,j <ny A;; =1el
numero f(i,j), como el valor que toma f en el cilindro [7, j]. Luego construimos
la matriz Ay:

(Af)ij = exp(f(i,7))Ai -

Si ademads zgzy ... x,_17¢ define una sucesién de enteros entre 1 y n satisfa-

ciendo A, z, ., = 1, tendremos:

Z exp(Sm f(x))

z€Fix(o™) TOT1...Tm 120

= Traza(A}").

Entonces si:
{exp(P(f)), )\1 ey An,1}7

define al conjunto de valores propios de Ay, contados segin multiplicidad alge-
braica, tendremos:

S exp(Sf(@)) = exp(mP(f)) + AT + ...+ ATy,

z€Fix(o™)
A partir de lo anterior nos serd posible expresar, ((z, f), para todo z € C con

| z |< exp(—RealP((f))), en la forma:

er) = e Y (ZlepGPU) + M+ N
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Que a su vez, al denotar \g = exp(P(f)), puede ser reescrito, por:

1 s} j
)\ J

exp E ( kz)
= 7

3
|

(2, /)

T T
=]

exp(—log(1l — zAg))
0

£
I

1
(1 —zexp(P(f))(L =2z 1) ... (1 —2An1)
y podremos para z € C con |z| < exp(—Real(P(f))) escribir:

1
~det(I — zAy)’

(2, f)

En caso de f constante igual a cero tenemos, Ay = A y podemos para para
z € C con |z| < exp(—hiop(0)) escribir:

1
)= qam =)

Resultados a partir de los cuales concluimos:

Teorema 6.2.3. Supongamos, A, aperiédica, entonces dado el Sub-Shift de
tipo finito, (X7, o), sea f € Dom(P) un potencial dependiente solo de las dos
primeras variables. Luego tenemos:

I. La funcién ((z) es posible de ser extendida a todo el plano complejo, a una
funcién racional, de polos los inversos de los valores propios de la matriz de
transicion A.

1. La funcién ((z, f) es posible de ser extendida a todo el plano complejo,
a una funcion racional, de polos los inversos de los valores propios de la
matriz A;.

Resultados similares son posibles de encontrar para funciones, f € CQ(ZX), a
partir del estudio hecho en el capitulo anterior del espectro esencial, Ress(-Z),
del operador de transferencia, Z;. Sea f en Cy (Ez) entonces por la Proposi-
cién (4.2.22) el espectro esencial, Ress(-ZF), del operador de tranferencia .2
es a lo maés:

0 exp(P(Real(f))).

Luego tenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.2.4. Dado el Sub-Shift de tipo finito, (X7, ), sea f € Co(XF) tal
que:
§ exp(P(Real(f))) < R(Z¥).

Entonces, ((z, f), admite extensién meromorfa al disco:

{z eC: | < (9exp(P(Rea1(f))))—1}.
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de polos los inversos de los valores propios del operador de transferencia .2, de
norma mayor que Ress(ZLs).

Antes de comenzar con la demostracién del Teorema (6.2.4) recordemos lo
hecho durante el capitulo 4, relativo a la descomposicién espectral del operador
de transferencia.

De lo dicho més arriba acerca de Ress(-Z%), nos es posible elejir, R € R con
O exp(P(Real(f))) < R < R(Z¥) de tal manera que .5 no tenga valores propios
de modulo, R. Luego solo un nimero finito, N g, de ellos se encontraré en:

{z€eC:R < |z| <R(Z)}.
Denotemos dichos valores propios por:
A Ag2 ANy b
y escribamos para cada ¢ € {1... Ny} la multiplicidad algebraica, x(f,%), del
valor propio A(y ;-
Denotemos ademas por, Q¢ g, la proyeccién espectral sobre el conjunto:
{z € C:|z| < R},

Entonces si al igual que en las ecuaciones (4.9), (4.10), (4.11), (4.12),
escribimos:

()= D, exp(Su(f(2))),

z€Fix(o™)
Nf’R
Chm (1) =D BT 5,
=1
= Y L Mg — Qrr(Lpm)) (@) — Con (£,
z€Fix(o™)
o= QrrL ) ().
z€Fix(o™)

Tendremos:
() = G () + L) + o).

Ademds, de lo dicho en los Lemas (4.3.2), (4.3.3), existird para cada ¢ > 0
constante C; tal que para todo m > 1 tengamos:

1
asi también, para cada e > 0 existe constante Cy de modo que:

20| < R,
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De donde concluimos:

3

dim [c. (] <R, (6.6)
1f (2) " <R 6.7
im \CRn ()] < R (6.7)

Hecho esto procedamos entonces a demostrar el Teorema (6.2.4).

Demostracion. (Teorema (6.2.4)) De la Proposicién (6.2.2), tenemos para
z com, |z| < R(Zf)~!, la posibilidad de escribir:

Ahora como la serie:

converge de forma absoluta en:
{zeC:|z| <R},

la expresion:

Vr(2) = exp (Z % (chnn) + <§§)m<f))>

= exp (i = (et - S{Zn(f))) ,

definira una funcién holomorfa en el conjunto recién mencionado.

Por otro lado, como:
oo Zm
exp (Z mc&m) ,

m=1

definé una funcién holomorfa en, {z € C : |2| < R(Z) ™'}, que coincide ademés
con la restriccién a este conjunto de la funcién racional:

Ny

w(fyi
I1G - Aga2) ",

1

104



¢(z, f), coincidira en:
{zeC:|z| <R(Z) '},

con:

Yr(2)
N; w(F0) "
ILZ (1 - A(f,i)z)

Y como esta dltima funcién es meromorfa en:

{zeC:|2| <R},

tendremos en ella, una extensién meromorfa de ((z, f) a dicho conjunto.
Haciendo finalmente tender R a 6 exp(P(Real(f))) concluimos la posibilidad de
extender, ((z, f), a:

{z €C:|z] <exp(P(Real(f)))" '},

por medio de una funcién meromorfa de polos los inversos de los valores propios
del operador transferencia £y de modulo mayor que 6 exp(P(Real(f))). O

6.3. Funcion Zeta para el Flujo de Suspension

Definicién 6.3.1. Dado un flujo (X, ¢), sea Per(¢) el conjunto de drbitas
periddicas de ¢. Entonces dada una 6rbita 7 € Per(¢), denotaremos por, A(7),
su periodo minimo. Dicho esto, para s € C, definimos la funcién zeta de ¢, (4 (s),
como el producto formal:

)= T (- exp(-sAm) "

TEPer(P)

En lo que resta de seccién, sea 6 € (0,1) y A, matriz de transicién de orden
n > 2.
Sea ahora f € C(X}) con f > 0y (Eﬁ,crf), el respectivo flujo de suspen-
sién. Entonces de la correspondencia biunivoca entre el conjunto de érbitas
periédicas del shift y el conjunto de érbitas peridédicas del flujo de suspension
(Proposicién (2.2.22)), tenemos a nivel formal:

Gi(s)= I (1 —exp(=srm)™

TEPer(oy)

oo

Z log (1 — exp(—sS,, f(x))) "

{z€SH:0(z)EPer,n (o)}

=1 > exp(k(—sSm f(x
— exp ZE Z Z p(k( i f(x)))

m=1 {IEZXZO(I)EPerm(U)} k=1

3=

= exp

3
ﬂ‘
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= exp z_:lri Z exp(—sSm f())

z€Fix(o™)

Para el caso del flujo de suspension, oy, escribiremos en lo que sigue:
C*f(s) = CO'f (S)

6.3.1. Generalizacion de la Funcién Zeta al Espacio de las
Funciones Holder Continuas

De la anterior igualdad el estudio del dominio de definicién y propiedades de
regularidad de la funcién zeta para el flujo de suspension, estara en el analisis
de las respectivas propiedades de la funcién:

s+ (1, —sf).

O de forma mas general en el andlisis de la funcién definida para g € CQ(ZX)
por:

=g =ep 3 exp(Sugla).
m=1 z€Fix(o™)

Si ahora introducimos la serie formal:

20) =Y~ Y en(Snge),
m=1

z€Fix(o™)

entonces por la Proposicién (4.3.1), la serie Z(g) serd absolutamente conver-
gente para cada g € Cp(X7) con R(Z,) < 1.

Teorema 6.3.2. La expresién (, define una funcién holomorfa, sin ceros en el
abierto: -
{gecy(=h): R(Z,) <1}.

Demostracion. De la continuidad de la funcién (Proposicién (5.1.2)), definida
en Cp(X7) por:
g — 2

y la continuidad superior de la funcién (Proposicién (1.3.9)), definida en
L(Cy(x7)) por:
T — Esp(T),

tendremos que la composiciéon:
g Zy— Esp(Zy),

serd superiormente continua y por ende para cada f € Cp(X7) con R(Zf) < 1
nos sera posible elegir € > 0 de modo que, para todo g en:

B(f,e) ={g € Co(Z}) :ll g — f llo< e},
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tengamos, R(.%,) < 1.
Asf el conjunto: B
{gecy(=h): R(Z,) <1},

serd abierto y la composicién:
¢ =expoZ,

estara bien definida en él.
Ahora de la Proposicién (5.1.2), para todo z € X7, la funcién E, : Co(XF) —
C definida por:

E.(9) = exp(Smyg(z)),

serd holomorfa. Asi también lo serd la suma de funciones holomorfas:

(n(9):= > Eulg)= Y, exp(Smf(z))

z€Fix(o™) z€Fix(o™)

Luego, para todo m > 1 la funcién, Z,, : Co(X7}) — C, definida por:

Zol)=35 3 exn(Sf(a)),

1 z€Fix(o9)

serd holomorfa.

De esta manera, {Z,,}55_;, definird una sucesién de funciones holomorfas con-
vergiendo de manera puntual en {g € Co(X}) : R(.Z;) < 1} a Z. Luego, por el
Teorema de Weirstrass Generalizado (1.2.7), para demostrar que Z de-
fine una funcién holomorfa en {g € Cy(X%) : R(Z,) < 1}, bastaré con probar

para cada f € Co(X7) con R(Z;) < 1 la uniformidad de la convergencia en una
vecindad de f.
Sea f € Co(XY) y escojamos R € R de modo que:

fexp(P(Real(f))) < R < 1,

Esp(gf) ﬂ {Z eC:R< ‘Z|},

corresponda a un numero finito de valores propios aislados de norma R(.Z%).
Denotaremos por, k¢, a la suma de las multiplicidades algebraicas de los valores
propios de Z5 contenidos en este conjunto. Elijamos ahora e€; > 0 de modo que:

R(gf) +e < 1.

Entonces de la Proposicién (1.3.9) y del Teorema (1.3.10), existira § > 0
de modo que para todo g € B(f, ), tengamos:

R(Z,) < R(Zf) + e,

Esp(iﬂg)ﬂ{z €eC:lz|=R}=0
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y el nimero de valores propios de .Z; en:
{zeC:R<|z|<R(Z)},

contados con multiplicidad sea igual a k.
Podemos ademés, reduciendo § si es necesario, suponer por los Lemas (4.3.2)
y (4.3.3), que para todo m > 1 tenemos:

Chinle)| < Crm™,
‘Cl(iz)nz(g)‘ < CHR™.
Luego obtenemos para toda g € B(f, ), la desigualdad:

oo

1

26) = Zulo)l < X < Y e(S0(@)
j=m+1" |z€Fix(cd)
< 3 S (dw]+ o] +[d])
< Z *ﬁf R(Zy) + e1)
Jj= m+1
+ Z <C1Rm+CQRm>
Jj= m+1

Finalmente como, R(Z%) + €1, R < 1, podemos para cada ¢ > 0 concluir la
existencia de entero positivo, M > 0, de modo que para todo g € B(f, §) y
m > M, tengamos:

|Z(g) - Zm(g)| S €.

Asi, la sucesién {Z,, } o serd uniformemente convergente en B(f,d) y Z serd holo-
morfa en {g € Co(X}) : R(Zy) < 1}.
Por tdltimo, como la composicién:

¢ =expoZ,
es holomorfa en {g € Cy(X}) : R(Z,;) < 1}, obtenemos lo querido. O

6.3.2. Extension Meromorfa de la Funciéon Zeta para las
Funciones Holder Continuas.

El proposito de esta seccion es demostrar el siguiente teorema.

Teorema 6.3.3. La funcién ( es posible de ser extendida en una funcién holo-
morfa sin ceros en el conjunto abierto:

{f IS CQ(EZ) :Oexp(P(Real(f))) < min{l, R(Z)}, 1 ¢ Esp(i,”f)} .
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Ademas, si f € C@(ZZ), es tal que f > 0, entonces la funcién:
s+ ((=sf),
es holomorfa y sin ceros en:
{s € C: Real(s) > hiop(oy)}.
Por otro lado existe un tnico € > 0 tal que:
P(=(htop(ay) — €)f) = |log |
y la funcién:
s+ ¢(=sf)
admite extension meromorfa sin ceros en
{s € C: Real(s) > hiop(oy) — €}
cuyos polos corresponden a los s para los cuales 1 € Esp(Z_.5).

La siguiente proposicién nos facilitara la demostracion del anterior teore-
ma.

Proposicién 6.3.4. Sea, f € Cp(X7), tal que 0 exp(P(Real(f))) < min{1, R(Z)},
y R € R de modo que:

I. fexp(P(Real(f))) < R <min{l, R(Z})}
1. Esp(Z5)N{z€C:|z| =R} =0.

Entonces la serie:

g Y en(Sule) o) |
m=1

z€Fix(o™)
es localmente uniformenente convergente y holomorfa en g = f.

Demostracion. Del Teorema (1.3.10) y la Proposicién (5.1.2), obtenemos
para todo, m > 1, que las funciones:

e Cn(h),
fe Y exp(Smf(x),

z€Fix(o™)

son holomorfas. Luego para todo k € Z™ la funcién:

% Z exp(Sm f(x)) — C}%(f)

m=1 z€Fix(o™)

M=

f—
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serd holomorfa.

Ademsés de los Lemas (4.3.2) y (4.3.3) podemos escoger § > 0, de modo de
poder encontar constantes Cy, Csq tales que para todo g € B(f,d) y todo entero
m > 1, tengamos:

)| < iR,

‘Cﬁ%(g)‘ < CaR™.

Entonces:
> 1 (0)
> exp(Smg(z)) = Crom (9)
m=1 zE€Fix(o™)
k1
0
S T Sl - )
m=1 zEFix(o™)
o 1
<y L exp(Sm(@)) = (o (9)
m=k+1 z€Fix(o™)
e 1
= Y @+ )
m=k+1

=1
< E - (C1R™ 4+ CoR™).
m=k+1

Luego la sucesion:

9]
k

ST e -]

m=1 z€Fix(o™) k=1

serd uniformemente convergente en B(f,d). Finalmente por el Teorema de
Weirstrass Generalizado (1.2.7) la funcién:

g Z% ST exp(Smg(@) — Cn(9) |+
m=1

z€Fix(o™)
serd holomorfa en B(f,4). O
Sea ahora f € Cp(X) con O exp(P(Real(f))) < min{l, R(Z)} vy
r(f) = sup{A| - A € Esp(:)), A < 1}.

Entonces:



satisfacerd las hipétesis de la Proposicién (6.3.4).
Luego, si Ny g,, representa la cardinalidad del conjunto:

Esp(.Z¥) ﬂ{z € C: Ry < |z| <R(Zf)}

y denotamos por:
{Ag A2 AUN R b

al conjunto de valores propios de £ contenidos ahf y por x(y ;) la multiplicidad
algebraica de A(y,;), podremos para el caso en que 1 no pertenezca a Esp(Zf)
definir el cuociente:

exp Lt 1 (Toerie (o) XP(Smf @) = ¢ ()
TL™ (1= Mgy .

Ademsds si R(.Zf) < 1, tendremos Ry > R(Zf) y por tanto:

C(f) = <)

Luego, ¢ definird una extensién de ¢ al conjunto:

{f €Co(X}) : Qexp(P(Real(f))) < min{R(ZLf),1}, 1 ¢ Esp(Zf)} .

(f) =

El dltimo punto necesario para la Demostracién del Teorema (6.3.3) serd el
siguiente resultado:

Teorema 6.3.5. (Principio de continuidad analitica) Dado D un abierto
conexo en C, sean f : D — Cy g : D — C holomorfas. Entonces si f y g
concuerdan en una sucesién de puntos distintos en en D con punto limite en D,
tendremos f =g en D.

En estos momentos nos encontramos en condiciones de probar el Teorema

(6.3.3).

Demostracion. (Teorema 6.3.3) De la continuidad de las funciones (Proposicién (5.1.2),
Proposicién (3.4.8)):
g — 2

g — Oexp(P(Real(g)))

y la continuidad superior de la funcién (Proposicién (1.3.9)):
g+ Esp(Zy),
el conjunto:
{f €Co(x}) : Gexp(P(Real(f))) < min{R(Zf), 1}, 1 & Esp(Z;)}.

serd abierto.
Sea f € Cp(X7F) con:

0 exp(P(Real(f))) < min{R(Z),1}.
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Entonces por el Teorema (1.3.10), para g € Cy(¥7) cercano a f, tendremos:

a9 =) ()

y podremos escribir:

=1 =1
Sl X eSule) -Gl | =D exp(Sim(9)) — €y ()
m=1 z€Fix(o™) m=1 z€Fix(o™)

Entonces de la Proposicién (6.3.4), la funcién:

=1
9= 2| X (Sl o) |
m=1

z€Fix(o™)

serd holomorfa en una vecindad de g = f, ademéds por el Teorema (1.3.10),
aplicado a la Transformacién (I — %), la funcién:

Ng‘Rg

g [T 0 =2ga) 7,
i=1

serd holomorfa en una vecindad de g = f. Lo que concluye la primera parte del

teorema.

Si ahora f € Co(X¥) es tal que f > 0, entonces de las Proposicién (5.2.4),
la funcién:
t— P(—tf),

serd estrictamente decreciente a —oo en R. Ademds, de la Observacién (5.3.2),
t = hiop(0f) serd el Unico real para el cudl tengamos:

Plhiop(o7)f) = 0.
Luego para todo t > hyop(0y), tendremos la desigualdad:
P(—tf) <0
y existird un dnico € > 0 de modo que
P(~(htoploy) — )f) = | Tog ).

Asi por la Proposicién (4.2.21), tendremos para s € C, con Real(s) >
hiop(0y), la desigualdad:

R(Z_¢) < exp(P(Real(—sf))) <1

y por la Proposicién (4.2.22) tendremos para s € C, con Real(s) > hyop(0y)—
€, la desigualdad:
0 exp(P(Real(—sf))) < 1.
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Entonces del Teorema (6.3.2), la funcién:

S C(*Sf),

serd holomorfa y sin ceros en {s € C : Real(s) > hyp(oy)}. Ademds de la
primera parte del teorema, la funcion:

e Y Y en(Su-sf) — (s |

m=1 zE€Fix(o™)

serd holomorfa y sin ceros en {s € C : Real(s) > hyop(0y) — €}. Finalmente

CcOomo:
N_spr_g¢

S H (1 - )\(_sf7i))n(7sf’i),
i=1

es holomorfa y no idénticamente cero en el conexo:
{s € C: Real(s) > hyop(oy) — €},

concluimos del Principio de continuidad analitica (6.3.5) que s +— ((—sf)
es una extensiéon meromorfa de s — ((—sf) al conjunto,

{s € C: Real(s) > hiop(oy) — €},
cuyos polos corresponden a los s para los cuales 1 € Esp(.Z_;y). O

Observacién 6.3.6. Supongamos A aperiédicay f € Co(X7) tal que R(Z}) =
1y P(Real(f)) =0 . Entonces por la Proposicién (4.2.21):

R(Lreai(r)) = exp(P(Real(f))) = 1 = R(Z5),

luego del Teorema (4.2.24), f € Dom(P) y z = exp(P(f)), corresponderd al
tunico valor propio de norma R(.Zf) de .2}, el ctal es simple. Por lo tanto para
todo g € Cy(X7) suficientemente cerca a f, tendremos g € Dom(P). Si ademds,
exp(P(g)) # 1, tendremos:

exp X1 (Zacrinom) eXp(Smg(x)) — exp(mP(g))
1= exp(P(9)) |

Antes de continuar con el siguiente resultado recordemos que por la Defini-
cién (4.2.26), el flujo de suspensién oy es débilmente mezclante, si inicamente

para a = 0 existe W € C(ZQ) de modo que para todo t > 0 tengamos la
igualdad:

Clg) =

Wooy, =exp(iat)W.
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Proposicién 6.3.7. Supongamos, A, aperiédica y f € Co(XF), con f > 0.
Entonces, (_ ¢, admite extensién meromorfa a una vecindad del semiplano:

{s € C: Real(s) > hyop(of)},

cuyos polos son todos aquellos s, para los cuales 1 € Esp(.Z_,¢). En particular
s = hyop(oy) serd un polo simple. Si suponemos ademds oy débilmente mez-
clante, entonces s = hyop(0y) serd el unico polo de parte real igual a hyop(oy)
de dicha extensién de (_y.

Demostracion. De la segunda parte del Teorema (6.3.3), tenemos que:

S = 6(_Sf)a

es la requerida extensién meromorfa de s — ((—sf). Sea sg = hiop(0y), entonces
por la Observacién (5.3.2), P(—sgf) = 0, luego de la Proposicién (4.2.21)
obtenemos:

exp(P(=s0f)) =1 = R(ZL sy)

y por Ruelle-Perron-Frobenius (4.2.13), 1 € Esp(.Z_,,s). Entonces por la
Proposicién (5.2.2) la funcién:

s = exp(P(=s[)),

serd holomorfa en una vencindad de so y si denotamos por jif, el estado de
equilibrio de f, tendremos por la Proposicién (5.2.4), la igualdad:

o ED(P(=5f)) = exp(P(=s0f)) _ | exp(P(=(u+50)f)) = exp(P(=s0f)

5—50 S — 8o u—0 u

= exp (/ —sofduf> >0,

tim (s = s0)3(-f) = Jim (1=t ) (0= exp(P(-sf)-s)

serd finito y sg serd un polo simple de s — Z,Sf.

Entonces el limite:

Para concluir, supongamos oy débilmente mezclante (Definicién (4.2.26)).
Entonces por la Proposicién (4.2.25), inicamente para a = 0, existird w €
Co(X7) de modo que tengamos la igualdad:

woo = exp(iaf)w.
Luego, sop = hiop(0y), serd el tnico punto de:
{s € C: Real(s) > hiop(oy)},

para el cial, 1 € Esp(Z_,y). O
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Corolario 6.3.8. Supongamos, A, aperiddica y f € C@(Zj) tal que f > 0.
Entonces si el respectivo flujo de suspensién, oy, es débilmente mezclante, exi-
stird funcién holomorfa, o, en una vecindad de:

{s € C: Real(s) > hyop(oy)},

de modo que:
_7) (s !
(Cp)(s) _ +ale)
C-f(s) 5= huop(oy)
Demostracion. A partir de lo dicho en la Proposicién (6.3.7), existe una
extensién meromorfa (; de (f a una vecindad de :

{s € C: Real(s) > hiop(of)}

y la funcién:
s> (s = hiop(ay))Cs,

serd holomorfa y sin ceros cero en:
{s € C: Real(s) > hiop(oys)}.

Derivandola:

d/ds((s = hiop(04))C- 5 () = (5 = heop(0))(C—5)'(8) + (- (s)

y despues dividiendo por ella, obtenemos una funcién holomorfa, a, en una
vecindad de
{s € C: Real(s) > hiop(oy)},

de modo que: C(s)
o)) _ -1 os
Co) 5Pl

O

Observacion 6.3.9. Dada la matriz de transiciéon aperiddica A, sea f € CQ(ZX)
con f >0y (Efv oy) el respectivo flujo de suspensién que supondremos débil-
mente mezclante. Entonces de la Observacién (5.3.2):

P(~hiop(07)f) = 0.

Luego:
htop(o—htop(o'f)f) = 1'

Si ademds oy es débilmente mezclante, por el Corolario (6.3.8), existird fun-
cién holomorfa, «;, en una vecindad de:

{s € C: Real(s) > 1}

de modo que:
(C—htop(o'f)f)/(s) o _]-
Cheop(op)f(8) 51
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Para concluir, dada, A, matriz de transicién aperiddica, sea f € Cg(Ejg) con
f >0, entonces del Teorema (6.3.3), las identidades formales (6.3) y (6.4),
serd validas en:

{s € C: Real(s) > hyop(oy)},

y tendremos:

Crls)=c—sn=ep [ S 1 3D exp(-s5f ()

z€Fix(o™) m=1

el T —sk
= exp Z Z % (6.8)

TEPer(o) k=1

i) = -sf)= J[ @-Np(r)=)"

TEPer(oy)
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Capitulo 7

Teoria de Numeros en
Sistemas Dinamicos

7.1. Puntos Periddicos y el Teorema de los Numeros
Primos

A lo largo de este capitulo nos interesara estudiar el comportamiento de las
orbitas periddicas tanto para la aplicacién de desplazamiento como para el flujo
de suspensién. Mdés especificamente, nos dedicaremos a encontrar, mediante un
método similar al usado por Wiener e Ikehara al momento de demostrar el
Teorema de los Numeros Primos, formulas asintéticas para el nimero de
orbitas periédicas tanto de la aplicacion de desplazamiento como del flujo de
suspension.

La meta de este capitulo sera la de demostrar los siguientes resultados.

Denotando las érbitas periédicas de un Sistema Dindmico de tiempo continuo
o discreto por 7 y su periodo minimo por A(7), tenemos:

Teorema 7.1.1. Dada la matriz de transicién aperiédica, A, sea (X4,0) el
respectivo Sub-Shift de tipo finito.
Entonces para t € R con t > 0 tenemos:

th’m 1OTgtCardinaulidad {T € Per(o) : exp(hiop(c)A(T)) <t} = 1.
— 00
Es decir:
, Shtop(o') . . . _
lim Cardinalidad {7 € Per(o) : A(1) < s} = 1.

52700 exp(shiop ()

El anterior resultado lo obtendremos como un caso particular del siguiente
Teorema.
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Teorema 7.1.2. Dada la matriz de transicién aperiédica, A, sea f € Co(X})
positiva y (Efg, oy) el respectivo flujo de suspensién, el cual supondremos
ademds débilmente mezclante.

Entonces para t € R con t > 0 tenemos:

1
flim %t(]ardinalidad {T €Per(oy): exp(hiop(os)A\(1)) <t} =1
L—> OO
Es decir:
y shiop(0y) T . —
lim Cardinalidad {7 € Per(oy) : A(7) < s} = 1.

500 exp(shiop(07))

Observacion 7.1.3. Es oportuno en estos momentos recordar para, f = 1, que
el respectivo flujo de suspensién (Zf;, o¢) cumple con:

htop(0) = hiop(as)-

Asi, de la correspondencia biunivoca que preserva periodo, entre las érbitas
periédicas del operador de transferencia y el flujo de suspensién, Proposiciéon
(2.2.22), tenemos para cada ¢ > 0:

Cardinalidad {7 € Per(c) : exp(hiop(o)A(7)) < t}
= Cardinalidad {7 € Per(o1) : exp(hiop(o1)A(7)) < t}.
Y el Teorema (7.1.1) serd una consecuencia inmediata del Teorema (7.1.2)

para el caso particular f = 1.

El resto de la seccién estard dedicada a demostrar el Teorema (7.1.1), para
lo cudl daremos algunas definiciones que nos facilitardn la notacion y objetivo.

Definicién 7.1.4. Dada una 6rbita 7 € Per(os), y un entero m > 1, el par
(1,m) serd denotado por 7" y escribimos:

A(T™) = mA(7).

Definicién 7.1.5. Dada la matriz de transicién, A, sea f € Co(37) positiva y
(Zf;, o) el respectivo flujo de suspensién. Denotando las érbitas periddicas de
(Efl, oy) por Ty su periodo minimo por A(7), para m > 1 escribimos:

1. N(7) = exp(hiop(ap)A(T)).

2. N(t™) = exp(hiop(ap)A(T™)).

3. A(m™) =log(N(1)).

Entonces para t € R, ¢t > 1 definimos las funciones:
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II.

OEDS S A
£):N(

m=1 {r€Per(o Tm)<t}

La demostracion de los teoremas estara en econtrar formas de relacionar las
anteriores funciones.
El siguiente resultado se enmarca en dicha linea:

Proposicion 7.1.6. Parat € R, ¢ > 1, tenemos:

I.

¥(t) < log(t)m(t).

11. Para cada § > 1, tenemos:

7(t) < 7(/%) + &w»

Demostracion. 1. Notando parat € R, ¢t > 1 que [ }\‘;Eit)} corresponde al nimero

de potencias de N (1) menores que ¢, tenemos:

TUED YD SR COENND SIS O] )

m=1{r€Per(os):N(7™)<t} {r€Per(oy):N(7)<t}

<logt- Z 1 =log(t)n(t).

{r€Per(oys):N(7)<t}

II. Sea s = t5 > 1 entonces:

7(t) = 7(s) + > 1.

{7€Per(oy):s<N(7)<t}

Ademés, para N(7) > s tenemos 10%01;78) > 1, lo que nos permite concluir:
log N (1) ¥(t) ¥(t)
t) < o < A _ PRalZy

m(t) < ms) + Z logs — m(s) + log s m(s) + logt

{r€Per(oyf):N(1)<t}
]

Una vez hecho esto, nos encontramos en condiciones de comenzar con la
demostracién del Teorema (7.1.2).
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Demostracion. (Teorema (7.1.2)) Si denotamos h = hyp(0yf), de la Obser-
vacién (6.3.9), (_js definird una funcién holomorfa sin ceros en:

{s € C: Real(s) > 1},

existird ademads funcién holomorfa «, definida en una vecindad de:
{s € C: Real(s) > 1},

de modo que para s con Real(s) > 1 tenemos:

(Cnp)(s) _ —1
= + afs).
(_hf(s) s—1 ( )
Recordando ahora que por la ecuacién (6.8), nos es posible escribir en Real(s) >
1:

Cnp(s) = exp| D ZN(T])SJ ,

TEPer(oy) j=1

podremos gracias a las igualdades:

e v )
(log o 1s)'(5) = "0,

> N(7)~s4
-| = 2

T€Per(oy) j=1

!/

—— Y S log(N(@)N(F),

TEPer(oy) j=1

escribir:

ST S log(N())N(r) ™ = —— —a(s).

TEPer(oy) j=1

Ahora:

DD BERETICIINCRES DI D

j=17€Per(oy) j=171€Per(oy)

:ﬁmtmwm

por lo que el Teorema Tauberiano de Ikehara-Wiener, nos entrega la
relacion:
¥(t)

lim inf —* = 1.
t—o0

Y por ende de la Proposicién (7.1.6, I), concluimos:

lim M > 1.

t—o0
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Por otra parte la Proposicién (7.1.6, II) nos permite, para cada § > 1,
escribir: )

r(f)logt _ m(t}) b(t)

t -t t

log(t) + ¢

Asi, para § > v > 1 obtenemos:

t)logt ts
limsupw()fOg < lim sup <7T(t )

t—o0 t—o0 t—o00 t

1
0\ /1
~ Jtmsup [ T2 (Oig’(f)) + 6.
t—s00 t3 (=)

Por tdltimo, si notamos:
log(t
lfm O?,() — 0,

nos quedard solo demostrar para d > v > 1 que:

1
ts

lim sup <7T(w )> < 00.
t—00 ts

Ahora, de la ecuacioén (6.9) podemos escribir en Real(s) > 1:

Cur= JI @=N@m™)

TEPer(o)

) (log(t)) + lim sup 5w(t)

Entonces para § > v > 1, tenemos:

N(r)Y
cutn= II a-vor = I (5o
T€Per(oy) T€Per(oy)
1

- 1+ ) > (1+N(r)™)

TEPI;[(Gf) ( N -1 TEPl;I(Jf)

™ t(%)

> I1 (1+67F) = (1+2/) “

1
TEPer(oys):N(1)<t?s

o (=)
>\ =)
ﬂ'(tl/‘;

Y WTJE serd acotado por (_p (7). Con lo cual finalmente concluimos:

log tm(t) <5

lim sup
t—o0
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Y el resultado se obtendra de hacer tender 6 a 1 y notar que:

log tm(t
Jim sup 2847 (¢)

t—o00 t—o0
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