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Resumen

En este documento se revisan las lógicas proposicionales y de primer orden inducidas
por la clase de las matrices LPP, y por algunos subconjuntos relevantes de éstas. En par-
ticular aparecen los enfoques semánticos y sintácticos para la clase de las matrices LPP,
con teoremas de compacidad y completud para lógica proposicional y lógica de primer
orden. Se revisan desde este punto de vista algunas lógicas proposicionales sencillas. Se
trata fundamentalmente de una revisión de lo expuesto en algunos artículos sobre las ló-
gicas proposicionales (con demostraciones alternativas alas propuestas en varios casos),
además la aplicación concreta a éstas lógicas de ciertas herramientas que no se había rea-
lizado hasta ahora; por otro lado, es de particular relevancia la axiomatización propuesta
para la lógica de primer orden inducida por la clase de las matrices LPP; que difiere lige-
ramente de la que existía hasta ahora, y los teoremas y metateoremas que se revisan con
todo detalle.
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CAPÍTULO 1
Introducción

Este trabajo está basado en términos básicos en dos papers que presentan las lógicas
proposicionales[LM06] y de primer orden [LM10] para matrices LPP; además se usa en
una sección como base dos paper sobre semánticas diádicas[Cal+03a] y su relación con
la tesis de Suszko[Cal+03b] para los resultados en torno a lasbivaluaciones. Se encuen-
tran en este documento las demostraciones completas de casila totalidad de los resultados
que se utilizan de éstos papers. El documento contiene todastodas las definiciones nece-
sarias para que lo pueda leer alguien no familiarizado con las formalidades del tema, sin
embargo se asume cierta familiarizacion con el lenguaje formal de la lógica clásica. La
sección siguiente da el marco de definciones en que nos manejaremos luego; puede leerse
de inmediato o saltarse y consultarse solo ante duda.

1.1. Lenguaje y Definiciones básicas

Definición.Entenderemos porlenguaje proposicionalun conjuntoL de conectivos propo-
sicionales. LasL-fórmulasse construyen de la forma usual en base al conjunto numerable
de variables proposicionalesV ar = p0, p1, p2, . . . usando los conectivos del lenguaje;
llamamos al conjunto de las fórmulasFmL.

En nuestro caso, el lenguajeL tendrá los conectivos∨, ∧, → y ¬; donde los tres
primeros son binarios y el último unario; y llamaremos al conjunto de las fórmulas del
lenguaje simplementeFm.

Definición. Llamamos losliterales deFm al conjuntoLit de todas las fórmulas de la
forma¬kp, donde¬0p = p y ¬k+1p = ¬(¬kp), parap ∈ V ar. El resto de las fórmulas
son llamadas complejas.

Usaremos, cuando sea este tipo de lenguaje el contexto, las letrasp, q, r, etc. como
variables metalinguísticas para variables proposicionales;P , Q, R, etc. como variables
metalinguísticas para fórmulas complejas y letras griegasα, β, γ, etc. para variables me-
talinguísticas sobre el conjunto de fórmulasFm en general.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 3

Definición. Entendemos porL-álgebrauna estructuraA =
〈

A,wA : w ∈ L
〉

dondeA es
un conjunto no vacío, y para cada conectivow de rangok enL, wA es una operación en
A de rangok.

Definición. UnaL-matrizserá un parA = 〈A,D〉 dondeA es unaL-álgebray D es un
subconjunto propio deA; los elementos deD son llamados los elementos designados de
A.

Definición. Unavaluación algebráicasobre una matrizA es una funciónv : V ar→A.

Esta función se puede extender de manera natural av : Fm→A; considerando que
Fm se construye libremente a partir de las variables proposicionales; lo que nos permite
calcularv recursivamente. Denotaremos algunas vecesαv o v(α) para referirnos av(α).

Definición. Entenderemos porlenguaje de primer ordenun conjuntoL de símbolos:

⋄ Conectivos proposicionales

⋄ Variables (una para cada entero positivon): v1, v2, . . .

⋄ Símbolo de igualdad (opcional):≈

⋄ Parámetros

• Símbolos de cuantificación:∀, ∃.

• Símbolos de predicado, o de relación: Para cada entero positivo n un conjunto
numerable (posiblemente vacío) de símbolos llamados símbolos de predicado
n-arios.

• Símbolos de función: Para cada entero positivon un conjunto numerable (po-
siblemente vacío) de símbolos llamados símbolos de funciónn-arios.

• Símbolos de constante: un conjunto numerable (posiblemente vacío) de sím-
bolos de constantes.

Definición.El conjunto de lostérminosdeL será el que se construye a partir de constantes
y variables, prefijando (cero o más veces) símbolos de función. Tenemos entonces que
variables y constantes son términos; y para cada símbolo de función n-ariof , si t1, . . . , tn
son términos,ft1, . . . , tn también lo es.

Definición. El conjuntoAt de lasfórmulas atómicasestá formado por las expresiones de
la formaRt1, . . . , tn; dondet1, . . . , tn son términos, yR es un símbolo de predicado n-
ario. Si nuestro lenguaje tiene símbolo de igualdad yt1, t2 son términost1 ≈ t2 es también
fórmula atómica.

Definición. El conjuntoFmL de las fórmulas deL, al que llamaremos cuando sea claro
del contexto simplementeFm será el de las expresiones que se forman a partir de las
fórmulas atómicas usando los conectivos proposicionales obien anteponiendo∀vi o ∃vi
para algúni entero positivo.
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En nuestro caso, el lenguajeL tendrá los conectivos proposicionales∨, ∧, → y ¬;
donde, al igual que antes, los tres primeros son binarios y elúltimo unario.

Cuando estemos en el contexto de un lenguaje de primer orden, usaremos las variables
metalinguísticasx, y para referirnos a variables del lenguaje, y letras griegasα, β, γ, etc.
para variables metalinguísticas sobre el conjunto de fórmulasFm.

Definición. Consideremos una variable cualquierax, y seaα una fórmula cualquiera del
lenguaje. Definimos por recursión que la variable x aparece libre enα si:

⋄ Paraα atómica, si y solox aparece enα. (es decir, si y solo six es un símbolo deα)

⋄ Paraα de la formaw (α1, . . . , αn), conw conectivo proposicional n-ario, si y solo
si x aparece libre enαi para algúni ∈ {1, . . . , n}

⋄ Paraα de la forma∀viα o de la forma∃viα si y solo six aparece libre enα y vi 6= x.

Diremos que una fórmulaσ es una oración si ninguna variablevi aparece libre enσ.

1.2. Matrices Literal-Paraconsistente-Paracompleta

SeaL lenguaje proposicional; y seaA un conjunto tal que{0, 1}⊆A y D⊆A tal que
1 ∈ D y 0 /∈ D. Sea∼ : A→A una función tal que∼ (0) = 1 y ∼ (1) = 0. Definimos la
matriz literal-paraconsistente-paracompleta (o LPP-matriz) 〈A,D,∼〉 con las siguientes
operaciones sobreA: 1

a∧b =

{

1, si a ∈ D y b ∈ D

0, en otro caso.

a∨b =

{

1, si a ∈ D o b ∈ D

0, en otro caso.

a→b =

{

1, si a /∈ D o b ∈ D

0, en otro caso.

Observamos que una LPP-matrizA = 〈A,D,∼〉 es unaL-matriz, donde las opera-
ciones binarias deA comoL-matriz están definidas como arriba, y la operación unaria∼

es la interpretación enA de¬. Distinguimos∼ del resto, pues tiene un papel primordial
en la definición, ya que las otras operaciones se definen porD; y ∼ es independiente de
ellas.

No es difícil notar que de hecho nos basta con la negación y la implicación para definir
totalmente el sistema. El detalle puede encontrarse en el Anexo.

Es relevante notar que llamamos literal-paraconsistente-paracompleta a estas matrices
a pesar de que no todas ellas son paraconsistentes y/o paracompletas. Diremos que una

1entenderemos la disyunción “o” de manera inclusiva, es decir, como y/o
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LPP-matriz es paraconsistente si para algúna ∈ A tantoa ∈ D como∼ a ∈ D; y diremos
que es paracompleta si para algúna ∈ A ocurre quea /∈ D y ∼ a /∈ D. Observamos
además de la definición de las operaciones que la paraconsistencia y la paracompletud se
pueden dar solo enLit, y que0 y 1 se comportan clásicamente respecto a la negación.

1.3. Sistemas Deductivos

SeaL un lenguaje proposicional. Si consideramos una funciónσ : V ar→Fm, ésta
puede ser extendida de manera natural a una función, que llamaremos igualmenteσ, cuyo
dominio esFm, extendiendo de la formaσ (φ (p0, . . . , pn)) = φ (p0/σ(p0), . . . , pn/σ(pn)),
dondep/q significa que substituimosp porq en todas las apariciones dep en la fórmulaφ;
σ será llamadasubstitución. Entenderemos porregla de inferencia(finitaria) sobreL un
par 〈Γ, ϕ〉 dondeΓ es un subconjunto finito deFm y ϕ es una fórmula cualquiera. Una
fórmulaψ es directamente derivable de un conjunto∆ de fórmulas por la regla〈Γ, ϕ〉 si
existe una substituciónσ tal queσ(ϕ) = ψ y σ (Γ) ⊆ ∆; (dondeσ (Γ) = {σ(ϑ) : ϑ ∈ Γ}).

Un sistema deductivoS sobreL se define por un conjunto (posiblemente infinito) de
reglas de inferencia y axiomas (podemos entender si se quiere a los axiomas como reglas
de inferencia conΓ vacío); consiste en el parS = 〈L,⊢S〉; donde⊢S es la relación entre
un conjunto de fórmulas y una fórmula individual dada por la condición:∆ ⊢S ψ si y solo
si ψ está contenido en el menor conjunto que incluye∆ y todas las substituciones de los
axiomas deS, y que además es cerrado bajo derivación directa. Esta relación es llamada
relación de consecuencia deS.

Es fácil ver que la relación de consecuencia⊢S satisface:

ϕ ∈ Γ ⇒ Γ ⊢S ϕ (1.1)

Γ ⊢S ϕ y Γ⊆∆ ⇒ ∆ ⊢S ϕ (1.2)

Γ ⊢S ϕ y ∆ ⊢S ψ para todoψ ∈ Γ ⇒ ∆ ⊢S ϕ (1.3)

Γ ⊢S ϕ⇒ σ (Γ) ⊢S σ(ϕ) para cualquier substituciónσ
(1.4)

Γ ⊢S ϕ⇒ Γ′ ⊢S ϕ para algúnΓ′⊆Γ finito. (1.5)

En términos generales, si tenemos una relaciónR⊆P(Fm×Fm) que satisface las
propiedades (1.1)-(1.4), la llamamos una relación de consecuencia; si además satisface
(1.5) la llamamos relación de consecuencia finitaria.

Ha sido probado [ŁS58] que cualquier relación que satisfacelas propiedades (1.1)-
(1.5) es la relación de consecuencia de algún sistema deductivo; por tanto podemos enten-
der como sistema deductivo un parS = 〈L,⊢S〉, donde⊢S es una relación que satisface
las propiedades (1.1)-(1.5) sin asumir reglas de inferencia o axiomas. Generalizando en
esta línea, llamaremossistema lógicoa un parS = 〈L,⊢S〉, donde⊢S es una relación que
satisface las propiedades (1.1)-(1.4).

Si L es un lenguaje de primer orden se define de forma similar el sistema deducti-
vo. Entenderemos porregla de inferencia(finitaria) sobreL un par〈Γ, ϕ〉 dondeΓ es un
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subconjunto finito deFm y ϕ es una fórmula cualquiera. Si consideramos una función
σ : At→Fm, ésta puede ser extendida de manera natural a una función, que llamare-
mos igualmenteσ, cuyo dominio esFm, extendiendo de la formaσ(φ(α0, . . . , αn)) =
φ(α0/σ(α0), . . . , αn/σ(αn)), dondeα/β significa que substituimosα por β en todas las
apariciones deα en la fórmulaφ; σ será llamadasubstitución. Una fórmulaψ es directa-
mente derivable de un conjunto∆ de fórmulas por la regla〈Γ, ϕ〉 si existe una substitución
σ tal queσ(ϕ) = ψ y σ(Γ) ⊆ ∆.

Un sistema deductivoS sobreL se define por un conjunto (posiblemente infinito)
de reglas de inferencia y axiomas; donde un axioma consiste en un par〈Υ,Γ〉, donde
Γ⊆Fm y Υ es algún subconjunto de substituciones. Así, definimos el sistema dedurctivo
por S = 〈L,⊢S〉; donde, como antes,⊢S es la relación entre un conjunto de fórmulas y
una fórmula individual dada por la condición:∆ ⊢S ψ si y solo siψ está contenido en
el menor conjunto que incluye∆ y todas las generalizaciones universales de las substitu-
ciones correspondientes de los axiomas deS, y que además es cerrado bajo derivabilidad
directa. Esta relación, al igual que antes, es llamada relación de consecuencia deS.

Esta relación de consecuencia satisface las propiedades (1.1)-(1.3), (1.5); pero en gene-
ral no satisface la propiedad (1.4), a menos que para todos los axiomas,Υ sea el conjunto
de todas las substituciones.



CAPÍTULO 2
Lógicas Matriciales

Consideremos nuestro lenguaje proposicionalL como antes; y seaA unaL-matriz
cualquiera. Definimos la relacion�A entre un conjuntoΓ⊆Fm y una fórmulaϕ ∈ Fm
como sigue:Γ �A ϕ si y solo si para cualquier valuación algebráicav se tiene que si
ψv ∈ D para todaψ ∈ Γ, entoncesϕv ∈ D. Para una clase deL-matricesM, definimos la
relación�M entre un conjuntoΓ⊆Fm y una fórmulaϕ ∈ Fm porΓ �M ϕ si y solo si se
tieneΓ �A ϕ para toda matrizA enM. Usaremos la notaciónϕ � φ en vez de{ϕ} � φ y
� φ en vez de∅ � φ.

SeaS = 〈L,⊢S〉 un sistema deductivo. Una clase de matricesM será llamadasemán-
tica matricial paraS si para todoΓ ∪ {ϕ}⊆Fm se tieneΓ ⊢S ϕ si y solo siΓ �M ϕ. Por
otro lado, dada una clase de matricesM, es facil chequear que�M cumple las propiedades
(1.1)-(1.3) y (1.5). Si demostramos que además satisface (1.4) tendremos un sistema de-
ductivo; si no, de todos modos tenemos una relación de consecuencia y un sistema lógico
definido por la clase de matrices dado porΓ ⊢S ϕ si y solo siΓ �M ϕ.

2.0.1. Congruencia de Leibnitz, Estructura de negación y Matrices
Reducidas

Definición. SeaA = 〈A,wA〉w∈L unaL-álgebra y seaR una relación binaria enA. Dire-
mos queR es una relación de congruencia enA si satisface que es de equivalencia y para
toda fórmulaϕ(p0, . . . , pn) deL se tiene que si〈ai, bi〉 ∈ R para todoi ≤ n, entonces

〈

ϕA(a0, . . . , an), ϕ
A(b0, . . . , bn)

〉

∈ R

SiF⊆A, y θ una congruencia enA; diremos queθ es compatible conF si se tiene que
para todoa, b ∈ A, cona ∈ D y 〈a, b〉 ∈ θ implican b ∈ D. En otras palabras, diremos
queθ es compatible conF si F es unión de clases de equivalencia deθ.

Definimos enA la relación binariaΩAF = {〈a, b〉 : ϕA(a, c) ∈ D si y solo si
ϕA(b, c) ∈ D para todoϕ(p, q1, . . . , qn) ∈ Fm y todo c ∈ An} dondeϕA es la in-
terpretación enA de la fórmulaϕ(p, q1, . . . , qn) reemplazando las letras proposicionales
p, q1, . . . , qn pora, c1, . . . , cn. Es fácil notar que esta relación es una congruencia.

7
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Teorema 2.1.Dada un álgebraA y D⊆A, ΩAF es la congruencia más grande enA
compatible conD.

Demostración.Es fácil notar que esta congruencia es compatible conD, tomandoϕ(p) =
p. Por otro lado, si tenemosθ una congruencia cualquiera que sea compatible conF ,
consideramos un par cualquiera〈a, b〉 ∈ θ y una fórmulaϕ = ϕ(p, q0, . . . , qn). Comoθ es
relacion de congruencia, tenemos que para todoc1, . . . , cn ∈ A,

〈

ϕA(a, c1, . . . , cn), ϕ
A(b, c1, . . . , cn)

〉

∈ θ

y luego por la compatibilidad deθ conD tenemos:

ϕA(a, c1, . . . , cn) ∈ D ⇔ ϕA(b, c1, . . . , cn) ∈ D

Por lo anterior se tiene entonces〈a, b〉 ∈ ΩAF ; de lo cual se desprende queθ⊆ΩAF . �

SeaM = 〈A,D,∼〉 una matriz LPP. Entenderemos por laestructura de negaciónde
M a la funciónnstrM : A→{0, 1}N tal quenstrM(a)k = 1 si y solo si∼ka ∈ D. Para
una fijo, llamamos eltipo de negación de aa la tuplanstrM(a).

Lema 2.2. Seav una valuación algebráica. Para todoa, b ∈ A se define:

vp(a|b)(p) =

{

pv, si pv 6= a

b, si pv = a

y vp(a|b)(q) = v(q), si q 6= p. Entonces sinstrM(a) = nstrM(b), y α es una fórmula,
αv ∈ D si y solo siαv(a|b) ∈ D, dondev(a|b) se entiende aquí como la extensión natural
de la valuaciónvp(a|b) antes definida, al conjuntoFm.

Demostración.Procedemos por inducción en el largo de la fórmula, partiendo conLit:

⋄ Si α es de la forma¬kq, conq 6= p αvp(a|b) = ∼
kqv y αv = ∼

kqv.

⋄ Si α es de la forma¬kp es directo de la definición devp(a|b)(p), basta con ver los
dos casos:

• Si pv = a, entoncesαvp(a|b) = ∼
kb y αv = ∼

ka. Luego es claro aqui que
αv ∈ D si y solo siαv(a|b) ∈ D, dado quenstrM(a) = nstrM(b)

• Si pv 6= a, entoncesαv = αvp(a|b) = ∼
kpv.

⋄ Si α es de la formaβ∧γ, y asumimos que

βv ∈ D si y solo siβv(a|b) ∈ D (2.1)

γv ∈ D si y solo siγv(a|b) ∈ D (2.2)



CAPÍTULO 2. LÓGICAS MATRICIALES 9

Tenemos por la definicion del operador que:αv ∈ D si y solo siβv ∈ D o γv ∈ D;
y equivalentemente parav(a|b) se tiene

αv ∈ D si y solo siβv ∈ D o γv ∈ D (2.3)

αv(a|b) ∈ D si y solo siβv(a|b) ∈ D o γv(a|b) ∈ D (2.4)

Luego usando (2.1) y (2.2) en (2.3) y (2.4) se tieneαv ∈ D si y solo siαv(a|b) ∈ D.

⋄ Si α es de la formaβ∨γ o β→γ, se procede se forma simlar al caso en queα es de
la formaβ∧γ. �

Teorema 2.3.〈a, b〉 ∈ ΩAF si y solo sinstrM(a) = nstrM(b)

Demostración.De la definición deΩAF se tiene que〈a, b〉 ∈ ΩAF si y solo si para
toda fórmulaϕ(p, q1, . . . , qn) ∈ Fm y todo c ∈ An se tieneϕA(a, c) ∈ D si y solo si
ϕA(b, c) ∈ D.

Tenemos que si〈a, b〉 ∈ ΩAF , entonces vale en particular para el casoϕ(p) = ¬kp,
por lo cual se tiene que si〈a, b〉 ∈ ΩAF entoncesnstrM(a) = nstrM(b).

Por otro lado, es fácil notar que〈a, b〉 ∈ ΩAF es equivalente a que para toda valuación
algebráicav tal quev(p) = a , y para todaϕ ∈ Fm se tenga

ϕv ∈ D si y solo siϕvp(a|b) ∈ D (2.5)

De este modo, sinstrM(a) = nstrM(b), entonces por el Lema 2.2 se cumple〈a, b〉 ∈
ΩAF . �

Diremos que una matrizM es reducida, si para cada tipo de negación presente enM
existe un solo elemento; es decir, siM es una matriz cualquiera,M|ΩAF = 〈A|ΩAF ,D|ΩAF ,∼
〉 es reducida. Es un hecho conocido que una matriz, o clase de matrices; generan la misma
lógica matricial que sus matrices reducidas.

Seana, b dos elementos cualquiera deM, diremos que son separables si existe una
fórmula de una sola variableϕ(p) tal queϕ(a)∨ϕ(b) = 1 y ϕ(a)∧ϕ(b) = 0. Es decir
si existe una fórmulaϕ(p) tal que una y solo una de las fórmulasϕ(a), ϕ(b) está en el
filtro. Podemos reformular entonces la definición anterior;diremos que una matrizM es
reducida, si para todo par de elementosa, b enM distintos entre si se tiene quea, b son
separables.

Podemos ir incluso más allá y decir que dos elementosa, b enM son fuertemente
separables si existe una fórmula de una sola variableϕ(p) tal que{ϕ(a), ϕ(b)} = {0, 1}.
Esta noción aparentemente más fuerte que la separabilidad es de hecho equivalente; basta
para ello observar lo siguiente:

Observación.Para todoa ∈ A se tiene

(a→a)→a =

{

1, si a ∈ D

0, si a /∈ D
(2.6)
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esto ocurre porque de la definición de→, para cualquiera ∈ A se tienea→a = 1; por
otro lado, como1 ∈ D,

1→a =

{

1, si a ∈ D

0, si a /∈ D
(2.7)

Para cada par de elementos ena, b, si nstrM(a) = nstrM(b), entonces existek ∈ N

tal que{nstrM(a)k, nstrM(b)k} = {0, 1}. Usando la observación tenemos entonces que
si se define

ϕ(p) = (¬kp→¬kp)→¬kp

entonces
{ϕ(a), ϕ(b)} = {0, 1}

Lema 2.4. Compacidad para Matrices finitas: SeaM = 〈M,D〉 unaL-matriz finita, es
decir, conM finito, entonces siΓ �M ϕ existeΓ′ ⊆ Γ finito tal queΓ′

�M ϕ.

Demostración.El caso en queΓ es finito es trivial tomandoΓ′ = Γ. Nos enfocamos
entonces en el caso infinito, asumimos entonces queΓ es infinito numerable (esto se da
por la cardinalidad del lenguaje). Usaremos para esta demostración el Lema de König
para árboles (ver por ejemplo: [KR96, Theorem 1.11.3]); teniendo esta idea en perspectiva
consideramos:

Γ = {ψi : i ∈ ω}

Γi = {ψj : j ≤ i}

Vi = {las variables que aparecen enΓi ∪ {ϕ}}

Si : Vi→M una valuación cualquiera del subconjunto de las variablesVi enM

Consideraremos el problema por contrarecíproco, supondremos que para cadaΓi ⊆ Γ
existe una valuación algebráicaSi de las variablesVi enM tal que se cumple1:

Si(ψi) ∈ D ∀j ≤ i (2.8)

Si(ϕ) /∈ D (2.9)

Observamos de inmediato que siSr+1 satisface (2.8) y (2.9), entoncesSr+1|Vr , la res-
tricción deSr+1 aVr satisface (2.8) y (2.9) coni = r.

Dada esta observación consideramos de forma natural un árbol donde en el niveli-
ésimo están todas las valuacionesSi que satisfacen (2.8) y (2.9), y donde unSi+1 está
unido por una arista a unSi ssiSi+1|Vi = Si.

Vemos que el árbol satisface las hipótesis delLema de König

i Para cadai ∈ ω hay al menos una valuaciónSi de las variablesVi enM que satisface
(2.8) y (2.9) por hipótesis, y por tanto el árbol tiene infinitos vértices.

1Notamos que al trabajar conΓi no perdemos generalidad, pues si vale para cualquier subconjunto
finito, vale para losΓi; y si vale para todos losΓi, dado un conjunto finitoT , consideramos la restricción de
Si aT .
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ii CadaSi se ramifica en a lo másm(|Vi+1|−|Vi|), dondem es la cardinalidad del álgebra
M , pues de la definición de las aristas, todas las valuaciones que se ramifican de
un Si deben coincidir en las variablesVi. De esto se desprende que el árbol es de
ramificaciones finitas en cada vértice.

Luego, aplicando el Lema de König, el árbol tiene al menos unarama infinita.
SeaS =

⋃

Si, para losSi en esa rama. ClaramenteS es una interpretación de todas
las variables deΓ ∪ {ϕ} enM ; ademásS satisface:

S(ψi) ∈D ∀i ∈ ω

S(ϕ) /∈D

Finalmente, por la existencia de talS, Γ 2M ϕ. �

Entonces sabemos que siM es una matriz finita, se tiene que�M satisface la propiedad
(1.5) y por tanto define una relación de consecuencia finitaria, y del mismo modo, un
sistema deductivoS para el cual podemos recuperar axiomas y reglas de inferencia. Lo
mismo ocurrirá con�M, cuandoM es una clase compuesta por una cantidad finita de
matrices finitas.

2.1. Lógica Proposicional para la clase de LPP-Matrices

Esta lógica consiste en la lógica matricial inducida por la clase de todas las matrices
LPP.

2.1.1. Axiomatización

Definiremos ahora un sistema deductivo que resulta ser equivalente con la lógica ma-
tricial definida por la clase de las matrices LPP, en el sentido de que sus relaciones de
consecuencia coinciden.

2.1.1.1. Axiomas

Definimos el sistema deductivo SLPPL2 con los siguientes axiomas:

(A1) p0→(p1→p0)

(A2) (p0→(p1→p2))→((p0→p1)→(p0→p2))

(A3) (p0∧p1)→p0

(A4) (p0∧p1)→p1
2Por la Sigla en inglés Sentential Literal Paraconsistent Paracomplete Logic
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(A5) (p0→p1)→((p0→p2)→(p0→(p1∧p2)))

(A6) p0→(p0 ∨ p1)

(A7) p1→(p0 ∨ p1)

(A8) (p0→p1)→((p2→p1)→((p0 ∨ p2)→p1))

(A9) (¬P→¬Q)→(Q→P ), para todos los tipos de fórmulas complejas P y Q

y Modus Ponens (MP)〈p→q, p; q〉 como única regla de inferencia.

Teorema 2.5. Teorema de Deducción: En SLPPL se satisface: siΓ, α ⊢ β, entonces
Γ ⊢ α→β

Demostración.Procedemos por inducción en el largo de la demostración deβ a partir de
Γ, α.

⋄ Caso 1:α = β Tenemos entonces

• ⊢ α→(α→α), por (A1) conv(p0) = α, v(p1) = α.

• ⊢ α→((α→α)→α), por (A1) conσ(p0) = α, σ(p1) = (α→α).

• ⊢ (α→((α→α)→α))→(α→(α→α)→(α→α)), por (A2), conσ(p0) = α,
σ(p1) = (α→α), σ(p2) = α.

Usando lo anterior y MP dos veces obtenemos⊢ α→α

⋄ Caso 2:β es una substitución de un axioma, o es un miembro deΓ. En tal caso se
tiene
⊢ β→(α→β) por (A1), yΓ ⊢ β. LuegoΓ ⊢ α→β

⋄ Caso 3:β se obtiene por MP de{ϕ, ϕ→β}. En este caso tenemosΓ, α ⊢ ϕ y
Γ, α ⊢ ϕ→β; por hipótesis de inducción tenemos entonces:

Γ ⊢ (α→ϕ) y Γ ⊢ (α→(ϕ→β)).

Se tiene⊢ (α→(ϕ→β))→((α→ϕ)→(α→β)), por (A2). Luego usando nuestra hi-
pótesis y MP dos veces obtenemosΓ ⊢ ϕ. �

Agrupamos ahora algunas consecuencias útiles del teorema de deducción y de la axio-
matización utilizada:

Corolario 2.6. Para cualquierα ∈ Fm se cumple⊢ α→α

Corolario 2.7. Para cualquierα, β ∈ Fm se cumpleα ⊢ β→α

Demostración.Sustituímos en (A1)p0 por α y p1 por β; tenemos⊢ α→(β→α); luego
por MP se tiene lo buscado. �
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Corolario 2.8. Para cualquierα ∈ Fm se cumpleα∨α ⊢ α

Demostración.Sustituimos en (A8) todas las letras proposicionales porα y obtenemos

⊢ (α→α)→((α→α)→((α ∨ α)→α)) (2.10)

Usando el Corolario 2.6, y MP dos veces en 2.10 tenemos lo que buscábamos, es decir,

⊢ (α∨α)→α �

Corolario 2.9. Si se tieneΣ ⊢ α yΣ ⊢ β, entoncesΣ ⊢ α∧β, para todoα, β ∈ Fm

Demostración.Si consideramos en (A5) una substitución tal queσ(p0) = α = σ(p1) y
σ(p2) = β, tenemos

⊢ (α→α)→((α→β)→(α→α∧β))

Usando MP y los corolarios 2.6 y 2.7 se tieneΣ ⊢ α∧β. �

Teorema 2.10.Seaϕ(p0, · · · , pn) una tautología clásica. Entonces⊢SLPPL ϕ(A0, · · · , An),
para fórmulas complejasA0, . . . , An.

Demostración.Basta con observar que los axiomas (A1)-(A9) junto a MP formanuna de
las axiomatizaciones conocidas del cálculo proposicionalclásico; asi podemos reemplazar
A0, . . . , An en la demostración deϕ(p0, · · · , pn) en C.P.C y obtener una demostración en
SLPPL. �

Lema 2.11.Lema de Contraposición:

⋄ SiA yB son fórmulas complejas, son equivalentes:

Σ, A ⊢SLPPL B

Σ,¬B ⊢SLPPL ¬A

Demostración.Para la primera mitad de la equivalencia usamos Teorema de
Deducción; siΣ, A ⊢ B, entoncesΣ ⊢ A→B; por otro lado, sabemos que
(A→B)→(¬B→¬A) es una tautología clásica, luego del Teorema 2.10 y lo an-
terior obtenemos usando MPΣ ⊢ ¬B→¬A; usando nuevamente MP tenemos que
Σ,¬B ⊢ ¬A.

Para la segunda mitad de la equivalencia observamos primeroque por el Teorema
de Deducción, siΣ,¬B ⊢ ¬A entoncesΣ ⊢ ¬B→¬A; luego usando el axioma A9
y MP obtenemosΣ ⊢ A→B, y finalmente, por MP se tieneΣ, A ⊢ B �

⋄ SiA yB son fórmulas complejas, son equivalentes:

Σ,¬A ⊢SLPPL B

Σ,¬B ⊢SLPPL A

Demostración.Usamos el teorema anterior, solo debemos notar que¬¬A↔A es
una tautología clásica. �
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2.1.2. Completud

Nuestro objetivo es demostrar queΓ ⊢SLPPLϕ es equivalente aΓ �LPP ϕ; es decir que
el sistema deductivo antes definido axiomáticamente es equivalente al definido por la clase
de todas las matrices LPP. En primer lugar necesitamos algunas definiciones.

Definición. ⋄ Un conjuntoΣ de fórmulas se diceno trivial si existe alguna fórmula
que no es deducible a partir deΣ. En otro caso, diremos que estrivial .

⋄ SeaA = 〈A,D,∼〉 una matriz-LPP; un conjuntoΣ de fórmulas se diceA-satisfactible
si existe una valuaciónv sobreA tal queσv ∈ D para todoσ ∈ Σ. Diremos simple-
mente queΣ essatisfactiblesi existen una matrizA y una valuaciónv enA tal que
Σ esA-satisfactible.

⋄ Un conjunto no trivial de fórmulasΣ se dicemaximalsi para cualquierϑ /∈ Σ,
Σ ∪ {ϑ} es trivial.

⋄ Un conjunto de fórmulasΣ se dicefiltro deductivosi contiene todas las substitucio-
nes de los axiomas y es cerrado bajo MP.

Lema 2.12.Un conjunto de fórmulasΣ es trivial si y solo si existe una fórmula compleja
P tal queΣ ⊢ ¬(P→P ) (equivalentemente, por ser fórmula complejaΣ ⊢ P∧¬P )

Demostración.De izquierda a derecha es inmediato de la definición; de derecha a izquier-
da observamos que siα es una fórmula cualquiera del lenguaje yΣ ⊢ ¬(P→P ), entonces

Σ,¬(α∨α) ⊢ ¬(P→P )

Usando el teorema de deducción (Teo. 2.5) se tieneΣ ⊢ ¬(α∨α)→¬(P→P ), y usando
ahora el axioma A9, y el corolario 2.6 tenemosΣ ⊢ α∨α, lo que por el Corolario 2.9
implicaΣ ⊢ α; dando la trivialidad deΣ �

Lema 2.13.SiΣ es un conjunto maximal de fórmulas, entonces es un filtro deductivo.

Demostración.Seaθ una fórmula tal que o bien es la instancia de un axioma o se obtiene
por MP de{τ, τ→θ}⊆Σ; en ambos casos tenemosΣ ⊢SLPPL θ. Nuestro objetivo es
demostrar queθ ∈ Σ; supongamos que no es así; por maximalidad deΣ, Σ ∪ {θ} es
trivial, es decir, para cualquier fórmulaα se tieneΣ ∪ {θ} ⊢ α; lo que por el teorema 2.5
implica que se tieneΣ ⊢ θ→α, lo que por MP se traduce enΣ ⊢ α, contradiciendo la no
trivialidad deΣ (implícita al hablar de maximal). Por tantoθ ∈ Σ, y entoncesΣ cumple
las condiciones de la definición de filtro deductivo. �

Teorema 2.14.SiΣ es un conjunto no trivial de fórmulas, entonces es satisfactible.

Demostración.La idea de demostración es seguir el método que se usa para el cálculo
proposicional clásico para construir un conjunto maximal de fórmulas adecuado; para
posteriormente encontrar una matriz-LPP razonable. Comenzamos con una numeración



CAPÍTULO 2. LÓGICAS MATRICIALES 15

de las fórmulas del lenguajeϕ1, . . . , ϕn, . . .. ExtendemosΣ a un filtro deductivo de la
siguiente forma:

Σ0 = Σ,Σn+1 =

{

Σn ∪ {ϕn} si es no trivial

Σn en otro caso

Por definición cadaΣn es no trivial, definimos entonces

Σ =
⋃

n∈N

Σn

Σ es no trivial, pues si lo fuera, se tendríaΣ ⊢ ¬(A→A) para alguna fórmula compleja
A, pero como las demostraciones son finitas, se tendríaΣn ⊢ ¬(A→A) para algúnn ∈ N,
contradiciendo la no trivialidad deΣn.

Por otro ladoΣ es maximal por construcción. Por el Lema 2.13 se tiene entonces queΣ
es cerrado bajo deducciones y contiene todos los axiomas, esdecir, es un filtro deductivo.
Por otro lado, es fácil observar que para toda fórmula complejaA se tiene:A ∈ Σ si y solo
si ¬A /∈ Σ. De izquierda a derecha se resuelve de inmediato por contradicción, usando el
Lema 2.12. De derecha a izquierda supongamosA /∈ Σ; en este caso se tieneΣ ∪ {A}
trivial, entonces en particular se tiene, usando el teoremade deducción queΣ ⊢ A→¬A.
Por otro lado, comoA es compleja de tiene⊢ (A→¬A)→¬A, por ser una tautología
clásica. Por MP concluimosΣ ⊢ ¬A, y comoΣ es filtro deductivo,¬A ∈ Σ.

Definimos entonces ahora la matriz adecuada de la forma natural, es decir:

M = 〈{0, 1} ∪ Lit,D,∼〉

DondeD = {¬kp ∈ Lit : ¬kp ∈ Σ} ∪ {1} y ∼: Lit→Lit se define evidentemente por
∼ α = ¬α; las demás operaciones de la matriz se definen de modo que se trate de una
matriz LPP.

Consideramos la valuación algebráicav tal quev(p) = p para todop ∈ Lit; veremos
por inducción en el largo de la fórmula queαv ∈ D si y solo siα ∈ Σ.

⋄ Si α ∈ Lit; se sigue de la definición deF .

⋄ Si α = ¬β, conβ /∈ Lit. En este caso, tantoα comoβ son complejas; por este
motivo se tiene por un ladoαv ∈ D si y solo siαv = 1 y producto de la definición
de la negación y usando la complejidad deβ; αv = 1 si y solo siβv = 0; que
por hipótesis de inducción implicaβ /∈ Σ; y por tanto comoα = ¬β, por una
observación anterior tenemosα ∈ Σ.

⋄ Si α = β→γ, conβv ∈ D si y solo siβ ∈ Σ y γv ∈ D si y solo siγ ∈ Σ. Comoα
es compleja; tenemos que son equivalentes:

αv ∈ D

(β→γ)v = 1

βv /∈ D o γv ∈ D

β /∈ Σ o γ ∈ Σ
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Falta probar entonces queβ /∈ Σ o γ ∈ Σ es equivalente a(β→γ) ∈ Σ. Revisamos
primero la implicancia de izquierda a derecha; tenemos dos casos:

• β /∈ Σ: Por construcción sabemosΣ∪ {β} es trivial; luegoΣ∪ {β} ⊢ γ y por
teo. 2.5 se tieneΣ ⊢ β→γ; luego considerando la maximalidad deΣ se tiene
β→γ ∈ Σ

• γ ∈ Σ por Corolario 2.7 tenemos de inmediatoΣ ⊢ β→γ, y como vimos
antes, esto implicaβ→γ ∈ Σ, es decir,α ∈ Σ.

Para probar la otra implicancia basta con contar que siβ→γ ∈ Σ se satisface o bien
β /∈ Σ o β ∈ Σ; en el segundo caso tenemos por MP.Σ ⊢ γ, lo que por serΣ
maximal implicaγ ∈ Σ.

⋄ Si α = β ∧ γ, conβv ∈ D si y solo siβ ∈ Σ y γv ∈ D si y solo siγ ∈ Σ. Se tiene
que son equivalentes:

αv ∈ D

(β ∧ γ)v = 1

βv ∈ D y γv ∈ D

β ∈ Σ y γ ∈ Σ

Σ ⊢ β ∧ γ por Cor.2.9 y Axiomas A3 y A4

⋄ Si α = β ∨ γ, conβv ∈ D si y solo siβ ∈ Σ y γv ∈ D si y solo siγ ∈ Σ. Se tiene
que son equivalentes:

αv ∈ D

(β ∨ γ)v = 1

βv ∈ D o γv ∈ D

β ∈ Σ o γ ∈ Σ

Falta probar queβ ∈ Σ o γ ∈ Σ es equivalente aΣ ⊢ β ∨ γ. Para la implicancia de
izquierda a derecha tenemos que siβ ∈ Σ, por el axioma A6 se tieneΣ ⊢ β ∨ γ;
similarmente usando el axioma A7 se tiene que siγ ∈ Σ, entoncesΣ ⊢ β ∨ γ. En
ambos casos, como observamos anteriormente por la maximalidad deΣ, se tiene
β ∨ γ ∈ Σ.

Para la implicancia en el otro sentido supongamos por contradicción queβ /∈ Σ y
γ /∈ Σ; es decirΣ∪{β} y Σ∪{γ} son triviales; luego siP es una fórmula compleja
cualquiera tenemosΣ∪{β} ⊢ P ∧¬P y Σ∪{γ} ⊢ P ∧¬P ; lo que por teorema de
deducción es equivalente aΣ ⊢ β→(P ∧ ¬P ) y Σ ⊢ γ→(P ∧ ¬P ); luego usando
el axioma A8 y MP tenemosΣ ⊢ (P ∧ ¬P ); lo que contradice la no trivialidad de
Σ. Luego siΣ ⊢ β ∨ γ, entoncesβ ∈ Σ o γ ∈ Σ. �
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Corolario 2.15. Teorema de Completud: SiΣ �SLPPL ϕ, entoncesΣ ⊢LPP ϕ

Demostración.Demostraremos de manera directa; tenemos que siΣ � ϕ, entonces para
cualquier matriz-LPPA = 〈A,D,∼〉 y valuación algebráicav sobreA tal quev(Σ)⊆D,
se tiene tambiénv(ϕ) ∈ D, o equivalentementev(ϕ∨ϕ) = 1; de este modo tenemos que
si Σ � ϕ, entoncesΣ � ϕ∨ϕ. Esto último es equivalente a que para cualquier valuación
tal quev(Σ)⊆D, se tienev(¬(ϕ∨ϕ)) = 0; es decir,Σ ∪ {¬(ϕ∨ϕ)} no es satisfactible,
lo que por el teorema 2.14 implica que es trivial; en particular se tieneΣ ∪ {¬(ϕ∨ϕ)} ⊢
¬(p0→p0), y por teorema de deducción (Teo. 2.5)

Σ ⊢ ¬(ϕ∨ϕ)→¬(p0→p0) (2.11)

Por otro lado, es una tautología clásica(¬p→¬q)→q→p; usando entonces la substi-
tución adecuada, y MP obtenemos de (2.11)Σ ⊢ (p0→p0)→(ϕ∨ϕ), y ahora usando Cor.
2.6 y MP se tieneΣ ⊢ ϕ∨ϕ. Finalmentente, por el Corolario 2.8 se tieneΣ ⊢ ϕ; lo que
buscábamos. �

2.1.3. Corrección

La primera preocupación que se debe tener respecto a la axiomatización de un sistema
lógico conocido es si ésta es correcta, es decir, si nuestro conjunto de reglas de inferencia
y de axiomas son tales que la relación de deducción que definenestá contenida en la
relación de deducción del sistema lógico; en otras palabras, si las inferencias que hacemos
son también consecuencias lógicas del sistema original.

Teorema 2.16.Corrección: SiΣ ⊢LPPL ϕ, entoncesΣ �SLPPL ϕ

Demostración.Para chequear la corrección del sistema propuesto –es decir, que siΣ ⊢LPPL

ϕ, entoncesΣ �SLPPL ϕ– nos bastará con chequear que se tiene�SLPPL Ai para todos
los axiomas, y que{p→q, p} �LPPL q.

Comenzamos con la única regla de inferencia del sistema: Seanp, q fórmulas cuales-
quiera enFm. Si consideramos una valuación algebráicav cualquiera tal quev(p) ∈ D y
v(p→q) ∈ D (equivalentemente,v(p)→v(q) = 1), entonces sabemos de la definición de
v(p)→v(q) quev(q) ∈ D.

Chequeamos ahora todos los axiomas en el orden en que han sido presentados antes.
Observamos que cualquiera de los axiomas es una fórmula compleja, por tanto para todo
axioma A,v(A) ∈ D si y solo siv(A) = 1; para la demostración de la corrección de los
axiomas A1-A8 listaremos una serie de equivalencias parav(A) = 1 o v(A) = 0.

(A1) p0→(p1→p0).

⋄ v(p0→(p1→p0)) = 1

⋄ v(p0) /∈ D o v(p1→p0) ∈ D

⋄ v(p0) /∈ D o v(p1)→v(p0) ∈ D (este paso será omitido en lo sucesivo)
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⋄ v(p0) /∈ D o v(p1) /∈ D o v(p0) ∈ D

luego se tiene�SLPPLA1

(A2) (p0→(p1→p2))→((p0→p1)→(p0→p2))

⋄ v((p0→(p1→p2))→((p0→p1)→(p0→p2))) = 1

⋄ v(p0→(p1→p2)) = 0 o v((p0→p1)→(p0→p2)) = 1

⋄ (v(p0) /∈ D o v(p1→p2) = 1) o (v(p0→p1) = 0 o v(p0→p2) = 1)

⋄ (v(p0) /∈ D o v(p1) /∈ D o v(p2) ∈ D) o (v(p0) /∈ D o v(p1) ∈ D o v(p0) /∈ D
o v(p2) ∈ D)

⋄ v(p0) /∈ D o v(p1) /∈ D o v(p2) ∈ D o v(p1) ∈ D

Luego, notando que siempre se tiene o bienv(p1) ∈ D o v(p1) /∈ D, concluimos
�SLPPLA2.

(A3) (p0∧p1)→p0

⋄ v((p0∧p1)→p0) = 1

⋄ v(p0∧p1) = 0 o v(p0) ∈ D

⋄ v(p0) /∈ D o v(p1) /∈ D, o v(p0) ∈ D

Concluimos entonces�SLPPLA3

(A4) (p0∧p1)→p1

⋄ v((p0∧p1)→p1) = 1

⋄ v(p0∧p1) = 0 o v(p1) ∈ D

⋄ v(p0) /∈ D o v(p1) /∈ D, o v(p1) ∈ D

De lo que se concluye�SLPPLA4

(A5) (p0→p1)→((p0→p2)→(p0→(p1∧p2)))

⋄ v((p0→p1)→((p0→p2)→(p0→(p1∧p2)))) = 0

⋄ v(p0→p1) = 1 y v((p0→p2)→(p0→(p1∧p2))) = 0

⋄ (v(p0) /∈ D o v(p1) ∈ D) y (v(p0→p2) = 1 y v(p0→(p1∧p2)) = 0)

⋄ (v(p0) /∈ D o v(p1) ∈ D) y ((v(p0) /∈ D o v(p2) ∈ D) y (v(p0) ∈ D y
v(p1∧p2) = 0))

⋄ (v(p0) /∈ D o v(p1) ∈ D) y ((v(p0) /∈ D o v(p2) ∈ D) y (v(p0) ∈ D y
(v(p1) /∈ D o v(p2) /∈ D)))

⋄ (v(p0) /∈ D o (v(p1) ∈ D y v(p2) ∈ D)) y (v(p0) ∈ D y (v(p1) /∈ D o
v(p2) /∈ D)) (agrupando)
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⋄ (v(p0) /∈ D o (v(p1) ∈ D y v(p2) ∈ D)) y no (v(p0) /∈ D o (v(p1) ∈ D y
v(p2) ∈ D) (usando propiedades de la negacion, y su relación con la conjun-
ción y disyunción en el lenguaje natural).

Notamos entonces que no hay forma de quev(A5) = 0, luego�SLPPLA5

(A6) p0→(p0 ∨ p1)

⋄ v(p0) /∈ D o v(p0 ∨ p1) = 1

⋄ v(p0) /∈ D o v(p0) ∈ D o v(p1) ∈ D

De lo que se concluye�SLPPLA6

(A7) p1→(p0 ∨ p1)

⋄ v(p1) /∈ D o v(p0 ∨ p1) = 1

⋄ v(p1) /∈ D o v(p0) ∈ D o v(p1) ∈ D

De lo que se concluye�SLPPLA7

(A8) (p0→p1)→((p2→p1)→((p0 ∨ p2)→p1)

⋄ v((p0→p1)→((p2→p1)→((p0 ∨ p2)→p1)) = 0

⋄ v((p0→p1) = 1 y v((p2→p1)→((p0 ∨ p2)→p1)) = 0

⋄ (v(p0) /∈ D o v(p1) ∈ D) y (v(p2→p1) = 1 y v((p0 ∨ p2)→p1) = 0)

⋄ (v(p0) /∈ D o v(p1) ∈ D) y (v(p2) /∈ D o v(p1) ∈ D) y (v(p0 ∨ p2) = 1 y
v(p1) /∈ D)

⋄ (v(p1) ∈ D o (v(p0) /∈ D y v(p2) /∈ D))y no (v(p1) ∈ D o (v(p0) /∈ D y
v(p2) /∈ D)) (similar a ultimos dos pasos en A5)

Como no hay valuación algebráica que satisfagav(A8) = 0, tenemos�SLPPLA8

(A9) (¬P→¬Q)→(Q→P ), para todos los tipos de fórmulas complejasP y Q. ComoP
(y Q ) es una fórmula compleja, existen solo dos posibilidades para v(P ), estas son
0 y 1; y se tiene además{v(P ), v(¬P )} = {0, 1} (lo mismo ocurre para Q). Luego
se tiene las siguientes equivalencias:

⋄ v((¬P→¬Q)→(Q→P )) = 0

⋄ v((¬P→¬Q) = 1 y v(Q→P ) = 0

⋄ (v(¬P ) = 0 o v(¬Q) = 1) y (v(Q) = 1 y v(P ) = 0)

⋄ (v(P ) = 1 o v(Q) = 0) y v(Q) = 1 y v(P ) = 0

Luego, como para ninguna valuación algebráica se tienev(A9) = 0, concluimos
�SLPPLA9. �
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Corolario 2.17. Para todo conjunto de fórmulas bien formadasΓ, y cualquierγ enFm
se tieneΓ �SLPPL γ si y solo siΓ ⊢LPP γ.

Corolario 2.18. Para todo conjunto de fórmulas bien formadasΓ, y cualquierγ enFm
se tiene que siΓ �SLPPL γ, entonces existe un conjunto finito de fórmulasΓ′ tal queΓ′⊆Γ
y Γ′

�SLPPL γ.

Demostración.Si Γ �SLPPL γ, entoncesΓ ⊢LPP γ por el Corolario 2.17; pero entonces
por la propiedad de la consecuencia lógica (Propiedad (1.5)) se tiene que existe un conjun-
to finito de fórmulasΓ′ tal queΓ′⊆Γ y Γ′ ⊢LPP γ, usando ahora nuevamente el Corolario
2.17, tenemos que para eseΓ′ subconjunto finito deΓ, Γ′

�SLPPL γ �

Corolario 2.19. Si ϕ(p1, . . . , pn) es una tautología clásica que no contiene negaciones,
entonces⊢LPPL ϕ(α1, · · · , αn), para fórmulasα1, · · · , αn cualesquiera.

Demostración.Observamos primero que siϕ(p1, . . . , pn) es una fórmula compleja sin
símbolos de negación,v es una valuación algebráica cualquiera, y se tiene⊢LPPL αi↔βi
para1 ≤ i ≤ n; entonces

v (ϕ (α1, . . . , αn)) = v (ϕ (β1, . . . , βn))

La demostración es sencilla, se basa en la definición de las operaciones y que si se
tiene⊢LPPL αi↔βi, entonces se tiene�SLPPL αi↔βi, lo que es equivalente a que para
toda matriz y toda valuación algebráicav, v(α) ∈ D si y solo siv(β) ∈ D.

Sabemos además que, siendo CPC el cáluclo proposicional clásico, �CPC

ϕ (p1, . . . , pn) si y solo si para toda valuación enM = 〈{0, 1},D,∼〉, v(ϕ (p1, . . . , pn)) =
1. Seaα′ = α ∨ α; consideremos entonces el hecho de que⊢LPPL αi↔ (α′

i); luego si
ϕ(p1, . . . , pn) es una tautología clásica que no contiene negaciones;�CPC ϕ (α′

1, . . . , α
′
n);

y por tanto
⊢LPPL ϕ (α1, . . . , αn) �

2.2. Lógicas matriciales LPP y la tesis de Suszko

Durante los años 70s, Roman Suszko planteó que los únicos valores lógicos son los
de veracidad y falsedad [Sus77]; distingue entonces los valores algebraicos de los valores
lógicos. En nuestra definición de las lógicas matriciales, entonces, para definir la conse-
cuencia estamos definiendo implicitamente lo que consideramos verdad. En términos ge-
nerales la verdad se relaciona con la consecuencia de modo que si son verdaderas nuestras
permisas, es verdadera nuestra conclusión, o equivalentemente, considerando como con-
trario a la verdad lo falso, si nuestra conclusión es falsa, entonces al menos una de nuestras
premisas lo es. Podemos entender en nuestro caso entonces laverdad como la pertenencia
al filtro, es decir, ser de los elementos designados; y la falsedad consiguientemente, con
no pertenecer al filtro3.

3Nuestro valor de falsedad como contrario a la verdad evidentemente está determinado por el hecho de
que asumimos que los elementos no designados son el complemento de los valores designados
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En este sentido, desde un punto de vista filosófico, el valor verdad es aquello que en una
inferencia correcta se preserva de las premisas a las consecuencias. Nuestras distinciones
en los valores algebraicos corresponden entonces a maticesrespecto al grado de falsedad
o veracidad; en el caso de las lógicas definidas por matrices LPP basicamente respecto a
su comportamiento frente a una negación.

Para ubicarnos en el contexto de las reducciones de sistemaslógicos a sistemas biva-
lentes necesitaremos algunas definiciones y algunos resultados importantes en el área. Si
L es un lenguaje proposicional, con variables proposicionales numerables y una cantidad
finita no nula de conectivos finitariosC = {c1, . . . , cn}; y Fm el conjunto de la fórmu-
las en el lenguajeL, llamaremos relación de consecuencia tarskiana a una relación “⊢”
⊆P(Fm)×Fm para la cual se satisface:

∆ ∪ {A} ⊢ A (Reflexividad) (2.12)

Si ∆ ⊢ A entonces∆ ∪ Γ ⊢ A (Monotonicidad) (2.13)

Si ∆ ⊢ A y Γ ∪ {A} ⊢ B, entonces∆ ∪ Γ ⊢ B (Corte o Transitividad) (2.14)

Para todoA,B enFm y cadaΓ, ∆ ⊆Fm.
Una relación de consecuencia Tarskiana se llama estructural si y solo si para todo

A ∈ D, y todo∆⊆Fm; vale para cualquier substitución4:

∆ ⊢ A si y solo siσ(∆) ⊢ σ(A) (Estructuralidad) (2.15)

Usualmente se le llama al par(L,⊢) una lógica Tarskiana (Tarskiana estructural) si y
solo si⊢ es una consecuencia Tarskiana (Tarskiana y Estructural). Igual que en el capítulo
introductorio, llamaremos matriz n-valuada a una estructuraM = 〈M,D, {fc : c ∈ C}〉;
dondeM es un conjunto de cardinalidadn ≥ 2, D un subconjunto propio deM , y cada
fc es un operador con la misma aridad quec. Los elementos deM serán entonces los
valores de verdad, o grados de verdad, y los elementos deD serán los valores de verdad
designados; lo que en términos de Suszko se traduce a queM son los valores algebráicos;
y la pertenencia aD o la pertenencia a su complemento representan los dos valores de
verdad lógicos. Una valuación es una funciónv deFm enM ; así nuestras valuaciones
agebráicas son un tipo especial de valuaciones, es decir, las que son un homomorfismo
entre(L, c1 . . . cm) y (M, fc1 . . . fcm). Un parM = 〈M, v〉, dondeM es una matriz n-
valuada yv una valuación enM será llamado un modelo n-valuado con base enM; de
manera similar a como definimos�M; tendremos que siM = 〈M, v〉 es un modelo n-
valuado, conM = 〈M,D, {fc : c ∈ C}〉; Γ �M ϕ si y solo si cada vez quev(Γ)⊆D se
tienev(ϕ) ∈ D. Un modelo〈M, v〉 es estructural siv es una valuación algebráica.

Diremos que una lógica Tarskiana(L,⊢) es caracterizada por una matriz n-valuadaM

si y solo si⊢, la consecuencia del sistema lógico, es igual a�M; similarmente(L,⊢) se
dirá caracterizada por un modelo n-valuadoM si y solo si⊢ es igual a�M. Diremos que
una lógica(L,⊢) está caracterizada por una claseR de matrices n-valuadas (una claseR

4substitución es, como antes, cualquier endomorfismo del algebra absolutamente libreFm
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de modelos n-valuados) si y solo si, como relaciones:

⊢=
⋂

{�M , M ∈ R}

(⊢=
⋂

{�M , M ∈ R}).

Dada una lógica Tarskiana(L,⊢) y Γ un subconjunto cualquiera deFm llamaremos
al conjuntoCn(Γ) = {A ∈ Fm : Γ ⊢ A} el conjunto de las consecuencias deΓ; las
matrices de la forma〈Fm, Cn(Γ)〉 son llamadas matrices de Lindenbaum deL.

Wójcicki mostró en el año 1970 [Wój70] que toda lógica Tarskiana estructural(L,⊢)
está caracterizada por su “Lindenbaum bundle”; la clase de modelos n-valuados estructu-
rales

LL = {〈〈Fm, Cn(X)C〉, v〉 : X⊆Fm, v valuación algebráica}

Por otro lado, Malinowski en el libro “Many-valued Logics” [Mal93], establece de
manera explícita lo que es conocido como la reducción de Suszko, esto es: Toda logica
Tarskiana estructural es caracterizada por una clase de modelos bivaluados. Esta bivalua-
ción evidentemente no es siempre una valuación algebráica,y se lleva a cabo de manera
natural.

SiL es un lenguaje proposicional cuyos conectivos son el conjunto C, Fm el conjunto
de fórmulas deL y (L,⊢) una lógia tarskiana estructural; entonces

LL = {〈〈Fm, Cn(X)C〉, v〉 : X⊆Fm, v valuación algebráica}

caracteriza(L,⊢). Para un modelo estructural n-valuadoM = 〈〈Fm,F , {fc : c ∈ C}〉, v〉
definimos la función:

tv(α) =

{

1, si v(α) ∈ F

0, si v(α) /∈ F

De este modo,(L,⊢) es caracterizada por la clase de modelos bivaluados

SR = {〈〈{0, 1}, 1, {fc : c ∈ C}〉, tv〉 : 〈〈Fm,F , {fc : c ∈ C}〉, v〉 ∈ LL}

Ambas pruebas, dado que la segunda depende de la primera, no son constructivas,
por tanto no presentan un método efectivo de obtener información útil sobre la lógica
utilizando su caracterización por modelos bivaluados.

La hipótesis sobre estructuralidad puede desecharse bajo ciertas condiciones, como
muestran Caleiro y col.[Cal+03b] y da Costa y col.[DC+96]. Además Caleiro y col. [Cal+03a]
muestran una forma efectiva de asociar a un modelo estructural finitamente valuado, un
modelo bivaluado equivalente; seguiremos entonces esta idea de Caleiro para analizar al-
gunos ejemplos de lógicas asociadas a matrices LPP finitas.

En primer lugar notamos que las lógicas que analizaremos pueden ser presentadas co-
mo sistemas deductivos, es decir, a partir de axiomas y reglas de inferencia; pero tienen su
contraparte matricial. Cuando se trabaja con matrices finitas tenemos estructuralidad, y por
tanto una reducción de Suszko para estas lógicas; sin embargo la presentación en términos
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de LL por si sola no entrega mayor información; entonces revisaremos una formaliza-
ción que permita trabajar con la reducción de Suszko que dé cuenta de las características
particulares del sistema deductivo.

Definición. Una semántica gentzeniana para una lógicaL es un conjunto adecuado (co-
rrecto y completo) de bivaluacionesb : Fm→{0, 1} dada por fórmulas condicionales
(Φ→Ψ), dondeΦ y Ψ son fórmulas de la forma⊤(Top),⊥(Bottom) o

b(ϕ1
1) = w1

1, . . . , b(ϕ
1
n1
) = w1

n1
| . . . |b(ϕm

1 ) = wm
1 , . . . , b(ϕ

m
nm

) = wm
nm

(2.16)

Donde para cada pari, j; wj
i ∈ {0, 1} y ϕi

j es una fórmula deL. Las comas “,” representan
conjunciones y las barras| representan disyunciones; y las fórmulas están gobernadaspor
la lógica clásica.

Escribiremos, usando la forma natural que tienen las fórmulas en el lenguaje de la
lógica proposicional clásica, una fórmula como en (2.16) dela forma:

∨

1≤s≤m

∧

1≤t≤ns

b(ϕs
t) = ws

t .

Sabemos que para matrices LPP reducidas los valores son efectivamente separables,
es decir, six 6= y, exite una fórmulaϕ con una variable libre tal que{[ϕ](x), [ϕ](y)} =
{0, 1}; además si la matriz es finita y reducida, digamosD el conjunto de losn elementos
designados{d1, . . . , dn} y U = M − D el conjunto de losm elementos no designados
{u1, . . . , um}; podemos considerar para cada par (no ordenado) de elementos distintos en
F , di, dj la fórmulaϕdi,dj

5 que satisface{[ϕdi,dj ](di), [ϕdi,dj ](dj)} = {0, 1}, del mismo
modo para cada par de elementos distintos enU , ui, uj, existe una fórmulaψdi,dj que
satisface{[ψdi,dj ](di), [ψdi,dj ](dj)} = {0, 1}.

Recordamos que existe una función que describe estructura dela negación de una
matrizM; seaδ(a) el primer elemento denstrM(a). Tenemos entoncesδ(a) = 1 si y
solo sia ∈ D. Dada una valuaciónv algebráica (con valores enM) consideramos la
valuación6 t = δ ◦ v.

Entonces para una matriz finitaM como la descrita anteriormente se tiene:

v(x) = di ⇔ t(x) = 1,
∧

1≤j≤n
i 6=j

t([ϕdj ,di ](x)) = ϕdj ,di(di)

v(x) = ui ⇔ t(x) = 0,
∧

1≤j≤m
i 6=j

t([φuj ,ui
](x)) = φuj ,ui

(ui)

De este modo, dada una valuación algebráicav, tenemos para cadasi valor en la matriz
un sistema de ecuaciones de una variableEsi(x) que se satisface si y solo siv(x) = si.

5Como se indica antes, no se considera el orden de los elementos, es decir,ϕdi,dj
= ϕdj ,di

6En general no algebráica
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Luego, dado un conectivo binario del lenguaje⊗(es similar para el unario) y valores en
la matrizs0, s1, s2 tales que⊗(s0, s1) = s2; podemos expresar esta relacion de los valores
usando nuestro (meta)lenguaje formal de la semántica gentzeniana de la forma

Es0(x), Es1(y)→Es2(⊗(x, y))

Obs: esta expresión está dada en términos det, es decir, una valuación.

Teorema 2.20.Dada una lógicaL, seaB el conjunto de valuacionesb : Fm→{0, 1} que
satisfacen los axiomas obtenidos mediante el procedimiento anterior (es decir, los que se
obtienen usando los conectivos del lenguaje y valores en la matriz, o si se quiere, usando
la tabla de verdad de la lógica) unidos a los siguientes axiomas7:

(G1) ⊤→b(α) = 1 | b(α) = 0

(G2) b(α) = 1, b(α) = 0→⊥

(G3) b(α) = 1→
∨

d∈F

∧

1≤i<j≤n b([ϕ{di,dj}](α)) = δ([ϕ{di,dj}](d))

(G4) b(α) = 0→
∨

u∈U

∧

1≤i<j≤m b([φ{ui,uj}](α)) = δ([φ{ui,uj}](u))

Para todoα ∈ Fm Entoncesb = δ ◦ v; para algunav valuación algebráica deFm
enM.

Demostración.Seab ∈ B, definimos el homomorfismov que extiende de manera natural
la funciónv : L→M definida por:

i v(α) = d si y solo sib(α) = 1 y b([ϕ{di,dj}](α)) = δ([ϕ{di,dj}](d)) para todo
1 ≤ i < j ≤ n

ii v(α) = u si y solo sib(α) = 0 y b([φ{ui,uj}](α)) = δ([φ{ui,uj}](u)) para todo
1 ≤ i < j ≤ m

Debemos verificar que está bien definido; en primer lugar, usando las condicionces G1 y
G2 tenemos que para unα fijo se satisface exactamente una de las posibilidades:b(α) = 1
o b(α) = 0; por tanto podemos concluir, usando G3 o G4 respectivamente, que sib(α) = 1
para algúnd se satisface

∧

1≤i<j≤n

b([ϕ{di,dj}](α)) = δ([ϕ{di,dj}](d))

y si b(α) = 0 para algúnd se satisface

∧

1≤i<j≤m

b([φ{ui,uj}](α)) = δ([φ{ui,uj}](u))

7Estos axiomas rescatan el comportamiento clásico de {0,1},dado por la buena definición de la biva-
luación, y el sentido de verdad de los elementos designados
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Además sabemos que la secuencia de valores (indexados pori, j) [ϕ{di,dj}](d); 1 ≤
i < j ≤ n determina unicamente un valor enD (respectivamente enU ). Luegov está
bien definida enV ar; la extendemos entonces al homomorfismov. Usando ahora queb
satisface todos los axiomas provenientes de las opercionesenM, es directo probar quev
satisface las propiedades (i) y (ii). Obtenemos de esto quev(ϕ) ∈ D si y solo sib(ϕ) = 1;
y por tantob = δ ◦ v. �

Corolario 2.21.

⋄ Para toda bivaluaciónb : Fm→{0, 1} enB existe un homomorfismovb : Fm→M
tal que

vb(α) ∈ D si y solo sib(α) = 1, para todoα ∈ Fm

⋄ Para todo homomorfismov : Fm→M existe una bivaluaciónbv : Fm→{0, 1} en
B tal que

bv(α) = 1 si y solo siv(α) ∈ D, para todoα ∈ Fm

Usando ambos corolarios obtenemos la equivalencia entre nuestras dos nociones de
consecuencia semantica en esta sección, es decir:

Teorema 2.22.El conjunto de bivaluaciones gentzenianasB es adecuado paraL; esto
es, para cualquierΓ⊆Fm y cualquierϕ ∈ Fm se tiene:

Γ � ϕ si y solo siΓ �B ϕ

2.3. Algunos Ejemplos

A continuación revisamos las lógicas matriciales LPP definidas por matrices de 3 valo-
res y el caso de la matriz de 4 valores que es a la vez paraconsistente y paracompleta; para
cada una de ellas se entregará junto a la presentación matricial una axiomatización –con
respectiva demostración de que es adecuada, usando el método de Kalmar– y la semántica
gentzeniana correspondiente. Como la semántica gentzeniana se rige por la lógica clásica,
reduciremos de inmediato los axiomas cuando sea posible usando las herramientas que la
lógica clásica entrega.

2.3.1. Matrices de tres valores

Consideramos en esta sección las matrices de la forma〈{0, 1
2
, 1},D,∼〉. Como la ma-

triz es LPP, solo tenemos que determinar el conjuntoD y la función∼ sobre1
2
; las opcio-

nes paraD son:

D1 = {1}; D2 =

{

1

2
, 1

}

las posibilidades para∼ son:
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∼1
1

2
=

1

2
; ∼2

1

2
= 1; ∼3

1

2
= 0.

Las matrices asociadas a las combinaciones{D1,∼2} y {D2,∼3} no son genuina-
mente de tres valores; pues se pueden reducir a la (única) matriz LPP de dos valores
〈{0, 1} , {1} ,∼〉; en el primer casonstrM(1

2
) = nstrM(0) y en el segundonstrM

(

1
2

)

=
nstrM(1) . Las otras combinaciones dan lugar a matrices genuinamentetrivaluadas, todas
distintas entre ellas:

M1,1 =

〈{

0,
1

2
, 1

}

,D1,∼1

〉

M1,3 =

〈{

0,
1

2
, 1

}

,D1,∼3

〉

M2,1 =

〈{

0,
1

2
, 1

}

,D2,∼1

〉

M2,2 =

〈{

0,
1

2
, 1

}

,D2,∼2

〉

Cada una de estas matrices, por separado,daorigen a una lógica matricial; estudiare-
mos cada una de ellas por separado. Cada uno de los sitemas lógicos tendrá una sección
propia, de modo que usaremos la notación⊢ y � en vez de los correspondientes⊢M y �M.
Además, usaremos la notaciónα• = α∨¬α y α◦ = ¬ (α∧¬α)

Observamos que en cualquier sistema deductivo〈L,⊢S〉 con Modus Ponens en que
⊢ A para todoA axioma de SLPPL se tiene que siα es compleja, entoncesΓ ⊢S α• y
Γ ⊢S α

◦.
Para cada una de las lógicas matriciales analizaremos en primer lugar la semántica gen-

tzeniana equivalente y luego mostraremos una axiomatización como sistema deductivo,
demostrando en cada uno de los casos la equivalencia, es decir, corrección y completud.
Las axiomatizaciones corresponden a las que aparecen en [LM06].
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2.3.1.1. M1,1 =
〈{

0, 1
2
, 1
}

,D1,∼1

〉

Las tablas de operaciones para este sistema son las siguientes:

0 1
2

1
∼ 1 1

2
0

→ 0 1
2

1
0 1 1 1
1
2

1 1 1
1 0 0 1

∨ 0 1
2

1
0 0 0 1
1
2

0 0 1
1 1 1 1

∧ 0 1
2

1
0 0 0 0
1
2

0 0 0
1 0 0 1

Semántica Bivaluada

En primer lugar necesitamos fórmulas que separen los valores en la matriz, para ma-
trices de tres valores siempre será un proceso sencillo:

x = 0 si y solo si t(x) = 0, t(∼ x) = 1

x =
1

2
si y solo sit(x) = 0, t(∼ x) = 0

x = 1 si y solo si t(x) = 1

Estas fórmulas evidentemente están determinadas por la estructura de negación de los
elementos de la matriz, pero como solo necesitaremos los primeros valores, éstas pueden
coincidir para matrices distintas.

La primera tabla, que es común a la otra matriz con la función∼1 nos entrega las
siguientes ecuaciones enM1,1:

E0(α) → E1(∼ α)

E 1

2

(α) → E 1

2

(∼ α)

E1(α) → E0(∼ α)

Lo que nos entrega los siguientes axiomas para la semántica gentzeniana:

b(α) = 0, b(¬α) = 1 → b(¬α) = 1 (2.17)

b(α) = 0, b(¬α) = 0 → b(¬α) = 0, b(¬¬α) = 0 (2.18)

b(α) = 1 → b(¬α) = 0, b(¬¬α) = 1 (2.19)

Nuestra primera observación es que la fórmula (2.17) no entrega información; así, nos
podemos quedar solo con las fórmulas (2.18) y (2.19).
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La segunda tabla corresponde a la estructura de la matriz en torno a la implicancia;
por tanto es idéntica para matrices de tres valores con los mismos elementos designados.
Observaremos luego que puede reducirse en todas las matrices exactamente del mismo
modo, independiente de que los sistemas de ecuaciones que determinen los valores de
la matriz sean distintos, debido a que está definida en términos de la pertenencia de los
elementos al conjunto designado de la matriz, y por tanto en términos de expresiones del
estilo:b(α) = 0 o b(β) = 1.

E0(α), E0(β)→E1(α→β) E 1

2

(α), E0(β)→E1(α→β) E1(α), E0(β)→E0(α→β)

E0(α), E 1

2

(β)→E1(α→β) E 1

2

(α), E 1

2

(β)→E1(α→β) E1(α), E 1

2

(β)→E0(α→β)

E0(α), E1(β)→E1(α→β) E 1

2

(α), E1(β)→E1(α→β) E1(α), E1(β)→E1(α→β)

Esto nos entrega nueve fórmulas que serán axiomas de la semántica gentzeniana aso-
ciada; no las escribiremos de manera explícita de inmediato, porque haremos antes las
reducciones.

Escribiremos las instancias de G3 y G4 para esta matriz.

(G1)1,1 ⊤ → b(α) = 1 | b(α) = 0

(G2)1,1 b(α) = 1, b(α) = 0 → ⊥

(G3)1,1 b(α) = 1 → E1(α)

(G4)1,1 b(α) = 0 → E0(α) | E 1

2

(α)

De (G1)1,1, (G3)1,1 y (G4)1,1 obtenemos:

⊤ → E0(a) | E 1

2

(a) | E1(a) (2.20)

Luego, podemos colapsar las filas de las primeras dos columnas, obteniendo:

E0(α) → E1(α→β) (2.21)

E 1

2

(α) → E1(α→β) (2.22)

Además, usando, usando (G4)1,1, reducimos (2.21) y (2.22) a:

b(α) = 0 → E1(α→β)

Por otro lado, usando nuevamente (G4)1,1; podemos sintetizar las dos primeras filas de
la última columna en la fórmula:

b(α) = 1, b(β) = 0→E0(α→β)
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Y finalmente, usando (2.20), sintetizamos la última fila por:

b(β) = 1→E1(α→β)

Es momento de traducir entonces estas expresiones referentes a la estructura de la
implicación a bivaluaciones:

b(α) = 0→b(α→β) = 1

b(β) = 1→b(α→β) = 1

b(α) = 1, b(β) = 0→b(α→β) = 0, b (¬(α→β)) = 1

Por último notamos que (G3)1,1 es trivial y (G4)1,1 es consecuencia de G1.
Las tablas para∨ y ∧ nos entregan la siguiente información:

E0(α), E0(β)→E0(α∨β) E 1

2

(α), E0(β)→E0(α∨β) E1(α), E0(β)→E1(α∨β)

E0(α), E 1

2

(β)→E0(α∨β) E 1

2

(α), E 1

2

(β)→E0(α∨β) E1(α), E 1

2

(β)→E1(α∨β)

E0(α), E1(β)→E1(α∨β) E 1

2

(α), E1(β)→E1(α∨β) E1(α), E1(β)→E1(α∨β)

E0(α), E0(β)→E0(α∧β) E 1

2

(α), E0(β)→E0(α∧β) E1(α), E0(β)→E0(α∧β)

E0(α), E 1

2

(β)→E0(α∧β) E 1

2

(α), E 1

2

(β)→E0(α∧β) E1(α), E 1

2

(β)→E0(α∧β)

E0(α), E1(β)→E0(α∧β) E 1

2

(α), E1(β)→E0(α∧β) E1(α), E1(β)→E1(α∧β)
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Reducimos como antes y obtenemos las siguientes expresiones:

b(α) = 0, b(β) = 0→b(α∨β) = 0, b (¬(α∨β)) = 1

b(α) = 1→b(α∨β) = 1

b(β) = 1→b(α∨β) = 1

b(α) = 0→b(α∧β) = 0, b (¬(α∧β)) = 1

b(β) = 0→b(α∧β) = 0, b (¬(α∧β)) = 1

b(α) = 1, b(β) = 1→b(α∧β) = 1

Los axiomas que definen las bivaluaciones son:

⋄ G1

⋄ G2

⋄ G1
1,1 : b(α) = 0, b(¬α) = 0 → b(¬¬α) = 0

⋄ G2
1,1 :

b(α) = 1→b(¬α) = 0, b(¬¬α) = 1,

b(α∨β) = 1,

b(β∨α) = 1,

b(β→α) = 1

⋄ G3
1,1 :

b(α) = 0→b(α→β) = 1,

b(α∧β) = 0, b (¬(α∧β)) = 1,

b(β∧α) = 0, b (¬(β∧α)) = 1

⋄ G4
1,1 : b(α) = 1, b(β) = 0 → b(α→β) = 0, b (¬(α→β)) = 1

⋄ G5
1,1 : b(α) = 0, b(β) = 0 → b(α∨β) = 0, b (¬(α∨β)) = 1

⋄ G6
1,1 : b(α) = 1, b(β) = 1 → b(α∧β) = 1

En lo sucesivo, haremos estas reducciones sin hacer explícito cada paso.

Sistema DeductivoS1,1

En lo sucesivo utilizaremos algunos resultados evidentes relativos a⊢SLPPL, explici-
tando que se trata de resultados de aquel sistema deductivo sin haberlos mencionado antes,
ya que son de fácil verificacion usando completud en aquel sistema.

La siguiente axiomatización aparece en [Mar99] bajo el nombre I12 ; la única regla de
inferencia es Modus Ponens y los axiomas son:
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A1,11 Los axiomas de SLPPL

A1,12 α↔¬¬α

A1,13 α•→ ((α→β)→ ((α→¬β)→¬α))

Para este sistema, y los siguientes, tenemos el teorema de deducción, para ver este
hecho basta con notar que en la demostración de aquel teoremasolo usamos los dos pri-
meros axiomas y que la única regla de inferencia es MP. Del mismo modo tenemos todos
los Corolarios del Teorema de Deducción 2.6-2.9, el Teorema 2.10, y los Lemas 2.12 y
2.11

Demostraremos en primer lugar que se trata de axiomas correctos, es decir, que se
tiene�M1,1

A para los axiomas A1,12 y A1,13.

A1,12 Dada una valuación (algebráica)v enM1,1 es trivial para los casosv(α) = 1 y
v(α) = 0 que se satisfacev(α↔¬¬α) = 1; por otro lado, enM1,1 se satisface
∼

k 1
2
= 1

2
, luego es inmediato también que parav(α) = 1

2
se satisface

v(α↔¬¬α) = 1

A1,13 Para que se tengav(α•→ ((α→β)→ ((α→¬β)→¬α))) = 0 se debe tener

v(α•) = 1

v ((α→β)→ ((α→¬β)→¬α)) = 0

Pero como[1
2
]• = 0, tenemos de la primera ecuación quev(α) = 1 o v(α) = 0; por

otro lado, de la segunda ecuación tenemosv (α→β) = 1 y v ((α→¬β)→¬α) = 0;
lo que se traduce, junto a lo entregado por la primera ecuación, env (α→β) = 1;
v (α→¬β) = 1 y v (α) = 1; luego necesitamos quev(β) ∈ F y v(¬β) ∈ F , es
decirv(β) = 1 y v(¬β) = 1; y dicha valuación no existe, luego toda valuaciónv
(algebráica) satisface

v(α•→ ((α→β)→ ((α→¬β)→¬α))) = 1

Como los axiomas de SLPPL son correctos, y lo es también la regla de inferencia MP;
tenemos que siΓ ⊢S1,1

ϕ, entoncesΓ �M1,1
ϕ

Lema 2.23.EnS1,1 se satisface:

1. ¬ (β ∨ ¬β) ⊢ ¬
(

¬kβ ∨ ¬k+1β
)

2. β,¬β ⊢ γ

3. β,¬ (β ∧ β) ⊢ γ

4. β,¬γ ⊢ ¬ (β→γ)
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5. β,¬ (γ ∧ γ) ⊢ ¬ (β→γ)

6. ¬β ⊢ ¬ (β ∧ γ)

7. ¬ (β ∧ β) ⊢ ¬ (β ∧ γ)

8. ¬ (γ ∧ γ) ,¬β ⊢ ¬ (β ∨ γ)

9. ¬ (β•) ⊢ ¬ (β ∧ β)

Demostración.Los puntos 3, 5, 7 y 9 son resultados de SLPPL, fáciles de verificar me-
diante valuaciones, pero que igualmente demostraremos usando los axiomas de SLPPL.
Se puede observar que se utiliza el axioma A1,12 solo en el primer Lema y en el resto se
utiliza A1,13.

1. Basta con observar que se tieneα↔¬2nα y ¬α↔¬2m+1α; tomandoα = β y α = ¬β,
para cualquiern,m entero no negativo. Luego por el Corolario 2.19 tenemos

¬ (β ∨ ¬β) ⊢ ¬
(

¬kβ ∨ ¬k+1β
)

(2.23)

2. Seaα una tautología de SLPPL cualquiera, como por ejemplop→p. Tenemos entonces
lo siguiente, usando propiedades de SLPPL:

⊢ α•

β ⊢ α→β

¬β ⊢ α→¬β

Usamos estos resultados y el axioma A1,13 para obtener usando MP queβ,¬β ⊢ ¬α;
luego, como¬β, β ⊢ α se tiene que{β,¬β} es trivial; es decir, para cualquier fórmula
γ se tiene

¬β, β ⊢ γ

3. Sabemos queβ ⊢ β ∧ β; luego usando que{β ∧ β,¬ (β ∧ β)} es trivial tenemos

β,¬ (β ∧ β) ⊢ γ

4. Para demostrar queβ,¬γ ⊢ ¬ (β→γ) nos bastará con demostrar queβ ∧ β,¬γ ⊢
¬ (β→γ). Por el Lema 2.11 basta con demostrarβ→γ,¬γ ⊢ ¬ (β ∧ β); por otro lado
sabemos que
β→γ ⊢ (β ∧ β)→γ. Además usando el axioma A1,13 tenemos

(β ∧ β)•→ (((β ∧ β)→γ)→ (((β ∧ β)→¬γ)→¬ (β ∧ β)))

Usando Modus Ponens obtenemos lo que queríamos, es decir,β→γ,¬γ ⊢ ¬ (β ∧ β).
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5. Para demostrar queβ,¬ (γ ∧ γ) ⊢ ¬ (β→γ) basta, por el Lema 2.11 con demostrar
β, β→γ ⊢ γ ∧ γ; pero sabemos queβ, β→γ ⊢ γ y γ ⊢ γ ∧ γ; obteniendo asi el
resultado que buscábamos.

6. Sustituímos en el axioma A1,13 α porβ ∧ γ. tenemos entonces

(β ∧ γ)• → ((β ∧ γ)→β)→ (((β ∧ γ)→¬ (β ∧ γ)))

por otro lado por el Corolario 2.7 se tiene¬β ⊢ α→¬β y del axioma A3 de SLPPL
tenemosβ ∧ γ ⊢ β, luego usando que se tiene⊢ α• para cualquierα compleja; y
aplicando MP se tiene que

¬β ⊢ ¬ (β ∧ γ)

7. Por el Corolario 2.7 sabemos que¬(β ∧ β) ⊢ γ→¬(β ∧ β). Por otro lado,
⊢SLPPL (γ→¬(β ∧ β))→¬ (β ∧ γ), finalmente usando MP se obtiene lo buscado.

8. Primero observamos que se tiene de SLPPL¬(γ∧γ) ⊢ (β ∨ γ)→β y que por el Coro-
lario 2.7 se tiene¬β ⊢ α→¬β para cualquierα, en particular paraα = β∨γ; por otro
lado si reemplazamos en el axioma A1,13 α porβ ∨ γ obtenemos

(β∨γ)• → ((β∨γ)→β)→ (((β∨γ)→¬ (β∨γ)))

Ahora usamos MP y conluimos que

¬ (γ ∧ γ) ,¬β ⊢ ¬ (β ∨ γ)

9. Usando contraposición (Lema 2.11) tenemos que nos basta con demostrar(β ∧ β) ⊢
(β ∨ ¬β), pero de la lógica SLPPL sabemosβ∧β ⊢ β y β ⊢ β∨¬β; luego terminamos
la demostración usando MP. �

A continuación demostraremos que el sistema es completo usando el método de Kal-
mar, utilizado usualmente para demostrar la completud en CPC.

Lema 2.24. Seaα una fórmula cuyas variables proposicionales están en el conjunto
{p1 . . . pn}. Para una valuación (algebráica)v se define:

α′ =











α, si v(α) = 1

¬ (α ∧ α) , si v(α) = 1
2

¬α, si v(α) = 0

α =











α•, si v(α) = 1

¬ (α•) , si v(α) = 1
2

α•, si v(α) = 0

Entoncesp1, . . . , pn, p′1, . . . , p
′
n ⊢S1,1

α′

Demostración.En primer lugar observamos que para cualquier valuaciónv y fórmulaα se
tiene que siα′ y α están definidos porv, entoncesv(α′) = 1 = v(α); esperamos entonces
que nuestras hipótesis no sean contradictorias, es decir, que no se trata de una conclusión
trivial. Demostramos el Lema por inducción sobre el tamaño de la fórmula.
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⋄ Si α = p, se tieneα′ = p′, luego, comop′ ⊢S1,1
p′ se satisface el Lema

⋄ Si α = ¬β, entoncesα y β comparten las variables proposicionales; tendremos
distintos casos dependiendo del valor de la valuación enβ.

• Si βv = 1, entoncesαv = 0, por tantoβ′ = β y α′ = ¬α = ¬¬β. Luego por
hipótesis de inducción se tiene

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S1,1

β

y por axioma A1,12 se tiene

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S1,1

α′

• Si βv = 0, entoncesαv = 1, por tantoβ′ = ¬β = α = α′. Por hipótesis de
inducción se tiene lo buscado

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S1,1

α′

• Si βv = 1
2
, entoncesαv = 1

2
, por tantoβ′ = ¬ (β ∧ β) y α′ = ¬ (α ∧ α).

Además, dada la definición de las operaciones en la matriz, setiene queβ =
¬kp y α = ¬k+1p. Así tenemosp = ¬ (p ∨ ¬p) y por lemma 2.23,1 se tiene
p ⊢S1,1

¬ (α ∨ ¬α) y por Lema 2.23,9 tenemosp ⊢S1,1
α′.

⋄ Siα = β→γ, entonces las variables proposicionales deα es la unión de las variables
deβ y γ.

• Si βv /∈ D1 se tieneαv = 1, y por tanto α′ = α = β→γ y
β′ = ¬β o β′ = ¬ (β ∧ β); por hipótesis de inducción entonces se tiene
p1, . . . , pn, p

′
1, . . . , p

′
n ⊢S1,1

β′ y por Lema 2.23,2 o 2.23,3 respectivamente
se tiene

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n, β ⊢S1,1

γ

y por El Teorema de Deducción

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S1,1

α

• Si γv = 1 se tiene queαv = 1, y por tantoα′ = α = β→γ y γ′ = γ, por
hipótesis de inducciónpn, p′1, . . . , p

′
n ⊢S1,1

γ y finalmente, por el Coroloario
2.7 se tiene lo buscado.

• Si βv = 1 y γv /∈ D1 entoncesαv = 0, y por tantoα′ = ¬α = ¬ (β→γ),
β′ = β y γ′ = ¬γ o γ′ = ¬ (γ ∧ γ); luego por hipótesis de inducción tenemos

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S1,1

β

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S1,1

γ′

y por Lema 2.23,4 o 2.23,5 concluímos.
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⋄ Siα = β∧γ, entonces las variables proposicionales deα es la unión de las variables
deβ y γ.

• Si βv = γv = 0, entoncesαv = 0 y se tieneβ′ = ¬β, γ′ = ¬γ y α′ = ¬α =
¬ (β ∧ γ). tenemos por hipótesis entonces

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S1,1

¬β

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S1,1

¬γ

y por Lema 2.23,6 se tiene lo buscado.

• Si βv = 1
2

o γv = 1
2

se tiene respectivamenteβ′ = ¬β ∧ β o γ′ = ¬γ ∧ γ, en
cualquiera de los dos casos se tieneαv = 0 y por tantoα′ = ¬α en cualquiera
de los dos casos (usando el ajuste necesario de cambiar(β ∨ γ) por (γ ∨ β))
se tiene por la hipótesis de inducción y el Lema 2.23,7 lo buscado.

• Siβv = 1 = γv, entoncesαv = 1, y por tantoβ′ = β, γ′ = γ y α′ = α = β∧γ;
luego por el Corolario 2.9 se tiene lo buscado.

⋄ Siα = β∨γ, entonces las variables proposicionales deα es la unión de las variables
deβ y γ.

• Si βv = 1 o γv = 1 se tieneαv = 1; además respectivamente se tieneβ′ = β o
γ′ = γ; por tanto, notando queα′ = α basta con usar la hipótesis de inducción,
respectivamente,

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n, β ⊢S1,1

β o

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n, β ⊢S1,1

γ

pues luego usamos los axiomas A6 o A7 de SLPPL para concluir lobuscado.

• Siβv = 1
2
= γv = 1

2
, entoncesαv = 0, y por tantoβ′ = ¬(β∧β), γ′ = ¬(γ∧γ)

y α′ = ¬α = ¬ (β ∨ γ); luego usando que en SLPPL se tiene

¬ (γ ∧ γ) ,¬ (β ∧ β) ⊢ ¬ (γ ∨ β)

basta con usar la hipótesis y modus ponens para demostrar

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n, β ⊢S1,1

¬α

• Si βv = 0 y γv = 1
2
, entoncesαv = 0 y se tieneα′ = ¬α = ¬ (β ∨ γ),

β′ = ¬β y γ′ = ¬(γ ∧ γ). Tenemos por hipótesis entonces

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S1,1

¬β

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S1,1

¬(γ ∧ γ)

y por Lema 2.23,8 se tiene lo buscado.
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• Siβv = 1
2

y γv = 0, se procede similar al caso anterior, usando la modificación
natural del Lema 2.23,8, usando que son equivalentes (y equidemostrables) en
SLPPL las fórmulas¬(β ∨ γ) y ¬(γ ∨ β). �

Lema 2.25.Seaα unaM1,1-tautología; entonces se tiene⊢S1,1
α.

Demostración.Comoα es una tautología, para cualquier valuación (algebráica)v se tiene
v(α) = 1, lo que implica que sin depender de la valuación escogida para la definición,
α′ = α. Seanp1, . . . , pn las variables proposicionales que aparecen enα. Supongamos
que para algúnm ≤ n se tiene que toda valuaciónp1, . . . , pm, p′1, . . . , p

′
m ⊢S1,1

α, donde
β y β′ se definen por la valuación. Escogemos tres valuacionesv1, v2, v3 que coinciden en
〈p1, . . . , pm−1〉 y tales quev1(pm) = 1, v2(pm) = 1

2
y v3(pm) = 0. Usando la hipótesis se

tiene que:

Σ, p•m, pm ⊢ α (2.24)

Σ,¬(p•m),¬(pm∧pm) ⊢ α (2.25)

Σ, p•m,¬pm ⊢ α (2.26)

DondeΣ =
〈

p1, . . . , pm−1, p
′
1, . . . , p

′
m−1

〉

, definido por cualquiera de las tres valuaciones,
dado que coinciden en〈p1, . . . , pm−1〉. De (2.24) y (2.26) obtenemos por el Teorema 2.5
respectivamente

Σ, p•m ⊢ pm→α

Σ, p•m ⊢ ¬pm→α

Luego, usando el Axioma A8 de SLPPL y MP obtenemosΣ, p•m ⊢ (pm∨¬pm)→α; es
decir

Σ, p•m ⊢ p•m→α

y nuevamente por MP y usando el Teorema 2.5

Σ ⊢ p•m→α (2.27)

Por otro lado, en (2.25) podemos eliminar¬(pm∧pm), usando el Lema 2.23,9; obteniendo
por el Teorema 2.5

Σ ⊢ ¬p•m→α (2.28)

Finalmente, sabemos que⊢ (p•m)
•, luego usando nuevamente el axioma A8 de SLPPL y

MP resulta
Σ ⊢ α (2.29)

Observamos además que los valores sobre〈p1, . . . , pm−1〉 de las valuaciones son arbitra-
rios (aunque comunes av1,v2 y v3), luego sin importar la valuación usada para la definición
deβ y β′ se satisface (2.29).

Aplicando el Lema 2.24 se tiene el caso base den = m, luego aplicando lo demostrado
podemos eliminar de la hipótesis una a una lasn variables proposicionales que aparecen
enα; llegando a

⊢ α �
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Teorema 2.26.Completud paraS1,1: Si para todaM1,1-tautología se tiene⊢S1,1
α; en-

tonces siΣ �M1,1
α entoncesΣ ⊢S1,1

α.

Demostración.Basta para concluir esto con observar que siΣ �M1,1
α, entonces existe

unΣ′⊆Σ finito tal queΣ′
�M1,1

α, y que siΣ′ = 〈σ1, . . . , σn〉, entonces se tiene�M1,1

σ1→ (σ2→ (· · · (σn→α))). Así se tiene usando el Lema anterior y MPΣ′ ⊢S1,1
α, y por

tantoΣ ⊢S1,1
α. �

2.3.1.2. M1,3 =
〈{

0, 1
2
, 1
}

,D1,∼3

〉

Las tablas de operaciones para este sistema son las siguientes:

0 1
2

1
∼ 1 0 0

→ 0 1
2

1
0 1 1 1
1
2

1 1 1
1 0 0 1

∨ 0 1
2

1
0 0 0 1
1
2

0 0 1
1 1 1 1

∧ 0 1
2

1
0 0 0 0
1
2

0 0 0
1 0 0 1

Semántica Bivaluada

Primero necesitamos fórmulas que separen los valores en la matriz.

x = 0 si y solo sit(x) = 0, t(∼ x) = 1

x =
1

2
si y solo sit(x) = 0, t(∼ x) = 0

x = 1 si y solo sit(x) = 1

La primera tabla nos entrega las siguientes ecuaciones enM1,3:

E0(α)→E1(∼ α)

E 1

2

(α)→E0(∼ α)

E1(α)→E0(∼ α)

Lo que nos entrega los siguientes axiomas para la semántica gentzeniana:



CAPÍTULO 2. LÓGICAS MATRICIALES 38

b(α) = 0, b(¬α) = 1→b(¬α) = 1 (2.30)

b(α) = 0, b(¬α) = 0→b(¬α) = 0, b(¬¬α) = 1 (2.31)

b(α) = 1→b(¬α) = 0, b(¬¬α) = 1 (2.32)

La fórmula (2.30) no entrega información; así, nos podemos quedar solo con las fór-
mulas (2.31) y (2.32).

Escribiremos las instancias de G3 y G4 para esta matriz.

(G1)1,3 ⊤→b(α) = 1 | b(α) = 0

(G2)1,3 b(α) = 1, b(α) = 0→⊥

(G3)1,3 b(α) = 1→E1(α)

(G4)1,3 b(α) = 0→E0(α) | E 1

2

(α)

La segunda tabla corresponde a la estructura de la matriz en torno a la implicancia; por
tanto es idéntica para matrices de tres valores con los mismos elementos designados.

E0(α), E0(β)→E1(α→β) E 1

2

(α), E0(β)→E1(α→β) E1(α), E0(β)→E0(α→β)

E0(α), E 1

2

(β)→E1(α→β) E 1

2

(α), E 1

2

(β)→E1(α→β) E1(α), E 1

2

(β)→E0(α→β)

E0(α), E1(β)→E1(α→β) E 1

2

(α), E1(β)→E1(α→β) E1(α), E1(β)→E1(α→β)

Realizamos reducciones similares a las hechas anteriormente, quedandonos nueva-
mente con las expresiones:

b(α) = 0 → E1(α→β)

b(α) = 1, b(β) = 0 → E0(α→β)

b(β) = 1 → E1(α→β)

Traducimos entonces estas expresiones referentes a la estructura de la implicación a biva-
luaciones:

b(α) = 0 → b(α→β) = 1

b(β) = 1 → b(α→β) = 1

b(α) = 1, b(β) = 0 → b(α→β) = 0, b (¬(α→β)) = 1

Por último notamos que (G3)1,3 es trivial y (G4)1,3 es consecuencia de G1.
Las tablas para∨ y ∧ nos entregan la siguiente información:



CAPÍTULO 2. LÓGICAS MATRICIALES 39

E0(α), E0(β)→E0(α∨β) E 1

2

(α), E0(β)→E0(α∨β) E1(α), E0(β)→E1(α∨β)

E0(α), E 1

2

(β)→E0(α∨β) E 1

2

(α), E 1

2

(β)→E0(α∨β) E1(α), E 1

2

(β)→E1(α∨β)

E0(α), E1(β)→E1(α∨β) E 1

2

(α), E1(β)→E1(α∨β) E1(α), E1(β)→E1(α∨β)

E0(α), E0(β)→E0(α∧β) E 1

2

(α), E0(β)→E0(α∧β) E1(α), E0(β)→E0(α∧β)

E0(α), E 1

2

(β)→E0(α∧β) E 1

2

(α), E 1

2

(β)→E0(α∧β) E1(α), E 1

2

(β)→E0(α∧β)

E0(α), E1(β)→E0(α∧β) E 1

2

(α), E1(β)→E0(α∧β) E1(α), E1(β)→E1(α∧β)

Reducimos como antes y obtenemos las siguientes expresiones:

b(α) = 0, b(β) = 0→b(α∨β) = 0, b (¬(α∨β)) = 1

b(α) = 1→b(α∨β) = 1

b(β) = 1→b(α∨β) = 1

b(α) = 0→b(α∧β) = 0, b (¬(α∧β)) = 1

b(β) = 0→b(α∧β) = 0, b (¬(α∧β)) = 1

b(α) = 1, b(β) = 1→b(α∧β) = 1

Estas expresiones son idénticas a las obtenidas antes, ya que estamos trabajando bajo el
mismo conjunto de elementos designados y usamos las mismas ecuaciones para diferen-
ciar valores.

Los axiomas que definen las bivaluaciones son:

⋄ G1

⋄ G2

⋄ G1
1,3 : b(α) = 0, b(¬α) = 0→b(¬¬α) = 1

⋄ G2
1,3 :

b(α) = 1→b(¬α) = 0, b(¬¬α) = 1,

b(α∨β) = 1,

b(β→α) = 1,

b(β∨α) = 1

⋄ G3
1,3 :

b(α) = 0→b(α→β) = 1,

b(α∧β) = 0, b (¬(α∧β)) = 1,

b(β∧α) = 0, b (¬(β∧α)) = 1
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⋄ G4
1,3 : b(α) = 1, b(β) = 0→b(α→β) = 0, b (¬(α→β)) = 1

⋄ G5
1,3 : b(α) = 0, b(β) = 0 → b(α∨β) = 0, b (¬(α∨β)) = 1

⋄ G6
1,3 : b(α) = 1, b(β) = 1 → b(α∧β) = 1

Sistema DeductivoS1,3

Este sistema deductivo aparece en [Mar99] bajo el nombreI1 y fue introducido en
[SC95]. La única regla de inferencia es Modus Ponens y los axiomas son:

A1,31 Los axiomas de SLPPL

A1,32 (¬α)•

A1,33 α•→ ((α→β)→ ((α→¬β)→¬α))

Demostraremos en primer lugar que se trata de axiomas correctos, es decir, que se
tiene�M1,3

A para los axiomas A1,32 y A1,33.

A1,32 Basta con observar que enM1,3 se tiene¬α ∈ {0, 1}.

A1,33 Para que se tengav(α•→ ((α→β)→ ((α→¬β)→¬α))) = 0 se debe tener

v(α•) = 1

v ((α→β)→ ((α→¬β)→¬α)) = 0

El argumento para concluir entonces es idéntico al usado en A1,13, pues también
ocurre enM1,3 que

[

1
2

]•
= 0 y no existe elemento que satisfagav(β) = 1 y

v(¬β) = 1;

Como los axiomas de SLPPL son correctos, y lo es también la regla de inferencia MP;
tenemos que siΓ ⊢S1,3

ϕ, entoncesΓ �M1,3
ϕ.

Lema 2.27.EnS1,3 se satisface:

1. ¬ (β•) ⊢ ¬ (¬β ∧ ¬β)

2. β,¬β ⊢ γ

3. ¬ (β•) ⊢ β→γ

4. β,¬γ ⊢ ¬ (β→γ)

5. ¬β ⊢ ¬ (β ∧ γ)

6. ¬ (β•) ⊢ β∧γ
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7. β ⊢ ¬¬β

8. ¬ (β•) ⊢ ¬¬β

Demostración.Al igual que en el Lema 2.23, hay algunos resultados que son directos de
los axiomas de SLPPL, y que se pueden resolver por valuaciones, sin embargo están aquí
resueltos usando los axiomas, en este caso son los puntos 1, 3, 6. Usamos el Axioma A1,32
en las partes 2, 7 y 8; y el axioma A1,33 en 2 y en las restantes partes.

1. Usando contraposición tenemos que nos basta con demostrar (¬β ∧ ¬β) ⊢ (β ∨ ¬β),
pero de la lógica SLPPL sabemos¬β ∧ ¬β ⊢ ¬β y ¬β ⊢ β ∨ ¬β; luego terminamos
la demostración usando MP.

2. En primer lugar tenemos⊢ (¬β)• por axioma A1,32; por otro lado de SLPPL sabe-
mos queβ ⊢ α→β por corolario 2.7 y que⊢ α→α por el Corolario 2.6. Sustituyendo
entonces en A1,33 y en las expresiones anterioresα por¬β tenemos:

β ⊢ α→β

⊢ ¬β→¬β

⊢ (¬β)• → ((¬β→β)→ ((¬β→¬β)→¬¬β))

Usamos MP para finalizar la demostración.

3. Para demostrar que¬β• ⊢ β→γ basta con observar dos resultados sencillos de SLPPL,
en primer lugar, que¬ (β∧¬β) ⊢ ¬(β∨β) y en segundo lugar, que¬(β∨β) ⊢ β→γ.
Usando ambos resultados y MP obtenemos lo buscado.

4. La demostración es idéntica a la de 2.23,4 usando que el axioma A1,13 es igual al
axioma A1,33

5. La demostración es idéntica a la de 2.23,6 usando que el axioma A1,13 es igual al
axioma A1,33.

6. Usando contraposición tenemos que nos basta con demostrar (β ∧ γ) ⊢ (β ∨ ¬β), pero
de la lógica SLPPL sabemosβ∧β ⊢ β y β ⊢ β∨¬β; luego terminamos la demostración
usando MP.

7. En primer lugar usamos el axioma A1,32 y obtenemos⊢ (¬β∧¬¬β). Del Lema 2.27,2
y deducción tenemosβ ⊢ ¬β→¬¬β; además sabemos de SLPPLα→δ, α∨δ→α ⊢ α
(de hecho es tautología clásica sin negación). Luego, reemplazando en la expresión
anteriorα por¬β y δ por¬¬β y usando MP obtenemos

β ⊢ ¬¬β

8. En primer lugar, tal como en el punto anterior, usamos el axioma A1,32 para obtener
⊢ (¬β∧¬¬β). Por otro lado, sabemos que en SLPPL se tiene¬δ∨γ ⊢ ¬ (¬γ∨¬γ) y
que¬ (¬γ∨¬γ) ,¬γ∨ǫ ⊢ ǫ; reemplazando en estas expresionesγ por β, δ por β y ǫ
por¬¬β, obtenemos lo buscado usando MP. �
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A continuación demostraremos que el sistema es completo utilizando nuevamente el
método de Kalmár.

Lema 2.28. Seaα una fórmula cuyas variables proposicionales están en el conjunto
{p1 . . . pn}. Para una valuación (algebráica)v se define:

α′ =











α, si v(α) = 1

¬¬α, si v(α) = 1
2

¬α, si v(α) = 0

α =











α•, si v(α) = 1

¬ (α•) , si v(α) = 1
2

α•, si v(α) = 0

Entoncesp1, . . . , pn, p′1, . . . , p
′
n ⊢S1,3

α′

Demostración.Demostramos el Lema por inducción sobre el tamaño de la fórmula.

⋄ Si α = p, se tieneα′ = p′, luego, comop′ ⊢S1,3
p′ se satisface el Lema

⋄ Si α = ¬β, entoncesα y β comparten las variables proposicionales; tendremos
distintos casos entonces dependiendo del valor de la valuación enβ.

• Si βv = 1, entoncesαv = 0, por tantoβ′ = β y α′ = ¬α = ¬¬β. Luego por
hipótesis de inducción se tiene

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S1,3

β

y por axioma A1,32 se tiene

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S1,3

α′

• Si βv = 0, entoncesαv = 1, por tantoβ′ = ¬β = α = α′. Por hipótesis de
inducción se tiene lo buscado

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S1,3

α′

• Si βv = 1
2
, entoncesαv = 0, por tantoβ′ = ¬¬β y α′ = ¬ (α ∧ α). Además,

dada la definición de las operaciones en la matriz, se tiene queβ = p y α = ¬p.
Así tenemosp′ = ¬¬p y p = ¬p• y por lemma 2.27,1 se tienep ⊢ α′.

⋄ Siα = β→γ, entonces las variables proposicionales deα es la unión de las variables
deβ y γ.

• Si βv = 0 se tieneαv = 1, y por tantoα′ = α = β→γ y β′ = ¬β por el Lema
2.27,2 obtenemos:

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n, β ⊢ γ

y por el Teorema de Deducción

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S1,1

α
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• Si βv = 1
2

entoncesβ = p, en ese caso tenemos quep = ¬p• y por Lema
2.27,3 tenemos lo buscado.

• Si γv = 1 se tiene queαv = 1, y por tantoα′ = α = β→γ y γ′ = γ, por
hipótesis de inducciónpn, p′1, . . . , p

′
n ⊢ γ y finalmente, por el coroloario 2.7 se

tiene lo buscado.

• Si βv = 1 y γ = 0 entoncesαv = 0, y por tantoα′ = ¬α = ¬ (β→γ), β′ = β
y γ′ = ¬γ; luego por hipótesis de inducción tenemos

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n, β ⊢ β

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n, β ⊢ γ′

y por Lema 2.27,4.

• Si βv = 1 y γ = 1
2

entoncesαv = 0 y γ = p, y por tantoα′ = ¬α =
¬ (β→γ), β′ = β, γ′ = ¬¬γ y γ = ¬p•. Queremos demostrar queβ,¬p• ⊢
¬(β→p); por contraposición y deducción bastará demostrarβ, β→p ⊢ p•;
pero es evidente queβ, β→p ⊢ p y que p ⊢ p•, luego por modus ponens
obtenemos lo buscado.

⋄ Siα = β∧γ, entonces las variables proposicionales deα es la unión de las variables
deβ y γ.

• Si βv = 0, entoncesαv = 0 y se tieneβ′ = ¬β y α′ = ¬α = ¬ (β ∧ γ).
Concluimos directamente usando en Lema 2.27,5.

• Siγv = 0, se procede similar al caso anterior, usando la equivalencia en SLPPL
entre¬ (β∧γ) y γ→¬(β∧β).

• Si βv = 1
2

o γv = 1
2

se tiene respectivamenteβ = pi o γ = pj, de este modo,
tenemospi = ¬p•i o pj = ¬p•i ; además en cualquiera de los dos casos se tiene
αv = 0 y por tantoα′ = ¬α; usando 2.27,6 o la modificacion del mismo Lema
usando la simetría de(β∧γ), concluímos lo buscado:

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢ ¬(β∧γ)

• Siβv = 1 = γv, entoncesαv = 1, y por tantoβ′ = β, γ′ = γ y α′ = α = β∧γ;
luego por el corolario 2.9 se tiene lo buscado.

⋄ Siα = β∨γ, entonces las variables proposicionales deα es la unión de las variables
deβ y γ.

• Si βv = 1 o γv = 1 se tieneαv = 1; además respectivamente se tieneβ′ = β o
γ′ = γ; por tanto, notando queα′ = α basta con usar la hipótesis de inducción,
respectivamente,

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n, β ⊢ β o

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n, β ⊢S1,1

γ

pues luego usamos los axiomas 6 o 7 de SLPPL para concluir lo buscado.
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• Si βv = 1
2

y γv = 1
2
, entoncesαv = 0, y por tantoα′ = ¬α = ¬ (β ∨ γ),

β = pi y γ = pj; tenemos entoncespi = ¬p•i y pj = ¬p•j luego usando que
en SLPPL se tiene¬ (γ ∧ γ) ,¬ (β ∧ β) ⊢ ¬ (() γ ∨ β), basta con usar que
¬δ• ⊢ ¬ (δ ∧ δ) y modus ponens para demostrar

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n¬α

• Si βv = 0 y γv = 1
2
, entoncesαv = 0 y se tieneβ′ = ¬β, γ = p, p = ¬ (p•) y

α′ = ¬α = ¬ (β ∨ γ). Del Lema 2.27,5 obtenemos¬β ⊢ ¬β∧β; por otro lado
en SLPPL¬ (p•) ⊢ ¬(p∧p), es decir, dep obtenemos¬(p∧p); finalmente, en
SLPPL se satisface¬β∧β,¬γ∧γ ⊢ ¬ (β ∨ γ) y concluímos por MP.

• Si βv = 1
2

y γv = 0, se procede similar a al caso anterior, usando la modifi-
cación natural del Lema 2.27,5, usando que son equivalentes(y equidemostra-
bles) en SLPPL las fórmulas¬(β ∨ γ) y ¬(γ ∨ β). �

Lema 2.29.Seaα unaM1,3-tautología; entonces se tiene⊢S1,3
α.

Demostración.Al igual que en el Teorema correspondiente aS1,1, al serα una tautología,
para cualquier valuación (algebráica)v se tienev(α) = 1, lo que implica que sin depender
de la valuación escogida para la definición,α′ = α. Seanp1, . . . , pn las variables pro-
posicionales que aparecen enα. Supongamos que para algúnm ≤ n se tiene que toda
valuaciónp1, . . . , pm, p′1, . . . , p

′
m ⊢S1,3

α, dondeβ y β′ se definen por la valuación. Esco-
gemos tres valuacionesv1, v2, v3 que coinciden en〈p1, . . . , pm−1〉 y tales quev1(pm) = 1,
v2(pm) =

1
2

y v3(pm) = 0. Usando la hipótesis se tiene que:

Σ, p•m, pm ⊢ α (2.33)

Σ,¬(p•m),¬¬pm ⊢ α (2.34)

Σ, p•m,¬pm ⊢ α (2.35)

Donde, como antes,Σ =
〈

p1, . . . , pm−1, p
′
1, . . . , p

′
m−1

〉

, definido por cualquiera de las tres
valuaciones. De (2.33) y (2.35) obtenemos por el Teorema 2.5respectivamente

Σ, p•m ⊢ pm→α

Σ, p•m ⊢ ¬pm→α

Argumentando de manera idéntica al teorema 2.25 obtenemos

Σ ⊢ p•mα (2.36)

Por otro lado, en (2.25) podemos eliminar¬(pm∧pm), usando el Lema 2.27,8; obteniendo
por el Teorema de deducción 2.5

Σ ⊢ ¬p•mα (2.37)

Finalmente, sabemos que⊢ (p•m)
•, luego usando nuevamente el Axioma A8 de SLPPL y

MP con (2.36) y (2.37) resulta
Σ ⊢ α (2.38)



CAPÍTULO 2. LÓGICAS MATRICIALES 45

Los valores sobre〈p1, . . . , pm−1〉 de las valuaciones son arbitrarios (aunque comunes a
v1,v2 y v3), luego sin importar la valuación usada para la definición deβ y β′ se satis-
face (2.38). Aplicando el Lema 2.28 se tiene el caso base den = m, luego usando lo
demostrado podemos eliminar de la hipótesis una a una lasn variables proposicionales
que aparecen enα; llegando a

⊢ α �

Teorema 2.30.Completud paraS1,3: Si para todaM1,3-tautología se tiene⊢S1,3
α; luego

si Σ �M1,3
α entoncesΣ ⊢S1,3

α. La demostración es idéntica a la del Teorema 2.26

2.3.1.3. M2,1 =
〈{

0, 1
2
, 1
}

,D2,∼1

〉

Las tablas de operaciones para este sistema son las siguientes:

0 1
2

1
∼ 1 1

2
0

→ 0 1
2

1
0 1 1 1
1
2

0 1 1
1 0 1 1

∨ 0 1
2

1
0 0 1 1
1
2

1 1 1
1 1 1 1

∧ 0 1
2

1
0 0 0 0
1
2

0 1 1
1 0 1 1

Semántica Bivaluada

En primer lugar necesitamos fórmulas que separen los valores en la matriz:

x = 0 si y solo si t(x) = 0

x =
1

2
si y solo si t(x) = 1, t(∼ x) = 1

x = 1 si y solo si t(x) = 1, t(∼ x) = 0

La primera tabla entrega las siguientes ecuaciones enM2,1:

E0(α) → E1(∼ α)

E 1

2

(α) → E 1

2

(∼ α)

E1(α) → E0(∼ α)

Lo que nos entrega los siguientes axiomas para la semántica gentzeniana:
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b(α) = 0 → b(¬α) = 1, b(¬¬α) = 0 (2.39)

b(α) = 1, b(¬α) = 1 → b(¬α) = 1, b(¬¬α) = 1 (2.40)

b(α) = 1, b(¬α) = 0 → b(¬α) = 0 (2.41)

Nuestra primera observación es que la fórmula (2.41) no entrega información; así, nos
podemos quedar solo con las fórmulas (2.39) y (2.40).

Para la implicación tenemos las siguientes ecuaciones:

E0(α), E0(β)→E1(α→β) E 1

2

(α), E0(β)→E0(α→β) E1(α), E0(β)→E0(α→β)

E0(α), E 1

2

(β)→E1(α→β) E 1

2

(α), E 1

2

(β)→E1(α→β) E1(α), E 1

2

(β)→E1(α→β)

E0(α), E1(β)→E1(α→β) E 1

2

(α), E1(β)→E1(α→β) E1(α), E1(β)→E1(α→β)

Esto nos entrega nueve fórmulas que serán axiomas de la semántica gentzeniana aso-
ciada; no las escribiremos de manera explícita de inmediato, porque haremos antes las
reducciones. Obtenemos así:

E0(α) → E1(α→β)

E 1

2

(β) → E1(α→β)

E1(β) → E1(α→β)

E0(α), E 1

2

(β) → E0(α→β)

E0(α), E1(β) → E0(α→β)

Escribiremos las instancias de G3 y G4 para esta matriz.

(G1)2,1 ⊤ → b(α) = 1 | b(α) = 0

(G2)2,1 b(α) = 1, b(α) = 0 → ⊥

(G3)2,1 b(α) = 1 → E1(α) | E 1

2

(α)

(G4)2,1 b(α) = 0 → E0(α)

Reduciendo entonces las expresiones anteriores relativas ala implicación, usando estos
axiomas, obtenemos:

b(α) = 0→b(α→β) = 1, b(¬(α→β)) = 0

b(β) = 1→b(α→β) = 1, b(¬(α→β)) = 0

b(α) = 1, b(β) = 0→b(α→β) = 0

Por último notamos que (G4)2,1 es trivial y (G3)2,1 es consecuencia de G1.
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Las tablas para∨ y ∧ nos entregan la siguiente información:

E0(α), E0(β)→E0(α∨β) E 1

2

(α), E0(β)→E1(α∨β) E1(α), E0(β)→E1(α∨β)

E0(α), E 1

2

(β)→E1(α∨β) E 1

2

(α), E 1

2

(β)→E1(α∨β) E1(α), E 1

2

(β)→E1(α∨β)

E0(α), E1(β)→E1(α∨β) E 1

2

(α), E1(β)→E1(α∨β) E1(α), E1(β)→E1(α∨β)

E0(α), E0(β)→E0(α∧β) E 1

2

(α), E0(β)→E0(α∧β) E1(α), E0(β)→E0(α∧β)

E0(α), E 1

2

(β)→E0(α∧β) E 1

2

(α), E 1

2

(β)→E1(α∧β) E1(α), E 1

2

(β)→E1(α∧β)

E0(α), E1(β)→E0(α∧β) E 1

2

(α), E1(β)→E1(α∧β) E1(α), E1(β)→E1(α∧β)

Reducimos como antes y obtenemos las siguientes expresiones:

b(α) = 0, b(β) = 0→b(α∨β) = 0

b(α) = 1→b(α∨β) = 1, b (¬(α∨β)) = 0

b(β) = 1→b(α∨β) = 1, b (¬(α∨β)) = 0

b(α) = 0→b(α∧β) = 0

b(β) = 0→b(α∧β) = 0

b(α) = 1, b(β) = 1→b(α∧β) = 1, , b (¬(α∧β)) = 0

Los axiomas que definen las bivaluaciones son:

⋄ G1

⋄ G2

⋄ G1
2,1 :

b(α) = 0→b(¬α) = 1, b(¬¬α) = 0,

b(α→β) = 1, b(¬(α→β)) = 0,

b(α∧β) = 0,

b(β∧α) = 0

⋄ G2
2,1 : b(α) = 1, b(¬α) = 1 → b(¬¬α = 1)

⋄ G3
2,1 :

b(β) = 1→b(α→β) = 1, b(¬(α→β)) = 0,

b(α∨β) = 1, b (¬(α∨β)) = 0,

b(β∨α) = 1, b (¬(β∨α)) = 0

⋄ G4
2,1 : b(α) = 1, b(β) = 0 → b(α→β) = 0
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⋄ G5
2,1 : b(α) = 0, b(β) = 0 → b(α∨β) = 0

⋄ G6
2,1 : b(α) = 1, b(β) = 1 → b(α∧β) = 1, b (¬(α∧β)) = 0

Sistema DeductivoS2,1

Éste sistema aparece en [Car+01] y [Mar99] bajo el nombreP 1
2 . Una axiomati-

zación y la demostración de su completud usando el método de Kalmár aparece en
[Mar05]demostración la única regla de inferencia es Modus Ponens y los axiomas son:

A2,11 Los axiomas de SLPPL

A2,12 α↔¬¬α

A2,13 β◦→ ((α→β)→ ((α→¬β)→¬α))

Demostraremos en primer lugar que se trata de axiomas correctos, es decir, que se
tiene�M2,1

A para los axiomas A2,12 y A2,13.

A2,12 Idéntico a A1,12

A2,13 Para que se tengav(β◦→ ((α→β)→ ((α→¬β)→¬α))) = 0 se debe tener

v(β◦) = 1

v ((α→β)→ ((α→¬β)→¬α)) = 0

Pero como[1
2
]◦ = 0, tenemos de la primera ecuación quev(β) = 1 o v(β) = 0; por

otro lado, de la segunda ecuación tenemosv (α→β) = 1 y v ((α→¬β)→¬α) =
0; de esto podemos deducirv (α→β) = 1; v (α→¬β) = 1 y v (α) = 1; luego
necesitamos quev(β) ∈ F , v(¬β) ∈ F ; y v(β) = 1 o v(β) = 0. Como dicha
valuación no existe, toda valuaciónv (algebráica) satisface

v(β◦→ ((α→β)→ ((α→¬β)→¬α))) = 1

Como los axiomas de SLPPL son correctos, y lo es también la regla de inferencia MP;
tenemos que siΓ ⊢S2,1

ϕ, entoncesΓ �M2,1
ϕ

Lema 2.31.EnS2,1 se satisface:

1. (β∧¬β) ⊢
(

¬kβ ∨ ¬k+1β
)

2. ¬β, β◦ ⊢ ¬(β∧β)

3. ¬β, β◦ ⊢ β→γ

4. β, γ◦,¬γ ⊢ ¬ (β→γ)
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5. ¬ (α∧α) ⊢ ¬α

6. ⊢ α∨¬α

7. β→α,¬β→α ⊢ α

Demostración.Como se hará evidente en el siguiente lema, las demostraciones para el
caso en que el conjunto de elementos no designados es únicamente el0 serán mucho más
sencillas. Utilizamos el axioma A2,12 en 1, A2,13 en 5, 6 y 7

1. Casi idéntico a 2.23,1, usando que A2,12 es igual a A1,12.

2. Sabemos queδ,¬(δ∧γ) ⊢ ¬(γ∧γ), pues es una consecuencia inmediata del Lema de
Contraposición 2.11 y el Corolario 2.9. Basta entonces con aplicar este resultado a
δ = ¬β y γ = β

3. Usamos el resultado anterior usando que en SLPPL se tiene¬(β∧β) ⊢ β→γ, por el
teorema de deducción y el hecho de que{¬ (β∧β) , β} es trivial.

4. Por 2.312 tenemos queγ◦,¬γ ⊢ ¬γ∧γ, además sabemos de SLPPL que¬(γ∧γ), β ⊢
¬ (β→γ), nuevamente como consecuencia del Lema 2.11 y el Corolario 2.9. Obtene-
mos lo buscado por MP.

5. Reemplazamos en A2,13 β por ¬(α∧α), usamos ademas que como¬(α∧α) es com-
pleja, se tiene⊢ ¬(α∧α)◦ y obtenemos

⊢ α→¬α∧α→ ((α→¬¬(α∧α))→¬α)

por otro lado, por el Corolario 2.7 tenemos que¬(α∧α) ⊢ α→¬(α∧α) y además
sabemos queα→¬¬(α∧α); usando MP con estas expresiones obtenemos¬ (α∧α) ⊢
¬α

6. Para demostrar⊢ α∨¬α reemplazamos en A2,13 β por una tautología de SLPPL como
p→p. Obtenemos así, usando MP,

⊢ (α→¬(p→p))→¬α

Por otro lado, en SLPPL(α→¬(p→p))→¬α es equivalente (y equidemostrable) con
¬(α→¬(p→p))∨¬α y además¬(α→¬(p→p)) ⊢ α. Tenemos entonces una expresión
de la forma⊢ δ∨α, donde sabemos además que⊢ δ→¬α; obtenemos entonces usando
el Corolario 2.19 lo buscado, es decir,⊢ α∨¬α

7. Basta con usar MP con el resultado anterior (i.e. 2.31,6) y el axioma A8 de SLPPL. �
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Lema 2.32. Seaα una fórmula cuyas variables proposicionales están en el conjunto
{p1 . . . pn}. Para una valuación (algebráica)v se define:

α′ =











α, si v(α) = 1

α, si v(α) = 1
2

¬α, si v(α) = 0

α =











α◦, si v(α) = 1

¬ (α◦) , si v(α) = 1
2

α◦, si v(α) = 0

Entoncesp1, . . . , pn, p′1, . . . , p
′
n ⊢S2,1

α′

Demostración.

⋄ Si α = p, se tieneα′ = p′, luego, comop′ ⊢ p′ se satisface el Lema

⋄ Si α = ¬β, entoncesα y β comparten las variables proposicionales; son distintos
casos dependiendo del valor de la valuación enβ.

• Si βv = 1, entoncesαv = 0, por tantoβ′ = β y α′ = ¬α = ¬¬β. Luego por
A2,13 y MP se tiene

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢ α′

• Si βv = 1
2
, entoncesβ = ¬kp, por tantoβ′ = β y α = α′ = ¬k+1p, p = p∧¬p.

Luego por Lema 2.31,1 se tiene para cualquierk:

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢

(

¬kp ∨ ¬k+1p
)

Por otro lado,
(

¬kp ∨ ¬k+1p
)

⊢ ¬k+1p, obteniendo por MP lo buscado.

• Si βv = 0, entoncesαv = 1, por tantoβ′ = ¬β = α = α′. Es inmediato
entonces por ser la hipótesis de inducción.

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢ α′

⋄ Siα = β→γ, entonces las variables proposicionales deα es la unión de las variables
deβ y γ.

• Si βv = 0 se tieneαv = 1, y por tantoα′ = α = β→γ y β′ = ¬β; por
hipótesis de inducción entonces se tienep1, . . . , pn, p

′
1, . . . , p

′
n ⊢ ¬β′. Por otro

lado, sabemos que siβ es compleja se tiene⊢ β◦ y si β = ¬kp, v(p) ∈ 〈0, 1〉 y
p = p◦ tenemos por Lema 2.31,1 quep ⊢ β◦; Para cualquiera de los dos casos
usamos el Lema 2.31,3 para concluir que

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S2,1

α′ (2.42)

• Si γv = 1 se tiene queαv = 1, y por tantoα′ = α = β→γ y γ′ = γ, por
hipótesis de inducciónpn, p′1, . . . , p

′
n ⊢ γ y finalmente, por el Coroloario 2.7

se tiene lo buscado.
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• Si βv ∈ D2 y γv = 0 entoncesαv = 0, y por tantoα′ = ¬α = ¬ (β→γ),
β′ = β y γ′ = ¬γ; usando un argumento similar al del primer caso tenemos
p1, . . . , pn, p

′
1, . . . , p

′
n ⊢ γ◦; luego usamos el Lema 2.31,4 y concluimos lo

buscado por MP.

⋄ Siα = β∨γ, entonces las variables proposicionales deα es la unión de las variables
deβ y γ.

• Si βv = γv = 0, entoncesαv = 0 y se tieneβ′ = ¬β, γ′ = ¬γ y α′ = ¬α =
¬ (β∨γ). tenemos por hipótesis entonces

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢ ¬β

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢ ¬γ

Del mismo modo argumentado en el punto anterior tenemos

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢ β◦

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢ γ◦

y por Lema 2.31,2 obtenemos:

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢ ¬β∧β

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢ ¬γ∧γ

Finalmente usamos el resultado conocido de SLPPL:¬β∧β,¬γ∧γ ⊢ ¬(β∨γ)
y concluimos por MP.

• Si βv ∈ D2 o βv ∈ D2 se tiene respectivamenteβ′ = β o γ′ = γ, en cualquiera
de los dos casos se tieneαv = 1 y por tantoα′ = α y por el axioma A6 o A7
de SLPPL tenemos lo buscado.

⋄ Siα = β∧γ, entonces las variables proposicionales deα es la unión de las variables
deβ y γ.

• Si βv = 0 o γv = 0 se tieneαv = 0; además respectivamente se tieneβ′ = ¬β
o γ′ = ¬γ; veremos el casoβ′ = ¬β, pues el otro es simétrico; tenemos por
el lema 2.31,3, usando (2.42), que¬β, β◦ ⊢ β→¬(γ∧γ) Usamos luego, como
observamos enS1,1, queβ→¬(γ∧γ) es equivalente con¬(β∧γ) en SLPPL,
concluyendo finalmente por MP. Para el casoγv = 0 en esta última observa-
cion usamos que queγ→¬(β∧β) es equivalente con¬(β∧γ).

• Si βv ∈ D2 y γv ∈ D2, entoncesαv = 1, y por tantoβ′ = β, γ′ = γ y α′ = α;
concluímos directamente por el Corolario 2.9. �

Lema 2.33.Seaα unaM2,1-tautología; entonces se tiene⊢S2,1
α.
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Demostración.Comoα es una tautología,α′ = α. Seanp1, . . . , pn las variables pro-
posicionales que aparecen enα. Supongamos que para algúnm ≤ n se tiene que toda
valuaciónp1, . . . , pm, p′1, . . . , p

′
m ⊢S2,1

α, dondeβ y β′ se definen por la valuación. Esco-
gemos tres valuacionesv1, v2, v3 que coinciden en〈p1, . . . , pm−1〉 y tales quev1(pm) = 1,
v2(pm) =

1
2

y v3(pm) = 0. Usando la hipótesis se tiene que:

Σ, p◦m, pm ⊢ α (2.43)

Σ, pm∧¬pm, pm ⊢ α (2.44)

Σ, p◦m,¬pm ⊢ α (2.45)

DondeΣ =
〈

p1, . . . , pm−1, p
′
1, . . . , p

′
m−1

〉

, definido por cualquiera de las tres valuaciones.
En (2.44) podemos eliminarpm y por Teorema de deducción obtenemos

Σ ⊢ (pm∧¬pm)→α (2.46)

De (2.43) y (2.45) obtenemos por el Teorema 2.5 respectivamente

Σ, p◦m ⊢ pm→α

Σ, p◦m ⊢ ¬pm→α

Luego, usando el Lema 2.31,7 tenemos

Σ, p◦m ⊢ α

y por Teorema de duducción
Σ ⊢ p◦m→α (2.47)

Por otro lado, por el Lema 2.31,6 tenemos

Σ ⊢ (pm∧¬pm)∨p
◦
m

Finalmente, usando el axioma A8 de SLPPL y MP con (2.46) y (2.47) resulta

Σ ⊢ α (2.48)

Observamos además que los valores sobre〈p1, . . . , pm−1〉 de las valuaciones son ar-
bitrarios (aunque comunes av1,v2 y v3), luego sin importar la valuación usada para la
definición deβ y β′ se satisface (2.48). Aplicando el Lema 2.32 se tiene el caso base de
n = m, luego aplicando lo demostrado podemos eliminar de la hipótesis una a una lasn
variables proposicionales que aparecen enα; llegando a

⊢ α �

Teorema 2.34.Completud paraS2,1: SiΣ �M2,1
α; entonces se tieneΣ ⊢S2,1

α.
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2.3.1.4. M2,2 =
〈{

0, 1
2
, 1
}

,D2,∼2

〉

Las tablas de operaciones para este sistema son las siguientes:

0 1
2

1
∼ 1 1 0

→ 0 1
2

1
0 1 1 1
1
2

0 1 1
1 0 1 1

∨ 0 1
2

1
0 0 1 1
1
2

1 1 1
1 1 1 1

∧ 0 1
2

1
0 0 0 0
1
2

0 1 1
1 0 1 1

Semántica Bivaluada

En primer lugar necesitamos fórmulas que separen los valores en la matriz:

x = 0 si y solo si t(x) = 0

x =
1

2
si y solo si t(x) = 1, t(∼ x) = 1

x = 1 si y solo si t(x) = 1, t(∼ x) = 0

escribimos las instancias de los axiomas

(G1)2,2 ⊤ → b(α) = 1 | b(α) = 0

(G2)2,2 b(α) = 1, b(α) = 0 → ⊥

(G3)2,2 b(α) = 1 → E1(α) | E 1

2

(α)

(G4)2,2 b(α) = 0 → E0(α)

Al igual que antes, 3 y 4 son triviales.
La primera tabla entrega las siguientes ecuaciones enM2,1:

E0(α) → E1(∼ α)

E 1

2

(α) → E1(∼ α)

E1(α) → E0(∼ α)
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Lo que nos entrega los siguientes axiomas para la semántica gentzeniana, casi los mis-
mos que aquellos paraS2,1, dado que las fórmulas que usamos para separar valores son
identicas para ambos sistemas:

b(α) = 0 → b(¬α) = 1, b(¬¬α) = 0 (2.49)

b(α) = 1, b(¬α) = 1 → b(¬α) = 1, b(¬¬α) = 0 (2.50)

b(α) = 1, b(¬α) = 0 → b(¬α) = 0 (2.51)

Notamos, igual que antes, que 2.51 es trivial, así nos quedamos con las otras dos fórmulas:

b(α) = 0 → b(¬α) = 1, b(¬¬α) = 0

b(α) = 1, b(¬α) = 1 → b(¬¬α) = 0

Para la implicación tenemos las mismas ecuaciones que enS2,1, reducimos de igual modo
y obtenemos:

b(α) = 0→b(α→β) = 1, b(¬(α→β)) = 0

b(β) = 1→b(α→β) = 1, b(¬(α→β)) = 0

b(α) = 1, b(β) = 0→b(α→β) = 0

Las tablas para∨ y ∧ entregan los mismos axiomas que enS2,1, por ser iguales las
fórmulas que separan valores y los valores en la tabla.

Obtenemos así las siguientes expresiones:

b(α) = 0, b(β) = 0→b(α∨β) = 0

b(α) = 1→b(α∨β) = 1, b (¬(α∨β)) = 0

b(β) = 1→b(α∨β) = 1, b (¬(α∨β)) = 0

b(α) = 0→b(α∧β) = 0

b(β) = 0→b(α∧β) = 0

b(α) = 1, b(β) = 1→b(α∧β) = 1, , b (¬(α∧β)) = 0

Los axiomas que definen las bivaluaciones son:

⋄ G1

⋄ G2

⋄ G1
2,2 :

b(α) = 0→b(¬α) = 1, b(¬¬α) = 0,

b(α→β) = 1, b(¬(α→β)) = 0,

b(α∧β) = 0,

b(β∧α) = 0
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⋄ G2
2,2 : b(α) = 1, b(¬α) = 1 → b(¬¬α = 0)

⋄ G3
2,2 :

b(β) = 1→b(α→β) = 1, b(¬(α→β)) = 0,

b(α∨β) = 1, b (¬(α∨β)) = 0,

b(β∨β) = 1, b (¬(β∨α)) = 0

⋄ G4
2,2 : b(α) = 1, b(β) = 0 → b(α→β) = 0

⋄ G5
2,2 : b(α) = 0, b(β) = 0 → b(α∨β) = 0

⋄ G6
2,2 : b(α) = 1, b(β) = 1 → b(α∧β) = 1, b (¬(α∧β)) = 0

Sistema DeductivoS2,2

Este sistema es conocido como la lógicaP 1 de Sette [Set73]. Aparece en [Car+01]
bajo el nombreP 1

1 y en [FC03] bajo el nombreP 1. La única regla de inferencia es Modus
Ponens y los axiomas son:

A2,21 Los axiomas de SLPPL

A2,22 (¬α)◦

A2,23 β◦→ ((α→β)→ ((α→¬β)→¬α))

Demostraremos en primer lugar que se trata de axiomas correctos, es decir, que se
tiene�M2,2

A para los axiomas A2,22 y A2,23.

A2,22 Basta con notar que se tiene¬α ∈ {0, 1}.

A2,23 Idéntico a A2,13, notando que también se tiene para este sistema
[

1
2

]◦
= 0.

Como los axiomas de SLPPL son correctos, y lo es también la regla de inferencia MP;
tenemos que siΓ ⊢S2,2

ϕ, entoncesΓ �M2,2
ϕ

Lema 2.35.EnS2,2 se satisface:

1. β◦, β ⊢ ¬¬β

2. ¬β, β◦ ⊢ β→γ

3. β, γ◦,¬γ ⊢ ¬ (β→γ)

4. ¬ (α∧α) ⊢ ¬α

5. ⊢ α∨¬α
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6. β→α,¬β→α ⊢ α

Demostración.1. Sabemos por el Corolario 2.7 queβ ⊢ α→β y por el Corolario 2.6 que
⊢ α→α; además tenemos la siguiente expresión que se obtiene de reemplazarα por
¬β en el axioma A2,23:

⊢ β◦→ ((¬β→β)→ ((¬β→¬β)→¬¬β))

basta entonces con usar MP con las expresiones iniciales, reemplazandoα por ¬β y
obtenemos lo buscado.

2. Idéntico a 2.31,3

3. Idéntico a 2.31,4

4. Idéntico a 2.31,5, usando que los axiomas A2,23 y A2,13 son iguales.

5. Idéntico a 2.31,6, usando que los axiomas A2,23 y A2,13 son iguales.

6. Idéntico a 2.31,7, usando que los axiomas A2,23 y A2,13 son iguales. �

Lema 2.36. Seaα una fórmula cuyas variables proposicionales están en el conjunto
{p1 . . . pn}. Para una valuación (algebráica)v se define:

α′ =











α, si v(α) = 1

α, si v(α) = 1
2

¬α, si v(α) = 0

α =











α◦, si v(α) = 1

¬ (α◦) , si v(α) = 1
2

α◦, si v(α) = 0

Entoncesp1, . . . , pn, p′1, . . . , p
′
n ⊢S2,2

α′

Demostración.

⋄ Si α = p, se tieneα′ = p′, luego, comop′ ⊢ p′ se satisface el Lema

⋄ Si α = ¬β, entoncesα y β comparten las variables proposicionales; tendremos
entonces distintos casos dependiendo del valor de la valuación enβ; de los cuales
βv = 1 y βv = 0 son idénticos al Lema 2.32. Siβv = 1

2
, entoncesβ = p = p′, por

otro lado,v(α) = 0, luegoα′ = ¬¬β y basta para concluir usar el Lema 2.35,1

En el Lema 2.32 utilizamos que cuandov(β) = 0, teníamos
p1, . . . , pn, p

′
1, . . . , p

′
n ⊢S2,2

β◦, en aquel Lema utilizamos un resultado que en este
caso no tenemos (básicamente 2.31,1). Tenemos si embargo aquí otras herramientas. Si
β es compleja, tenemos⊢ β◦; si β = ¬kp, conk ≥ 1, tenemos del axioma A2,22 que
se cumple⊢ β◦; falta entonces solamente observar que siβ = p y v(β) = 0, entonces
p = p◦. Teniendo este resultado solo hace falta replicar los argumentos de 2.32 para
solucionar los casos en queα es compleja. �
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Los siguientes dos teoremas se demuestran de manera idéntica a los correspondientes
aS2,2, reemplazando en el argumento los lemas (que dicen exactamente lo mismo para sus
respectivos sistemas) 2.31,7 por 2.35,6.

Lema 2.37.Seaα unaM2,2-tautología; entonces se tiene⊢S2,2
α.

Teorema 2.38.Completud paraS2,2: SiΣ �M2,2
α; entonces se tieneΣ ⊢S2,2

α.

Al parecer la primera vez que se utiliza el método de Kalmár enel contexto de lógicas
paraconsistentes es en éste sistema, como aparece en [Set73].

2.3.1.5. Algunas observaciones

Las matrices de tres valores no solo son relevantes por ser casos sencillos de matrices
LPP reducidas, sino porque entre ellas se encuentran dos de las cuatro matrices que satis-
facenα↔ ∼∼ α8; además de tener todas la propiedad de ser maximales respecto a CPC,
en el sentido de que si al sistema deductivo asociado le agregamos un axiomaϕ, obtene-
mos como sistema deductivo CPC, dondeϕ es una tautología de la lógica proposicional
clásica que no es tautología para la lógica matricial correspondiente [LM06].

8las otras dos son la matriz de la lógica clásica y la matriz de cuatro valores que se estudiará en la
sección siguiente
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2.3.2. M4

La matriz que estudiaremos es a la vez paraconsistente y paracompleta, es de hecho, la
matriz más pequeña que tiene esta propiedad; y la única matriz reducida de 4 valores que
satisfaceα↔ ∼∼ α.

La matriz con la que trabajaremos es la siguiente:
M4 = 〈{0,⊤,⊥, 1} , {⊤, 1},∼〉, donde∼ es la identidad fuera de{0, 1}
Las tablas de operaciones para este sistema son:

0 ⊥ ⊤ 1
∼ 1 ⊥ ⊤ 0

→ 0 ⊥ ⊤ 1
0 1 1 1 1
⊥ 1 1 1 1
⊤ 0 0 1 1
1 0 0 1 1

∧ 0 ⊥ ⊤ 1
0 0 0 0 0
⊥ 0 0 0 0
⊤ 0 0 1 1
1 0 0 1 1

∨ 0 ⊥ ⊤ 1
0 0 0 1 1
⊥ 0 0 1 1
⊤ 1 1 1 1
1 1 1 1 1

Semántica Bivaluada

Primero necesitamos fórmulas que separen los valores en la matriz.

x = 0 si y solo sit(x) = 0, t(∼ x) = 1

x = ⊥ si y solo sit(x) = 0, t(∼ x) = 0

x = ⊤ si y solo sit(x) = 1, t(∼ x) = 1

x = 1 si y solo sit(x) = 1, t(∼ x) = 0

La primera tabla nos entrega las siguientes ecuaciones enM4:

E0(α)→E1(∼ α)

E⊥(α)→E⊥(∼ α)

E⊤(α)→E⊤(∼ α)

E1(α)→E0(∼ α)

Lo que nos entrega los siguientes axiomas para la semántica gentzeniana:

b(α) = 0, b(¬α) = 1→b(¬α) = 1, b(¬¬α) = 0

b(α) = 0, b(¬α) = 0→b(¬α) = 0, b(¬¬α) = 0

b(α) = 1, b(¬α) = 1→b(¬α) = 1, b(¬¬α) = 1

b(α) = 1, b(¬α) = 0→b(¬α) = 0, b(¬¬α) = 1
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En todos los casos podemos reducir, obteniendo

b(α) = 0, b(¬α) = 1→b(¬¬α) = 0 (2.52)

b(α) = 0, b(¬α) = 0→b(¬¬α) = 0 (2.53)

b(α) = 1, b(¬α) = 1→b(¬¬α) = 1 (2.54)

b(α) = 1, b(¬α) = 0→b(¬¬α) = 1 (2.55)

Escribiremos las instancias de G3 y G4 para esta matriz.

(G1)4 ⊤→b(α) = 1 | b(α) = 0

(G2)4 b(α) = 1, b(α) = 0→⊥

(G3)4 b(α) = 1→E1(α) | E⊤(α)

(G4)4 b(α) = 0→E0(α) | E⊥(α)

Es evidente de las expresiones (2.52)-(2.55) queG34 y G44 se deducen deG14. Además
podemos reducir, usandoG14 estas expresiones a

b(α) = 0→b(¬¬α) = 0 (2.56)

b(α) = 1→b(¬¬α) = 1 (2.57)

Estas dos expresiones son consecuencia de la propiedad de∼∼ α = α.
Para la→,∨ y ∧ reducimos como antes obteniendo las siguientes expresiones:

b(α) = 0 → E1(α→β)

b(α) = 1, b(β) = 0 → E0(α→β)

b(β) = 1 → E1(α→β)

b(α) = 1 → E1(α∨β)

b(β) = 1 → E1(α∨β)

b(α) = 0, b(β) = 0 → E0(α∨β)

b(α) = 0 → E0(α∧β)

b(β) = 0 → E0(α∧β)

b(α) = 1, b(β) = 1 → E1(α∧β)

Traducimos entonces estas expresiones a bivaluaciones:

b(α) = 0 → b(α→β) = 1, b(¬ (α→β)) = 0

b(β) = 1 → b(α→β) = 1, b(¬ (α→β)) = 0

b(α) = 1, b(β) = 0 → b(α→β) = 0, b (¬(α→β)) = 1
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b(α) = 0, b(β) = 0→b(α∨β) = 0, b (¬(α∨β)) = 1

b(α) = 1→b(α∨β) = 1, b (¬(α∨β)) = 0

b(β) = 1→b(α∨β) = 1, b (¬(α∨β)) = 0

b(α) = 0→b(α∧β) = 0, b (¬(α∧β)) = 1

b(β) = 0→b(α∧β) = 0, b (¬(α∧β)) = 1

b(α) = 1, b(β) = 1→b(α∧β) = 1, b (¬(α∧β)) = 0

Los axiomas que definen las bivaluaciones son:

⋄ G1

⋄ G2

⋄ G1
4 :

b(α) = 0→b(¬¬α) = 0,

b(α∧β) = 0, b (¬(α∧β)) = 1,

b(β∧α) = 0, b (¬(β∧α)) = 1,

b(α→β) = 1, b(¬ (α→β)) = 0

⋄ G2
4 :

b(α) = 1→b(¬¬α) = 1,

b(α∨β) = 1, b (¬(α∨β)) = 0,

b(β∨α) = 1, b (¬(β∨α)) = 0,

b(β→α) = 1, b(¬ (β→α)) = 0

⋄ G3
4 : b(α) = 1, b(β) = 1 → b(α∧β) = 1, b(¬(α∧β)) = 0

⋄ G4
4 : b(α) = 0, b(β) = 0 → b(α∨β) = 0, b(¬(α∧β)) = 1

⋄ G5
4 : b(α) = 1, b(β) = 0→b(α→β) = 0, b(¬(α→β)) = 1

Sistema DeductivoS4

La siguiente axiomatización aparece en [LM06] bajo el nombreS4; la única regla de
inferencia es Modus Ponens y los axiomas son:

A1,31 Los axiomas de SLPPL

A1,32 α↔¬¬α

A1,33 (α•∧β◦)→ ((α→β)→ ((α→¬β)→¬α))



CAPÍTULO 2. LÓGICAS MATRICIALES 61

Demostraremos en primer lugar que se trata de axiomas correctos, es decir, que se
tiene�M4

A para los axiomas A42 y A43.

A42 Verificación inmediata.

A43 Para que se tengav ((α•∧β◦)→ ((α→β)→ ((α→¬β)→¬α))) = 0 se debe tener

v (α•∧β◦) = 1

v (α→β) = 1

v (α→¬β) = 1

v (¬α) /∈ {1,⊤}

De la primera expresión deducimos quev(α) 6= ⊥ y quev(β) 6= ⊤; de la segunda
y la tercera, junto con lo ya dicho, quev(β) = 1 o v(α) = 0 y quev(α) = 0 o
v(β) = 0; asív(α) = 0 y por tantov(¬α = 1), lo que nos lleva a una contradicción;
luego para toda valuación se tienev (A43) = 1

Como los axiomas de SLPPL son correctos, y lo es también la regla de inferencia MP;
tenemos que siΓ ⊢S4

ϕ, entoncesΓ �M4
ϕ.

Lema 2.39.EnS4 se satisface:

1. ⊢ β◦↔
(

¬kβ
)◦

2. ⊢ β•↔
(

¬kβ
)•

3. ¬β◦ ⊢ β↔¬β

4. ¬β• ⊢ ¬(¬β∧¬β

5. β◦,¬β ⊢ β→γ

6. β∧¬β ⊢ ¬kβ

7. γ◦, β,¬γ ⊢ ¬(β→γ)

Demostración.

1. Casi idéntico a 2.23,1, usando que A42 es igual a A1,12.

2. Idéntico a 2.23,1, usando que A42 es igual a A1,12.

3. Sabemos de SLPPL que siα es compleja,¬¬α ⊢ α; luego¬β◦ ⊢ β∧¬β. Por otro
lado, por los axiomas de SLPPL tenemos queβ∧¬β ⊢ β y β∧¬β ⊢ ¬β; usando
ambos resultados y el Lema 2.7 obtenemos que

¬¬ (β∧¬β) ⊢ β↔¬β
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4. Sabemos de SLPPL que¬(γ∨α) ⊢ ¬(α∧α); usamos este resultado reemplazandoγ
porβ y α por¬β para obtener lo buscado.

5. Idéntico a 2.31,3

6. Sik es par, digamosk = 2t sabemos queβ↔¬2tβ por A42, ademásβ∧¬β ⊢ β; luego
β∧¬β ⊢ ¬kβ. Si k es impar, digamosk = 2t + 1 sabemos que(¬β) = ¬2t (¬β) por
A42; por otro ladoβ∧¬β ⊢ ¬β; luegoβ∧¬β ⊢ ¬kβ

7. Por Lema de Contraposición se tiene que demostrar 2.39,7 esequivalente a demostrar

β,¬γ, β→γ ⊢ γ∧¬γ

Basta entonces con usar MP y Corolario 2.9. �

A continuación demostraremos que el sistema es completo utilizando por última vez
el método de Kalmar.

Lema 2.40. Seaα una fórmula cuyas variables proposicionales están en el conjunto
{p1 . . . pn}. Para una valuación (algebráica)v se define:

α′ =



















α, si v(α) = 1

α, si v(α) = ⊤

¬(α∧α), si v(α) = ⊥

¬α, si v(α) = 0

α =



















α◦∧α•, si v(α) = 1

¬ (α◦)∧α•, si v(α) = ⊤

α◦∧¬ (α•) , si v(α) = ⊥

α◦∧α•, si v(α) = 0

Entonces

⋄ p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S4

α

⋄ p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S4

α′

Demostración.Demostraremos primero algunas pequeñas proposiciones quenos serán
útiles luego.

Proposición 1. Siv(β) = 0 (o v(β) = 1), entoncesp1, . . . , pn ⊢S4
β◦

Demostración.Si β es compleja, se tiene inmediatamente⊢ β◦. Si β es de la forma¬kp,
entonces sabemos quev(p) = 1 si k es impar ov(p) = 0 si k es par. En cualquiera de los
dos casos tenemosp = p◦∧p•; luego,p ⊢ p◦. Por el Lema 2.39,1 se tiene quep◦ ⊢ β◦. (El
casov(β) = 1 se trata de manera idéntica) �

Proposición 2. Si v(β) = ⊤ (v(β) = ⊥), entoncesp1, . . . , pn ⊢S4
¬β◦ (p1, . . . , pn ⊢S4

β◦)

Demostración.β es de la forma¬kp, con v(p) = ⊤, por tantop = ¬p◦∧p•; luego,
p ⊢ ¬p◦. Por el Lema 2.39,1 se tiene que¬p◦ ⊢ ¬β◦. (El casov(β) = ⊥ se trata de
manera idéntica) �
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Del mismo modo en que demostramos estas proposiciones (cambiando en el argumen-
to el Lema 2.39,1 por el Lema 2.39,2) podemos demostrar:

Proposición 3. Siv(β) = 0 (o v(β) = 1), entoncesp1, . . . , pn ⊢S4
β•

Proposición 4. Si v(β) = ⊥ (v(β) = ⊤), entoncesp1, . . . , pn ⊢S4
¬β• (p1, . . . , pn ⊢S4

β•)

Usando estas cuatro proposiciones demostramos

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S4

α

Demostraremos la segunda parte del Lema por inducción sobreel tamaño de la fórmu-
la.

⋄ Si α = p, se tieneα′ = p′ y α = p, luego, comop′ ⊢S4
p′ y p ⊢S4

p se satisface el
Lema

⋄ Si α = ¬β, entoncesα y β comparten las variables proposicionales; revisamos los
distintos casos posibles:

• Si βv = 1, entoncesαv = 0, por tantoβ′ = β y α′ = ¬α = ¬¬β. Luego por
hipótesis de inducción se tiene

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢ β

y por axioma A42 se tiene

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S1,1

α′

• Si βv = 0, entoncesαv = 1, por tantoβ′ = ¬β = α = α′. Por hipótesis de
inducción se tiene lo buscado

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢S1,1

α′

• Si βv = ⊤, entoncesαv = ⊤, además se tiene queβ = ¬kp y v(p) = ⊤.
Luegoβ′ = β = ¬kp y α′ = α = ¬k+1p. Ademásp ⊢ ¬ (p•); y por Lema
2.39,1,p ⊢ ¬

(

¬kp•
)

. Concluimos entonces quep ⊢ ¬¬
(

¬kp∧¬k+1p
)

, y por
tantop ⊢ ¬k+1p.

• Si βv = ⊥, entoncesαv = ⊥, además se tiene queβ = ¬kp y v(p) = ⊥.
Luegoβ′ = ¬(β∧β) y α′ = ¬(α∧α). Ademásp ⊢ ¬ (p◦); y por Lema2.39,2,
p ⊢ ¬

(

¬kp◦
)

. Concluimos entonces quep ⊢ ¬
(

¬kp∨¬k+1p
)

, y por tanto
p ⊢ ¬(¬k+1p∧¬k+1p).

⋄ Si α = β→γ las variables proposicionales deα es la unión de las variables deβ y
deγ.
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• Si βv = 0 se tieneαv = 1, y por tantoα′ = α = β→γ y β′ = ¬β por la
proposición 1 y la hipótesis de inducción tenemos:

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢ β◦

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢ ¬β

Luego usando 5 obtenemos lo buscado.

• Si βv = ⊥, entoncesαv = 1, β′ = ¬(β∧β) y α′ = α = β→γ; usando
directamente la hipótesis de inducción, concluimos usando¬(β∧β) ⊢ β→γ,
resultado conocido de SLPPL.

• Si γv ∈ {⊤, 1}, entoncesαv = 1, γ′ = γ y α′ = α, luego basta con usar la
hipótesis de inducción y Coro. 2.7 para obtener lo buscado

• Si βv ∈ {⊤, 1} y γv = 0 se tieneαv = 0, por lo cualα′ = ¬α = ¬(β→γ),
β′ = β y γ′ = ¬γ. Por la proposición 1 y la hipótesis de inducción tenemos:

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢ γ◦

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢ ¬γ

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢ β

Luego por Lema 2.39,7 se tiene lo buscado.

• Si βv ∈ {⊤, 1} y γv = ⊥ se tieneαv = 0, y por tantoα′ = ¬α = ¬(β→γ),
β′ = β y γ′ = ¬(γ∧γ); basta entonces con usar la hipótesis de inducción y
observar que de SLPPL se tieneβ,¬(γ∧γ) ⊢ ¬(β→γ).

⋄ Siα = β∧γ, entonces las variables proposicionales deα es la unión de las variables
deβ y γ.

• Si βv = 0, entoncesαv = 0 y se tieneβ′ = ¬β y α′ = ¬α = ¬ (β ∧ γ).
Tenemos además por la Proposición 1

p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p

′
n ⊢ β◦

Luego por Lema 2.39,5 se tienep1, . . . , pn, p′1, . . . , p
′
n ⊢ ¬(β→β); y sabemos

de SLPPL que¬(β→β) ⊢ ¬(β∧γ)

• Si γv = 0, se trata de manera idéntica al caso anterior, usando que en SLPPL
se satisface¬(γ→γ) ⊢ ¬(β∧γ).

• Si βv = ⊥ o γv = ⊥, se tiene respectivamenteβ′ = ¬(β∧β), γ′ = ¬(γ∧γ).
En cualquiera de los dos casos se tieneαv = 0 y α′ = ¬α = ¬ (β ∧ γ). Bastará
entonces con usar la hipótesis de inducción y que se tiene¬(β∧β) ⊢ ¬(β∧γ)
y ¬(γ∧γ) ⊢ ¬(β∧γ), ambos resultados conocidos de SLPPL.

• Si βv ∈ {⊤, 1} y γv ∈ {⊤, 1}, entonces se tieneβ′ = β, γ′ = γ y α′ = α.
basta entonces con usar la hipótesis de inducción y el Coroloario 2.9.
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⋄ Siα = β∨γ, entonces las variables proposicionales deα es la unión de las variables
deβ y γ.

• Si βv ∈ {⊤, 1} o γv ∈ {⊤, 1}, entonces se tiene respectivamenteβ′ = β o
γ′ = γ; en ambos casosα′ = α. Basta con usar la hipótesis de inducción y el
axioma de SLPPL A6 o A7 respectivamente.

• Si βv = 0 y γv ∈ {⊥, 0} tenemosαv = 0, β′ = ¬β y α′ = ¬α. Por la proposi-
ción 1, hipótesis de inducción y Lema 2.39,5 tenemosp1, . . . , pn, p

′
1, . . . , p

′
n ⊢

¬β→β. Si γv = ⊥ se tieneγ′ = ¬(γ∧γ) y si γv = 0 se tiene por las mis-
mas razones que paraβ p1, . . . , pn, p′1, . . . , p

′
n ⊢ ¬γ→γ. Usamos para concluir

(respectivamente) los resultados de SLPPL:

¬(β→β),¬(γ∧γ) ⊢ ¬(β∨γ)

¬(β→β),¬(γ→γ) ⊢ ¬(β∨γ)

• Si γv = 0 y βv ∈ {⊥, 0} es casi identico al anterior.

• Si γv = ⊥ y βv = ⊥ se tieneβ′ = ¬(β∧β), γ′ = ¬(γ∧γ) y α′ = ¬α.
Basta con usar la hipótesis de inducción y el hecho conocido deSLPPL:
¬(β∧β),¬(γ∧γ) ⊢ ¬(β∨γ). �

Lema 2.41.Seaα unaM4-tautología; entonces se tiene⊢S4
α.

Demostración.Al igual que en las versiones del lema para matrices de tres valores, al ser
α una tautología, para cualquier valuación (algebráica)v se tienev(α) = 1, lo que implica
que sin depender de la valuación escogida para la definición,α′ = α. Seanp1, . . . , pn
las variables proposicionales que aparecen enα. Supongamos que para algúnm ≤ n se
tiene que toda valuaciónp1, . . . , pm, p′1, . . . , p

′
m ⊢S1,3

α, dondeβ y β′ se definen por la
valuación. Escogemos cuatro valuacionesv1, v2, v3, v4 que coinciden en〈p1, . . . , pm−1〉 y
tales quev1(pm) = 1, v2(pm) = ⊤, v3(pm) = ⊥ y v4(pm) = 0 . Usando la hipótesis se
tiene que:

Σ, p•m, p
◦
m, pm ⊢ α (2.58)

Σ, p•m,¬p
◦
m, pm ⊢ α (2.59)

Σ,¬p•m, p
◦
m,¬(pm∧pm) ⊢ α (2.60)

Σ, p•m, p
◦
m,¬(pm) ⊢ α (2.61)

Donde, como antes,Σ =
〈

p1, . . . , pm−1, p
′
1, . . . , p

′
m−1

〉

, definido por cualquiera de las va-
luaciones. Lo primero que haremos es hacer las reducciones triviales dadas por resultados
de SLPPL y aplicamos el Teorema de deducción:

Σ, p◦m ⊢ pm→α (2.62)

Σ ⊢ ¬p◦m→α (2.63)

Σ, p◦m ⊢ ¬p•m→α (2.64)

Σ, p◦m ⊢ ¬(pm)→α (2.65)
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De (2.62) y (2.65) obtenemos (usando el axioma A8 de SLPPL y MP):

Σ, p•m, p
◦
m ⊢ α

usando deducción obtenemos
Σ, p◦m ⊢ p•m→α (2.66)

De (2.64) y (2.66) obtenemos (nuevamente usando el axioma A8de SLPPL y MP):

Σ, p◦m, (p
•
m)

• ⊢ α

Pero comop•m es compleja, podemos eliminar(p•m)
• y obtener:

Σ, p◦m ⊢ α (2.67)

Finalmente, procediendo de manera similar al paso anterior, de 2.63 y 2.67 obtenemos

Σ ⊢ α (2.68)

Nuevamente los valores sobre〈p1, . . . , pm−1〉 de las valuaciones son arbitrarios (aun-
que comunes av1, v2, v3 y v4), luego sin importar la valuación usada para la definición
de β y β′ se satisface (2.68). Aplicando el Lema 2.40 se tiene el caso base den = m,
luego usando lo demostrado podemos eliminar de la hipótesisuna a una lasn variables
proposicionales que aparecen enα; llegando a⊢ α. �

Teorema 2.42.Completud paraS4: Si para todaM4-tautología se tiene⊢S4
α; entonces

si Σ �M4
α entoncesΣ ⊢S4

α. La demostración es idéntica a la del Teorema 2.26



CAPÍTULO 3
Lógicas matriciales de primer orden

Utilizaremos en este capítulo lenguajes de primer orden determinado por los siguientes
elementos:

⋄ Conectivos proposicionales∨, ∧, → y ¬; los tres primeros binarios y el último
unario.

⋄ Variables (una para cada entero positivon): v1, v2, . . .

⋄ Símbolo de igualdad:≈, que podrá estar o no presente.

⋄ Parámetros

• Símbolos de cuantificación:∀, ∃.

• Símbolos de predicado, o de relación: Para cada entero positivo n un conjunto
numerable (posiblemente vacío) de símbolos llamados símbolos de predicado
n-arios.

• Símbolos de función: Para cada entero positivon un conjunto numerable (po-
siblemente vacío) de símbolos llamados símbolos de funciónn-arios.

• Símbolos de constante: un conjunto numerable (posiblemente vacío) de sím-
bolos.

Llamaremos a este tipo de lenguajes de primer ordenLenguaje FOLPP. Llamaremos
el conjunto de losliteralesdeFm al conjuntoLit de todas las fórmulas de la forma¬kϕ,
dondeϕ es de la formaRi(τ1, . . . , τn). Las fórmulas que contienen un conectivo binario o
un cuantificador serán llamadas complejas, si el lenguaje contiene el símbolo de igualdad,
entonces las fórmulas de la formaτ ≈ σ también serán llamadas complejas.

67
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3.1. Satisfacción

Tendremos para este lenguaje una noción de satisfacción similar a la de la Lógica de
Primer Orden clásica, bajo esta satisfacción tendremos quelas fórmulas complejas (en
particular aquellas de la formaτ ≈ σ) se comportan de forma clásica.

Definición. SeaL1 un lenguaje FOLPP tal que su conjunto de símbolos de predica-
do es{Ri, i ∈ I} de aridad̺(Ri), su conjunto de símbolos de función es{fj, j ∈ J}
de aridad̺(fi) y su conjunto de símbolos de constante es{ck, k ∈ K}; y seaM =
〈M,D,∼〉 una matriz LPP. UnM-modelo para el lenguajeL1 es una estructuraA =
〈

A, R̂i, f̂j, ĉk

〉

i∈I,j∈J,k∈K
donde:

⋄ para cadai ∈ I, R̂i : A
̺(Ri) −→M función.

⋄ para cadaj ∈ J , f̂i : A̺(fi) −→ A función.

⋄ para cadak ∈ K, ĉi ∈ A.

Definición. Llamaremos asignación a una funcións : V ar −→ A. Podemos extender de
manera natural esta asignación a todos los términos deL1 de forma recursiva (llamaremos
a esta función igualmentes):

⋄ s(ck) = ĉk, para todok ∈ K

⋄ s (fj(τ1, . . . , τn)) = f̂j (s(τ1), . . . , s(τn))

Definición. Diremos que unM-modeloA satisface una fórmulaϕ para una asignacións
(notaciónA |=M ϕ [s], A � ϕ [s] o �A ϕ [s]) si ocurre alguna de las situaciones siguientes
(dependiendo de la forma deϕ):

⋄ A � Ri(τ1, . . . , τn) [s] si y solo siR̂i (s(τ1), . . . , s(τn)) ∈ D

⋄ A � τ1 ≈ τ2 [s] si y solo sis(τ1) = s(τ2)

⋄ A � ψ∧ω [s] si y solo siA � ψ [s] y A � ω [s]

⋄ A � ψ∨ω [s] si y solo siA � ψ [s] y/o A � ω [s]

⋄ A � ψ→ω [s] si y solo siA 2 ψ [s] y/o A � ω [s]

⋄ A � ∀xψ(x) [s] si y solo si para todoa ∈ A, A � ψ [s(x|a)]

⋄ A � ∃xψ(x) [s] si y solo si para algúna ∈ A, A � ψ [s(x|a)]

⋄ A � ¬kRi(τ1, . . . , τn) [s] si y solo si∼k R̂i (s(τ1), . . . , s(τn)) ∈ D

⋄ Paraφ una fórmula no literalA � ¬φ [s] si y solo siA 2 ϕ [s]

Dondes(x|a) =

{

s(y) si y 6= x

a si y = x
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Observamos que la igualdad se trata de manera clásica, y que sobre fórmulas no li-
terales el comportamiento de la negación también es clásico. Vale la pena detenerse para
hacer algunas observaciones:

A � ¬∀xR(x) [s] si y solo siA 2 ∀xR(x) [s]

si y solo si para algúna ∈ A, A 2 R(x) [s(x|a)]

si y solo si para algúna ∈ A, R̂(a) /∈ D

A � ∃x¬R(x) [s] si y solo si para algúna ∈ A, A 2 ¬R(x) [s(x|a)]

si y solo si para algúna ∈ A, ¬R̂(a) ∈ D

Así, cuandoϕ es literal, no se tiene equivalencia entre¬∀xϕ(x) y ∃x¬ϕ(x); equivalencia
que si se da evidentemente cuandoϕ no es literal.

Teorema 3.1.SeaM una matriz LPP,A unM modelo,α una fórmula del lenguaje. Si
s1 y s2 son dos asignaciones sobreA que coinciden en todas las variables libres deϕ (si
es que las hay); entonces

A |=M α [s1] si y solo siA |=M α [s2]

Demostración.Seans1 y s2 dos asignaciones sobreA que coinciden en todas las variables
libres deα. Demostraremos el teorema por inducción:

⋄ Si α es¬kRi(τ1 · · · τn), entonces todas las variables que ocurren enα lo hacen de
manera libre; luegos1 y s2 coinciden en todas las variables que aparecen enα, y por
tanto, en las que aparecen en cada uno de los términosτj. Entonces (haciendo una
sencilla inducción) sabemos ques1(τj) = s2(τj) para cadaj. Luego

A |=M ¬kRi(τ1, . . . , τn) [s1] si y solo siA |=M ¬kRi(τ1, . . . , τn) [s2]

⋄ Si α esτ1 ≈ τ2, es similar al caso anterior.

⋄ Si α esϕ∨ψ; ϕ∧ψ o ϕ→ψ; es inmediato de la hipótesis de inducción, observando
que siy aparece libre enϕ o ψ, lo hace enα.

⋄ Si α es∀xϕ o ∃xϕ, entonces las variables libres deα son las variables libres enϕ
exceptuandox. Por tanto para cualquiera ∈ A, se tiene ques1(x|a) y s2(x|a) coin-
ciden en todas las variables libres enϕ; luego por hipótesis de inducción tenemos
que para todoa ∈ A:

A |=M ϕ [s1(x|a)] si y solo siA |=M ϕ [s2(x|a)]

Así, considerando la definición de satisfacción, obetenemos lo buscado.

⋄ Si α es¬ϕ, conϕ no literal, es inmediato de la definición de satisfacción y dela
hipótesis de inducción. �
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Corolario 3.2. Si σ es una oración, entonces ocurre exactamente uno de los dos casos
siguientes:

(a) Para toda asignaciónA satisfaceσ

(b) Para toda asignaciónA no satisfaceσ

Definición. Diremos que elM-modeloA satisface el conjunto de fórmulasΣ para una
asignacións si todas las fórmulas enΣ son satisfechas enA para la asignacións. Del
mismo modo diremos en términos generales que elM-modeloA satisface el conjunto de
fórmulasΣ si satisface tal conjunto para toda asignacións

Definición. SeaΓ⊆Fm; diremos queσ esM-consecuencia lógica deΓ (notación:Γ �M

σ) si para cualquierM-modeloA y cualquier asignacións tal queA satisfaceΓ para
s, se tiene queA satisfaceσ para la misma asignacións. Como en la sección anterior
denotaremosγ �M σ en vez de{γ} �M σ y �M σ en vez de∅ �M σ

Definición.SeaΓ⊆Fm, M una clase de matrices LPP; diremos queσ esM-consecuencia
tautológica deΓ (notación:Γ �M σ) si para cualquier matrizM enM y cualquierM-
modeloA , se tiene que siA satisfaceΓ, entoncesA satisfaceσ. Usaremos las mismas
convenciones que las nombradas en la definición anterior.

Teniendo esta notación:

Proposición 5. Son equivalentes las fórmulas:

⋄ ∀xϕ y ∀x(ϕ∧ϕ)

⋄ ∃xϕ y ∃x(ϕ∧ϕ)

⋄ ¬∀xϕ, ¬∀x(ϕ∧ϕ) y ∃x¬(ϕ∨ϕ)

⋄ ¬∃xϕ, ¬∃x(ϕ∧ϕ) y ∀x¬(ϕ∨ϕ)

Proposición 6. No son equivalentes las fórmulas:

⋄ ∀x¬ϕ y¬∃xϕ

⋄ ∃x¬ϕ y¬∀xϕ

Proposición 7. Se satisfacen las siguientes relaciones:

⋄ ∀xϕ �LPP ∃xϕ

⋄ ¬∃xϕ �LPP ¬∀xϕ

DondeLPP es la clase de todas las matrices LPP.

Definición. Diremos que la fórmulaϕ esM-válida si se tiene∅ |=M ϕ (como antes deno-
tamos simplemente|=M ϕ).
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Lema 3.3. Toda generalización universal de una fórmula válida es válida. Es decir, si
|=M ϕ, entonces|=M ∀xϕ

Demostración.Seaϕ una fórmula bien formada del lenguaje tal que|=M ϕ. Entonces
sabemos que para cualquier estructuraA (es decir, para cualquier matrizM ∈ M ; A
cualquierM-modelo), y cualquier asignación en esta estructuras : V ar → |A| se tiene
A �M ϕ.

Observamos ques(x|a) es una asignación yϕ es válida, luego para cadaa ∈ A sabe-
mos queA � ϕ [s(x|a)]. Basta entonces con notar que por definiciónA � ∀xϕ [s] ssi para
todoa enA, A � ϕ [s(x|a)] �

Definición. Llamaremos fórmulas primas a todas las fórmulas literales ya aquellas de
la forma∀xα o ∃xα (si tenemos símbolo de igualdad, entonces también serán primas
las fórmulas de la formaτ1 ≈ τ2); llamaremos no primas a las otras fórmulas, es decir
aquellas que sean de la formaα→β, α∨β, α∨β o¬kα conα no literal

SeaA una estructura; consideremos una asignacións : V → |A|; definimos una
valuaciónv en el conjunto de las fórmulas primas por:

⋄ Si ϕ ∈ Lit: v(¬kRi(τ1 · · · τn)) = ∼
kRA

i (s(τ1), · · · , s(τn)))

⋄ Si ϕ es compleja:v(α) = 1 si A � α[s]; v(α) = 0 si A 2 α[s]

Lema 3.4. Consideremos la valuaciónv definida anteriormente y seav su expansión
al resto de las fórmulas (de la forma natural, respetando lasoperaciones asociadas a los
conectivos proposicionales), y seaα una fórmula cualquiera del lenguaje de primer orden
para LPP. Entoncesv(α) ∈ D iff �A α[s].

Demostración.Procedemos por inducción sobre las fórmulas. Tenemos de base las fór-
mulas primas.

⋄ Si α es¬kRi(τ1 · · · τn) es inmediato de la definición.

⋄ Si α es¬k(τ1 ≈ τ2); usamos las propiedades de∼ y que siempre ocurre que1 ∈ D
y 0 /∈ D

⋄ Si α esϕ∨ψ; se tiene�A α[s] si y solo si�A ϕ[s] y/o �A ψ[s]; lo que por hipótesis
de inducción es equivalente av(ϕ) ∈ D y/o v(ψ) ∈ D; que debido a la definición
de las operaciones enM es equivalente av(ϕ∨ψ) = 1.

⋄ Si α esϕ∧ψ es idéntico al anterior.

⋄ Si α esϕ→ψ; se tiene�A α[s] si y solo si2A ϕ[s] y/o �A ϕ[s]; lo que por hipó-
tesis de inducción es equivalente av(ϕ) /∈ D y/o v(ψ) ∈ D; que de acuerdo a las
operaciones enM es equivalente av(ϕ→ ψ) = 1.
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⋄ Si α es¬ϕ, conϕ no literal, sabemos que�A α[s] si y solo si2A ϕ[s]. Luego
�A α[s] si y solo siv(ϕ) = 1, lo que ocurre si y solo siv(¬ϕ) = 0; y como se trata
de matrices LPP tenemos que0 /∈ D. �

El lema anterior tiene interés por si mismo, dado que presenta de manera clara la
relación entre la semántica proposicional (matricial) y lasemántica de primer orden. Este
lema y los dos siguientes serán útiles para demostrar la corrección de la axiomática que
presentaremos para la Lógica de Primer Orden LPP, éstos últimos dos son lemas técnicos.

Lema 3.5. SeaA una estructura paraL y seas una asignación. Para un términou, sea
uxt el resultado de reemplazar la variablex enu por el términot. Entonces

s (uxt ) = s (x|s(t)) (u)

Observación.Este lema permite observar que se puede substituir en los términos o en la
asignación, vemos esto en el siguiente diagrama conmutativo:

términos términos

|A|

.................................................................................................................................................................................................

.....
..
..
..
.

susitución
.................................................................................................................................................................................................

.....
..
..
..
.

dex por t.......................................................................................................................................................
..
..
.......

..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

s (x|s(t))

........................................................................................................................................................
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

..
..
.......

s

Demostración.Procedemos por inducción en el términou. Si u es una constante o una
variable distinta dex, entoncesuxt = u, ademáss (x|s(t)) (u) = s(u). Si u = x, entonces
uxt = t, y lo que queremos demostrar se reduce as(t) = s(t). Siu esf(τ1, . . . , τn), donde
para todoi ∈ {1, n} se tienes (x|s(t)) (τi) = s(τi); tenemos entonces que:

s (f(τ1, . . . , τn)
x
t ) = s (f(((τ1)

x
t ) , . . . , ((τn)

x
t ))

= f (s ((τ1)
x
t ) , . . . , s ((τn)

x
t ))

= f (s (x|s(t)) (τ1), . . . , s (x|s(t)) (τn))

= s (x|s(t)) (f(τ1, . . . , τn))

Usamos la hip. de inducción para pasar de la segunda la tercera línea, el resto es por
definición. �

Definición. Seaα una fírmula,x una variable yt un término. Definiremosαx
t como el

resultado de reemplazar las apariciones de la variablex enα por el términot, cuandox
aparece libre. La definción formal es la siguiente:

⋄ Siα es atómica;αx
t es el resultado de reemplazar todas las apariciones de la variable

x enα por el términot.1

1Evidentemente se puede definir por recursion formalmente enlos términos, sin hacer referencia al
reemplazo, pero es un tecnicismo innecesario para los propósitos de este documento; lo único relevante de
aquella definición recursiva será que podemos asegurar queαx

t es una fórmula del lenguaje
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⋄ (¬α)xt = (¬αx
t )

⋄ (α⊗ β)xt = (αx
t ⊗ βx

t ), para⊗ un conectivo binario.

⋄ (∀yα)xt =

{

∀yα , six = y

∀y (αx
t ) , six 6= y

⋄ (∃yα)xt =

{

∃yα , six = y

∃y (αx
t ) , six 6= y

Definición. Seax una variable, y seat un término. Definimos la frase “x es substituible
por t enα”2 de la forma siguiente:

i Paraα atómica, siemprex es substituible port

ii x es substituible port en(¬α) si y solo si es substituible enα.

iii x es substituible port en(α⊗β) si y solo si es substituible enα y enβ, para cuala-
quier⊗ conectivo binario.

iv x es substituible port en∀yα o en∃yα si y solo si ocurre alguna (o ambas) de las
dos siguientes situaciones:

a) x no aparece libre en∀yα o en∃yα

b) y no aparece ent y x es substituible port enα

Lema 3.6. SeaA unM-modelo,s una asignación. Si la variablex es substituíble por el
términot en la fórmulaϕ, entonces

A � ϕx
t [s] si y solo siA � ϕ [s(x|s(t))]

Demostración.Usaremos inducción, viendo los casos de acuerdo a la definición anterior.

⋄ Si ϕ es atómica:

• Si ϕ esτ ≈ κ, entonces

A � ϕx
t [s] si y solo sis (τxt ) = s (κxt )

si y solo sis(x|s(t)) (τ) = s(x|s(t)) (κ) , por Lema 3.5

si y solo siA � τ ≈ κ [s(x|s(t))]

2En inglés se usa usualmente la expresión “t is subtituitable forx in α”, en el sentido de quet puede ser
un substituto parax
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• Si ϕ esR(τ1, . . . , τn), entonces

A � ϕx
t [s] si y solo siA � R (τ1, . . . , τn)

x

t [s]

si y solo siA � R ((τ1)
x
t , . . . , (τn)

x
t ) [s]

si y solo siR (s ((τ1)
x
t ) , . . . , s ((τn)

x
t )) ∈ D

si y solo siR (s(x|s(t)) (τ1) , . . . , s(x|s(t)) (τn)) ∈ D, por Lema 3.5

si y solo siA � R (τ1, . . . , τn) [s(x|s(t))]

⋄ Si ϕ es¬α conα no literal (el caso literal es idéntico al anterior), es inmediato de
la definición y de inducción.

⋄ Siϕ esα⊗β con⊗ conectivo binario, es inmediato de la definición y de inducción.

⋄ Siϕ es∀yα (el caso∃yα es casi idéntico) hay dos razones por las que puede ocurrir
quex sea substituíble port:

• x no aparece libre enϕ: en tal caso tenemos por un ladoϕx
t = ϕ y por otro lado

ques y s(x|s(t)) coinciden en las variables libres deϕ, luego por el Teorema
3.1 se tiene lo buscado.

• x aparece libre enϕ: en tal caso sabemos quex 6= y, y no aparece ent y que
x es substituible port enα. En primer lugar observamos queϕx

t = (∀yα)xt =
∀yαx

t ; por otro lado, comoy no aparece ent, se tiene que para todoa ∈ A:

s(t) = s(y|a)(t) (3.1)

Entonces:

A � ϕx
t [s] si y solo si para todoa ∈ A se tieneA � αx

t [s(y|a)]

si y solo si para todoa ∈ A se tieneA � α [s(y|a) (x|s(y|a)(t))] , por hip. de ind.

si y solo si para todoa ∈ A se tieneA � α [s(y|a) (x|s(t))] , por (3.1)

si y solo si para todoa ∈ A se tieneA � α [s (x|s(t)) (y|a)]

si y solo siA � ϕ [s (x|s(t))] �

3.2. Lógica de primer orden para la clase de
LPP-Matrices

Si consideramosM la clase de todas las matrices LPP; y la consecuencia lógica (la
semántica) definida anteriormente tenemos un sistema lógico de Primer Orden. Estudia-
remos en esta sección algunas propiedades de este sistema; usaremos como referencia los
resultados para la lógica clásica como aparecen en [End01].
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3.2.1. Axiomatización

Al igual que hicimos antes mostraremos un sistema deductivoy veremos la equiva-
lencia entre la relación de consecuencia de éste y la de la Lógica inducida por la clase de
todas las matrices LPP. Definiremos entonces los axiomas (y las substituciones asociadas
a cada uno) del sistema que llamaremos Lógica Literal-Paraconsistente-Paracompleta de
Primer Orden o FOLPPL3.

3.2.1.1. Axiomas

Los axiomas serán todas las generalizaciones universales de fórmulas de la forma:

(A1) Tautologías de SLPPL.

(A2) ∀x¬kϕ(x)→¬kϕx
t ); dondex es substituible por el términot enϕ(x).

(A3) ¬kϕx
t→∃x¬kϕ(x); dondex es substituible por el términot enϕ(x).

(A4) ∀x (ϕ→ψ)→ (∀xϕ→∀xψ).

(A5) ∃x (ϕ∨ψ)↔ (∃xϕ∨∃xψ).

(A6) ϕ→∀xϕ, donde x no aparece libre enϕ.

(A7) (¬ϕ→¬ψ)→ (ψ→ϕ) paraϕ y ψ complejas (en el sentido de Primer Orden).

(A8) (∃xψ)→ (¬∀x¬ψ) paraψ compleja (en el sentido de Primer Orden).

(I1) x ≈ x

(I2) x ≈ y→ (α→α′), dondeα es atómica o literal, yα′ se obtiene de reemplazar pory
algunas o todas las apariciones dex enα.

La única regla de inferencia es MP:{ϕ→ψ, ϕ} ⊢ ψ

El primer grupo requiere una pequeña explicación: entenderemos aquí por tautología
deSLPPL una fórmula de primer orden que se obtiene de reemplazar en una tautología
deSLPPL cada letra proposicional por una fórmula de primer orden4. LlamaremosΛ al
conjunto de los axiomas (es decir, los grupos de fórmulas descritos y sus generalizaciones
universales). Como tenemos el axioma de negación para fórmulas complejas y el grupo
de axiomas (A1) incluye los axiomas de SLPPL; tenemos para las fórmulas complejas5

de primer orden todos los resultados que teníamos para fórmulas complejas6 del lenguaje
proposicional.

3Por las siglas en inglés para First Order Literal Paraconsistent Paracomplete Logic
4Debemos notar para poder hacer este reemplazo, que necesitamos al menos tantas letras proposiciona-

les en el lenguaje proposicional como fórmulas de primer orden; hecho que en este caso está garantizado
por ser nuestro lenguaje de primer orden numerable, y que tenemos infinitas variables proposicionales.

5Complejas en el sentido de Primer Orden
6Complejas en el sentido Proposicional
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3.2.1.2. Metateoremas

Listaremos algunos pequeños lemas y teoremas que permiten resumir algunas herra-
mientas asociadas al sistema deductivo antes presentado.

Lema 3.7. Son teoremas de la Lógica de Primer Orden LPP las siguientes fórmulas:

i) ∀xϕ↔∀x(ϕ∨ϕ)

ii) ∀xϕ↔∀x(ϕ∧ϕ)

iii) ∃xϕ↔∃x(ϕ∨ϕ)

Demostración.La demostración de los dos primeros es inmediata usando axiomas del
tipo (A4) junto con las tautologías∀x(ϕ→(ϕ∧ϕ)), ∀x(ϕ→(ϕ∨ϕ)), ∀x((ϕ∧ϕ)→ϕ) y
∀x((ϕ∨ϕ)→ϕ). El siguiente punto usa axiomas del tipo (A5) junto con la tautología
ϕ↔(ϕ∨ϕ). �

Definición. Llamaremos función de reemplazo a una función∗ : V arP→Fm; donde
V arp es el conjunto de las variables proposicionales yFm el conjunto de las fórmulas
de primer orden. Evidentemente se puede extender el dominiode esta función de manera
recursiva; llamando a esta extensión igualmente∗.

Definición.Diremos queΓ implica tautológicamenteϕ si existe una función de reemplazo
y un conjunto de fórmulas del lenguaje proposicionalΣ ∪ {σ} que satisface queΣ∗⊆Γ y
σ∗ = ϕ, dondeΣ∗ = {σ∗ : σ ∈ Σ}; y tal queΣ ⊢SLPPL σ

Teorema 3.8.Γ ⊢ ϕ si y solo siΓ ∪ Λ implica tautológicamenteϕ

Demostración.

⋄ (⇒). Procedemos por inducción: el caso en queϕ ∈ Γ ∪ Λ es trivial; en el caso de
que sea obtenido por MP basta con notar que{α, α→β} implica tautológicamente
β.

⋄ (⇐). SiΓ∪Λ implica tautológicamenteϕ, entonces existe un conjunto de fórmulas
del lenguaje proposicionalΣ ∪ L ∪ {σ} tal queΣ∗⊆Γ, L∗⊆Λ, σ∗ = ϕ y Σ ∪
L ⊢SLPPL σ; luego por compacidad en SLPPL existen los conjuntos finitosΣ′ =
{σ1, . . . , σm} y L′ = {l1, . . . , ln} tales queΣ′ ∪ L′ ⊢SLPPL σ. Sabemos entonces
queσ1→· · ·→σm→l1→· · ·→ln→σ es una tautología de SLPPL, y por tanto la
siguiente fórmula está enΛ por ser del grupo de axiomas A1:

θ = γ1→· · ·→γm→λ1→· · ·→λn→σ

dondeγi = σ∗
i y λi = l∗i . Luego usamos MPm + n veces y tenemos que

{γ1, . . . , γm, λ1, . . . , λn, θ} ⊢ ϕ con{γ1, . . . , γm, λ1, . . . , λn, θ}⊆Γ ∪ Λ. �

Lema 3.9. Generalización: SiΣ ⊢ ϕ y x es una variable que no aparece enΣ, entonces
Σ ⊢ ∀xϕ
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Demostración.Consideremos unΣ fijo y x es una variable que no aparece enΣ; mostra-
remos que

{ϕ : Σ ⊢ ∀xϕ}

es un conjunto cerrado bajo derivabilidad directa y que contiene a los axiomas y aΣ. De
este modo tendremos que

{ϕ : Σ ⊢ ϕ}⊆{ϕ : Σ ⊢ ∀xϕ}

Procedemos, naturalmente, por inducción:

⋄ ϕ es un axioma lógico; en tal caso∀xϕ también lo es.

⋄ ϕ ∈ Γ; en ese casox no aparece libre enϕ; y por tantoϕ→∀xϕ es axioma del grupo
(A4). Luego usamos MP paraϕ y ϕ→∀xϕ, y obtenemos los buscado.

⋄ ϕ se obtiene por MP deϕ y ϕ→ψ; en este caso tenemos por hipótesis de inducción
queΣ ⊢ ∀xϕ y Σ ⊢ ∀x (ϕ→ψ). Bastará entonces con usar la hipótesis de inducción
y MP en el axioma del grupo (A3) para obtener

∀x (ϕ→ψ)→ (∀xϕ→∀xψ) �

Lema 3.10.Regla T: Si se tieneΣ ⊢ α1, . . . ,Σ ⊢ αn y {α1, . . . , αn} implica tautológica-
menteβ, entoncesΣ ⊢ β

Demostración.Basta con observar queσ := α1→· · ·→αn→β es una tautología; y por
tantoσ ∈ Λ; luego basta con aplicar MPn veces. �

Teorema 3.11.Σ;ψ ⊢ ϕ si y solo siΣ ⊢ ψ→ϕ

Demostración.De izquierda a derecha no es más que MP. Una demostración sencilla de
este teorema (que mostramos a continuación) usa el teorema 3.8, y por tanto, la compaci-
dad de la lógica proposicional. Una demostración alternativa utiliza inducción en el largo
de la fórmula, y si bien es más larga, entrega un procedimiento para encontrar de manera
efectiva una demostración deψ→ϕ a partir deΣ, usando la demostración conocida deϕ
a partir deΣ;ψ.

Σ;ψ ⊢ ϕ si y solo si(Σ;ψ) ∪ Λ implican tautológicamenteϕ

si y solo siΣ ∪ Λ implican tautológicamenteψ→ϕ

si y solo siΣ ⊢ ψ→ϕ �

Teorema 3.12.Generalización sobre constantes: SiΣ ⊢ ϕ y c es una constante que no
aparece enΣ, entonces hay una variabley (que no aparece enϕ) tal queΣ ⊢ ∀yϕc

y.
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Demostración.Sea〈α0, . . . , αn〉 una deducción deϕ a partir deΣ (es decir, unsa secuen-
cia de fórmulasα0, . . . , αn donde para todoj con0 ≤ j ≤ n se tiene queαj es directa-
mente derivable de{αi : 0 ≤ i < j} y αn = ϕ). Seay la primera variable que aparece en
ninguno de losαi. Afirmamos que

〈

(α0)
c

y , . . . , (αn)
c
y

〉

(♠)

es una deducción deϕc
y a partir deΣ; bastará para verificar esto con demostrar que cada

(αk)
c

y está enΣ ∪ Λ o se obtiene por MP de fórmulas anteriores a ella. Analizamosla
situación por casos:

⋄ Si αk ∈ Σ, entoncesc no aparece enαk y por tanto(αk)
c

y = αk ∈ Σ

⋄ Si αk ∈ Λ, entonces(αk)
c

y también es un axioma lógico. Basta para notar ello con
hacer una inspección de cada uno de los grupos de axiomas (hayque observar que
se satisfacen las condiciones para los grupos de axiomas (A2), (A3) y (A6), todas
de verificación trivial).

⋄ Si αk se obtiene por MP deαi y αj = αi→αk, con j, i < k, entonces(αj)
c

y
=

(

(αi)
c

y → (αk)
c

y

)

; luego(αk)
c

y se obtiene por MP de(αi)
c

y y (αj)
c

y
.

SeaΓ el subconjunto finito deΣ usado en (♠); entonces comoy no aparece enΓ, tenemos
por el Teorema de Generalización (Teo. 3.9)Γ ⊢ ∀yϕc

y. Más aún, hay una demostración
de∀yϕc

y dondec no aparece (La demostración que se forma usando la demostración que
teníamos deϕc

y, además de los pasos necesarios para la generalización, queno agregan
nuevas constantes). Evidentemente, esta demostración a partir de Γ es tambien una de-
mostración a partir deΣ. �

Lema 3.13.SiΣ ⊢ ϕx
c , dondec es un símbolo de constante que no aparece enΣ ni enϕ,

entonces
Σ ⊢ ∀xϕ

Demostración.Por el teorema anterior, tenemos una deducción (donde no aparecec) de
∀y (ϕx

c )
c

y, dondey no aparece enϕx
c . Comoc no aparece enϕ, se tiene(ϕx

c )
c

y = ϕx
y

Falta entonces demostrar que∀yϕx
y ⊢ ∀xϕ. Por el teorema de generalización nos bastará

con demostrar que∀yϕx
y ⊢ ϕ; para ello usaremos que∀yϕy

x→ϕ es un axioma (del grupo
de axiomas (A2)). Para verificar este hecho basta con tener que y es substituible porx
enϕx

y y
(

ϕx
y

)y

x
debe serϕ. El primer hecho es de fácil verificación en la definición de

substituible, y el segundo requiere una pequeña inducción. �

A continuación algunos corolarios muy relevantes, que permiten asociar los dos cuan-
tificadores a nivel sintáctico sin depender del axioma A8:

Corolario 3.14. ¬∃xϕ ⊢ ∀x¬ (ϕ∨ϕ); más aún, siϕ compleja,¬∃xϕ ⊢ ∀x¬ϕ
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Demostración.Demostraremos el caso en queϕ no es compleja, y será evidente en la
demostración el caso en que es compleja. Sabemos que⊢ ϕx

c→∃xϕ por axioma del tipo
A3, con c un símbolo de constante cualquiera. En particular podemos tomar c que no
aparece enϕ; luego, por ser∃xϕ una fórmula compleja tenemos (usando lo anterior y la
tautología de SLPPL adecuada):

¬∃xϕ¬ ⊢ (ϕx
c∨ϕ

x
c )

Observación.En este punto es donde podemos usarϕ en vez deϕ∨ϕ cuandoϕ es com-
pleja.

Por otro lado, comoc no aparece enϕ, tenemos por Lema 3.13 que

¬ (ϕ∨ϕ)xc ⊢ ∀x¬ (ϕ∨ϕ) �

Corolario 3.15. ¬∀xϕ ⊢ ∃x¬ (ϕ∨ϕ); más aún, siϕ compleja,¬∀xϕ ⊢ ∃x¬ϕ

Demostración.Procedemos primero por contraposición; y luego casi idéntico al corolario
anterior. �

Lema 3.16. Regla EI: SiΣ, ϕx
c ⊢ ψ, dondec es un símbolo de constante que no aparece

enΣ, enϕ ni enψ, entonces
Σ; ∃xϕ ⊢ ψ

Demostración.Si Σ, ϕx
c ⊢ ψ; entoncesΣ,¬ (ψ∧ψ) ⊢ ¬ (ϕ∧ϕ)xc . Por otro lado, por el

Lema 3.13 tenemos que comoc no aparece enΣ ni enψ;

Σ,¬ (ψ∧ψ) ⊢ ∀x¬ (ϕ∧ϕ)

Usamos contraposicion y MP para obtener que es equivalente aΣ,¬∀x¬ (ϕ∧ϕ) ⊢ ψ;
usando A8 y MP tenemos que

Σ,¬∃x (ϕ∧ϕ) ⊢ ψ

Basta entonces para finalizar con usar el lema 3.7 �

Teorema 3.17.Existencia de variantes alfabéticas: Seaϕ una fórmula,t un término yx
una variable. Entonces podemos encontrar una fórmulaϕ′ (que difiere deϕ solo en la
elección de las variables cuantificadas) tal que:

(a) ϕ ⊢ ϕ′ y ϕ′ ⊢ ϕ (por Teo. de Deducción es equivalente a⊢ ϕ↔ϕ′)

(b) x es substituible port enϕ′

Demostración.Seanx y t fijos; construiremosϕ′ de forma recursiva:

⋄ Si ϕ atómica,α′ = α

⋄ Si ϕ es¬kβ, ϕ′ = ¬kβ′
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⋄ Si ϕ esα⊗ β, con⊗ ∈ {→,∧,∨}, ϕ′ = α′ ⊗ β′

⋄ Si ϕ es∀yα (el caso∃yα es casi idéntico) tenemos distintos casos:

• Si y no aparece ent, o si y = x, entonces podemos tomarϕ′ = ∀yα′; y
directamente de la definición se tiene quex es substituible port.

• Si no se da el caso anterior, entonces escogemos una variablez que no aparece
enα′ ni en t, y que no esx. Entonces definimosϕ′ = ∀z (α′)yz . Para verificar
(b) basta con notar quez no aparece ent, y por hipótesis de inducciónx es
substituible port enα′, por tantox es substituible port también en(α′)yz (pues
x 6= z).

Falta verificar que se cumple (a)

⋄ Si ϕ atómica,ϕ′ = ϕ, luego es inmediato queϕ ⊢ ϕ′ y ϕ′ ⊢ ϕ.

⋄ Siϕ es¬kβ,ϕ′ = ¬kβ′. Cuandoβ es atómica, tenemosϕ′ = ϕ, y por tantoϕ ⊢ ϕ′ y
ϕ′ ⊢ ϕ. Cuandoβ es compleja, usamos que conocemos éste resultado para fórmulas
complejas del lenguaje proposicional.

⋄ Si ϕ esα ⊗ β, con⊗ ∈ {→,∧,∨}, ϕ′ = α′ ⊗ β′; usamos hipótesis de inducción y
la tautología de SLPPL:

((α↔α′)∧ (β↔β′))→ ((α⊗ β)↔ (α′ ⊗ β′))

⋄ Si ϕ es∀yα tenemos distintos casos, correspondientes a los casos anteriores:

• Si ϕ′ = ∀yα′, entonces tenemos por hipótesis de inducción⊢ α↔α′, por
generalización entonces se tiene⊢ ∀y (α↔α′); y basta con usar el axioma
(A4) y MP.

• En este caso tenemos igualmente∀yα ⊢ ∀yα′; además sabemos quey es subs-
tituible porz enα′, puesz no aparece enα′, luego, por axioma (A2) y MP se
tiene

∀yα′ ⊢ (α′)
y

z

Luego por teorema de generalización se tiene

∀yα′ ⊢ ∀z (α′)
y

z

Y finalmente por MP de lo expuesto anterioremente tenemos

ϕ ⊢ ϕ′

En el otro sentido tenemos:

∀z (α′)
y

z ⊢
(

(α′)
y

z

)z

y
que (se puede demostrar) es exactamenteα′
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Además por hipótesis de inducción se tieneα′ ⊢ α; luego

∀z (α′)
y

z ⊢ α

Comoy no aparece libre en(α′)yz a menos quey = z (y en tal caso no aparece
libre en∀z (α′)yz), tenemos por generalización:

∀z (α′)
y

z ⊢ ∀yα

es decir:ϕ′ ⊢ ϕ �

⋄ Si ϕ es∃yα tenemos distintos casos, correspondientes a los casos en ladefinición
deϕ′:

• Si ϕ′ = ∃yα′, entonces tenemos por hipótesis de inducción⊢ α↔α′, además
por la Regla EI bastará para demostrar que

∃yα ⊢ ∃yα′

con demostrar que
αy
c ⊢ ∃yα′

conc una constante que no aparece enα ni enα′.
Sabemos queαy

c ⊢ (α′)yc (basta con chequear la demostración del Teorema
3.12); luego por axioma A3 y MP tenemos lo buscado. En el otro sentido
procedemos de la misma forma.

• Tenemos por hipótesis de inducción⊢ α↔α′, además por la Regla EI bastará
para demostrar que

∃yα ⊢ ∃zα′y
z

con demostrar que
αy
c ⊢ ∃zα′y

z

conc una constante que no aparece enα ni enα′. Sabemos queαy
c = (αy

z)
z

c ;
luego por hip. de inducción (y la misma observación anteriorsobre la demos-
tración del Teorema 3.12) tenemosαy

c ⊢ ((α′)yz)
z

c ; luego por axioma A3 y MP
tenemos lo buscado.
En el otro sentido tenemos que basta por Regla EI para demostrar:

∃z (α′)
y

z ⊢ ∃yα

con demostrar
(

(α′)
y

z

)z

c
⊢ ∃yα

Usamos entonces que((α′)yz)
z

c
= α′y

c , la hipótesis de inducción y la observa-
ción antes hecha y tenemos que

(

(α′)
y

z

)z

c
⊢ αy

c

Finalmente solo hace falta usar axioma A3 y MP para obtener lobuscado.
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3.2.2. Completud

Nuestro objetivo es demostrar queΓ ⊢FOLPPL ϕ es equivalente aΓ �LPP ϕ; es decir
que el sistema deductivo antes definido axiomáticamente es equivalente al definido por la
clase de todas las matrices LPP. En primer lugar necesitamosalgunas definiciones.

Definición. ⋄ Un conjuntoΣ de fórmulas se diceno trivial si existe alguna fórmula
que no es deducible a partir deΣ. En otro caso, diremos que estrivial .

⋄ SeaM = 〈M,D,∼〉 una matriz-LPP; un conjuntoΣ de fórmulas se diceM-
satisfactiblesi existe unM-modeloA y una asignacións tal que para todoσ ∈ Σ, se
tieneA �M σ [s]. Diremos simplemente queΣ essatisfactiblesi esM satisfactible
para alguna matriz LPPM.

⋄ Un conjunto no trivial de fórmulasΣ se dicemaximalsi para cualquierϑ /∈ Σ,
Σ ∪ {ϑ} es trivial.

⋄ Un conjunto de fórmulasΣ se dicefiltro deductivosi contiene todos los axiomas y
es cerrado bajo MP.

Lema 3.18.Un conjunto de fórmulasΣ es trivial si y solo si existe una fórmula compleja
ψ tal queΣ ⊢ (ψ∧¬ψ).

Demostración.De izquierda a derecha es inmediato de la definición; de derecha a izquier-
da observamos que si se tieneΣ ⊢ (ψ∧¬ψ) , entonces se tiene

Σ ⊢ ¬¬(ψ∧¬ψ)

Y por tanto siα es una fórmula cualquiera del lenguaje, tenemos que

Σ,¬(α∧α) ⊢ ¬¬(ψ∧¬ψ)

Usando el teorema de deducción se tieneΣ ⊢ ¬(α∧α)→¬¬(ψ∧¬ψ), y usando ahora el
axioma de negación y MP tenemosΣ ⊢ ¬(ψ∧¬ψ)→α∧α; pero comoψ es compleja,
Σ ⊢ ¬(ψ∧¬ψ); luego tenemosΣ ⊢ α∧α, lo que por la tautología(α∧α)→α se traduce
enΣ ⊢ α, es decir,Σ trivial. �

Corolario 3.19. SiΣ es un conjunto maximal (por definición no trivial), yψ una fórmula
compleja, entoncesψ ∈ Σ si y solo si¬ψ /∈ Σ.

Demostración.Procedemos por contradicción: supongamosψ ∈ Σ y ¬ψ ∈ Σ; entonces
Σ ⊢ ψ y Σ ⊢ ¬ψ; luego por Regla T se tieneΣ ⊢ ψ∧¬ψ. Por otro lado, si¬ψ /∈ Σ y
ψ /∈ Σ entoncesΣ ∪ {¬ψ} y Σ ∪ {ψ} son triviales; lo que implica por Teo de Deducción
queΣ ⊢ ψ→¬ψ y Σ ⊢ ¬ψ→ψ; luego por Regla T se tiene queΣ ⊢ α para cualquierα;
es decir, se contradice la no trivialidad. �

Lema 3.20.SiΣ es un conjunto maximal de fórmulas, entonces es un filtro deductivo.
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Demostración.Idéntica al lema equivalente para la lógica proposicional (Lema 2.13) �

Lema 3.21.SeaΣ un conjunto no trivial de fórmulas en el lenguajeL; y seaL′ el lenguaje
que se obtiene de agregar una cantidad infinita (numerable) de nuevas constantes aL;
entoncesΣ es no trivial en el lenguajeL′.

Demostración.SiΣ es trivial enL′, existe una deducción en éste lenguaje deψ∧¬ψ, para
una fórmula complejaψ; lo que implica que existe una deducción deψ y de¬ψ a partir
deΣ. Esta deducción, al ser finita, contiene una cantidad finita de símbolos de constante
que no estaban enL. Por el Teorema 3.12 tenemos que podemos reemplazar cada unade
esas constantes por una variable (agregando un∀yi al inicio cada vez); de modo que en
el lenguaje original tenemosΣ ⊢ ψ′ y Σ ⊢ ¬ψ′; conψ′ compleja, de modo queΣ sería
inconsistente enL. �

Teorema 3.22.Todo conjunto no trivial de fórmulasΣ esM-satisfactible para alguna
matriz LPPM (más aún, tiene unM-modelo numerable, conM también numerable).

Demostración.En primer lugar extendemos el lenguajeL deΣ aL′, adjuntando una can-
tidad infinita de nuevos símbolos de constante. Por el Lema 3.21 sabemos que enL′, Σ
permanece no trivial. Consideremos una numeración fija de todos los pares de la forma
〈ϕ, x〉, dondeϕ es una fórmula deL′ y x una variable:

〈ϕ1, x1〉 , 〈ϕ2, x2〉 , 〈ϕ3, x3〉 , . . .

Definimos inductivamente las fórmulasαi de la siguiente forma:

αi = ¬∀xiϕi→¬
(

(ϕi)
xi

ci
∧ (ϕi)

xi

ci

)

dondeci es la primera de las nuevas constantes que no aparece enϕi ni en losαj con
j < i. SeaΨ = {αi : i ∈ ω}; afirmamos queΣ ∪ Γ es no trivial. Si fuera trivial, entonces
para algúnk se tiene

Σ ∪ Γk ⊢ ⊥

dondeΓk = {αi : 1 ≤ i ≤ k}, y ⊥ es una contradicción fuerte, es decir, una fórmula de la
formaψ∧¬ψ conψ compleja. Asumimos quek es el menor de los números naturales que
satisface esta propiedad; sabemos quek > 0 porqueΣ es no trivial. Como tantoαk como
⊥ son complejas, podemos usar contrareciproco; luego

Σ;¬⊥; Γk−1 ⊢ ¬αk

Además sabemos que⊢ ¬⊥, luego se tiene

Σ; Γk−1 ⊢ ¬αk

es decir, usando la tautología adecuada y MP:

Σ;¬⊥; Γk−1 ⊢ ¬∀xkϕk

Σ;¬⊥; Γk−1 ⊢ (ϕk)
xk

ck
∧ (ϕk)

xk

ck
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De la segunda de ellas tenemos

Σ; Γk−1 ⊢ (ϕk)
xk

ck

Pero comock no aparece enΣ ∪ Γk−1, por Lema 3.12 se tiene:

Σ; Γk−1 ⊢ ∀xkϕk

Es decir,Σ ∪ Γk−1 es trivial, lo que contradice la minimalidad dek.
Consideremos ahora una numeración de las fórmulas deL′: {βi}i∈ω. Extendemos

Σ0 = Σ ∪ Γ de manera recursiva, a un conjunto maximal de fórmulas, de laforma si-
guiente:

Σi+1 =

{

Σi ∪ {βi} , si este conjunto no es trivial

Σi , en otro caso

Σ =
⋃

i∈ω

Σi

Como las deducciones son finitas, siΣ fuera trivial, al menos unΣi lo sería también, pero
por construcción cada uno de ellos es no trivial. También porconstrucción tenemos queΣ
es maximal, luego por 3.20 es cerrado bajo deducciones.

Siguiendo la idea usada en la lógica proposicional necesitamos construir, pensando en
Σ, una matrizM adecuada para poder contruir luego (con algunos ajustes) unM-modelo
deΣ. Consideremos entonces la matriz LPPM = 〈M,D,∼〉:

M = {ϕ : ϕ es una fórmula literal deL′} ∪ {0, 1}

D =
{

ψ ∈M : ψ ∈ Σ ∪ {1}
}

∼ a =











0 , si a = 1

1 , si a = 0

¬a , en otro caso

Ahora consideremos elM-modelo

A =
〈

A, R̂i, Ê, f̂j , ĉk

〉

i∈I,j∈J,k∈K

dondeE es un nuevo símbolo de predicado binario que reemplazará la igualdad si es que
está en el lenguaje; en caso de no estar, puede ser omitida (llamaremos al lenguaje con
este nuevo símboloL′′, en cualquier caso sabemos que contiene los mismos términosque
L′). Se defineA de la siguiente forma:

A = {τ : τ es un término deL′}

R̂i (τ̂1, . . . , τ̂n) =Ri (τ1, . . . , τn)

f̂j (τ̂1, . . . , τ̂n) =fj (τ1, . . . , τn)

ĉk =ck

Ê(τ̂1, τ̂2) =

{

1 , si τ1 ≈ τ2 ∈ Σ

0 , si¬τ1 ≈ τ2 ∈ Σ
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Quisieramos queA fuera unM-modelo deΣ, sin embargo hace falta hacer un peque-
ño ajuste cuando aparece la identidad. Consideremos la asignacións : V ar→A tal que
s(x) = x para toda variablex, es decir, aquella que es la identidad sobre las variables;
se tiene por tanto que es la identidad sobre los términos, i.e. s(τ) = τ para todo término
deL′ (se puede demostrar fácilmente por inducción). Para una fórmulaϕ deL′, seaϕ∗ el
resultado de reemplazar el símbolo de igualdad≈ porE enϕ. Afirmamos que

A �M ϕ∗ [s] si y solo siϕ ∈ Σ

Para demostrar este hecho usamos, evidentemente, inducción en el largo de la fórmula.

⋄ Si ϕ es de la formaτ1 ≈ τ2, ϕ∗ = E(τ1, τ2) y tenemos

A � ϕ∗[s] si y solo siÊ (s(τ1), s(τ2)) ∈ D

si y solo siÊ (τ1, τ2) ∈ D

si y solo siÊ (τ1, τ2) = 1

si y solo siτ1 ≈ τ2 ∈ Σ

⋄ Si ϕ es de la forma¬kR(τ1, . . . , τn); ϕ∗ = ϕ y tenemos

A � ϕ∗[s] si y solo si ∼k R̂i (s(τ1), . . . , s(τn)) ∈ D

si y solo si ∼k R̂i (τ1, . . . , τn) ∈ D

si y solo si¬kRi (τ1, . . . , τn) ∈ Σ

⋄ Si ϕ es de la forma¬ψ conψ compleja, entonces tenemos

A � ϕ∗[s] si y solo siA 2 ψ∗[s]

si y solo siψ /∈ Σ por hipótesis de inducción

si y solo si¬ψ ∈ Σ por 3.19

si y solo siϕ ∈ Σ

⋄ Si ϕ es de la formaψ→ϑ, ϕ∗ = ψ∗→ϑ∗, y tenemos

A � ϕ∗[s] si y solo siA � ψ∗→ϑ∗[s]

si y solo siA � ϑ∗[s] y/oA 2 ψ∗[s]

si y solo siϑ ∈ Σ y/o ψ /∈ Σ por hipótesis de inducción

si y solo siϑ ∈ Σ y/o (ψ∧ψ) /∈ Σ

si y solo si (ϑ∧ϑ) ∈ Σ y/o¬ (ψ∧ψ) ∈ Σ

si y solo siψ→ϑ ∈ Σ pues si no fuera así, estaría la negación,

contradiciendo no trivialidad

si y solo siϕ ∈ Σ
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⋄ Si ϕ es de la formaψ∨ϑ o ψ∧ϑ se trata similar al caso anterior.

⋄ Si ϕ es de la forma∀xψ, ϕ∗ = (∀xψ)∗ = ∀x (ψ∗). Sabemos queΣ contiene la
fórmula

ϑ = ¬∀xψ→¬ (ψ∧ψ)xc
Tenemos entonces:

A � ϕ∗[s] ⇒ A � ψ∗[s(x|c)]

⇒ A � (ψ∗)xc [s] por el lema de substitución

⇒ A � (ψx
c )

∗ [s]

⇒ ψx
c ∈ Σ por hipótesis de inducción

⇒ ψx
c∧ψ

x
c ∈ Σ

⇒ ¬ (ψ∧ψ)xc /∈ Σ

⇒ ¬∀xψ /∈ Σ

⇒ ∀xψ ∈ Σ

En el otro sentido tenemos:

A 2 ϕ∗[s] ⇒ A 2 ψ∗[s(x|t)] para algún término t

⇒ A 2 ρ∗[s(x|t)] dondeρ es variable alfabética deψ en la cual

x es substituíble port

⇒ A 2 (ρ∗)xt [s] por el lema de substitución: Lemma 3.6

⇒ A 2 (ρxt )
∗ [s]

⇒ ρxt /∈ Σ por hipótesis de inducción

⇒ ∀xρ /∈ Σ por serΣ cerrado deductivamente

⇒ ∀xψ /∈ Σ

⋄ Si ϕ es de la forma∃xψ se utiliza el caso anterior, usando la relación semántica
entre los cuantificadores. Sabemos queΣ contiene la fórmula

ϑ = ¬∀x¬ (ψ∧ψ)→¬ (¬ (ψ∧ψ)∧¬ (ψ∧ψ))xc

Tenemos entonces:

A � ϕ∗[s] ⇒ A 2 ∀x¬ (ψ∧ψ)∗

⇒ ∀x¬ (ψ∧ψ) /∈ Σ

⇒ ¬∀x¬ (ψ∧ψ) ∈ Σ

⇒ ¬ (¬ (ψ∧ψ)xc ) ∈ Σ

⇒ (ψ∧ψ)xc ∈ Σ

⇒ ψx
c ∈ Σ

⇒ ∃xψ ∈ Σ por axioma A3
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En el otro sentido tenemos:

A 2 ϕ∗[s] ⇒ A � ∀x¬ (ψ∧ψ)∗

⇒ ∀x¬ (ψ∧ψ) ∈ Σ

⇒ ¬∃xϕ ∈ Σ por axioma A8

⇒ ∃xϕ /∈ Σ

Concluimos asi la demostración de

A �M ϕ∗ [s] si y solo siϕ ∈ Σ

Si nuestro lenguaje no tenía el símbolo de igualdad, la demostración termina aquí y obtene-
mos queA es unM modelo deΣ; si lo incluía, entonces debemos considerar la estructura
cuocienteA/E; usando que gracias a los axiomas de igualdad,E es una congruencia en
A; es decir, una relación de equivalencia compatible con funciones y relaciones.

Finalmente basta con restringirA/E al lenguajeL y se tiene que sih es el mapeo
natural deA enA/E; entoncesϕ ∈ Σ ⇔ A/E � ϕ [h ◦ s] �

Teorema 3.23.Completud: SiΓ �LPP ϕ, entoncesΓ ⊢FOLPPL ϕ

Demostración.Procederemos por contradicción. SupongamosΓ �LPP ϕ y Γ 0FOLPPL ϕ;
entoncesΓ ∪ {¬ (ϕ∧ϕ)} es no trivial, pues si lo fuera, tendríamos:

Γ ∪ {¬ (ϕ∧ϕ)} ⊢ ⊥

Γ ⊢ ¬ (ϕ∧ϕ)→⊥

Γ ⊢ ¬⊥→ (ϕ∧ϕ)

Γ ⊢ ϕ∧ϕ

Γ ⊢ ϕ

Luego, comoΓ es no trivial,Γ es satisfactible, es decir, existe un modeloA y una asigna-
cións tal queA � ¬ (ϕ∧ϕ) [s] y A � γ[s], para todoγ ∈ Γ; pero comoΓ �LPP ϕ; entonces
todo modelo deΓ es modelo deϕ; es decir,A � ϕ[s]; y por tantoA � ϕ∧ϕ[s]; contradi-
ciendo queA � ¬ (ϕ∧ϕ) [s]; y por tanto, contradiciendo la suposición deΓ 0FOLPPLϕ �

3.2.3. Corrección

Nuestro objetivo es demostrar la corrección del cálculo deductivo para la lógica de
primer orden para LPP-matrices propuesto en la sección anterior, es decir: SiΓ ⊢ ϕ,
entoncesΓ � ϕ.

La idea es demostrar que los axiomas son verdaderos, ya que sabemos que MP preserva
las implicaciones lógicas.

Lema 3.24.Los axiomas lógicos son válidos.
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Demostración.Revisaremos los axiomas, sabiendo que toda generalización de una fórmu-
la válida es válida; es decir, basta con revisar aquellos axiomas que no son generalización
de otros axiomas. En este demostración tendremosM = (M,D,∼) una matriz LPP,A un
M-modelo ys una asignacións : V → A

i) Grupo de Axiomas 1:

Consideremos una tautología de la logica proposicional LPP,es decir,ϕ tal que
⊢LPP ϕ. Debemos demostrar que en la lógica de primer orden para LPP�LPP ϕ′,
dondeϕ′ se obtiene de reemplazar enϕ las letras proposicionales por fórmulas bien
formadas del lenguaje de primer orden para LPP. Tenemos que⊢LPP ϕ si y solo si
para toda matriz LPPM, y valuaciónv : V ar → M se tieneϕv ∈ D. Usamos en-
tonces el Lema 3.4, que precisamente relacionaba ambas semánticas, y concluimos
directamente.

ii) Grupo de Axiomas 2:

SupongamosA � ∀x¬kϕ[s] (si no ocurre esto, el axioma es trivialmente válido),
entonces para todoa ∈ |A| se tiene

A � ¬kϕ [s (x|a)]

Podemos tomar el caso particulara = s(t); entonces tenemos

A � ¬kϕ [s (x|s(t))]

que por el lema de substitución (Lema 3.6), cuandox es susbtituíble port es equiva-
lente a

A � ¬kϕx
t [s]

Luego tenemos que siA � ∀x¬kϕ[s], entoncesA � ¬kϕx
t [s]; presisamente lo que

buscábamos.

iii) Grupo de Axiomas 3:

SupongamosA � ¬kϕx
t [s] (si no ocurre esto, el axioma es trivialmente válido), que

por el lema de substitución (Lema 3.6), cuandox es susbtituíble port es equivalente
a

A � ¬kϕ [s (x|s(t))]

Luego existe una (específicamentea = s(t)) tal que

A � ¬kϕ [s (x|a)]

Y por tanto se tiene
A � ∃x¬kϕ[s]

Finalmente, concluímos que siA � ¬kϕx
t [s], entoncesA � ∃x¬kϕ[s]; y por tanto el

axioma es válido.
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iv) Grupo de Axiomas 4:

Procederemos por contradicción: tendremos que no ocurre

� ∀x(ϕ→ ψ) → (∀xϕ→ ∀xψ)

si existe una asignacións tal que se tiene

A �M ∀x(ϕ→ ψ)[s] y

A 2M (∀xϕ→ ∀xψ)[s]

Pero siA �M ∀x(ϕ→ ψ)[s] entonces

A �M (ϕ→ ψ)[s(x|a)] para todoa ∈ A (3.2)

por otro lado siA 2M (∀xϕ→ ∀xψ)[s], entonces

A �M ∀xϕ[s] y (3.3)

A 2M ∀xψ[s] (3.4)

De (3.3) y (3.2) tenemos que
A �M ∀xψ[s]

justamente contrario a lo que indica (3.4); concluímos así que el axioma es válido.

v) Grupo de Axiomas 5:

Usando definición de satisfacción tenemos:

A �M ∃x (ϕ∨ψ) [s] si y solo siA �M (ϕ∨ψ)[s(x|a)], para algúna ∈ A

si y solo si para algúna ∈ A se tieneA �M ϕ[s(x|a)] oA �M ψ[s(x|a)]

si y solo si para algúna ∈ A se tieneA �M ϕ[s(x|a)]

y/o para algúnb ∈ A se tieneA �M ψ[s(x|b)]

si y solo siA �M ∃xϕ [s] y/o A �M ∃xψ [s]

si y solo siA �M (∃xϕ∨∃xψ) [s]

Luego, usando la definiciíon deA ⊢M α→β, tenemos queA �

∃x (ϕ∨ψ)↔ (∃xϕ∨∃xψ) para cualquier matriz LPPM, cualquierM-modeloA.

vi) Grupo de Axiomas 6:

Si x no aparece libre enϕ, entoncess y s[x|a] coinciden en las variables libres deϕ
para cualquiera ∈ A , luego tenemos que

A �M ϕ[s] si y solo siA �M ϕ[s(x|a)]

Así, tenemos que siA �M ϕ[s(x|a0)] para algúna0 ∈ A, entoncesA �M ϕ[s] y
A �M ϕ[s(x|a)] para cualquiera ∈ A; del mismo modo siA 2M ϕ[s(x|a0)] para
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algúna0 ∈ A, entoncesA 2M ϕ[s] y A 2M ϕ[s(x|a)] para cualquiera ∈ A. Por tanto
tenemos queA 2M ϕ[s] si y solo siA �M ϕ[s(x|a)] para cualquiera ∈ A; lo que
nos lleva a concluir que six aparece libre enϕ, entonces para cualquier asignacións:

A � ϕ↔∀xϕ[s]

Luego
� ϕ→∀xϕ

vii) Grupo de Axiomas 7:

Sabemos que para una fórmula complejaϕ se tieneA ⊢ ¬ϕ si y solo siA 0 ϕ.
Tenemos entonces:

A �M (¬ϕ→¬ψ)→ (ψ→ϕ) [s] si y solo siA 2M (¬ϕ→¬ψ) [s] oA 2M (ψ→ϕ) [s]
(3.5)

Por otro lado

A 2M (¬ϕ→¬ψ) [s] si y solo siA 2M ¬ψ[s] y A �M ¬ϕ[s]

si y solo siA �M ψ[s] y A 2M ϕ[s] (3.6)

A 2M (ψ→ϕ) si y solo siA 2M ψ[s] y/oA �M ϕ[s] (3.7)

Revisamos entonces los distintos casos posibles: SiA �M ϕ[s] y/o A 2M

ψ[s]; entonces por (3.7)A 2M (ψ→ϕ) y por tanto, por (3.5) se tieneA �M

(¬ϕ→¬ψ)→ (ψ→ϕ) [s]; si no es ninguno de estos casos, entoncesA 2M ϕ[s] y
A �M ψ[s]; luego tenemos por (3.6) queA 2M (¬ϕ→¬ψ) [s] y por (3.5) se tie-
neA �M (¬ϕ→¬ψ)→ (ψ→ϕ) [s]. Como la matriz, el modelo y la asignación son
arbitrarios, tenemos que el axioma es válido.

viii) Grupo de Axiomas 8:

Solo requiere chequear la definición de satisfacción

ix) Grupo de Axiomas I1:

Es trivial de la definición

x) Grupo de Axiomas I2:

Si A �M x ≈ y[s], entoncess(x) = s(y). Consideremos entonces un términot′ que
se obtiene de reeamplazar alguna, todas o ninguna de las apariciones dex en t, por
y; entoncess(t) = s(t′) (omitiremos la demostración de este hecho: es muy sencilla
y se realiza por inducción.) Demostraremos que siA �M x ≈ y[s] y A �M α[s]
entoncesA �M α′[s], dondeα′ se obtiene de reemplazar pory algunas o todas las de
x enα

⋄ Si α esτ1 ≈ τ2; α′ = τ ′1 ≈ τ ′2; y en tal casos(τ ′1) = s(τ1) y s(τ ′2) = s(τ2).
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⋄ Si α es¬kR(τ1, . . . , τn), α′ = ¬kR(τ ′1, . . . , τ
′
n), entonces

A �M α[s] si y solo si ∼k RA(s(τ1), . . . , s(τn)) ∈ D

si y solo si ∼k RA(s(τ ′1), . . . , s(τ
′
n)) ∈ D

si y solo siA �M α′[s]

Tenemos que siA �M x ≈ y[s] y A �M α[s], entoncesA �M α′[s], de lo que
podemos concluir queA �M x ≈ y→ (α→α′). �

Teorema 3.25.Compacidad: SiΓ �LPP ϕ, entonces existe un conjunto finitoΓ′ tal que
Γ′⊆Γ y Γ′

�LPP ϕ.

Demostración.Si Γ �LPP ϕ, entoncesΓ ⊢FOLPPL ϕ (Completud); y por tanto existe
un conjunto finitoΓ′ tal queΓ′⊆Γ y Γ′ ⊢FOLPPL ϕ; luego para el mismoΓ′ tenemos
Γ′

�LPP ϕ (Corrección) �

Teorema 3.26.Si un conjuntoΣ tiene modelos finitos arbitrariamente grandes, entonces
tiene un modelo infinito.

Demostración.Para cada enterok ≥ 2 hay una oraciónγk que se traduce como “Hay al
menosk elementos distintos”, por ejemplo:

γ2 = ∃v1∃v2v1 6≈v2

γ3 = ∃v1∃v2∃v3 (v1 6≈v2∧v1 6≈v2∧v2 6≈v3)

Consideremos el conjuntoΓ ∪ {γi : i ∈ ω, i ≥ 2}. Por hipótesis cada subconjunto fi-
nito tiene un modelo, luego por compacidad el conjunto entero tiene un modelo; que evi-
dentemente gracias sl conjunto{γi : i ∈ ω, i ≥ 2} es infinito. �



CAPÍTULO 4
Conclusiones

El estudio de las lógicas propocicionales presentado en éste trabajo deja fuera el ám-
bito de la algebrización. Ésta area fue explorada por Eduardo Hirsh en su tesis doctoral,
los resultados dieron lugar a una publicación [HL08]; dondese da cuenta de que son todas
lógicas algebrizables en el sentido de Blok y Pigozzi; ademásde presentar análisis de las
algebras asociadas, incluyendo condiciones bajo las cuales son finitamente algebrizables.
Por tanto, a primera vista el análisis de la versión proposicional de las lógicas inducidas
por matrices LPP parece concluído; sin perjuicio de lo cual es posible que se trabajen
aplicaciones, principalmente vinculadas a computación.

Por otro lado, el ámbito de las lógicas de primer orden está aun muy poco explorado,
falta en ese sentido trabajar con casos particulares, es decir, tomando algunas matrices
fáciles de manejar como las usadas en el caso proposicional,básicamente encontrando
una buena axiomatización para ellas. Luego, hace falta hacer un estudio desde el punto de
vista de la teoría de modelos. En ésta línea es particularmente importante revisar que la
lógica de primer orden para la clase de todas las matrices LPPes escencialmente distinta
de la lógica de primer orden clásica, para ello hay que buscarun método quizá apoyado en
las existentes caracterizaciones de la lógica clásica del estilo del teorema de Lindström.
Luego hay que revisar teoremas de teoría de modelos para la lógica clásica, como el de
Omisión de Tipos, Lowenheim-Skolem descendente, Interpolación de Craig, Teorema de
Beth sobre definibilidad, etc.
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Anexo

Completitud del sistema de conectivos
LlamemosaD a la fórmula(a→a)→a. Notamos queaD toma los valores0 y 1 cuando

a ∈ D y a /∈ D respectivamente. ComoaD es una fórmula compleja, se comporta de forma
clásica; en este sentido es facil observar que podemos usar nuestro conocimiento de lógica
clásica para mostrar que efectivamente el sistema de conctivos {¬,→} es completo. La
definción de los conectivos{∧,∨} es la siguiente:

a∧b =

{

1, si a ∈ D y b ∈ D

0, en otro caso.

a∨b =

{

1, si a ∈ D o b ∈ D

0, en otro caso.

Tenemos, considerando la observación (2.6),

a∧b =

{

1, si aD = 1 y bD = 1

0, en otro caso.

a∨b =

{

1, si aD = 1 o bD = 1

0, en otro caso.

Usando la definción de los operadores tenemos entonces la siguiente eqivalencia:

a∧b = aD∧bD

a∨b = aD∨bD

93



CAPÍTULO 4. CONCLUSIONES 94

por lo tanto, y usando queaD y bD son fórmulas complejas, junto a las identidades
básicas en lógica clásica tenemos:

a∧b = ¬(aD→¬bD)

a∨b = ¬aD→bD

Es facil notar de estas últimas identidades que los pares{¬,∧} y {¬,∨} son tambien
un sistema completo de conectivos. Por otro lado, al igual que ocurre con la lógica clásica
la negación es imprescindible, pues sia, b ∈ D; para cualquier fórmula compleja de dos
variablesϕ que no contiene símbolo de negación se tieneϕ(a, b) = 1; y φ(p, q) = ¬(p∧p)
satisfaceφ(a, b) = 0.
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