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Resumen

En este documento se revisan las l6gicas proposicionalepyirder orden inducidas
por la clase de las matrices LPP, y por algunos subconjuategantes de éstas. En par-
ticular aparecen los enfoques semanticos y sintactic@slparlase de las matrices LPP,
con teoremas de compacidad y completud para légica prapoalcy l6gica de primer
orden. Se revisan desde este punto de vista algunas légaassirionales sencillas. Se
trata fundamentalmente de una revision de lo expuesto em@dgarticulos sobre las 16-
gicas proposicionales (con demostraciones alternatil@s @ropuestas en varios casos),
ademas la aplicacion concreta a éstas logicas de ciertasriientas que no se habia rea-
lizado hasta ahora; por otro lado, es de particular reléasda@xiomatizacién propuesta
para la l6gica de primer orden inducida por la clase de laseceatLPP; que difiere lige-
ramente de la que existia hasta ahora, y los teoremas y oretai@s que se revisan con
todo detalle.



CAPITULO 1

Introduccion

Este trabajo esta basado en términos basicos en dos papgrsegentan las logicas
proposicionaleMG] y de primer ordmm] para maesd_PP; ademas se usa en
una seccion como base dos paper sobre semanticas di & su relacién con
la tesis de Suszﬂmw] para los resultados en tornolavakiaciones. Se encuen-
tran en este documento las demostraciones completas da tdalidad de los resultados
gue se utilizan de éstos papers. El documento contiene todas las definiciones nece-
sarias para que lo pueda leer alguien no familiarizado cofolanalidades del tema, sin
embargo se asume cierta familiarizacion con el lenguajadbde la I6gica clasica. La
seccion siguiente da el marco de definciones en que nos mamegluego; puede leerse
de inmediato o saltarse y consultarse solo ante duda.

1.1. Lenguaje y Definiciones basicas

Definicién. Entenderemos pdenguaje proposicionaln conjuntol de conectivos propo-
sicionales. Lag-férmulasse construyen de la forma usual en base al conjunto numerable
de variables proposicionalé@sar = py, p1, p2, ... usando los conectivos del lenguaje;
llamamos al conjunto de las formul#3n ..

En nuestro caso, el lenguajetendra los conectivos, A, — y —; donde los tres
primeros son binarios y el Gltimo unario; y llamaremos aljonto de las formulas del
lenguaje simplementém.

Definicion. Llamamos loditerales de Fm al conjuntoLit de todas las formulas de la
forma—*p, donde-"p = py -**'p = —(=Fp), parap € Var. El resto de las formulas
son llamadas complejas.

Usaremos, cuando sea este tipo de lenguaje el context@ttasyl, ¢, r, etc. como
variables metalinguisticas para variables proposicemdl, (), R, etc. como variables
metalinguisticas para formulas complejas y letras griegas -, etc. para variables me-
talinguisticas sobre el conjunto de férmulas: en general.
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Definicién. Entendemos pof-algebrauna estructurad = (A, w® : w € L) dondeA es
un conjunto no vacio, y para cada conectivale rangok en £, w? es una operacion en
A de rangak.

Definicion. Una £-matrizsera un patd = (A, D) dondeA es unal-algebray D es un
subconjunto propio déi; los elementos d® son llamados los elementos designados de
A.

Definicion. Unavaluacion algebraicasobre una matrizl es una funcion : Var— A.

Esta funcion se puede extender de manera natural &m— A; considerando que
Fm se construye libremente a partir de las variables propmsades; lo que nos permite
calcularv recursivamente. Denotaremos algunas vecesv(«) para referirnos a(«).

Definicion. Entenderemos pdenguaje de primer ordean conjuntol de simbolos:
¢ Conectivos proposicionales
< Variables (una para cada entero positijouv,, vs, . . .
¢ Simbolo de igualdad (opcionah:
o Parametros

e Simbolos de cuantificacion; 3.

e Simbolos de predicado, o de relacion: Para cada enterdavpasiin conjunto
numerable (posiblemente vacio) de simbolos llamados $dsde predicado
n-arios.

e Simbolos de funcién: Para cada entero positivon conjunto numerable (po-
siblemente vacio) de simbolos llamados simbolos de funcigmos.

e Simbolos de constante: un conjunto numerable (posiblemeadio) de sim-
bolos de constantes.

Definicion. El conjunto de losérminosde £ sera el que se construye a partir de constantes
y variables, prefijando (cero o mas veces) simbolos de fandiénemos entonces que
variables y constantes son términos; y para cada simbolondeh n-ariof, sit,, ..., t,

son términosft,, ..., t, también lo es.

Definicion. El conjunto. At de lasformulas atomicagstéa formado por las expresiones de
la formaRty,...,t,; dondet,, ..., t, son términos, Yk es un simbolo de predicado n-
ario. Si nuestro lenguaje tiene simbolo de igualdad 8 son términog; ~ t, es también
formula atomica.

Definicion. El conjuntoFm, de las formulas d&, al que llamaremos cuando sea claro
del contexto simplement&m sera el de las expresiones que se forman a partir de las
formulas atémicas usando los conectivos proposicionat@sroanteponiendgv; 0 Ju;

para algun entero positivo.
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En nuestro caso, el lenguajetendra los conectivos proposicionalesA, — y —;
donde, al igual que antes, los tres primeros son binariosiljielo unario.

Cuando estemos en el contexto de un lenguaje de primer orgsknenoios las variables
metalinguisticas;, y para referirnos a variables del lenguaje, y letras griegas ~, etc.
para variables metalinguisticas sobre el conjunto de flasin.

Definicién. Consideremos una variable cualquieray seax una férmula cualquiera del
lenguaje. Definimos por recursion que la variable x apaiboe €na si:

¢ Paran atOmica, siy sola: aparece en. (es decir, siy solo st es un simbolo de)

o Paraa de la formaw (aq, . .., «,,), CONw conectivo proposicional n-ario, siy solo
six aparece libre en; para algun € {1,...,n}

o Paran de la formavv;« 0 de la formadv;« si'y solo six aparece libre eny v; # .

Diremos que una férmula es una oracién si ninguna variahlgaparece libre en.

1.2. Matrices Literal-Paraconsistente-Paracompleta

Seal lenguaje proposicional; y se&un conjunto tal qug0,1} CAy DCA tal que
1€Dy0¢D. Sea~ : A—A una funcion tal que- (0) = 1y ~ (1) = 0. Definimos la
matriz literal-paraconsistente-paracompleta (o LPPHg)atA, D, ~) con las siguientes
operaciones sobré:

1, siaeDybeD
aNb =
0, enotro caso.

1, siae DobeD
aVb =
0, enotro caso.

1, sia¢DobeD
a—b =
0, enotro caso.

Observamos que una LPP-matidz= (A, D, ~) es unal-matriz, donde las opera-
ciones binarias del como £-matriz estan definidas como arriba, y la operacion unaria
es la interpretacion eA de —. Distinguimos~ del resto, pues tiene un papel primordial
en la definicion, ya que las otras operaciones se define®ppr~ es independiente de
ellas.

No es dificil notar que de hecho nos basta con la negaciémydbdacion para definir
totalmente el sistema. El detalle puede encontrarse eneddAn

Es relevante notar que llamamos literal-paraconsisteatacompleta a estas matrices
a pesar de que no todas ellas son paraconsistentes y/o ipatatas. Diremos que una

lentenderemos la disyuncién “o” de manera inclusiva, es,d&mno y/o
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LPP-matriz es paraconsistente si para alg@nA tantoa € D como~ a € D;y diremos
que es paracompleta si para algtie A ocurre quen ¢ Dy ~ a ¢ D. Observamos
ademas de la definicion de las operaciones que la paraaresy la paracompletud se
pueden dar solo efiit, y que0 y 1 se comportan clasicamente respecto a la negacion.

1.3. Sistemas Deductivos

Seal un lenguaje proposicional. Si consideramos una funeionV ar— Fm, ésta
puede ser extendida de manera natural a una funcion, quaréams igualmente, cuyo
dominio esFm, extendiendo de laforma(¢ (po, ..., pn)) = ¢ (po/(Po), - - -, Pn/o(Pn)),
dondep/q significa que substituimgspor ¢ en todas las apariciones gen la formulag;

o sera llamadaubstitucién Entenderemos poegla de inferencigfinitaria) sobrel un
par(I', ) dondel" es un subconjunto finito d&m y ¢ es una formula cualquiera. Una
formulaty es directamente derivable de un conjuttale formulas por la reglé’, ) si
existe una substituciantal ques(¢) = ¥y o (I') C A; (dondes (T') = {o(¥) : 9 € T'}).

Un sistema deductivé sobreL se define por un conjunto (posiblemente infinito) de
reglas de inferencia y axiomas (podemos entender si seecuies axiomas como reglas
de inferencia cori’ vacio); consiste en el p& = (£, s); donde-s es la relacion entre
un conjunto de férmulas y una férmula individual dada pordadicion:A s v siy solo
si 1) esta contenido en el menor conjunto que incldyg todas las substituciones de los
axiomas deS, y que ademas es cerrado bajo derivacion directa. Estadeles llamada
relacion de consecuencia §e

Es facil ver que la relacion de consecuericiasatisface:

pel=TFsop (1.1)

NFs pyI'CA = Atbsop (1.2)

sy Akbsyparatodo) €e I'= Aksp (1.3)
I'Fs ¢ = o(') Fs o(p) para cualquier substitucién

(1.4)

I'ks o = I ks p para algai” CT finito. (1.5)

En términos generales, si tenemos una reladdriP (FmxFm) que satisface las
propiedades (111)-(1.4), la llamamos una relacién de cueseia; si ademas satisface
(@.B) la llamamos relacion de consecuencia finitaria.

Ha sido probad8] que cualquier relacién que satiskasgropiedades (1.1)-
(I.8) es larelacion de consecuencia de algun sistema demymr tanto podemos enten-
der como sistema deductivo un par= (L, +s), donder-s es una relacion que satisface
las propiedades$ (1.1)-(1.5) sin asumir reglas de infeeen@xiomas. Generalizando en
esta linea, llamaremasstema l6gic@ un parS = (L, Fs), donde-s es una relacion que
satisface las propiedadés (1.1)-(1.4).

Si £ es un lenguaje de primer orden se define de forma similar telnsessdeducti-
vo. Entenderemos paegla de inferencidfinitaria) sobreC un par(I', ) dondel’ es un
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subconjunto finito deFm y ¢ es una férmula cualquiera. Si consideramos una funcion
o : At—Fm, ésta puede ser extendida de manera natural a una funci@rlaquare-
mos igualmenter, cuyo dominio esFm, extendiendo de la forma(¢(ao, ..., a,)) =
o(ap/o(ap), ..., an/0(ay,)), dondea/ S significa que substituimas por S en todas las
apariciones de en la formulag; o sera llamadaubstitucion Una formulay) es directa-
mente derivable de un conjunfode formulas por laregld’, ) si existe una substitucion
otalques(p) =y yo(l') C A.

Un sistema deductivés sobre £ se define por un conjunto (posiblemente infinito)
de reglas de inferencia y axiomas; donde un axioma congistnepar(Y,T"), donde
I'CFmy T es algun subconjunto de substituciones. Asi, definimostia dedurctivo
porS = (L,Fs); donde, como antes,s es la relacion entre un conjunto de férmulas y
una férmula individual dada por la condicioA: s ¢ si y solo siy) esta contenido en
el menor conjunto que incluyf y todas las generalizaciones universales de las substitu-
ciones correspondientes de los axioma$dg que ademas es cerrado bajo derivabilidad
directa. Esta relacion, al igual que antes, es llamadaidelae consecuencia d&

Esta relacion de consecuencia satisface las propiedade4113), [1.5); pero en gene-
ral no satisface la propieddd (IL.4), a menos que para tod@xiomas) sea el conjunto
de todas las substituciones.



CAPITULO 2

Logicas Matriciales

Consideremos nuestro lenguaje proposiciofaomo antes; y seal una L-matriz
cualquiera. Definimos la relacidn, entre un conjuntd'CFm y una formulay € Fm
como siguel’ E4 ¢ siy solo si para cualquier valuacion algebraicae tiene que si
' € D paratoda) € I', entonces” € D. Para una clase d&matricesV, definimos la
relacionky; entre un conjuntd’CFm y una formulap € Fm porI’ Fy ¢ Siy solo si se
tienel’ F 4 ¢ para toda matrizd enM. Usaremos la notaciop = ¢ en vez de{p} F ¢y
F ¢ envez dd)  ¢.

SeaS = (L,Is) un sistema deductivo. Una clase de matrigesera llamadaeman-
tica matricial paraS si para todd" U {¢}CFm se tiendl’ 5 ¢ siy solo sil” Fy . Por
otro lado, dada una clase de matridéses facil chequear que, cumple las propiedades
(@.1)-(T.3) y [@.b). Si demostramos que ademas satisfadp t€hdremos un sistema de-
ductivo; si no, de todos modos tenemos una relacion de coasei@a y un sistema légico
definido por la clase de matrices dado pdrs ¢ siy solo sil” Fy; .

2.0.1. Congruencia de Leibnitz, Estructura de negacion y Matrices
Reducidas

Definicién. SeaA = (A, w*),c, unaL-algebray sed& una relacion binaria eA. Dire-
mos quek es una relacion de congruenciarsi satisface que es de equivalencia y para
toda formulap(py, . . ., p,) de L se tiene que Sa;, b;) € R para toda < n, entonces

<<,0A(a0, an), @™ (bo, . . ., bn)> €ER

Si FCA, y 6 una congruencia eA; diremos qué es compatible coi’ si se tiene que
para todoa,b € A, cona € Dy (a,b) € 0 implicanb € D. En otras palabras, diremos
gued es compatible coi’ si F' es unidn de clases de equivalencigde

Definimos enA la relacion binariaQa FF = {{a,b) : ¢*(a,¢) € D siy solo si
©*(b,c) € D para todop(p,qi,...,q,) € Fmytodoc € A"} dondeyp” es la in-
terpretacion emA de la formulap(p, ¢1, - . ., ¢,) reemplazando las letras proposicionales
P, q1,---,qn POra,cy,...,c,. ESfacil notar que esta relacion es una congruencia.

7
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Teorema 2.1.Dada un algebraA y DCA, Q4 F es la congruencia mas grande &n
compatible corD.

Demostracion.Es facil notar que esta congruencia es compatiblezzdomandop(p) =
p. Por otro lado, si tenemads una congruencia cualquiera que sea compatible [¢on
consideramos un par cualqui€rab) € 0y una formulap = ¢(p, qo, - - -, ¢,). Comod es
relacion de congruencia, tenemos que paratedo.,c, € A,

<30A(a, Clyeescn), (b, ,cn)> €0
y luego por la compatibilidad déconD tenemos:
A

o*a,c1,...,¢,) €D *(b,ci,...,c,) €D

Por lo anterior se tiene entonces b) € Q4 F'; de lo cual se desprende g€ F. o

SeaM = (A, D, ~) una matriz LPP. Entenderemos poektructura de negaciode
M ala funciénnstr, : A—{0, 1} tal quenstra(a)r = 1 siy solo si~*a € D. Para
una fijo, lamamos elipo de negacion de a la tuplanstr(a).

Lema 2.2. Seaw una valuacién algebrdica. Para todg b € A se define:

vp(alb)(p) = {p”’ sip” # a

b, sip’=a

y v,(alb)(q) = v(q), Siq # p. Entonces shstra(a) = nstra(b), y o €s una formula,
o’ € D siy solo sin’“’) ¢ D, dondev(a|b) se entiende aqui como la extension natural
de la valuaciorv,(a|b) antes definida, al conjunt@m.

Demostracion.Procedemos por induccion en el largo de la féormula, partiexh £it:
o Sia esde laforma*q, cong # p ar(@®) = ~kgvy q¥ = ~kgv.

o Sia es de la forma-*p es directo de la definicion dg(a|b)(p), basta con ver los
dos casos:

e Sip’ = a, entonces» ) = ~Fpy ¥ = ~ka. Luego es claro aqui que
o’ € D siy solo sia®“? € D, dado querstr(a) = nstra(b)

e SipY +# a, entoncesy’ = a»(@b) = ~Fpv,
¢ Sia esde laformaA~y, y asumimos que

B € D siy solosif@ ¢ D (2.1)
vV € D siy solo siy*“" € D (2.2)
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Tenemos por la definicion del operador qué:e D siy solo sif” € D o~" € D;
y equivalentemente patdal|b) se tiene

o’ € Dsiysolosif’ € Doy’ € D (2.3)
o’@?) ¢ D siy solo sig* ) ¢ D oA e D (2.4)

Luego usandd(211) Y (2.2) en(2.3)y (2.4) se tiefiec D siy solo sia’@®) ¢ D,

o Sia es de laforma&Vy o f—~, se procede se forma simlar al caso en qus de
la formagny. m

Teorema 2.3.{(a,b) € QA F siy solo sinstry(a) = nstr(b)

Demostracion.De la definicion deQ2, F' se tiene quéa,b) € QA F siy solo si para
toda férmulay(p, q1,...,q,) € Fm ytodoc € A" se tienep*(a,c) € D siy solo si
o™ (b,¢) € D.

Tenemos que Sia, b) € 24 F, entonces vale en particular para el cagp) = —*p,
por lo cual se tiene que &i, b) € QA F' entoncesistra(a) = nstra(b).

Por otro lado, es facil notar qye, b) € Q4 F’ es equivalente a que para toda valuacion
algebraica tal quev(p) = a , y paratodap € Fm se tenga

¢ € D siy solo sip*@®) e D (2.5)

De este modo, Sistra(a) = nstra(b), entonces por el Lenia2.2 se cumpled) €
QAF. O

Diremos que una matriz1 es reducida, si para cada tipo de negacion presentd en
existe un solo elemento; es decir\dies una matriz cualquierd/|a, r = (Ala,r. Dlasr. ~
) es reducida. Es un hecho conocido que una matriz, o clasetdeasageneran la misma
l6gica matricial que sus matrices reducidas.

Seana, b dos elementos cualquiera de, diremos que son separables si existe una
formula de una sola variable(p) tal quep(a)Ve(b) = 1Yy p(a)Ap(b) = 0. Es decir
si existe una formula(p) tal que una y solo una de las formula&z), ¢ (b) esta en el
filtro. Podemos reformular entonces la definicion antedoemos que una matriz1 es
reducida, si para todo par de elemenios en M distintos entre si se tiene queb son
separables.

Podemos ir incluso mas alla y decir que dos elemeatbsen M son fuertemente
separables si existe una férmula de una sola variafietal que{p(a), ¢(b)} = {0, 1}.
Esta nocion aparentemente mas fuerte que la separabibddalleecho equivalente; basta
para ello observar lo siguiente:

Observacion Para toda; € A se tiene

1, siaeD

(a—a)—a = {O, Siad D (2.6)
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esto ocurre porque de la definicion €g para cualquier, € A se tienea—a = 1; por

otro lado, comad € D,
1, siaeD
1—a = ) (2.7)
0, sia¢D

Para cada par de elementoseh, sinstra(a) = nstrp(b), entonces existe € N
tal que{nstra(a)i, nstra(b)r} = {0, 1}. Usando la observacién tenemos entonces que
si se define
p(p) = (="p—="p)—=-"p
entonces

{w(a), 0(b)} = {0, 1}

Lema 2.4. Compacidad para Matrices finitas: Séel = (M, D) una L-matriz finita, es
decir, con)M finito, entonces dI' F ¢ existel” C I finito tal quel” F; ¢.

Demostracion.El caso en quéd’ es finito es trivial tomanda” = I'. Nos enfocamos
entonces en el caso infinito, asumimos entonceslgeg infinito numerable (esto se da
por la cardinalidad del lenguaje). Usaremos para esta desma® el Lema de Kdnig
para arboles (ver por ejempl 96, Theorem 1.11.3])eetl0 esta idea en perspectiva
consideramos:

Ly ={y;:j <i}
V; = {las variables que aparecenlen {¢}}
S; : V;—M una valuacion cualquiera del subconjunto de las varidiles M

Consideraremos el problema por contrareciproco, supomdrgoe para cadg, C I'
existe una valuacion algebraisade las variable¥; en M tal que se cum

(i) €D Vi< (2.8)
Si(p) ¢ D (2.9)

Observamos de inmediato queSsi,, satisface[(2]8) Y (Z219), entoncss,
triccion deS,.; aV, satisface[(Z]8) V[ (219) con= r.

Dada esta observacion consideramos de forma natural uhdiobde en el nivel-
€simo estan todas las valuaciorfesque satisfaceri (2.8) ¥ (2.9), y donde fin; esta
unido por una arista a us ssiSi+1|Vi =9,.

Vemos que el arbol satisface las hipétesislagha de Konig

la res-

v

i Paracada € w hay al menos una valuaciéfide las variable®; en M que satisface
(2.8) y (Z2.9) por hipétesis, y por tanto el arbol tiene infisivértices.

Notamos que al trabajar cdiy no perdemos generalidad, pues si vale para cualquier suindon
finito, vale para log';; y si vale para todos las;, dado un conjunto finitd’, consideramos la restriccion de
S;aT.
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i Cadas; se ramifica en alo masV+11-1V:l) dondem es la cardinalidad del algebra
M, pues de la definicion de las aristas, todas las valuaciamese ramifican de
un S; deben coincidir en las variablés. De esto se desprende que el arbol es de
ramificaciones finitas en cada vértice.

Luego, aplicando el Lema de Konig, el arbol tiene al menosrama infinita.
SeaS = |J 5;, para losS; en esa rama. Claramentees una interpretacion de todas
las variables d& U {¢} en M ; ademasS satisface:

S(v;) €D View
S(p) ¢D
Finalmente, por la existencia de &|" #, . O

Entonces sabemos que/si es una matriz finita, se tiene qug, satisface la propiedad
(@.B) y por tanto define una relacion de consecuencia fiajtgridel mismo modo, un
sistema deductivé para el cual podemos recuperar axiomas y reglas de inferdnei
mismo ocurrira cory;, cuandoM es una clase compuesta por una cantidad finita de
matrices finitas.

2.1. Logica Proposicional para la clase de LPP-Matrices

Esta légica consiste en la légica matricial inducida pordse de todas las matrices
LPP.

2.1.1. Axiomatizacion

Definiremos ahora un sistema deductivo que resulta seragaote con la I6gica ma-
tricial definida por la clase de las matrices LPP, en el serdigl que sus relaciones de
consecuencia coinciden.

2.1.1.1. Axiomas

Definimos el sistema deductivo SLPBon los siguientes axiomas:

(A1) po—(p1—po)
(A2) (po—(p1—p2))—((po—p1)—(Po—p2))
(A3) (poAp1)—po

(A4) (poAp1)—p1

2Por la Sigla en inglés Sentential Literal Paraconsistergd@plete Logic
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(AS) (po—p1)—((Po—p2)—(Po—(p1AD2)))

(A6) po—(po V p1)

(A7) p1—(po V p1)

(A8) (po—p1)—((p2—p1)—=((po V p2)—p1))

(A9) (—P——Q)—(Q—P), para todos los tipos de formulas complejas Py Q

y Modus Ponens (MP)p— ¢, p; ¢) como Unica regla de inferencia.

Teorema 2.5. Teorema de Deduccion: En SLPPL se satisfacd,si - 3, entonces
I'a—p

Demostracién.Procedemos por induccion en el largo de la demostracighalpartir de
I', a.

o Caso 1l = 8 Tenemos entonces

e - a—(a—a), por (Ad) conv(py) = a, v(p1) = a
e F a—((a—a)—a), por (Ad) cono(py) = a, o(p1) = (a—a).
e b (a—=((a—=a)—a))—=(a—(a—a)—(a—a)), por (A2), cono(py) = «a,
o(p1) = (a—=a), o(p2) = o
Usando lo anterior y MP dos veces obtenemaes—«
¢ Caso 2:5 es una substitucion de un axioma, o es un miembrb.den tal caso se

tiene
F f—(a—pB) por (Ad), yT' + . Luegol’ - a—f3

o Caso 3:3 se obtiene por MP déy, p—3}. En este caso tenemdsa - ¢y
I, a - p—f; por hipotesis de induccion tenemos entonces:
' (a—=¢)yI'F (a=(e—p)).

Se tiend- (a—(p—0))—((a—p)—(a—p)), por (A2). Luego usando nuestra hi-
potesis y MP dos veces obtenenidls . 0

Agrupamos ahora algunas consecuencias utiles del teorededdccion y de la axio-
matizacion utilizada:

Corolario 2.6. Para cualquiera € Fm se cumpleé- a—«
Corolario 2.7. Para cualquiera, g € Fm se cumplex - f—«

Demostracion.Sustituimos en (A1), por « y p; por §; tenemos- a—(S—«); luego
por MP se tiene lo buscado. O
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Corolario 2.8. Para cualquiera € Fm se cumplexwa F «
Demostracién.Sustituimos en (A8) todas las letras proposicionales\yppobbtenemos
F(a—a)=((a—a)=((a V a)—a)) (2.10)
Usando el Corolarib 26, y MP dos veced enP.10 tenemos lo cascbamos, es decir,
F(aVa)—a 0
Corolario 2.9. Sisetieneé - ay X I 5, entonces - aAS, paratodoa, 5 € Fm

Demostracion.Si consideramos en [A5) una substitucion tal qug,) = o = o(p1) ¥y
o(p2) = B, tenemos
F (a—=a)—=((a—p)—=(a—anb))

Usando MP y los corolarids 2.6y 2.7 se tiene- aAf. .
Teorema 2.10.Seap(po, - - - , pn) Unatautologia clasica. Entonces ppr (Ao, -+, Ay),
para formulas complejad,, . .., A,.

Demostracion.Basta con observar que los axiomas (A1)-(A9) junto a MP fororande
las axiomatizaciones conocidas del calculo proposicicidaico; asi podemos reemplazar
Ay, ..., A, enlademostracion de(p, - - - ,p,) en C.P.C y obtener una demostracion en
SLPPL. O

Lema 2.11.Lema de Contraposicion:
o SiAy B son férmulas complejas, son equivalentes:

X, Arsippr B
Y, B Fgsrppr A

Demostracion.Para la primera mitad de la equivalencia usamos Teorema de
Deduccion; si¥, A+ B, entoncesY + A—B; por otro lado, sabemos que
(A—B)—(-B——A) es una tautologia clasica, luego del Teorémal2.10 y lo an-
terior obtenemos usando MP+ -B——A; usando nuevamente MP tenemos que
¥, -BF —A.

Para la segunda mitad de la equivalencia observamos priguerpor el Teorema
de Deduccion, st, =B + - A entonces: + -B——A; luego usando el axioma A9
y MP obtenemo& - A— B, y finalmente, por MP se tierie, A+ B O

o SiAy B son formulas complejas, son equivalentes:

¥, ~Abtsrppr B
3, =B tsrppr A

Demostracion.Usamos el teorema anterior, solo debemos notar-gué« A es
una tautologia clasica. O



CAPITULO 2. LOGICAS MATRICIALES 14

2.1.2. Completud

Nuestro objetivo es demostrar glie-s pp. ¢ €S equivalente B F pp ; €S decir que
el sistema deductivo antes definido axiomaticamente esalqute al definido por la clase
de todas las matrices LPP. En primer lugar necesitamosadgiefiniciones.

Definicion. ¢ Un conjuntoX: de férmulas se dicao trivial si existe alguna formula
gue no es deducible a partir 8e En otro caso, diremos que &wial .

o Sead = (A, D, ~) una matriz-LPP; un conjuntd de formulas se dicd-satisfactible
si existe una valuacionsobreA tal ques’ € D para todar € . Diremos simple-
mente que_ essatisfactiblesi existen una matrizl y una valuacion en A tal que
Y, esA-satisfactible

o Un conjunto no trivial de formula¥ se dicemaximalsi para cualquiet ¢ X,
Y U {9} estrivial.

o Un conjunto de formulaX se dicefiltro deductivosi contiene todas las substitucio-
nes de los axiomas y es cerrado bajo MP.

Lema 2.12.Un conjunto de formula¥ es trivial si y solo si existe una férmula compleja
P tal queX - —~(P— P) (equivalentemente, por ser formula complgjg PA—P)

Demostracion.De izquierda a derecha es inmediato de la definicion; de darezquier-
da observamos que sies una formula cualquiera del lenguajg - —(P— P), entonces

¥, —(ava) F =(P—P)

Usando el teorema de deduccion (Tleal 2.5) se tiefe —(aVa)——(P—P), y usando
ahora el axioma [A9, y el corolar[g 2.6 tenemds- oV, lo que por el Corolarig 219
implica X - «; dando la trivialidad d& O

Lema 2.13. Si X es un conjunto maximal de férmulas, entonces es un filtroddu

Demostracién.Sead una formula tal que o bien es la instancia de un axioma o serabti
por MP de{r,7—6}C%; en ambos casos tenemists;pp;, 6. Nuestro objetivo es
demostrar qué € X; supongamos que no es asi; por maximalidad:d& U {0} es
trivial, es decir, para cualquier formudase tiene: U {6} - «; lo que por el teorema 2.5
implica que se tien& + 0—«, lo que por MP se traduce eht «, contradiciendo la no
trivialidad deX (implicita al hablar de maximal). Por tardoc X, y entonces cumple
las condiciones de la definicion de filtro deductivo. 0

Teorema 2.14.Si Y es un conjunto no trivial de formulas, entonces es satikfact

Demostracién.La idea de demostracion es seguir el método que se usa pabkdbc
proposicional clasico para construir un conjunto maximalf@rmulas adecuado; para
posteriormente encontrar una matriz-LPP razonable. Coanepg con una numeracion
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de las formulas del lenguajey, . .., ¢,, .... Extendemos: a un filtro deductivo de la
siguiente forma:

Y, U{p,} siesnotrivial

So = N0, =
0 i {En en otro caso

Por definicién cad&,, es no trivial, definimos entonces

==,
neN
¥ es no trivial, pues si lo fuera, se tendbia- —(A—A) para alguna féormula compleja
A, pero como las demostraciones son finitas, se tedjrfa—(A— A) para algiim € N,
contradiciendo la no trivialidad dg,,.

Por otro ladaz es maximal por construccion. Por el Leima2.13 se tiene eesonoss
es cerrado bajo deducciones y contiene todos los axiomdsgceses un filtro deductivo.
Por otro lado, es facil observar que para toda férmula cgmgise tiene:A € ¥ siy solo
si—A ¢ ¥. De izquierda a derecha se resuelve de inmediato por carttié, usando el
LemalZ.I2. De derecha a izquierda supongarmag 3; en este caso se tieneU {A}
trivial, entonces en particular se tiene, usando el teo@deduccion quE - A——A.
Por otro lado, comaA es compleja de tiene (A——A)——A, por ser una tautologia
clasica. Por MP concluimas - —A, y comoY. es filtro deductivoA € 3.

Definimos entonces ahora la matriz adecuada de la formaahatgrdecir:

M = {({0,1} U Lit, D, ~)

DondeD = {=Fp € Lit : =*p € ¥} U {1} y ~: Lit—Lit se define evidentemente por
~ « = —a; las demas operaciones de la matriz se definen de modo queesedruna
matriz LPP.

Consideramos la valuacion algebraictal quev(p) = p para toda € Lit; veremos
por induccién en el largo de la férmula qué € D siy solo Sia € .

o Sia € Lit; se sigue de la definicion de.

o Sia = —f, conp ¢ Lit. En este caso, tant® como S son complejas; por este
motivo se tiene por un lade” € D siy solo sia’ = 1y producto de la definicion
de la negacion y usando la complejidad @lea” = 1 siy solo sis” = 0; que
por hipétesis de induccién implicd ¢ X; y por tanto comax = —f3, por una
observacion anterior tenemosc ..

o Sia = B—v,conB’ € Dsiysolosif € Xyy* € Dsiysolo siy € X. Comoa
es compleja; tenemos que son equivalentes:

o’ €D
(B—7)" =1
p*¢Dor’ €D
BEXoyex
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Falta probar entonces que¢ 3 0y € ¥ es equivalente §3—+) € 3. Revisamos
primero la implicancia de izquierda a derecha; tenemos asssc

e 3¢ X:Por construccion sabemasU {3} es trivial; luegoX U {B} =~y por
teo.[Z_HS_se tien& - S—~; luego considerando la maximalidad Hese tiene
b=y e

e 7 € X por CorolariodlZ} tenemos de inmediafo- —, y como vimos
antes, esto implicA—~ € ¥, es decirp € 3.

Para probar la otra implicancia basta con contar que-si € ¥ se satisface o bien
B ¢ ¥ op € ¥ en el segundo caso tenemos por MP- v, lo que por sei:
maximal implicay € X..

o Sia=pBAv,conp’ € Dsiysolosif € Xy~ € Dsiysolosiy € ¥. Se tiene
gue son equivalentes:

o' €D

(BAy)" =1

preDy~" €D

BeXyyexn

Y B Ay por CofZ®y Axiomas A3 y A4

o Sia=pVy,conp’ € Dsiysolosif € Xy~ € Dsiysolosiy € ¥. Se tiene
gue son equivalentes:

o’ €D
(BVr)' =1
B*eDoy" €D
feXoyeYL

Falta probar que € ¥ 0 € ¥ es equivalente & - 5 V v. Para la implicancia de
izquierda a derecha tenemos queist 3, por el axioma A6 se tieng 3V ~;
similarmente usando el axioma A7 se tiene que si ¥, entonces. - 3V v. En
ambos casos, como observamos anteriormente por la masadaley, se tiene
BVyeX.

Para la implicancia en el otro sentido supongamos por atiotién ques ¢ Xy

v ¢ ¥; esdeciiU{3}y XU {~} son triviales; luego sP es una formula compleja
cualquieratenemasuU {s} - PA-PyXU{~} + PA—P;lo que por teorema de
deduccion es equivalente®al- 3—(P A -P)y X = y—(P A =P); luego usando
el axioma A8 y MP tenemos (P A —P); lo que contradice la no trivialidad de
3. Luego si¥ - 3V, entoncesl € X 0y € X. .
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Corolario 2.15. Teorema de Completud: SiFgs;ppr, o, €NtONCES F1pp @

Demostracion.Demostraremos de manera directa; tenemos gklersip, entonces para
cualquier matriz-LPRA = (A, D, ~) y valuacion algebraica sobre A tal quev(X)CD,

se tiene también(y) € D, o equivalentemente(pVy) = 1; de este modo tenemos que
si X F ¢, entonces E pVp. Esto Ultimo es equivalente a que para cualquier valuacion
tal quev(X)CD, se tienev(—(¢Vep)) = 0; es decirX U {—=(¢Ve)} no es satisfactible,

lo que por el teorema 2.114 implica que es trivial; en paréicgk tienes U {—(pVe)}
—(po—po), y por teorema de deduccion (T€a.]2.5)

Y =(pVe)—=—(po—po) (2.11)

Por otro lado, es una tautologia clasiea——q)—g—p; usando entonces la substi-
tucion adecuada, y MP obtenemos[de (P31 (po—po)— (¢ V), y ahora usando Cor.
2.8 y MP se tien&_ - pV. Finalmentente, por el Corolarfio 2.8 se tiené- ¢; lo que
buscabamos. O

2.1.3. Correccién

La primera preocupacion que se debe tener respecto a laa@arion de un sistema
l6gico conocido es si ésta es correcta, es decir, si nuestjartto de reglas de inferencia
y de axiomas son tales que la relacion de deduccion que dedstancontenida en la
relacion de deduccion del sistema l6gico; en otras paladirks inferencias que hacemos
son también consecuencias logicas del sistema original.

Teorema 2.16.Correccion: Six b7 ppr, ¢, entonces. Fgrppr, ©

Demostracién.Para chequear la correccion del sistema propuesto —esqlexsi: - ppr,
v, entonces. Fgpppr ¢— NOS bastard con chequear que se tlefyg-p;, A; para todos
los axiomas, y quép—q,p} FreprL q.

Comenzamos con la Unica regla de inferencia del sistema:;5edarmulas cuales-
quiera enFm. Si consideramos una valuacion algebraicaialquiera tal que(p) € Dy
v(p—q) € D (equivalentemente;(p)—v(q) = 1), entonces sabemos de la definicion de
v(p)—v(q) quev(q) € D.

Chequeamos ahora todos los axiomas en el orden en que haneséotados antes.
Observamos que cualquiera de los axiomas es una férmula&jammor tanto para todo
axioma A,v(A) € D siy solo siv(A) = 1; para la demostracion de la correccion de los
axiomas Al-A8 listaremos una serie de equivalenciaspata= 1 ov(A) = 0.

(A1) po—(p1—po)-

o v(po—>(Pr—po)) =1
o v(po) ¢ Dov(pi—po) €D
o v(po) ¢ Dowv(p1)—v(po) € D (este paso sera omitido en lo sucesivo)
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o v(po) € Dov(py) ¢ Dowv(py) € D
luego se tien& s, ppr Al
(A2) (po—(p1—p2))—((Po—p1)—(Po—p2))
o v((po—(P1—=p2)) = ((Po—p1) = (Po—p2))) = 1
o v(po—(p1—p2)) = 0 0v((po—p1)—(Po—p2)) =1
o (v(po) € Dov(pr—p2) = 1) 0 (W(po—p1) = 00 v(po—p2) = 1)

o (v(po) € Dowv(pr) € Dowv(py) € D)o (v(po) € Dov(pr) € Dov(py) ¢ D
0v(ps) € D)

o v(po) ¢ Pouv(pr) ¢ Dou(pa) € Dow(pr) €D

Luego, notando que siempre se tiene o hién) € D o v(p;) ¢ D, concluimos
':SLPPLAZ-

(A3) (poAp1)—po

o v((poAp1)—po) =1
o v(poAp1) =00v(py) € D
o v(py) ¢ Dov(pr) ¢ D,0v(py) € D

Concluimos entoncéss; ppr A3
(A4) (poAp1)—m

o v((poAp1)—p1) =1
o v(poAp1) =00v(py) €D
o v(po) € Dov(p1) ¢ D,0v(p1) €D

De lo que se concluyes;, pp A4

<

(A5) (po—p1)—((Po—p2)—=(Po—(p1AD2)))

o v((po—p1) = ((Po—=p2)—=(Po—(P1ADP2)))) =0

o v(po—p1) = 1Y v((po—p2)—(po—(p1AP2))) = 0

o (v(po) € Dowv(p1) € D)y (v(po—p2) = 1Y v(po—(p1/Ap2)) = 0)

o (v(po) € Dov(p) € D)y ((v(po) ¢ DOv(p2) € D)Y (v(po) € DY
v(p1Ap2) = 0))

o (v(po) € Dowv(p) € D)y ((v(po) € DOowv(p2) € D)Y (v(po) € DY
(v(p1) ¢ Dowv(p2) ¢ D)))

o (v(po) € Do (@W(p1) € Dywv(pz) € D) Y (v(po) € DY (v(p1) ¢ DO
v(p2) ¢ D)) (agrupando)
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o (v(po) € Do (v(p1) € DY v(ps) € D) yno (p) ¢ Do (v(p1) € DY
v(pz) € D) (usando propiedades de la negacion, y su relacion con Jareon
cion y disyuncion en el lenguaje natural).

Notamos entonces que no hay forma de qué&5) = 0, luegoF s, ppAS
(AB) po—(po V p1)

o v(po) € Dow(po V1) =1
o v(py) € Dov(py) € Dov(py) € D

De lo que se concluyes; pp A6
(A7) p1—(po V p1)

o v(p1) € Dov(pyVypi) =1
o v(p1) € Dov(py) € Dowv(py) € D

De lo que se concluyes, pp A7
(A8) (po—p1)—((pa—p1)—((po V p2)—p1)

v((po—p1)—=((p2—=p1)—((po V p2)—p1)) =

v((po—p1) = 1Y v((p2—p1)—((po V p2)—p1)) =

o (v(po) € Dov(pr) € D)Y (v(p2—p1) =1y v((po V p2)—p1) = 0)
o (

v(po) ¢ Dowv(p1) € D)Y (v(p2) € Dov(p1) € D)Y (v(po V) =1y
v(p1) € D)
o (v(p1) € Do (v(py) ¢ DYy v(pa) &€ D)y no(v(p1) € Do(v(py) € DY

1
v(p2) ¢ D)) (similar a ultimos dos pasos en A5)
Como no hay valuacion algebraica que satisfeigh) = 0, tenemos=g;,pp, A8

(A9) (-P——-Q)—(Q—P), paratodos los tipos de férmulas complefag ). ComoP
(y @) es una férmula compleja, existen solo dos posibilidadesd), estas son
Oy 1;y setiene ademds(P),v(—P)} = {0,1} (lo mismo ocurre para Q). Luego
se tiene las siguientes equivalencias:

(~P—==Q)—=(Q—P)) =0

(~P=-Q) =1yv(Q—P)=0

v(=P ) 00v(=Q)=1)y (@) =1yv(P)=0)

v(P)=100(Q)=0)yv(Q)=1yv(P)=0

Luego, como para ninguna valuacion algebréica se ti¢A®) = 0, concluimos

FsLpprA9. O

o
v

<
<
<
<
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Corolario 2.17. Para todo conjunto de férmulas bien formadasy cualquiery en Fm
setiend Egy ppr, ySiysolosil Fppp .

Corolario 2.18. Para todo conjunto de férmulas bien formadasy cualquiery en Fm
setiene que 9i F5;,pp1, 77, €NtONCES existe un conjunto finito de formudlatal quel’CI’

yI'" Esippr 7.

Demostracion.SiT" Fg.ppr v, entonced’ -, pp v por el Corolarid 2.117; pero entonces
por la propiedad de la consecuencia légica (Propiedal) @eS)ene que existe un conjun-
to finito de férmulad™ tal quel"CI'y IV 1 pp ~v, usando ahora nuevamente el Corolario
[2.17, tenemos que para d3esubconjunto finito d&', I Fg; ppr, v 0

Corolario 2.19. Si¢(py,...,ps) €S Una tautologia clasica que no contiene negaciones,
entonces$ . ppr (a1, -+ ,ay), para formulasy, - - - | «,, cualesquiera.

Demostracion.Observamos primero que &i(p,...,p,) €S una férmula compleja sin
simbolos de negaciém,es una valuacion algebraica cualquiera, y se tiene; a;<>3;
paral <: < n; entonces

U(‘P(ala---ao‘n)) :U(‘P(ﬁlw-wﬁn))

La demostraciéon es sencilla, se basa en la definicion de Emadpnes y que si se
tienetppr ;<> f3;, entonces se tienes;ppr, ;<> 5;, 10 que es equivalente a que para
toda matriz y toda valuacion algebraicav(«) € D siy solo siv(5) € D.

Sabemos ademas que, siendo CPC el caluclo proposicionakoglédsspe
¢ (p1,-..,pn) Siysolo siparatoda valuacion et = ({0,1}, D, ~),v(¢ (p1,...,pn)) =
1. Seaa’ = a V «; consideremos entonces el hecho de gugp; a;<> (}); luego si
©(p1,...,pn) €S Unatautologia clasica que no contiene negacienes; ¢ (a4, ..., al,);

y por tanto
FrLppL @ (041, ce ,Oén) O

2.2. Logicas matriciales LPP vy la tesis de Suszko

Durante los afios 70s, Roman Suszko planteé que los Unicagvaddmicos son los
de veracidad y falsedamﬁ]; distingue entonces laseshblgebraicos de los valores
l6gicos. En nuestra definicion de las I6gicas matricialefgreces, para definir la conse-
cuencia estamos definiendo implicitamente lo que consitesaverdad. En términos ge-
nerales la verdad se relaciona con la consecuencia de medo spn verdaderas nuestras
permisas, es verdadera nuestra conclusion, o equivalententonsiderando como con-
trario a la verdad lo falso, si nuestra conclusion es fals@mrees al menos una de nuestras
premisas lo es. Podemos entender en nuestro caso entomeesdd como la pertenencia
al filtro, es decir, ser de los elementos designados; y ladals consiguientemente, con
no pertenecer al filtr.

3Nuestro valor de falsedad como contrario a la verdad evétesnte esta determinado por el hecho de
gue asumimos que los elementos no designados son el conmitedeelos valores designados
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En este sentido, desde un punto de vista filosofico, el vatdadees aquello que en una
inferencia correcta se preserva de las premisas a las cmmzas. Nuestras distinciones
en los valores algebraicos corresponden entonces a medgpecto al grado de falsedad
o veracidad; en el caso de las logicas definidas por matrie@shasicamente respecto a
su comportamiento frente a una negacion.

Para ubicarnos en el contexto de las reducciones de sistégiass a sistemas biva-
lentes necesitaremos algunas definiciones y algunosadsaltmportantes en el area. Si
L es un lenguaje proposicional, con variables proposicesnalimerables y una cantidad
finita no nula de conectivos finitari@s = {ci,...,c,}; y Fm el conjunto de la férmu-
las en el lenguaj&, llamaremos relacién de consecuencia tarskiana a unadelde’
CP(Fm)xFm para la cual se satisface:

A U{A} + A (Reflexividad) (2.12)
SIAF AentoncesA UT + A (Monotonicidad) (2.13)
SiAFAYyTU{A}F B,entoncedA UT F B (Corte o Transitividad) (2.14)

Para todoA,B enFm y cadal’, A CFm.
Una relacion de consecuencia Tarskiana se llama estrusiuyasolo si para todo
A € D, ytodoACFm; vale para cualquier substituctbn

A+ Asiysolosio(A) F o(A) (Estructuralidad) (2.15)

Usualmente se le llama al pé£, ) una I6gica Tarskiana (Tarskiana estructural) siy
solo sit- es una consecuencia Tarskiana (Tarskiana y Estructuga8l ¢jue en el capitulo
introductorio, llamaremos matriz n-valuada a una estractt = (M, D, {f. : c € C});
dondeM es un conjunto de cardinalidad> 2, D un subconjunto propio d&/, y cada
f. es un operador con la misma aridad qué.os elementos dé/ seran entonces los
valores de verdad, o grados de verdad, y los element@ skran los valores de verdad
designados; lo que en términos de Suszko se traduce &/ qom los valores algebraicos;
y la pertenencia @& o la pertenencia a su complemento representan los dos valere
verdad l6gicos. Una valuacion es una funciode Fm en M; asi nuestras valuaciones
agebraicas son un tipo especial de valuaciones, es decgu&son un homomorfismo
entre(L,ci...cn) Y (M, fe ... fe,). Un parM = (9, v), dondeMt es una matriz n-
valuada yv una valuacion eft seré llamado un modelo n-valuado con basé@@&nde
manera similar a como definimésy; tendremos que sM = (9, v) es un modelo n-
valuado, cot = (M, D,{f.: c € C}); I' Fpq o Siy solo si cada vez qugI')CD se
tienewv(yp) € D. Un modelo(Mt, v) es estructural si es una valuacion algebraica.

Diremos que una légica Tarskia4, ) es caracterizada por una matriz n-valugida
si y solo sil-, la consecuencia del sistema logico, es iguaha similarmente(L, ) se
dir4 caracterizada por un modelo n-valuakbsi y solo si- es igual & ,,. Diremos que
una logica(L, ) estéa caracterizada por una cl@ele matrices n-valuadas (una cl@e

“4substitucion es, como antes, cualquier endomorfismo debedgabsolutamente libEm
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de modelos n-valuados) siy solo si, como relaciones:

F=({Fm , M € R}
(k= {Fm . M eR}).

Dada una légica Tarskiand,, =) y I' un subconjunto cualquiera dém llamaremos
al conjuntoCn(I') = {A € Fm : I' b A} el conjunto de las consecuenciasItdas
matrices de la formaFm,Cn(I")) son llamadas matrices de Lindenbaumde

Wojcicki mostré en el afio 197@70] que toda l6gica Tars&iastructural L, )
esta caracterizada por su “Lindenbaum bundle”; la claseatiehos n-valuados estructu-
rales

Lr = {{{Fm,Cn(X)C),v) : XCTFm, v valuacion algebraica

Por otro lado, Malinowski en el libro “Many-valued Logicm], establece de
manera explicita lo que es conocido como la reduccién dekBussto es: Toda logica
Tarskiana estructural es caracterizada por una clase delosdalvaluados. Esta bivalua-
cion evidentemente no es siempre una valuacion algebsagmlleva a cabo de manera
natural.

Si £ es un lenguaje proposicional cuyos conectivos son el canfurFm el conjunto
de formulas de€ y (£, ) una légia tarskiana estructural; entonces

Lr = {{(Fm,Cn(X)C),v) : XCTFm, v valuacion algebraica

caracterizd L, ). Para un modelo estructural n-valuatto= ((Fm, F,{f.: c € C}),v)
definimos la funcion:
f(a) = 1, S!U(oz) eF
0, siv(a) ¢ F

De este modo,L, ) es caracterizada por la clase de modelos bivaluados

Sgr = {<<{071}717{fc NGRS C}>7tv> : <<fm,,/—-'7{fc ice C}>7U> S E’L}

Ambas pruebas, dado que la segunda depende de la primeran rmorsstructivas,
por tanto no presentan un método efectivo de obtener infiémaitil sobre la l6gica
utilizando su caracterizacién por modelos bivaluados.

La hipétesis sobre estructuralidad puede desecharse igajasccondiciones, como
muestran Caleiroy cb] ydaCostay +96]. Ads@aleiroy col.@a]
muestran una forma efectiva de asociar a un modelo estali¢initamente valuado, un
modelo bivaluado equivalente; seguiremos entonces estadiel Caleiro para analizar al-
gunos ejemplos de logicas asociadas a matrices LPP finitas.

En primer lugar notamos que las l6gicas que analizarematepuser presentadas co-
mo sistemas deductivos, es decir, a partir de axiomas ysrdglanferencia; pero tienen su
contraparte matricial. Cuando se trabaja con matricesditeteemos estructuralidad, y por
tanto una reduccién de Suszko para estas ldgicas; sin eolbgrgesentacion en términos
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de £, por si sola no entrega mayor informacion; entonces revisaseuna formaliza-
cion que permita trabajar con la reduccion de Suszko que elade las caracteristicas
particulares del sistema deductivo.

Definicion. Una semantica gentzeniana para una lédglass un conjunto adecuado (co-
rrecto y completo) de bivaluacionés: Fm— {0,1} dada por férmulas condicionales
(dP—W), donded y ¥ son férmulas de la forma (Top), L (Bottom) o

blgr) = wi,...,blen) =wp | .. [b(e]") = wi", ... bl ) = wp (2.16)

Donde para cada pary; w € {0,1}y goj es unaformula d€. Las comas “,” representan
conjuncionesy las barr¢$epresentan disyunciones; y las formulas estan goberpadas
la I6gica clasica.

Escribiremos, usando la forma natural que tienen las f@mah el lenguaje de la
l6gica proposicional clasica, una férmula comolen(2.16pderma:

VoA W) =y

1<s<m 1<t<ng

Sabemos que para matrices LPP reducidas los valores sdivaafeente separables,
es decir, sic # y, exite una férmulay con una variable libre tal qugy|(z), [¢](y)} =
{0,1}; ademds si la matriz es finita y reducida, digarfosl conjunto de los. elementos
designadodd,...,d,} yU = M — D el conjunto de losn elementos no designados
{ui,...,uy}; podemos considerar para cada par (no ordenado) de eleswkstiotos en
F,d;,d; la férmulawdi,djﬁ que satisface [y, 4,](d;), [¢a,.4,](d;)} = {0,1}, del mismo
modo para cada par de elementos distintog/gn;, u;, existe una formulayy, 4, que
satistace( [t ,] (i), [Va,.a,](d;)} = {0,1}.

Recordamos que existe una funcién que describe estructuia riegacion de una
matriz M; sead(a) el primer elemento destr(a). Tenemos entonce8a) = 1 siy
solo sia € D. Dada una valuacion algebraica (con valores et) consideramos la
valuaciorfl ¢ = 6 o v.

Entonces para una matriz finitel como la descrita anteriormente se tiene:

’U('T) =d; < Zf(&?) =1, /\ t([gpdpdi](w)) - godj,di(di)
2

v(x) = u; < t(x) =0, /\ Qbuj,uz (buj,uz( u;)
1<j<m
i#j
De este modo, dada una valuacién algebrajcanemos para cadavalor en la matriz
un sistema de ecuaciones de una varidhl¢z) que se satisface siy solodiz) = s;.

5Como se indica antes, no se considera el orden de los elesnestdecirg,, 4, = ¥d; d;
En general no algebraica
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Luego, dado un conectivo binario del lenguagjées similar para el unario) y valores en
la matrizsg, s1, s tales quen(sg, s1) = s2; podemos expresar esta relacion de los valores
usando nuestro (meta)lenguaje formal de la semanticagygata de la forma

By (), Es, (y) = Eo, (3(2, )
Obs: esta expresion esta dada en términas eg decir, una valuacion.

Teorema 2.20.Dada una l6gical, seal3 el conjunto de valuacionés: Fm—{0, 1} que
satisfacen los axiomas obtenidos mediante el procedimemterior (es decir, los que se
obtienen usando los conectivos del lenguaje y valores erataano si se quiere, usando
la tabla de verdad de la l6gica) unidos a los siguientes a®dgk

(G1) T—b(a) =1 | b(a) =0
(G2) b(a) = 1,b(cx) = 0—L

(G3) b(a) = 1=V e r Ni<icjon 0[01a1a3](a0) = 0([¢1a:,0;3](d))
(G4) b(a) = 0=V ey Aicicjm V([ Dfususi] (@) = 0([Dgusus3] (w))

Para todoa € Fm Entoncesd = § o v; para algunav valuacion algebraica deFm
enM.

Demostracion.Seab € B, definimos el homomorfismo que extiende de manera natural
la funcionv : £L—M definida por:

i v(a) = dsiysolosib(a) = 1Y b(pa,a3l(a)) = 6([pa.q4,](d)) para todo
1<i<j<n

i v(a) = usiysolosib(a) = 0Y b([Oguup](a) = 6([Ofuuy](u) para todo
1<i<j<m

Debemos verificar que esta bien definido; en primer lugandss#as condicionces G1 y
G2 tenemos que para wfijo se satisface exactamente una de las posibilidades= 1
0b(«) = 0; por tanto podemos concluir, usando G3 0 G4 respectivamgumesiv(«) = 1
para alguni se satisface

A eaapl(@) = 8(lpga.apl(d)

1<i<j<n

y sib(a) = 0 para alguni se satisface

A (S guu)(@)) = 6([Dpui)(w)

1<i<j<m

"Estos axiomas rescatan el comportamiento clasico de {8gdo por la buena definicion de la biva-
luacion, y el sentido de verdad de los elementos designados
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Ademas sabemos que la secuencia de valores (indexadasjpopq4,.q;1(d); 1 <
i < j < n determina unicamente un valor &n(respectivamente eif). Luegov esta
bien definida erV/ ar; la extendemos entonces al homomorfistn&Jsando ahora quie
satisface todos los axiomas provenientes de las opercgmngs, es directo probar que
satisface las propiedadé€s (i)¥ (ii). Obtenemos de estaguec D siy solo sib(p) = 1;
y por tantob = § o . O

Corolario 2.21.

¢ Para toda bivaluaciom : Fm—{0, 1} enB existe un homomorfismg : Fm—M
tal que
vp(a) € D siy solo sib(a) = 1, para todoa € Fm

o Para todo homomorfisme : Fm— M existe una bivaluacion, : Fm—{0,1} en
B tal que
b,(a)) = 1 siy solo siv(«) € D, para todoa € Fm

Usando ambos corolarios obtenemos la equivalencia enggtnag dos nociones de
consecuencia semantica en esta seccion, es decir:

Teorema 2.22.El conjunto de bivaluaciones gentzeniaags adecuado par#’; esto
es, para cualquief’ CFm y cualquiery € Fm se tiene:

I'kFpsiysolosil Fp ¢

2.3. Algunos Ejemplos

A continuacion revisamos las l6gicas matriciales LPP d#disipor matrices de 3 valo-
resy el caso de la matriz de 4 valores que es a la vez paratemmsig paracompleta; para
cada una de ellas se entregara junto a la presentacion iadaina axiomatizacion —con
respectiva demostracion de que es adecuada, usando ebrdét&@imar—y la semantica
gentzeniana correspondiente. Como la semantica gentaeseaige por la I6gica clasica,
reduciremos de inmediato los axiomas cuando sea posibielaisas herramientas que la
|6gica clasica entrega.

2.3.1. Matrices de tres valores

Consideramos en esta seccion las matrices de la fO{“mé, 1}, D, ~). Como la ma-
triz es LPP, solo tenemos que determinar el conj@ntola funcion~ sobre%; las opcio-
nes para son:

D, = {1}: Dy — {%1}

las posibilidades para son:
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Las matrices asociadas a las combinaciofs ~,} y {Ds,~3} no son genuina-
mente de tres valores; pues se pueden reducir a la (Unicag mBP de dos valores
({0,1}, {1}, ~); en el primer casastr(3) = nstra(0) y en el segundestr (3) =
nstra(1) . Las otras combinaciones dan lugar a matrices genuinariMaleadas, todas
distintas entre ellas:

1 1

Mg = <{O’§71}7D17N1> M1,3:<{07§71}7D17N3>
1 1

M271: <{07§71}7D27N1> M2,2:<{07§71}7D27N2>

Cada una de estas matrices, por separado,daorigen a ure hdafiicial; estudiare-
mos cada una de ellas por separado. Cada uno de los siten@ss|teidra una seccion
propia, de modo que usaremos la nota¢ignF en vez de los correspondientes; y E .
Ademas, usaremos la notaciah = aV-a 'y a° = = (aA—-«)

Observamos que en cualquier sistema dedugtfi/¢-s) con Modus Ponens en que
+ A para todoA axioma de SLPPL se tiene quecsies compleja, entoncds 5 a® y
r l_S a’.

Para cada una de las l6gicas matriciales analizaremosreargrgar la seméntica gen-
tzeniana equivalente y luego mostraremos una axiomabizamwmo sistema deductivo,
demostrando en cada uno de los casos la equivalencia, esode@ccion y completud.
Las axiomatizaciones corresponden a las que aparec@[LM



CAPITULO 2. LOGICAS MATRICIALES 27

2.3.1.1. My, =({0,1,1},D),~)

Las tablas de operaciones para este sistema son las sgguient

-0 3 1
0 I 1 01 1 1
~|1 10 1111

1 /0 0 1
v[io I 1 A0 5 1
0/0 0 1 0/0 0 O
110 0 1 1o 0o
1/1 1 1 1/0 0 1

Semantica Bivaluada

En primer lugar necesitamos férmulas que separen los wadordéa matriz, para ma-
trices de tres valores siempre sera un proceso sencillo:

x=0 siysolosit(z) =0,t(~z) =1
T = % siysolo sit(z) =0,t(~x) =0
r=1siysolosit(z) =1
Estas férmulas evidentemente estan determinadas pordatesa de negacion de los

elementos de la matriz, pero como solo necesitaremos loes valores, éstas pueden
coincidir para matrices distintas.

La primera tabla, que es comun a la otra matriz con la funsigmos entrega las
siguientes ecuaciones &, ;:

Eo(Oé) — El(N Oé)
Ey(a) = Ey(~ a)
El(Oé) — EO(N Oé)

Lo que nos entrega los siguientes axiomas para la semasetitzegiana:

bla) =0,b(-a) =1—b(-a) =1 (2.17)
b(a) = 0,b(—a) =0 — b(—a) = 0,b(——a) =0 (2.18)
bla) =1— b(—a) =0,b(——a) =1 (2.19)

Nuestra primera observacion es que la formula{2.17) negainformacioén; asi, nos
podemos quedar solo con las formulas (2.18) y (2.19).
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La segunda tabla corresponde a la estructura de la matrizrien & la implicancia;
por tanto es idéntica para matrices de tres valores con ks osi elementos designados.
Observaremos luego que puede reducirse en todas las maxiaetamente del mismo
modo, independiente de que los sistemas de ecuaciones tumiden los valores de
la matriz sean distintos, debido a que esta definida en téana la pertenencia de los
elementos al conjunto designado de la matriz, y por tantémninos de expresiones del
estilo:b(a) =0 0b(8) = 1.

Eo(Oé),Eo(B)—)El(Oé—)B) E% (Oé),Eo(ﬁ)%El(Oé—)ﬁ) El(Oé),EO(B)—}Eo(Oé%B)
Ey(a), E%(B)%El(a%ﬁ) E%(oz), E%(ﬂ)ﬁEl(aﬁﬁ) Ei(a), E% (8)—Ey(a—p)
Ey(), By (B)—=Ei(a—p5) E%(a), E,(B)—E(a—p) Ey(), By (B)—=Ei(a—p0)

Esto nos entrega nueve formulas que seran axiomas de latssargantzeniana aso-
ciada; no las escribiremos de manera explicita de inmediat@ue haremos antes las
reducciones.

Escribiremos las instancias de G3 y G4 para esta matriz.

(Gly: T —=bla)=1|bla)=0
(G211 b(a) =1,b(a) =0 — L
(G3)1 b(a) =1— Ey(a)
(G4 b(a) =0 = Ep(a) | Ei(a)
De (G1) 1, (G3).1 Yy (G4), ; obtenemos:
T = Ey(a) | Ei(a) | Ev(a) (2.20)
Luego, podemos colapsar las filas de las primeras dos cofjmbieniendo:

Eo(Oé> — El(Oé—>B) (221)
Ei(a) = Ei(a—p) (2.22)

D=

Ademas, usando, usando (G4)reducimos[(2.21) ¥ (2.22) a:
bla) =0 — Ei(a—p)

Por otro lado, usando nuevamente (G4podemos sintetizar las dos primeras filas de
la altima columna en la férmula:

b(a) = 1,b(8) = 0—Ey(a—p)
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Y finalmente, usand@(2.20), sintetizamos la Gltima fila por:
b(B) = 1= Ei(a—p)

Es momento de traducir entonces estas expresiones reer@na estructura de la
implicacién a bivaluaciones:

0—bla—p) =1
b(B) = 1=bla—p) =1
b(a) = 1,b(8) = 0—b(a—B) = 0,b(~(a—B)) = 1

Por dltimo notamos que (GJ3) es trivial y (G4) ; es consecuencia de G1.
Las tablas par& y A nos entregan la siguiente informacion:

Eo(a), Eo(B)—Eo(aVp) E%(a), Eo(B)—Es(aVp) Ei(a), Eo(B)—=Er (V)
Eo(a), E%(B)%Eo(avﬂ) E%(oz), Ey (B)—=Eo(aVp) Ei(a), E (B)—=E1(aVp)
Eo(a), E1(B)—E1(aVp) E%(a), E(B)—E1(aVs) Ei(a), E1(B)—E1(aVp)
Eo(a), Eo(B)—Eo(anp) E%(a),Eo(ﬁ)%EO(a/\ﬁ) Ei(a), Eo(B)—Eo(ans)
Eo(a ,E%(B)%Eo(a/\ﬁ) E%(a), E; (8)—=Eo(anp) Ei(a By (B)—=Eo(ans)
Eo(a), E1(B)—Eo(anp) E%(oz), E1(B)—=Eo(ans) Ei(a), E1(B)—E1(anp)
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Reducimos como antes y obtenemos las siguientes expresiones

b(a) = 0,b(8) = 0—=b(aVp) =0,b(=(aVvp)) =1
b(a) = 1=b(aVvp) =1
b(B) = 1=b(avp) =1
b(a) = 0—=b(anp) = 0,b(=(anp)) =1
b(B) = 0-sb(an) = 0,b(~(ans)) = 1
b(a) =1,b(B) = 1=blanp) =1

Los axiomas que definen las bivaluaciones son:
o Gl

o G2

o Gl :b(a) = 0,b(=a) =0 = b(==a) =0

o G},
b(a) = 1=b(—a) = 0,b(——a) =1,
blavp) =1,
b(Bva) =1,
b(f—a) =

b(anB) = 0,b(—=(anB))
b(BAa) = 0,0 (=(BAa))

o Gl :b(a) =1,b(8) = 0= bla—f) = 0,b(~(a—p)) =1
o G, :b(a) =0,b(8) =0 = blaVh) =0,b(—(aVvh)) =1
oGP ib(a) =1,b(B) =1 = blanp) =1

L
1

En lo sucesivo, haremos estas reducciones sin hacer ¢éxgicia paso.

Sistema Deductivé, ;

En lo sucesivo utilizaremos algunos resultados evideelaivos a-s;,ppr,, €xplici-
tando que se trata de resultados de aquel sistema deducthab®rlos mencionado antes,
ya que son de facil verificacion usando completud en aquehsis

La siguiente axiomatizacién aparece r99] bajo el memiy la Unica regla de
inferencia es Modus Ponens y los axiomas son:
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A1,1 Los axiomas de SLPPL
A1’12 (62 ramimleY
A113 a*—= ((a—=8) = ((a—=—p) =)

Para este sistema, y los siguientes, tenemos el teoremaddecitan, para ver este
hecho basta con notar que en la demostracion de aquel tesodonasamos los dos pri-
meros axiomas y que la unica regla de inferencia es MP. Dehanimodo tenemos todos
los Corolarios del Teorema de Deduccion2.6-2.9, el Teofedld ¥ los Lema§ 2.12 y
211

Demostraremos en primer lugar que se trata de axiomas tasrexs decir, que se
tieneF,, , A paralos axiomas A2y A ;3.

A, ;2 Dada una valuacion (algebraicaen M, ; es trivial para los casos(a) = 1y
v(a) = 0 que se satisface(a<»——a) = 1; por otro lado, enM, ; se satisface

k 1 _ 1 . . e _ 1 .
~" 5 = 3, luego es inmediato también que pafa) = ; se satisface

v(ae—a) =1
A, ;3 Para que se tengéa®— ((a—p3) = ((a——F) ——a))) = 0 se debe tener

v(a®) =1
v((a=p) = ((a==p) =-a)) =0

Pero comd;]* = 0, tenemos de la primera ecuacion gue) = 1 0 v(«) = 0; por
otro lado, de la segunda ecuacion tenem@s—3) = 1y v ((a——8) ——a) = 0;
lo que se traduce, junto a lo entregado por la primera ecogeiw (a— /() = 1;
v(a—-8) = 1yv(a) = 1; luego necesitamos qués) € F'yv(—f5) € F, es
decirv(f) = 1y v(=5) = 1; y dicha valuacion no existe, luego toda valuacion
(algebraica) satisface

v(e@*= ((a=f) = ((a==p) =) = 1

Como los axiomas de SLPPL son correctos, y lo es también la deghferencia MP;
tenemos que di -5, , ¢, entonced’ Fuy, | ¢
Lema 2.23.En S, ; se satisface:
L =BV =p) k= (5 v +15)
2. 8,06k~
3.8,~(BAB)E
4. B,y F = (6—7)
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B, (v Ay E—(B—)
B (BAY)
~(BAB)E(BA)
“(YAY), B E=(BVY)
9. = (8°) F =~ (BAB)

Demostracién.Los puntos 3, 5, 7 y 9 son resultados de SLPPL, faciles de aaarifine-
diante valuaciones, pero que igualmente demostraremoslasas axiomas de SLPPL.
Se puede observar que se utiliza el axioma2\solo en el primer Lemay en el resto se
utiliza A, ;3.

© N o O

1. Basta con observar que se tiene—?"a y ~a+>—?""1q; tomandon = By a = =4,
para cualquier, m entero no negativo. Luego por el Coroldrio 2.19 tenemos

= (BV-B) F = (=B v B (2.23)

2. Seax unatautologia de SLPPL cualquiera, como por ejemplp. Tenemos entonces
lo siguiente, usando propiedades de SLPPL.:

Fa®

b a—p
—ﬁ F CY—>—\6

Usamos estos resultados y el axiomg & para obtener usando MP gde—5 - —a;
luego, como-f3, 5 - « se tiene qué 5, -3} es trivial; es decir, para cualquier formula
~ se tiene

—B8,8Fy

3. Sabemos qué + 3 A §; luego usando qués A B, — (8 A )} es trivial tenemos
B, = (BAB)

4. Para demostrar que, -y + —(S—~) nos bastara con demostrar gie\ 5,y
- (f—7). Por el Lem&a2.11 basta con demostfas~y, =y = — (5 A 3); por otro lado
sabemos que
p—y (B8 A B) —~. Ademas usando el axioma A3 tenemos

(BAB) = (((BAB)=7) = ((BAB)=—y) == (BAS)))

Usando Modus Ponens obtenemos lo que queriamos, es/glecit,—y = = (5 A ).
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5. Para demostrar qu& — (v A v) F — (8—) basta, por el Lema2.1L1 con demostrar
B,6—vy F v A ~; pero sabemos qué,5—y F vy v F v A ~; obteniendo asi el
resultado que buscabamos.

6. Sustituimos en el axioma; A3 « por 3 A . tenemos entonces

(BAY) = ((BAY)=B) = (((BAY)==(BA7)))

por otro lado por el Corolarip 2.7 se tieng} - a—— y del axioma A3 de SLPPL
tenemoss A v F (3, luego usando que se tierea® para cualquierx compleja; y
aplicando MP se tiene que

—BE=(BAY)

7. Por el Corolario2]7 sabemos qu€s A 5) F y——(8 A 3). Por otro lado,
Fspppr (Y—=(B A B)) == (8 A7), finalmente usando MP se obtiene lo buscado.

8. Primero observamos que se tiene de SLPPAY) - (8 V ~v)— /'y que por el Coro-
lario[Z.7 se tiene 3 I a——[3 para cualquiety, en particular para = 3V~; por otro
lado si reemplazamos en el axioma,8 « por 3 V v obtenemos

(Bvy)" = ((Bvy) =8) = (((BVY) == (BVY)))

Ahora usamos MP y conluimos que
“(YA7), 7 BE=(BVY)

9. Usando contraposicién (Lerha2.11) tenemos que nos bastdernostrats A 3) +
(B Vv —B), pero de lalégica SLPPL sabemos 5 + Sy 5 - SV —4; luego terminamos
la demostracion usando MP. O

A continuacion demostraremos que el sistema es completmlosd método de Kal-
mar, utilizado usualmente para demostrar la completud en CPC.

Lema 2.24. Sea«a una férmula cuyas variables proposicionales estan en ejuro
{p1...pn}. Para una valuacion (algebraica) se define:

a, siv(a) =1 a®, siv(a) =1
o =¢-(ana), siv(e) =1 a=4-(a%), sivla)=;
-, siv(a) =0 a®, siv(a) =0

Entoncey, ..., 0n, P10 P, o

Demostraciéon.En primer lugar observamos que para cualquier valuacioidrmulac se
tiene que siv’ y @ estan definidos par, entonces (') = 1 = v(@); esperamos entonces
gue nuestras hipotesis no sean contradictorias, es deeinase trata de una conclusion
trivial. Demostramos el Lema por induccion sobre el tamagitadormula.
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o Sia = p, se tiene’ = p/, luego, comq’ -5, , p’ se satisface el Lema

o Sia = =3, entoncesy y S comparten las variables proposicionales; tendremos
distintos casos dependiendo del valor de la valuaciam. en

e SipY =1, entonces” = 0, por tantog’ = Sy o/ = —a = ——f. Luego por
hipotesis de induccion se tiene

pla"'ap_napllv"wp;z l_Sl’l ﬂ

y por axioma A ;2 se tiene
Dis--- >p_n7p/17 cee ap;L |_51,1 o

e SipY = 0, entonces’ = 1, por tantos’ = =4 = o = «'. Por hipdtesis de
induccion se tiene lo buscado

J— o / / /
Pis---sPnsP1y- -5 Py I_51,1 Q

e Si” = 1, entoncesr’ = i, portantof’ = ~(BAB) Yy o = = (aAw).
Ademas, dada la definicion de las operaciones en la matrierseques =
=kpy a = =F1p Asitenemop = —(p Vv —p) y por lemmd2.28]1 se tiene
pts,., —(aV-a)ypor Lemd 2.28)9 tenem@s-s, | o'

o Sia = f—, entonces las variables proposicionales @s la union de las variables
depy .
e Si f* ¢ D, se tienea’ = 1, y por tantod’ = a = [y Yy
g = —=p0op = —(BApS); por hipotesis de induccion entonces se tiene

Py Do Pys -0, b, Ay por Lemal2.2B)2 @ 2.43,3 respectivamente
se tiene

Z)_17 AR 7]9_n7p,17 A 7p;’L7/6 }_51,1 ’7
y por El Teorema de Deduccion

J— —_— / /
b1, 3PnyP1s- -5 Py I_S1,1 a

e Siy¥ = 1 se tiene que&’ = 1,y por tantoa’ = o = f—yy ' = ~, por
hipotesis de inducciop,,, p}, . .., p, ks, 7 Y finalmente, por el Coroloario
[2.7 se tiene lo buscado.

e Sif’ =1y~" ¢ D; entoncesy’ = 0, y por tantoe) = ~a = — (F—7),
B =pyy =-y0y =-(yA~);luego por hipétesis de induccién tenemos

])_17"' 71)_7’L7p?[7"'7p;], |_Sl,l /8
p_17 ct 7Z)_n7p€[7 ct 7p;’l, |_Sl,1 f}//

y por Lemd 2.28}4 b 2.23,5 concluimos.
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o Sia = A7, entonces las variables proposicionales@ds la union de las variables
degyn.

e Sif" =~" =0, entoncesn’ = 0ysetienes = 5,7 = nyd =-a=
= (6 A ). tenemos por hipétesis entonces

]9_17"’71)_?’L7p?[7"'7p; l_Sl,l _‘/8
Z)_17"'7p_n7p€[7"'7p; l_Sl,l _\f)/
y por Lemd 2.218J6 se tiene lo buscado.

e Sifv = % 0~ = % se tiene respectivamenté= - A S0+ = -y A7, en
cualquiera de los dos casos se tiefie= 0 y por tantoa’ = -« en cualquiera
de los dos casos (usando el ajuste necesario de cafpbias) por (v V 3))
se tiene por la hipétesis de induccion y el Ldmal?]23,7 loduisc

e Sif" =1=~1"entonces’ = 1,yportantos’ = 3,v =yyo = a = GA7y;
luego por el Corolarig 2]9 se tiene lo buscado.

¢ Sia = [V, entonces las variables proposicionales@ss la union de las variables
defy .

e Sif"=101" =1setienen’ = 1; ademas respectivamente se tighe- 5 0
~" = ~; por tanto, notando qu€ = « basta con usar la hipotesis de induccion,
respectivamente,

])_17‘ A 7]9_7L7p,17 A 7p;’L7/6 }_51,1 /80
Dis--- 7p_nap/17 s 7p;nﬁ l_Sl,l Y
pues luego usamos los axiomas A6 o A7 de SLPPL para concloudcado.
e Sifv=1=1"=1 entoncesn’ =0,y portantod’ = —(8AB), 7 = —(7Av)

5 =
y o' =-a=-(FV~); luego usando que en SLPPL se tiene

“(YAY),~(BAB)FE (v V)

basta con usar la hipotesis y modus ponens para demostrar
JE— —_— /
P, - 7pn7p17 e 7pn75 I_51,1 e

¢ Sif" =0y~y" = 1, entoncesr’ = 0y se tienea’ = ~a = = (BV7y),
' =-p8y~ =-(yA~). Tenemos por hipétesis entonces

pla"'v_nvplla"'ap:z I_51,1 ﬁ/B
p_17"'7p_n7p/17'”7p/n I_51,1 _‘(fy/\’)/)

y por Lemd 2.218)8 se tiene lo buscado.
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e SifY = % y~* = 0, se procede similar al caso anterior, usando la modificacion
natural del Lem&2.2(3,8, usando que son equivalentes (demaistrables) en
SLPPL las formulas:(5 V v) y =(v V B). O

Lema 2.25. Sean unaM, ;-tautologia; entonces se tiehg, ; a.

Demostracion.Comoa es una tautologia, para cualquier valuacion (algebraisa)tiene
v(a) = 1, lo que implica que sin depender de la valuacion escogida lpadefinicion,
o = «. Seanpy,...,p, las variables proposicionales que aparecem.e8upongamos
que para algum < n se tiene que toda valuaci@n, . .., p,, p, ..., p}, Fs,, @, donde
By ' se definen por la valuacion. Escogemos tres valuacianes, v; que coinciden en
(1, ..., pm_1) Yy tales quevy (p,,) = 1, v2(pm) = % y v3(pm) = 0. Usando la hipotesis se
tiene que:

X, PP (2.24)
2, 2(ph)s ~(PmApm) F a (2.25)
X, P 7P (2.26)

DondeY = <p_1, s D1, DYy - - ,p;n,1>, definido por cualquiera de las tres valuaciones,
dado que coinciden efpy, ..., p,_1). De (2.24) y[(2.26) obtenemos por el Teordma 2.5
respectivamente

Y, po F pm—ra
X, py, o —a

Luego, usando el Axioma A8 de SLPPL y MP obtenerog?, + (p,,V—pm)—«; €s
decir
X, b ph—a

y nuevamente por MP y usando el Teoréma 2.5
Y —a (2.27)

Por otro lado, e (2.25) podemos elimirdp,,A\p,, ), usando el Lema2.%3,9; obteniendo
por el Teorem@ 215
S F —pt a (2.28)

Finalmente, sabemos qtie(p?,)°®, luego usando nuevamente el axioma A8 de SLPPL y
MP resulta
YFa (2.29)

Observamos ademds que los valores sobre . ., p,,_1) de las valuaciones son arbitra-
rios (aunque comunesia,v, Y v3), luego sin importar la valuacién usada para la definicion
dejy B se satisfacd (2.29).

Aplicando el LemaZ.24 se tiene el caso base dem, luego aplicando lo demostrado
podemos eliminar de la hipotesis una a unanlagriables proposicionales que aparecen
enca; llegando a

Fa 0
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Teorema 2.26.Completud paraS; ;: Si para todaM, ;-tautologia se tienes, , «; en-
tonces s =, , « entonces: s, , a.

Demostracion.Basta para concluir esto con observar quE i, , «, entonces existe

un X'CX finito tal queX’ F, , a, y que si¥ = (oy,...,0,), entonces se tierey, ,
01— (02— (- -+ (0,—a))). Asi se tiene usando el Lema anterior y MPt-s,  «, y por
tantoX 5, | a. O

2.3.1.2. Myz=({0,1,1},D),~s)

Las tablas de operaciones para este sistema son las sgguient

-0 5 1
0 : 1 0111
~/1 00 1111

1 /00 1
v]io ;1 AlO 31
0/0 0 1 0/0 0 O
11o o0 1 1lo o o0
1/1 1 1 1/0 0 1

Semantica Bivaluada

Primero necesitamos formulas que separen los valores eattezm

x =0siysolosit(z) =0,t(~xz) =1
1 . :

v=gsly solo sit(x) = 0,t(~x) =0

x =1siysolosit(z) =1

La primera tabla nos entrega las siguientes ecuacionsgden

Lo que nos entrega los siguientes axiomas para la semaetitzegiana:
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b(a) = 0,b(—a) = 1—=b(—-a) =1 (2.30)
b(a) = 0,b(—a) = 0—b(—a) = 0,b(—a) =1 (2.31)
b(a) = 1=b(—a) = 0,b(——a) =1 (2.32)

La formula [2.3D) no entrega informacion; asi, nos podenuesiar solo con las for-

mulas [(2.31) y[(2.32).

Escribiremos las instancias de G3 y G4 para esta matriz.
(Gl)s T—b(a) =1]|b(ex) =0
(G2)3 b(ar) =1,b(cx) = 0—L
(G3)5 b(a) = 1= E(a)
(G4) 3 b(ar) = 0—Ep(av) | £y ()

La segunda tabla corresponde a la estructura de la matrzrem & la implicancia; por
tanto es idéntica para matrices de tres valores con los mistementos designados.

Eo(a), Eo(B)— Er(a—p) Ei(a), Eo(B)—=Er(a—p) Ey(a), Eo(B)—Eo(a—p)
Ey(o), Ey(B)—=Ei(a—=p)  Ei(a), Ei(8)—=Ei(a—p) Ey(a), E1(B)—Eo(a—p)
Ey(a), By (B)—Er(a—05) E% (), By (B)—Ey(a—p) Ey(a), Ey(B)—Ey(a—p)

Realizamos reducciones similares a las hechas anteri@mgmtdandonos nueva-
mente con las expresiones:

bla) =0 — Ey(a—p)
bla) =1,b(8) = 0 — Eyg(a—p)
b(B) =1— Ei(a—p)

Traducimos entonces estas expresiones referentes aletesirde la implicacion a biva-
luaciones:

bla) =0 — bla—p) =1
b(B)=1—=bla—p)=1
b(a) =1,b(8) =0 — bla—p) = 0,b(-(a—p)) =1

Por ultimo notamos que (G3) es trivial y (G4) 5 es consecuencia de G1.
Las tablas par& y A nos entregan la siguiente informacion:
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Eo(a), Eo(8)— Eo(aVp) Ei(a), Eo(B)—Eo(avp) Ei(a), Eo(B)—E(aVpB)
Eo(a),E%(B)%EO(a\/B) E%(oz),E%(ﬁ)%Eo(a\//B) El(a),E%(B)%El(a\/ﬁ)
Eo(a), E1(B)—Er(aVp) Ly (@), E1(B)—=Ei(aVp) Ey(a), Ey(B8)—=Ei(aVvpi)
Ey(a), Eo(B)— Eo(anB) E1(a), Eo(B)—=Eo(anp) Ey(a), Eo(B)—Eo(anb)
Ey(a), By(B)~Bo(an)  By(a), Ey(B)=Boland)  Br(a), By (B)—Ey(ans)
Eo(a), E1(B3)— Eo(aNf) Ei(a), Ei(B)—Eo(anB) Ei(a), E1(8)—=Ei(anp)

Reducimos como antes y obtenemos las siguientes expresiones

b(a) = 0,b(8) = 0—=b(aVp) =0,b(=(aVvp)) =1
b(a) = 1=b(aVp) =
b(B) = 1=b(aVvp) =
b(a) = 0—=b(anp) = 0,b(=(anp)) =1
b(B) = 0—=b(anp) = 0,b(=(anp)) =1
ba) = 1,b(8) = 1-5b(aAB) =

Estas expresiones son idénticas a las obtenidas anteseysst@mos trabajando bajo el
mismo conjunto de elementos designados y usamos las mismasi@nes para diferen-
ciar valores.

Los axiomas que definen las bivaluaciones son:

o G1
o G2
o Glg:b(a) = 0,b(ma) = 0=b(——a) = 1

o Giy:
b(a) = 1—=b(—a) = 0,b(——a) =1,
blavp) =1,
b(f—a) =1
b(fVa) =1
o Giy
b(a) = 0—=b(a—p) =1,
b(anp
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o Gi,:b(a) = 1,b(8) = 0—b(a—B) = 0,b(~(a—B)) = 1
o Gl :b(a) = 0,b(8) =0 — b(aVB) = 0,b(~(aVp)) = 1
o Gy :b(a) =1,b(8) = 1 — b(aAB) = 1

Sistema Deductive; ;

Este sistema deductivo aparece m‘ar%] bajo el nombrefue introducido en
]. La Unica regla de inferencia es Modus Ponens y losraasason:

A131 Los axiomas de SLPPL
A1732 (_|Oé).
A133 a*= ((a=B) = ((a—==8) »-a))

Demostraremos en primer lugar que se trata de axiomas tusyess decir, que se
tieneF oy, , A paralos axiomas A2y A, 33.

A, 32 Basta con observar que é4, 5 se tiene-a € {0, 1}.

A, 33 Para que se tengéa®— ((a—3) = ((a——F) ——a))) = 0 se debe tener

v(a®) =1
v((a=p) = ((a==f) =-a)) =0

El argumento para concluir entonces es idéntico al usado, €8, Adues también
ocurre enM; ; que [3]° = 0y no existe elemento que satisfaged) = 1y

v(=p) =1,

Como los axiomas de SLPPL son correctos, y lo es también la deghferencia MP;
tenemos que g k-, , o, entonced’ Fpq, , ©.

Lema 2.27.En S, 5 se satisface:
L ~(8%) K ~(~8A6)

2. 8,6k

3. ~(B°) F =y

4. B,y F = (6—7)
5. 8F=(BAY)
6. = (5°) - BNy
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7. BF -8
8. = () F=p

Demostracion.Al igual que en el Lema 2.23, hay algunos resultados que sentds de
los axiomas de SLPPL, y que se pueden resolver por valuagisimembargo estan aqui
resueltos usando los axiomas, en este caso son los puntds Us&imos el Axioma £;2
en las partels| 2] 7[y 8; y el axioma 48 en(2 y en las restantes partes.

1. Usando contraposicion tenemos que nos basta con demestra —5) - (6 VvV =4),
pero de la légica SLPPL sabemeg A -3 + =8y =3 + [V —=f; luego terminamos
la demostracién usando MP.

2. En primer lugar tenemds (—/)°* por axioma A 32; por otro lado de SLPPL sabe-
mos ques3 - a— 3 por corolarid 2.7 y qué a—« por el Corolarid 2.6. Sustituyendo
entonces en A;3 y en las expresiones anteriorepor —3 tenemos:

b Fa—p
F—B—-
= (=8)" = ((=—=8) = ((=8—=8) ===8))

Usamos MP para finalizar la demostracion.

3. Para demostrar que3® - f—~ basta con observar dos resultados sencillos de SLPPL,

en primer lugar, que: (SA—3) = =(8V5) y en segundo lugar, que(sVp3) F —.
Usando ambos resultados y MP obtenemos lo buscado.

4. La demostracion es idéntica a la[de #.23,4 usando que @haxh ;3 es igual al
axioma A 33

5. La demostracion es idéntica a la[de #.23,6 usando que @haxh ;3 es igual al
axioma A 33.

6. Usando contraposicion tenemos que nos basta con denigstya) + (5 vV =), pero
de lalégica SLPPL sabem@s\5 + Sy S+ 5V—4; luego terminamos la demostracion
usando MP.

7. En primer lugar usamos el axioma £ y obtenemos: (-gA—-—(). Del Lemd 2. 27 ]2
y deduccion tenemos - —-f———3; ademas sabemos de SLPRL), aVi—a - «
(de hecho es tautologia clasica sin negacion). Luego, leeammo en la expresion
anteriora por—gy ¢ por——3 y usando MP obtenemos

B ——p

8. En primer lugar, tal como en el punto anterior, usamos ieinax A, ;2 para obtener
= (=BA—-—=3). Por otro lado, sabemos que en SLPPL se tiefiey - = (—yV—y) y
que— (—yV—y), Ve - € reemplazando en estas expresiongsr 3, j por 5y e
por ——/3, obtenemos lo buscado usando MP. O
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A continuacion demostraremos que el sistema es compléizantio nuevamente el
método de Kalmar.

Lema 2.28. Seaa una férmula cuyas variables proposicionales estan en ejuro
{p1...py}. Para una valuacion (algebraica) se define:

«, siv(a) =1 a®, siv(a) =1
o = =, siv(e) =1 a=4q-(a%, siv(a)=3
-,  siv(a)=0 a®, siv(a) =0

Entoncey, ..., Dn, P10 D) Py &

Demostracién.Demostramos el Lema por induccion sobre el tamafio de la tarmu

o Sia = p, se tiene’ = p/, luego, comq’ -, , p’ se satisface el Lema

o Sia = —f, entoncesy y [ comparten las variables proposicionales; tendremos

distintos casos entonces dependiendo del valor de la vatuan.

e SiY =1, entoncesy” = 0, por tantos’ = fy o/ = ~a = =—. Luego por
hipotesis de induccion se tiene

E)"'ap_naplla-'wp; l_S'l,g 5
y por axioma A 32 se tiene
29_17 AR 7Z)_n7p/17 AR 7p;7, l_Sly?, O/

e SipY = 0, entonces” = 1, por tantos’ = =3 = a = . Por hipétesis de
induccion se tiene lo buscado

J— _ / / /
Pis-- 3 PnsP1y-- -5 Py I_571,3 Q

e SifY = % entoncesy’ = 0, por tanto3’ = ——8y o’ = = (a A o). Ademas,
dada la definicion de las operaciones en la matriz, se tiemg gupy o = —p.
Asitenemog’ = ——py p = —p* y por lemmd 2.2F]1 se tiere- «’.

o Sia = f—~, entonces las variables proposicionales@s la unién de las variables

depyn.
e Sifp¥ =0setienen’ =1,y portantoe’ = o = f—~y ' = =4 por el Lema
22772 obtenemos:

DLy s Py Dis- - Doy BEY
y por el Teorema de Deduccién

/ /
Pis-- 3 PnsP1y- -5 Py I_SLl Q
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e SipY = % entoncess = p, en ese caso tenemos que= —p® y por Lema
[2.277[3 tenemos lo buscado.

e Siy¥ = 1 se tiene que&’ = 1, y por tantoo’ = o = f—yy ' = ~, por
hipotesis de inducciép,, p!, . . ., p,, F vy finalmente, por el coroloar[o 2.7 se
tiene lo buscado.

e SifV =1y~ =0entonces’ =0,y por tantoe’ = ~o = = (f—7), 5 =0
y v = —; luego por hipétesis de induccion tenemos

pla"w_naplla'--ap:wﬁ'_ﬂ
p_la---ap_naplla"'?p;—uﬁl_’y/

e Sifvt =1y~y = %entonceSa” =0y~ = p, ypor tantoe/ = -a =
= (=), B =p,7 = -—yy7 = —p°. Queremos demostrar que—p*® +
—(S—p); por contraposicion y deduccion bastara demostrat—p = p°;
pero es evidente qué, S—p - py quep  p°, luego por modus ponens
obtenemos lo buscado.

o Sia = fA~, entonces las variables proposicionales@s la union de las variables
degyn.

e SifV = 0, entonces’ = 0y setiened = -fyad = -a=-(8A7).
Concluimos directamente usando en LémalP]27,5.

e Siv" = 0, se procede similar al caso anterior, usando la equivaemcsLPPL
entre (A7) y 7= (BAB).

e Sif" = 1 04" = 3 se tiene respectivamente= p; 0y = p;, de este modo,
tenemoy; = —p! 0p; = —p!; ademas en cualquiera de los dos casos se tiene

o’ = 0y por tantoa’ = —a; usand@ 2.2]6 o la modificacion del mismo Lema
usando la simetria dgf/\), concluimos lo buscado:

m""?])_'nﬁp/17"'7p’/n,l_ﬁ(/8/\’}/)

e SipY=1=+"entonces’ = 1,yportantos’ = 3,7 =yyad = a = [Ay;
luego por el corolarig 2]9 se tiene lo buscado.

o Sia = Vv, entonces las variables proposicionales.@ss la union de las variables
defy .

e Sif"=10~" =1setienen’ = 1; ademas respectivamente se tighe- 5 0
~' = ~; por tanto, notando qu& = « basta con usar la hipotesis de induccién,
respectivamente,
]9_17"'7])_n7p/17"'7p;17/8|_50
17_17 et 7I)_n7p/17 ct 7p'/n7/8 l_Sl,l 7
pues luego usamos los axiomas 6 o0 7 de SLPPL para concluistata.
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e Sig’ = 3yn" =i, entoncesy’ = 0,y por tantoa’ = ~a = = (6 V),
B = piy v = pj; tenemos entonces = —p; Y p; = —pj luego usando que
en SLPPL se tienei (v A7), = (BAB) = = (()v V ), basta con usar que
—d* = = (d A ) y modus ponens para demostrar

J— —_— 1/ /
Piy-- s Pns D1y - P8

e Sif* =0y~ =31 entoncesr” =0y setiened = -5, y=p,p=-(p")y
o =-a=-(V~).Del Lemd Z2Il 5 obtenemess - —5AS; por otro lado
en SLPPL- (p*) - —(pAp), es decir, d@ obtenemos-(pAp); finalmente, en
SLPPL se satisfacefAS, =yAy F = (S V ) y concluimos por MP.

e Sip¥ = % y v¥ = 0, se procede similar a al caso anterior, usando la modifi-
cacion natural del Lenfa 27,5, usando que son equivalgnéeglidemostra-
bles) en SLPPL las formulas(5 Vv v) y =(v Vv B). O

Lema 2.29. Sean una. M, 3-tautologia; entonces se tiehg, , o.

Demostracion.Al igual que en el Teorema correspondient g, al sera una tautologia,
para cualquier valuacion (algebraieege tienev(«) = 1, lo que implica que sin depender
de la valuacion escogida para la definicioh,= «. Seanpy, ..., p, las variables pro-
posicionales que aparecen @nSupongamos que para algtan < n se tiene que toda

valuacionpy, . .., pm, P, - - - Py Fsis @, dondes y 3’ se definen por la valuacion. Esco-
gemos tres valuaciones, vy, v3 que coinciden ek, ..., p,_1) Y tales que (p,,) = 1,
vs(pm) = 3 Y v3(pm) = 0. Usando la hipétesis se tiene que:
X, Py P - @@ (2.33)
X =(ps), mmpm o (2.34)
Eap:na “Pm F o (235)
Donde, como ante§, = <p—1, e D1, P - - ,p;n_1>, definido por cualquiera de las tres

valuaciones. D (2.33) |/ (2.35) obtenemos por el Teofemeegfectivamente

Y, o b Pm—ra
X, ph Fpm—a

Argumentando de manera idéntica al teorémal2.25 obtenemos
YEpha (2.36)

Por otro lado, el (2.25) podemos elimirdp,, Ap,,), usando el Lema2.%7,8; obteniendo
por el Teorema de deduccibn.5
YFpa (2.37)

Finalmente, sabemos qtie(p?,)*, luego usando nuevamente el Axioma A8 de SLPPL y

MP con [2.36) y[(2.37) resulta
S a (2.38)
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Los valores sobrép,, ..., p,_1) de las valuaciones son arbitrarios (aunque comunes a
v1,05 Y v3), luego sin importar la valuacion usada para la definiciorsdes’ se satis-
face [2.38). Aplicando el Lema 2]28 se tiene el caso base dem, luego usando lo
demostrado podemos eliminar de la hipétesis una a una \@siables proposicionales
gque aparecen em, llegando a

Fa 0

Teorema 2.30.Completud para 5: Si para todaM, ;-tautologia se tiene s, , «; luego
si¥ Faq, a entonces b, , a. La demostracion es idéntica a la del Teordma .26

2.3.1.3. My, = ({0,1,1},Ds,~1)

Las tablas de operaciones para este sistema son las sgguient

— [0 2 1
0 I 1 01 11
~]1 10 5 1011

1 /0 1 1
vio ; 1 A0 5 1
0/0 1 1 00 0 O
11111 1o 1 1
11111 1/0 11

Semantica Bivaluada

En primer lugar necesitamos férmulas que separen los wdoréa matriz:

x=0 siysolosit(z)=0

1 . .
z=3 siysolosit(z) =1,t(~xz) =1
r=1 siysolosit(z) =1,t(~xz) =0

La primera tabla entrega las siguientes ecuacionesten:

E()(Oé) — El(N Oé)
Ey(a) = By(~ a)
El(Oé) — EO(N Oé)

[ SIS

Lo que nos entrega los siguientes axiomas para la semaetitzegiana:
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bla) =0 — b(—a) = 1,b(——a) =0 (2.39)
bla) =1,b(—a) =1 = b(—a) =1,b(——a) =1 (2.40)
b(a) = 1,b(—a) =0 — b(—a) =0 (2.41)

Nuestra primera observacion es que la formlla {2.41) negatnformacion; asi, nos
podemos quedar solo con las féormulas (2.39) y (2.40).
Para la implicacion tenemos las siguientes ecuaciones:

Ey(a), Eo(B)=E(a—=p)  Ei(a), Eo(B)—Eo(a—p) Eq(a), Eo(B)—Eo(a—p)
Ey(o), Ey(B)—=Ei(a=p)  Ei(a), Ei(8)—=Ei(a—p) Ey(a), By (B)—=Er(a—p)
Ey(a), By (B)—Er(a—05) E% (), By (B)— Ey(a—p) Ey(a), Ey(B)—Er(a—p)

Esto nos entrega nueve formulas que seran axiomas de latssargantzeniana aso-
ciada; no las escribiremos de manera explicita de inmediatgue haremos antes las
reducciones. Obtenemos asi:

Escribiremos las instancias de G3 y G4 para esta matriz.
(Gl T —bla)=1]bla) =0

(G2 b(a)=1,b(a) =0— L

(G3h1 b(a) =1 - Ey(a) | Es(a)

(G4, b(a) =0 — Ey(a)

Reduciendo entonces las expresiones anteriores relatizgasrgplicacion, usando estos
axiomas, obtenemos:

Por ultimo notamos que (G4) es trivial y (G3); es consecuencia de G1.



E()(CM), Eo(ﬁ)—)Eo(Oé\/ﬁ)
Eo(a), EL(8)—E1(aVp)
Eo(Oé>, E1 (6)%E1(a\/ﬁ)

Eo(a), Eo(B)— Eo(aAB)
Fola), 1 (8)— Eo(and)
Ey(a), By (B)— Eo(anB)

CAPITULO 2. LOGICAS MATRICIALES

a7

Las tablas par& y A nos entregan la siguiente informacion:

&

[N [N (S

!

2

eS|

!

2

\Ej [\)\Ej (NI

N

b(a) = 0,b(8) = 0—=b(aVp)
bla) = 1=b(avp) =
b(B) = 1=b(aVp)
b(a) = 0—=b(aNp)
b(B) = 0—=b(anp)

b(a) = 1,b(8) = 1=b(anp)

o Gi, :b(a) = 1,b(8) = 0 — bla—B) = 0

(@), Eo(B)—Er(aVp)
(@), E1(B)—=Ei(avp)
(@), E1(B)—=Er(aVp)

(@), Eo(B)—Eo(anpB)
(), Ex(B)—=Er(anp)
(@), E1(B)—=Ex(anpB)

Reducimos como antes y obtenemos las siguientes expresiones
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o G, :b(a) = 0,b(8) = 0 — b(aVB) = 0
o G, 1b(a) = 1,b(8) = 1 — b(anB) = 1,b(~(aAB)) = 0

Sistema Deductive, ;

Este sistema aparece en [Car+01].y [Mar99] bajo el nomBfe Una axiomati-
zacion y la demostraciéon de su completud usando el métodoalimdKk aparece en
Jdemostracién la Unica regla de inferencia es ModwgeRs y los axiomas son:

A,,1 Los axiomas de SLPPL
A2,12 (02 wammle
A213 2= ((a=8) = ((a—==8) =-a))

Demostraremos en primer lugar que se trata de axiomas tusyes decir, que se
tieneF,,, A paralos axiomas A2y A; ;3.

Ay,2 ldénticoa A ;2

A, 3 Para que se tengds°— ((a—f3) — ((a——5) ——a))) = 0 se debe tener

1
v((a=p) = ((a==f) =—a)) =0

Pero comd}]° = 0, tenemos de la primera ecuacién qg) = 1 o v(3) = 0; por

otro lado, de la segunda ecuacion tenem@s—/5) = 1y v ((a——p) =—a) =

0; de esto podemos deducifa—f3) = 1; v(a—-8) = 1y v(a) = 1; luego
necesitamos que(s) € F, v(=5) € F;yv(8) = 1 owv(8) = 0. Como dicha
valuacion no existe, toda valuacior{algebréica) satisface

v(B°= (=) = ((a==F) ==a))) = 1

Como los axiomas de SLPPL son correctos, y lo es también la deghferencia MP;
tenemos que 91 s, , ¢, entonces’ F,, ¢
Lema 2.31.En S, ; se satisface:
1 (BA=B) F (2FB Vv =H15)
2. =, 8° = =(BAB)
3. °6,8°F B—y
4. 8,7°, v E = ()
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5. = (aha) F
6. F aV-a
7. f—a,~f—at «

Demostracién.Como se hara evidente en el siguiente lema, las demostragiame el
caso en que el conjunto de elementos no designados es Unteagh@seran mucho mas
sencillas. Utilizamos el axioma,A2 en1, A ;3 enB[6 7

1. Casiidéntico A223,1, usando qug B es igual a A;2.

2. Sabemos qué —(0Ay) F —(yA7y), pues es una consecuencia inmediata del Lema de
Contraposiciéon 211 y el Corolario 2.9. Basta entonces coraptiste resultado a

0=-fyy=p
3. Usamos el resultado anterior usando que en SLPPL se-tighe5) - 5—, por el
teorema de deduccion y el hecho de gue5A5) , 3} es trivial.

4. Pof2Z3IP tenemos qué, —y - —yA~y, ademas sabemos de SLPPL gueAy), 3 -
- (—7), nuevamente como consecuencia del Lemal2.11 y el Corgl&i®btene-
mos lo buscado por MP.

5. Reemplazamos en,A3 /5 por ~(aA«), usamos ademas que com@Aa) es com-
pleja, se tiené- —(aAa)° y obtenemos

F a——aha— ((a—=——(aha))——a)

por otro lado, por el Corolarip 2.7 tenemos quexAa) = a——(aAa) y ademas
sabemos que———(aA«a); usando MP con estas expresiones obtenefiies\«) +
uleY

6. Para demostrér ovV—« reemplazamos ensA3 5 por una tautologia de SLPPL como
p—p. Obtenemos asi, usando MP,

F (a—=—(p—p))——a

Por otro lado, en SLPPla——(p—p))——a es equivalente (y equidemostrable) con
—(a—=(p—p))V-ay ademas-(a——(p—p)) F a. Tenemos entonces una expresion
de la forma- 6Va, donde sabemos ademas tué&— —«; obtenemos entonces usando
el Corolarid 2.1P lo buscado, es de¢irg V-«

7. Basta con usar MP con el resultado anterior[(i.e]2.31,bayiema A8 de SLPPL.
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Lema 2.32. Seaa una férmula cuyas variables proposicionales estan en ejuro
{p1...pn}. Para una valuacion (algebraica) se define:

a, Siv(a)=1 a®, siv(a) =1
o =S, siv)=1 a=4-(a°), siv(a)=1
-, Si U(a) =0 a’, Si U(O[) =0

Entonce9y,....0n, P, ), Fsyy
Demostracion.
o Sia = p, se tiene’ = p/, luego, comq’ I- p’ se satisface el Lema

o Sia = —f3, entoncesy y S comparten las variables proposicionales; son distintos
casos dependiendo del valor de la valuaciom en

e SipY =1, entonces” = 0, por tantop’ = Sy o = —a = ——f. Luego por
A, :3y MP se tiene
]9_17"‘7Z)_n7p€[7"'7p;’],'_a,

e Sif" =1 entonces) = —Fp, portantos’ = fy o = o’ = —**!p,p = pA-p.
Luego por Lem&2.3d] 1 se tiene para cualqiier

p_lw"vp_?”wp,la"'ap;—; H (ﬁkp\/—'k—i_lp)

Por otro lado(—*p v =**1p) + =*¥*1p, obteniendo por MP lo buscado.

e Si (¥ = 0, entoncesy’ = 1, por tantog’ = -5 = a = «'. Es inmediato
entonces por ser la hipétesis de induccion.

]‘9_17"‘71)_77/729?[7"'71);1'_&/

o Sia = f—, entonces las variables proposicionales @s la union de las variables
degyn.

e Si 8 = 0 se tienea” = 1,y por tantoe’ = o = f—yy B = —5; por
hipotesis de induccion entonces se tigne. ., p,, p, ..., p, F =4". Por otro
lado, sabemos que Sies compleja se tierle 3° y si f = =Fp, v(p) € (0,1) y
p = p° tenemos por Lena 2.81,1 qpe- 5°; Para cualquiera de los dos casos
usamos el Lema2Z.%1,3 para concluir que

p_la"wp_n)p/l)'-'ap;; I_SQJ o (242)
e Si~H’ = 1 se tiene que’ = 1, y por tantoo’ = a = f—y Yy~ = ~, por

hipotesis de inducciép,, pi, ..., p,, = vy finalmente, por el Coroloario 2.7
se tiene lo buscado.
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e Sif" € Dyy~' = 0 entonce’ = 0, y por tantoa’ = —a = —(f—),
B = By~ = —y; usando un argumento similar al del primer caso tenemos
Py sDns Py -5 0, F 7% luego usamos el Lema2]BlL,4 y concluimos lo
buscado por MP.

o Sia = Vv, entonces las variables proposicionales@ss la union de las variables
degyn.

e SifV =~" =0, entoncesn’ = 0ysetienes = 5,7 = nyd =-a=
- (V7). tenemos por hipotesis entonces

pl;---a_naplla"wp;zl_ _'/8
JE— _ / /
Piy---3PnyP1y-- -5 P - -

Del mismo modo argumentado en el punto anterior tenemos

])_17"'71?_71,71){[7"'7]9;'_/60
p_la"'ap_naplla"wp;'_"yo

y por Lemd 2. 3IL ]2 obtenemos:

pl?"‘7p_’ﬂ7p/l7“'7p;7, = ﬁﬂ/\ﬁ
mv*-'up_napllan-ap/n - _"Y/\’Y

Finalmente usamos el resultado conocido de SLPPAS, =yAy F =(8V7)
y concluimos por MP.

e SipY € Dy 0" € Dy se tiene respectivamenté= 5 o+’ = v, en cualquiera
de los dos casos se tien& = 1y por tantoa’ = « y por el axioma A6 o A7
de SLPPL tenemos lo buscado.

o Sia = By, entonces las variables proposicionalesids la union de las variables
degy .

e Sif" =001" =0 setienen” = 0; ademas respectivamente se tighe- -
0+’ = —y; veremos el cas@’ = —(3, pues el otro es simétrico; tenemos por
el lemd 2.3ILB, usandb (2]42), qug, 5° + B——(yA~v) Usamos luego, como
observamos en; ;, que 3——(yAy) es equivalente cor(SAy) en SLPPL,
concluyendo finalmente por MP. Para el ca$o= 0 en esta Ultima observa-
cion usamos que que——(5A5) es equivalente con(SAY).

e Sif” € Dyy~Y € Dy, entonces’ = 1, y portantos’ = 5,7 =vyy o = q;
concluimos directamente por el Coroldriol2.9. O

Lema 2.33. Sean una.M, ;-tautologia; entonces se tiehg, , a.
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Demostracion.Como a es una tautologiay’ = «. Seanp,...,p, las variables pro-
posicionales que aparecen @nSupongamos que para algtin < n se tiene que toda
valuacionpy, . .., m, P, - - - Py Fsuy @, dondeB y 3’ se definen por la valuacion. Esco-
gemos tres valuaciones, vy, v3 que coinciden ey, ..., p,,—1) Y tales quev; (p,,) = 1,

Vo (Pm) = % y v3(pn) = 0. Usando la hipétesis se tiene que:

Y Py P (2.43)
Z7pm/\_‘pmapm e (244)
X, Doy 7P - @ (2.45)

DondeX. = <p_1, s D1, Pl - - ,p’m_1>, definido por cualquiera de las tres valuaciones.
En (2.44) podemos eliminax, y por Teorema de deduccién obtenemos

Y F (pmA—pm)—a (2.46)
De (2.43) y [2.4b) obtenemos por el Teordma 2.5 respectivame

3, b Pm—ra
¥, Py, P —a

Luego, usando el Lenta2]81,7 tenemos
Y,p,, o

y por Teorema de duduccion
Yk —a (2.47)

Por otro lado, por el Lenfa2.81,6 tenemos
2 (pm A=) Vo,
Finalmente, usando el axioma A8 de SLPPL y MP ¢on (2.46) vfj2dsulta
Yk a (2.48)

Observamos ademas que los valores sdpye .., p,,—1) de las valuaciones son ar-
bitrarios (aunque comuneswg,v; Y v3), luego sin importar la valuacion usada para la
definicion deg y 3’ se satisfacd (2.48). Aplicando el Lefna 2.32 se tiene el case te
n = m, luego aplicando lo demostrado podemos eliminar de la ég®una a una las
variables proposicionales que aparecengltegando a

Fa 0

Teorema 2.34.Completud pareb; ;: Si X F oy, , «; entonces se tiene kg, | a.
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2.3.1.4. Moy =({0,1,1} Dy, ~,)

Las tablas de operaciones para este sistema son las sgguient

—]0 5 1
0 1 1 01 1 1
~/1 10 1o 11

1 /011
v]io ;1 NEEE
0/0 1 1 0/0 0 O
111 1 1o 1 1
111 1 1/0 1 1

Semantica Bivaluada

En primer lugar necesitamos formulas que separen los sdoréa matriz:

x=0 siysolosit(z) =0
T = % siysolosit(z) =1,t(~xz) =1
x=1 siysolosit(x) =1,t(~z)=0
escribimos las instancias de los axiomas

(Glhpy T = bla)=1]bla)=0

(G2)y2 b(a) =1,b(a) =0— L

(G3)2 b(a) =1— Ei(a) | Ei(e)

(G4)2 b(a) =0 — Ey(a)

Al igual que anted,]3 yl4 son triviales.
La primera tabla entrega las siguientes ecuacionesten:
E()(O[) — El(
Ei(a) = Ey(
E1 (O[) — Eo(

i

a)
a)
a)

[N
i

2
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Lo que nos entrega los siguientes axiomas para la semamttaegiana, casi los mis-
mos que aquellos pag;, dado que las féormulas que usamos para separar valores son
identicas para ambos sistemas:

b(a) =0 — b(—a) = 1,b(—a) =0 (2.49)
bla) =1,b(—a) =1 — b(-a) = 1,b(—a) =0 (2.50)
bla) =1,b(—a) =0 — b(—-a) =0 (2.51)

Notamos, igual que antes, due 2.51 es trivial, asi nos quesiaom las otras dos formulas:

ba) =0 — b(—a) = 1,b(—a) =0
bla) =1,b(—a) =1 — b(——a) =0

Para la implicacion tenemos las mismas ecuaciones q&g;emeducimos de igual modo
y obtenemos:

b(a) = 0—=b(a—p) = 1,b(—~(a—p5)) =0
b(B) = 1—=bla—p) = 1,b(—(a—p)) =0
bla) = 1,b(p) = 0—=bla—p) =

Las tablas para y A entregan los mismos axiomas que&n, por ser iguales las
férmulas que separan valores y los valores en la tabla.
Obtenemos asi las siguientes expresiones:

b(a) = 0,0(8) = 0—=b(avB) =0
b(a) = 1=b(aVpB) = 1,b(~(aVh)) = 0
b(8) = 1-b(aVB) = 1,b(~(avB)) = 0
b(a) = 0—b(aAB) = 0
b(B) = 0—b(anf) = 0

b(a) = 1,b(8) = 1=b(anB) = 1,,b(~(aAB)) = 0

Los axiomas que definen las bivaluaciones son:
o Gl
o G2

1 .
o Gyy!
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o G}, b(a) = 1,b(—a) = 1 = b(==a = 0)

3 -
o Gy,

o Gy ib(a) =1,b(8) =0 — bla—p) = 0

o Gy :b(a) = 0,b(8) = 0 — b(aVB) = 0

o GgQ 2b(«)

1,b(8) = 1 — b(aAB) = L,b(=(arB)) =0

Sistema Deductive, -

Este sistema es conocido como la légieade Sette3]. Aparece 01]
bajo el nombreP} y en @] bajo el nombr@!. La Unica regla de inferencia es Modus
Ponens y los axiomas son:

A,,1 Los axiomas de SLPPL
A2722 (_‘OZ)O
As53 °— ((a—B) = ((a—==p3) ——a))

Demostraremos en primer lugar que se trata de axiomas tasrexs decir, que se
tieneF o, , A paralos axiomas A2y A;»3.

A, -2 Basta con notar que se tiene < {0, 1}.
A3 ldentico a A ;3, notando que también se tiene para este sisféﬂﬁa: 0.

Como los axiomas de SLPPL son correctos, y lo es también la deghferencia MP;
tenemos que g1 s, , , entonced’ F oy, , ¢

Lema 2.35.En S, » se satisface:
1. 58k —==p

2. =3,8°F B—y

3. 8,7,y F=(B8—=7)
4. = (aha) F —a
5

. Fav-a
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6. f—a,"f—a b «a

Demostracion.1. Sabemos por el Corolafio 2.7 gtié- «— 'y por el Corolarid 2.6 que
F a—«; ademas tenemos la siguiente expresion que se obtienerdplagara por
-3 en el axioma A ,3:

= 3°= ((=6—=8) = (=f—==F) ==20))

basta entonces con usar MP con las expresiones inicialaptazandax por -3 y
obtenemos lo buscado.

2. ldéntico 423013

3. Idéntico 4 2.3[]4

4. ldéntico 4 2.3[[]5, usando que los axiomas3y A, ;3 son iguales.

5. ldéntico 4 2.3[[]6, usando que los axiomas3y A, ;3 son iguales.

6. ldéntico 4 2.3[]7, usando que los axiomas3y A, ;3 son iguales. O

Lema 2.36. Seaa una férmula cuyas variables proposicionales estan en ejura
{p1...pn}. Parauna valuacion (algebraica) se define:

a, Siv(a)=1 a®, siv(a) =1
O/ = Oé, Sl 'U(O{) = % a = = (ao) , Sl U(O[) — %
-, Siv(a) =0 a’, siv(a) =0

Entoncey, ... . Dn, D1y - D), Fps @

Demostracion.
o Sia = p, se tiene’ = p/, luego, comq’ I- p’ se satisface el Lema

o Sia = =3, entoncesy y  comparten las variables proposicionales; tendremos
entonces distintos casos dependiendo del valor de la valuan 3; de los cuales
Bv =1y * = 0 son idénticos al LemaZB2. 8t = 1, entonces} = p = p/, por
otro lado,v(a) = 0, luegoa’ = —=—3 y basta para concluir usar el Lema2[35,1

En el Lema [232 utilizamos que cuande(s) = 0, teniamos
Py -sDn> P15 P Fss B°, €n aquel Lema utilizamos un resultado que en este
caso no tenemos (basicamepnte ?131,1). Tenemos si embargotexs herramientas. Si
3 es compleja, tenemds (3°; si § = —*p, conk > 1, tenemos del axioma A2 que
se cumpleé- °; falta entonces solamente observar qug sk p y v(5) = 0, entonces
p = p°. Teniendo este resultado solo hace falta replicar los aegtos dd _2.32 para
solucionar los casos en quees compleja. O
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Los siguientes dos teoremas se demuestran de maneraadgiag correspondientes
aS, o, reemplazando en el argumento los lemas (que dicen exauatoenismo para sus

respectivos sistemds) 2]311,7 por Z.85,6.

Lema 2.37. Seacr una. M, ,-tautologia; entonces se tierg, , a.
Teorema 2.38.Completud paras, »: Si ¥ Faq,, a; entonces se tienk -, , a.

Al parecer la primera vez que se utiliza el método de Kalmdi eontexto de logicas
paraconsistentes es en éste sistema, como apar@j.[Set?S

2.3.1.5. Algunas observaciones

Las matrices de tres valores no solo son relevantes por ses sancillos de matrices
LPP reducidas, sino porque entre ellas se encuentran das dedtro matrices que satis-
facena<+ ~~ aﬁ; ademas de tener todas la propiedad de ser maximales @spEexC,
en el sentido de que si al sistema deductivo asociado le @agagun axioma, obtene-
mos como sistema deductivo CPC, dondes una tautologia de la I6gica proposicional
clasica que no es tautologia para la l6gica matricial cpaediente ]

8las otras dos son la matriz de la légica clasica y la matrizwdgro valores que se estudiara en la
seccion siguiente
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2.3.2. M,

La matriz que estudiaremos es a la vez paraconsistente gopapéeta, es de hecho, la
matriz mas pequefia que tiene esta propiedad; y la Unicazmediticida de 4 valores que
satisfacev<> ~~ a.

La matriz con la que trabajaremos es la siguiente:

My ={{0,T,L,1},{T,1},~), donde~ es la identidad fuera dg, 1}

Las tablas de operaciones para este sistema son:

— 10 L T 1

0 T 1 0|1 1 1 1
~T1 I T o 71 1 1 1
T/0 0 1 1

1 /0 0 1 1

A0 L T 1 vio L T 1
0|0 O O O 0|0 0 1 1
110 0O 0 O 110 0 1 1
T/0 0 1 1 T|1 1 1 1
1/0 0 1 1 1/1 1 1 1

Semantica Bivaluada

Primero necesitamos formulas que separen los valores eattezm
r=0siysolosit(x) =0,t(~x) =1
x =1 siysolosit(z) =0,t(~xz) =0
x=Tsiysolosit(z) =1,t(~z) =1
r = 1siysolosit(x) =1,t(~x) =0
La primera tabla nos entrega las siguientes ecuaciondg.en
Eo(a)—=Eq(~ «)
E (0)—=E (~ )
Etr(a)—=Et(~ )
Ei(a)—=Ep(~ «)
Lo que nos entrega los siguientes axiomas para la semaetitzegiana:

b(a) = 0,b(—a) = 1—=b(—a) = 1,b(——a) =0
b(a) = 0,b(—a) = 0—b(—a) = 0,b(——a) =0
b(a) = 1,b(—a) = 1=b(—a) = 1,b(—a) = 1
b(a) = 1,b(—a) = 0—b(—a) = 0,b(—a) =1
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En todos los casos podemos reducir, obteniendo

b(a) = 0,b(—a) = 1—=b(——a) =0 (2.52)
b(a) = 0,b(—a) = 0—=b(——a) =0 (2.53)
b(a) = 1,b(—a) = 1=b(——a) =1 (2.54)
b(a) = 1,b(—a) = 0—=b(——a) =1 (2.55)

Escribiremos las instancias de G3 y G4 para esta matriz.
(Gl) T—b(a)=1]bla) =0

(G2), b(a) =1,b(a) = 0—L

(G3)s bla) = 1=Ei(a) | Ev(a)

(G4) bla) = 0=Ey(e) | EL(e)

Es evidente de las expresiones (2.52)-(2.55)@ey G4, se deducen d€'1,. Ademas
podemos reducir, usandél , estas expresiones a

b(a) = 0—=b(——a) =0 (2.56)
1=b(——a) =1 (2.57)

Estas dos expresiones son consecuencia de la propiedad de= .
Para la—,V y A reducimos como antes obteniendo las siguientes exprasione

bla) =0 — Ey(a—p)
bla) =1,b(8) =0 — Eg(a—p)
b(B) =1— Ei(a—p)

bla) =1— Ey(aVp)
b(B) =1 — Ei(aVvp)
b(a) = 0,b(8) =0 — Ey(aVp)
bla) =0 — Ep(anp)
b(B) =0 — Eo(anp)
b(a) = 1,b(8) =1 — Ej(anp)

Traducimos entonces estas expresiones a bivaluaciones:

b(a) =0 — bla—f) = 1,b(~ (a—p))
(8) =1 = bla=p) = 1,b(=(a=H))
(8) =0 = bla=p) = 0,b(-(a=p))

0
0
1

b
bla) =1,b
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b(a) = 0,b(3) = 0—=b(aVB) = 0,b(~(aVA)) = 1
b(a) = 1=b(aVh) = 1,b(~(aVB)) = 0
b(B) = 1=b(aVB) = 1,b(~(aVB)) = 0
b(a) = 0—=b(aAB) = 0,b(~(aAB)) = 1
b(B) = 0—b(anB) = 0,b(~(arfB)) = 1
b(a) = 1,b(8) = 1—=b(aAB) = 1,b(=(arB)) = 0

o G1
o G2
o G}
b(a) = 0—=b(——a) = 0,
b(anf) = 0,b(=(anp)) =1,
b(BAa) = 0,b(=(BAa)) =1,
bla=f) = 1,b(=(a=p)) =0
o G}
b(a) = 1=b(——a) =1,
blavB) =1,b(=(avp)) = 0,
b(fva) = 1,b(=(AVa)) =0,
b(f—a) = 1,b(= (F—=a)) =

o G ib(a) =1,b(8) =1 — blarf) = 1,b(=(anB))
5 G bla) = 0,b(8) = 0 - b(aVB) = 0,b(~(aA5)
o G} :1b(a) =1,b(8) = 0—=b(a—8) = 0,b(—=(a—03))

=
| |

Sistema Deductivé,

La siguiente axiomatizacion aparece @A%] bajo el naibr, la Unica regla de
inferencia es Modus Ponens y los axiomas son:

A131 Los axiomas de SLPPL
A1’32 (62w aminl0]

A133 (a*AB°) = ((a—=p) = ((a—=—8) =—a))
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Demostraremos en primer lugar que se trata de axiomas tusyess decir, que se
tieneF,,, A paralos axiomas £y A,3.

A,2 Verificacion inmediata.

A,3 Para que se tengd (a*A3°) — ((a—f) = ((a——0) ——a))) = 0 se debe tener

v(a®AB%) =1
v(a—p)=1
v(a——p) =1

v(ma) ¢ {1, T}

De la primera expresion deducimos gue) # Ly quev(5) # T; de la segunda
y la tercera, junto con lo ya dicho, qués) = 1 ov(a) = 0y quev(a) = 00
v(B) = 0; asiv(a) = 0y por tantov(—« = 1), lo que nos lleva a una contradiccion;
luego para toda valuacion se tiemeA,3) = 1

Como los axiomas de SLPPL son correctos, y lo es también la deghferencia MP;
tenemos que di kg, ¢, entonced’ F oy, .

Lema 2.39.En S, se satisface:
1. F B (=4B)°

2. F B (—FB)°

3. ~f° k- Bp

4. 2f° F ~(=BAS
3. p% B F =y
6. BA-BF —FB
7.9%, 8,y F =(B—7)

Demostracion.

1. Casiidéntico A 2.23,1, usando quefes igual a A, 2.
2. ldéntico 4 2.2B]1, usando que2es igual a A, 2.

3. Sabemos de SLPPL quecsies compleja;—a F «; luego—3° = SA—=S. Por otro
lado, por los axiomas de SLPPL tenemos gue-5 - Sy A= F —f; usando
ambos resultados y el LerhaR.7 obtenemos que

= (BAB) F B
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4. Sabemos de SLPPL qué€+yVa) - =(aA«a); usamos este resultado reemplazando
por 3y a por —3 para obtener lo buscado.

5. Idéntico 42.30]3

6. Sik es par, digamos = 2t sabemos qug<s—2'3 por A,2, ademagA—f F 3; luego
BA-B F =F3. Sik es impar, digamok = 2t + 1 sabemos qué-3) = —2¢ (—=3) por
A,2; por otro ladosA—3 - —3; luegoSA—3 - =k 3

7. Por Lema de Contraposicion se tiene que demdstraf P.3@gqueslente a demostrar

B, =y, b=y E Ay
Basta entonces con usar MP y Corolarid 2.9. O

A continuacion demostraremos que el sistema es compldiantio por ultima vez
el método de Kalmar.

Lema 2.40. Seaa una férmula cuyas variables proposicionales estan en ejuro
{p1...pn}. Para una valuacion (algebraica) se define:

a, Siv(a) =1 a’Aa’, Siv(a) =1
, a, siv(a)=T _ = (a°)Aa®, siv(a)=T
o = a=
—(ana), siv(a) =L a’A=(a®), siv(a)=1
-, siv(a) =0 a’Aa®, siv(a) =0
Entonces

O Plyeees Py Dy P s, @

O Plyeves Py Dy P Fsy @
Demostracion.Demostraremos primero algunas pequefias proposicionesaguseran
utiles luego.
Proposicion 1. Siv(8) = 0 (ov(f5) = 1), entoncedy, . .., p, Fs, 5°

Demostracion.Si 3 es compleja, se tiene inmediatamentg®. Si 3 es de la forma-*p,
entonces sabemos qu&y) = 1 si k es impar a(p) = 0 si k es par. En cualquiera de los
dos casos tenem@s= p°Ap°®; luego,p - p°. Por el Lem&2.3B]1 se tiene gufe- 3°. (El
casov(f) = 1 se trata de manera idéntica) O

Proposicion 2. Siv(8) = T (v(B) = L), entoncedn, ..., 0, Fs, =6° P, -, Pn Fs,
5°)
Demostracion.s es de la forma-*p, conwv(p) = T, por tantop = —p°Ap®; luego,

p = —p°. Por el Lemd 2.3B]1 se tiene que° + —5°. (El casov(f) = L se trata de
manera idéntica) O
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Del mismo modo en que demostramos estas proposicionesié@ainten el argumen-
to el Lemd 2.39]1 por el Lenhla 2IBD,2) podemos demostrar:

Proposicion 3. Siv(p) = 0 (ov(5) = 1), entonce%y, . .., p, Fs, 5°
Proposicion 4. Siv(8) = L (v(B) = T), entoncedn, ..., 0, s, =6° P1,---,Pn Fs,
5°)

Usando estas cuatro proposiciones demostramos

p_lv‘ .- ap_naplla s 7]7;1 l_5’4 a
Demostraremos la segunda parte del Lema por induccion sbtaimario de la formu-
la.

o Sia = p, se tiene’ = p' y @ = p, luego, comq’ -5, p' y p Fs, P Se satisface el
Lema

o Sia = —f, entoncesy y 5 comparten las variables proposicionales; revisamos los
distintos casos posibles:

e SipY =1, entoncesy” = 0, por tantop’ = Sy o/ = —-a = ——f. Luego por
hipotesis de induccion se tiene

])_17"'7]9_n7p/17“'7p;’],|_/8

y por axioma A2 se tiene
])_17 AR 71)_n7p/17 AR 7p,n |_Sl,1 O/

e SipY = 0, entonces” = 1, por tantos’ = =4 = a = . Por hipétesis de
induccion se tiene lo buscado

—_— / / /
P1y-- s PnyP1s-- -3 Py I_SLl «

e Si v = T, entoncesr’ = T, ademas se tiene que= —*py v(p) = T.
Luegof' =B =-Fpyd = a = =*1p. Ademasp - — (p®); y por Lema
[2391,p - - (—*p®). Concluimos entonces qge- —— (—*pA-F1p), y por
tantop - —F*1p.

e Siv = L, entoncesr’ = 1, ademas se tiene que= —*py v(p) = L.
Luegos’ = =(BAB) Y o = =(aAa). Ademasp - — (p°); y por LemaZ.39]2,
p = = (=*"p°). Concluimos entonces quet — (—=Fpv—F*1p), y por tanto
Pl =(="pA=t*p).

o Sia = [— las variables proposicionales dees la union de las variables dey
den.
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e Si Y = 0 setienen’ = 1,y portantoe’ = a = f—~y ' = = por la
proposiciori L y la hip6tesis de induccion tenemos:

p_lv-“ap_nup/lu---?p;z'_ﬁo
p_la"'ap_nvplla"wp/nl__'ﬂ

Luego usandbl5 obtenemos lo buscado.

e Si Y = 1, entoncesr’ = 1,/ = =(BAS) Yy o = a = [—; usando
directamente la hipotesis de induccion, concluimos usanda\5) - 5—,
resultado conocido de SLPPL.

e Sin” € {T,1}, entoncesy’ = 1,7 = vy o = «, luego basta con usar la
hipétesis de induccién y Corig. 2.7 para obtener lo buscado

e Sifv € {T,1} y~" = 0 setienen’ = 0, por lo cuale/ = ~a = —=(8—7),
B =y~ = —. Por la proposiciohll y la hip6tesis de induccién tenemos:

p_la"'vp_naplla"')pan’yO
JE— _ / /

pla"‘7p7zap17"'7pn|__"y
p_lv"wp_nap/la"'vp;'_ﬁ

Luego por Lem&2.39,7 se tiene lo buscado.

e Sifv e {T,1} yn" = L setienen’ = 0, y por tantoe’’ = —a = —=(f—7),
B = By~ = —(y/\y); basta entonces con usar la hipotesis de induccion y
observar que de SLPPL se tiefie-(yAYy) = = (8—7).

o Sia = A7, entonces las variables proposicionales@ds la unidon de las variables
depy 7.

e Sif" = 0, entonces’ = 0y setiened = -fya = -a=-(8A7).
Tenemos ademas por la Proposidién 1

])_17""]?_n7p17"'7p;7,|_/80

Luego por Lem&2.39)5 se tiepg, ..., p,, 1}, - - -, 0, = —(8—03); y sabemos
de SLPPL que-(5—0) F =(BAY)

e Si~Y = 0, se trata de manera idéntica al caso anterior, usando quieRFLS
se satisface:(y—y) = = (6AY).

e Sif" = 1L oq" = 1, setiene respectivamenté = =(8AB), v = =(yAy).
En cualquiera de los dos casos se tiehe- 0y o/ = —a = = (5 A v). Bastara
entonces con usar la hipotesis de induccién y que se tiefes) = =(5AY)
y =(yvAy) F =(BAY), ambos resultados conocidos de SLPPL.

e Sif? € {T,1} y4¥ € {T,1}, entonces se tien& = 3,+ = vy o = a.
basta entonces con usar la hipétesis de induccién y el CoimBa.
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o Sia = V7, entonces las variables proposicionalesas la union de las variables
depyn.

e SipY € {T,1} 04" € {T,1}, entonces se tiene respectivametite= 5 o
~" = ~; en ambos casas = «. Basta con usar la hipotesis de induccion y el
axioma de SLPPL A6 o A7 respectivamente.

e Sip"=0yq" €{L,0} tenemosy’ =0, ' = -4y« = —a«. Por la proposi-
cion[d, hipétesis de induccion y Lerha 2[(39,5 tenemos. ., p,,, p}, ..., P, b
-f—p. Siv" = L setieney = —(yAy) y siy¥ = 0 se tiene por las mis-
mas razones que pabay, . . ., pn, Py, - - -, P, = y—. Usamos para concluir
(respectivamente) los resultados de SLPPL:

=(B—8), ~(yAy) F = (BVY)
=(B—=B), ~(y=7) F =(BVv7y)

e Sin' =0y pY € {L,0} es casiidentico al anterior.

e Sin" = Lyp’ = Lsetienef’ = ~(fA5), 7 = ~(y\) y o = ~a.
Basta con usar la hipotesis de induccion y el hecho conocidSLdRPL:
(BAB), ~(YAY) = (BVY). .

Lema 2.41. Sean una.M -tautologia; entonces se tiehg, .

Demostraciéon.Al igual que en las versiones del lema para matrices de ttesega al ser
a unatautologia, para cualquier valuacion (algebraic® tienev(a) = 1, lo que implica
qgue sin depender de la valuacion escogida para la definiciés; «. Seanpy,...,p,
las variables proposicionales que aparecen.eBupongamos que para algun< n se
tiene que toda valuaciopy, . .., Dy, Py, - - D), Fsis dondegs y 3’ se definen por la
valuacion. Escogemos cuatro valuaciongss,, vs, v, que coinciden efipy, ..., pm-1) Y
tales quev; (py,) = 1, v2(pm) = T, v3(pm) = Ly v4(pm) = 0. Usando la hipotesis se
tiene que:

X, Do Py P | @ (2.58)

X, Doy P P @ (2.59)

X, s Py 7 (PmAPR) F (2.60)
2 P Doy 7 (Pm) - @ (2.61)

Donde, como ante§; = <p_1, s D1, Pl - - - ,p’m_1>, definido por cualquiera de las va-
luaciones. Lo primero que haremos es hacer las reduccioviates dadas por resultados
de SLPPL y aplicamos el Teorema de deduccion:

X, pp, F Dm—a (2.62)
Y Fp)—a (2.63)
Y, po. Fopy —a (2.64)

X D = (pm) = (2.65)
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De (2.62) y[[2.6b) obtenemos (usando el axioma A8 de SLPPL y MP
X, PP

usando deduccidon obtenemos
Y, po Fph—a (2.66)

De (2.64) y[(2.66) obtenemos (nuevamente usando el axionte/A8 PPL y MP):
2, P (P3,)" F
Pero com@?, es compleja, podemos elimingr®,)* y obtener:
Y, po Fa (2.67)
Finalmente, procediendo de manera similar al paso antedegt.63 Y 2.6I7 obtenemos
Sk a (2.68)

Nuevamente los valores sobje, ..., p,,—1) de las valuaciones son arbitrarios (aun-
gue comunes a;, vy, v3 Y v4), luego sin importar la valuacién usada para la definicién
de 3y /' se satisfacd (2.68). Aplicando el Lefna 2.40 se tiene el case ben = m,
luego usando lo demostrado podemos eliminar de la hipdtesisa una las variables
proposicionales que aparecencenlegando & «. 0

Teorema 2.42.Completud par&b,: Si para todaM ,-tautologia se tiene s, a; entonces
Si ¥ Fuq, o entonces s, a. La demostracion es idéntica a la del TeordmaP.26



CAPITULO 3

Logicas matriciales de primer orden

Utilizaremos en este capitulo lenguajes de primer ordesriahtado por los siguientes
elementos:

o Conectivos proposicionales, A, — y —; los tres primeros binarios y el ultimo
unario.

¢ Variables (una para cada entero positijov,, vs, . . .

¢ Simbolo de igualdads, que podra estar o no presente.

o Parametros

Simbolos de cuantificacion, 3.

Simbolos de predicado, o de relacion: Para cada enteravpasiin conjunto
numerable (posiblemente vacio) de simbolos llamados $dsde predicado
n-arios.

Simbolos de funcién: Para cada entero positivmn conjunto numerable (po-
siblemente vacio) de simbolos llamados simbolos de funcimos.

Simbolos de constante: un conjunto numerable (posiblemeio) de sim-
bolos.

Llamaremos a este tipo de lenguajes de primer otagmguaje FOLPPLIamaremos
el conjunto de loditeralesde Fm al conjuntolit de todas las formulas de la formé,
dondey es de la formaR;(r, ..., 7,). Las férmulas que contienen un conectivo binario o
un cuantificador seran llamadas complejas, si el lenguajgetee el simbolo de igualdad,
entonces las férmulas de la formax o también seran llamadas complejas.

67
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3.1. Satisfaccion

Tendremos para este lenguaje una nocion de satisfaccidarsinta de la Logica de
Primer Orden clasica, bajo esta satisfaccion tendremosagu®rmulas complejas (en
particular aquellas de la formax o) se comportan de forma clasica.

Definicion. Sea£; un lenguaje FOLPP tal que su conjunto de simbolos de predica-
do es{R;,i € I} de aridado(R;), su conjunto de simbolos de funcion £§,j € J}
de aridado(f;) y su conjunto de simbolos de constante{es k € K}; y seaM =
(M, D, ~) una matriz LPP. UnM-modelo para el lenguajé; es una estructurd =

<A7 R, f;, ék>iel,jeJ,keK donde:
o paracada € I, R; : A°®) — )M funcién.
o paracadg € J, f; : A°) — A funcién.
¢ paracada € K, ¢; € A.

Definicion. Llamaremos asignacion a una funcion Var — A. Podemos extender de
manera natural esta asignacion a todos los términds de forma recursiva (llamaremos
a esta funcion igualmentg:

o s(ex) = ¢, paratodd € K
o s(fi(m,. .., ) = fi (s(10),..., (7))

Definicion. Diremos que unM-modelo®! satisface una formula para una asignacion
(notacion =y ¢ [s], A E ¢ [s] 0y ¢ [s]) si ocurre alguna de las situaciones siguientes
(dependiendo de la forma @9:

o AE Ri(ry,...,m)[s] siysolosiR; (s(r1),...,s(m,)) € D

o AFE 1 =~ 71y [s] siysolosis(r) = s(m)

o AEYAw[s]siysolosiAE ¢ [s]yAFE wls]

o AFE YVw[s] siysolo s [s] yloA E wls]

o AFEY—wls] siysolosiAE s yloAF ws]

o A FE Vay(x)[s] siy solo siparatoda € A, A E ¢ [s(x|a)]

o A E Jay(x) [s] siy solo siparaalgln € A, A E ¢ [s(z|a)]

o AE—FRi(my,...,7,)[s] siy solosi~k R; (s(11),...,s(,)) € D
o Parag una férmula no literal = —¢ [s] si y solo si?l ¥ ¢ [s]

Dondes(z|a) = {Z(y) 2: z 7: i
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Observamos que la igualdad se trata de manera clasica, yohte férmulas no li-
terales el comportamiento de la negacion también es clagd®e la pena detenerse para
hacer algunas observaciones:

A F =VaR(z) [s] siy solo sid ¥ Ve R(x) [s]
siy solo siparaalgiin € A, A ¥ R(x) [s(z|a)]
siy solo si para algun € A, R(a) ¢ D

20 F Jx—R(x) [s] siy solo siparaalgin € A, A ¥ —R(z) [s(z|a)]
siy solo si para algiin € 4, ~R(a) € D

Asi, cuandap es literal, no se tiene equivalencia entiéry(x) y Jz—p(z); equivalencia
gue si se da evidentemente cuandoo es literal.

Teorema 3.1.SeaM una matriz LPP2l un M modelo,a una férmula del lenguaje. Si
s1Y s2 son dos asignaciones soh#eque coinciden en todas las variables libresydési
es que las hay); entonces

2 =y a[s1] siy solo sl =y a[ss]

Demostracion.Seans; y s, dos asignaciones soh#eque coinciden en todas las variables
libres dea. Demostraremos el teorema por induccion:

o Sia es—*R;(r ---7,), entonces todas las variables que ocurren émhacen de
manera libre; luege; y s, coinciden en todas las variables que aparecen gpor
tanto, en las que aparecen en cada uno de los termjngstonces (haciendo una
sencilla induccion) sabemos qug7;) = s2(7;) para cadg. Luego

A eyt Ri(, - 7) [s1] sy s0lo SRy < Ri(ry, 7))

o Sia est; =~ 1, es similar al caso anterior.

o Sia espVy; pAY 0 p—1); es inmediato de la hipotesis de induccion, observando
gue siy aparece libre ep 0 v, o hace enu.

o Sia esVzp 0 Jzyp, entonces las variables libres deson las variables libres en
exceptuanda. Por tanto para cualquierc A, se tiene que;(z|a) Y sa(z|a) coin-
ciden en todas las variables libres gnluego por hipétesis de induccién tenemos
gque paratoda € A:

A Ev o [s1(x]a)] siy solo s Ey p[sa(x]a)]
Asi, considerando la definicion de satisfaccion, obetesdmbuscado.

o Sia es—p, conyp no literal, es inmediato de la definicion de satisfaccion yade
hipotesis de induccion. O
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Corolario 3.2. Si o es una oracion, entonces ocurre exactamente uno de los dos ca
siguientes:

(a) Paratoda asignaciofl satisfacer
(b) Para toda asignaciofll no satisfacer

Definicion. Diremos que elM-modelo?l satisface el conjunto de féormulaspara una
asignacions si todas las formulas eR son satisfechas el para la asignacion. Del
mismo modo diremos en términos generales queteinodelol satisface el conjunto de
férmulasX si satisface tal conjunto para toda asignacion

Definicion. Seal'C Fm; diremos quer esM-consecuencia logica de(notacion:I” E

o) si para cualquietM-modelo2( y cualquier asignacion tal quef2l satisfacel’ para
s, se tiene quél satisfaces para la misma asignaciéh Como en la seccion anterior
denotaremos Focenvezder} FypyoyEy oenvezdd Fy o

Definicién. Seal'C Fm, M una clase de matrices LPP; diremos eguesM-consecuencia
tautolégica dd” (notacion:I" =y o) si para cualquier matriAt enM y cualquier M-
modelo®l , se tiene que Sil satisfacel’, entonce satisfacer. Usaremos las mismas
convenciones que las nombradas en la definicion anterior.

Teniendo esta notacion:

Proposicién 5. Son equivalentes las formulas:

o Ve yVe(pAyp)
o Jrpy Jz(pAp)
o Vg, 2V (pAp) y Jz=(pVe)
o =3z, 232(PAp) Y Vr=(pVe)
Proposicion 6. No son equivalentes las formulas:
o Vr—py-drp
o dr—py -Vrp
Proposicion 7. Se satisfacen las siguientes relaciones:
o Varp Frpp drg
o —dxp Frpp Vxp
DondeL PP es la clase de todas las matrices LPP.

Definicion. Diremos que la formula esM-valida si se tien® =, ¢ (como antes deno-
tamos simplemente-y; ).
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Lema 3.3. Toda generalizacion universal de una férmula valida esdaliEs decir, si
Em ¢, entonces=y VY

Demostracion.Seay una formula bien formada del lenguaje tal qug; . Entonces
sabemos que para cualquier estructiirées decir, para cualquier matrigt € M ;
cualquierM-modelo), y cualquier asignacion en esta estructurd’ar — |2(| se tiene
Observamos que(z|a) es una asignaciony es valida, luego para cadac A sabe-
mos quel E ¢ [s(z|a)]. Basta entonces con notar que por definicloin Yz [s] ssi para
todoa enA, A E ¢ [s(z|a)] O

Definicién. Llamaremos férmulas primas a todas las férmulas literalasaguellas de

la formaVza 0 Jza (si tenemos simbolo de igualdad, entonces también serdragpri
las formulas de la forma; ~ 73); llamaremos no primas a las otras formulas, es decir
aquellas que sean de la formas 3, aV3, aV3 0 =*a cona no literal

: definimos una

Sea?l una estructura; consideremos una asignasianl’ — |2
valuacionu en el conjunto de las férmulas primas por:

o Sip e Lit:v(=FR(1y -+ 7)) = ~FRMs(my), -, 5(70)))
o Sipescomplejav(a) = 1 SiAFE afs]; v(a) = 0 SIA ¥ als]

Lema 3.4. Consideremos la valuaciéon definida anteriormente y sea su expansion
al resto de las formulas (de la forma natural, respetandodpsraciones asociadas a los
conectivos proposicionales), y seaina férmula cualquiera del lenguaje de primer orden
para LPP. Entonces(«) € D iff Fy afs].

Demostracién.Procedemos por induccién sobre las formulas. Tenemos deldm$or-
mulas primas.

o Siaes—FR;(r ---1,) esinmediato de la definicion.

o Sia es—*(7; =~ 7,); usamos las propiedades €ey que siempre ocurre quec D
y0¢D

o Sia espViy; se tiend=y «fs| siy solo siFy ¢[s] y/o Fq 1[s]; 1o que por hipotesis
de induccion es equivalentevéy) € D ylov(¢) € D; que debido a la definicion
de las operaciones evt es equivalente a(pVy) = 1.

o Sia espAy es idéntico al anterior.

o Sia esp—1); se tiene=y afs] si'y solo si¥y ¢[s| y/o Fy ¢[s]; lo que por hipo-
tesis de induccion es equivalent®@) ¢ D y/o (y) € D; que de acuerdo a las
operaciones eM es equivalente a(y — 1) = 1.
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o Sia es—yp, cony no literal, sabemos quey «fs] si y solo si¥y ¢[s]. Luego
Fa afs] siy solo siv(y) = 1, lo que ocurre siy solo gi(—¢) = 0; y como se trata
de matrices LPP tenemos que D. O

El lema anterior tiene interés por si mismo, dado que praséatmanera clara la
relacién entre la semantica proposicional (matricial) gdenantica de primer orden. Este
lema y los dos siguientes seran Utiles para demostrar lacdn de la axiomatica que
presentaremos para la Logica de Primer Orden LPP, éstowgltios son lemas técnicos.

Lema 3.5. Sea?l una estructura paraC y seas una asignacion. Para un térming sea
u7 el resultado de reemplazar la variabteenw por el términot. Entonces

s (up) = s (x]s(t)) (u)

Observacion Este lema permite observar que se puede substituir en logt#s o en la
asignacion, vemos esto en el siguiente diagrama conmutativ

. . susitucioén . .
terminos des port terminos
s (z[s(1)) 5

||

Demostracién.Procedemos por induccién en el térmimoSi « es una constante o una
variable distinta de;, entonces:y = u, ademas (z|s(t)) (u) = s(u). Siu = z, entonces
uf = t,ylo que queremos demostrar se redus&a= s(t). Siu esf(r,...,,), donde
paratoda € {1,n} se tienes (z|s(t)) (7;) = s(7;); tenemos entonces que:

s(f(r, .., m)f) =

Usamos la hip. de induccion para pasar de la segunda laadicea, el resto es por
definicion. .

Definicion. Sea« una firmula,z una variable yt un término. Definiremos; como el
resultado de reemplazar las apariciones de la variaklea por el términot, cuandox
aparece libre. La defincién formal es la siguiente:

o Sia esatdmicayy es el resultado de reemplazar todas las apariciones dedalear
x ena por el términat

'Evidentemente se puede definir por recursion formalmentestérminos, sin hacer referencia al
reemplazo, pero es un tecnicismo innecesario para los gitopde este documento; lo Unico relevante de
aquella definicion recursiva sera que podemos asegurariges una férmula del lenguaje
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o (ma)y = (maf)

o (a® p); = (af ® A7), para® un conectivo binario.

o (Vya) N ,Six =1y
o =
T vy (ap) Lsiz#y
. Jya ,Slx =y
4 =
° By {ﬂy(af) ,siz#y

Definicion. Seax una variable, y seaun término. Definimos la fraser“es substituible
port en o’B de la forma siguiente:

i Paraa atdbmica, siempre es substituible por
i = es substituible paren(—«) siy solo si es substituible en

iii = es substituible pot en(a® ) siy solo si es substituible eny en 3, para cuala-
quier® conectivo binario.

Ilv x es substituible potr enVya 0 endya si y solo si ocurre alguna (o ambas) de las
dos siguientes situaciones:

a) x no aparece libre eviya 0 endya
b) y no aparece eny z es substituible porena

Lema 3.6. Sea2l un M-modelo,s una asignacion. Si la variable es substituible por el
términot en la formulay, entonces

A E oy [s] siysolo sl E ¢ [s(z]s(t))]
Demostracion.Usaremos induccion, viendo los casos de acuerdo a la défiraciterior.
o Sip es atomica:
e SipesT ~ k, entonces

A F ¢ [s] siysolosis (1) = s (k})
siy solo sis(x|s(t)) (1) = s(x|s(t)) (k) , por Lemd 3.b
siysolosi)l F 7 ~ k [s(x|s(t))]

2En inglés se usa usualmente la expresidis subtituitable for: in ”, en el sentido de quepuede ser
un substituto para
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e SipesR(n,...,T,), entonces

AE ¢f [s]siysolosiAE R (r,...,7,); [s]
siysolosi2E R((1)7,...,(1.)) [s]
siysolo siR (s ((11)7),...,s((1.)F)) € D
siy solo siR (s(z|s(t)) ( ) .., s(z]s(t)) (1a)) € D, por Lemd 3.6
siysolosiAF R(7y,...,7) [ (x]s(t))]

o Sip es—a cona no literal (el caso literal es idéntico al anterior), es idia& de
la definicion y de induccioén.

o Sip esa® [ con® conectivo binario, es inmediato de la definicion y de indoci

o Sip esVya (el casodya es casi idéntico) hay dos razones por las que puede ocurrir
guex sea substituible par

e x no aparece libre ep: en tal caso tenemos por un lagdp = ¢ y por otro lado
ques y s(z|s(t)) coinciden en las variables libres geluego por el Teorema
[3.1 se tiene lo buscado.

e 1 aparece libre en: en tal caso sabemos que# y, y no aparece ety que
x es substituible pot en«. En primer lugar observamos qué = (Vya)7 =
Vya7; por otro lado, com@ no aparece ety se tiene que para todoc A:

s(t) = s(yla)(t) (3.1)
Entonces:

2L E ¢} [s] siy solo si paratode € A se tien&l F of [s(y|a)]
siy solo si paratoda € A se tien€l F « [s(y|a) (z|s(y|a)(t))], por hip. de ind.
siy solo si paratoda € A se tiene E a [s(y|a) (x|s(t))], por (3.)
siy solo si para toda € A se tiened F « [s (x|s(t)) (y|a)]
siy solo sl F ¢ [s (z|s(t))] 0

3.2. Logica de primer orden para la clase de
LPP-Matrices

Si consideramo®/ la clase de todas las matrices LPP; y la consecuencia ldigica (
semantica) definida anteriormente tenemos un sistemaoldgidrimer Orden. Estudia-
remos en esta seccion algunas propiedades de este sissamganas como referencia los
resultados para la l6gica clasica como aparece@ndOl].
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3.2.1. Axiomatizacion
Al igual que hicimos antes mostraremos un sistema dedugtixeremos la equiva-
lencia entre la relacion de consecuencia de éste y la de lad.dglucida por la clase de
todas las matrices LPP. Definiremos entonces los axiomas @ulbstituciones asociadas
a cada uno) del sistema que llamaremos Légica Literal-Basigtente-Paracompleta de
Primer Orden o FOLPPR.
3.2.1.1. Axiomas
Los axiomas seran todas las generalizaciones universafésndulas de la forma:
(A1) Tautologias de SLPPL.
(A2) Vo—"p(x)——"¢?); donder es substituible por el términceny(z).
(A3) —*pr—3z-Fp(x); dondex es substituible por el términoen o(z).
(A4) Yz (p—1) — (Vrp—Vr).
(A5) Jz (pVY)) <> (FzeVIxy).
(AB) ¢p—Vzp, donde x no aparece libre en
(A7) (mp——1) — (Vv—¢) parap y ¥ complejas (en el sentido de Primer Orden).
(A8) (Jz1p) — (—Va—)) paray compleja (en el sentido de Primer Orden).
(1) z=~=x

(12) = =~ y— (a—a’), dondex es atémica o literal, ' se obtiene de reemplazar por
algunas o todas las aparicionesuden .

La Unica regla de inferencia es MRr—1), p} F )

El primer grupo requiere una pequefia explicacion: entemaes aqui por tautologia
de SLPPL una formula de primer orden que se obtiene de reemplazarsetautologia
de SLPPL cada letra proposicional por una formula de primer dideramaremos al
conjunto de los axiomas (es decir, los grupos de formulazitiesy sus generalizaciones
universales). Como tenemos el axioma de negacion para fasnsoimplejas y el grupo
de axiomas (Al) incluye los axiomas de SLPPL; tenemos parBtanulas complej
de primer orden todos los resultados que teniamos para Ih'rsrmmpleja del lenguaje
proposicional.

3Por las siglas en inglés para First Order Literal Paractargi®aracomplete Logic

“Debemos notar para poder hacer este reemplazo, que newesihmenos tantas letras proposiciona-
les en el lenguaje proposicional como formulas de primeemréiecho que en este caso esta garantizado
por ser nuestro lenguaje de primer orden numerable, y gee@infinitas variables proposicionales.

SComplejas en el sentido de Primer Orden

6Complejas en el sentido Proposicional
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3.2.1.2. Metateoremas

Listaremos algunos pequefios lemas y teoremas que perm#emir algunas herra-
mientas asociadas al sistema deductivo antes presentado.

Lema 3.7. Son teoremas de la Légica de Primer Orden LPP las siguiedtesuias:
i) VepeVr(pVe)
i) VzooVr(pAp)

i) Jzp-Jz(pVe)

Demostracién.La demostracion de los dos primeros es inmediata usandmasialel
tipo (A4) junto con las tautologiagz(o—(pAp)), Ve(e—(pVe)), Ve((pAp)—e) Y
Vx((eVe)—p). El siguiente punto usa axiomas del tipo (A5) junto con ladimgia
e (V). O

Definicion. Llamaremos funcion de reemplazo a una funcidén Varp—Fm; donde
Var, es el conjunto de las variables proposicionaleBry el conjunto de las férmulas
de primer orden. Evidentemente se puede extender el dodenésta funcion de manera
recursiva; llamando a esta extension igualmente

Definiciéon. Diremos qud’ implica tautolégicamente si existe una funcion de reemplazo
y un conjunto de formulas del lenguaje proposiciodal {¢} que satisface que*CI'y
o* =, dondeX* = {o* : 0 € ¥}, ytal queX Fgpppr 0

Teorema 3.8.T" - ¢ siy solo sil" U A implica tautolégicamente
Demostracion.

o (=). Procedemos por induccion: el caso en gue I' U A es trivial; en el caso de
que sea obtenido por MP basta con notar fjuex— 3} implica tautolégicamente

3.

o («). SiI'U A implica tautolégicamente, entonces existe un conjunto de férmulas
del lenguaje proposiciona U L U {o} tal queX*CT', L*CA, 0" = ¢y X U
L Fspppr, o) luego por compacidad en SLPPL existen los conjuntos finitos:
{o1,...;om}y L ={li,...,1,} tales que¥’ U L' Fg.pp;, 0. Sabemos entonces
queo;— - - —0o,—l— - —l,—0c es una tautologia de SLPPL, y por tanto la
siguiente férmula esta ek por ser del grupo de axiomas Al:

0=v— - =Vm— A==\, >0

dondevy; = o y A\; = [f. Luego usamos MBn + n veces y tenemos que
{7, Y Ay A O Epcon{y, . Yy Aty e A, 0 CTUA.L 0

Lema 3.9. Generalizacion: SE ¢ y x es una variable que no aparece Enentonces
Y Vxp
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Demostracion.Consideremos ul fijo y = es una variable que no aparece’&mostra-
remos que

{¢: X FVzp}

es un conjunto cerrado bajo derivabilidad directa y queiepata los axiomas y . De
este modo tendremos que

{p: 2 F o} C{p: X+ Vrp}
Procedemos, naturalmente, por induccién:
©  es un axioma logico; en tal casap también lo es.

o ¢ € I'; en ese caso no aparece libre ep; y por tantop— Ve es axioma del grupo
(A4). Luego usamos MP paray p—Vzxp, y obtenemos los buscado.

© ¢ se obtiene por MP de y p—1); en este caso tenemos por hipétesis de induccion
queX - Vxpy X - Vx (¢—1)). Bastard entonces con usar la hipotesis de induccion
y MP en el axioma del grupo (A3) para obtener

Vo (p—=1) = (Vrp—Vry) 0

Lema 3.10.Regla T: Sise tienE - oy, ..., X F a, y{aq,...,a,} implica tautologica-
mentes, entonces: F 5

Demostracioén.Basta con observar que:= a;— - - - —a,—/3 €S una tautologia; y por
tantoo € A; luego basta con aplicar Miveces. 0

Teorema 3.11.%; ¢ - o siy solo si¥ F ¢p—¢

Demostracidon.De izquierda a derecha no es mas que MP. Una demostracidiissdac
este teorema (que mostramos a continuacion) usa el tebr&mar tanto, la compaci-
dad de la légica proposicional. Una demostracién alteraatiiliza induccion en el largo
de la formula, y si bien es mas larga, entrega un procedimjggnta encontrar de manera
efectiva una demostracion de—¢ a partir deX, usando la demostracién conocidayle
a partir deX:; 1.

Y51 ¢ siy solo si(X;v) U A implican tautolégicamente
siy solo si¥ U A implican tautolégicamente—
siysolosix Fy—p 0

Teorema 3.12.Generalizacién sobre constantes:XSi- ¢ y ¢ es una constante que no
aparece ert, entonces hay una variablg(que no aparece ep) tal que - Vypy.
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Demostracion.Sea(ay, . . ., a,,) una deduccion de a partir deX (es decir, unsa secuen-
cia de formulasy, . . ., o, donde para todg con0 < j < n se tiene quey; es directa-
mente derivable déa; : 0 <i < j}y«a, = ¢). Seay la primera variable que aparece en
ninguno de losy;. Afirmamos que

(o). (an)y) (W)

es una deduccion dg; a partir deX:; bastara para verificar esto con demostrar que cada
(ax), esta ens U A o se obtiene por MP de formulas anteriores a ella. Analizamos
situacion por casos:

o Siay € X, entonces no aparece en, y por tanto(ak)z =q, € X

o Siay € A, entoncegay), también es un axioma logico. Basta para notar ello con
hacer una inspeccion de cada uno de los grupos de axiomagubabservar que
se satisfacen las condiciones para los grupos de axiomas(3® y (A6), todas
de verificacion trivial).

o Si a4, se obtiene por MP de; y o; = a;—ay, cony,i < k, entonces(aj)z =

<(ai); — (ak)z>; luego(ay), se obtiene por MP dev;), y (aj);.

Seal el subconjunto finito d& usado end)); entonces comg no aparece eh, tenemos
por el Teorema de Generalizacion (Teal 3'9) Vy;. Mas adn, hay una demostracion
deVyy;, dondec no aparece (La demostracion que se forma usando la demostae
teniamos dey;, ademas de los pasos necesarios para la generalizacionp @gregan
nuevas constantes). Evidentemente, esta demostracidniraded” es tambien una de-
mostracion a partir d&. 0

Lema 3.13.SiX I~ ¢?, dondec es un simbolo de constante que no apareck eneny,
entonces
Y Ve

Demostracién.Por el teorema anterior, tenemos una deduccién (donde mecapa de

Yy (wg);, dondey no aparece e?. Comoc no aparece ep, se tiene(wf); =y

Falta entonces demostrar qgyp, - Vrp. Por el teorema de generalizacion nos bastara
con demostrar quéyy, - ¢; para ello usaremos qu& % — es un axioma (del grupo
de axiomas (A2)). Para verificar este hecho basta con temey ga substituible pos
eny; y (¢r)” debe serp. El primer hecho es de fécil verificacion en la definicion de
substituible, y el segundo requiere una pequefia induccion. O

A continuacion algunos corolarios muy relevantes, que gemasociar los dos cuan-
tificadores a nivel sintactico sin depender del axioma A8:

Corolario 3.14. =3xp - Yz— (pV); mas aun, sip compleja,~Jzp - Vr—p
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Demostracion.Demostraremos el caso en queno es compleja, y sera evidente en la
demostracion el caso en que es compleja. Sabemois gtie+3xy por axioma del tipo
A3, conc un simbolo de constante cualquiera. En particular podepmartc que no
aparece eip; luego, por sedzp una formula compleja tenemos (usando lo anterior y la
tautologia de SLPPL adecuada):

—Jzp— k- (PIVer)

Observacion.En este punto es donde podemos ysan vez depVy cuandoy es com-
pleja.
Por otro lado, come no aparece ep, tenemos por Lenfa3.113 que
— (eVep), Vo (eVe) o
Corolario 3.15. =Vxyp - Jz— (pVe); mas aun, sip compleja,~Vzp - Jx—p

Demostracién.Procedemos primero por contraposicion; y luego casi idéti corolario
anterior. m

Lema 3.16. Regla El: Si¥, ¢* I~ 1, dondec es un simbolo de constante que no aparece
eny, eny ni eny, entonces
Yodzp F

Demostracion.Si X, ¢ + 1; entoncest, - (YpAY) = = (pAp):. Por otro lado, por el
Lema[3.1IB tenemos que commo aparece el ni ent);

X, = (YAY) V= (pAp)

Usamos contraposicion y MP para obtener que es equivaleBte-dx— (pAp) = ¥;
usando A8 y MP tenemos que
X, 3z (pAp) ¢

Basta entonces para finalizar con usar el I|ema 3.7 0

Teorema 3.17.Existencia de variantes alfabéticas: Seaina formula,t un término yz
una variable. Entonces podemos encontrar una formgilégque difiere dep solo en la
eleccion de las variables cuantificadas) tal que:

@ oF ¢y ¢ (por Teo. de Deduccion es equivalente &< ’)

(b) = es substituible pot eny’

Demostracién.Sean: y ¢ fijos; construiremos’ de forma recursiva:
o Sip atdmica = «

o Sipes—Fp, ¢ =-kp
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o Sipesa® fp,con® € {— A, VH ¢ =d @
o Sip esVya (el casodya es casi idéntico) tenemos distintos casos:
e Si y no aparece em, 0 Siy = x, entonces podemos tomaf = Vyao'; y
directamente de la definicion se tiene ques substituible pot.

e Sino se da el caso anterior, entonces escogemos una varigieeno aparece
ena’ ni ent, y que no es. Entonces definimog’ = Vz («/)Y. Para verificar
(b) basta con notar queno aparece eh, y por hipotesis de induccién es
substituible pot enc/, por tantar es substituible partambién er{a’)? (pues

x # 2).
Falta verificar que se cumple (a)
o Sip atbmica,p’ = ¢, luego es inmediato quet- o'y ¢’ F ¢.

o Sigpes—*3, ¢ = —*3'. Cuandads es atémica, tenemas = ¢, y por tantop - ¢ y
¢ F ¢. Cuand@3 es compleja, usamos que conocemos éste resultado pardddrmu
complejas del lenguaje proposicional.

o Sipgesa® 5, con® € {—, A, V}, ¢ = ® f'; usamos hipotesis de induccion y
la tautologia de SLPPL.:

() A (Bf) = ((a @ B) ¢ (o' @ )

o Sip esVya tenemos distintos casos, correspondientes a los caso®srge

e Si ¢ = Vya/, entonces tenemos por hipotesis de inducc¢idn<«a’, por
generalizacion entonces se tignevy (a«»a’); y basta con usar el axioma
(A4) y MP.

e En este caso tenemos igualmewiier - Vyo'; ademas sabemos ques subs-
tituible por z ena’, puesz no aparece en’, luego, por axioma (A2) y MP se
tiene

Vya' + (a')?

Luego por teorema de generalizacion se tiene
Vya' FVz (a)!

Y finalmente por MP de lo expuesto anterioremente tenemos

/

ok
En el otro sentido tenemos:

Vz ()Y ((o/)Z)Z que (se puede demostrar) es exactamehte

z
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Ademas por hipotesis de induccion se tiené «; luego

Vz (o)) Fa
Comoy no aparece libre efv)! a menos queg = z (y en tal caso no aparece
libre enVz ()?), tenemos por generalizacion:

Vz () F Vya
es deciry’ - ¢ O
o Sip esdya tenemos distintos casos, correspondientes a los casogefirleion
dey’:
e Si¢ = Jyd/, entonces tenemos por hipotesis de induceig—«’, ademas

por la Regla El bastara para demostrar que

Jya = Jya’
con demostrar que

a? - Jya’

conc una constante que no aparecexam enc/’.

Sabemos que?  («/)! (basta con chequear la demostracion del Teorema
[3.12); luego por axioma A3 y MP tenemos lo buscado. En el ardico
procedemos de la misma forma.

e Tenemos por hip6tesis de inducciérv«»«’, ademas por la Regla El bastara

para demostrar que

Jya - Fza¥
con demostrar que

¥ 3z
conc una constante que no aparececeni ena’. Sabemos qua? = (a¥);
luego por hip. de induccion (y la misma observacién antesiodore la demos-
tracion del Teorema3.]12) tenemost ((«')Y):; luego por axioma A3 y MP
tenemos lo buscado.

En el otro sentido tenemos que basta por Regla El para demostra
3z () + Jya

con demostrar

((O/)Z)Z F Jya
Usamos entonces qié&y')?)” = o/, la hipétesis de induccion y la observa-
cion antes hecha y tenemos que

((o/)?i)j = o

Finalmente solo hace falta usar axioma A3 y MP para obternangoado.
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3.2.2. Completud

Nuestro objetivo es demostrar qlie-roLppL €S equivalente & F pp ; s decir
gue el sistema deductivo antes definido axiomaticamentguegadente al definido por la
clase de todas las matrices LPP. En primer lugar necesitalgiasas definiciones.

Definicion. ¢ Un conjuntoX: de férmulas se dicao trivial si existe alguna formula
gue no es deducible a patrtir 8e En otro caso, diremos que &wial .

o SeaM = (M, D,~) una matriz-LPP; un conjunt®& de férmulas se dice\t-
satisfactiblesi existe unM-modelo2l y una asignaciéntal que paratode € ¥, se
tienel =, o [s]. Diremos simplemente que essatisfactiblesi es M satisfactible
para alguna matriz LPRA.

o Un conjunto no trivial de formula¥ se dicemaximalsi para cualquiet ¢ X,
Y U {9} estrivial.

o Un conjunto de formula& se dicefiltro deductivosi contiene todos los axiomas y
es cerrado bajo MP.

Lema 3.18. Un conjunto de formula¥ es trivial si y solo si existe una férmula compleja
Y tal queXl - (YA—Y).

Demostracion.De izquierda a derecha es inmediato de la definicion; de darezquier-
da observamos que si se tiei¢- (¢»A—1)) , entonces se tiene

Y Ea=(pA—)
Y por tanto sic es una formula cualquiera del lenguaje, tenemos que
Y, ~(ana) F == (pA—)

Usando el teorema de deduccion se ti#he —(aAa)———(1A—), y usando ahora el
axioma de negacion y MP tenemiisk —(yA—)—aA«; pero comoy es compleja,
Y F =(¥A—); luego tenemo& F aAa, lo que por la tautologidAa) —a se traduce
enY F «, es deciry trivial. O

Corolario 3.19. Si¥ es un conjunto maximal (por definicion no trivial)yyuna férmula
compleja, entonces € ¥ siy solo si— ¢ 3.

Demostracion.Procedemos por contradiccion: supongamaos X y - € X3; entonces
Y F ¢y = luego por Regla T se tieng - ¢A—). Por otro lado, siv) ¢ Yy

Y ¢ Y entonce U {—} y XU {¢} son triviales; lo que implica por Teo de Deduccion
queX F v—— y X F —p—1); luego por Regla T se tiene quek- « para cualquiety;

es decir, se contradice la no trivialidad. 0

Lema 3.20. Si X es un conjunto maximal de férmulas, entonces es un filtrodeau
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Demostracién.ldéntica al lema equivalente para la légica proposiciobaei(a2.18) -

Lema 3.21.Sea> un conjunto no trivial de féormulas en el lengudjey seal’ el lenguaje
gue se obtiene de agregar una cantidad infinita (numerabéehwkvas constantes/&
entonces es no trivial en el lenguaj&’.

Demostraciéon.Si X es trivial enl’, existe una deduccion en éste lenguaje de), para
una formula compleja’; lo que implica que existe una deduccionweg de —¢) a partir

de Y. Esta deduccion, al ser finita, contiene una cantidad fimtaichbolos de constante
gue no estaban efl. Por el Teorema 3.12 tenemos que podemos reemplazar cada una
esas constantes por una variable (agregandgyyal inicio cada vez); de modo que en
el lenguaje original tenemas + ¢’ y ¥ - —)’; cont’ compleja, de modo quE seria
inconsistente ed. O

Teorema 3.22.Todo conjunto no trivial de formulas es M-satisfactible para alguna
matriz LPPM (mas aun, tiene ui-modelo numerable, cav también numerable).

Demostracion.En primer lugar extendemos el lengudjele ¥ a £’, adjuntando una can-
tidad infinita de nuevos simbolos de constante. Por el Le&kh Sabemos que eff, 2
permanece no trivial. Consideremos una numeracion fija desttuds pares de la forma
(p,x), dondey es una formula d€’ y = una variable:

<9017:1:1> ) <9027:E2> ) <9037:E3> P

Definimos inductivamente las férmulas de la siguiente forma:
Q; = Vxip;— ((Sﬁz)? A (%)fl)

dondec; es la primera de las nuevas constantes que no aparegergren losa; con
J <i.Sea¥l = {q; : i € w}; afirmamos qué& U I' es no trivial. Si fuera trivial, entonces
para algurk se tiene

YUl F L

dondel'y, = {a; : 1 <i < k},y L esuna contradiccion fuerte, es decir, una formula de la
formavy A—p cony compleja. Asumimos que es el menor de los numeros naturales que
satisface esta propiedad; sabemos/gue0 porqueX es no trivial. Como tantey, como

1 son complejas, podemos usar contrareciproco; luego

Yol Ty B ooy
Ademas sabemos qtie— L, luego se tiene
YT b —ag
es decir, usando la tautologia adecuada y MP:

XL Ty B Ve
Yo Tea = (on)ek A (or)er
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De la segunda de ellas tenemos
5 Th1 F (on)er

Pero coma;, no aparece el UT';,_;, por Lemd 3.1 se tiene:
YTkt B Vagpy

Es decir X UT'_; es trivial, lo que contradice la minimalidad ée

Consideremos ahora una numeracion de las formulas’dés;}, . . Extendemos
Yo = X UT de manera recursiva, a un conjunto maximal de férmulas, fertaa si-
guiente:

> , en otro caso
1Ew
Como las deducciones son finitasysiuera trivial, al menos uix; lo seria también, pero
por construccion cada uno de ellos es no trivial. Tambiércpostruccion tenemos que
es maximal, luego pér3.20 es cerrado bajo deducciones.
Siguiendo la idea usada en la logica proposicional necesgaonstruir, pensando en
3, una matrizM adecuada para poder contruir luego (con algunos ajustes}-umodelo
deX. Consideremos entonces la matriz LRP= (M, D, ~):
M ={p : v esunaférmula literal d€’} U {0,1}
D={ypeM:¢peXU{l}}
0 ,Sla=1
~a=<1 ,Sla=0

> {Ei U {B:} , sieste conjunto no es trivial
i+1 =

—-a , enotro caso
Ahora consideremos el1-modelo
oA — <A, R, E, fj,ék>, |
iel,jeJ ke K

dondeF es un nuevo simbolo de predicado binario que reemplazagaaddiad si es que
esta en el lenguaje; en caso de no estar, puede ser omitidea(#mos al lenguaje con
este nuevo simbolg”, en cualquier caso sabemos que contiene los mismos térmieos
L'). Se defin&!l de la siguiente forma:

A ={7:7esuntérmino d&’}
Ri (’121, e ,fn) :Rz (7_17' . ,Tn)

fj (7:1,...,7'An) :fj (Tl,...,Tn>

CAk —=Cp

. 1 ,simamnex
E(7ri,7) = _
(71, 72) {0 ST R T EN
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Quisieramos quél fuera unM-modelo deX, sin embargo hace falta hacer un peque-
Ao ajuste cuando aparece la identidad. Consideremos laaaggis : Var— A tal que
s(x) = z para toda variable, es decir, aquella que es la identidad sobre las variables;
se tiene por tanto que es la identidad sobre los términos +.e = 7 para todo término
de £’ (se puede demostrar facilmente por induccion). Para unaulérp de £/, seap™ el
resultado de reemplazar el simbolo de igualdagabr £ eny. Afirmamos que
2y 0 [s] siysolosip €Y
Para demostrar este hecho usamos, evidentemente, indeccé largo de la formula.
o Sigpesdelaforma; ~ , p* = E(71,72) Yy tenemos
A E p*[s] siy solo SiE (s(ry), s(12)) € D

siy solo siF (1, 75) € D

siy solo siF (1, 7) = 1

siysolosin ~mneXx

o Sipesdelaforma*R(ry,...,7,); ¢* = ¢y tenemos
A E p*[s] siysolo si~* R; (s(y),...,s(1,)) € D
siysolosi~* R;(ry,...,7,) € D
siysolo si=*R; (1y,...,7,) €2

¢ Siyp es de la forma) convy compleja, entonces tenemos
A E p*[s] siy solo si2l ¥ ¢*[s]
siy solo siy) ¢ X por hipétesis de induccion
siy solo si—¢ € ¥ por[3.19
siysolosip € &

o Sip esde laforma)—d, ¢* = Y*—0*, y tenemos
2 E p*[s] siy solo si2 E ¢*—97[s]
siy solo si?l F ¥ [s| ylo A ¢*[s]
siy solo si € X y/o+) ¢ X por hip6tesis de induccion
siy solosiy € L ylo (YAY) ¢ %
siy solo si (JAY) € X ylo— (YAY) €8
siy solo si)—1) € ¥ pues si no fuera asi, estaria la negacion,
contradiciendo no trivialidad
siysolosip € &
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o Siyp es de laforma)Vvd o AP se trata similar al caso anterior.

o Si ¢ es de la form&/zy, o* = (V)" = Vz (¢*). Sabemos qu& contiene la
formula
U = —Vayp—= (YAY),

Tenemos entonces:
AE ©*[s] = AF ¢7[s(z|c)]
= A F (¢*); [s] por el lema de substitucion
= AF ()" [s]
= ¢ € X por hipétesis de induccion
= YEAYE €D
= (YM) ¢ 2
= =V ¢ X
=V ex
En el otro sentido tenemos:
AF *[s] = A ¥ Y*[s(z|t)] para algln término t
= A ¥ p*[s(x|t)] dondep es variable alfabética deen la cual
x es substituible par
= A (p*); [s] por el lema de substitucién: Lemimal3.6
= A (pf)" [s]
= p; ¢ > por hipétesis de induccion
= Vxp ¢ ¥ por serx cerrado deductivamente
=V ¢ X

o Sip es de la formalxy se utiliza el caso anterior, usando la relacion semantica
entre los cuantificadores. Sabemos fusontiene la formula

9 = Vo= (YAY) == (= (PAY) A= (PAY))E
Tenemos entonces:

AE *[s] = A ¥ Ve (YAY)
= Vo (PAY) ¢ 5
= Vo (YAY) €2
= (- (WAY);) €X
= (VY); €T
=yYr ey
= Ja1) € ¥ por axioma A3
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En el otro sentido tenemos:

AW o [s] = A E Yo (VAY)*
= Vo (YAY) €
= —Jxp € ¥ por axioma A8
= Jrp ¢

Concluimos asi la demostracion de
2y 0 [s] siysolosip € X

Sinuestro lenguaje no tenia el simbolo de igualdad, la digawddn termina aqui y obtene-
mos que es unM modelo deX; si lo incluia, entonces debemos considerar la estructura
cuociente?l/ F; usando que gracias a los axiomas de igualdads una congruencia en
2l; es decir, una relacion de equivalencia compatible conidmes y relaciones.

Finalmente basta con restrindit/ £ al lenguajel y se tiene que sk es el mapeo
natural deX en?l/E; entoncesp € ¥ < A/E F ¢ [ho s O

Teorema 3.23.Completud: SI" F pp ¢, entonces” FroLppL 0

Demostracién.Procederemos por contradiccion. Supongamaésep ¢ Y I' FroLppL ©;
entonces’ U {— (pAp)} es no trivial, pues si lo fuera, tendriamos:

FU{=(perp)}t L
C'E=(pAp)—L
F'E-l—(pAp)
I'F pAp
| )

Luego, comd" es no trivial,I" es satisfactible, es decir, existe un mod#lg una asigna-
cidnstal que F — (pAy) [s] y 2 E ~[s], paratodoy € T'; pero comd” Fpp ¢; entonces
todo modelo dd" es modelo dey; es decirll E ¢[s]; y por tanto2( F pAp[s]; contradi-
ciendo que = — (pAp) [s]; y por tanto, contradiciendo la suposicionld&roppL ¢ 0

3.2.3. Correccion

Nuestro objetivo es demostrar la correccion del calculaudixb para la l6gica de
primer orden para LPP-matrices propuesto en la secciomi@ntes decir: SII' - ¢,
entonced’ F .

Laidea es demostrar que los axiomas son verdaderos, yalmpragaque MP preserva
las implicaciones légicas.

Lema 3.24. Los axiomas logicos son validos.
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Demostracion.Revisaremos los axiomas, sabiendo que toda generalizaeigmeddrmu-

la valida es valida; es decir, basta con revisar aquellasw@as que no son generalizacion
de otros axiomas. En este demostracion tendrekos (M, D, ~) una matriz LPP un
M-modelo ys una asignacion : V. — A

i) Grupo de Axiomas 1:

Consideremos una tautologia de la logica proposicional EBRjecir,p tal que
Frpp . Debemos demostrar que en la légica de primer orden para=.BP ¢/,
dondey’ se obtiene de reemplazar erlas letras proposicionales por formulas bien
formadas del lenguaje de primer orden para LPP. Tenemos g ¢ Si 'y solo si
para toda matriz LPBM, y valuacionv : Var — M se tienep” € D. Usamos en-
tonces el Lemé&_3l4, que precisamente relacionaba ambastsgasay concluimos
directamente.

i) Grupo de Axiomas 2:

Supongamos! F Vz—*y[s] (si no ocurre esto, el axioma es trivialmente valido),
entonces para todoe< || se tiene

AE o s (z]a)]
Podemos tomar el caso particular= s(t); entonces tenemos
AE s (a]s(t)]

que por el lema de substitucion (Lemal3.6), cuands susbtituible pares equiva-

lente a

A E =Pl [s]
Luego tenemos que 8i F Vo—*y[s], entonceA F —F? [s]; presisamente lo que
buscabamos.

iif) Grupo de Axiomas 3:

Supongamos8! = —*,? [s] (si no ocurre esto, el axioma es trivialmente valido), que
por el lema de substitucion (LerhaB3.6), cuandes susbtituible pares equivalente
a

AE s (2]s(1))]

Luego existe um (especificamente = s(t)) tal que
Ak —p[s (z]a)]

Y por tanto se tiene
A E Ir—Fop|s]

Finalmente, concluimos que®iF —*¢? [s], entonce®l F Jx—"y[s]; y por tanto el
axioma es valido.



CAPITULO 3. LOGICAS MATRICIALES DE PRIMER ORDEN 89

iv)

Vi)

Grupo de Axiomas 4:
Procederemos por contradiccion: tendremos que no ocurre

EVr(p — v) = (Vep — V)
si existe una asignaciéntal que se tiene

REMm V(o — )[s]y
AFr (Yep — Vay)[s]

Pero sil F V(¢ — 1)[s] entonces
A Erm (@ = ¢)[s(z|a)] paratodar € A (3.2)

por otro lado sRl ¥, (Vxe — Vah)[s|, entonces

A Er Vapls]y (3.3)
A g Var[s] (3.4)
De (3.3) y [3.2) tenemos que
A E g Vb [s]

justamente contrario a lo que indi¢a(3.4); concluimos asiej axioma es valido.

Grupo de Axiomas 5:
Usando definicion de satisfaccion tenemos:

A Er Tz (V) [s] siy solo sil Ey (¢Vib)[s(x|a)], para algum € A
siy solo si para algun € A se tien€l F ¢[s(z|a)] 0 A Fq ¢[s(z|a)]
siy solo si para algin € A se tiene F, ¢[s(x]a)]
y/o para algur € A se tiene F ¢[s(z|b)]
siy solo si?l Fa Jzp [s] yIoRA F g Fzo [s]
siy solo si¥ Fy (3xeVvIzy) [s]

Luego, usando la definicion d&l +F,, «a—f, tenemos que F
Jz (V1)) +» (FrpVvIxy) para cualquier matriz LPRA, cualquierM-modelo2l.

Grupo de Axiomas 6:

Si xz no aparece libre ep, entonces y s|x|a] coinciden en las variables libres gde
para cualquiet € A, luego tenemos que

2A E v pls] siy solo si Ea ¢[s(z|a)]

Asi, tenemos que Sil Fp; p[s(z|ag)] para algun, € A, entonceA Fr ¢[s] Yy
2A Farr p[s(x|a)] para cualquien € A; del mismo modo st ¥, p[s(x|ag)] para
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alginag € A, entoncel ¥ ¢[s] Yy A ¥ ¢[s(z]a)] para cualquiet: € A. Por tanto
tenemos quél ¥, o[s] siy solo si2l F ¢[s(z]a)] para cualquier € A;lo que
nos lleva a concluir que siaparece libre e, entonces para cualquier asignacion

A E peVapls]

Luego
F o—Vxp

vii) Grupo de Axiomas 7:

Sabemos que para una formula complgjae tiene - —¢ siy solo si% ¥ .
Tenemos entonces:

AEm (mp—=79) = (=) [s] siy SOl0 SIAF  (—p—=0) [s] 0A K (V=) [s]

(3.5)
Por otro lado
AF 1 (—p——) [s] siy solo siZy —)[s] y A Ea —[s]
siy solo si?l F ¥[s] y A Ea o8] (3.6)
A (v—) siy solo siAFy Y[s| yloA Eaq ols] (3.7)

Revisamos entonces los distintos casos posibles2l Sk, ¢[s] y/o A F
Y[s]; entonces por[(3I7¥ ¥ (Yv—¢) y por tanto, por[(3]5) se tiend E,,
(mp——1) — (p—p) [s]; Si NO es ninguno de estos casos, entotes,, ¢[s] y

2A Er ¢[s]; luego tenemos pof (3.6) que # (—p——) [s] y por (3.5) se tie-
ned Fy (mp——1h) — (v—) [s]. Como la matriz, el modelo y la asignacion son
arbitrarios, tenemos que el axioma es valido.

viii) Grupo de Axiomas 8:

Solo requiere chequear la definicion de satisfaccion

Grupo de Axiomas I1:
Es trivial de la definicion

Grupo de Axiomas 12:

SiA Ey z = y[s], entonces(x) = s(y). Consideremos entonces un térmihque

se obtiene de reeamplazar alguna, todas o ninguna de lasi@pes der ent, por

y; entonces(t) = s(t’) (omitiremos la demostracion de este hecho: es muy sencilla
y se realiza por induccion.) Demostraremos que $iy; = =~ y[s] y A Fy afs]
entoncel F o/[s], dondea’ se obtiene de reemplazar ppalgunas o todas las de

T ena

o Siaest ~ ;=71 ~ 71 yental case(r) = s(m) Yy s(15) = s(72).



CAPITULO 3. LOGICAS MATRICIALES DE PRIMER ORDEN 91

o Siaes—*R(r,...,m,),a’ = =FR(r{,... 7)), entonces

r'n

A Faq afs] siysolosi~F R¥(s(r1),...,s(m,)) € D
siy solo si ~* R¥(s(r]),...,s(7.)) € D

siy solo si?l E o[s]

Tenemos que Sl Fy =z =~ y[s] y A Fr afs], entonceU Fu o/[s], de lo que
podemos concluir que F = = y— (a—a’). O

Teorema 3.25.Compacidad: SI' F;pp ¢, entonces existe un conjunto finitbtal que
I'CryI" Frpp ¢.

Demostracion.Si I" E;pp ¢, entonced” Frorppr ¢ (Completud); y por tanto existe
un conjunto finitol” tal quel"CI'y IV Frorppr @; luego para el mismd” tenemos
I Erpp ¢ (Correccion) O

Teorema 3.26.Si un conjuntd: tiene modelos finitos arbitrariamente grandes, entonces
tiene un modelo infinito.

Demostracién.Para cada entero > 2 hay una oracion, que se traduce como “Hay al
menosk elementos distintos”, por ejemplo:

Y2 = Jv1 0010,
3 = FuyFueTvg (v1ZV AV FEVa AV FV3)
Consideremos el conjuniou {~; : i € w, i > 2}. Por hip6tesis cada subconjunto fi-

nito tiene un modelo, luego por compacidad el conjunto erttene un modelo; que evi-
dentemente gracias sl conjurt; : i € w, @ > 2} es infinito. 0
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Conclusiones

El estudio de las l6gicas propocicionales presentado enr@dtajo deja fuera el am-
bito de la algebrizacion. Esta area fue explorada por Edudish en su tesis doctoral,
los resultados dieron lugar a una publicac L08]; doselda cuenta de que son todas
|6gicas algebrizables en el sentido de Blok y Pigozzi; adetegwesentar analisis de las
algebras asociadas, incluyendo condiciones bajo lasssatefinitamente algebrizables.
Por tanto, a primera vista el analisis de la version propmsat de las logicas inducidas
por matrices LPP parece concluido; sin perjuicio de lo cegb@sible que se trabajen
aplicaciones, principalmente vinculadas a computacion.

Por otro lado, el &mbito de las I6gicas de primer orden estaraly poco explorado,
falta en ese sentido trabajar con casos particulares, @s @cando algunas matrices
faciles de manejar como las usadas en el caso proposiclmastamente encontrando
una buena axiomatizacion para ellas. Luego, hace falta hacestudio desde el punto de
vista de la teoria de modelos. En ésta linea es particulaenraportante revisar que la
l6gica de primer orden para la clase de todas las matricesekRBcencialmente distinta
de la logica de primer orden clasica, para ello hay que buscarétodo quiza apoyado en
las existentes caracterizaciones de la logica clasicastiéd €el teorema de Lindstrom.
Luego hay que revisar teoremas de teoria de modelos pargida Idasica, como el de
Omisién de Tipos, Lowenheim-Skolem descendente, Integi@h de Craig, Teorema de
Beth sobre definibilidad, etc.
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Anexo

Completitud del sistema de conectivos

Llamemosup a la formula(a—a)—a. Notamos quep toma los valore§ y 1 cuando
a € Dya ¢ Drespectivamente. Comg, es una férmula compleja, se comporta de forma
clasica; en este sentido es facil observar que podemosugsstro conocimiento de légica
clasica para mostrar que efectivamente el sistema de eos{tih, —} es completo. La
defincion de los conectivas\, \V} es la siguiente:

1, siaeDybeD
alb =
0, en otro caso.

1, siaeDobeD
aVb =
0, en otro caso.

Tenemos, considerando la observacionl (2.6),

1, SiCLD:]_be:]_
aNb =
0, enotro caso.

1, Siapzlobpzl
aVbh =
0, en otro caso.

Usando la defincién de los operadores tenemos entoncesilargig egivalencia:

aNb = ap/\bp
aVb = ap\/b']_)
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CAPITULO 4. CONCLUSIONES 94

por lo tanto, y usando quep y bp son formulas complejas, junto a las identidades
basicas en logica clasica tenemos:

aNb = ﬁ(ap%_'bp)
aVb = _\ap—)bp

Es facil notar de estas Ultimas identidades que los pgafes} y {—, V} son tambien
un sistema completo de conectivos. Por otro lado, al igualoguirre con la logica clasica
la negacion es imprescindible, puesish € D; para cualquier féormula compleja de dos
variablesy que no contiene simbolo de negacion se tigfieb) = 1;y ¢(p, q) = —(pAp)
satisfaces(a, b) = 0.
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