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Introduccion

Sea S una Superficie de Riemann compacta v G un subgrupo no trivial de auto-
morfismos conformes de S. Existen dos representaciones de G asociadas naturalmente
ala accién en S, a saber, la representacicn racional en el primer grupo de homologfa
de S v la representacion analitica en el espacio de diferenciales analiticas de .

Naturalmente asociada a S estd su variedad Jacobiana J.S. Es ésta un toro com-
plejo de dimensién compieja el género de S v tiene una polarizacién candnica inducida
por el producto de interseccién de curvas {cerradas) en S (ver IIL1en [4] y 11.1.2 en
[1]). Es decir, JS es una variedad Abeliana principalmente polarizada.

+ Laaccién de G en S induce una acciéz en JS. El afio 1995 en [6] se describié una

primera descomposicién de la variedad JS; a saber, J.S ~ J(5/G)x P, donde G actia
con la representacion trivial en el factor J(S/G). El afio 1998 en [10] se estudié la
descomposicién asociada a una Jacobiana con accién del grupo simétrico S: , encon-
trandose una relacidn entre las representaciones irreductibles de S5 y dichos factores.
Al afio siguiente en [14] se describid la geometria de la accién del grupo alternante
As. Posteriormente én [8], se relacionaron formalmente los factores G-invariantes en
la. descomposicién de JS con las representaciones irreducibles racionales de G. En
(2] se describen dichos factores como productos de subvariedades iségenas determi-
nacas como imédgenes de idempotentes primitivos en el dlgebra Q[G]. Llegando asf a
la. descomposicién de JS con accidén de &, conocida como Descomposicidn iségensa

G-invariante o de Lange-Recillas:

JS ~ J(S/G) x BF* x ... x B
Donde r es el nimero de representaciones irreducibles racionales de G y los
nimeros n; son no nulos y dependen sélo de G y sus representaciones. Las dimen-
siones de las subvariedades B; as{ como sus polarizaciones, dependen de la geometzia
de la accién de G. En [12] se calcularon las dimensiones de dichos factores. La po-
larizacién de cada subvariedad B; es atin motivo de estudio, asf como su descrlpcmn
geométrica en términos de Jacobianas o Pryms de cubrzentes intermedios’




4 INTRODUCCION

En este trabajo 001131deramos la familia de superficies de Riemann dadas por las
curvas proyectivas C:z™ + y¥ + 2% = 0, N > 4. Explicaremos algunos aspectos de
su estructura: género, base de dlferenmales y exhibiremos el correspondiente grupo
de automorfismos completo.

Luego considerando la accién del grupo de automorﬁsmos complete, calcularemos
la descomposicién de las dos representaciones asociadas en términos de las irreduci-
bles complejas del grupo, las cuales se encontrardn mediante el método de los "little
groups”. Més ain para N > 4 primo, calcularemos la dimensién de las subvariedades
en la descomposicién iségena G’-eqmvarlante de la variedad jacobiana.

Para ello descrlbIremos la accién mediante la firma geométrica de G en C y
aspectos algebraicos de las representaciones irreducibles de &, tales como el indice
de Schur y el grupo de Galois del cuerpo de trazas.

En el primer capitulo daremos los bésicos involucrados en nuestro sstudio. Fe-
cribiremos primero detalladamente las dos representaciones v la accién de G en 1a
Jacobiana, inducida por la accién en S, para una superficie de Riemann compacta

arbitraris.




CAPITULO 1

Preliminares

1. Superficies de Riemann y bases de Homologia

Sea S una superficie de Riemann compacta de género g. Denotamos por H1(S,Z)
al primer grupo de homologia de la superficie .S, que tiene dimensién 2g como
Z-médulo y denotamos por H1(S, C) al C-espacio vectorial de diferenciales analiticas
en .S que tiene dimensién g.

PROPOSICION 1. Si S es una superfice de Riemann de género gy {on, 0, B, s Bod
es ung base candnica de H.(S,Z); es decir, con interseccidn de curvas dada poT la

Matriz
0 I
I, 0 )’
entonces existe una dnica base dual {v;, ..., v,} de HY(S C)} tal que

/ Vs = 0y,
o

v

—([v).
B id

- lamada la matriz de Riemann de S, es simétrica con parte imaginaria positiva defini-
da:

DEMOSTRACION. Ver 111.2.8 en [4].

para z}J:IJJg
Ademds lo matriz
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2. Construccién de representaciones de Aut{S)

Sea T € Aut(S5). Entonces definimos el automorfismo de H 1(S, Z)

Tl : Hl(S, Z) - HI(S, Z)

como T1{[7]) = [T o], para todo [y] € H.(S,Z).

Sea {1, .., g, P, - ,Bg} una base de H,y(S, Z). Como T} es un automorfismo de
grupos, podemos ver esta accidn en el Q-espacio vectonai Hi(S,Z) ®z Q de base
B = {011®1 Oig®1ﬂ1®1 ﬁg®1}

La funcién pg : Aut(S} — Autg(H1(S, Z)®zQ), definida por p(TY([Y) = Ta([7])
es tal que .
po(TeoL)=(ToL) =T oL = pg(T) o p(L),
- luego es una representacién del grupo Aut(S) sobre @, la cual llamaremos repre-
sentacion racional.

Otro espacio en el cual podemos representar Aut(S) es H1°(S, C).

Sean T' € Aut(S) y v € H'9{S, C), entonces T acttia en v de modo que:

T(v) =voT
Es decir, si v en términos de la coordenada local e, centrada en P € S, estd dada por
f(a)da. Elegir una coordenada local ¢, centrada en T'(P). Suponga que en términos
de estas coordenadas locales T~" esté dada por a = h(t). Entonces T{(v) en términos
de la coordenada local ¢ estd dada por f(h())R'{t)dt

La funcién p, : Aut(S) — Auvte{H%(S,C)), definida por
poT (V) = vo T es tal que &

pa(T o L)(v) =vo L™ o T = (0,(T) 0 po{L))(v),
luego es una representacién compleja del grupo Aut(S), la cual llamaremos repre-
sentacidn analitica. -

OBSERVACION 1. A partir de p, obtenemos una representacién de Aut(S) en
HY(8 C)*, a saber
pa’ : Aut(S) — Autc(HY(S,C)*),
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definida por p, (1) = pe{T), donde (-} es la traspuesta definida como
LY f}= folL, paracada L € Endc{H*°(S,C)) vy f € HYO(S,C) .

3. La Variedad Jacobiana

Definiremos la Variedad Jacobiana /.S asociada a una superﬁcie de Riemann S
¥ probaremos que es una variedad abeliana Principalmente polarizada.

DEFINICION 1. Sean S una superficic de Riemann de género g, una base de curvas
{a1,...,az} dé Hi{S,Z) v una base de diferenciales {vl, ..., U} de HYO(S C).
Diremos gue la matriz: '

Hz(wij:fajwi), 1<i<g 1<5<2g

es la matriz periodo de 5, en relacidén a las bases dadas.

OBSERVAGION 2. Notamos que las columnas de cualquier matriz periodo son
hnealmente independientes sobre R.

DEFINICION 2. Sean V um espacio vectorlal de dimengién compleja g, v L un
subgrupo discreto de rango 2g de V' (diremos entonces que L es un reticulado en V),
que es isomorfo a Z*. El cuociente T = V/L se llama toro analitico.

DEFINICION 3. Sea HM(S,C)* el espacio de los funcionales complejos lineales
de H-%(5,C},y sea L el subgrupo discreto (de rango 2g) de todos los funcionales del
tipo [ (), con @ € H1{X, Z). El toro analitico

U8 = HM(S,C) /L
se llama Variedad Jacobiana de S

A continuacién, desarrollaremos los resultados necesarios de la teoria de var-
iedades abelianas, en bisqueda de conocer més acerca de las Variedades Jacobianas.

DEFINICION 4. Dado T = V/L un Toro analitico de dimensién g; donde V es un
espacio vectorial complejo de dimensién ¢, ¥ L un reticulado en V. Diremos que una
forma real alternante E en V es una polarizacidn en T, si se cumple:

i) Eiu,iv) = Blu,v), Vu,v € V
ii) B(L'x L) CZydet(B{Lx L)) #0.
En este caso, diremos que el par {T, F'} es una Variedad abeliana polarizada
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OBSERVACION 3. Sea (1" = V/L, E) una Variedad Abeliana Polarizads. Dado
un reticulado I, siempre existe una base smpléctica para L: es decir, una base de L,
con respecto a la cual, la matriz de F se escribe como

6 D
Bl = (—D 0)
donde
dy 0\
D= :
0 d,
¥ los d; son nilmeros enterds positivos, tales que di/diyy, Vi€ {1,...,g—1}. Al

nimero dg, lo Hamamos el exponente de la polarizacion.

DEMOSTRACION. Ver pagina 15 en [11].
3

DEFINICION 5. Sea el par (T, E) una Variedad Abeliana Polarizada. Si F tiene
exponente 1, entonces se dice que la polarizacién es principal, v la variedad abeliana
(T, E)} se llama, Variedad abeliana principalmente polarizada. (v.a.p.p)

DEFINICION 6. Sea T = V/L toro analitico. Decimos que § = W/M es un
subtoro de T, si W es un subespacio de V, y M es un reticulado en W tal que
MCWnL

- DEFINICION 7. Sean T3 y T dos toros analfticos, v f : T — T un homomorfismo
de toros; es decir, una funcién analitica compatible con la estrictura de grupo. Deci-
mos que f es una isogenia de toros, si es un homomorfismo que cumple al menos dos
de las siguientes afirmaciones. (Basta con esto, pues dos de ellas, siempre implican
la tercera)

1. dimTy =dimTs.
2. f es sobreyectiva.
3. El ntcleo de f es finito.

Para una isogenia f, se define el grado de f, gr(f), como la cardinalidad de su niicleo,
y la notacién T1 ~ T3 significard que los toros son iségenos.

OBSERVACION 4. Sea f : 77 — T3 un homomorfismo de toros analfticos. Entonces
se tiene que: _
1. Im f es un subtore de 7
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2. ker f es un subgrupo compacto de 77. Su componente conexa que contiene
a 0}, denotada por (ker [}o, es un subtoro de 71, de indice finito en ker f.

DEFINICION 8. Sea T = = V/L toro analitico de dimensién g. Conszdere {v1, ..., v}
base'de V' y {l1,...ls,} base de L.
Definimos

1 --- Tiag

= () =

7 Mgl --- g2 gx2g
como la matriz periodo de T, con respecto & dichas bases; donde el j-ésimo vector

columna de [] corresponde a las coordenadas de [; la base {vy,...,v,} de V.
PROPOSICION 2. Sea T = V/L un toro analftico de dimensidn g, con bases

{vr,... 05} de V oy {ly, ... lop} de L, TT la mairiz periodo de T con respecto a estas

bases y P = (] ﬁt) 51 J es una matriz 2g x 2g, con coeficientes enteros y deter-
menante 1, entones las siguienies condiciones son eguivalentes:

1. J es la matriz de una forma E tal que (T, EY es una v.a.p.p.
2. iPJ7IPt = (ﬂ/?,t _éw) donde M es Hermitiona positiva definida.
3. [T J Y ]*=0y —[] J'T1' es Hermitiana positiva definida.

DEMOSTRACION. Ver 4.2 en [1]
[

COROLARIO 1. Sea (T, E) unav.a.p.p. de dimensidn g y [1= (1, [l,) su matriz

periodo. 51 J = ( (} {}g), entonces
g
L TLI; 1—[11_[2_

2. -a(]_[zl_[l -1, TL, " es posztz'va definida.

~ Bn particular, T], v [1, son no singulares.’

DEMOSTRACION. Ver 4.2 en [1].
O

CoORrOLARIO 2. Sea (T, E) una v.a.p.p. de dimension g. Fntonces, ezisten bases
de V y L con respecto a las cuales J = (_Ofg %’) y =1, ) cumplen que

lL.rt=r
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2. La parte imaginaria de T = Im(7) es positiva definida.

DEMOSTRACION. Ver 4.2 en [1].
' L]

TEOREMA 1. 81 S es una Superficie de Riemann de genem g, entonces su Va-
riedad Jacobiana JS es wna v.a.p.p. de dimension g.

DEMOSTRACION. Sea {ay,...,aq, f1,... 0} una base canénica de H1(S,Z), y
{wi,. ., w} la base de *9(S,C) descrita en la Proposicién 1. Luego, la matriz

perlodo de S es
M= 7)

con 7 matriz simétrica, y con parte imaginaria simétrica positiva definida. Sea JS
laJ acobzana de 5. Si tomamos la matriz

— O Ig
s (‘fg D)

entonces notamos que se cumple la condicién (3) de la Proposicién 2, pues

177 = (I, 7) (_[} {}g) (f}) =0

g

—i[] 7] = —i (I, ) ( (} %) (I) = 20mr
es positiva definida, segin la Proposicién 1. Luego JS es una v.a.p.p.

d

La siguiente proposicién nos permite definir p,’ en J(.5).

PROPOSICION 3. Sea T': S — 5 una funcidén holomorfa, v un camino en S y v
una diferencial analitica, entonces

prG(T )= /mem ’

DEMOSTRACION. Ver IV.3.6.(f) en [9].

Veamos que p,’ preserva el reticulado

Pa T) f( mpa Twl) f f Pa ' fPQ(T)(’)’)(.)
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PROPOSICION 4. pl es isomorfa a la conjugada compleja de p,, ademds
po @ C= Pa @ pa

DEMOSTRACION. Ver 1.2.3. en [1]. , i

Ofro camino para definir la Jacobiana de S es mediante el grupo cociente de
los divisores de grado cero con los divisores principales, denotado por Pic®(S). Lo
explicaremos a continuacidn.

DEFINICION 9. Un divisor en S es un simbolo formal

L{K. &'_‘L-Pl + .t O_’kPk,

con ;€ Sya; € 2.
Podemos escribir el divisor U como

=Y

PeS
con {P) € Z, a( P) 7é 0 sélo para finitos P € S.

Denotamos por Div(S) el grupo de divisores en S, esto es el grupo abeliano libre

en los puntos de S. .
Luego si =) pega(P)Py B =3 .. (P)P, entonces

4B =Y (a(P) + B(P))P

—i = Z—af

Pes

El elemento neutro del grupo Div(S) se denota por 0.

Definimos deg(M) = > pcg@(P). Es claro que deg establece un homomorfismo
de grupos aditivos deg : Div(S) — Z.
Sea K(S) el cuerpo de funciones meromorfas en S. Si f € K(S) \ {0}, entonces f
determina un divisor (f) € Div(S) dado por

=> ord, f-P.
Pes

Asf hemos establecido un homomorfismo ( ): X£(S}* — Div(S) del grupo multiplica-
tivo del cuerpo K(S) en el subgrupo de divisores de grado cero, que denotaremos por

Divg(S). Ver 1.1.6 en [4].
Un divisor en la imagen de ( ) es liamado principal, a todos ellos los denotaremos |

por PDiv(S).
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El grupo de divisores de grado cero médulo divisores principales, Divg{S)/ PDiv(.9)
es conocido como grupo divisor de clases y denotado por Pic?(S).

PROPOSICION 5. I" € Aut(S) induce un automo%ﬁsmo de grupo en Div(S) que
llamaremos igualmente F y estd definido por

F (Z a(P)P> = S a(P)F(P).

PesF Peg
Es mds, F se puede definir en el grupo divisor de clases y sigue siendo un auto-
meorfismo de grupos.
DEMOSTRACION. Claramente tenemos que F € Aut(Div({S)). Ahora F est4 bien
definido en Divo{S)/ PDiv(S), pues dados D, D € Div{S) tales que D—D' = (g) para

alguna g € K(5), entonces definimos § = go /™! y tenemos que F(D)—F(D") = (3.
Para probar la inyectividad suponga que F[D] = [C], es decir

Pes

para g € K(S); entonces o(f*(P)) = ordp g para todo P € S y por tanto
ordp(g o I) == ordppy g = o(P) para todo P € .5, 0 sea D & PDiv(S).
Para ver que F es sobreyectivo basta observar que

> oP)P=F (Z a(P)F—l(P)) .

Pcs Pes
U

Sea {a, ..., g, B, ..., By} una base candnica de H1(S,Z} y {vy,...,u,} su respec-
~ tiva base dual para H°(S, C). Veamos J(S) en un toro complejo y que Pic?{S) 2 JS.

Definimos Y J(8) — C9/ A dado por
YA+ L) = (Mur), - Mug)) + A\,

donde A el reticulado sobre Z generado por las 2¢ columnas de la matriz (I , ( f 5, fui) ) X
7 ‘L,j

Claramente 1 es un isomorfismo de grupos.
Sea Il = ( f ﬁj'vi) v denotemos las columnas de {7, 11} por
; ;

i

€1, €g, W, .j.,ﬂ'g.
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g g
Un punto de A se escribe tnicamente como Z m;e; + Z niTj,
' j=1 i=1
con my,n; € Z, o Jm+1Iln donde m = (my, .., my),n = (ny, ..., n,) € Z9.
Ahora consideremos ¢ : § — C#/ A. Fijamos un punto Py € S y definimos

o(P) — U:Ul/:ug) + A\

PROPOSICION 6. ¢ es una funcidn bien definida y holomorfa entre S y C9/ A. -

DEMOSTRACION. Seaa = (o, ..., ) vy b= (1, ..., Bg). Si 1 ¥ ¢y son dos caminos
que unen Fy y P, entonces ¢;co™* es homélogo a ma + nb para algunos m, n € Z9.

Luego (j;l Uty e fo, 'ug) - (fcz v1, s f vg> =Im+1IIn € /\

Veamos ahora que es holomorfa. Sea 7 una coordenada local que se anula en Q,
denofemos por ; las componentes de ¢ en €9 y w; = h;(2)dz en la coordenada z,

luego si z = 2{ P} como
P Q P
/ vy / Uy + f Uy,
Fo ! Po aQ

entonces ; en la coordenada z es |, 1‘; v; -+ [ hy{z)dz. Asi cada @; es holomorfa y

por tanto ¢ lo es. O
Sea para cada entero n > 1, M, el conjuato de divisores enteros de grado n.

Extendemos la funcién ¢: '

w: M, — C9/ /\,
definiendo (D} = 37, @(F;) para D = Py + .. + P,.
Podemos obtener una funcién gue no dependa del punto base F,.

Definamos
@ : Div(S) — Cg//\,

' r 5
por o(D) =" @(P) = p(Q;) para D = (Pi+ ...+ P)— (@1 +...+ Q). Tenemos

=1 =1 ‘
que si 7 = s es claro que (D)} no depende del punto base, es decir

¢ : Divo(S) — €4/ A\
es independiente del punto base.

- TEOREMA 2. (Abel) Sea D € Div(S). Una condicion necesaria y suficiente para
que D sea el divisor de una funcidn meromorfa es que p(D) =0 en CI/ A\ y

deg(D} = 0.
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DEMOSTRACION. Ver I116.3. en [4] O

PROPOSICION 7. (Tnversidn de Jacobi) Todo punto en C9/ A\ es la imagen de un
divisor entero de grado g. '

DEMOSTRACION. Ver III 6.6. en [4] ' ]
- COROLARIO 3. J{8) es isomorfo al grupo Ijivg(S) / PDiv(S).
DEMOSTRACION. El teorema de Abel dice que ker(¢) = PDiv v la proposicién
anterior que todo punto de C¢/ A es de la forma

(,O(P1 + ... +Pg),

pero como @(FP + ... + P,) = (P, + .. + P, — gF,) concluimos que ¢ definida en
Divy(S)/ PDiv(S) es sobreyectiva. Asi Dive(S)/ PDiv(S) es isomorfo a C9/ A y por
tanto isomorfo a J{5). Il

Recordemos que ¢ : Divp(S)/ PDiv(S) — C9/ A dada por

— Ea(p) (fl:ful,...,/;vg) +/\,

gb Z a(PYP
es

es un isomeorfismo de grupos.

PeS

OBSERVACGION 5. ¢ se utiliza para introducir una polarizacién en Pic®(S), doténdola
asi de una estructura de variedad abeliana principalmente polarizada, al igual que
JS.

La siguiente pfoposicién relaciona F &€ Aut(Dive(S)/ PDiV(S )) con p,'(F).

PROPOSICION 8. El siguiente diagrama conmuta:

Dive(S) ¢ €9 ¢

PDiv(5) n 7(5)
FJ, . Pa ' (F)

Divg (S ) @ 9y

PDiv(S) A 7(5)

DEMOSTRACION. Debemos probar que p,'(Floy ™t op=19"lopo F.

Considere
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(o)) - e ([ ) 1)

= Setrptn ([ 9+1)
= Yoip) [ r =1
- Satp) JCES

Por ofro lado

D (PP Zf_’ Z@

Pes
para algunos Py, ..., P, G, ..., Qn € S, pues deg(zpes a(P)P) = 0.

Luego
. n F(F) F(Qs)
e (w (90 LES D ) Z;/FPD) AP /Fwa e
y - 1
(y~topoF) [Za(P)P = ¢ 1(99 [ZF(PZ ZF QzD

Z”: F(Fy) F(F;)
— %bil( / Ul:"'a/ U -
i=1 \YF (P} F{Ry) ?
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- PROPOSICION 9. La funcidn inducida por p,'(F),

$=tpop(Fyoy™
e
es un autormnorfismo de la variedad compleja ~

DEMOSTRACION. Sea z = {z1,..,2,) ECPy 2=z + \.

02 = o (F)y(2)
= Yo' (F )(Z,.Zi‘ui* + 1))
= Z Zzpa 'Uz ) + L)

g

= O zl(v’ 0 po(F1)) + L)

i=1

= 'Z(Zi(vi*Opa(F_l))('ul),... (05 0 pa(F7)) (w,) +/\

= ZZ:. To Pa Zzt ° pa ))(Ug)) + /\

Siendo los {v;* o pa(F_ ))(v;)’s nlimeros complejos__que no dependen de z, vemos que

¢ es holomorfa.

3.1. Descomposicion de Variedades Abelianas, bajo la accién de un
grupo finito. Definiremos la accidn de un grupo finito sobre una Variedad Abeliana,

lo que produc1ra, sobre ésta una descomposicién asociada.

'PROPOSICION 10. Sean Ty un Toro analitico, (T3, E) unav.ap., y f: Ty — Ty
un homomorfismo con ker(f) finito. Entonces existe una polarizacidn en Ty, denotada

por f*(E), definida por

FHE) vz, va) = Blo(£)(wr), p(£)(v2))
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donde p(f) es la representacién analitica del homomorfismo f

_ DEFINICION 10. Un homomorfismo entre Variedades Abelianas polarizadas .(Tl., E:)
y {T%, E2) es un homomorfismo f : T} — T de toros complejos tal que Fy = f*(E,)

DErFINICION 11. Sesn (71, F1) y (T3, F») v.a.p.

1. Escribiremos Hom((T3, F;), (T3, F»)) para denotar al grupo aditivo de ho-
© momorfismos entre dichas Variedades Abelianas. :

2. 81 f: Ty — 11 es un homomorfismo de v.a.p. , decimos que f es un endo-

morfismo de v.a.p.
3. End((T, E)} denota al grupo aditivo de endomorfismos de {T, ).

DEFINICION 12. Decimos que un grupo finito G actia sobre una v.a.p. (7, E), si
existe un monomorfismo de grupos G — End((T, E)).

TEOREMA 3. Sea G un grupo finito actuando en una varieded abeliana A. Sean
Wh ..., W las Q-representaciones irreducibles no isomorfas de G, y s; = dim(U;) /1,
donde U; es una representacion compleja irreducible asociada a Wy y l; es el indice

de Schur de Uj.
FEnionces existen subvariedades abelianas By,..., B,, tales que cada B 7 es G-estable

y asociada a la representacion Wi, y existe una isogenia G- equwanante
A~ Bl x ... x BY.

DEMOSTRACION. Ver Teorema 13.6.3 en [1]. O
4. Firma y vector generador

DEFINICION 13. Sean X e Y dos superficies de Riemann compactas. Un cubri-
miento ramificado entre X e Y es una funcién holomorfa f : X — ¥, no constante

(luego sobreyectiva).

DEFINICION 14. Sea f : X -+ Y un cubrimiento ramificado. Llamaremos puntos
de ramificacién a los puntos de X, donde f 1o es localmente inyectiva y valores de
ramificacion a las imagenes delos puntos de ramificacion.

Observe que dada la compacidad de X e Y los puntos de ramificacién son finitos
y por tanto los valores de ramificacién también.

Sea S una superficie de Riemann compacta ¥y G un grupo de automorﬁsmos
conformes de S. Denotaremos por S/G a la superficie cociente y « : § — S/G al
cubrimiento ramificado asociado a &G, Ver II1.3 [9].
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DEFINICION '15. Sea S una superficie de Riemann compacta y G un grupo de
automorfismos actuando en S. Sea {py, ..., p;} C S una coleccidn maximel de puntos
de ramificacién no equivalentes, esto es, cada p; estd en una diferente G-6rbita. Para
cada p; consideremos G, su estabilizador en G. La firma de G en Sparaw : § — S/G
es la tupla (~;my, ..., m,), donde -y es el género de S/G y m; =] G, |. Diremos que el
punto 7(p;) € S/G estd marcado con el nimerc m;.

DEFINICION 16. Sea G; un subgrupo ciclico, no trivial de G. Un valor de rami-
ficacién g € S/ es llamado de tipo G, si G; es el estabilizador de algtin punto en
la fibra de g. Recordemos que si ex:lste un punto p € 5 con estabilizador no trivial
Gy, entonces los estabilizadores de los puntos en su érbita, corresponden a todos los

subgrupos en la clase de conjugacién de Gj.
Sea ¢ € S/G de tipo G, y C}, 1a clase de conJugacnon de G, entonces llamamos a

g € S/G de tipo Cj.
DEFINICION 17. Sea G un grupo de automorfismos conformes de la superficie de

Riemann compacta S. Sea {g1, ..., ¢} C S/ una coleccién maximal de valores de
ramificacién del cubrimiento 7 : 5 — S/G. Definimos la firma geométrica de G en

S, como la tupla _
(7; [m17 Gl]: -y [mt: Ct]-)a

donde 7y es el género de /G, Cj es el tipo del valor de ramificacién g; y m; es el
orden de los subgrupos en Cj.

DEFINICION 18. Llamamos a una (2v + ¢)-tupla

(a‘la vy Gy bl: ) b’)’a Cly oy Ct)
de elementos de G' un vector generador de tipo (v,m1,...,m.} si se satisfacen las
siguientes condiciones :
1. & es generado por los elementos {a:, ..., Gy, b, ..., by, c1, ...y 6}

2. | Cy I: m;.
3. H}’:l[ai, bz] Hj‘:l C; = 1, donde [CL@, bz] = aibiai'lb

TEOREMA 4. Dado un grupe finito G, existe una superficie de Riemann compacta
S de género g en la cual G actiia con firma geométrica (y; fma, C1), ..., [me, Cy]) si v
sdlo st se satisfacen las siguientes condiciones:

1. (Riemann-Hurwitz)

Gl 1
g=JGI(~f-1)+1+|2—[Z(1—ﬁ—_).

2
. Bl grupo G tiene un vector generador (ay,...,a,,by, ... by, 1, ..., ;) de tipo
(’Y,ml. ).

-1
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3. Los elementos ¢; del vector generador son tales que los subgrupos {c;) estdn
en lo clase de conjugacidn Cj.

DEMOSTRACION. Ver 4.1 en [12]. O

ekt




CAP{TULO 2

Curvas de Fermat

Estudiaremos algunas consecuencias de las simeirias que poseen la familia de
curvas llamadas de Fermat. Primero presentaremos aspectos geométricos de ellas:
‘género, base de formas diferenciales, grupo de automorfismos (esto dltimo basa-
do en [16]). Luego estudiaremos detalladamente la geometria que sigue de dicho
conocimiento. A saber, descomposicién de representaciones asociadas y de la varie-

dad Jacobiana correspondiente.

DeFINICION 19. Sea N > 4. Definimos C como la curva algebraica proyectiva
dada por la ecuacién en CP?

z +y +2¥ =0
Es decir, C = {(z,y, z) € CP¥/z" + yV + V¥ = 0}

Su expresion afin serd
VgV +1=0.
Consideraremos C como una Superﬁcie de Riemann.

PROPOSICION 11. Sea w = ¢ N raiz N-ésima pmmztwa de la unidad y C como
en la Definicidn 19. Entonces:
1. C no posee singularidades. -

N-1 -2

2. El género de C es g = ( ){)(N ).

3. Una base de HYO(C,C) estd dada por:
Vps = P lyS_Nd:i:

con'rs>1y7"+s<Nw1
4. El grupo completo de automorfismos (analiticos) Aut( } de C esid generado

por.
a) Fi(z,y,2) = (z,wy, z)
) F2($ Y, 2 ) (Lt).'L‘ ¥,z )
c) Fy(z,y,2) = (y, 7, 2)
d) Fy(z,y,2) = (z,2,9)

21
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5. Sea G := (pn % g} ¥ Ss, donde py = {w) es el grupo de las raices -
N-ésimas de la unidad y el producto semidirecto se explica por medio de la

presentacion de G dade por

G= {mm=(w1),=_Lw,ab u =uvf == =1,
Uy Uz == Ually, abab = 1,‘[1,‘?.51@2 = Uq, b’u.]_b = Uy, -
ausa® = ul tug 't
Entonces Aut(C) = G. De hecho un isomorfismo ® : G — Aut(C) estd dado
. po?,“.. . : .
a’) (17 Lu‘) = Fl
c) b— Fy
_ d) a = F4
 DEMOSTRACION. C no posee singularidades, en efecto las derivadas parciales del
polinomio p{z,y,2) = q:N +yV +2¥ son 2 = Nz % = NyV-1ly g—z = NzN-1,
por lo tanto no se anulan simultdneamente en CF?*. Como C no posee singularidades
v el grado de p es N, entonces C tiene género g = (N;);N"—{)

Para 3 ver 11.2.1 en [7].

Una demostracién de 4 v 5 se pueden ver en la publicacién [16].
: O

OBSERVACION 6. Hemos hecho una distincién entre Aut(C) y G, ahora fijaremos
esta accién de G en C, es decir el isomorfismo @ : G — Aut{C) del punto 5 de la
proposicidn 11. Este seréd la base para describir los resultados posteriores. '

En adelante nos referiremos indistintamente a F; para considerar elementos concretos
(de Aut(C)) o abstractos {de &), siempre considerando la correspondencia fijada por

. .
- 1. Representacién de Aut(C) en Autc{H(C,C))

Considerando la accién de Aut(C} en C determinada en el punto 4 de la Proposi- -
~ cién 11, buscamos la representacién de Aut{C) en el espacio vectorial H*%(C,C) de
las diferenciales analiticas, segtin lo descrito en la seccidn 2 del capitulo 1, consideran-
do la bage del punto 3 de la Proposicién 11 .

. Recordemos del capitulo anterior que dados T € Aut{C) y v € H 1=D_(C,C), en-
tonces T actia er v de modo que:

Tw) =voT ™"
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TEOREMA 5. Los generadores de Aut(C) actian en H-°(C, C), del siguiente modo

L Fi{v,s) = w0
2.5 ('Ur,s) =W s
3. F3(’UT,S) = —Us,
4. F-'i(vr,s) = UN—s—rr .
Es mds, el caracter y de la representacion de Aut(C) en HM0(C,C) es tal que:

w—1+N
Lx(F)=———
w-1+N
2. X(Fz)=71—_
—¥=l N impar
Bl = { 22 N g
1 N=00)

4. x(Fy) = { 0 N 20(3)

~ DEMOSTRACION. Sea p(z,y,2) = 2™ + 3" + z/¥ = 0. Suponga que estamos en
una coordenada con z # ( :

1. Sean ¢ : U — V carta definida por ¢(x,y) = z, donde y es funcién de z,
digamos y = g(z) v ¢ : U’ — V' carta definida por ¢(z,y) = z, donde y
es funcién de z, digamos y = k(z); tales que FH{U) C U'. Lo anterior es
posible salve en finitos puntos, donde gﬁ se anula.

Sean ¢ la coordenada en V' y & la coordenada en V7.
Luego F7! en estas coordenadas es

ht) = (po Fil o ¢71)(t) = (FTH{t, 9(t))) = p(t,w ™ g(t)) = ¢
Por otro lado v, ; en la coordenada o es
o Hk(e)) Vda
Entonces en la variable t es
Fi(vng) =t HE())Ndt
Pero p{t,w™tg(t)) = t implica k(t) = wlg(t). Luego:

Rvs) = w5 gtV dt = w %,

Luego si escogemos la base

B = {’U1,1, ey UN—21, V12, ., UN=32, ..., V1 ,N-3, Uz N-3, 'Ul,N—z}-
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La matriz de £} en la base B es la matriz diagonal con la siguientes entradas:

f\.u_l, ool w’lj, W ,w_zl, e ,wg_N,w?’_N,w2“N.
N2 N3 I
Por lo tanto
(R = w3 N = flw
= Mo wd - O jw oY
1= Nw~ W= 4 (N — DoV
_ -1 '
gty (A
Al Nw 2+ (N=2)wN 1+ 1)
a (w=1)2
. W - 2wt wN-—-N+1
- PN
. w— 1+ N
w—1

2. Con las cartas anteriores F{l es
hz) = (oo Fyh o g71)(1) = o(F5 {1, (1)) = 0wt g(t) = w ™'t
En particular k(w™'t) = g(t). Pero en la coordenada o v, 4 es
o7 (k(a))* " de,
luego
Folvye) = wl it Hk(w1t))yNwdt
. w—rtr—l(g(t)).s'mth

— -
=w U,

Por lo tanto, si escogermos la base

B = {Ul,lp UL N=2,V2,1, -, Vs N3y -oe » UN—-3,1, Un—3.2, 'UN_g?l}.
La matriz de F; en la base B es la matriz diagonal con la siguientes entradas:
-1 -1 -2 -2 3-N  3-N L 2-N
W W W w T wT T wtT wt
gl e s

N=2 N=3 2
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_Por o tanto

w=14+N

: N-1
F = N— wl =
2 w; J w—1

. Con las cartas anteriores 37! es
BE) = (oo B o p70)(8) = (522, 0(8) = lalt),t) = gl0)
En particular k{g(t)) = t. Perc en la coordenada a v, , es
& k(o)) N do,
luego
Fy(vrs) = g(¢) " (k(g(0)* g (t)dt = £~ {g(8)) Vg ()at.
Por otro lado
g't) = WO

Asi
Fa{v,) = =" gt Nt = v,

Si N es impar escojamos la base

B = {Ul,la---JUNTN_ V1,2, V2,1, V1,3,

Vg1, -y VI, N=2, UN—2,1, V2,3, V32, ..., V2 N=3,

v si N es par escojemos la base
B = {’01,1, ey 'Uﬂg;ﬂ,g,vz,z, V2.1,U1,3, V31, .-, VI,N-2,

UN-921, V23, V32, ..., U2 N—3, UN-3,2, ---,

VUN-2 N, ’U.I;F’N 2}

o2
obteniendo en ambos casos la matriz de F; en base 55 de la forma
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Asf

Nl N impar

=J .2

4. Con las cartas anteriores F, ' es
h(t) = (poFytog ™))

= o(F(t,9(1),1))

1
—. Pero en la coordenada o, v, es

En particular & (@)

o k() dey,

luego:
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s~ ()" () (4

©__N-1

r—1:N—r—5-1 ¢ _
= g(t)r 1V (Hﬁﬁjt mm)ﬁ
= Ry NN 4 g(6)V )t

= UN_s—rr
Para determinar el caracter necesitamos calcular r, s tales que
Up,s = UN—s—r,r, €550 es siempre y cuando N sea divisible por 3y r =5 = %’-
Entonces:

1 N=03
X@U:{o Ni&ﬁ

2. Descripcidn de la accién de G = (uy X py) ¥ Sz en C

Consideramos la accién dada por ¢ en la observacién 6.
Primero buscaremos subgrupos de GG que estabilicen puntos. Esto es, buscamos des-

cribir su firma.

PROPOSICION 12. La firma de G en C es (0;2,3,2N). Siendo

Stab({ ¥/2e'%,1,1)) = (ba), Stab{(e'¥)2, ¢'3¥, 1)) = ((w, 1)a}
Stab((0, e'®,1)) = {(w, w)ba)

representantes de los estabilizadores de orden 2, 3 y 2N respectivamente.

DEMOSTRACION. Con la notacién de 1a proposicién 11 cada
f € Aut{C)} es de la forma

f=(W"wo,

para k,j €Z vy o € S;.

" Los elementos de Sy en € acttian del siguiente modo:

1.

o OV s o1

Uz, y,2) = (z,y,2)
bar(xﬁ y’ z) = (:C7 z? y)
ab(z,y, z) = (2,9, %)
b(mJ y? z) = (y.'l x? z)

alz,y,z) = (2, z,y)

a*(z,y,z) = (y, % x)
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Primero veamos que el conjunto de los puntos de C que tienen alguna de sus
- coordenadas cero, estén todos en la misma drbita. En efecto:

1. (0,,2) € C siysdlosi (0,y, 2) = (0, 7wk, 1), para algiin k € Z.
2. (2,0,2) € C siy sblo st (2,0,2) = (¢FwF, 0,1), para alglin k € Z.

3. (z,9,0) € C siy sélo si (z,y,0) = (ei7wk, 1,0), para algin k € Z.

Observar que
| (1,7 *)(0,eF W, 1) = (0, 'R, 1),

para todo 7, k. Luego los del tipo 1 estdn en la misma 6rbita.

Ademis b(z, 0, 2) = (0,2,2) v a(z,y,0) = (0, z,y), luego los del tipc 2 v 3 estén en
la misma orbita que los del tipo 1 y por tanto estan todos en la misma drbita, de
hecho no hay otros puntos en esta.

Primero buscaremos entonces las funciones que estabilizan a (0, &'%,1) y luego
para (z,y, z) con z,vy, z # 0.

Observernos que si & € 5y es tal que cambia de posicién de la primera coordenada,
entonces '
(W, w*)a(0,e'F, 1) # (0,¢'%,1)
para todo 7, k. Luego los posibles estabilizadores son de la forma
(!, 0") y (o, *)ba.

Para cada o € S3 buscaremos el respectivo (w® w?) de modo que (w*, w/)o ses
diferente de la identidad y estabilice algin punto en C.

1. (¥, WF)0,6% 1) = (0, elw, 1) siysélosi k= 0.
Asf (w9, 1) € Stab(0, &%, 1).

2. (¥, w*)ba(0,€'%, 1) = (0,e'%,1) si y s6lo si w* = ¥, es decir k = 1,
Asf (w7, w)ba € Stab(0, ¥, 1). Entonces
| Stab(0, €%, 1) |= 2.

De hecho
Stab(0,e' ¥, 1) = {(w, w)ba),

pues {{w,w)ba)? = (w, 1) y por tanto
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{(w,w)ba)* = (W' w)ba.

Ahora para (z,y, z) con z,y, z # 0. Sin pérdida de generalidad, ponemos
z=1.

. Buscamos {w¥, w®)(z,y,1) = (z,9, 1), equivalentemente w’ = w* = 1. Asf en
este caso no tenemos estabilizadores no triviales.

. Buscamos (w’, w*)ba{z,y,1) = (z,7,1), equivalentemente k = 25 y

(z,y,1) = (z,w’,1). Basta considerar j = 0, pues para los otros valores
de j, los puntos corresponden a la misma drbita. Por otro lado z satisface
#V = -2, es decir z = ¥2e'Fw®, pero andlogamente también basta con

s = 0. Asf hemos encontrado un punto con estabilizador no trivial, de hecho

ba € Stab( V2e'%,1,1).

. Buscamos (w*, w*)ab{z,v,1) = (z,y, 1), .equjva,l_entemente j=2kvy
(r,y,1) = {w® y,1). Basta considerar k = 0, pues para los otros valores
de k, los puntos corresponden a la misma, érbita. Por otro lado y satisface
Yy = —2 es decir y = ¥/2e'FwS, pero andlogamente también basta con
s=10. Asi

ab € Stab(1, ¥2¢'% 1),
pero b{ ¥/2e'%,1,1) = (1, ¥/2¢'%,1). Luego el correspondiente estabilizador
en Stab( ¥/2¢'7,1,1) es:

b labb = ba.

Entonces es el mismo elemento encontrado en el ftem anterior.
. Buscamos (w?, w®)b(z,y,1) = {z,y, 1), equivalentemente k = ~j y

(z,y,1) = {(z,w*z,1). Basta considerar k = 0, pues para los otros valores
de k, los puntos corresponden a la misma érbita. Por otro lado z satisface

. g » .
zV = —2, es decir z = Q’/gelw w*, pero andlogamente también basta con

s =10. Asi ,
b € Stab (’(/geﬁ ’{/gei%, 1) ,
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(f{/gei \/7““1) (67, 6%, ¥2eiw)

(w0 VEF,1,1) = (F F, VaeH)

Luego el correspondiente estabilizador en Stab( ¥/2¢'%,1,1) es

pero

Y

{{w, w)a®)'b({w,w)a?) = ba.

Entonces es el mismo elemento encontrado en el ftem anterior.

. Buscamos (w?,w®a(z,y,1) = (z,y, 1), equivalentemente 3* = /™ ¥

T = w2
Consideremos k =0y j=1, entonces 5> =w y
(z,9,1) = (%", 9, 1), luego
j2m g2ms
y=¢wes .
Por tanto debemos ver si satisface ygN +yV +1=0.
Sea s = 0. Entonces nos queda,

(e EN)2N + (ei%)N 4 l=eF T L1 =0
Asi (w 1)a € Stab({ef3¥ )2, eisw, 1). Veremos que de hecho
Stab((e"F)2, &¥57, 1) = {(w, 1)a),
asf habremos conseguido un punto marcado con 3 y usando Riemann-Hurwitz

concluimos que este es el dltimo punto marcado.
En efecto, si hubiesen r-puntos mds, con multiplicidades ¢y, .., %, > 1, siendo

~ ¢l género del cuociente, tenemos:
WUV = (= 1)6N? 41+ 83— L 1L

equivalentemente

_ATON2
SNz(r_ 1)mﬂ,
: t 2
]:

12N?
pero 3N? (r - ZJ 1% ) >0y VT < 0. Lo cual es una contradiccidn.

E4

i
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Ahora de Riemman-Hurwitz tenem_os
_ -0 2

2 2

y por tanto v = 0.
‘Veamos ahora que efectivamente

Stab((e3% )2, €37 | 1)) _ {(w,1)a).

Si {w?, w¥)a ((6-%)2; i, 1)) = ((¢i)2, €i3F, 1)), entonces wi = &% y
wk =1, es decir {7, w*) = (w,1). Asi obtenemos

(w, 1)a € Stab((e*$H)2 &'3k 1))

, (753 )2, €137 | 1)), entonces w? = ei¥ v wF = ¢'7, es decir
(¥, w*) = (w,w). Luego en este caso obtenemos

<2
—_
€
3
g
‘w_j-::
=
[
Il

(w,w)a? = ((w,1)a?)? € Stab((e'$F)?, &7, 1)),
' 0

Ahora que sabemos que la firma es (0,2, 3, 2N) buscaremos un vector ﬂ'enerador
correspondiente a esta accién.

PROPOSICION 13. Sean g1 = ab, go = (w™?,1)a? y g3 = ba(w™,w™}), elementos
de G. Entonces {g1, go, g3) es un vector generador de tipo (0;2,3,2N).

DEMOSTRACION. Efectivamente corresponden a estabilizadores de largo 2,3 v
2N, pues son conjugados de los generadores de los estabilizadores encontrados en la

proposicién 12. De hecho g: = b{ba)b~2, g, = a((w, L)a) a1 y g3 = {(w, w)ba) ™"

Ahora veamos que (g1, g2, g3) = G. Observar que -

(w,1) = 9391, 9 € {g1, G2, 93},

por lo tanto

a® = (w,1)g € {01, g2, 93)-

Asf
b= a291 € (91>92,93>-

Esto demuestra que {g1, 42, 93) = G
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Ahora calculemos

G1g293 = ablw™!, DaPba{w™, w™)

=1
Asl hemos probado que forman un vector generador.

3. PPdrmula de la traza de Eichler

Existe una férmula que nos permite saber el caracter de la representacién anslitica,
la. cual depende del comportamiento de los automomorfismos de 1a superficie cerca
de sus puntos fijos.

DEFINICION 20. Sean T € Aut{S) de orden n > 1, P un purto fijo de 7" y £ una
raiz n-ésima primitiva de la unidad. Entonces cerca de P, el automorfismo 77! es
de la forma :
T2 — &2,
para alginn € {1,...,n—1}.

El namero £7 obtenido es llamado constante de rotacidn de T en P.

OBSERVACION 7. El nimero entero n debe ser primo relativo con n

TEOREMA 6. Sea T € Aut(S) de orden n > 1. Representemos T' por una matriz
mediante su accidn en HY°(S,C). Sean Py, ..., P; los puntos fijos de T en S y £ la
constante de rotacicn de T en Py, para cada k € {1, ..t}. Entonces

'
. Tk

trT:1+Zlg —,
k=1 —¢

donde la suma es considerada cers, cuando t = 0.

DEMOSTRACION. Ver V.2.9 en [4].
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Calculemos con este método la traza de las matrices que representan a algunos
elementos de (¢ y comparemos con lo obtenido en el Teorema 5. Consideremos Ios

generadores encontrados en la proposicién 13.

1. Para ¢; = ab, calculemos los puntos fijos:
ab{z,y,z) = (z,y,2) siy sblosi (z,y,2) = (z,y, 2).
Luego z = Az, y = Ay v £ = Az, para algﬁn A0

Primero suponga que i # 0, luego A = 1 y por tanto z = 2 # §. Luego
(z,y,2) = (1,%,1). Entonces

y por tanto los puntos fijos obtenidos son £ = (1, ¥2eFw 1),
conk=0,1,..,N-1. _
Ahora si y = 0, entonces z = A2z y por tanto A € {%1}.

Si A =1, entonces {z,y,2) = (1,0,1) €C.
8i A = ~1, entonces {z,y,2) ={—1,0,1) € C si N es impar.

Entonces para IV par los puntos fijos son F = (1, Wa“ﬁiw", 1}, .
conk =0,1,.., N—1ypara N impar Jos puntos fijos son £, = {1, ¥2eFw* 1),
conk=01..,N-1yQ=(-101). |

Para N impar, cerca de () podemos considerar los puntos de la forma (z, v, 1)

Ip
y la proyeccién en la segunda coordenads, pues a—(Q) # 0. Luego
X

o) = elabla) D) = (o, 1) = L
donde z = g(y). Siendo g(0) = -1, nos queda
R{0) = —1.

Ahora para N cualquiera, cerca de P podemos considerar la proyeccién en

2]
la primera coordenada y los puntos de Ia forma (z,y, 1), pues E‘E(PA) = (.
: Yy
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Luego
| - 1
h{z) =plablz +1,9(x+1),1)) = (1, gz + 1),z + 1) = P
- donde ¥ = g(z). Entonces nos queda
B'(0) = —1.
Asi para N impar' la traza de ¢; es
—1 -1 N-1
1 N = - .
+ 1+1 + 1+1 2
Para N par la traza de g es
-1 N-2
1+ N =—
T T T

o]

Por otro lado, por el Teorema 3, tenemos que
91(trs) = —UN—s—rs
Segun esto, la traza de g1 corresponde a
>, L
(rs)el

donde I = {(r,s):r,s > 1,r+s<N—-1,N—-s—r=r}

Pero N—s—r=ssiys6losis=N—2r2>1, es decir r < =1,
Entonces para N impar la traza es —% v para N par la traza es —%.
Tal como se obtuvo anteriormente.

. Para g, = (w™*, 1)a?, calculemos los puntos fijos:

(W 1) (z,y,2) = (z,4,2) sl y s6lo sl (wly,z,2) = (,y,2). Luego”
wly = Az, z = My y z = Az, para algiin ) 5 0.

Entonces z,y, 2 # 0 vy w™ly = A%z = A3y, por lo tanto
A=l
es decir A € {e“gl;egkfi tk=0,1,2}. Asf (z,y,2) = (A%, 1, A).

2w 2kwi

Sea Ny =e e s y B = (A2 1, \p).

PeeCsiysdlosi 1+AY +(A)? =0, es decir AV rafz cibica de la unidad,
no trivial. '
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AV = P 1 gy sélo st Nk — 1 2 0(3).
Sea k = 0, entonces kN — 1 = —1 £ 0(3). Luego P € C, para todo N.

Sea k = 1, entonces kN —~ 1= N — 1. Luego P, € C, para todo N, tal que
N £1(3).

Sea k=2. Si N = 3t, para algiin ¢ € Z, entonces

EN —1=6t—1%0(3).

S1 N =3t +1, para algin t € Z, entonces

kN —1=6t+1%0(3).

Si N = 3t 4+ 2, para algin ¢ € Z, entonces

kN —1=6t+3=0(3).

Luego P € C, para todo IV, tal que N # 2(3) .

En resumen:

Si N = 0(3),entonces los puntos fijos de gz son Py, P, v F.
Si N = 1(3),entonces los puntos fijos de gp son Py y Ps.
SiN= 2(3),entonces los puntos fijos de g4 son Fp vy A.

Primero veamos para N cualquiera, cerca de P, podemos considerar los
puntos de la forma (x,1, z) y la proyeccién en la tercera coordenada, pues

o
"gg(PO) # 0. Luego
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h(z) = plalw, Dlglz+ d), 1, 2+ o))

( Z—}-)\g 1 )
T Y\ Gz ) walz+ )

. L
-
wg{z+ Ag) 0
donde = = g(z). Siendo g(Ae) = A§, nos queda
’ -1 | P 2mi
h(O):—w Q(AO) er 3.

Para N # 1(3), de manera completamente andloga obtenemos
_ )\i\f =1

_ —EEE N 40)
g |

K(0) = —wig(A) ™ =¢
pues g{A) = AZ.

Para N # 2(3), de manera completamente andloga obtenemos

. 7 -1 —32 _)\g_l P« T, FY ARy
h (0) =W g(/\Q) ()\Q)N—l =e 3 ’
. 2

pues g() = A2

Asf cuando N = 0(3) la traza de g es

2mi —dri —10wi

€ 3 € 3 2w

3 T & T —Tom — €%
=% 1-= l1-=

Si N =1(3), la traza es

1+

e g
1+ Tl —1am = 0
1__,_3_§ 1__13_
Si N = 2(3), la traza es
s —8wi
3 e 3
1+1__2_@+1_ﬂ=0.

3 3
Por otro lado, por el Teorema 3, tenemos que

g2 (U'r,s) = wT‘US,N—S—T"

Segiin esto, la traza de go corresponde a
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5
{r,5)el}
donde I ={{r,s):r,s 2 1,r+s<N—-1N—-s—r=r=s}

Per‘oN.—s——T:s::rsiysélosir:s=%.

XN
3

Entonces para N = 0(3) la traza es w3 = ¢ y para N 2 0(3) la traza es

0. Tal como se obtuvo anteriormente.
. Para g3 = ba{w™!,w™), de orden 2NV, debemos saber como es g5 cerca de

sus puntos fijos, que son los mismos que de g; ! = (w, w)ba.
Calculemos log puntos fijos:
(w,wlba(z,y, 2) = (z,y,2) sl y sblo si (wz,wz,y) = (z,y,2).

Es decir existe A # 0 tal que wz = Az, wz = Ay e y = Az. Claramente se
tiene y, z # 0, pues de lo contraric y = 2 =0y (z,0,0) € C.
Entonces se tiene '

M =uw,

es decir A € {+e¥}.
Observe que z # 0, de lo contrario w = A y por tanto w = 1, lo cual es una

contradiccion.
Entonces (z,y, z) = (0, Az,z} = (0, A, 1). Por lo tanto

AN =1,

Veamos cual de los dos posibles valores de A verifica lo anterior:

(e%)‘_w = —1, para todo N.
(—eF )V = (-1)¥+1 =151 y s6lo si N es par.

Entonces los puntos fijos de gz son Py = (0,e¥,1) y P = (0, —e¥, 1), cuan-
do N es par. _
Cuando N es impar el tnico punto fijo es Py = (0,e¥,1).

Consideraremos una carta ¢ que se anule en P, luego debemos calcular
h'(0) , donde A(t) = {p7" 0 g5 0 p)(t).
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Cerca de Fy podemos considerar los puntos de la forma {z, y; 1) v proyectar

_ )
en-la primera coordenada, pues ME(PO) # 0. Luego

dy
blo) = i, o)lbale, 0(a), 1) = (3, = 1) = 22,
donde y = g(z). Luego como ¢'(z) = __Eég%’ entonces
) = 2=

y como g(0) = e¥ , nos queda

i

W{0) = ¥,

1—-eWN 1—3% '

Asi para NV impar la traza de gs es 1 + e%m- —

Analogamente para N impar, cerca de P, consideramos los puntos de la

forma {z,y, 1) y proyectamos en la primera coordenada, pues «ég(Pl) # 0.
, Y

Luego
. W w wWr
h) = (o) bale, o) D) = (5, 1) = 22
( 0@ @) o)
donde y = g(z). Siendo g(0) = ~e¥, nos queda
R0} = e
{ para NV impar | d 14 <® ¥ 1w
Asf para N impar la traza de g; es 1 + - + oW 1w

Por otro lado, por el Teorems 3, tenemos que

+

-gS(Ur,s) == —gy” SUT',N—S—T'

Segun esto, la traza de gs corresponde a
>
{r.s)er

don’deI:{(r,s):'r‘,szl,r%-sgN-—l,N—s%fr:s}.
Pero N —s—r=ssiysblosir=N—2s>1, es decir s < 21,
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Luego r +s= N — s y por tanto w™ = .
Entonces para NN impar la traza es '

~S W - L '
k=1

y para N par la traza es
N-2
ZQ: s l+w
- w = .
P 1 —w

Tal como se obtuvo anteriormente.
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CAP{TULO 3.

Sobre el grupo de automorfismos de las curvas de Fermat

1. Representaciones de &

Considerando que uno de nuestros objetivos es descomponer las representaciones
asociadas a la atcidn de & en las curvas de Fermat, necesitamos conocer las repre-
sentaciones irreducibles (complejas) de este. Dado que G es un producto semidirecto
con uno de los factores un grupo abeliano, podemos ocupar el método de los *little
groups” de Wigner-Mackey descrito en 8.2 en [15] para encontrarlas.

LEMA 1. G actia en Irr{Zy x Zy), de modo que:

1. 8@ N es divisible por & entonces posee:
a) & drbitas de largo 1
b) N — 3 drbitas de largo 3
¢) NSNS Grbitas de largo 6
2. 8i N no es divisible por § entonces posee:
a) 1 érbita de largo 1
b) N — 1 drbitas de largo 3
c) @:Elé‘?—y;y—drbims de largo 6

DEMOSTRACION. Debemos calcular las érbitas de la accién de G en Irr{ppy x ).
Cada representacidn irreducible de py x pun es de la forma
P = pap, para algin a, 8 € Z dada por
Po,B (wt: Wu) = oo

y su respectiva Orbita:

p={p"1gcCG}={p":9€ 8}

Primero veamos como conjugan los elementos de Si:

L[, w){(1) (2, ,2) = (', w¥) (@, v, 2)
41
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2. [a{wt, wa™ (2, y, 2) = alwly, w2z, z) = (z,wly, %2) = (W™ Wz, y, 2)

3. [@* (Wt w)al(z,y, 2) = a®(w'z,w¥z, y) = (W¥z,y, wi2)

o= (W ey, 2) -

4 [b{wt, )b (3,y, 2) = alwly, w¥s, 2) = (W', 0y, 2) = (W W) (2, 2)

5. [ab(w', w*}ab(z,y, z) = ab(w'z, W™y, 7) = (2, Wy, wW'z)

= (") (2, y,2)

6. [ba(w',w*bal(z,y, z) = ba(w'z, whz,y) = (W'z,y,w 2) = (W W) {z,y, 2)
Entonces

L. paglet,w) = pap(wt, w®

o O o o

) |
Pap (W' ") = pag(w ™, W) = wm I = py o plwh W)
pa’ﬁ& (f.l) W ) — )Oa:, (wu——t: —t) — wa(’uut)“ﬁt — p—a—ﬁ,a(wﬁ,wu)

- pa,ﬁb(wt:wu) = pa,ﬁ(wu i‘ﬁ = WutHt = pﬁ,a(wtawu)

) = O g ()
(%) = oyl ™) = B (1)

Sea Ko g = Stab{p,g), sabemos que un x py C K, p. Falta ver cudndo los ele-
mentos de Ss estén en K, 5.

1.

2.

(1) S Ka,ﬁ para todo Ka,ﬁ

o€ Kypsiysblosia=g8y 8 =~a—F(N). Esdecir a € Ko p 8 y sélo si
N es divisible por 3y a =g € {0, 4,2

a? € Kppsiysblosia€ Kyp.
be Kypsiysolosia=f.
ab € K581y sblosi @ = —a — B(N). Equivalentemente 8 = —2a(N).

ba € Ko psiy sblosi f = —a— S(N). Equivalentemente oo = —28(N).

Asl tenemos las érbitas:

1
2

- Pog = {poo}
= m = {pa,d; P-20,05 po:,w2af}

Luego si —2a = N}, entonces el largo de la 6rbita g 5 es 1.
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Luego para N divisible por 3:

Y por tanto tenemos 3((V — 1) — 2) = 3N — 9 elementos de Irr(uny X uy) en
orbitas de largo 3 y 3 en drbitas de largo 1, a saber o, pyxy p%, 2y

Para N no divisible por 3:
| Poer |= 3 para todo o #£ 0.

Y por tanto tenemos 3{/V — 1) elementos de Irr(Zy x Zy) en érbitas de largo 3
v uno en orbita de largo 1, & saber pop.

En ambos casos todos las otras érbitas pa s, con o # 8y f + 20, + 26 no
divisibles por N, son de largo 6. Entonces tenemos :

Para N divisible por 3:

Nz_ 3 — 0 2—3N
(( j\; )+3) = v 6 5 6rbitas de largo 6 .

Para N no divisible por 3:
NE—(3(N-1)4+1) (N-=2)(N-1)

z = 5 drbitas de largo 6 .
. O
PROPOSICION 14. 1. S§i N es divisible por 3, las representaciones irreduci-
bles de G son 6 de grado 1, 8 de grado 2, 2(N — 3) de grado 3y i“ﬁ_g'ﬁ

de grado 6.

2. 51 N no es divisible por 3, las representaciones irreducibles de G son 2 de
grado 1, 1 de grado 2, 2(N — 1} de grado 5 y MELH de grado 6.
Mds aun, estas se describen concretamente.

DEMOSTRACION. Seguimos con el método de los *little groups” y con la notacién
de [15]. .
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. K0,0 = por tanto Ho,g = Sg. LUSgO II'I'(HQQ) = {61, @2,93}, donde 91 ¥ 92

son las representaciones de grado uno trivial y signo, respectivamente v 85
es la representacién de grado 2 dada por:

_f0-1
“7l 4
-1 1
b ( L )
Ast py = pog ® 61 de grado 1, pa = ppo ® b2 de grado 1 Y= popo ® B de
grado 2, son representaciones irreducibles de G.

. 8i N es divisible por 3, tenemos K, o = {un X un){b) para cada
Tt X2y por tanto Hpe == (B). Luego Irr(H, ) = {1, —1}, donde 1y -1

REREN
son las representaciones de grado 1 trivial y signo, respectivamente. Asf las

representaciones irreducibles de G, son los levantamientos de ph, ® 1 ¥
P ® —1; denotadas por pt v p7, respectivamente, ambas de grado 3.
Para Ky y = Kug o = (i x i) (8) (a8} (a%8) (a) —

tenemos que

_gr__;;@@l,py_y_@gg,pw N ®91y,02N 2 ® 0

son representaciones de & de grado 1 y py n &by P2y 2 ® f3 son repre-
sentaciones de G de grado 2.

3i N no es divisible por 3, tenemos K, , = (un X py)(b) para cada a # 0.
Asi las representaciones irreducibles de (&, son los levantamientos de p, o ®1
Y Pae ® —1: pb y p, respectivamente, que son ambas de grado 3.

. Kap = punv X py paracada o # Sy 4+ 20, « + 28 no divisibles por N,

por tanto H,g = 1. Asi las representaciones de G, son los levantamientos
de pa,g, que son de grado 6.

Veamos ahora como son cada una de estas:

i) p1:
a—1

b—1
(w, 1) =1
(Lw)—1
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i) oo
a—1
b— —1
(w,1)—1
(L,w)y—1
i11) p3

. Debemos levantar la representacién de Ko = (pn X gy ){B), poe ®1, para

o F# %T-, 2—.3{2 Este levantamiento es en el espacio 3 dimensional

(v®1,v®a,v®a®). Veamos como actiia cada generador de G.

(v N{w, ) =v{w, 1) ®l=wr®l
(v@a)(w,1) =(l,w)®a=wrQa
(v®a)(w, 1) =vwwl)®d® =w?w®d®
(v (Lw=vlwel=wwel
(v@a)(l,w)=vw v )Ra=w*uQa
v&a*{Lw) =v(w 1) ®d =wv@ad

v@b=vRb=0vb®1=2vR1
vRab=vRab=v®b’=vbRd’ =v& d*
vRa*h=vRdb=vQba=1vbQa=v®a
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Luego en términos de matrices estdn dadas por:

0 1

a —r

—
= O D
]

<
[uns]

L
s 0 e T )
= O O
o= O

w® 0 0
1,w) — 0 w2 g
(1,
0

Ahora levantemos la representacién de Ko o, foe® —1, para o # £, 3%,

Este levantamiento es en el espacio 3 dimensional (v ® 1,v ® a,v ® a*).
Veamos como actua cada generador de G.

(vel)wlj=vl,0)®l=uwv®l

wRa)(w, 1) =v(0,1)Ra=wrQa

(v®a*)(w, 1) =viw v ) Qe =w R ad?

(e (Lw=vlw)@l=wr®l

(v@a)(l,w)=viw o lQa=wPvRa

&) (l,w) =vw, 1) ®ad = a®

(v@lla=v®a

(v®@ala=1v®a’

wRb=vb=vb®1l=-0v®]1
(vQab=vRab=vQba’=vb®a*= —v@ad®
(v@a®b=v8ac’b=vRblu=vbQ®a=—-v®a
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Luego en términos de matrices estan dadas por:

0 01
a— 1 0
g 1 0

o]

L)
= |
—
< O
Lo
—

Veamos ahora para K
Py v ® 6 -

T
: a— 1

wfz

wl'z
2
I
[

)
wlz
walz

®
I
(i)
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pey 2v & 6
33 .
a—1
b—1
(w,1) = W™
(1,w) — ws
p%’%\:@%
a-1
bh— -1
(w,1) = wF
(1,w) = w3
Par oy @6




1. REPRESENTACIONES DE G . 49

. w%

3. Debemos levantar la representacion de K, 5 = py X N, pag, Para o &£ 5
v G+ 20, o + 20 no divisibles por N. Este levantamiento es en el espacio 6
dimensional
(v®@1,vQa,vRa*, v®b, vRab, v®ab). Veamos como actian los generadores

de G.

e )lwl)=vw)@l=wrel
(v@a)w,)=v(L,w)@®a=ufr®a
(v@o){w, 1) =vlw ™ w)®ad =wPu®d?
(v@b)(w,1)=v(l,w)@b=wlr®b
wea)(w,1)=vw Lo ®a=wPr®ad
(v® a®b)(w, 1) = v(w, 1) ® a®b = wv ® a%b

( v(lLw)®l=wfr®l
( (Wl @a=w® ﬁv@a

( v{w, 1) ® a® = v ® a?
(veb){l,w)=v(w,1)Rbi=wv & yb

( ,w)zv(l,w)@abmwﬁv@)ab

( Lw)=vw Hwl)@ah=w’ "2 &ad

(v®lla=v®a
(v®a)a=v® a’
w@dla=v®1
{v®bla=v®a®h
(v@abla=v®b
(v® a*b)a = v ® ab

Lib=v®b
(v@a)b=v®ab
(v®a®)b=v®ab
(v@bb=v®]l
(v@ablb=v®a
(v®a?)b=v® d*
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Luego
001000
1 00000
4y 010000
D000 10
0 0O0O0O0 1
000100
000100
000010
000001
1 00000
010000
001000
w® 0 0 0 0 0
0 Ww* 0 0 0 0
(0,1) 0 0 web g 0 0
’ 0 0 0 wf 0 0
0 0 0 0 wef 0
0 0 0 0 0 we
wh 0 0 0 0
0 w=% 0 0 0 0
(1) — 0 0 w* 0 0 0
’ 0 0 0 w* 0 0
0 0 0 0 w? 0
0 0 0 0 0 woB

O

OBSERVACION 8. Llamaremos A a un conjunto de pares _
(a,8) € {1,..., N=1}x{1,..., N—1} que indexen completamente las representaciones

irreducibles de grado 6 de G.
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2. Deéescomposicién de las representaciones analitica y racional de G

Encontraremos las multiplicidades de Ias representaciones complejas irreducibles
de G, en la descomposicidn isotipica de la representacién analitica y racional corres-
pondientes a la accién de G en C. Ver secciones 1y 1.

2.1. Representacién analitica. Para encontrar la descomposicidén de esta
representacion, utilizaremos la férmula de Chevalley-Weil. Primero definiremos los
conceptos que nos permitirdn enunciar este Teoremea. Luego lo aplicaremos a nuestro

contexto.

Sea S una superficie de Riemann compacta v G un grupo de automorfismos con-
formes actuando en 5. Suponga que el cubrimiento 7 : § — S/G tiene valores de
ramificacién {@1, ..., @r }. Sea n el orden de G y fijemos una rafz n-ésima primitiva

de la unidad ¢,. Si d divide a n, definimos (g := (¢, )™<.

- Para cada valor de ramificacién @; elegir un punto F; € § con #(F;) = ;. Sea
d; el orden del estabilizador Gp,. Para cada i € {1,...,7}, sea n; : Gp, — C* la
representacion definida por la constante de rotacion de g; en F;, donde g; es un gene-
rador de Gp,. Sea ; € Gp, el tnico elemento tal que n;(v;) == (4. Es claro que ; es
un generador de G'p,, llamamos a este elemento la monodromia locel alrededor de @);.

El elemento ; obtenido, depende de la eleccién del punto P; sobre ;.
Cualquier otro punto sobre @; es de la forma P{ = o{F,) para alglin ¢ € G, entonces
Gp = 0G po by el caracter fundamental rf : G p: — C" en el punto F ests rela-
cionado a n; por ni(cgo) = n;(g). Por lo tanto si elegimos F!, como el punto sobre
(s, la monodromia local alrededor de ¢ que obtenemos es ¥} = o0, En particu-
lar vemos que la clase de corjugacion de 7; es independiente de elecciones.

Considere una representacién p : G — GL(V} de grado s. Para i € {1,..r} sean
A1, ..., As 10s valores propios de p(v;), contando muitiplicidades. Como +y; tiene orden
d;, estos valores propios son raices di-ésimas de la unidad. Luego podemos escribir
Aj = ij para algin k; € {0,1,...,d; — 1}. Paracada k € {0,1,...,d; — 1}, sea N;j -
el nimero de valores propios J; iguales a gg{. Como la clase de conjugacién de -
es independiente de elecciones, los valores propios A; v los nimeros Ny tampoco
dependen de la eleccién de P € m~1(Qy).

Finalmente, definamos la parte racional {¢) de ¢ € Q como {c} := ¢ — [c], donde
{c] denota la parte entera.
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TEOREMA 7. {Chevalley-Weil) Sea S una superficie de Riemann compacta y G
un grupo de automorfismos conformes actuando en S. Con las notaciones anteriores
tenemos que la multiplicidad n(p), de una representacion compleja irreducible p de
(7, en la representacidn analitica estd dada por

(o) = deg(s)(o(5/C) — 1) - Zih( S

=1 k=0
donde 9(S/G) es el género de lo superficie cociente, o = 1 si p es la representacion
trivial y o = 0 en otro caso.

DEMOSTRACION. Ver [3].

OBSERVACION 9. Si p es la representacién trivial obtenemos n{p) = g(5/G).

Vamos ahora a nuestra situacién. Obtendremos la monodromia local alrededor
de cada punto de ramificacién de la superficie cociente C/G.

1. Para cada valor de ramificacién elegimos un punto de ramificacién sobre él.

Sea P, = (0, e%, 1) sobre el valor de ramificacién marcado con 2N. Ver
Proposicién 10.

Sea Py = (1, We%, 1} sobre el valor de ramificacién marcado con 2. Ver
Proposicién 10.

Sea Py = (e™%, 1, eﬁ) sobre el valor de ramificacién marcado con 3.
Ver Proposicion 10 y observe que a(w, 1)(P3) = P

Buscamos los caracteres fundamentales asociados.
Observe que Gp, = (ba(w™,w™)}, Gp, = {(ab} v Gp, = {{(w™, 1)a?).

1o

Luego, segin los cdlculos que siguen luego de la férmula de la Traza de
Eichler, los caracteres fundamentales estdn definidos en los generadores como
sigue: _

a) mba{w ™t wl)) = eF

b) ma(ab) = — o

¢) n{(w ™, 1)a%) = &F

3. Buscar la monodromia loceal alrededor de los valores de ramificacidn.
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i - 27i
Porotrolado Gy =€e7, =—-1y (=¢e7
Es elaro de Io anterior que los ; buscados son precisamente los generadores
exhibidos de los Gp,, i = 1,2, 3. Luego podemos usar estos elementos para

la f6rmula de Chevalley-Weil.

Consideramos la accién de Aut(C) dada por la Observacién 1 v su representacion
analitica, obtendremos la descomposicién isotipica de ella usando la férmula de Weil-

Chevalley.

TECREMA 8. - 1. 5i N es par y no es divisible por 8 lo representacion analitica
se descompone como suma de _N,_g,,g representaciones wrreducibles de grado &

Ly W-2N-4) "zlgN =4) representaciones irreducibles de grudo 6, a saber:

@ ) P; @ @ Po,B

ac{¥E2  N-1} (a.8yeh ot BN
2. Si N es impar y no es divisible por & la representacidn onelitica se descompo-
ne como suma de 252 representaciones irreducibles de grado § y HZDIN=5
representaciones irreducibles de grado 6, o saber:

P e P e

oe{ L N-1} (aflehatf>N

3. 51 N es por y divisible por 3 la representacion onalitica se descompone como
- . - - 2_
suma de ¥22 — 1 representaciones irreducibles de grado 8, 2=812 repre

sentaciones trreducibles de grado 6 y una de grado 1 a saber:

D e D ruso(open)

ac{F2  N-1} (enByeh,a+f>N

4. 51 N es impar y divisible por 8 la representacidn analitica se descompone
- . . . 2_
como suma de Y2 — 1 representaciones irreducibles de grado §, 2-=8N+0

representaciones wrreductbles de grado 6 y una de grado 1 o saber:

@ Po EB Pop & (p% ® 92)

ac{H  N-1} (a.B)EA arf>N

-----
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DEMOSTRACION. Segin el Teorema anterior v las observaciones posteriores, te-

nemos que la multiplicidad n{p) de cada p € Irr(C)\{J} en la representacién analitica
estd dada por

2N-1

n{p) = — deg(p) + §;Ng<2§>+ﬁ < > E:Nﬂ< >

donde N es el niimero de valores propios en p(7:) iguales a (e3 )k = F

=en, Nay
es el niimero de valores propios en p('yg) iguales a (e Fl=_1y Ns i es el nimero
“de valores propios en p(ys) iguales a (e5°)% = 5.

Con = ba’(wulz wAl): T2 — (13) ¥y = (w_iz 1)‘7’2

Recuerde la notacién de la proposicién 14 para las representaciones complejas
irreducibles de G.

1. Calcularemos en p(v:) el nimerc de valores propios iguales a e para
k=1,.,2N —1,donde p € Ire(G) \ {I}.

a)y i) polm)=—-1=e s y s6lo si % = 1. Luego

i) palm) = ( _01 :ll ) ( {1) :i ) = ( i _01 ), luego sus valores

propios son 1y -1. Pero ' # 1 paratodok =1

= ,...,2N-w1yeiﬂf&i =-1
gy sdlo st k = N, entonces
0 k#EN
Mﬁ_{ik:N
0 0 w*
) i) piim)=1| © w* O
w0 0

Pues corregponde a

10 0 0 0 1 W& 0 V37 we o o
0 0 1 1.0 0 0w P 0 whe 0
¢ 1 0 001 0 ) 0 22

Su polinomio caracteristico es

(¢~ w)(a? ~ )
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: —2eni  ani oni i i
¥y por tanto 108 valores propiosson e N o, e N Yy —e N =¢glle N,

—2ari

e~ " = &' siysélo s k+ 20 = 2N, para algin ¢ € Z. Pere como
a=1,..N=-1vk=1.,2N —1, entonces tenemos:

3=142<2UN <IN ~142(N—1)— 4N —3

y por tanto
t>0y3<2N(2-1},
equivalentemente
t>0y0<t<2,
luego

k=2N -2«
De forma anéloga, e = e &l y sblo si
141-N<k—a=2N<2N—1-1,
es deéir
2< N(2t+1) y 2 < 2N(1—¢)

y por tanto

k= .
i (Niamd) . .
= T g y s6lo si N + o — k = 2tN, equivalentemente

l+1-2N<a—k=N{2-1)<N-1-1,

-luego
2<N@2t+1)y2<2N{1—1¢),

es decir :
k=a- N

Asi obtenemos
Noo— 0 k#2N-20,a,a0+ N
™Y1 k=2N-20, 0,0+ N

0 0 —w e
W)= 0 —w= 0
— i 0 0

Pues corresponde a
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-1 0 0 a0 1 w™® 9 0 VN '/we o o
0 0 -1 1 00 0 w™® 0 0w 0
09 -1 0 ¢ 1.0 0 0 o c Q@ w=

Su polinomio caracterfstico es

(z+w*) (2 —w™),

. Zomg e 2ani —awi
y por tanto los valores propios son —e™% = e™e N ey
____6 —jﬂ\;\"n’- e ewze—?\;ﬁl'

2owi

e’ ¥ = W siy sblosi N+ 20—k = 2tN, para algin t € Z. Pero
como 1l <a<N—-1y1<%k<2N -1, entonces ténemos:

3—2N=2+1-2N<20—k=N{2%~1)<2AN-1)—1=2N 3

¥ por tanto
UL1>0y3—2>0.
Luego t € {0,1}.
Sit =0, entonces k = 2cr+ N y por tanto a < 222,
Sit=1, entonces k =20 — N y por tanto o > £E.

—oewi

= = oW g v s86lo sl k -+ « = 2tN, para algiin ¢ € Z. Pero como
1<a<N-1y1<k<2N -1, entonces tenemos:

2=14+1<kta=20N<2N-1+N-1=3N-2

v por tanto .
t>0yv3-—-2t>0.

Luego t = 1, es decir K = 2N — a.

—agtd

eTeTNT = N & y s6lo si k+ o — N = 2N, para algin ¢ € Z. Pero
comol <o N-1y1<k<2N -1, entonces tenemos:

2=14+1<k+a=N{2t+1)<2N—-1+N-1=3N-2
y por tanto

24+1>0y2-2t>0.
Luego? =0, es decir k= N — «.

BEntonces para p;, con o < N—;—l se tiene
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Nip=

¥

0 E#£2a+ N,2N~a,N -«
1 kE#20+ N,2N —~a, N —
N+l
2

Y para p, con o > se tiene

o]0 k#F 2= N2IN—aN—a
=11 E=20—N,2N—a N —

Para py se tiene
Bl

N, = 0 E#£2N—-a,N—a
LT 1 k=2N—a,N—a

0 0 0 0 w* 0

0 0 0 0 0 wf

0 0 0 wo*? 0 0

¢) Pas(tn) = 0 0 ¥ 0 0 0
wef 0 0 0 0 0

0 w* 0 0 0 0

su polinomio caracteristico es
(2% —w™)(2® — ) (@® ~ w™?)
y por tanto los valores propios son
—aTi —ani —Bw —fAxi {a+B)mi (et 8)mi
eN ,—e N N —eg ’ g N y-—-g ¥

Observar que no hay multiplicidades, puesto que o+ 28 no es divisible
por V.

Ya hemos visto que:
1) e = siystlosi k=2N—a.
2)

3)

ki
N

g

—ari |, P s
—e N siysdlosik=N—a.

=B

kT . s . y
=e ¥ siysblosik=2N-—4.

&
zl«.

kmi

1) e = e siysblosik=N—B.

{at+8imi
Por ofro ladoe— ~

=¢'F s siy sblo si
3-2N=1-2(N —1)<k (a4 0)=2tN <2N—-1-2=2N -3,
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es decir 2t + 2 > 03r2m2t<{).
" Luego £ = 0, es decir

k=a+ 3.

ki _lat@wi | , .
en =—e  ~ siysdlosi

1+2<k+{(a+0)=N{1-2t) <2N-1+2N =3,

es decir £ >t yt > —2. Luego

k=N-{o+f) parac+3<N
k=3N—-(a+p) para (a+ 3) > N.

.Tr'.': o+ 2)ri
e’'e N

4—3N=1-N-(2N-3)<k-N—(a+0) =AN<2N~1-N—3=N -4,

esdecir2t+3>1y1—-2t> 1
Luego t € {0, -1}

kxi o, . .
=e~ slysolosi

Sit+=0,entonces k=N-+a+ fyportantoa+ <N
Sit=~1 entoncesk=a+f~ Nyportantoa+ 3> N

Asi tenemos que:
1) S+ f < N, entonces

N _J O kE#FN - 2N N—a,N-fF,a+B8,N+a+8
11 E=2N-o, 2N~ N—a, N-fBa+3 N+a+4

2} Si @+ 4> N, entonces

N k#2N -0, 2N -8 N—a,N—-B,a+8,a+8-N
Lk = 1k=2N—‘a,2Nmﬁ,N—a,N—ﬁ,a—l—ﬁ,a—!—ﬁ—N
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3) Siw+ 3 = N, entonces

Ny 0 E#42N - 2N~ N—a, N-B.at+f
R | k=a,B,a+NB+NIN—a+3

_ON —dxi ki . . .
py Qb (n)=ws =e7 =en siysdlosi

3< 3k =2N(3t~2) < 32N —1) = 6N — 3,

es decir k= 2. Luego

0 k2

I —

Nk {1 B2

N ~fmi . kwi . . )
=e N ¢iysolosi

px ®¢92(71) = —w 3 =g 3
3<3k=2N(6t+5) <3(2N —1)=6N -3,

es decir k= 2. Luego

0 k#ﬂ
Nl,k:{ 7
Iok=

—2N
ws 0 .
py & Os(m) = o _ax |, luego sus valores propios son
IR —i) 3
2N 8t 3N 11wi
W3 =ege y—w s =e&3.

2N

e = ¢'F siysdlosi3 < 3k =2N(4—3) < 3(2N—1), es decir k = =
eF = &' siy slosi 3 < 3k = N{11 —6t) < 3(2N — 1), es decir
__ 5N
k=N,
0 kA W

Ma- {7 pldd

—4N 4mi ki Y - .
p @0 (y)=wT =e5 =¢enr siysdlosi

3 < 3k =2N(2—3t) < 32N — 1),
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es decir b = 4. Luego

—4N i kxi

pg@é’g(%):—w I =e3 =eN 31ysélosi

Qo 9+

3<3k=N(6t+1) < 3(2N —1),
~es decir k= £ Luego
0 k4
Nl’k_{l k=§

4N 4 AN

pa & b (m) = ( v u_sN 0___% ) , luego sus valorés propios son
L
wET =3 y,,—wT ==

4xi E

eF =en siysolosi3 <3k=2N{2-3t) < 3(2N —1), es decir k = 2.

€% =eW siyslosi3<3k= N{6t+1) < 3(2N — 1), es decir k= £.

Por tanto

Ahora calcularemos en p{vyq) el nimero de valores propios iguales a 1,
donde p € Irr(G) \ {T}.

CT,) l,) pg(’)’g) = —1, Iuego
N211 =1.

i) pa(ya) = ( —Dl _01 ), su polinomio caracteristico es

? — 1,
o omi gmi
por tanto sus valores propios e y e™3 , luego
-Ng,l = 1
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b) pliv) = , su polinomio caracteristico es

o= D
DO
— O O

{(z+ 1z —1)%

por tanto sus valores propios 1 y -1, luego

_N'g,l = 1.
| ¢ -1 0
p;(rh) = -1 0 0 ’
0 0 -1

su polincmio caracteristico es
(z— )z +1)%

por tanto sus valores propios 1 v -1, luego

Ng,l = 2.
00000 1
0 001 00
0 00010 ) . ..
) Paplre) = 010000l polinomio caracteristico es
60 01 0 00
1 00 0 00

(- 1)z + 1),
por tanto sus valores propios 1 y -1, luego
Npy=3.
py® 01(r2) = 1, luego _
Nyy=0.

61
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pu ®by(yn) = ~1, luego
Ng}l = 1

py ® O3(v) = ( _01 Bl ), su polinomio caracteristico es

z?—1
. y por tanto los valores propios 1 y -1. Luego
NZJ =1.

pay ® O1(v2) = 1, luego
Ny =0.

Py © Oa2(72) = —~1, luego
N2,1 = ].

pa & O3(y2) = ( _01 _01 ), su polinomio caracteristico es

22 -1
v por tanto los valores propios 1y -1. Luego
NZ,l =1.

Ahora calcularemos en p(ys) el nimero de valores propios iguales a e5
y ¢'F, donde p € Irr(G) \ {1}
1) 4} p1(7s) = 1, luego
Nyp=N3a=0.

i) pa(7s) = 1, luego
Ng’l - N372 = 0.
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tii) pa(ys) = ( 1 {1) ), su polinomio caracteristico es

4+,

. 2 Ami
por tanto sus valores propios e™s y e | luego

N3’1 = Ngjg =1.
0 w*= 0
2) piivs) = 2 0  w™ |, su polinomio caracteristico es
w0 0
z — 1,

por tanto sus valores propios €3 , e3 y 1, luego

63

Ng’l = J'V3,2 = 1.
0 w©e 0
palv) = 0 0 w™® |}, luego
w0 0
Ng’l = Ngyg = 1
0 — g% 0 0 0
0 0 w¥F 0 0 0
5) () = weth 0 0 0 0 noms
Pap\ V3] = 0 0 0 0 L su polinomio
0 0 0 wetf 0 0
0 0 0 0 w* 0

caracteristico es
(3:3 - 1)21

luego
Ngi = Nyg=2.
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4wt

o ® 01 (y3) = wE =%, luego

N33 =0y N3p=1.

py R fa(y3) = Wi = 5 luego

: Ng,leYN&gil.

- -N

it wll

= . . o
py @ O3(v3) = ( . ), su polinomio caracteristico es
—dgq

9 —27i
T+e T r4 e 3

y por tanto los valores propios g5 y 1. Luego

pr @ Bi{y) =w™s = ¢’ luego

Ng)l = 1 ¥ N312 = (.

=32 —2N :
—wTs wTE o o
pay @ By{vs) = ( 2 0 ) , su polinomio caracteristico es
—) 3 .
—dTi —8ri

* e s gtes
v por tanto los valores propios % v 1. Lmego
N31 =0y N3o =1
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Ya podemos calcular la multiplicidad n(p) de cada
p € Irr{@) en la representacién analitica.

2N — 20 a+ N
-+ o — - —
mea) = +< N >+< 2N>+< 2N>
3 3 2
2N — 2« o a+ N 3
. U S S U 2
3 2N + QJV+ 2N +1+2
= 0

Siae{l, .., %Ll}, entonces

T a pa e VN R TR

Sioe {2 -, N — 1}, entonces

n{og) = —8+<—202&N>+<—2_‘7\;]; O‘>+<—A;;]O‘>+<—é>+<—§>+2 <—%> =1
n(@) = —3+<—2J\;§ a>+<— A;R,a>+<—%>+<—§>+2 <—%> =

0

Sia+ =N, entonces
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n{pap) = —6+<—2N21;a>+<—N2;ra>+<—2]\;J;ﬁ>+<-—N2;vﬁ>+

atf 1 2 1
- 2{ —=V+2{-ZV13({_Z
) ) (R e ()
= 0
St + 3 < N, entonces

o = 64 () () (W) (B
() () g 2 () ()

= 0
Si a4+ f > N, entonces

n(pas) = -—6+<__A£2&_'6>+<_N2]—Va>+

2N -3 2N — o a+f . at+B-—N L
() () (o )+ ()

-+

nlox ®6) = -1+ <—%> + <—§ 0

nlpy @ bp) = -1+ <_§§_g_rﬁ> + <-~% + <—-§> =0

nlpy @0z) = 2+ <—%> + —;;VN> + <—é—> + <—%> =0
n{pay ®01) = —1+ <—-;—> + <~SA-H2VN> =0

n{pey ® 62) = -1 + <—%> + <—%> + <—é—> =1

nloae ®0s) = =2+ <_3%gN> + <"3 ng> * <"§> + <_d> =0
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‘Asi para N = 0(3), cuando IV es par el ndmero m de representaciones
de grado 6 que aparecen es tal que:

V-1 -2 57714—3(%"1) + 1, es decir
_— N2 — 6N +12
- 12

y cuando NV es impar el nlimero ¢ de representaciones de grado 6 que
aparecen es tal que: .

(N-DIV-2) _ Gm—E—S(———-zi—ml) + 1, es decir
_ N?—G6N+9
"= 12

Si N # 0(3), cuando N es par el nimero r de representaciones de grado
6 que aparecen es tal que:

WHR=2) — 6 4 302 65 decir

_ V-V -9
12

y cuando N es impar el nimero r de representaciornes de grado 6 que
aparecen es tal que

(V-1(N=12) (N -1)
5 =6r+3—0u—>=~ 5
es decir
WDV =35)
12
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Ejemplificaremos para N = 8 los valores del caracter segin el teorema. 5 y 8.
No es dificil ver que las dos representaciones de grado 6 que aparece en la descom-
posicién obtenida son psg ¥ pes. De hecho pse v pss estén en diferentes drbitas y

3+6=445>8"
Luego segtin el teorema 8 el caracter en {w,1) € &G corresponde a:

Ztrpa +trpss{a) +trpgsle) = 2w’ + om0+ 200 0+ 207 WM
F2wd b W )

= w2+ 2w% + 3w + 4P + B + 6w

Que es precisamente lo obtenido en el teorema 5. Ver demostracidn.

Como los caracteres de pa gy £, tienen los mismos valores en (1, w) que en {w, 1),
es también claro que coinciden los valores del caracter en (1,w).

En @ € G el caracter corresponde a 0, pues p, gla) = p; (a) = 0 y segtin Teorema
5 también. Ver demostracién. .

En b € G el caracter corresponde & —3, pues p, (b} = 0 v p;{a) = —1. Segin
Teorema 5 también. Ver demostracién.

2.2. Representacién racional. FEl siguiente teorema nos permite descompo-
ner en irreducibles la representacién racional.

TEOREMA 9. Sea G grupo finito actvando en una superficie de Riemann S, con
firma geoméirica (y; [ma, Ci, ..., [me, Ci]}. para cada representacion compleja irredu-
cible no trivial 8 : G — GL(U), la multiplicidad n(8) en la descomposicidn de pg@C
estd dada por:

t
n{p) = 2dim(U)(y — 1) + Y _(dim(U) — dim{Fixg, (U)))
h=1
donde G es un representante de la clase de conjugacion Cl.

DEMOSTRACION. Ver [12]. V -
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TrEcorREMA 10. 1. 8t N es por y no es divisible por 3 la representacidn
racional se descompone como sumae de N — 2 representaciones wrreducibles

de grado 3 y ﬂ:%%@—:ﬁ representaciones irreducibles de grado 6, o saber:

@ ‘ ,0; & @ Pa,s

we{l...N-1\{Z} (e )b, a+BZON)

2. Si N es impar y no es divisible por & la representacion racional se descompo-
ne como suma de N —1 representaciones wrreducibles de grado 8y %N—"?l

representactones irreducibles de grado 6, a saber:

D rme D e
ac{l,...,.N-1} (a,B)eh, 0+ 520(N)
3. 8i N es par y divistble por 3 la representacion racional se descompone como
suma de N — 4 representaciones trreducibles de grade 3, % TEPTESEN-

taciones irreducibles de grado 6 y 2 de grado I o saber:

@ o @ @ Pa,g & (Pg ® 92) © (P?_aiz & 92)
ae{t. N-1N(F,§, 5 (e B) €A 0+ B20(N)
4. Si N es impar y divesible por 8 la representacion racional se descompone
. 2
como suma de N — 3 representaciones irreductbles de grado 3, (Ngg) repre-
sentaciones irreductbles de grado 6 y 2 de grado 1 a saber:

D me B rso(men)s(mon)

aefl,.. . N-17\{Z 2F} {o. B A o+ BZ0(N)

DEMOSTRACION. Es claro que la multiplicidad de la representacién trivial es 0,

pues el cociente total por accidn es la esfera.
Observe gue para 6 representacién irreducible de G, se tiene que
Fixg, U = ker(8(g) — I), donde {g) == Gj. Ocuparemos el vector generador de la
Proposicién 13. :

Para calcular n{p;), debemos calcular la dimensiér de los Kernel de las homote-
cias definidas por los siguientes escalares:
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L palgs) — 1= —1—1=—2#0
Luego dim Fix, U/ = 0.

Luego dim Fixg, U = 1.

Luego dim Fix,, U = 0.

Entonces n{ps) = 0.

Ahora para n(p3), debemos calcular la dimensién de los Kernel de las siguientes
maftrices:

Lpa(QﬂHi’ZG —01)_((:; D*(g —02>

Luego dim Fix, U = 1.

2~P3(92)_I=(? j>—(é ?):(_11 :é)

Luego dim Fix,, U = 0.

3-93(93)‘1:(—01 _E)l>_(é ?):(j :i)

Luego dim Fixg, UV = 1.

Entonces n{ps) = 0.

Para n(pt), debemos calcular la dimensién de los Kernel de las siguientes matri-
ces:

-0 0 o 100
Lpylg)—1 = 0 W:_ 8 - 8 {1} i’
w_ -
/1 0 —w
~ [0 we-1 o0
0 0  wi-1

Luego dim Fix, U = 0.
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_ 0 0 we 100
2. p5{(g2)—1 = w* 00 -1 010
0 w* 0 001
1 0 —w2
~ 01 —we
00 0
Luego dimFix,, U = 1.
010 100
3.p¢(ga)—1 = [ 100 ]=]010
001 001
-1 1 0
= 1 =10
0 0 0
1 -1 4.
~ 0 0 0
0 0 0
Luego dim Fix,, U = 2.

Entonces n{p}} = 0.

Para calcular n(p;; ), debemos calcular la dimensién de los Kernel de las siguientes
matrices:

0 0 — 100
Lo ) —1 = S0 w0 -1 010
—we 00 00 1
-1 0 —w
= 0 —w™=-=1 0
- 0 -1
. 1 a=2%
Asf dim Fix U]:{ . A
el ( 0 a+ 8
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0 0 w2 100
2.07(g) =1 = w* 00 -1 010
0 w* 0 00 1
1 0 w2
~ 01 —w*
g 0 0
Asl dim Fix,, (U) = 1.
6 -1 0 1 00
3o () —1 = -1 0 0 |—-t010
0 0 -1 001
-1 -1 0
= -1 -1 0
a 0 -2
110
~ 0 01
0 00
Asf dim Fix,, (U) = 1.
_ 0 a=%
Entonces n{p;) = { | o #é

Ahora calculemos n{p,g). Veamos la dimensién de los correspondientes Kernel:

0 0 0 0 w*h D 1000
00 0 0 0 w® 0100
0 0 0 wf 90 O 0010
L paslg) =1 = 0 0 w0 o 0o |Tlooo
w0 0 0 0 0 000 0
0 whB 0 0 0 0 000 0
-1 0 0 0 et 0
0 -1 0 0 0 W
0 0 -1 w?# 0 0
~ 0 0 0 w'—1 0 0
0 0 0 0 w1 0
0 0 0 0 0  wef_

OFR O D OO

o o O oD
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|

o |
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o O
o O
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10000290
0100200
001000

00010290

o O

1

2.

Asf dim Fix,, U

fown I can BN e BN o T o S
DO OO D
e v B s IR oo B e
DO A OO O
OO O D
OO OO0
N——

I
O QO OO
SO A OO O
o I e B e B s T e B e
OO0 C S
OO O e DD
o T v B e [ i T o, ST
N———

i

[

_

A

NG

@

[a]

QL

o

anOO.nU_
SO O _U

010_00

-1

0
0
0
0
0

i
0_0000
SO - D OO
L R e B e B s i v B )
—N O O oo O
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Asi dim Fixg, U = 3.

Entonces np, g(gs)) = { é 215 i 88@

Para n{p ne® 61}, hay que calcular la dimensién de los Kernel de las homotecias
definidas por los siguientes escalares:

L py ®6(gr) —1=w™ —150
Luego dimFix, U =0,

Zp%®m@g—1=u§—1#o
Luego dimFix,, U = 0.

3. py ®01(gs) —1=1-1=0
Luego dimFix,, U = L.

Entonces n{py ® 61) = 0.

Para n{p ¥ ® 65}, hay que calcular la dimensién de los Kernel de las homotecias
definidas por los siguientes escalares: -

L px ®0(p) —1=—wF —1£0
Luego dim Fix,, U = 0.

2 py ®bx{(g) —1=ws =140
Luego dim Fixg, U = 0.

3. py ®O(gs)~1=~1-1#0
Luego dim Fix,, U = 0.

Entonces n{py ® ) = 1.

Para n(p y® f3), hay que calcular la dimensién de los Kernel de las siguientes
matrices:
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2N N -
pr@eg(gﬂ—f:(% %.)—(é 1)=(Ww1 . )
3 o w3 —{) 3 w3 —ws —1

Luego dim Fix,, U = 0.

2. Py ®bO(go) —~ I =

Luego dim Fix,, U = 1.

)
on-1-( % 3)-(30)-(2 3

Luego dim Fix,, U = 1.

Entonces n(py © f5) = 0.
Para n{p w ® 1), hay que calcular la dimensién de los Kernel de las homotecias

dadas por los siguientes escalares:
L pax @0:(g1) —1=w¥ — 150
Luego dim Fix,, U = 0.
2. pan ®6i(g) —1=w® —1#0
Luego dim Fix, U = 0.
3. pan @O {g)—1=1-1=0"

Luego dim Fixg, U7 = 1.
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Entonces n(p% ® 61} = 0.

Para Ti‘,(pggﬂ ® 8}, hay que calcular la dimensién de ios Kernel de las homotecias
dadas por los siguientes escalares:

L. p%®92(91)“1=~—w%—1#0
Luego dim Fix,, U = 0.

2 pay ®(gs) ~1=w™ —1£0
Luego dimFix, U = 0.

3. p%®92(g3)—1=—1-—1;£0

Luego dim Fix, U = 0.

Fntonces n(p% ®6) =1

Para n(,q_zﬁg & 65}, hay que calcular la dimensién de los Kernel de las siguientes

matrices:
4N AN
w3 0 10 3 -1 0
1"0%@93(91)_'[:((.0% —w%)_(o f{)E(w;% —w%—l)

Luego dim Iix,, 7 = 0.

[N}

pa ®05(g) -1 =

Luego dim Fix,, I/ = 1.
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.3.p%®93(93)—1m(_1 o)—(o 1):(_1 “1)
Luego dim Fix,, U = 1. |

Entonces n(p%g ® 83) = 0.

Entonces, para NV no divisible por 3 tenemos:
1. S8i N es par se deduce que el nimero a de representaciones de grado 6 que
aparecen en la representacion racional es tal que:

(N—1}(N—=2)=06a+3(N—-2), es decir
(N-2)(N-4)
6 .

2. 8i N eg impar el ntmero a de representaciones de grado 6 que aparecen en
la representacén racional es tal que:

(N —=1)(N —2)=6a-+3(N—1), es decir
(N —-1)}(N -5}

6

Y para N divisible por 3 tenemos:
1. Si N es par se deduce que el nimero a de representaciones de grado 6 que
aparecen en la representacién racional es tal que:

(N=1)(N—-2)=6a+3(N—-4)+1+1, es decir

NZ 6N +12
4 =——
6

2. 51 N es impar el nimero o de representaciones de grado-6 que aparecen en
la representacdn racional es tal que:

(N=1)(N—-2)=6a+3(N—3)+1-1, es decir

(N -3y
G.——G————.
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3. Descomposicion iségena de la Jacobiana de C, para N primo

Usaremos un teorema de [12] para obtener la dimensidn de los factores en la
descomposicién de JC. La restriccidn de N aparecerd recién al momento de calcular
el grado de la extensidn del cuerpo de trazas para las representaciones de grado 6.

TEOREMA 11. Sea G un grupo finite actuando en una superficie de Riemann S
con firma geométrica (vy; [ma1, Cil, ..., [ma, Cy]). Bntonces lo dimensidn de cualguier
subvariedad B;, asocieda a unae representacidn irreducible racional no trivial Wi, en
la. descomposicidn iségena de la correspondiente variedad Jocobiana JS estd doda

por:

1 8
= k=1
donde G, es un representante de la clase de conjugacion Cy, dim U; es la dimen-
810n de una representacion compleja irreducible U asociada a Wi,

C . Ki:@(XUi(g):QEG),
con I; el indice de Schur de U; y ki = I;+ | Galg K | .

DEMOSTRACION. Ver{12].
0

Primero necesitamos calcular el indice de Schur y el orden del grupo Galg K de

las representaciones irreducibles complejas de G que aparecen en la representacién
racional.

PROPOSICION 15. Sea H < G y suponga que H posee un complemento en G.

Sea ¢ representacion trreducible de H y suponga que ¢ = x es irreducible de G.
Entonces el indice de Schur de x divide ol grado de ¢

DEMOSTRACION. Ver X.8 en|5]
0

CorOLARIO 4. El indice de Schur de las representaciones p3 § pag €5 1.

DEMOSTRACION. Estas representaciones son inducidas por representaciones irre-

ducibles de grado 1 de un x un{b) ¥ un % pin, respectivamente; que ciertamente posee
complemento. Luego el resultado sigue de la proposicién anterior.
]
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LEMA 2. Seancx € {1,..., Nwl}\{g, %, %} y x el caracter de la representacion
0. Entonces

_@u@ygem:@=w(aﬁ%jﬁ_

DEMOSTRACION. Veremos que Q(x(g) : ¢ € &) = Q2% + w™) = Qw*)
siendo w® rafz Edf(‘;\,—od—ésima primitiva de la unidad, de esto la proposicién se sigue

facilmente.
Sea 7 := w®. Tenemos las siguientes extensiones cuerpo:

Q(7) > Qlx(g) 19 € G) D Q2r+r2)

luego basta verificar que

Q(r) = Q27 + 772),

pero como Q(7) D Q es de Galois, es suficiente ver que

= {1d}.

)
)Y\ {Id}, luego o(7) = 77, para algin
27 + 772, Luego

Galgiar--2)(Q(T
Suponga que existe ¢ € Galgrs,—2)(Q(7
r# 1. Entonces o(27 +772) = 277 + 7% =

2(TT—T)=i_-L=T2r"T2E (7 - )" +7)

72 T2r 7—27-21" T2T2'r
v por tanto
r
9= 1T
TaT
De aquf se concluye que | 77 + 7 |= 2 =| 7" | -+ | 7 | ¥ entonces 77 = Ar para
algin A € R, con | A |= 1. Observe que si A = —1, entonces 7" + 7 = 0, lo cual

contradice lo anterior. En conclusién A = 1, es decir 77 = 7, lo cual no es posible.

As{

Gal@(?frﬂ"‘?)(@(ﬂ) = {Id}.
0

Recordemos que A es un conjunto de pares (o, 8) € {1,.., N1} x {1,..,N—1}
que indexan completamente las representaciones irreducibles de grado g de G. Para
calcular el grado de esta extensidn, necesitamos restringir los valores de N.
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LEMA 3. Sea N > 6 prime y considere las representaciones y notaciones ante-
riores. Sean (@, 3) € A tal que oo+ 8 7 O(N) . Denote por x al caracter de pag y
K =Q(x(g): g € G). Entonces:

N—1 : 3 _
O — === a=rf para algin T conr® = 1(N)
K- { N-1 otro caso

DEMOSTRACION. Separaremos dos casos.

Primero suponga que N = 1(3). Como N es primo, por el teorema de Cauchy,
existe r # 1(N) tal que 3 = 1(NV),
Sea o = rf(N). Veremos que

| Galy Qw) |= 3.
Sea o € Galg Q(w) definido por o(w) = w", entonces | ¢ |= 3.
En efecto 03(w) = 0™ = w.

Ahora demostraremos que (o} == Galx Q(w).
Considere o' € Galg Q(w), luego o’'{w) = w*, para algin s € Z. Debemos de-

mostrar que o’ € {o}, es decir s = 1(N) 0 s=r(N) 0 s =r?(N).
Observe que como N es primo y r # 1{(V), tenemos que
P —1=(r—1){Fr*+r+1)=0(N) implica r*+r + 1 = O(N)
Sea v = —a — f, multiplicando por  se obtiene

B4 Br 4 fri =+ Br + ar(N),

sumando o concluimos

. c=o+f+fr+ar={a+f)l4+r)=—7(1+7)(N).
Equivalentemente rfj = —y — vr(N) vy por tanto
¥ = —yr —rfl = ar(N).

Entonces
' ry = B(N).
Por otro lado, x{w, 1) = 2w% + 2wf 4+ 2w~ € K, entonces:
W+ wP W = % W W

pero como consideramos N > 6, en el conjunto

e By, 8, 88 s
{UJ ,LL) 7w 1w Jw )w’)‘}?
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deben haber elementos iguales, pues de lo contrario son parte de una base para
Q(w) y al mismo tiempo serfan linealmente dependientes. Del hecho que «, 8y ~ son
diferentes entre si, se concluye gueé podemos tener 3 casos: _
1. o€ {s0, 80,57} Si o = sy, entonces s = 1. Si o = sf3, entonces 78 = sJ y
~ por tanto r = 5. Si o = s, entonces v = ra = rsy y por tanto rs = 1, es
decir s = r?,
2. B € {se, 38,87} Si f = s, entonces @ = srf v por tanto rs = 1, es decir
o' = ¢ Sif = s, entonces s = 1. §i 8 = s, entonces rf = rsy = sf ¥
por tanto r = s.

3. v € {sa, s, s7v}. Siy= so, entonces ra = s y por tanto r = 5. Si v = 80,
entonces ry = rsf y por tanto rs = 1, es decir s = r*. Si v = 5+, entonces
§=1,

Ahora si « Z rB{N) para todo 7 tal que r* = 1(N), entonces hay que ver que
Galg Q(w) = {Id}. Suponga que existe o € Galxg Q(w) \ {Id}, es decir o{w) = w*,
con s # 1(N). Por el andlisis anterior, tenemos los siguientes casos:

1. a=s8
Si 3 = sy luego 7 = sa. Entonces v = sa = 23 = 5%y, es decir s° = 1(N),
lo cual es una contradiccidn.
St 8= sar luego v = sy, Entonces s = 1, lo cual es una contradiccién.

[\

Do sy
Entonces = say v = sf3. Entonces 8 = s¥y = 533, es decir s° = 1, lo cual
es una contradiccién.

3. v.= s«
Entonces 8 = sy y @ = 5. Entonces =y = sy, es decir s* = 1, lo cual es

unsa contradiceidén.

Lo anterior aplica al caso que N £ 1{3}.

il
OBSERVACION 10. Si N # 1(3) de inmediato sabemos que el grado de la extensién
buscada es N — 1.

OBSERVACION 11. Para N = 5 no existen «, 8 de modo que o+ 3 2 (N}. De
hecho las dos representaciones de grade 6 que posee en este caso son pa1 Y faz ¥
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ambas no aparecen en la representacidn racional, pues los correspondientes subindices
suman 5.

TEOREMA 12. Sea N primo: :
1. 8 N = 1(3), entonces la descomposicidn isotipica de JC estd dada por

JC’NngBl6 xBNs,

By es s de dimensidn Y1 Ly corresponde a la representacidn irreducible de
G sobre Q, asociade o pa, para cualquier a.

Para i >0, B; es de dimensidn 222 y corresponden a la representacidn
irreducible de G sobre Q, asociada o alguna p. s que aparece en la repre-
sentacion racioneal. Para 1> 0

2. St N = 1(8), entonces la desomposicion isotipica de JC estd dada por

JC ~ B® x B x BS... X By,

B es de dimension 2= y corresponde a la representacion irreducible de
G sobre Q, asociada o las representaciones de grado 6 gue aparecen en la
representacion racionel y tienen grupo de Galois Galg K de orden —Ng—l

By es de dimension Y21 y corresponde a lo representacidn irreducible de
C sobre Q, asociada o ,oa, pare cualquier o.

Para i > 0, B; es de dimensidn & —— y corresponde a lo representacion
wrreducible de G’ sobre Q, asociada o las representaciones de grado 6 que
aparecen en lo representacién racionel y tienen grupo de Galois Galg K de

ordenn N — 1.

DEMOSTRACION. Como para cada g el correspondiente grupo de Galois Galg K
es de orden N — 1 y las otras posibles representaciones de orden 3 no aparecen
en la representacion racional, tenemos que las representaciones p; dejan una sola

6rbita de largo N — 1 v la correspondiente subvariedad By es de dimensién % con

multiplicidad 3 :

Si'N # 1(3), existen s subvariedades asociadas a las s 6rbitas de la accién de
Galg K de orden NV — 1 en las representaciones irreducibles de grado 6 que aparecen
en la representacién racional, cada una de estas subvariedades es de dimensién N Nl

y aparece con multiplicidad 6. Luego

JC ~ By x BY x ... x B,




3. DESCOMPOSICION ISOGENA DE LA JACOBIANA DE ¢, PARA N PRIMO 83

Considerando la dimensién nos queda gue
N-1)(N-2 N-1 N-—-1
( ) ) _ 3 45 (6 - ) ’

2 B 2

)

equivalentemente

Si N = 1(3), entonces existe un elemento de orden 3 en el grupo Zy*, es de-
cir existe rp # 1 tal que 7§ = 1(NV) y por tanto también existe r1 # 1,7, talque

= 1{N). Entonces los pares (rof, 8} v (r1, 8), que son 2(IV — 1), son tales que la
correspondlente representacmn aparece en la representamon racional y tienen grupo
de Galois Galgy de orden £=L. Entonces tenemos &=L representaciones de grado 6,
- que se deben agrupar en orbltas de precisamente Iarcro N L es decir tenemos una sola,
drbita y por tanto una sola subvariedad B asociada, de dlmenszon N L con multipli-
cidad 6. También existen ¢ subvariedades asociadas a las s érbitas correspondlentes
a las representaciones de grado 6 con grupo de Galois Galg K de orden N — 1, cada
una de estas subvariedades es de dimensién -A%:-l- v aparece con multiplicidad 6. Luego

JC ~ BY x B® x BS... x BS,
Considerando la dimensién nos queda que

(N—l)(N—2)k N-~-1 N-1 N-1
5 =3 5 +6 g + g 6———2

equivalentemente

C

OBSERVACION 12. Como comentario final podemos agregar que ademés de la
pregunta evidente de qué sucede con las dimensiones de las subvariedades en la
descomposicién de la variedad Jacobiana correspondiente & cada curva de Fermat
C(N) para el caso N no primo, quedan otras preguntas pendientes y podrian ser
motivo de estudios futures. Entre ellas podemos destacar:

1. Descripcién geométrica de los factores de la descomposicién de JC’(N }, como
Jacobianas o Pryms de cubrimientos intermedios.
2. Comparacién de la accién de G en C(N) con las distintas listas de acciones
que existen; por ejemplo, las que aparecen en el trabajo de Tesis de Magister
13].
3. Polarizaciones de las subvariedades de la descomposicién de JC(N.
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4. Descripcidn del nicleo de la isogenia correspondiente a la descomposicién
de JC(N). ‘
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