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1. Introduccion

Un ejemplo de geometria no euclideana lo constituye el disco unitario I en el plano
complejo C con la métrica hiperbdlica o de Poincaré. Esta métrica ha sido estudiada am-
pliamente y sus caracteristicas principales han permitido que sea utilizada en el desarrollo
del analisis complejo. Gracias al Teorema de mapeo de Riemann, este modelo geométzi-
co se puede dar en cualquier dominio simplemente conexo distinto de todo el plano. La
métrica de Poincaré en I admite una descripcion sencilla en términos de la razén cruzada

de cuatro puntos z, 21, 22, 23 que, recordemos, se define por

L — Xy o — Zp

(30121132723) = .
2 —EH 223

L. o
Usaremos la convencién usual de que =1 para todo z, y € C.

Para r € (=1, 1), la distancia de Poincaré de r al origen esta dada por

1
dh(O, T) mro—

log 1+r
2 2 \1=r/V

entonces para ry,re € (—1,1) se tendrd que

1 147 147
ey ~Es(22) 2o 72)

1
= §| Iog(i]': 1,72, 1)|
La invariancia de la razdn cruzada bajo transformaciones de Mobius nos permite ex-
tender la definicién de dp a todo el disco unitario. Para z;,z; € I, tomemos 7', un

automorfismo del disco unitario tal que T{(z1) = 0 y T(z2) € (0,1). Entonces
1
BT (2), T() = 5| log(~1, T(z2), T(z2), 1),

y (—=1,T(z1), T(2),1) = (T(a), T(z1), T(22), T(b)) = (a, z, 22,b), donde a,b € ID son los

extremos del arco de circulo perpendicular a 9} que contiene a z; v 2. Con esto se define
1Y




la distancia de Poincaré entre z; y 22 por
i
dn{z1, 22) = 5’ log(a, z1, 22, )|

Notemos que con esta definicidn es claro que la métrica hiperbdlica es invariante bajo

transformaciones de Mdbius vy, por lo tanto, podemos escribirla también como

dp(zi,20) = dp(L(z1),T(22))
_ %—;bg(—i,T(zl),T(zQ),l)J

Zn —
1 i
1 + 1—‘2—1—2}2

= —log
2 1 L9 — 2y
1—2—122

Las geodésicas de esta métrica resultan ser los arcos de circulos perpendiculares a la
frontera del disco unitario.

En esta tesis estudiaremos una segunda métrica en dominios convexos en C, cuya
definicién es, de alguna manera, analoga a la definicién de dj. Sea € un dominio convexo
acotado en C y 9 su frontera. Sean z,y € Q v a,b € 94 tales que el segmento lineal

entre @ y b contiene a x ¢ y. Entonces, se define la métrica de Hilbert por

1
dH(ZE', y) = 5 1Gg((a‘7 T, Y, b))

Las geodésicas de esta métrica en un dominio estrictamente convexo, que estan des-
critas en el capitulo 2, resultan ser las lineas rectas. Entonces, tomando {2 = I, observamos
que tanto la métrica de Hilbert como la de Poincaré tienen la misma forma: logaritmo de
la razén cruzada de cuatro puntos de una geodésica. Notemos, ademas, que coinciden en
cualquier didmetro del disco. Este dltimo hecho, por sencillo que sea, nos serd de mucha

utilidad en el desarrolo de los siguientes capitulos.

Bl propdsito de esta tesis es hacer un estudio comparativo de las métricas de Poincaré y
de Hilbert, primero en el disco I y luego, en dominios convexos mds generales. Mas

precisamente, buscamos versiones analogas del Lema de Schwarz, determinamos si existe
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invariancia bajo automorfismos del disco y hacemos una comparacion cuantitativa entre
ambas. Para levar a cabo esta tarea, nos resulté fundamental estudiar y comparar sus
respectivas formas infinitesimales. En el capitulo 3 vemos la definicion formal de forma
infinitesimal, la definicién de largo de curva a través de la forma infinitesimal y por
qué podemos conocer y estudiar mas una métrica a través de ello. Es por esto que estu-
diaremos también algunos ejemplos de formas infinitesimales de otras métricas. Por ahora,
sélo diremos que la forma infinitesimal de una funcion distancia en un punto y en una
direccién dados, corresponde a la derivada direccional de la distancia en ese punto y en
esa direccion.

Una diferencia significativa entre las métricas de Poincaré y de Hilbert, es que la forma
infinitesimai de la primera sélo depende del punio y no de la direccién, mientras que la
forma infinitesimal de la métrica de Hilbert cerca de la fronfera de su dominio exhibe un
comportamiento distinto en orden de magnitud para direcciones normales y tangentes a
1a frontera.

Otro hecho significativo que se establece en el capitulo 3 es que, tal como la métri-
ca de Poincaré, dy es una métrica interna, es decir, es igual a la integral de su forma
infinitesimal.

Es importante que enunciemos dos teoremas, que necesitaremos en el desarrollo de los

siguientes capitulos.

Teorema 1.1 (Lema de Schwarz) Sea f: D — D funcicn analitica y sean z,w € D.

Entonces

(4)

f(2) = f(w)

1 flw)flz}|

1 -3z

(i0)
f@l 1
= 1fG)F = T=F

Se tiene igualdad en (i) para z # w o se tiene igualdad en {i1) para algin z si y sdlo si f

es transformacion de Mébius.

Para la demostracién de este teorema ver [6].




Bl Lema de Schwarz tiene un versién normalizada, muy 1itil en el desarrollo de algunos

resutltados:

Corolario 1.2 Sea [ : D — D funcidn analitica tal que {0y = 0. Entonces pora todo
zeD

|f{2)] < 4|

SOl <t

donde las igualdades ocurren siy sélo si f(2) = cz con le| = 1.

Por tltimo, es necesario decir que durante el desarrollo de esta tesis consideraremos
s6lo dominios convexos del plano complejo, pero la métrica de Hilbert se puede definir
en convexos de R™ v muchos de nuestros resultados se generalizan facilmente a estos

dominios.




2. La métrica de Hilbert

A lo largo de este capitulo, 2 es un dominio estrictamente convexo acotado en C y

982 su frontera.

Sean z,y € Q v a,b & € tales que el segmento lineal entre a y b contiene a = e y.
Denotaremos este segmento lineal por |a, x,y, b], donde los puntos estan en ese mismo

orden. Entonces, se define la métrica de Hilbert por

1
dH(xay) = _2- 1og((a7m, s b))

z—b y—a

donde (a, z,y, b) es la razdn cruzada de estos puntos, es decir, (g, z,y,b) = .
T—a y-—

Nétese que en la definicién de dp, se usa una razon cruzada en donde se considera el

orden relativo de los puntos.

Para poder estudiar con mas detalle esta métrica, es necesario tener presente algunas

propiedades de la razén cruzada.

Sean a,b € Qv ,y, ¢, d € ) tales que se encuentran en una misma cuerda |[a, ¢, T, v, d, bl.

Entonces podemos escribir cada uno de esos puntos de la forma
r=(1—-t)a+tb
=(1—-t,)a+1t,b
a={1—t)a+tb
b={1—tsa+ts

con 0 < t. < t; <1, <ty < 1. Entonces se cumple:

(@ d) = T > T = wr) 1)
(emub) = i > T =@y 2
(c,z,y,d) > (a,z,y,b) (3)

(a,z,9,0) (a,y,d,b) = (a,z,d,b) (4)




Teorema 2.1 Sea 2 un dominio estrictamente convexo acotado en C. FEntonces dy es

una métrica en $.

DEMOSTRACION

Para demostrar que dg(z,y) > 0 lo hacemos a través de las siguientes equivalencias.

Sea [a,z, 7,0 € Q

dH(miy) Z 0 <= (anmay:b) > 1

= (- By -a)> (@ a)ly b

Peroz ={1—t)a+tbyy={1—t,)a-+t,becont, >t, yt,t, €(0,1).

Luego,

(a,z,y,b0) > 1
< ((1—ty)a+tb—a)((1—ty)a+t,b—a) > (1 —ts)a+tob— a)((1 — ty)a — {1 — t,b))
= (1 =6)(E) 2 (1= 6)(t)

Ahora supongamos que dy{z,y) = 0, esto es {a, z,y,b) = 1 lo que equivale a que x = y
(ts = ty). .

Por la forma de la definicién de dy, tenemos que dy(y,z) = Elog((b,y,z;,a)) y es
claro que (a,z,y,b) = (b,y, x,a). Por lo tanto, dg{z,y) = du{y, x).

Para demostrar Ia desigualdad triangular, necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.2 Sean ly,1s, 13,1 rectas concurrentes en un punto p (si las rectas son paralelas

este punto es el infinito) y sean L y L’ rectas que las intersectan respectivamente en cuatro

puntos distintos o, z,y,b y o', 2/, ¥, V. Entonces (a,z,y,b) = (a/, 2/, 9y, b).

DEMOSTRACION
Esta demostracion la encontramos en [8], pero para el desarrollo de este capitulo es impor-
tante que la repasemos. Recordemos que el drea de un triangulo se puede calcutar como

la mitad del producto de dos de sus lados por el seno del dngulo comprendido entre ellos.

Sea hy, la distancia euclideana entre el punto p y la recta L.
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Asi, dadas las hipdtesis del lema tenemos que

|z —blh;,  |p—x|lp— b]sen Lxpb

Arealpxb = - .
Arealpox = IT - G‘lh’L _ fp - ZUHP — Ct] sen Zxpa
: 5 :
_ly—=>blhe _ |p—yllp — bisen Lypb
AreaNpyb = 5 — 5
g - ly —aths _ |p — ylip — alsen Zypa
Areal\pay = 5 — : .
Entonces
|z — blly — af
z,y,b o Ty 7
(G,T,y: ) [:t’}‘—a”y_bl

lp — =|lp — blsen Zapb |p — yl|p — b sen Lypb
lp — «llp — alsen Zzpa |p — ylip — af sen Lypa
sen Zxpbsen Lypb
sen /rpasen Zypa

v de este calculo se concluye que la razén cruzada de estos cuatro puntos solo depende
de los dngulos comprendidos entre los lados de los tridngulos que se pueden formar con
el punto p. Pero los dngulos de los que depende la razén cruzada de los puntos o', 2, ¢/, ¥

tendran las mismas medidas v, por lo tanto,
{a,2,y,0) = (a2, ¥/, V).
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Ahora, entonces, podemos demostrar la desigualdad triangutar. Para esto tenemos la

. . — -
siguiente figura. Sean a,b,¢,d, 7, W € Q, v, v, v, v, w,w €0 ypec .

De esta situacién, podemos concluir gracias al lema anterior que
(v, a,b,v") = {u,a,d, W) > {u,a,d w)

(u”,b,c,w'} = (u,d, e, W) > (u,d, c,w)

Por lo tanto (', a.b,v') - (u”,b,c,w') > (u,a,d,w) - (u,d,c,w) = (v,a,¢,w) y aplicando
logaritmo se obtiene dg(a,b) + dg(b,c) > dy(a,c) con ignaldad si y sdlo si a,b y ¢ son

colineales.
O

Es claro, entonces, que las lineas rectas para dgy en 2 son las geodésicas, ya que
es donde los puntos cumplen la igualdad de la designaldad triangular. Es importante
que mencionemos que es necesario que el dominio £} sea estrictamente convexo para que
dg(z,y) sea una métrica con las caracteristicas que hemos mencionado, en particular,
para que las geodésicas sean s6lo las lineas rectas, ya que si el dominio tuviera dos o mas

lados rectos entonces se tendria ignaldad en la desigualdad triangular sin necesidad de




colinealidad de los puntos. Por ejemplo, consideremos el cuadrado (—2,2) x (—2,2) en

el plano complejo y un punto a + ib en él, tal que las rectan que lo unen al

intersecten los lados verticales del cuadrado

Entonces se tendra que

[pe]

A R
/

R

dH(—l,a -+ Eb) —l—dH(a + ib, 1) = dH(*l,(L) + dH(th 1) = dy(*l, 1),

1yal—1,

v dyr no cumple la igualdad s6lo para puntos colineales en la designaldad triangular en

ese dominio.

Ademés, en dominios no acotados encontramos que la métrica de Hilbert puede exhibir

comportamientos levemente distintos. Por ejemplo, si tomamos como dominio una franja

en C y calculamos la distancia de Hilbert entre cualquiera dos puntos = e y tal que el

segmento que los une es paralelo a las rectas {rontera, se tendrd que dg{z,y) = 0y, por

lo tanto, en este dominio la métrica de Hilbert pasa a ser una pseudométrica. También

podemos ver que en un dominio acotado por una pardbola en C, al calcular la distancia

de Hilbers entre dos puntos cualquiera x e vy, tal que el segmento entre ellos sea paralelo

al eje de las ordenadas, dy(z, y) queda indefinida.




Teorema 2.3 Sea ) un dominio convezo y acotado en C. Entonces (2, dyr) es un espacio
métrico completo.
DEMOSTRACION

Sea {z,} una sucesién de Cauchy en (Q,dg). Como  es acotado, la sucesién {z,}
tiene una subsucesién {z}} que converge en la métrica euclideana a z € (2.

Stz € ), entonces

1  —a, T—b,
tim (e ) = g1og (225 2 )=

o —b, T—a,

Por lo tanto, {x,} tiene una subsucesién convergente en la métrica de Hilbert y, asi,
lim, oo Az (2n, z) = 0.

Ahora supongamos que z € 9. Tomamos cualquier £ € Q y elegimos r tal que
{z/ |z —&|<r} CQ Sea

pasa por z., v &, con ap, b, € 9. Como z, — x, y & # &, la cuerda que pasa por z7, y

el didmetro de Q v sea (4, ), &, b,) la cuerda en Q que

¢ converge a una cuerda que une £ y 2. Como {a,} € 9§ es una una sucesion acotada y
es claro que a,, — x y por lo tanto a,, —x — 0. Por ser {z},} acotada, existe un entero
positivo m tal que para todo n, dg(z),, &) < m. Entonces
2 !
;log (—_—QH{ZR—I" |> g%}og (Ji:a; i ,Zn__bbn) < m,
T n T ™ m
2 _ / 2

lo gue implica qu¢ ———— < ¢ a, — 1. | ——— lo que lleva a una
que implica que ey S ey | an a2 Grrgy o

contradiceion.

Por lo tanto, §2 es completo con la métrica de Hilbert.
|

Cuando necesitemos referirnos a una métrica, por ejemplo dy, definida en un dominio

particular, supongamos {2, la denotaremos de la forma dy,.

Teorema 2.4 Sean O y {0y dominios convezos y acotados en C, tales que (1 C (.
Entonces a‘IHQ1 > dan, donde dHQl 1 al’HQ2 son la métrica de Hilbert en los domintos Oy y
Q. respectivamente.

DEMOSTRACION

Sean z,y € {4, [a, 7,7, b] la cuerda contenida en {4 con a,b € &Y vy [c,z,y,d] la cnerda

contenida en 2 con ¢, d € 9. Entonces, por (3), es claro que dp, > da,, -
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3. Forma infinitesimal

En el desarrollo de este capitulo revisaremos la definicién de la métrica de Hiibert
desde un punto de vista distinto que, en particular, nos permitirda compararla en forma
cuantitativa con la métrica de Poicaré.

Consideremos al dominio 2 C C y d una métrica en 1.

Definicién 3.1 La forma infinitesimal de la métrica d en el punto x € 2 en la direccion

o € C se define por -
d{z,z+1
Fd(z,"z?) — lim _(:r_ri_v)
t—0t A

st el limite exste.

Esta definicién es una derivada direccional lateral de modo que Fy(z, 7)) y Fu(z, =)
resulten ambas positivas. Sin embargo, en general estas dos cantidades pueden ser distintas
entre si. Ademds notemos que Fy(z,07) = aly(z, ) si a > 0.

Si F, es independiente de la direccién ¥ para todo punto en £, decimos que d es una,
métrica conforme vy la funcién Fy se llama densidad de d en £2. 5i £y es continua como

. —— N - -
funcién de (z, v'), decimos que d es una métrica regular.

Definicion 3.2 Sea v una curva en (£, d), d métrica requiar. El largo de curve de vy se

define por
ld(nf) = /Fd(z, ?)]dz]
v

donde ¥ = +'(2).

Definicién 3.3 Llamaremos mélrica interna asociada a la métrica reqular d, a la métrica

d definida por
a(l’, y) = inf ld(—y)
g

donde el infimo se toma sobre todas las curvas que unen x ey en {2.

11




Lema 3.4 Si d es una métrica reqular en @ C C y d es su méirica interna asociada,

entonces

2
IV
2.

DEMOSTRACION

Probaremos, primero, que para todo z,w € £ v toda curva -~ que une z con w se cumple
, P , que p , 3 Y q p

que d(z,w) < ly(). Para esto usaremos el siguiente lema.

+ h) —
Para g : [0,1] » Ryt € [0,1), se define g™ (¢) = limsup gt }1 g(t)
h—0t

Lema 3.5 Sea g : [0,1] — R continua con g(0) = 0 y g* (¢} < 0 para todo t € [0, 1),
entonces g(1) <0

DEMOSTRACION

Supongamos que g(1) = a > 0. Entonces la funcién G(t) = g(t) — at satisface G(0) = 0,

- G(1) = 0y G(t) < 0 para todo t > 0 suficientemente pequefio, y por lo tanto G alcanza

su minimo para algin & € (0,1). La desigualdad G(§ + h) > G(§), para 0 < h <1 =¢,

implica que g7 (£) > a, lo que contradice gue g*(&) < 0. O
Tomemos una aproximacién poligonal suficientemente buena para una curva 7y que une

z con w. Para un trazo, 77, de esta aproximacién poligonal, caracterizamos sus puntos

por 7, = {1 — L)z + ty con t € [0,1]. Luego aplicamos el lema para la funcién
£
g(t) = d{z, z¢) — / Fylz,, ¥ )ds
0

Y —
donde ¥ = 4 Entonces

Cly—al .

Ademdas sabemos que

La(v) = nhj{.lo Z La(Pipis1)
=0
donde z = py, p1, . - -, P = W es una particion poligonal de .

Y, por lo tanto,
la(7) > lim Zd(pi:pi~iv1) > d(z,w).

=0

Entonces d(z, w) < inf, la(v) = d{z, w).

12




Teorema 3.6 57 d es una métrica regular en @& C C y d su métrica interna asociada,

entonces d es mékrica.

DEMOSTRACION

Como consecuencia del lema anterior, si d(z,y) = 0 entonces d{z,3) = 0lo que significa

que & = 1.
El conjunto de las curvas que unen a x con y es el mismo que el de las curvas que
unen y con x, luego, d(x,y) = d{y, ).
Sean x,y,2 € 2y sean 'y, Ty . vy T, los conjuntos de curvas que imen a = con y,
con z, z con y respectivamente. Ademds T = {y:v =y Uy, €Ts. 70 € T, } C Day

FEntonces
diz,y) = qé/rrlf.,_, la(v) < }’fellf, la{y) = nﬂgild(”h) +la(v) = d(z, 2) + d{z,y).

Y2€ 2y

N

Notemos que es posible que d(z,y) = co. En este caso, la métrica interna asociada a

d no es métrica, pero esto no ocurre en los dominios en que estamos trabajando.

Definicidn 3.7 Decimos que la métrice reguler d es una métrica interna si coincide con

su métrica interna asociada, es decir, d = d.

Teorema 3.8 Sea d una métrica regular en Q C C y sea d su métrica interna asociada.

Entonces d es una métrica interna, es decir, para todo x,y € £
d(z,y) = inf Iz(7),
7
donde el infimo se toma sobre todas las curvas que unen x e y en ).

DEMOSTRACION

Queremos demostrar que

d(z,y) = il (),
f

es decir, que
inf {y(~) = inf I3{~)
4 v
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lo que es equivalente a probar que Fj; = F.

Sean zp €  y ¥ € C. Sin pérdida de generalidad, supongamos que |7’ = 1. Por

definicién sabemos que

- . d(zp, 20 + )
Fi(zy, ) = lim 25020 T VY
alz, V) zi;n+ t

y que

d{zg, 29 + 1) = fnf/Fd(z,ﬂ/')fdz[
v
v
donde el infimo se toma sobre todas las curvas v gue unen z con zp + £ v.

Entonces tenemos que

£
d(z0,20 + Ut) = fnf/P}g(z7ﬂ,")|dz| < / Fylzg+ 50,0 )ds.
v 0

¥
Por lo tanto

d(zo,20 + T _ 1 [
Mgz/ﬂ(z@—ks?,?)dé?
0

d Ut
ﬁﬁ?iigm%?)

Falzo, 7) = tlir(%

Ahora, podemos decir que

Egm]%gm/ﬂzé

y ast Fy = Iy
il

A continuacién veremos ejemplos en donde se aplican los conceptos que hemos visto

en este capitulo en métricas conocidas.

1. Métrica hiperbdlica en D
Seanz e, v €D, confv’| =1, yw=2z+t7,cont e R, tal que w € D. Entonces

la distancia hiperbdlica entre z v w estéd dada por

z—w

1+ -

1 1wz

dp(z,w} = 5log P
|1 —wz




Calculamos su forma infinitesimal

. . dplzw
Pz ) = tim )
14 z—iu
o1 1 —wz
= lim —log
t—o+ 2t ] Z—w
1 — 7z
o1 Z—w 1 z—w |\*
= lim - e I ——. + ...
=0+ T\ |1 —wz 3\l —wz
. v 1 22
= lim + = m——
=0 |z b izl 3| (L2t 2)3
_ 1
IR

Como Fy, no depende de Ia direccién, la métrica hiperbdlica es conforme.
Veamos que ésta métrica es interna. Sean z,w € I, T : D — D, transformacion de
Mobius tal que T{z) = 0 y T(w) = = € (0,1) y v una carva que va desde 0 a z.

Entonces

N0
%m‘£14W“ﬁ14mwﬁ

Se tiene que z(t) = r(t)e?®, luego

h(y) > /;T!%dt > f:%a' - %log Gfi) .

.. 1 l+x
Asi, Inf, I,(v) = 510g (1 — :r) =dp(0, 2} = dp(Ti2), T(w)) = dp(z,w).

. Pseudo-métrica hiperbdlica en I
Sean z,w € D tales que w = z + 10, cont € Ry |7] = 1. La psendo-métrica

hiperbdlica en el disco se define por

plz,w) =




Entonces

1] z—{z+t7)
Pz @) = lim o |2 TRV
oz V) o T 1—z(z +t0)
_ 1
R

Por lo tanto, se tiene que F, = Fy, y as{ podemos concluir que p es conforme, pero

no es interna, ya gue su métrica interna asociada es dj,. De hecho, p < d.

3. Se define la siguiente métrica en los reales

z —yl
olx,y) =
(oy) =1 —
Esta métrica es equivalente a la métrica euclideana e(z,y) = |r — y| y, ademas,

cumple siempre la desigualdad triangular estricta. Calculamos su forma infinitesimal
—
— . ]t v |
Hm — o
R BT
= 1
BEntonces F, = F, y del mismo modo que el ejemplo anterior ¢ no es una métrica

interna, v se tiene que la métrica interna asociada a ¢ es la euclideana.

Ahora que hemos estudiado la definicién de la forma infinitesimal de una métrica y su
relacién con la misma, podremos aplicar estos conocimientos a la metrica de Hilbert para
obtener nuevos resultados. Como ya tenemos una definicién de largo de curva, podemos
describir las geodésicas de la métrica de Hilbert. Recordemos que las geodésicas son las
curvas donde se cumple que el largo de curva es igual a la distancia entre los extremos
de ella. Para esto se necesita la igualdad en la desigualdad triangular y como vimos en el
capitulo 1, para la métrica de Hilbert esta igualdad se cumple para puntos colineales y,

por eso, las geodésicas para la métrica de Hilbert son las lineas rectas.
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Hasta el momento hemos definido y probado algunos teoremas de la métrica de Hilbert
sobre dominios esctrictamente convexos en €. Ahora nos restringimos al disco unitario [
para encontrar informacién més precisa.

Dado un punto z € By una direccién @ con | v = 1, calculamos la forma infinitesimal
de la métrica de Hilbert, Fy, (2, 7):

, dH(Z + t’_U), Z)
m —

F, (2,7) = 1
lH(Z:U) tiD'i'
” 11 z—b z4+1tv —a
= lim —lo .
p—ot 2 8 z—a z+tU —b

donde a,b € O son los extremos de la cuerda [a,z,2z + t7,b. Aplicando Regla de

I’Hopital,

-, 1 |a—b]
Fan(2 V) = ooz =07

Como a vy b dependen de la direccién v podemos ver que la métrica de Hilbert no es

conforme.

Estudiando mas a fondo esta métrica y su forma infinitesimal logramos acotar fy, .

Asi para cada z € D se tiene

m(z) < Fy, (2, 7)< M(z)

1 |a—b! .1 Ja—b|
donde M(z) = x5 iy y mle) = min S

con ay b dependiendo de 8, 0 < 0 < 27 y z € D, tomando ¥ = €%.

Como Iy, es invariante bajo rotaciones en el disco unitario, basta tomar 2 € {0,1) y

™ s . .
0<i< oh Vemos que por la relacidon de cuerdas en un circulo se tiene

lz—allz—0b] = (+]2)0-12])

= 1—|z|2.

Entonces hay que maximizar y minimizar

1ja—19
£ = .
irr (Z) 2 1 — IZJQ
1la—1b
Es claro que M (2} = max - ll = cuando § = 0.

o 21—[z]2 1-1z2
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Considerando el triangulo isoseles abo de la figura anterior, se desprende de sus refaciones
trigonométricas lo siguiente

|b—a] = 24/(1 — |2]2) sen2 4.
Tomando |6 — a| como funcién de 8, se minimiza y encontramos la cota inferior

(2) ! la—1b] 1
m(z} = min - = ,
6 2|z—allz-b] J1-Tz[2

. i
que se obtiene cuando 8 = —.

Hemos probado, entonces, el siguiente teorema.

Teorema 3.9 Sean 2 € D y 0 < 8 < 27. Entonces

) 1
< Fy, (2 619)

1
———— R S —_—,
VI 22~ ' 1— |22

donde la cota inferior se alcanza en 8 =

rof A

y la cota superior se alcanza en 8 = 0.

Sélo nos falta ver que la métrica de Hilbert en el disco es inferna.

18




Teorema 3.10 Seanp yq en D donde q=p+ a7, cona € R y ¥ € . Entonces
du(p,q) = igf/FdH(P; V)dp = du(p, q),
7

donde el infimo se toma sobre todas las curvas que unen p con g.

DEMOSTRACION

Sabemos, por definicidn de la forma infinitesimal, que
igf/Fdlf (pz —’U—))dp > dH(p: Q')'
¥
Como las geodésicas para la métrica de Hilbert son las rectas, se tiene que

duip,q) = /FdH(P; T ydp > l’gf/F}zH(p, o )dp.
vy

Pa

Por lo tanto, inf/FdH (p, v )dp = dy(p, q) v la métrica de Hilbert es interna.
Ty
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4. Comparacion de la métrica de Hilbert y la métrica
- de Poincaré

Como vimos en el capitulo anterior, para todo z € I se tiene que,
i 1

. cm T e —
fl_'JZiQ - d}I(Z ,L)_i_IZiQ

. 1 P . .
v la expresién 1—|-WF es la forma infinitesimal de la métrica de Poincaré. Gracias a estos
— |z
hechos podemos establecer una comparacién cuantitativa entre ambas métricas en el disco

ttnitario.
Lema 4.1 Sean p,q € . Fntonces
du(p,q) < dr(p, 0)-

DEMOSTRACION

Sea v la geodésica de la métrica de Poincaré en D que une p y ¢ . Entonces

1 .
dn(p,q) = [{mdz > fTFdH(Z)dZ > lgf/;FdH(z)dZ = dy(p,q)-

La igualdad se tendrd si y sélo sl p y ¢ estdn en un diametro de ID, ya que es en cualquier

diametro del disco donde ambas métricas coinciden.
L1

A pesar de este tltimo lema, vamos a demostrar a continuacién, que estas métricas no

son comparables, es decir, probaremos que no existe ¢ > 0 tal que
dp(p, q) = cdu{p, q)

para todo py g en .
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Lema 4.2

ing @0 _

paeD dp(p, q)

DEMOSTRACION
Esta prueba se basa en que la forma infinitesimal de la métrica de Hilbert es en orden
de magnitud mucho menor que la de Poincaré en puntos cercanos a la frontera y en

direcciones perpendiculares al radio. En efecto, sabemos que para @ € {0,1)
Fuya,i) =~ = [
iy (3,1) = JiopE - Ve (z)

de modo que Ilim —fi’u = 0. Las correspondienies distancias se comparan de igual

T—1 Fdh (51’:)
manera a escala pequenia y en direcciones apropiadas, es decir, para = € {0,1) v s > 0 se
tiene que dy(z, v +is) = Fy, s y dy{z,© +is) = Fy,s si s es suficientemente pequefio. El
siguiente ejemplo muestra que se puede tomar el comportamiento de s tan grande como

k(1 —z). Sea z € (0,1). Calculamos

llog (\/1 —a? + s(m))
dy{z,z + is(z)) 2 V1 —z2 — s{z)
a—1 dpfz,z +is{z))  =—1

lim = lim
2,
—log | 1+ 5(2)
2 V-7 5 (w) — s(a)

con 5(z) = k(1 - z) y k¥ € R. Entonces

( 2kv1 — =z )
. log [ 1+
. dp(z,z+1is(z)) Vidz—kvVl—z
im - = lim =0
ool dp(z, @+ is(z)) =1 e
log {1+ :
V)22 —k

d
Por lo $anto, inf u(Pa) 0.

pach di(p,q)




Corolario 4.3

o dT0). T@) _

reAwt(d)  dg(p,q)
g€l

DEMOSTRACION

Sean {p,} vy {g.} sucesiones en un didmetro de Iy sea {7, } una sucesién de automorfismos
del disco unitario tal que, para cada n € N, T,,{p,) son puntos de un didmetro tal que

el segmento Ty (pn)T,(g,) sea perpendicular al didmetro y, ademds, 1im, . Tn(pn) =1y

lim,, oo Trni{gn) = 1.

Tﬂ
ST Ty
/ \\ ) / \\
f‘( \ :f qn \§
G ! ! Sy
‘\ 4y o p, \ 0 o, l

Entonces tenemos que dg(pa, ¢n) = dn(pa, ¢.) para todo n € Ny ademés como la métrica

hiperbdlica es invariante bajo transformaciones de Mobius obtenemos

1)11{ dH(Tn(pn)v TH(QR)) — inf dH(Tn(pn)a TH(QH)) _ ’llf dH(Tn(pn)u Tn(qn)) =0
n dr (pm (In) " dp (pn: QR) n dh(Tﬂ (p-n): TH(QT‘L)) .

0
Como consectiencia de este corolario, vy como T es invertible, podemos decir que no

existen constantes ¢; y ¢z tal que

CQdH(T(p)T(q)) < dH(p, Q) < CldH(T(p)?T(QD

para toda T transformacién de Mobius.

El corolario anterior descarta la existencia de una una versién invariante del Lema de
Schwarz, sélo se tiene la versién normalizada que es consecuencia de la invarianza bajo

transformaciones de Mobius de la méirica de Poincaré.
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Teorema 4.4 (Lema de Schwarz normalizado) Sea [ : D — D, una funcion analitica

talque f(0) = 0. Enfonces
du(f(2),0) < dn(z,0)
du(f'(0),0) <1

donde las igualdades ocurren siy sélo si f{z) =cz con |c| = 1.

DEMOSTRACION

Directa, pues dy (f(0),0) = d(f(0),0) y du{f"(0},0) = dn(/('0),0).
0

A continuacion veremos que los resultados anteriores también son vélidos en dominios
mas generales,
Teorema 4.5 Sea O un dominio convezo y acotado del plano complejo. Entonces

dy < 2ds.

Para la demostracién de este resultado, necesitamos el siguiente teorema.

Teorema 4.6 (Koebe) Sea ) un dominio convezo y acotado. Entonces para todo w € €2

1 1
LI 7 <
2dg(w) = fiu(Q)(w) = dg(w)

donde do(w) es la distoncia euclideana de w a 002 y Fy, es la forma infinitesimal de la

métrica de Poincaré en ().

Para la demostracion del teorema de Koebe ver [7].

DEMOSTRACION TEOREMA 4.5 Sean w € 2 y D el disco de centro w y radio do(w).

Entoneces podemos decir que para todo 8 € |0, 27]

Faioy(w, €) < Fuyimy(w, ) = Fyy oy (w, ) = g

y, por lo tanto, dg < 2d,.




Teorema 4.7 Sea 2 un dominio convexo y acotado del plano complejo. Entonces

dg(z,w)

CETD .
RIS dh(ZJ w)

DEMOSTRACION

Sea p &€ JQ un punto de tangencia para la recta L y sea z(s) € £ un punto tal que la

recta gue contiene a z y a p es perpendicular a L. Llamamos s al largo del segmento z(s)p.
Definimos a(s) y b(s) los puntos de interseccidn de L con 9€. Sea w{s) un punto entre

z(s) v b(s) y sea g(s) la distancia entre z(s) v w(s).

Es claro que, lim, 4 Tg(_)s—(ﬂ =0y lim, L R 0. Por el Teorema de
51 — 218

la(s) — z(s)|
Koehe, tenemos que si s es suficientemente pequeilo, entonces Fy, {z(s)) ~ —. Del mismo
8

modo, se tiene que

nele)wis) ~ [ (et =1

Ademas, dg(z(s), w(s)) = %10{; (z((j)) : 2%3 zg; : Z((j))) Observamos que
14 90s)

w(s)—a(s) 2(s)—als)” " z(s)—als) _z(s)—als) [ gls) a(s)

wls) bs) " As) B, g0 - St () (S )
z(s) — b(s)

Entonces

dp{z(s), w(z)) = ;log (1 - (S)-q(s)a N Z(S)g (S)b(s) + ) ;

y, por lo tanto,

lim du{z(s), w(z))

) o)
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5. Distorsion

Fs importante el estudio del comportamiento de la métrica de Hilbert bajo funciones
analiticas y aunque, como vimos en e} capitulo anterior, no se puede dar una compara-
cién para el conjunto de todas las transformaciones de Mdbius, si existe un teorema de

distorsion para transformaciones analiticas.

Teorema 5.1 Sean 1 y QU dominios convexos acotados en el plano complejo y sea f -

Q) —— g funcion analitica. Entonces para todo ¢ > 0,
du(f(2), fw)) < edn(z,w) <= Fau (f(2), Df(2)V) < cFy, (2, 7).

DEMOSTRACION
Supongamos que dyff(z), f(w)) < cdp(z,w). Entonces

du(f(2), f(2) + hDf(2)(V)) _ Aulz,z + h)
h - h

v, haciendo tender A a 0 obtenemos
FdH (f(z): Df(z)??) < CFdH (Z, _’l?)

Reciprocamente, supongamos que Fy, (f(2), Df(2)7) < cFy,(z, 7). Consideremos v la

curva geodésica que une z con w en £2y. Asi, se tiene que

du(z,w) = /F(z,?)fﬂfz[

¥

. - -1 u -1 W ? M
a /f(v)PdH(f () DI () DI )))lDf(?')l
1 w 2)(W ﬂ
= cff("f)FdH( DI ))IDf(?N
L w. D]
> it /MEJH( P55

= du(f(2), f(w}).

o
ot
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