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Resumen

Il propdsito de esta tesis es completar y extender en ciertos aspectos el estudio
iniciado en [6]. Consideraremos la clase de funciones que satisfacen

sup(1l — 'rg)?crf‘g(fr) < 2,
TERR

donde [£| =1

(1) = Refe?s;0)} - § [ {LUINT
are(r) = Re (ré)} — = JIm , :
2 Fré)

Obtendremos un resultado sobre convexidad hiperbélica para las imdgenes de
funciones en esta clase y usaremos esto para establecer otras propiedades. En
particular, vamos a demostrar que la funcién L(z) es, esencialmente, la tnica
funcion univalente no acotada en esta clase con f”(0) = 0, un problema abierto
planteado en [6]. Por otro parte, derivamos una serie de teoremas de distorsién
asociados al operador oj¢(r). Por dltimo, daremos una condicién suficiente para que
f(D) sea un disco de John.
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1 Introduccién

Las funciones analiticas f : D =  han sido sujeto de estudio en el tiltimo siglo,
en particular las funciones univalentes. Dentro de las funciones univalentes se estudia
principalmente la clase S, las funciones univalentes con la normalizacién f (0)=0vy
f'{0) = 1. Cualquier funcién univalente se puede llevar a una de esta forma mediante
un cambio afin af + b.

Una de las propiedades de esta clase es ser cerrada hajo una serie de OPEraciones
o transformaciones como

(i) conjugacion g(z) = f(z);
(i1) rotacién g(z) = e f(e¥z);

(ili} dilatacidn g(z) = 1 f(rz), donde 0 < r < 1;

T or

(iv) raiz cuadrada g(z) = \/f(22);

(v) transformada de Koebe

F&) = fa).

M= o)
(vi) valor omitido, si w ¢ f(D) )
_ wf(z
g(z) - w—f(z)'

Es decir, si f € 5 cada uno de los g definidos arriba estdn en S.

La funcién de Koebe -

(1-2)*

que lleva el disco unitario en la regién C \ (—oo, —1/4], resulta determinante en la
clase S y exhibe un comportamiento extremal en muchos fenémenos geométricos
y de distorsién. Por ejemplo, si para f € S escribimos su serie de potencias,
f(2) = 24+ a2* + -+, entonces |az] < 2 v |ag] = 2 s6lo si f es una rotacién de
la funcién de Koebe. De esta desigualdad se deduce el Teorema 1/4 de Koebe que dice
que la imagen f(D) de una funcién f € S cubre un disco en torno al origen de radio
1/4, y si no cubre ninguno de radic mayor entonces f es una rotacién de K.

De la desigualdad |ap| < 2 y usando (v) se obtienen teoremas de distorsién para la

clase S, por ejemplo

K(z) =

o4
Tl

ey 22
fiz) 1—ef?




De esto se obtiene el teorema de distorsién de Koebe
K'(—z)) < |f'(2)] < K'(l2]),
e integrando apropiadamente obtenemos
K(=jzl) < [f(2)] < K([z]).

En cunalquiera de estos casos la igualdad se alcanza para algin z # 0 si v solo st f{z)
es una rotacion de A'(z).

En la misma linea de la desigualdad original estd la conjetura de Bieberbach, (que fue
demostrada recién en 1985 por Louis de Branges. Esta dice que si f (2) = 2+apz®+- -
esta en la clase S entonces |a,| < n para todo n > 2. Nuevamente la funcién de Koebe
es extremal ya que si |a,| = n para algiin n, f es una rotacién de ésta,

Otros resultados sobre funciones umivalentes y algunas demostraciones de los
resultados anteriores se encuentran en [4].

Para funciones analiticas [ localmente univalentes se define la derivada Schwarziana

o PN 1 ()Y
2z z
sce- (52) -1 (52)'
['(z) 2\ f"(z)
que tiene la propiedad de que S; = 0 si y sélo si f es una transformacién de Mobius

az + b
cz+d

I(z) =
y tiene una regla de composicién o regla de la cadena dada por
Spog = Sy o 9(9’)2 + 5.

Estas dos propiedades muestran que la derivada Schwarziana es invariante bajo
composiciones por la izquierda con transformaciones de Mobius. Asi se pueden
normalizar las funciénes de forma tal que f(0) = 0, f/(0) = 1, y F"(0) = 0 sin
cambiar el valor de su derivada Schwarziana.

Un aspecto interesante de este operador es su relacién con las ecuaciones
diferenciales lineales de segundo orden. Si p es una funcién analitica y consideramos
U1 ¥y Up dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién u” + py = 0, entonces
la funcién f = uy/uy tiene Sy = 2p. Més atin, si S, = 2p entonces ¢ = T o f donde
T es una transformacién de Mobius. La relacién funciona en ambos sentidos va que
dada f con 5y = 2p la funcién u; = (f')7/% es solucién de v’ +pu = 0y up = u/f
es otra solucién, linealmente independiente de u;. Si ademds f esta normalizada por
f'(0) =1y f"(0} = 0, entonces u; es la solucién con condiciénes iniciales u;(0) = 1 v
u1(0) = 0.




En 1949 Nehari demostré que si f es univalente en el disco unitario entonces
(1= 121155 (2)] < 6,
v a su vez, que si f es analitica, localmente univalente v
(1= 12718, (2)| < 2 (1)

entonces [ es univalente en el disco unidad. Este tltimo resultado define lo que
se conoce como la clase de Nehari (N), una importante subelase de las funciones
univalentes. En los resultados anteriores ambas cotas son 6ptimas como muestran la

funcién de Koebe que tiene Si(z) = —6/(1 — 22)? v las funciones
, 14+ 2]
1= 2] e
1-=2

que cumple (1 — [2[2)2[Sy(z}| < 2(1 + ¢?) y toma algunos valores infinitas veces en
el disco. Otra funcién interesante, extremal para muchos fenémenos de la clase de

Nehari, es
1+=2

1—=2

L(z) = %log

que lleva el disco unitario en la franja T = {w : {Im w| < 7/4} y tiene
Si{z) =2/(1 — 2%

La regla de la cadena, junto con el lema de Schwarz y el hecho de que las
transformaciones de Mdbius tienen Schwarziana igual a 0, nos muestran que la clase
N es invariante bajo precomposicién con automorfismos del disco. De hecho, si ¢ es
un automorfismo del disco y f € N, tenemos

(1= {21810 (2)] = (1 = 218 (0(2)) (0" (2))? + 5, (2)]
= (1= lo(2)|"){S;(o(2))] < 2.
En 1962, Ahlfors y Weill mostraron que si f es meromorfa v satisface la condicién
(1~ (21?18, (2)] < 2t (2}

para 0 < ¢ < 1, entonces ademds de ser univalente tiene una extensién cuasiconforme
a la esfera y f(ID) es un cuasidisco. Ademds del resultado en si, se dio origen al estudio
de esta nueva condicidn, y a una coleccién de subclases de la clase de Nehari: las
funciones analiticas y localmente univalentes que satisfacen la condicién (2), a las que
llamaremos N;. En este ambito se presentan las funciones extremales

1 (1427 (1 = 2)VI7
VI =t (14 2)V1=E 4 (1~ )Vt

3

Az(z) =




para —1 < { < 1, que tienen
2t

(1— 222

Usando la relacién entre la derivada Schwarziana y las ecuaciones diferenciales,
Chuaqui y Osgood establecen en 1993 una serte de cotas de distorsién para las funciones
normalizadas de la clase de Nehari, asf como para las de las clases &V, demostrando
que si f es analitica en I con f(0) =0, f{0) =1 v f”(0) = 0 se tiene:

SA: (Z) =

(i) si f &€ N entonces
A (=) < 1£(2)] < L(J2)).

A0 < 7)) < L),
(i1} si f € N; entonces

A(l2]) < 1£(2)] < Au(l2]),

AT (l2) < [F(2)] < AL(l2]),

y si se alcanza la igualdad para algin z # 0 entonces f es conjugada por rotacién de
L, A_y o A, segiin corresponda.

Siguiendo la misma linea, Chuaqui y Osgood demuestran en 1994 que bajo las
mismas normalizaciones

(i) si f € N entonces

| 20 172

f& 7 1=12 L(z])’
(ii) si f € N; entonces

f"(=) 2tiz] _ Al(l2)

P~ 1=l A2y

Con respecto a la clase de Nehari, en 1984 Gehring y Pommerenke demuestran que
si una funcién f es meromorfa en el disco y (1-12{%)2|S(2)| < 2, entonces f tiene una
extensién esféricamente continua a D y f(D) es un dominio de Jordan o f=TolLoo,
donde 7" es una transformacién de Mdbius y ¢ un automorfismo del disco. Més aun,
sizg € 0D y f(zg) # o0, entonces

|f(rz0) = f(z0)] = Odist(f(rz0), f(D))'/?), al r — 1.

Esto se puede interpretar como que la frontera de la imagen en f(zq) no tiene cispides
externas de orden mayor que 1/2, el equivalente a dos circulos tangentes.

En el caso excepcional, cuando f(ID) no es un dominio de Jordan, sabemos que
f = T oLoao, de donde se deduce que a lo large de la geodésica hiperbélica
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v =0 ([0,1)) tenemos (1 — |z[*)?|S;(2)] = 2. Por lo tanto, si (1 — [2{)?]Ss(2)] < 2
entonces f(D) es un dominio de Jordan.

Si ademds de que f € N se tiene que f”(0) = 0 entonces el teorema de Gehring y
Pommerenke implica que o bien f =1 o Lo ¢, donde ¢ es afin v & una rotacién, o f
tiene una extencién a D y existen constantes M, v M, tales que

1
= <o log L) v eB

|f(re?) — f{e')] < My dist(f(re®), AfMN)?, 0<r<1, 0<8<2r

Existen otras condiciones sobre la derivada Schwarziana o la derivada pre-Schwarziana

fh’(z)
Pi(z) =
f'(z)
de una funcién analitica y localmente univalente f que también garantizan la
untvalencia de f, por ejemplo

sup|Sy(z)| < 7%/,
zeld

sup(1 — |2*)|54(2)] < 4,
2D
3‘25(1 — |2|*)]Ps(2)] < 1.

Estas condiciones son éptimas y han sido estudiadas obteniendo algunos resultados
similares a los de la clase de Nehari.

Finalmente, sea f localmente univalente en I, y sea £ € 9. Se define

o1(r) = Re{€25,(r€)} —  [ImEPy(r)}F.

Esta cantidad, aun cuando complicada en aspecto, aparece de manera natural al
estudiar el médulo |u] de soluciones de la ecuacién v’ + (1/2)S;u = 0. Esto queda
de manifiesto en (3] y en [5]. En base a esto, Kari y Per Hag consideran en [6] una
clase mds general que la clase de Nehari, definida por la condicién

sup(1 — TQ)QUM(T) <2, (3)
ZED ..

para la cual establecen, entre otras cosas, un andlogo parcial del teorema de Gehring
y Pommerenke y una condicién suficiente para que f(D) sea un disco de John.
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El propésito de esta tesis es completar y extender en ciertos aspectos el estudio
iniciado en [6].  En particular, vamos a demostrar que la funcién L{z) es,
escencialmente, la tnica funcién univalente no acotada que satisface (3) y f(0) = 0,
un problema abierto planteado en [6]. Por otro parte, derivamos una serie de teoremas
de distorsién asociados al operador gs¢(r). Por dltimo, daremos una condicién
suficiente para que f(ID) sea un disco de John. Esta condicién es en parte geometrica
v su aspecto analitico generaliza la condicion establecida en [6].




2 Resultados Preliminares
Empezaremos esta seccién dando algunas definiciones geométricas.

Definicién 2.1 Un dominio acotado y simplemente conezo G se dice un dominio
de John si eziste M tal que, para ¢ y b € G tales que el segmento que los une

estd contenido en G,
diarm H < Mla - b

donde H es la componente de menor didmetro de G\ [a, b,

Esta definicién se puede interpretar geométricamente como que si G es una curva
de Jordan suave a tramos entonces (G es un dominio de John si v s6lo si no tiene
ctispides exteriores (de dngulo interior 0).

Definicion 2.2 Un dominio simplemente conexo G se dice lincalmenie conezo si
existe M tal que todo par de puntos wy y wy, € G se pueden unir por una curva

vC G con
diam Y < Mfwl — U)QI.

Esta definicién se puede interpretar geométricamente como que si G es una curva
de Jordan suave a tramos entonces G es linealmente conexo si y s6lo si no tiene cuspides
interiores (de dngulo interior 27).

Definicién 2.3 Una curva de Jordan J es un cuasicirculo si eziste M tal que para
todoaybe J

diam J(a,b) < Mla — b}
donde J(a,b) es el arco de J entre a y b de menor didmetro. A la regidn encerrada
por un cuasicirculo la llamaremos cuasidisco.

Geométricamente, esta definicidn es equivalente a que una curva de Jordan suave
a tramos es un cuasicirculo si y sélo si no tiene cispides internas ni externas. Aqui se
puede observar otra caracterizacién de cuasidisco: un dominio G es un cuasidisco si y
solo si es un dominio de John linealmente conexo.

Otras caracterizaciones de dominios de John, dominios linealmente conexos o
cuasidiscos se pueden encontrar en [7].

En 1996 Chuaqui, Osgood ¥ Pommerenke demuestran que si f esta en la clase de
Nehari y f(D) es un disco de John, entonces f{D} es un cuasidisco. Asi inician el
estudio de la relacién entre la clase de Nehari y los discos de John, v establecen que si
[ esta en la clase de Nehari y cample la normalizacién f(0) = 0, f(0) = 1y f7(0) =0




entonces son equivalentes:

(i) f(D) es un disco de John;

(ii}
. 2 _f"(z)}
lim su — |z[*)Re ;
izluﬂp(l |z14) e{z.f,(z) < 2
(i} )
limsup(l — |z|%) ! (:)l < 2.

J'(z)

En 2001 Kari y Per Hag contindan con este estudio y dan una condicién necesaria ¥
una suficiente sobre la pre-schwarziana para que f sea un disco de John. La condicidn
suficiente viene del Teorema 3.7: Si f es analitica, univalente en ID Y

|z]—1

im — 1212\Re Zf"(z)
el e 5 | <

entonces f(D) es un disco de John.

En el mismo trabajo Kari y Per Hag se basan en la demostracién del teorema antes
mencionado de Gehring y Pommerenke para considerar una nueva clase de funciones.
Para entender el origen de esta clase, y por qué serd de utilidad mds adelante, daremos
un esquema de la demostracién de dicho teorema.

Sea f € N normalizada por f”(0) = 0. Se considera, para cada €l =1,

et —1
et+1°

h(t) =¢ L‘GT:{w:-g<Imw<g},

y se estudia la funcién g(t) = f o h, que tiene
1
Re(S,(0)} = —5 + 7(1 - 7)) "Re{€S, (rE)} < 0

donde r = |h(?)|. Se introduce la funcién v(t) = |g{t)|~/2, que, excepto donde g tiene
un polo, satisface " — pv = 0 con '

plt) = ~Re(S,(1)} + - [Im { %%}] >0

Analizando esta ecuacién, junto con la condicién f”(0) = 0, se obtiene que v es convexa
y positiva en todo R y tiene un minimo absoluto en ¢ = 0, lo que implica que g no
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tiene polos. Aqui la demostracién se separa en dos casos. Primero, si v'{tg) = 0 para
algiin i > 0, por la convexidad de v se obtiene que Re{g”/¢'(t)} = 0 para 0 < t < #,.
Por otro lado, de (1) y p > 0 se obtiene Im{g"/¢'(t)} = 0, por lo que g"(t) = 0y
g = foh es una transformacién de Mobius. Esto quierce decir que f = 1o Lo, donde
Y es afin v o una rotacién.

El otro caso, si f no es como arriba, existe o > 0 tal que v'(t) > o para todo t >
v para todo &, de donde se obtienen las cotas de distorsién buscadas.

Basdndose en esta demostracién, Kari v Per Hag consideran la condicién p{t) > 0,
sin que f esté necesartamente en la clase de Nehari. Esta condicién esta dada a través
de la funcién g ahi definida v al escribirla en funcién de f se obtiene la condicién

sup(1l — TQ)QJM(T) <2, (4)
zeld

donde |€] =1y

01(r) = Re{€8;(r€)} — % {Im {fj}((:g } } -

Esta condicién define una clase de funciones que llamaremos la clase de Nehari-Hag
(NH). Esta clase es méds amplia que la clase N va que

o1elr) = Befg?syr0) - § [im { 20O < 5,y
| 2 Freyfp =
Ademds, es invariante bajo rotaciones del disco ya que la condicién toma el supremo
sobre todo |£] = 1, y bajo post-composicién con funciones afines va que ¢éstas dejan
invariante la pre-Schwarziana, luego también dejan invariante la Schwarziana Y Ofg.
ks importante observar que esta condicién no implica univalencia, como veremos en

la Seccién 4.
Kari y Per Hag demuestran un equivalente al teorema de Gehring y Pommerenke,

la Proposicion 5.3: 5i f : D — € es univalente en D con f"(0) =0 y

sup(l — 'r2)2af,£(r) < 2
zeDl

dondez = v, r € [0,1) y |¢| = 1, entonces se cumple una de las siguientes condiciones:
(1) Q@ = f(D) es no acotado;

(i) f tiene una extension continua a D y existen constantes M, y My tales que

(2) = £()] < A, (log -—3~)_§

=]
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para 2,2 €D y
|F(r€) — F(E)] < Myldist(f (r€), 00)].

La demostracion de esta proposicién sigue la demostracién de Gehring v
Pommerenke, definiendo las mismas funciones y obteniendo de la misma forma que v
es convexa v positiva en todo R, y que tiene un minimo absoluto en ¢ = 0. Aqui la
demostracién cambia ya que no se puede afirmar que Im{g”/¢'()} = 0. La
demostracion ahora se separa en dos casos. El primero, si p(t) = 0, + € R. para
algin £. En este caso v es constante v de esto, junto con propiedades de las funciones
univalentes, se obtiene que f es no acotada.

En el otro caso, si para todo & existe algin ¢ tal que p(t) > 0, se deduce que existe
a > 0 tal que v'(t) > « para todo £ >t y para todo £. Desde aqui se vuelve a seguir la
demostracién de Gehring y Pommerenke para obtener las cotas de distorsién buscadas.

Kari y Per Hag plantean esta nueva clase NH como la apropiada para estudiar la
relacién con discos de John, y demuestran el Teorema 5.7: Si f: D — C es andalitica
y localmente univalente con f"(0) =0 y

sup(1 — 72)204 £ (r) < 2,
€D

entonces 2 = f(D) es un disco de John.

Otra linea que se ha relacionado con la clase de Nehari y con las funciones
univalentes en general es el estudio de la métrica hiperbélica. En el disco unitario
la métrica hiperbélica, también conocida como métrica de Poincaré, tiene por densidad

1
IR

La distancia hiperbdlica entre dos puntos.estd dada por

)\D(Z)

di(21, 22) = mﬂle/T)\D(Z)ldﬂ = m;n/;——l I_Tllg,

donde el minimo se considera sobre todas las curvas v C D que unen z y zo.

Como Ap es una funcién radial, es facil ver que para z; = 0 el minimo se alcanza
integrando sobre el radio correspondiente a z,. Ademas, del lema de Schwarz se obtiene
que los automorfismos del disco son isometrias hiperbélicas. Estos dos resultados nos
muestran que el minimo de la definicién se alcanza en el arco de circulo que une z; y
zy ¥ corta el circulo unitario de forma ortogonal.
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También se estudia la métrica hiperbélica de otros dominios, en particular de
2 = f(D) donde f es conforme. En dominios Q simplemente conexos, la métrica
de Poincaré se define imponiendo que sea un invariante conforme. Esto fuerza a que

1
1— |z

Aalf D)) = Aplz) =

Del lenta de Schwarz v el teorema 1/4 de Koebe se obtienen las desigualdades

__lm_ < A (7) < _lm__
4d(z,0Q) = " = gz, a9)
donde d(z, 9Q) es la distancia euclidiana de z a la frontera.

En esta linea Chuaqui v Osgood demostraron en [3] que cuando f esta en la clase
de Nehari y /"(0) = 0, entonces existe un ¢ > 0 tal que |V log Aq(w)| > clw|Aq(w)!/2.
También demostraron que si f es acotada v esta en la clase de Nehari, entonces Aq
tiene un tnico punto critico.

Una funcién ¢ real definida sobre { se dice hiperbélicamente convexa si para toda
curva geodésica w = w(t} arcoparametrizada en la métrica hiperbélica, d(t) = p(w(t))
es una funcién convexa en el sentido usual.

Chuaqui, Osgood y Pommerenke dan una caracterizacién de la clase de Nehari
mediante su métrica hiperbélica demostrando que para f meromorfa y univalente en
D son equivalentes:

(i) f estd en la clase de Nehari;

(ii) para todo o > 1/2 la funcién AT(qy €s hiperbélicamente convexa para toda
transformacion de Mobius 7.

En el mismo teorema se dan otras condiciones equivalentes, similares a (ii), que seran
omitidas.
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3 Resultados

Vamos a considerar las funciones analiticas f : D — §) localmente univalentes con
fM0)=0y
sup(l — r*Y20;(r) < 2.
zel
A esta clase de funcidnes la llamaremos N H*. Al igual que NH esta clase es cerrada
bajo rotaciones del disco v bajo post-composicién con funciones afines.

Definicién 3.1 Una funcidn @ : Q@ — R se dice radialmenie h-convera con respecto u
wy 81 p{t) = w(w(t)) es conveza en el sentido usual para toda curva geodésica w = w(t)
con w(0) = wy arcoparametrizada en la métrica hiperbélica.

Una funcidn ¢ : D — R se dird radialmente h-conveza si lo es con respecto al 0.

Afirmacién 3.1 Sea f : D —  une funcidn de Riemann. Entonces w: 2 - R
es radialmente h-conveza con respecto a wy si y sélo si go f: D — R radialmente
h-conveza con respecto a f~ H{wy).

Demostracién: Por ser f mapeo de Riemann, z = z(s) es un segmento geodésico
hiperbolico arcoparametrizado si y sdlo si w(s) = f(z(s)) lo es, luego
¥(s) = wo f(z(s)) = p(w(s)) = ¢(s) por lo que %" (s) > 0 si y solo si ¢"(s) > 0.

Proposicién 3.1 Si consideramos la region Q = f(D), con f € NH*; entonces
)\51}/ 2('w) es radialmente h-conveza con respecto a wy = f(0).

Demostracién: Debido a la Afirmacién 3.1 verificar la h-convexidad radial de \Y/ {w)
respecto a wy = [f(0) es equivalente a verificar la h-convexidad radial de

hi(z) = M2(f(z)) = 1/\/(1 — [2[))|f'(2)! con respecto a 0. Como la clase NH*
es cerrada bajo precomposicién con rotaciones del disco, y para g(z) = f(€z), €&l =1,
se tiene que hs(z) = hy(€7'2), para verificar la h-convexidad radial con respecto al 0
de fis(2), con f en esta clase, basta verificar que /,(z) es h-convexa en [0,1) para toda
g en la clase.

La arcoparametrizacién de [0, 1) debe cumplir 2/()/1 — 2%(#) = 1, de donde

a2 d d, do, d, d o dT 2 d ) d

Por otro lado #'/h = (logh)' = /(1 — 2?) — LRe{f"/f'}, de donde
(1 -2 = (:rh - %h(l — z°)Re { J;’((j)) })
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—hah - % {wQ:chRe { J}((j)) } + {1 = 2%l Re { ); ((:)) } + h(1 — z%)Re {"f”(a:) H

o (orZae 2 ) ()]
. ( 1_;17_) N (1 _; %) {Re{ Spl %Im { );,,((:)) }ZD

., (2 ~ (1= 2%y, (:::)) |

2(1 — a?)

Luego , -
g (ete) = hy |1 - Lo ] 5)

ds?

Volviendo a nuestro problema original, si tenemos JiD - Qcon f"0)=0y

F

sup(1l — TQ)QJLE(T) <2
zelD

entonces

d? d? (1 —7%)2a,,(r)
T ) = Zahy(r(e) =y [1 - >0,
lo que demuestre la Proposicién 3.1.
El la Proposicién 5.3 de [6], a diferencia del teorema analogo de Gehring y

Pommerenke, se deja abierto el problema de clasificar las funciones no acotadas.
Veremos que las funciones no acotadas de esta clase son una transformacién afin de

rotaciones de L(z) =  log 12,
Teorema 3.1 Si f € NH* es univalente y Q = f(D) es no acotado, entonces

f(z) = al{é2) +b.

Demostracién: En la demostracién de la Proposicién 5.3 de 6] se ve que las
funciones no acotadas son las que cumplen pe(t) = 0 en [0,00) para algin |¢] = 1,
lo que es equivalente a (1 — r%)%04¢(r} = 2 en [0,1) para algin |¢] = 1.

Consideremos g(z) = f(£z), que es de la misma clase v cumple
(U = mPaga(r) = (1 ~ m)2(r) = 2, por lo que tenemos
(1= 2% ghy) = he{ZUzEeel®) — 0. Luego como ¢"(0) = f7(0) = 0 y

Lhy(z) = hy(x)[z/(1 — 2?) — 1/2Re{g"/g'}] tenemos Vh,(0) = 0y Lh, = 0 en
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[0,1). Como h, es radialmente h-convexa y Vh,(0) = 0, en cada radio he(0} es

o

un minimo absoluto, por lo que es un minimo absoluto en el disco. Como para

z € [0,1) vimos que £, = 0 tenemos que he(x) = hg(0) es un minimo absoluto

en todo el segmento. Por esto Vhy(z) = 0 para 2 € [0,1). Por otro lado tenemos
log hy = —1/2log(1 — [2[*) — 1/21og |¢'(2)| de donde Vh,/h, = m —¢"/4¢'. Para
z € [0,1) tenemos ¢"/¢'(z) = 2x/(1 — 2?) = L"/L'(x). v por continuacién analitica
g"/g'=L"/L en D. de donde

log ¢'{z) = log L'(z) + ¢,
g'(z) = al'(z),
9(z) = al(z) + b,
luego f(z) = aL(£z) + b. Esto demuestra el Teorema 3.1.

En analogia con la condicién dada por Ahlfors vy Weill y las clases Ny, para la clase
NH consideremos la condicién

sup(1 — r%)2; ¢ (r) < 2t (6)
zeD

con ¢t € (0,1) y llamemos a las subclases de NH dadas por esta condicion NH,.
Andlogamente llamaremos NH} a la clase de funciones de NH, con la normalizacion

7"(0) = 0.
Teorema 3.2 (i) Si f € NH*, entonces

f7¢r) 2r _ LM'(r)
Re{efen | < 1o = T @
(ii) Si f € NH}, entonces
f(€r) 2rt _ Al(r)
el e | < 1 = ey R

La cota en (8) no es exacta, en la demostracién se da la cota exacta pero no es tan
explicita. Si consideramos ademds la normalizacién f(0) = 0 y #(0) = 1 podemos
obtener algunas cotas sobre f y f'. Debido a que la postcomposicién con funciones
afines deja invariante tanto f”/f como la condicién f7(0) = 0, la clase NH! es
invariante bajo estas composiciones y cualquier funcién de esta clase puede ser
normalizada sin problema, manteniéndose dentro de N H;.
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Teorema 3.3 Sea [ analitica en el disco con f{0) =0, f'(0) = 1.
(i) Si f € NH*, entonces

[f' ()] = L'(|z]) (9)
Y
£ (=)} < L(]z]). (10)
(i) Si f & NH, entonces
e < Alz)) (11)
Y
F(2] < Adlz]). (12)

Para la demostracién de estos dos teoremas necesitaremos el siguiente lema.

Lema 3.1 Sea u : [0,00) — R una funcidn C? tal que satisface v”" — cu > 0 con
condicion inicial u(0) =1 y w'(0) = 0 donde ¢ > 0. Entonces

(i) v'/u > w'/w,
(i) u > w,

donde w es la solucién de w" — cw =0, w(0) = 1, w'(0) = 0.

La solucién w del lema es cldsica; para ¢ > 0

e\/Es + e~ Vs

w(s) = ———
2
es claramente no negativa en [0, 00), al igual que su derivada
c
w'(s) = %(eﬁs —eVe),

Para ¢ = 0 tenemos la solucién trivial w(s) = 1.
Demostracion: Sea v = u'w — uw’, entonces v(0) = 0 vy v'(s) = v'w — ww” =
w(u” — cu). Como w > 0 para s € [0,00) y v — cu > 0 tenemos que v'(s) > 0, lo que
junto con v(0) = 0 nos da v(s) > 0 para todo s € [0,00). Luego w'w > uw' v mientras
u sea positiva, lo que sucede al menos en una vecindad de 0 ya que u(0) = 1, tenemos
w' [u > w'/w, es decir 1) . Integrando este resultado tenemos

5 s
logu = / u'fu > / w'/w = logw
0 0
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y por la monotonia del logaritmo obtenemos u > w, es decir (ii), mientras u > 0.
Pero como w > 0, y mientras u > 0 se tiene que u > w, entonces u > 0 para todo
5 € [0,00), y se tendrd que (i) y (ii) se cumplen para todo s € [0, 00).

Para el caso ¢ = 0, (1) se obtiene de la misma forma mientras que (ii} se obtienc de
w'(s) = v(s) > 0 lo que junto con u(0) =1 nos da u(s) > 1 = w(s).

Demostracion Teorema 3.2:  Considerando As(z(s)) como funcidn de
s = jlog . arcopardmetro hiperbélico de [0,1). v u = lg(s)/h(0). que
cumple u(O) = 1 v «(0) = W(0)/h;(0) = 0, (6) junto con (5) nos dice que
;;3 (s) = hf (r(s))/he(0) = (1 = t3hp(s)/hs(0) = (1 — Huls). Luego v cumple
las hlpotesm ‘del lema con ¢ = 1 ~ £. Por (5) tenemos

Ly _ Lh _ Lpe _a —r?)dp _,_Q —rﬁ)Re (r)

U h h h 2 fiin)y |-

Por otro lado, para ¢ # 1 tenemos que

d 2v/1—ts
s e -1
wo ! teg\/l_“zs +1
y si lo consideramos como funcién de r
S _ /—mmlﬁt(l—&r)m— AVt (1— ) Ay (r)
w (14 r)V=t 4 (1 — r)Vi-t

Por la parte (i) del lema tenemos que

Q=) [P _fu e
r- s R{fm}—d > &Y _ (1 a(r)

de donde

f”'r 27‘—21—15)4()
1—r2 '
Se sabe que A;(r) es convexa en [0, 1) por lo que aplicando el teorema del valor medio
obtenemos

Aulr)/r = A7) =2 A(0) =

FUr) L 2r=2(1—t)r 27t
%{fm}s T-r2  1-rt

de donde
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Para completar la demostracién, para cada z = &r consideremos g(z) = f&z),

entonces g'(z) = £f'(E2), 9"(2) = E2f"(€2) y ¢"/g'(z) = £f"/ f'(€z). Como la funcién
g € NH} tenemos
J"&r) } {9”(7') } 2rt
Re< & = Re < )
{ f'igr) g'(r) L—v?
Para ¢t = 1 aplicando la parte (i) del lema tenemos
o, d .,

o I A O 0 T N
r—1/2(1 ’)R({_—f’('f')}_ - > ” = {)

el Gt} ST

Considerando ¢g(z) = f(£z) como antes obtenemos

(i) i | < T

lo que concluye la demostracidn.

de donde

Demostracién Teorema 3.3: La normalizacién impuesta sobre f nos da
las condiciones iniciales para hy, ya que hs(0) = 1/\/(1—|O|2){f’(0)| = 1y

Pe(0) = he(0)[r/(1 — r?) — 1/217{6{]””/1“'(?")}]lT:0 = (0. Ahora podemos aplicar la
parte (ii) del lema a h(s) y obtenemos

Ja- i:lz)ff’(r)l =z vt =5 | () K Gj)j

de donde

, 4(1 — r2)v1-i-1
POl s a =

Para completar la demostracién consideremos para cada z = &r, al igual que antes,
9(z) = f{£z). Esta sigue estando en la clase NH; y cumple la normalizacidn, excepto
por ¢'(0) = £. Sin embargo al ser || = 1 la demostracién anterior se aplica a g sin
ningun problema, por lo que obtenemos

EN =171 (r)] = 14'(r)] < Ai(r).

()] = /0 fesyds

lo que concluye la demostracion.

S = Ar).

Ahora

< 17t < [ s = 4,
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Para ¢ = 0 podemos seguir la misma argumentacién obteniendo

2y

e < = = ()

e integrando

LmnzﬂU%wmsﬁlwm=mm

Lo cual completa la demostracion del Teorema 3.3,

A diferencia de Ia clase N, la clase NH no es invariante bajo composicion por
la izquierda con transformaciénes de Mobius. Esto hace que la condicién f7(0) = 0,
impuesta en los resultados anteriores, no resulte natural. Por esto, en los siguientes
resultados eliminaremos esta condicién, cambiandola por una de naturaleza
geométrica. Al tratar de enunciar un resultado similar al Teorema 3.2, nos damos
cuenta de que éste no se puede cumplir cerca del cero, ya que esto obligaria a que
f7(0) = 0. A continuacién, remplazaremos esta normalizacién por (13) para obtener
estimaciones cerca de la frontera.

Teorema 3.4 Sea f : D — Q analitica, localmente univalente. Si para un €] =1 fijo

[ et < oo (13)

’ limsup(1 — 72)20,¢(r) < 2t < 2 (14)
entonces - "

ﬁl}lj}lp(l — r?)Re { %%} < 2t (15)

Para la demostracion necesitaremos el siguiente resultado.

Lema 3.2 Sea u > 0 solucidn de v" + pu = 0 en [0,1) con w'(0) #£ 0 y tal que
fol u2(t)dt < o0, y sea v > 0 solucidn de v +quv =0 en [0,1), donde 0 < p(z) < ¢(z)
para € [zg,1). Entonces

limsup{—(1 — z)u'/u] < liTj}lp[—(l — )’ Ju). (16)

z—1

Demostracién: Utilizaremos un argumento similar a la demostracién del teorema de
comparacion de Sturm, pero sélo sobre el segmento [zg, 1) ya que tan sélo ahi tenemos
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la condicién p(z) < g(z). Para esto necesitamos que las condiciones iniciales (en )
de ambas funciones sean iguales.

Se sabe que si v es como arriba entonces #(z) fo u~*(t)dt es solucién de
w’ +pu =0 con %(0) =0y @'(0) = 1/u(0) > 0, hnoalmentc 1ndepend1ente de u. Si @
es la solucion de w” - pu = 0 con condiciones iniciales @(zg) = v(xy) v @' (z4) = v/ (x0)
entonces % = au + b = ula + b [ u ?{t)dt) donde @ y b son constantes. Como
W{xo) = v(zg) > 0, @ > 0 al menos en una vecindad de .

Consideremos w = @'v — v en [2g.1). Tnego wing) = 0 v @' = "¢ — 40" =
tv(g —p) > 0, mientras @ > 0, luego w > 0 para x en esta vecindad v i Ja > o' /e Si
continnamos el argumento cldsico, como en el Lema 3.1, veremos que w > v > (1, por
lo que el argumento anterior vale en todo [z, 1).

Por otro lado @' = w'(a + b f; v=(t)dt) +u(bu=?) v

bu=?
’ — ~f =~ > !
/et a+b [ u2(t)dt @iz oy
por lo que
, (1—z)bu=?
_(l—gs)u'/ug_(1—$)v/v+a+bf O (17)
y

limsup —(1 — ) /u < lim sup —(1 — 2)¢' /o + lim sup — - %) b”_Q
z—1 T ol z—1 Q-+ bfo dt

Veremos que

lim su (= z)bu
1 T
o1t bf, u=?(t)dt

con lo que el lema quedaria demostrado.

<0,

Como tanto » como i son positivas en [zg, 1), a + b [y u2(t)dt > 0 por lo que:
sib<0

_ -2
(1 ;’L‘)bu <0
a+b [ u?(t)dt ~
lo que dice directamente que
1 - x)bu=?
limsup (1~ z)bu < 0.

1 @+0h _[‘Dm U_2(i)dt -

Sib >0, tenemos en z que a > —b {;° u=?(#)dt por lo que

a+ bfx w2 (t)dt > b(/xu“Q(t)dt [ uw i ()dt) = b/;.: u”i(t)dt > 0
0 0 G

o
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para T > xp, luego

b b

7 < , < 00, 18
a+b [ u(t)dt b [ w(t)dt o (18)

0<

es decir tenemos que
)

a+b [ u)dt

esta acotado por ambos lados. Luego basta ver que limsup, (1 — #)u™2 = (),

Supongamos que Hmsup, (1 —2)u™2 = k > 0. Como Hm,_,, (1 — x) = 0 esto nos
dice que liminf, ,; «? = 0, por lo que hay algiin punto z;, ¢ [20,1) con o'(27) < 0, v
como u" = —pu < 0, v'(x) < 0 en todo [z1,1) y v es monStona decreciente v acotada
en este intervalo, por lo que lim,_,1{1—z)u~" existe y es ignal a k. Sea 0 < ¢ < k, porla

definicion de limite existe z, € [z1,1) tal que para x € [z, 1) se tiene (1—-z)u?(z) > ¢

luego
1 1
c
3 1 —Z

lo que nos lleva a una contradiccién.

Demostracién Teorema 3.4: Queremos aplicar el lema a la funcién hy definida
antes, que cumple ((1 —r?)h}) = hy[l — (1 —r2)%0;4(r)/2]. Como esta ecuacion tiene
término de primer orden no nulo, utilizando un método estandar la transformamos en
la ecuacién g"” + pg = 0 donde g = |f'(&r)|7Y2 y p(r) = 0,¢(r)/2.
Como limsup,._,,(1 - r?)%c5¢(r) = & < 2¢, existe rq € [0,1) tal que para r € [ro, 1)
se tiene (1—7%)207(r) < (2t +)/2 < 2t, Tuego p(r) = ay¢(r)/2 < t/(1 —r2)? = g¢(r).
Para ¢ < 1 la solucién de v" + gv = 0, v(0) = 1 y /(0) = 0 es conocida vy

fo v (t)dt = As(r) < M < co. Ademids

1 1
| o= [ 17 < oo
[¢] 0
con lo que se cumplen las hip6tesis del lema. Este nos dice que

s ~(1 = < mwp—(1 =)

o " — ) A
imsup (ke {80 < i up 14600
£

ﬁI}"lj}Up(l —r)Re {ﬁf%} < hlflfljlup%:% =t.
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Como lim,_,; (1 + r) = 2, podemos decir que

lirilj;lp(l —7%)Re {f;ﬁf((g))} l (1 +7) hrisllu)(l —7)Re {{J;’,’((g))} < 2t.

En el caso ¢ = 1la solucién de v"+gv = 0, 2(0) = 1y 2/(0) = O es w(r) = (1-12)1/2,
Jo v3{t)dt = N{r). Podemos seguir el mismo argumento obteniendo

limsup(l - »*)Re {f‘f”(&)} < 2.

r—sl fgr)
Teorema 3.5 Sea [ : D — Q analitica y univalente con drea de Q = f(D) finita. Si

limsup sup (1 — 7°)%0¢(r) < 2t, (19)
r—1 =1

entonces

(i)
lim sup (1 — r3)|f/(&r)| = 0,

r—}lll =1

(it) para todo £ con €] =1,
1
/0 [ {(&r)|dr < co.

Demostracién: Consideremos nuevamente la funcién ks(z) = 1/,/(1 — [22)[f'(z)..
Vimos en (5) que si consideramos s como la arcoparametrizacién hiperbélica del radio
[0, &) tenemos que

d [ N (1 — TQ)QO'J',E(T)].

hy(Er(s)) = :

La condicién (19) nos dice que existe un 7o < 1 tal que (1 — 72)%04¢(r) < a < 2 para
T > 1o y para todo &, por lo que para r(s) > ry tendremos que

2 a
—hillr(s)) 21— - >0

ds? - 2
Luego a partir de rq la funcién hy(z) es radialmente hiperbélicamente convexa.

La primera afirmacién serd que para cada || = 1 existe un r; > gy tal que
R(€ri) = 0, donde por R entendemos derivada con respecto a 7. Para demostrar
esta afirmacién por contradlccmn supongamos que existe un § tal que h%(£r) < 0 para
todo r > r¢. Sin perdida de generalidad podemos suponer que £ = 1. Para continuar
la demostracién necesitaremos el siguiente lema.
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Lema 3.3 Sea f : DD — Q univalente, entonces paru todo 2, y zo en D

['(z1)
f'(22)

donde dy(z1, 22) denote la distancia hiperbdlica entre estos dos puntos.

< exp(6 di(z, 22)), (20)

Demostracidn: Un resultado clasico sobre funciones univalentes en el disco es que

") 2 :
FERS ek e
de donde
f”(z) < 6
fzy 1=z
Como log |a| < |loga| tenemos que
['(z) f'(z1) = f(2) ’
oe | < Jos T < [ e
22 fﬁ'(z) 22 6Idz| B
Sfm 7(2) 'dz'gfn =~ 0o 2)

de donde se obtiene (20).
Continuando con la demostracién del Teorema 3.5, si h}(r) < (0 para todo r < 7y,
entonces hys(r) < hy(ry) de donde

¢
1—172

[F{r)] = (21)

con ¢ = hy(re) 2.
Consideremos la regién

_ g2
R= {rew:?">r1 :max{r0,3/4},[61<7r1 TT }

Esta regidn estd parametrizada de forma 1-1 por r v # en estos intervalos. Ademds en
esta regién se cumple

B . 16
0 lire'?do)| g

lo que, junto con (20) nos dice que | f'(re?®)| > |f(r)ie=".
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Si calculamos el drea de la imagen de R, usando la desigualdad anterior tenemos

que .
. v 1 11'5":-E

r’l}g = / lf’(z)!sz 2 / / )

. R Jry . —w}%

= [ 1R ot i

STy

() PFe " r dfdr

v usando (21) tenemos que

1 (:2
Ap > 6_127727(/ Sdr = oo,
p L—7

y como Ap < Ap < co tenemos una contradiccién.

Luego para cada I = 1 existe un ¢ > ry tal que A/ t(&re) = 0. Tomemos como
re = inf{r > ry : R}(&r) > 0}. Nuestra siguiente aﬁrmacmn es que si tomamos
Tt = SUPj¢|=1 T¢> entonces 71 < 1. Demostraremos esta afirmacién por contradiccién,
para esto supongamos que 7, = 1.

Por definicién de supremo, esto quiere decir que existe una sucesién re, — 1. Por
compacidad del disco unitario la sucesion {£,} tiene una subsucesion convergente,
podemos suponer que &, — A. Como h; es radialmente h-convexa y existe 7, con
R'(Ary) > 0, entonces para ry > 7y tenemos que A’ (re) > 0. Como h; es continua
tanto en 7 como en ¢ existen € > 0y & > 0 tales que para [ry — 7| < ey [E— A < §
R(€r) > 0. Por la h-convexidad radial de h; esto implica que A/ 1(&r) > 0 parar > 7,
v |§ Al < d. Ahora, como &, — Ay rg, — 1 para algtin n tenemos que [§ —&,| < ¢
Y Tgn > T2, luego hy(€ara) > 0 con 1y < 7¢, lo que contradice la definicién de 7.

Tenemos entonces ry < 1 tal que h}(£r;) > 0 para todo £. Por la h-convexidad
radial h%(€7) > 0 para r > 7y, en parncular si tomamos 7o > 7. Sea

o= Irglun(l — ) (Era).
Por la compacidad del circulo, « se alcanza para algun £, por lo que o > 0. Nuevamente
por la h-convexidad radial tenemos que (1 — 7 )h’ (ér) > o para todo € y todo r > 7s.

Luego
a dr

hoter) = hylera) + [ Hy(eatan > hytera+ [ -

ro r2
o I+r 1+7r
> hy(&rs) ——Q-log(l_?,z) log( T)

1+
c=sup hs(&ry) — —log (1 Tg)
i€1=1 T2

pr2

de donde tomando
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obtenemos

(1= )i (En)] < [+ glog(”*")r.

De la desigualdad anterior vemos que

‘ : 1+7r\]72
lim sup sup (1 ~ 72} f'(€r)] < lim sup [r: + %log ( tr )} = 0.

r=1 0 |g)=1 r—1l I—r

. 1 - : e -2
/ Ur(g?.)ld.,.gf (1—1-2)_1 {c—%%]og (ii;)J dr

1 [ o (1+7‘2):|_1
=—|c+ —log < 00,
84 2 1*"7"2

con lo que termina la demostracion.

Ademas,

Kari y Per Hag, en el Teorema 5.7 de [6], demuestran que si f € NH}, entonces
2 = f(D) es un disco de John. Usando los resultados anteriores veremos que la
condicién f(0) = 0 se puede cambiar por que  tenga area finita, y que la condicién
(2) se puede cambiar por la condicién (6).

Teorema 3.6 Sea f analitica y univalente en el disco con drea de @ = f(D) finita y
que cumple la condicidn (19). Entonces 2 es un disco de John.

Demostracién: El Teorema 3.7 de [6] dice que si f es conforme y

im su — |z|*YRe{ = ”(z)
lﬁllilp(l |z|*)Re{ f,(z)}<2 (22)

entonces f(D) es un disco de John. En la demostracién de este teorema la condicién
(22) s6lo se usa para establecer la existencia de un 8 € (0,2) y un ry € (0, 1) tales que

para 7o < r < 1 se tiene
1t
Pleny 5

f'(ér)
para todo [§] = 1. Veremos que esto ultimo se puede establecer también a partir de
las hipotesis del teorema.

Vamos a reconstruir el Teorema 3.4, pero ahora buscando un limite uniforme en £.
Del Teorema 3.5, (ii), obtenemos que

Re{¢

2

/0 FEn)idr < oo,
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por lo que se cumplen las hipotesis del Teorema 3.4. Consideramos las mismas
fanciénes, g = |f/(&)[ V2 plr) = 0;¢(r)/2, qlr) = /(1 — 2% y v = (Al)-12.
De la condicién (19} obtenemos que hay un 7, tal que para todo r > ry v todo £,
(1 — )20, ¢(r) < 2t, luego p < ¢. Estas funciones cumplen las hipétesis del Lema 3.2
de donde usaremos (17), un paso intermedio de su demostracién. Este dice que para
>y
(1 —r)bg™?
a+h [ ¢7(t)dt

—(1=rg'/g < —(1—r0'fv+
lo que escrito en funcion de f y multiplicado por (1 +r) es

PUED, = )
Flen ! < e e

Afirmamos que existe K independiente de £ tal que

(1 - r)Re{s

b
a+b [ |f(Et)|dt <

K.

De hecho si tomamos 7y > r; v

Kmﬁﬂjwu%mﬂrl

g=1/,,

entonces para 7 > 1y
[ irteae> [

Sib >0, vimos en (18) que

b 1
at oy (et~ [T IEndE

Sib <0, como a+b f) |f(Et))dt > 0,

K.

b .
a o e S0k

Luego para r > ry tenemos que

"(&r)
f'(gr)

(1 —r*)Re{¢ }<2rt+ K(1—29)|f'(¢r)].

o
(1]




Por Teorema 3.5, (i1}, existe r3 > 7, tal que para r > ry

K(1- 29| f(sr)] < (1-1),

luego para r > 1y

(1-r%)Re{¢ H((’CT)} <2rt4+ 1l -7 <t+1
ALY
Es decir tomando 3 = 14+ 1 v rg = 1y podemos contimar el argunento de Ia

demostracion del teorema 3.7 de Hag v Hag, obteniendo que € es an disco de John,
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4 Ejemplo
Se sabe que si una funcién satisface
(1= 12")?1S; ()] < &

existe un 8(k) > 0 tal que la funcién es univalente en cualquier sub-disco de I de radio
hiperbélico menor o igual a 4.

En el caso de o5¢ no se puede establecer un resultado similar, como muestra el
siguiente ejemplo.

Considercmos

ful2) = e,
que tiene f. = cf, fI' =P f.y fI/f.=¢ conlocual S; = —¢%/2 y
[44 [ C C fC

o1.6(r) = Re{-€} - L Im{ec) ?

2
1
< Re{-£2Z} + [Re(£%¢%) - SReféc}? <0
Para ¢ > 7 la funcién no es univalente, de hecho
fol—7ifc) = ™ =¢™ = felmife)

por lo que f. no es univalente en ningin disco, centrado en el origen, de radio mayor
que #i/ec.

Luego para cada radio § existe una funcién f. con o4, ¢(r) < 0 que no es univalente
en el disco de radio 4. En particular, este ejemplo también muestra que las funciénes
de la clase de Nehari-Hag no son necesariamente univalentes.
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