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CAPITULO 1

Introduccion

La teoria de funciones univalentes en dominios simplemente conexos
distintos de C es un tépico que ha sido sujeto de estudio en el dltimo
siglo. En virtud del teorema del mapeo de Riemann, es suficiente estu-
diar muchas cuestiones que involucran univalencia en el disco unitario
D = {2 : |z| < 1} antes que sobre un dominioc simplemente conexo
general. Introducimos la clase & dada por

S={f:D—C: f es univalente y f(0) =0, f’(0) = 1}.

Si f es cualquier funcién univalente en D y g(2) = (f(2) — £(0))/ (0},
entonces g € S, asi el estudio de la clase § proporciona informacién
acerca de cualquier funcidn univalente en ID.

Una funcién f en la clase & tiene un desarrollio en serie de potencias

de la forma
f)=z+a®+.. . +a.,s"+..., zeD.

La clase & no es cerrada bajo la adicién y la multiplicacién, sin embargo
es invariante o cerrada bajo una de serie de transformaciones:
i) Conjugacién:
Si f € S entonces g(z) = f(E) =2+ @222 +...+Tz"+... €S

ii) Rotacién:
Si f € S entonces g(z) = e ?f(e¥z) € S.

iii} Dilatacién:

Si f € S entonces g(z) = —1~f('rz) € § para todo 0 < r < 1.
7

iv) Raiz Cuadrada:

Si f € S entonces g(2) = +/f(z2) € S.

v) Valor Omitido:

SifeSywé¢ f(D) entonces g(z) = wf(z) €8S

w— f(2)



Distorsion para p-criterios de Nehari 2

vi) Transformacién de Koebe:
Si f € § para cada la| < 1

f z+_a _ f a
g(z) - (1+az)2 ’( ) cS.
(1—lal*)f(a)
Un ejemplo importante de una funcién que pertenece a la clase S lo
constituye la funcién de Koebe

E(z) =

z 2
mmz—i—Zz 4+ 404 ,
la cual mapea ID a todo el plano complejo salvo el segmento cerrado
del eje real comprendido entre —oco a —1/4, y juega un papel extremal
en la clase S.

Figura 1: La funcién de Koebe

Por ejemplo, Bieberbach probé que si f € S con f{2) = z+asz+...+
a,2"+. .. entonces }as| < 2 y si hay igualdad entonces f es una rotacién
de la funcién de Koebe. Una consecuencia de esta desigualdad es el
Teorema. % de Koebe, que establece que toda f € § cubre al menos un
disco en torno al origen de radio 1/4 y si ademis no cubre ningiin disco
de radio mayor entonces f es una rotacién de la funcién de Koebe.
Otra consecuencia de la desigualdad |az| < 2 es el siguiente teorema de
distorsién.

Teorema 1. Si f € § entonces
f” 22'

4
7O T

T1-]

(1.1)

Usando este teorema es posible deducir el teorema.de distorsién de
Koebe.
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Teorema 2. Si f € § entonces.

1“’|z| o
Griar =S oy 42

Si hay igualdad para algin z, # 0 en alguna de las desigualdades
entonces f es una rotacién de la funcién de Koebe.

1412

Mediante una apropiada integracidn de la desigualdad (1.2) se obtiene
el teorema de erecimiento de Koebe.

Teorema 3. Si f € § entonces

EREPAPIN
G+l =V = g (-9

Si hay igualdad para algin zy # 0 en alguna de las desigualdades
entonces f es una rotacion de la funcidn de Koebe.

Las demostraciones de estos teoremas y otros resultados de funciones
univalentes pueden ser hallados en los libros de P. Duren [6] y C. Po-
mmerenke {11}].

Algunas condiciones necesarias y otras suficientes para la univalencia de
una funcidn analitica y localmente inyectiva en D dependen del tamaifio
de la derivada Schwarziana. Sea f : C — C una funcién analitica y
localmente univalente. Se define la derivada Schwarziana de f por

st = (52) -3 (59) - L2 -3 (£4)"

La Schwarziana es invariante bajo composicién por la izquierda con

transformaciones de Mdbius
az+b
T(z) = cz+d’

es decir, S(T o f) = Sf. Esto es un caso particular de la regla de
composicidn para la Schwarziana. Si f es cualquier funcién analitica y
localmente univalente en el rango de g, entonces

S(fog)=(Sfog)y) + Sg.

Por consiguiente si f es una transformacién de M8bius entonces Sf = 0.
Es posible demostrar que para cualquier f localmente univalente se
tiene que

ad — be =1, (1.4)

O B O RIIC)
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Esto sugiere que existe una relacién entre la Schwarziana y ecuaciones
diferenciales de segundo orden. En efecto, si Sf = 2py u = (f")"1/?
entonces

o’ + pu=0. (1.5)

Reciprocamente, si u;,u2 son soluciones linealmente independientes
de (1.5) y f = wuy/us entonces Sf = 2p. Debido a que la derivada
Schwarziana es invariante bajo composicidén por la izquierda con trans-
formaciones de Mobius la solucién f no es tnica. Se sigue que si f
y g son funciones analiticas en D y §f = Sg, entonces existe una
transformacién de Moébis T tal que ¢ = T o f. El siguiente resul-
tado es la caracterizacion fundamental de univalencia en términos de
la Schwarziana

Teorema 4. Sea f : {2 — C una funcién analitica y localmente
univalente. Entonces la funcién f es univalente en Q si y sélo si toda
solucién no trivial de v’ +{Sf/2)u = 0 se anula en §) a lo m4ds una vez.

El siguiente teorema fue demostrado en 1949 por Nehari.

Teorema 5. Si f € S entonces
6

Reciprocamente, si f : D — C es analitica y localmente univalente tal
que
SF < 7 (17)
IS |
entonces f € S.

La ecuacién (1.7} define lo que se conoce como la clase de Nehari N,
la cual es una importante subclase de funciones univalentes. Ambas
cotas en el teorema son dptimas. Esto se tiene del hecho que la trans-
formacién de Koebe tiene Sk(z) = —6(1 — 22)~2 y la transformacién

g9(z) = (itj)s

posee derivada Schwarziana Sg(z) = 2(1 + €2}{1 ~ 2%)72 ¥ es infinito
valente para cada £ > 0. Un ejemplo de funcién que pertenece a la
clase N es

1+2
1—z"

L(z) = —;-Iog
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¥ juega un importante rol al ser extremal en muchos problemas de la
clase N. La funcion L mapea a D en la franja {w : |Im w| < n/4} v
posee SL(z) = 2(1 — 22)~2.

Y v

Figura 2: La funcién L

Otra importante propiedad de la clase de Nehari es que es invariante
bajo composicién por la derecha con automorfismo del disco.

Usando la relacién entre la derivada Schwarziana v las ecuaciones dife-
renciales, M. Chuaqui y B. Osgood en {4] mostraron cémo obtener
cotas de distorsién y crecimiento a partir de cotas sobre la Schwarziana,
para funciones de la clase de Nehari con la importante normalizacién
Ff(0)=0, f{(0) =1y f7(0) = 0. Cualquier funcién univalente puede
ser normalizada de esta manera sin variar su Schwarziana componiendo
adecuadamente por la izquierda con una transformacién de Mobius.
Mas precisamente, si f(z) = z + ap2® - -+ es analitica en el disco
entonces g = f/(1+aaf) satisface la normalizacién ¢g{(0) =0, ¢'(0) =1,
g"(0) = 0 y posee la misma derivada Schwarziana que f. El resultado
es el siguiente teorema.

Teorema 6. Sea f analiticaen D con f(0) =0, f/(0) =1y f7(0) =
0. 5i f satisface

2
|5f(z)] < A=
entonces
n(lz]) <1f(2) < L{]2D),
Y

n(l2l) <12 < L'(I2),
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donde
1 Q4+ —(1-2)"?
VZ(1+2)VE 4 (1~ 2)VE
Si en alguna de estas desigualdades se tiene igualdad para un zg # 0,
entonces f es una rotacién de la correspondiente funcidn extremal.

n(z) =

La funcién n pertenece a clase N y posee Sn(z) = —2/(1 — 2%)2.
Otro criterio de univalencia obtenido por Nehari en 1949 (ver [9]) es el
siguiente

Teorema 7 (Nehari). Si f : D — C es analitica y localmente
univalente tal que

srel< (18)

entonces | es univalente.

La cota es 6ptima como lo demuestra la funcién f(z) = em(+e)*

posee

que

Sf(z) = iT;(1 + £)?

¥ no es univalente en I}. Otra condicién de univalencia anunciada por
Pokorni y demostrada por Nehari es

Teorema 8 (Pokorny-Nehari}. Si f : D — C es analitica y local-
mente univalente tal que

4
1Sf@)) < 7 P (1.9)
entonces f es univalente.

La cota dada en (1.9) es dptima en el siguiente sentido, para todo C > 4
existe una funcién f : D — C analitica tal que f no es univalente y
[Sf(z)] < C(1 ~]2*)~1. Para dar un ejemplo explicito de una tal
funcién es necesario introducir la funcién hipergeométrica

Fla,bez)= %’(‘z()%ﬂz“ (1.10)

donde (a)n, (b), ¥ {c)n son los simbolos de Pochhammer dados por

n=0

1 sin=0

(@)n =
afa+1)---(a+n—-1) sineN
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y en donde hemos asumido que ¢ # 0,—1,-2,... . La funcién hiper-
geométrica es una sclucién linealmente independiente de la ecuacién
diferencial hipergemétrica

2(z—-1)y"+[(a+b+1)z—c]y +aby = 0.
Gauss demostré que la funcidén hipergeométrica converge absoluta-

mente para |z| < 1, y para 2] = 1 cuando Re (¢ —a —b) > 0. Por
ejemplo, 8i a = 1, b = ¢ entonces obtenemos la serie geométrica
l+z+22+28 4.
Ahora bien, considere la funcién
F 5 -+ s 5_ ; .3.; 2
f(z) = z. (g ’TE ; ’YE ? .'(‘.’2)
F(§+7,1~ 57"
con ¥, = /8 + 9/4, la cual se obtuvo como el cuociente de dos solu-
ciones linealmente independientes de la ecuacién diferencial
2(1 +¢)
"ty =0, 1.11
Y+ (1.11)
Entonces f posse derivada Schwarziana Sf(z) = 4(1+¢)(1—22)7% El
Teorema de Sturm (ver Capitulo 2) permite, compara.ndo el coeficiente

plz) = 21(1 E), establecer que las soluciones de la ecuacién (1.11) se

amian mas de una vez en I lo que implica segiin el Teorema 4 que f
no es univalente en 1D,

Los criterios de univalencia de los Teoremas 5 y 6 son corolarios del
p-criterio de Nehari que establece lo siguiente.

Teorema 9 (p-criterio). La funcién f serd univalente en D si

157(2)] < 2p(]=])

donde p(z)} es una funcién con las siguientes propiedades

(i) p(z) es continua y positiva en —1 < x < 1;
(i) p(z) = p(~z);
(iii) (1 — z?)?p(x) es no-creciente para O <z <l
(iv) la ecuacién diferencial y" + py = 0 tiene una solucién gue no se
anula en —1 <z < 1.

El propésito de esta tesis es estudiar las clases de funciones urivalentes
dadas por las condiciones (1.8) y (1.9) inspiradas en el trabajo inicia-
do en (2] y [4] para la clase N. Obtendremos cotas de distorsién y
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crecimiento para ambas clases usando un lema de comparacién com-
plejo que es obtenido en [4]. Por otro parte, se obtienen resultados
de distorsién esférica y distorsidén con dos puntos. Finalmente, obtene-
mos que si f satisface la condicién (1.9) entonces f mapea ID sobre un
dominio de John.



CAPITULO 2

Resultados Preliminares

1. Teoremas de Comparacién

Comenzamos esta seccidn con un importante teorema de la teoria de
ecuaciones diferenciales ordinarias, que permite comparar en términos
del tamaifio del coeficiente ¢ la frecuencia con que las soluciones de la
ecuacién

v +qu=0 (2.1)

se pueden anular. Nos referimos al Teorema de Comparacién de Sturm.
Si consideramos una segunda ecuacién

W Frw =0 (2.2)

y si v, w son las soluciones de (2.1) y (2.2) respectivamente tal que
v(zo) = w{zoe) =0y v'(z0)} = w'(zp) > 0, se tiene entonces

Teorema 10 (Sturm). Supongamos que ¢ > r y sea z3 > o €l
primer punto en el que v{z,) = 0. Entonces para todo x &€ [z9, 1]
tenemos que

w(z) > v(z). (2.3)
Demostracién. El wronskiano p = vw' — v'w satisface
p=vw" —~"w= (g —r)vw.

Por continuidad existe & > 0 tal que p{z) > 0 en una vecindad (zo, zo+
d), como p(ze) = 0 entonces p(x) > 0 en (zp, o + ), es decir

w' v
() > = 2.4
2 (0)> Lia) 2.4
para x € (g, Ty + §), lo cual implica
log w(z) |“’ > log v(z) f (2.5)
&xro Zg

para z € (xg, Zo +0), luego 5’% > f({—;"u—)} por lo tanto w(z) > v(z) para
z € (zpy, Tp+8): Esto implica que el siguiente cero w(z) no puede estar
antes de 29+ 4§ y este argumento se puede repetir hasta llegar al primer

cero de v. |
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Una demostracién similar da el siguiente corolario, en el cual se han
considerado scluciones normalizadas en el origen.

Corolario 1. Sean ¢, h funciones continuas en el intervalo (—1,1)
¥ sean v, w las soluciones de
v+qu=0, v(0)=1 (0}=0,
w’ + hw =0, w(0)=1, »(0)=0.
Si ¢ > h entonces hasta el primer cero de v se tiene que

w > .

Con el objetivo de lograr un criterio de comparacién compleja de solu-
ciones de ecuaciones diferenciales estableceremos el siguiente lema, en
el cual se considera la funcidn [u(z)| restringida a rectas que pasan por
el origen.

Lema 1. Sea u(z) la solucién compleja de
() +p@uz) =0, €0 26)

¥ sea z = z(s) una arcoparametrizacién de un segmento lineal [a, b] C
Q. Sea v(s) = |u{z(s))|. Supongamos que u{z(s)) # 0 para s € {a,b).
Entonces

v'(s) + [p(2(s))lv(s) 2 0. (2.7)
Demostracion. Tenemos
v(s) = lulz(s)? = u(z(s))ul=(s)).
2vv = u'Z%+wu'Z = 2Re{u'ZW}.
Entonces
lv'| < W'2a] < Julul = '} < o]
de donde usando (2.6) se obtiene
v + (V) = Re{u(Z)Vu+ vz}
= Re{-pluf*(#)?} + v
= —Ref{p()2? + Ju%.
Notemos que
v + Re{p(2 2 }? = [v/]2 — (/)2 > 0 == " + Re{p(¢')*}v > 0
= v"'(s) + [p(2(s))|v(s) 2 0.



Distorsién para p-criterios de Nehari 11

Para la adaptacién al caso analitico, consideremos una funcién ¢ =
q(z) > 0 continua para z € {(—1,1) y las soluciones v y w de

V() + glz)v(z) =0, v»({0)=1, +(0)=0.
w”(z) — g(x)w(z) =0, w(0)=1, w'(0)=20.

Sea p = p(z) analitica en D y supongamos que
Ip(2)! < g(f2l) -
Lema 2. Siv(z) > 0 para todo ¢ € (—1,1) entonces la solucidn de
wtpu=0, u(0)=1, «'(0)=0
satisface

v(lz]) < |u(2)] < w(lz]) . (2:8)

Demostracién. Por el lema anterior tenemos que
Vdqu=0, v0)=1, (0)=0,
[ul"+ [pllul 2 0, [u[(0)=1, [u[(0)=0.
Consideremos u = |ul'v — |u|v’ entonces
= uf"v — [ulv” > (g — Ip|)|ulv.

La demostracién se sigue de la misma manera que en el teorema de
Stwrm, Para establecer la otra desigualdad la ecuacién diferencial u” +
pu = 0 la llevamos a una ecuacién integral entonces

W(z)—1= /D ")t = — /0 " p(t)ult)dt,

Intercambiando el orden de las integrales mediante el teorema de Fubini
obtenemos

w(z) = u(z)—u(0) = f Cil(6)de

= z— -/0 ’ -/0. ‘ p(i)u(t)dt.df
- .- fo ’ [t " p(t)u(t)dedt

= z—/ (z — t)p(t)ult)dt .
0
Como |p(z)] < ¢(|2|) es una consecuencia del Lema 8 en [7] que -

[u(2)] < wlzf) -
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Incluimos aquf la demostracion para la comodidad del lector. Haciendo
el carmbio de variables ¢ = :cﬁT con 0 < z < |z| y |dt| = dz, obtenemos
que

fu(2))

IA

2] + / 2 — o8 fu(t) e
2] + / 2 — tla(le)lut)l

AN

2]
< o+ [ (1] ~ D)g(@)|u(z)|dz.

Ahora bien, considerermos

Fr)=r+ fo " (r = 2)q()|u(x)|ds,

entonces se tiene que F(0) = 0, F'(0) = 1y F” < ¢gF. Ahora sea
G = F/w. Un cdleulo sencillo prueba que G(0) =1, G'(0) =0, y que

G'w +2Gw’ <0,

como w > Oen (—1,1) se sigue que G'(w)? < 0. Luego G es decreciente
en (—1,1}) y por lo tanto

F(r) < w(r),

para todo r € (—1,1), es decir |u(z)| < w(|z]) como guerfamos probar.
d

2. Dominjos de John

Una nocién geométrica global que es importante en este trabajo
es la de dominio de John. Un dominio acotado y simplemente conexo
¢ es llamado un dominio de John si existe M > 0 tal que para todo
a,b € 8G con [a,b] ¢ G

diam H < Mla -],

donde H es la componente de menor didmetro de G \ [a, b].

Si G es una curva de Jordan continuamente diferenciable a tramos
entonces (7 eg un dominio de John si y sélo si no tiene clspides exterio-
res de dngulo iuterior 0.

Ura de las muchas caracterizaciones de dominio de John hace uso de
un sector anular en la clausura del disco. Para z € D se define

B(z) = {w: |2 < w| < 1,] arg(w) — arg(2)] < 7(1 — |2])}-
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Teorema 11. Sea f : D -+ C univalente. Entonces 2 = f(ID) es
un dominio de John si y sélo si existe M > 0 tal que para todo z € D

diam f(B(z)) < M(1L~[=*)If ()] - (2.9)

Para mayor informacién en relacién con lo anterior, asi como muchas
otras caracterizaciones de dominios de John, recomendamos la lectura
del excelente libro de C. Pommerenke [10].



CAPITULO 3

Resultados

1. Introduccién

Consideremos la clases de funciones univalentes dadas en términos
de cotas sobre la derivada Schwarziana

N ={f: f analitica en D y |Sf(2)} < %/2}

PN = {f: f analfticaen B y (1— |2[2)ISf(2)| £ 4}.

Vamos a considerar las funciones de estas clases normalizadas de dos
maneras distintas, en la primera

1
f(z) 3;+b0+blz+...
mientras que la segunda,
fl0)=0, f0)=1, f(0)=0. (3.1)

Ambas normalizaciones se obtienen mediante apropiadas composiciones
por la izquierda con transformaciones de Mdbius. Esta tiltima normali-
zacién da lugar a las clases

No={feN:f(0)=0, f(0)=1, f"(0)=0}

PNo={fe PN:f0)=0, f(0)=1, f(0)=0}
Introduciremos las siguientes funciones. Sean
T 7T
m(z) = tanh (-2-z) , M(z) =tan (Ez) (3.2)

y las funciones

= 1 i+z 1 z
g ~2 = - ]. - .
h{z) ‘/0 w4 (t)dt, H(z) 08T — +3 (~———1 — 22) . {3.3)
donde la funcién w estd en términos de la funcién hipergeométrica

'w(z):F(a,“o?;%; 2), azv_—l—iﬂ.

14
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Las funciones introducidas en (3.2) y (3.3) son analfticas en D, estdn
normalizadas como en (3.1) y poseen derivada Schwarziana
2 2

Smiz) = —'”—2-, SM(z) = ’% (3.4)
Sh(z) = i% SH() = 1= (3.5)

Eustas funciones son extremales en las clases de funciones normalizadas
Ng ¥y P NQ.

2. Crecimiento y Distorsién

Las técnicas de comparacién obtenidas en el capitulo anterior nos
permiten obtener resultados de distorsién y crecimiento para ambas
clases.

Proposicion 1.

(1) Si f € Ny entonces

m/(|2]) < | (2)] < M'(J2]), (3.6)
m(lz]) < 1f(2)] < M(]2]). (3.7)
(2) Si f € PNy entonces
K{l2]) <1F'(2)] < H'(|2l), (3.8)
W|zl) < [f ()] < H(|z]). (3.9)

Si hay igualdad en alguna de las desigualdades en un punto zy # 0
entonces f es una rotacién de la correspondiente extremal.

Demostracion. La funcién de comparacién del Lema 2 viene dada
por g(z) = n?/4 y la solucién de v" + quv =0, v(0) = 1, v/(0) =0 es
v{x} = cos (gm) ,
la cual es positiva en (~1,1). Como |Sf(2)| < 24{|2]) el lema establece
que

cos (g|z|) < Ju(z).

La solucién de w"” ~ qw =0, w(0) = 1, w'(0) = 0 es

w(z) == cosh (ga:) ,
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v el lema establece que fu(z)| < cosh (Z|z{). Consideremos la funciones

M(z) = /:u—ﬂ(t)dt: j:secz (gt) dt = tan (—g-a:)

mfz) = /: w—2(t)dt = /Om E(;}?Cg@ = tanh (gm) .
Como f/(z) = v ?(2), M'(z) = v~%(z) y m'(z) = w™%(z)} entonces
lu(2)] < wllz]) = w(j2]) < [u™*(z)] = m'(|2]) < 1f'(2)]-
De manera similar se obtiene la otra desigualdad y se concluye que
m/(l2]) < [ (2)] < M(|2]).

Para la familia NI la funcién de comiparacién dada en el Lema 2 es
g(z) = 2(1 — 22}, la solucién de v"" + qv =0, v(0) =1, v/(0) =0 es
v{z)=1—2%,

la cual es positiva en {(—1,1). Entonces el Lema establece que si
1S (2){ < 2¢(lz]) donde u” + (35f)u = 0, u(0) = 1, ¥/(0) = 0 en-
tonces 1 — |22 < |u(z){. La solucién de w” — quw = 0, w(0) = 1,
w’(0) = 0 es dada en términos de una funci6n hipergeométrica

1
w(z)=F (cu,b’i; 5;22) .
donde @ = (—1-14+/7) /4, y el concluye que |u{z)] < w(|z|). Considere-
mos las funciones

© z o dt 1 1+ 1 T
g -2 frsd ——r—— T _—
H(a:)_jo‘ U (t)dt_/o TERBE 4Iog1_$+2(1_$2),

h(z) = /0 " wm2(t)dt.
Como f'(z) = u*(z), H'(z) = v=%(z) y h'(z) = w2(z) entonces
[u(2)] < w(|2]) = w(l2]) < [u*(2)] = K (l2]) < 1F(2)].
De manera similar se obtiene la otra desigualdad y se concluye que
H(lz]) < | F(2)] < H'(Jz]).

Por otro lado, obgervemos que

£(2) = £(z) - £(0) = f C P,

entonces

2 ‘ Jz]
1 (2)] < /0 (9] < /0 M'(5)dp = M(2]).
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Ahora bien, sea 0 < 7 < 1 y consideremos z, con {z.| = r tal que

{f(z)] = min £ (2)].

|zj=r

AN A
| D

Figura 3: v = f~1(T")

Esto nos garantiza que T' = [0, f(2)] € f{|2| < r}. Sea v = f~}I),
entonces

£ = / = [ .

[au|= [aw- [
[r ! (1€))]de] > f m(jrl)dr =m(l2)).  (3.10)

Un argumento similar permite probar que h(|z|) < |f(2)| < H(]|2}).
Ahora consideremos los casos de igualdad

Més atin,

IF(2)l =

v

(@) [7(z0)] = M(lz|) (v) [£{z0)| = H(|z0])
(i) |f'(20)] = M'(|z0f) (i) [f'(20)] = H'{{20)
(1i1) |/ (20)] = m]20]) (vit) [f{z0)| = h(]2al)

(iv) 1f'(z0)] = m'(l20]) (viii) |f'(20)| = A'(|20])

para algin z; # 0. Mediante la eleccién e f(e¥2), € = /|2,
podemos asumir que zp = Zg > 0.

Suponga que |f/(zg){ = M'(zp). Entonces la funcién y = |f/|74/2 —
(M7)~1/2 gatisface

y' +py >0, y>0, y(0)=0
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y y(zp) = 0. Sesigue del Lema 4 en [7] que y es idénticamente cero, esto
es, que [f'(z)| = M'(x) para todo [0, 2], y por lo tanto en todo [0,1)
ya que ambos lados son analiticos. Vamos a demostrar que Sf(z) =
SM(z) en donde Sf(z) = 2q¢(z) y SM(z) = 2p(z). A lo largo de [0, 1)
sea 7 = | |7t = |u|? = (M")~! = v?, entonces 5 = |u|* = u% lo que
implica 2[ul{u| = «'T + wT y obtenemos

7" = u"T A+’ + 2| = 2fullul” + 2(ju])?
= —(g+Qluf + 20 > =2plul* + 2]/

Pero [/]2 > (Ju])? = (v/)> v —(¢+ @) > 2p. Luego debe haber igual-
dad en ambos casos, lo que implica ¢ = p en [0,1) v, por ende, en
todo el disco. Entonces f = M es una consecuencia de las normaliza-
ciones. Esto pruebe el caso de igualdad de (ii). Para obtener el caso (i),
suponga que |f{zqe)] = M(xo). Entonces la cadena de desigualdades,

)l < [ 1@z < fﬂ M (z)dz = M(z),

implica que | f'(z)| = M'(z) para todo z € [0, 7] vy estamos nuevamente
en el caso (ii).

Veamos que el caso de igualdad en (iii) se desprende del caso de igual-
dad en (iv). Si |f(zo)| = m(z,) entonces la en desigualdad (3.10)
tenemos igualdad en todas partes. Esto implica que v es el intervalo
[0,zg] ¥ que |f'(z})] = m/(z) a lo largo del intervalo. EI hecho que
f(z) = m(z) para todo |z} < 1 es entonces una consecuencia del Lema
8 en |7}, donde los autores caracterizan el caso de igualdad en el punto
zy # 0 de las funciones |uf y v = (m)"2. La igualdad en un nico
punto distinto de cero implica que hay igualdad en todas partes.

Por un argumento similar se demuestra los casos de igualdad de (v),
(vi), (vil) y (viii). O

3. Distorsion Esférica

Sea f(z) una funcién meromorfa en D. La derivada esférica es
definida por

Lf'(z)]
M@=t
&) =117
la cual es invariante bajo rotaciones esféricas, es decir, si
w0 J (z) —w

g(z)=e 1550
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entonces g*(z) = f*(z). En efecto, derivando la funcién g obtenemos

Iz meie 1+le2 Iz
¥
L loop = BEEHOLAE) ol
_ 1+2Re®@f(z) + lwf(2)2+|f(2)2 — 2Re @ f(2) + |w|?
[1+@f(2)?
(1+ w1 + [f(=)])
[1+wf(2)]? ’
de donde se establece que
1+ |wj?
o lo@_ raeE W
L+lg(a) (1 + [wP)(+ 1 F&)P) '
|1 -+-wf (=)

Por lo tanto la derivada esférica juega un rol en la métrica esférica simi-
lar al de la derivada ordinaria en la métrica euclidiana. A continuacién
obtenemos estimaciones éptimas para la distorsién esférica y vamos a
considerar el Lema 2 pero con las condiciones iniciales duales, a saber,
u(0) =0, «'(0) = 1.

Proposicién 2.
(1) 8i f € Ny entonces

m (1) (]z[)
(2) Si f € PNy entonces
R o CH'(la)
w0y =D S TEmgEy (3.12)

Si hay igualdad en cualquier desigualdad en un punto zy % 0 entonces
J es una rotacién de la correspondiente fimcion extremal.

Demostracién. Sea f € N, y consideremos g(z) = 1/f(z). En-
tonces, Sg(z) = Sf(z) y

9(z) = —+bo+blz+

Para u = (g') "2 se tiene

4 (357)u=0, ) =0, WOI=1
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Tomando la funcién g(x) = 72/4, las funciones v, w del Lema 2 con
condiciones iniciales duales son dadas por

Luego el Lema 2 establece que

M2 2 2
A < | 2@ < 2.
Usando (3.6) de la Proposicién 1 se obtiene que
1+)/892 _ 1 f? M2(|2)
P& @ T (Z)} S W) T M)’

es decir,
F@ M)
14| f(2)F 7 1+ M2(|z])’
y de manera similar
1+ (=) 1 m([z])
PG = mD) | w )

Por lo tanto,
m(d) 1@l M)

14+m3([z]) = 1+ [f(2)? = 1+ M3(|z])
Finalmente, si hay igualdad en alguna de las desigualdades de arriba
para algiin 2y 7 0 entonces se desprende en el caso de igualdad en {3.6)
que f debe ser una rotacién de m o M. Esto prueba la primera parte
de la proposicién.
De manera similar sea f € PNy y consideremos g(z) = 1/f(z). En-
tonces, Sg(z) = Sf(z) y

g(z) = —+b0+blz+

Para u = (g')~%/? se tiene
n (—;—Sf) w=0, u(0)=0, [u/(0)] =1

Tomando la funcién ¢(x) = 2(1 — z%)~! las funciones v, w del Lema 2
con condictones iniciales duales son dadas por

- E o=y

entonces el lema establece que

H2 2
7 (12) < (1)

(Z)
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Usando (3.8) de la Proposicién 1 se obtiene que

L P _ 1
FEL P

£ols 1 HE)
7| e T

+

es decir,

@ _H(D
1+ [f(=)? ~ 1+ H¥(|2])’
y de manera similar
1+[f () < 1 R*(|2])

PG S FQED R

Por lo tanto,
Rile) o @ o J(=)
L+r3(lz) = 1+{f(2)P ~ 1+ H?(|2|)
Finalmente, si hay igualdad en alguna de las designaldades de arriba

para algin zp # 0 entonces se desprende en el caso de igualdad en (3.6)
que [ debe ser una rotacién de i o H. O

4. Distorsién para funciones meromorfas

Ya hemos obtenido para ambas clases normalizadas resultados basicos
de distorsion y crecimiento. Existe un resultado analogo para funciones
meromorfas en donde 1/M y 1/H son las correspondientes funciones
extremales. Para esto consideremos la funcién

() = fo T2 () (3.13)

donde v es la solucién de v7 -+ pv = 0, v(0) = 1, ¥/(0) = 0 que no se
anula en —1 < 2z < 1y p es una funcién par.

1
Proposicién 3. Sea f(z) = =+ bo + bzt ..+ b2+
SUPONEAmos que '

[SF(2) < 2p(]=]}) - (3.14)
Entonces 502
@ 12 < W

Si hay igualdad para cualquier zy # 0 entonces f es una rotacion
de 1/4. . .
if rof) — f(TE)] < —— = ——,
( ) [f( 2&) f( lf)l = 'l,[)('f'l) ¢(T2)
Si hay igualdad para cualquier par r; < 7 entonces f es una
rotacion de 1/.

O<rm<m<l, =1
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Demostracién. Sea |£| =1 y para 0 < r < 1 consideremos

1 1
)= el Vo)

Haremos algunos calculos preliminares para establecer que:

<L ()} = (3.16)

2r)ng(r) {pw - gretetssen +  fm{e o | }

Las derivadas de la funcién en (3.15) son:

0 - i[53}

= mior fo (LY V) @)
ng(r) = ne ){Q(Um) o) o) elr)
RAGIENCIONY
~3%0r )*4(¢>(r)) }
Entonces,
di:”{vz(T)n.’s(’")} = 2v(r)g’(r)ng(r)+'u2(r)ng(?")
_ , A _'U”('r) _ ¢II(T.) .:.3_ ¢’(T) 2
= 'U()E(){ o(r) 2¢(r)+4(¢(’r))}
= v} (r)ng(r gl .3 Mz
= ()5(){19( 2¢()+4(¢»(v~))}'
Observe que

¢(r) = ['(ré)| = exp(log | (r§)) = exp(Re{log f'(r&)}),

entonces

(3.15)

#(r) = |7/ (r6)|Re {s—fi,'(r&)} ,

') = 17'(76)| ([R {eheo }]

Re { o (f’”(rf)f'((;%)gf"(rg)f)}) .




Distorsién para p-criterios de Nehari 23

‘Luego, obtenemos que

3¢\ _ ) 1 NIk
H5) %0 [R“’ {50
{52 [f”’(?f)f’(?&) (f”(?f))2n
(F(ré))? ’
usando la identidad Re{z?} = (Rez)? — (Imz)? se establece la identidad
(3.16), la cual es no negativa si |Sf(z)| < 2p(|z]). Luego, v*(r)n;(r) >
me(0) = 1, es decir

' i
3 (T) 2 'Uz(’n"') ’

nlr) = [ > [ o= i)

esto prueba la primera parte de ().

Si hay igualdad en zq # 0 debid existir igualdad en (3.17) para todos
los puntos del segmento [0, z|. Esto significa que la deriva en (3.16) es
cero. Luego la parte real de la Schwarziana es igual a p(r) mientras
la parte imaginaria se anula. Por lo tanto, toda la Schwarziana Sf
es extremal a lo largo de aquel segmento y se concluye que f es una
rotacién de 1/1).

‘Para establecer la desigualdad en (ii) usamos (i) por integracién:

(3.17)

F(ra€) — F(r8)] < ] " e ldr

];'2 ’l'b,(T)
< L eeT
o1
P(ry)  P(ra)
8]

La proposicién anterior se puede aplicar a las clases de funciones que
estamos estudiando obteniendo los siguientes corolarios

1 ~
Corolario 2. Sea f(z) = —Z-+bg~1—b1z+. o+, 2" +. .. € N entonces

1
(1) If'(2)] £ 2 (Z)

Si hay igualdad para cualquier zy # 0 entonces [ es una rotacion
de 1/tan (£z). :
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.- 1 1
(1) 1f(ra)=f(r:8)] S an (27'1) tan (Zry

Si hay igualdad pa.ra. cualquier par vy < 7, entonces f es una
rotacion de 1/ tan (2 z).

) 0<T‘1<7‘2<1 ]ﬂ:l.

Corolario 3. Sea f(z) = 1 byt bz+...+b2"+... € PN
entonces #

0 17'()] < (—(1 )l g”’f} 4 l)

St hay igualdad para cualquier zp =% 0 entonces f es una rotacicn
de 1/ (2log £z 4- 1 (:5;)).

(@) 17(r26) ~ Fn 1 < (log 02 4+ 5 (12 ))

I, l+4rm 1/ r -
— ZIO 1—?‘2+2(1_:‘;g)) , <<l [£=1

Si hay igualdad para cualquier par m < ro entonces f es una
rotacién de 1/ ( iog itz 243 (3_27))

5. Distorsién con dos puntos

Es bien conocido que el teorema de crecimiento de Koebe da una
condicién necesaria pero no suficiente para la univalencia. Blatter [1]
fue el primero en considerar la cuestién de si existe una versién del
teorema, de crecimiento la cual sea suficiente para determinar la univa~
lencia. Blatter formulo un teorema de distorsién con dos puntos que
es invariante bajo composicién por la derecha con automorfismos del
disco unitario e invariante por composicién por la izquierda con auto-
morfismo de C.

A diferencia de la clase N, las clases N y PN no son invariantes bajo
composicién por la izquierda con transformaciones de Mébius. De ahi
que el resultado obtenido establece una propiedad de distorsién de dos
puntos que no es una caracterizacién para las clase N v PN.

Como punto de partida establecemos varias propiedades de funciones
que satisfacen una simple desigualdad diferencial lineal de segundo
orden.

Lema 3. Sean w € C%[a,b] y " < KPw. Siw(a) >0y w(b) >0,
entonces w 2 0 en [a, b].

Demostracién. Sea m = min{w(s) : s € [a,bj}. Sim > 0 en-
tonces no hay nada que probar. Supongamos que m < 0. Sea sp € (@, b)
con w(sy) = m. Luego w{sg) es ¢l minimo de w en [a,b] se tiene que
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w'(sg) = 0 y w"(sg) = 0. Pero también w"(sp) < k%w(sg) = k*m < 0,
lo que es una contradiccién. O

Corolario 4. Suponga que p,v € C%a,b], v" < kv y 1" = K.
Siv(a) > p(a) y v(b) = p(b), entonces v > p en [a, b].

Demostracion. El resultado se sigue inmediato aplicando el lema
anterior a w = v — p. £l

Lema 4. Suponga que v € C*[~L, L] y V" < k*v. Entonces

[ oo = D41y 4 (-1

Demostracion. Sea g € C?[—L, L] que satisface p = k*i con
las condiciones de borde p{L) = v(L) y p{(~L) = v(~L). La solucién
general de i = kK*pes p(s) = A cosh(ks)+ Bsinh(ks), donde A, B € R.

. . (L) 1 v(—L)
Ah: —_
ora bien, las condiciones de borde implican que A = 3 cosh(kL)
v(L) — v(~L) R
= AW AT >
5 Smh(kL) Luego, el Corolaric 4 implica que v > uen
[=L, L]. Entonces se obtiene que
L L 2Asinh(kL)  sinh(kL)
> ~L}}
[ ve)s= [ utepas = 22 - SRR D41}

O

Antes de probar el resultado principal de esta seccién es conveniente
establecer ciertas identidades diferenciales. Suponga que 7 : z = z(s),
—L < s < L, es una curva diferenciable en D parametrizada por largo
hiperbélico. Esto significa que 2/(s) = (1 — |2{(s)|%)e?®®), donde & =
arg z'(s) y 2L es el largo hiperbélico de «y. Entonces se verifica que

2(s) = —(2(s)Z(s)+ 2()2(s)e”@ +i(1 — |2(s)")E (5)¥*
= (L~ [o(s)P)e® ["9( 2 1 i + z(s>e—wts)}

La curvatura hiperbdlica de 7 en z(s) es

ka(2(s), 1) = (1= l2(s)P)re(2(5), 7) + Im{26”Vz(s)} |
(1 - !z(s)lz)ﬁe(z(s): 7) - i(em(S)@ - e‘—iﬂ(s}z(s)):

o) = e { 7

donde




Distorsidn para p-criterios de Nehari 26

es la curvatura euclidiana de v en z(5). Como < esta parametrizada
por largo de arco hiperbdlico, se obtiene

olale)y 1) = o
Entonces &
nle(s),7) = 2 i(5G3) - ().

La formula que relaciona la curvatura euclidiana de f oy con la cur-
vatura hiperbélica de v es

ke ((5)), Fom)(1=I() P F (2())] = n(e(s), 1)+ T {eOQ; (x(s))}
donde "
Q) = 1= LP5E -
Por lo tanto, si ke(f(2(s), f o) = 0 obtenemos la expresién
#(s) = i(1  |o(s) ) 2ie™Z(5)  Tm{e"DQy (2(5))}].

— 2Z.

Lema 5. Sea v la solucién de v +pv =0, v(0) =1, v/(0) =0y
donde p satisface las condiciones del p-criterio. Fntonces
(i) Ia funcién

or) = (1 — )2

v(r)
es decreciente para v € [0,1). Ademds el limite I = ]_11{1 o(r)
e
existe y satisface 0 < |L} < 2.
(ii) La fancién
u(r)

vlr) = A
es decreciente para r € [0,1). En particular, 1 ~ r* > v*(r) para
todor €0,1).

Demostracién. La afirmacién de la existencia del mite L y que
satisface 0 < |L| < 2 es una consecuencia del Lema 4 en [5]. Ahora
bien, considere las funciones £, g : [0, 1) — R definidas por f(r) = 1—r?
y g(r) = %%2 Como fi(r)=~2r <0y

oy V) (v(r) (Y)Y
s0=50 - (55) =0~ (37) <o
entonces f y g son funciones decrecientes. Sean r,5 € [0,1) con r < s
y supongamos que ¢{r) = ¢(s) entonces
v'(r) NG _ v(shu(r) _
=A== =
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Siempre que v'(r) 5 0, si v/(r) = 0 iroplica necesariamente gue r = 0,
pues la existencia de un punto vy # 0 tal que v'(rp) = 0 junto la
mondtonia de v’ implican que v es constante en el intervalo [0, ] lo cual
es una contradiccién. Luego, obtenemos que § = (1 — 52)%—(%)- y como
|L} > 0 entonces s = 0. Ahora bien, si R < 1 entonces 1 —r? < 1 — s2,
esto significa que la funcién f es creciente lo que es una contradiccién.
Si por el contrario R > 1 entonces %f)l > % esto quiere decir que la
funcién g es creciente lo que es una contradiccién. Por lo tanto, R=1
entonces 1 —r? = 1 — 52 lo que implica que r = s, luego la fancién ¢ es
inyectiva, esto junto a la continuidad de la funcién garantizan que ella
sea monétona. Note que g{r} < g(0) = 0 para todo r € [0, 1) entonces
w{r) < ¢(0) = 0 para todo r € [0, 1). Esto significa que la funcién ¢ es
decreciente. La segunda parte de la demostracidén es una consecuencia
del Lema 1 en {5]. 0

E} disco unitario estd dotado de una métrica con propiedades intere-
santes llamada la métrica hiperbélica, para puntos a, b € D definimos
1+ ¢{a,b) a—b
1—¢(a,b)’ 1-a@b
Una particularidad de esta métrica es que todos los automorfismos
conformes del disco son isometrias.

donde ¢{a,b) =

1
dp(a,b) = 5 log

Proposicion 4. Sea f : D — C analitica y Iocalmente univalente

¥ supongamos que
1S£(2)] < 2p(]2])

donde p(x) satisface las hipétesis del p-criterio. Entonces paraa,b €D
sinh(2kdp(a, b))
k cosh(5kdp(a, b))
donde v es la solucién de v" -+ pv = 0, v(0) = 1, v(0) = 0 que no se
anula en —1 < £ < 1 y k% = 6p(0) + 162. Reciprocamente, si una

funcién analitica f no constante satisface esta desigualdad, entonces f
es univalente en D.

|F(a) — f(B)] = {(laDlf ()] + (oD F (B)]}

Demostracién. Dados a,b € . Vamos a considerar el caso donde
el segmento lineal [f(a), f{b)] = T esta contenido en ? = f(D) y
consideremos v = f~! oI'. Sea + parametrizada por largo de arco
hiperbélico como v: z = z(s), s € [—L, L]. Entonces z'(s) = (1 —
|2(5)|2)e}, donde 6(s) = arg 2'(s). Note que 2L > dp(a,b) con igual-
dad si y sélo si «y es el arco de una geodésica hiperbdlica uniendo a y
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b. Consideremos v(s) = v*(}z(s)}}] '(2(s))|. Entonces

= e (26} o EE)

Como k.{f(z(s)), f o) = 0 obtenemos

o) oo | (1o 20D [’

) “[2('”' o))
G [ E | pa o F )
HEEITEED { =) f’(Z(s))}+R { =19

ot {29} D e 200} 2

=) | =) ® | 2=
na [ZEO VYD | o [ D)
2l=() Re {z(s)} N EOI { 5 (sn}

o Lo [£(2(s)
+Re {(#(s))°Sf((s))} + 3Re { (2'()) [ 7(5) ] ”

» V() P
)[ - o 2

QD z(s)) )P

s '“')v(iz(sm ) ,(1 DTG
(1= Jo{) )20 (J=(s) S(EC]
T ) *4’“ GSlE
”(lz(s 02

+2|(1 = o)) SR Q)] + 410~ o=

oG

Por hipétesis del p-criterio se obtiene que |(1—|z(s)|*)*p(|2(s)|}] £ p(0),
al satisfacer f el p-criterio es univalente en I entonces el Teorema 1
garantiza que |Q(z(s)}] < 4 y se deduce ademés que

- P A <

+ - e EE R 0|

7 | =

En virtud del Lema 5 parte (i) se tiene que
’(l—lz 2)’” (lz(s)l) <9

v(fz(s)})

Por lo tanto,
V" (s) < [68(0) - 162]v(s),

j
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luego v(s) satisface las hipdtesis del Lema 4 con k% = 6p(0) -+ 162.
Como f oy es un segmento de recta uniendo f(a) y f(b),

@~ = [ ldui= [ 17 )a
L
N / {f ()1 (s)ds
-L
L
- / (1= [P ()l
> j REEOIIEO)

= jj; v(s)ds .

La ltima desigualdad se debe al Lema 5 parte (ii). El Lema 4 establece
que

[ viops SIEL). 2l £ (@) + DI B

~L cosh(kI)
Como la funcién h(t) = sinh(?) es estrictamente creciente para ¢ > 0
cosh(#)

y dn{a,b) < 2L, se tiene que
sinh(kl) sinh(2kdp(a, b))
keosh(kL) ~ kcosh(3kdp(a, b))

Esto establece la demgualdad cuando [f(a), f(b)] esta contenido en
f(D).

Ahora bien, consideremos €l caso en €l cual el segmento [f(a}, f(b)] no
esta contenido en f(DD). Entonces existen a,3 € 0} tal que [f(a), o)
¥ (8, f(b)] estén contenidos en f(ID) y su unién esta en {f(a}), f(b)]. Si
ceDy flc) € [f(a), @), entonces la primera parte de la demostracién
establece

sinh(1kdp(a, b)) ,
50) = 112 fo Ty (oIS @)

Si f(¢) — a a lo largo del segmento [f(a), @), el punto ¢ — D y
dp(a,c) — o0o. Como h(t) — 3 cuando t — oo, tenemos que

v*(la)|(@)]
2k

V2([p)Lf B
1f(6) =4 = — o

|f(a) —af >

Similarmente,
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Luego,
7@) = SO 2 1f(a) = el +16~ )
(P (al @)+ )L B))

b

. 1 . .
Corno 1511111 h(t) = 3 h es estrictamente creciente, obtenemos
—+00

inh(i
106) = JO)| > oo Br 2 (&) + 7B )

Luego, la desigualdad es estricta en este caso.

Ahora, suponga que f es una funcién analitica no constante en D que
satisface la desigualdad. Si f no es univalente, entonces existen a,b € D
cona#by f(a) = f(b). Como f(a) = f(b), tenemos

sinh(1kdp(a,b)) . , i
kcosh(%kdp(a,b)){” (laDIf ()] + (DI F'(B)]} = 0

el
R £ 0 yn que a b Luego, (o)l -
(|} #/(b)| = 0. Cotmo la solucién v es positiva obtenemos que f'(a) =
(b)) =0, y luego f no es univalente en ninguna vecindad de a o de
b. Como f no es univalente en ninguna vecindad de «, podemos hallar
dos sucesiones {¢,}%2; v {d,}32, de puntos distintos en I tal que
nﬁ—]ﬂocn = I_i_{n dy, = a y f(cn) = f(d,) para todo n € N. Aplicando la
desigualda?:l E'ife nuevo se concluye que f'(c,) = 0 para todon € N, lo
que implica que f debe ser constante. Pero eso contradice la hipGtesis

que f no es constante. Por lo tanto, f es univalente en . U

Note que

6. Aplicacion a Dominios de John

Como consecuencia del corolario 3, sabemos que st f € PN estd
normalizado de la forma f(z} = 1/2z+ by + b1z + . .. entonces

(1= 2P (2D f ()] < 1.
Lema 6. Sea f(2) = %—I—bo—l—blz—!-... € PN. Entonces para[¢| =1
q(r) = (1 — )2 H* (r)lf'(r€)|
es decreciente para r € [0, 1).
Demostracion. Sea |¢] = 1y r € [0,1) definimos

1
") = AT
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se demostrd en la proposicién 3 que
d
2 (vt} 20
como n¢(0) = 0 y n(0) = 1 consideremos
o(r) = (1 = 7)*ng(r) H(r) — ng(r),
entonces
d
v(r) = H(r)-&? {1~ 7Pne(r)} + H'(r)(1 — r?YPni(r) — ni(r)
d 2
= H('r)a; ((1 - rz) 'n'é('r)} >0,
entonces v es creciente, como v{0) = 0 entonces »(r) =2 0, Yr €[0,1).

Luego
d (ng(r)\ _ v(r)
ar (5&)) = A—rpEg) =

2
como ¢(r) = (ﬁ%) se concluye que ¢ es decreciente.
O

Lema 7. Si f : D — C es una funcién univalente y si 21,29 € I

entonces

| f(z2) — fz1)] Y
O~ [P = Pl (5.19
f'(z)
}ff(z2) < eXp(ﬁdJD(zlv 32)) . (3.19)

Demostracion. Consideremos la transformacién de Koebe
F{Ez) - 1)
(1= |z |5} ()

Sea p == 1 — |z ]* y considere la dilatacién

olz) = %h(pzy

h{z) =

pz+ &

—— v usando el teorema de crecimiento de Koebe
1-+Zip2

Tomando zp =

obtenemos

|[flz) = fl2)l_ _ o il 1+ 2]\
0= Pl ()~ S T < (1 . IZI) ‘
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Si se considera la transformacién de Mébius T(z) = —f-:i_-i-—-— entonces
se sabe que
dp(0, z) = —log i ks

y como la métrica hiperbdlica es invariante ante transformaciones de
Mgdbius obtenemos que

2
(FHE) = expttdo(0,2)) = xplda(7(0), 7(:)) = oxp(ado(zs, )

Para establecer la otra desigualdad, usamos el teorema de distorsién
clasico para funciones univalentes en el disco

£ 25 4
<
7T TTRR| S T
de donde se obtiene
/@) .6
f@) |7 12
Usando que el log|a| < {loga| tenemos que
(=) f'(z)
| 1
Bl = )

/. 75%
[, Il

ot
Zo 6
< / Tl = 6db(ar, )

IA

esto completa la prueba.
O

Los lemas anteriores nos permiten establecer el siguiente resuttado para
la clase de Pokorny-Nehari

1 .
Proposicién 5. Sea f(z) = > by~ b1z + ... perteneciente & PN,
entonces 2 = f(D) es un dominio de John.

Demostracién. Sea z = re® y w = pe¥ € B(z). FEscribimos
g = (1 — |2[2)%|f(2)|. Por el lema 7 se tiene que

|F(re¥) — f(re®)] < Kig (3.20)
v ademés
(1~ ) f(re)| < Kag, (3.21)
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donde K7 y K, son constantes absolutas. Se sigue del Lema 6 y la
ecuacién (3.21) que

(1= 21 (pe) | H(p) < (1 = Vi f'(re”)| H?(r) < KaqH?(r)(3.22)
Luego

i i0 i H2(r)
o) = £lre) < [ 170 lds < Kag || rmtitrsds

< Kqu2(r)f g;((z))ds=K2qH(r).

Esta desigualdad junto con (3.20) implican
diamf(B(z)) < K(1~ |2[*)*1f'(2)|H(|=1)
y como la funcién (1~ |z[2)H(|z|) < 1 para todo z € D obtenemos que
diamf(B(z)) < K(1 — 2| f ()],

por el Teorema 11 esto implica que © = f(D) es un dominio de John.
{
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