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1. INTRODUCCION

El cuerpo de los niimeros reales R, central en el que hacer matematico, posee
caracteristicas importantes bien conocidas. Es un cuerpo ordenado arquime-
dianamente, real cerrado, completo por sucesiones de Cauchy, asi como por
cortaduras de Dedekind.

Su contraparte en el mundo no-arquimediano es el cuerpo Levi-Civita real
R. También es ordenado, real cerrado y completo por sucesiones de Cauchy.
Pero, por tener un orden no arquimediano, no es completo en el sentido de
Dedekind. Sin embargo contiene a (R, <) como subcuerpo, y es la menor
extensiéon de R que preserva las propiedades anteriores.

Las investigaciones de M. Berz y K. Shamseddine han puesto de relieve se-
mejanzas basicas asi como diferencias notables entre estos dos cuerpos. En
particular se ha desarrollado una medida de tipo Lebesgue, trabajo dificil
por la existencia de subconjuntos de R que siendo acotados no poseen infi-
mos, O Supremos.

El tema central de esta Tesis es la generalizacion de esta medida en R a
los espacios R%, de dimensién finita. Con ello se puede estudiar problemas
geométricos, y de hecho un problema de P. Erdos fue la motivacién inicial,
(ver el anexo 2). En el capitulo 1 daremos la definicién formal de R y sus
operaciones para luego probar que efectivamente es un cuerpo que extiende
a R. Luego nos referiremos al orden que lo transforma en un cuerpo or-
denado de forma no arquimediana.(Para mayor informacién sobre cuerpos
ordenados y cuerpos reales cerrados se puede ver [3] , [5]).

R con este orden posee una topologia que interactia de buena manera con
las operaciones del cuerpo, convirtiéndolo en un cuerpo completo por suce-
siones de Cauchy y permitiendo que las series convergan si y solo si su
termino general converge a cero,( ver [2]). El capitulo 2 generaliza la medida
en R introducida por Khodr Shamseddine and Martin Berz en [6] a una
medida en R", basandose en las ideas de contenido de Jordan(ver [4]).
Aunque escapa al tema de esta Tesis hay preguntas algebraicas que resul-
ta natural formularse en esta teorfa. Un breve anexo (anexo 1) trata sobre
extensiones de cuerpos en R y deja una pregunta abierta. El tltimo anexo
muestra como la teoria desarrollada en el capitulo 2 podria llevar a una
generalizacion de la soluciéon de Danzer y Griinbaum no solo al caso del
cuerpo R sino que a cualquiera de los que hemos llamado minimalmente
arquimedianos.



2. EL CUERPO DE LEVI-CIVITA

En el presente capitulo se introducira brevemente el cuerpo Levi-Civita, mas
informacion se puede encontrar en [2] y [7].

Definiciéon 2.1. Llamaremos finito izquierdo a un subconjunto M de los
numeros racionales QQ si para todo r € Q existe s6lo un nimero finito de
elementos de M menores que 7

Observacién 2.1. Los conjuntos finito izquierdo son cerrados bajo las ope-
raciones de Interseccion, Union, Subconjuntos y Suma.

Definicion 2.2. El conjunto R, se define por
R={f:Q— R: supp(f) es finito izquierdo }
Lo llamaremos Levi-Civita o Levi-Civita Real.
En la siguiente definicion se han resumido las notaciones estandar para Levi-
Civita
Definicion 2.3.

a) Definimos A : R — QU {oo} por

A(0) = o0

A(z) = min(supp(x)) para = # 0
b) Sea ¢ € Q dado, definimos x[q] como el valor de x en q.
c) Para z,y € Ry ¢ € Q escribimos z =, y si

Vre Qr <qaxlr] =y[r]

Definicion 2.4. Definimos las operaciones suma y multiplicacién en R como
sigue:
(z +y)ld] = =[q] + yld]

@-ld= > el vl

qzt+qy=q
Observacion 2.2. Sea x € R Definimos
_J x sig=0
Mzlq] = { 0 sino.

Es claro que 11, € R y que 11, induce una inscrustacion de R a R.
Ademas,

1. 10, + 11, = Iy,
2. 1L, - 11, = gy
3. Esta incrustacion claramente no es sobreyectiva.

4. R es una extension de los numeros reales.



Lema 2.1. Sean z,y € R,c € R entonces
Az - y) = Ax) + Ay)
A +y) = min(A(z), A(y))
Aex) = AMIez) = A=)
Observacion 2.3. Es facil ver que (R,+,-) es un anillo conmutativo con

unidad 1 = I1;.

Entonces, para establecer que R es un cuerpo basta ver que cada elemento
no cero posee un inverso multiplicativo. Para ello, necesitaremos el siguiente
teorema.

Teorema 2.1 (Teorema del punto fijo). Sea gpr € Q, M C R el conjunto
de todos los elementos, © € R tales que N(x) > qun, vy f + M — R tal que
f(M) cC M.
Si existe k € Q, k > 0 tal que

le,xg eM Tl =q T2 = f(xl) =g+k f(xg)

entonces existe un unico x € M tal que
z = f(x)

Demostracién:
Sea ag € M fijo, definimos la sucesion

a; = f(aj—1) coni € N
Como f(M) S M para todo i, A(a;) > qu-
Notemos que
(2.1) ai[p] = a;—1[p] para p < (i — 1)k + qu.

En efecto para a,,a1 € M tenemos que ai[p] = 0 = ag[p] con lo que la
ecuacién 2.1 es verdad para ¢ = 1, y la hipétesis del teorema garantiza el
paso inductivo.

Ahora consideramos la funcién

r : Q — R
qg — alq]

donde ¢ cumple que (i — 1)k + qpr > q.
Esta funcién estd bien definida por la eleccién de la sucesion.
Por otro lado, (abusando de la notacién =)

T =q a4

lo que implica que x € R. Més atun, como a; € M entonces x € M.
Por ltimo, sea ¢ € Q tomamos i € N tal que (i — 1)k + gas > ¢ entonces

T =q 0 =q Aj+1

f(@) =g+r flas)
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Con lo que, para todo r < ¢

[r] = ain[r] = f(ai)lr] = f(2)[r]

Por lo tanto, f(z) =4 . Como ¢ es arbitrario obtenemos que f(z) = z.

Ahora veremos la unicidad.

Sea y un punto fijo, notemos que 1 =4 x2 = f(x1) =4k f(22) es equiva-

lente a:

A f(x1) = f(22)) > Moy —x2) + K
Por lo que
Mz —y) = Af(z) = f(y) > Mz —y) +k
Lr=y

|

Antes de demostrar que R es un cuerpo debemos introducir un elemento, la
unidad infinitesimal, que serd fundamental en el estudio de R.

Definicién 2.5. Denotaremos la unidad infinitesimal, d , como sigue:

=L 5 onroiaome

0 en todo otro caso

Entonces

1 sig=n
n —
d"lg] = { 0 sino
Lema 2.2. El numero d es invertible y admite raices enésimas en R.

Demostracién: )
Los elementos, d~! y d=, definidos como sigue, satisfacen lo pedido.

=g 5e

0 sino
1. f1 siq:%
dn[q]_{O si no

Teorema 2.2. (R,+,") es cuerpo

Demostracién:

Ya sabemos que R es un anillo conmutativo con unidad. Sélo nos queda ver
que todo elemento posee un inverso multiplicativo.

Sean z € R,q = A(2),a = z[q],2* = 2d™%z. Entonces A(z*) =0y 2*[0] = 1.
Por lo tanto, basta probar que z* posee inverso multiplicativo.

Sin perder generalidad suponemos, entonces, que A(z) =0y z[0] = 1.

z = 1 es su propio inverso. Si z # 1 entonces z se puede escribir de la forma
z=1+ydonde 0 < k = A(y) < 0.

Si logramos probar que existe un x € R tal que

(I+z)(1+y) =1



probariamos lo buscado. La ultima ecuacion es equivalente a

T=—yr—y

Consideremos la funcién f(zx) = —yx — y, nuestro problema se reduce a
encontrar un punto fijo de la funcién f.
Definimos el conjunto, M como sigue

M={zeR:\z) >k}
entonces f(M) C M, ya que si z € M entonces
Af(2) = Ay) + A= (z +1)) = 2k > k

Sea x1,r2 € M tal que 1 =4 2. Como el minimo del soporte de y es k,
tenemos que yx1 =44 yx2. Por lo tanto

—Yr1 — Y =q+k —YT2 — Y

entonces f satisface la hipétesis del lema 3.1.
Por tanto f posee un punto fijo.

La existencia de raices enésimas de elementos de R sigue las mismas reglas
que en el caso de R.

Teorema 2.3. Sea z € R ,distinto de cero, y sea ¢ = \(z). Sin € N es par
y z[q] es positivo, z tiene dos raices enésimas en R. Si n es par y z[q] es
negativo, z no tiene raices enésimas en R. Sin es impar, z tiene una Unica
raiz enésima en R.

Demostracién:

Sea z # 0 entonces podemos escribir z = ad?z* donde a = z[g],q = \(2).
Por otro lado z* = 1+ y donde A(y) > 0. Con lo que z = ad?(1 + y)

Si w es una rafz enésima de z entonces como ¢ = A(z) = A(w") = nA(w),
podemos escribir w como sigue: w = bdx (1 + z) donde

beR,z e R,A(z) > 0.

Luego la afirmacion del teorema es equivalente a que el sistema de ecuaciones
b*"=ay (14+ )" =1+ y posea solucin.

Primero notemos que la primera ecuacién es de niimeros reales por lo que
posee:

— dos soluciones si n es par y a = z[q] positivo,

— ninguna solucién si n es par y a = z[g| negativo,

— solucién tnica si n es impar.

Solo tenemos que probar que la ecuacién (1 + x)™ = 1 4 y posee solucién
unica en R cuando A(y) > 0. Para esto notemos primero que la ecuacién es
equivalente a

nx + z?P(z) =y
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donde P(x) es un polinomio con coeficientes naturales.
Reescribiremos la ecuacion como un problema de punto fijo. Consideremos
la funcién

flay= -2 PO

n n
y el conjunto

M={xeR:\Nx)>y) =ky}
Primero notemos que si x es un punto fijo, con A(z) > 0 entonces x € M.
En efecto, como A\(x) > 0 entonces A(P(x)) > 0.Entonces

Mz?P(z)) > Mz) > A(n-1) =0
Luego A(n-1+zP(z)) =0y
My) = Mnz+22P(z)) = Mz(n-1+2P(x))) = Mz)+A(n-1+zP(z)) = A(z)
Por lo que A(z) = A(y) por lo que z € M.
Ahora veamos que f(M) C M. Sea x € M entonces A(z2P(x)) > 1k, > k.

P . . .
Por ello f(z) = £ — x2$, por el mismo argumento anterior, tiene como

minimo de su soporte a k,. Eso prueba que f(z) € M.

Por ultimo, sean x1,z2 € M tal que x1 =, x2 entonces

A1) > ky v M) > ky. Ocupando la definicién de multiplicacién y que
ky < g notamos quesir € Q, r<q+ky.

A= Y wlelnlel= ) walelele] =3

QZ+q:g:T QZ+qy:T
2 _ 2
Tl =q+ky L2

Maés ain, inductivamente podemos probar que, para todo m € N se tiene
" =g+k, 3" En particular tenemos que

21P(21) =gk, ©5P(12)
Por lo que
f(@1) =g1k, f(22)

Ya que M y f cumplen las hipotesis del teorema del punto fijo, existe un
unico punto x € M tal que f(x) = x. Notemos que como x es un elemento
de M tenemos que A\(x) > 0

Definiremos ahora un orden no arquimediano en R.

Definicién 2.6. Para z,y € R decimos que z > y < v —y € R, donde
RT estd definido como sigue:

r€RT < z2[\z)] >0

Observacién 2.4. Es claro que R define un cono positivo en R. Por tanto
R es un cuerpo ordenado.
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Definicién 2.7. Decimos que a es infinitamente mds pequeno que b, a << b
si
Vn e N:an <b.

Si a << b escribimos también b >> a. Y la negacién de a << b se ano-
tard por a <« b.

Observacion 2.5. Si ke N

1. d¥F << 1
2. 1<<d’*®

Por tanto R es un cuerpo con un orden no arquimediano.

Observacion 2.6. Sean x < y € R, entonces la incrustacion I también
cumple que 11, < II,

Definicién 2.8. Sea x = (1, ..,74) € R? definimos
lz| =/ (23 + ... + z2)

Definicién 2.9. Sea M subconjunto de R o R?% decimos que M es abierto
si para todo z, € M existe un € > 0 ; € € R tal que el conjunto , O(xg,¢€)
de puntos x con |x — x| < €, es un subconjunto de M.

Estas bolas forman una base de una topologia, que llamamos la topologia
del orden.

Lema 2.3. Consideremos R o R con la topologia del orden descrita arri-
ba,entonces estos espacios son Hausdorff , de base no numerable e inducen la
topologia discreta en los nimeros reales. Ademds, el espacio R es disconexo
y no localmente compacto.

Demostracién:

Es claro que todas las bolas abiertas y todo el espacio son conjuntos abiertos.
También que la unién e intersecciones finitas de abiertos es abierto.

Ahora los conjuntos M1 = {x € R: (x <0) V (x >0Az << 1)}y
My ={ze€R: (x>0)A (xr £ 1)} son disjuntos y abiertos. Ademds,
R = My U Ms, por lo que R no es conexo.

Sean x,y elementos diferentes entonces O(z, @) y O(y, @) son abiertos
disjuntos que contienen a z e y respectivamente. Por lo tanto, R y R¢ son
espacios de Hausdorff.

Para probar que no existe una base numerable de esta topologia, conside-
remos la coleccién de abiertos M, = O(Il,,d) donde x € R (o bien x €
R™). Esta es una coleccién no numerable de abiertos disjuntos dos a dos.
Esto también prueba que la topologia inducida en los reales es la topologia
discreta (ya que M, NR ={z} o M, NR" = {z}).

Para ello consideremos = € R y una vecindad abierta, U, de x. Sea ¢ > 0 tal
que O(z,€) C U. Demostremos que la clausura de U no es compacta.
Definimos los conjuntos M; como sigue:

Myi={yeR:y—xz>>de}U{yeR:y < x}
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Para i € NU {0}
M; = (z + (i — 1)de, + (i + 1)de)

Entonces estos conjuntos cubren a R y en particular son un cubrimiento de
la clausura de U.
Siy < x tenemos que y € M_1.
Si y = x entonces y € M.
Siy>axyy—ax<<deentonces y € M.
Siy>axyy—ax>>deentonces y € M_.
En cualquier otro caso, y estd contenido en un algin M; para algiun ¢ € N.
Es claro que los conjuntos M; para ¢ = —1,0,1,2, ... son abiertos.
Por 1ultimo, notemos que no podemos tomar un subcubrimiento finito ya que
para cada i el nimero x +ide € U esté contenido tinicamente en el conjunto
M;.

|

En lo que sigue de esta seccién probaremos que R es Cauchy completo.

Definicién 2.10. Decimos que la sucesién (a,) converge fuertemente si
existe a € R tal que

VeecRIneN:Vm>n |a—an| <e.
En ese caso decimos que (a,) converge (fuertemente) al elemento a y ano-

tamos
an, — 0,cuando n — oo

Observacioén 2.7. Conservando la notacion de la definicion anterior, note-
mos que:

a — Am =\(e) 0

Observacion 2.8. Una propiedad fundamental que cumple el cuerpo de
Levi-Civita, es la siguiente:

VeeRe>0 dIneN 0<d"<e

Por tanto
d" — 0, cuando n — oo

Esta propiedad la llamaremos minimalmente arquimediana.

Cabe notar que existen otros cuerpos ordenados que cumplen con esta propiedad,
como el cuerpo de Hans-Keller truncado [8] o cualquier cuerpo ordenado con
un orden arquimediano. También existen otros cuerpos que no cumplen esta
propiedad como el cuerpo de Hans-Keller(sin truncar).

Teorema 2.4 (Expansion en serie de potencias). Sea ((¢;), (z[q;])) las suce-
siones que definen a x € R. Entonces la sucesion
n

Ty = Z x[q;)d¥

i=1



converge fuertemente a x. Por lo que podemos escribir:

[o¢]
x = Z x[q;]d®
i=1
Demostracién:
Sin pérdida de generalidad supongamos que {g;} es una sucesién infinita
creciente.

Sea € > 0 con € € R, consideremos n € N tal que
d" < e
Como {¢;} es una sucesién divergente y creciente, existe ng € N tal que
Ym >ng qm>n

Por lo tanto, (2, —x)[i] = 0 param >ng y i <n.
Entonces
|zm — x| < d" <e param > ng
|

Teorema 2.5. Sea (a;) una sucesion en R entonces (a;) converge fuerte-
mente si y solo si para todo r € Q existe n € N tal que

Vi, g > n aj =y Gy

La serie Y .2 a; converge fuertemente si y solo si la sucesion (a;) converge
a cero.

Demostracién:
Primero demostremos la primera parte del enunciado.
Supongamos que a, — a € R.
Dado r € Q existe ng € N tal que r < ng. Consideremos € = d™° entonces
existe N € N tal que

Vm >N |a—an| <e
Luego por la observacién anterior tenemos que

Ym >N ap—a=p,0
En particular

Ym>N ayn—a=;0
Es decir,

Vil,ig >N Qi — Qjy =p 0

como se queria probar.

Supongamos ahora que para todo r € QQ existe n € N tal que
Vi, i >n  ai =, a;,. Contruiremos un elemento a € R en forma recursiva:
Para n = 0 sea Ny € N tal que

Vj,i > Ny a; = a;j.
Definimos para r € Q,r <0
a(r) = an, = aj(r) para todo j > Ny
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Ahora, para n = 1 existe N1 € N tal que
Vj,i > N1 a; =1 a;

La tdltima igualdad nos permite asumir sin pérdida de generalidad que
N1 > Ny. Definimos parar € Q,r <1

a(r) = an, = aj(r) para todo j > Ny
Notemos que a esta bien definido para todo r < 0 ya que
a(r) = an,(r) = an, (1)

Procedemos entonces en forma recursiva. Sea m € N.
Para n = m existe N,,, € N tal que

Vj,’i 2 Nm a; =m aj
La tultima igualdad nos permite asumir sin pérdida de generalidad que
Ny > Ny—1. Definimos para r € Q,r < m
a(r) = an,, = a;(r) para todo j > N,

Notemos que a estd bien definido para todo r < m ya que

a(r) = an,,_,(r) = an,,(r)
Es claro que a € R, por lo que solo nos falta ver que a,, — a.
Ahora bien, para todo n € N existe N,, € N tal que si j > n,

aj =n ON =p Q.
Por tanto,
la —aj| < d"
lo que implica que
a; — a

Ahora demostremos la segunda parte del teorema.

Primero supongamos que la serie converge fuertemente, entonces por la
primera parte para todo r € QQ existe n € N tal que

Jj+1 j
0= (Z a; — Zai) = a; para todo j > n.
i=1

i=1

Entonces,

Vi>n 0=, aq;
Nuevamente por la primera parte, obtenemos que

aj — 0

Ahora supongamos que a; — 0. Por la primera parte esto implica que

Vi>n 0=, aq;
Entonces, para todo m € N

Vi>n 0=, ajtm+...+a; = a;
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Por lo que,
Jj+m J
0=, (Zai—Zai):ajH paratodoj>n,meN
i=1 i=1
luego por la parte 1 obtenemos lo que buscabamos.
[ |

Teorema 2.6. (a,) es una sucesion de Cauchy en R si y solo si (a,) con-
verge fuertemente en R.

Demostracién:

Sea (ap) una sucesién de Cauchy en R. Consideremos la sucesién b, =
Gn41 — Gy, NOtemos que esta sucesion converge a cero.

Por el teorema anterior la serie -, a, converge.

Por 1ltimo, notemos que a, = a1 + Z?;ll b;, por lo que la sucesion a,
converge fuertemente.

La demostracién del reciproco es exactamente igual que en el caso real.

Corolario 2.1. El conjunto R es Cauchy completo.
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3. MEDIDA EN RY

En este capitulo se desarrolla el tema central de esta tesis, el estudio de
la medida en los espacios R? = {(z1,...,7q) : ; € R}. Las demostraciones
cubren el caso d = 1 estudiado en [6], que fue la base de este trabajo.

Definicion 3.1.

1. Definimos m(¢) = 0.

2. Sea I(a,b) C R un intervalo cerrado, abierto o semi-abierto, donde
a, b son elementos distintos de R. Definimos la medida del rectangulo
R=TI(ay,by) x ... x Ij(ag,bg) € RY como m(R) = Hle(bi —a;)

3. A C RY se llama un blogue (de RY) si A = U I,, donde los (I,,)
son una sucesién de rectangulos disjuntos dos a dos.

Ademsds si Y2, m(I,) converge en R, llamaremos a esta suma la
medida del bloque A y la designaremos por m(A).

Definicién 3.2. Sea A C R? dado, decimos que A es medible si para cada
e >0, e € R, existen bloques B = B(e),C = C(e) tal que

1. BCACC
2. m(B) y m(C) estan bien definidos en R
3. m(C)—m(B) <e

Lema 3.1. Si A, B son rectdngulos tal que A C B entonces existe una

sucesion finita de rectdngulos ,(Aj)é-vzl, dos a dos disjuntos tal que
(figura 1)
A=A, B= U;VZIAj
N
m(B) =) _m(4;)
j=1
B
figura 1
Demostracion:

Supongamos que A = I(ay,b1) X ... X I(ag,bq) v que B = I(aq, 1) X ... X
Iag,Bq)-SeaFi={xreR:z=a; Ve =bVr=aq;Va=0,i=1,...d}.
Como A C B tenemos que
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ar <ap <b </
ag <ag < by < o

ag <ag <bg < B4

Consideramos los rectangulos I(z1,y1) X .. X I(z4,yq) tal que z;,y; € Fi, vy
x; el predecesor inmediato de y; € §i. Esta sucesion de rectangulos es finita
y es una particién de B.

Por contruccién A = I(ay,b1) X ... x I(ag,by).

Teorema 3.1. Sean A, B bloques de R®. Supongamos que m(A) y m(B)
estdan bien definidas y que A C B. Entonces

m(A) < m(B)
Mds atn, existe un bloque L disjunto a A tal que
B=AUL
m(B) = m(A) +m(L)

Demostracion:

Sean (Ip,)nen ¥ (Jn)nen las sucesiones de rectangulos asociadas a los bloques
A y B respectivamente. Construiremos la sucesiéon de rectangulos asociada
al bloque L en forma recursiva:

Paso i = 1.

Como I; C U2, J, entonces existe una subsucesién (Jj,) tal que

hndy, #oy LiNJ;=a¢sij#jk

Como I1NJ;; # ¢ por el lema anterior existe una sucesién finita de rectangu-
los (L(n,l,l))ivil dos a dos disjunta tal que

Lajny=0LnJd; AN Jj= qu\glL(ml,l)

Ny
m(J5) =Y m(Li))
n=1

Andlogamente, si m € N entonces I1 N Jj,, # ¢ nuevamente por el lema
anterior existe una sucesién de rectangulos (L(n,l,m))gzﬁ dos a dos disjunta
tal que

Laam =IN0Jd, A Jj, =UN Litm)

m

Nm
m(ij) = Z m(L(n,l,m))
n=1

Como m(Jj,,) — 0 cuando m — oo entonces S, m(Ln,1,m)) — 0. Por lo

Nm
que 3 en Donly m (L, 1,m)) converge.
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Al terminar la iteracion sobre m se obtiene una colecciéon de rectdangulos dos
a dos disjuntos tal que

N’UL
Ukendj, = UmeN Uy L(n,1,m)

Np,
Som() =YY mLpam)
keN meNn=1

Obtenemos
Urendj, = I (Umen UNT, Lo 1.m))

N
S om() =m(I) + Y Y m(Lnim)
keN meN n=2
Ahora repetimos el proceso para i = 2 renombrando los rectangulos J; con
J # 3k Y L(n,1,m) como los nuevos (Jy,)nen. Luego repetimos el proceso para
i = 3 y asi sucesivamente.
Al término de la iteracién sobre ¢ obtenemos:

Unzidn = (UnZiln) U(UneNLn)
donde la sucesién de recténgulos (L) y la sucesién de rectangulos (I,,) son
disjuntas dos a dos. Definimos
L = UpenLn
con lo que B = AU L. Ademés

[e.e]

> om(Jn) = m(I) + Y m(Ly).
n=1 n=1

neN
Es claro que la serie ) . m(L;,) converge ya que

> m(Ln) =Y m(Jn) =Y m(ly)
n=1 n=1

neN
y el lado derecho converge. Luego m(B) = m(A) +m(L).
|

Observaciéon 3.1. Notemos que el bloqgue L no es mds que la diferencia
entre A y B.

Corolario 3.1. Si A, B son dos bloques medibles con A C B entonces B— A

es un blogue medible y se tiene que
B=(B—-A)UJAym(B)=m(B—-A)+m(A)
En particular, m(A) < m(B) y m(B — A) = m(B) — m(A)

Lema 3.2. Sea A es un conjunto medible de R entonces para cada k € N
existen dos sucesiones de bloques medibles, (IF) y (J*) tales que
fcrrttcAc g c gt
m(J*) — m(I*) < d*
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Demostracién:
Procederemos por induccion sobre k. Para k = 1 existen, por ser A medible,
bloques I', J! tales que
It cJt

m(JY) —m(I') < d.
Supongamos construido hasta N, es decir que existen bloques (I7) j=1..N'Y
(J7)j=1..~ tales que

c.ciNcAcJNc..cJ!

m(J7)) —m(I) < d.
Construyamos el bloque N+1.
Por definicién existen bloques I* y J* tal que

I"CAcCJ*
m(J*) —m(I*) < dV !
Sea (J¥) la sucesién de rectangulos asociados al bloque J* y sea (JY) la

sucesién de rectangulos asociados al bloque JV. Ademds, sin pérdida de
generalidad supongamos que para todo n € N

INANA4¢ AN T NA#6
Para cada n € N existe una sucesion {n;} tal que
TNy F ¢ A Iy = ¢ sim £ .

Definimos J,, ; = J; N J,]L\J[_ ; ésta es una familia numerable de rectangulos dos
a dos disjuntos. Designaremos al bloque asociado a ella por JN T

Notemos que para todo j € N
m(Jp ;) < m(Jy)

Como m(JT]L\]’) — 0 entonces m(J, ;) — 0 cuando j — oo obtenemos que
>_;m(Jn ;) estd bien definido. Por otro lado,

Y mJng) < m(Jy)
J
Como m(Jy;) — 0 entonces >, m(J, ;) — 0 por lo que m(JNT1) estd bien
definido. Ademas
m(JNTY) < m(J7),
por lo que
m(JNY —m(I*) < m(J*) = m(1*) < dV T

Ahora construyamos el bloque IVt de forma analoga.
Sea (I}) la sucesién de rectdngulos asociados al bloque I* y sea (IY) la
sucesién de rectangulos asociados al bloque I'V. Definimos

N = (L) u (L)
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y afirmamos que es un bloque ya que se puede escribir en su notacién de
rectangulos disjuntos dos a dos de la siguiente forma:

U - U — o) Ju n )

n n n,m

Ahora veremos que m (I 1) estd bien definida. Primero notamos que m(I—
U]I]N) lo estd, por el lema 3.1. Ademas

m(Iy — UL ) < m(I})
como m(Il¥) — 0 cuando n — oo entonces m(I} — U]IN) — 0. Luego
Yo, m(ly— IJN) converge.

Anélogamente > m(IY) — U;I5 converge. Por tltimo, para todo m € N
tenemos que

m(IN N 1% < m(IF)

— O(cuando m — o) entonces m(IY N I%,) — 0. Luego
» ) converge. Ademas

Como m([

)
INNIx

N
3
i

Som(IY N 1) < m()

m

Como m(IN) — O(cuando n — o0) entonces >, m(IN N I%) — 0. Luego
S S m(INNIE,) converge. Por lo que m(IV+1) esté bien definido. Ademds

Irc vt
Entonces
m(I*) < m(IVT1)
Luego
m(J*) — m(INTH) < m(J*) — m(I*) < dVF!
Por ultimo,

m(JN+1) _ m(IN+1) < m(JN—i-l) _ m(]*) _|_m(1*) _ m(J*) + m(J*) _ m(IN—i-l)
< dN+1 o dN+1 +dN+1 — dN+1

Lo que termina el proceso de induccién y la demostracién.
|

Corolario 3.2. Si A, B son dos bloques tal que m(A) y m(B) estdn bien
definidas entonces AN B es un bloqgue y m(A N B) estd bien definida. Se
tiene que m(AN B) < min{m(A),m(B)}

Corolario 3.3. Si A, B son dos bloques tal que m(A) y m(B) estdn bien
definidas entonces AU B es un bloque y m(A U B) estd bien definida.
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Lema 3.3. Bajo las hipotesis y notacion del lema anterior, tenemos que las
sucesiones (m(I*))pen y (M(J*))ren son de Cauchy.
Mads ain,

lim m(J*) = lim m(I*)

k—o00 k—o0

Demostracién:

Sea € > 0 € R entonces existe m € N tal que d™ < e. Primero demostremos
que (m(I*¥))ren es de Cauchy.

Consideramos N = m + 1 entonces para todo ki, ke € N, sin pérdida de
generalidad ko > k1 > N

m(I%2) — m(I™) < m(I*?) — m(J*) + m(J*?) — m(I*)
< dF? 4+ m(J*F2) — m(I™)
< d" 4 m(JF) — m(I")
<d™ o dh <2dM < 2dN <dm < e

Por lo que (m(I*¥))ren es Cauchy. Andlogamente, (m(J*))gen es Cauchy.
Como R es completo existen I,J € R tal que

m(I*) =T eR
m(J¥) - JeR
Como |m(I¥) — m(J*)| < d* cuando k — oo tenemos que
- J=0=1=J
|

Definicién 3.3. (Con la notacién anterior). Definimos la medida de un
conjunto medible A:

m(A) = limp_.com(J*) = limpg_oom(I*)
Observacién 3.2. Notemos que m(I¥) / m(A) y m(J*) \, m(A).

Ejemplo 3.1. La definicion de conjunto medible va muy relacionada con
la nocion de medida finita. De hecho, todo conjunto medible posee medida
finita. Ilustremos algunos conjuntos no medibles.
1. El conjunto R.
2. El conjunto de Cantor de R.
Esto prueba que la medida de R no es una extension de la medida
de Lebesgue en R

3. Todo conjunto no numerable de R no es medible como conjunto de
R

Proposicién 3.1. Sea A C R? medible. Entonces

(3.1) m(A) = inf{m(J) : Jes un bloqgue ,A C J,m(J) estd bien definida}.
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(3.2) m(A) = sup{m(I) : Ies un blogue,I C A,m(I) estd bien definida}

Demostracién:
Demostremos la primera afirmacién, es decir que el infimo existe y es igual
am(A).
Sea J un bloque tal que m(J) estd bien definido y A C J, entonces basta
probar que
m(A) < m(J)
ya que por el lema 3.2 y la observacion 3.2 tendriamos la afirmacién.
Supongamos que no es cierto, entonces existe un bloque (J°) tal que m/(J°)
estd bien definido, A C m(J°) pero m(4) > m(J).
Entonces existe k£ € N tal que
o mlA) = m(J°)

2
Sea (I*) y (J*) como en el lema 3.2.
Entonces I* ¢ A c J*.

m(J*) — m(I%) < d*
Como I¥ ¢ A c J° e I* es un bloque, obtenemos
m(I*) < m(J% = 0 < m(J%) — m(I*)
Por otro lado,
m(A) — m(I*) < m(J*) —m(I*) < d*
Entonces
m(J%) = m(I*) = (m(J°) = m(A)) + (m(A) = m(I"))
< (m(J%) = m(A)) +d*
< (m(J°) — m(4)) + M
_ m(J°) = m(A)

<0
2
lo que es una contradiccién.

La demostracién de la segunda afirmacién se hace de manera andloga.
|

Observaciéon 3.3. Notemos que un cuerpo con un orden no arquimediano
como Levi-Civita no es completo por cortaduras de Dedekind, es decir, los
infimos (resp. supremos) de conjuntos inferiormente (resp. superiormente)
acotados no siempre existen.

Por ejemplo, el conjunto {x € R : 0 < x << 1} no posee un supremo.

Es por eso que la proposicion anterior es importante, y no se puede definir
los conjuntos medibles de la manera usual por infimos y supremos.

Corolario 3.4. Si A, B son medibles y B C A C R? entonces
m(B) < m(A)
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Proposicién 3.2. Sea A C R? medible con m(A) =0 y B C A. Entonces
B es medible y m(B) =0

Demostracién:

Primero probemos que B es medible.

Sea € > 0,e¢ € R, por la proposicion 3.1 existe un bloque J tal que A C J
m(J) estd bien definida y m(J) < e.

Consideremos el bloque I = ¢ entonces

IcBCcAcCJ
m(J) —m(I)=m(J) <e

lo que prueba que B es medible.
Por tdltimo, como B C A tenemos que

0<m(B) <m(A) =0,
lo que implica que
m(B) = 0.
[
Proposicién 3.3. Sea A C R™ finito entonces A es medible y m(A) =0

Demostracién:

Sea ke N, A={a,.,a;}, aj = (ajl-,...,a;”) eR™

Dado € > 0,¢ € R, sabemos que existe N € N tal que dV¥ < e.
Consideremos la sucesién de rectangulos,

I; =0
Jj(M):[ajl-—dM,a}—de] X .. X [a;-l—dM,a;-”—de] paral <j <k
Ji(M) =0 para j > k

Puesto que A es finito podemos tomar My € N suficientemente grande para
que los rectangulos J;j(My) sean disjuntos dos a dos. Ahora basta tomar
M = méx{My, N + 1}. Ponemos J; = J;(M) para todo j € N Entonces la
sucesion de rectangulos (7;), (J;) son disjuntos dos a dos y Up2 I, C A C
U 1 Jn.
Ademas,

S om(dn) =Y mIn) =Y m(Jy) =2md"m < 2maM < dN < e
n=1 n=1 n=1

por lo que A es medible. Es claro que m(A) = 0.
|

Proposicién 3.4. Sea A, B dos conjuntos medibles de R entonces AU B
es medible.
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Demostracién:
Dado € > 0,e € R. Como A y B son medibles existen bloques I, J!, %, J?
tal que sus medidas estan bien definidas ,

'cAcJ
I*cBcJ?
m(JY) —m(I') < e
m(J?) —m(I?) < e
Sean (I}) y (J!) las sucesiones de rectdngulos asociadas a los bloques I, J!y

sean (I2) y (J2) las sucesiones de rectdngulos asociadas a los bloques 12, .J2.
Consideremos

I=1r'ur=urL| Jur
J=J'u=ui| Jus

Entonces I, J son bloques tal que I € AUB C J. Ademés I se puede escribir
como union de rectangulos disjuntos dos a dos como sigue:

1=, -y J@k —urp) [ Juan 1)

n n n,m

Ya vimos que m([) estd bien definido en la demostracién del lema 3.2.
De la misma manera J se puede escribir como unién de rectangulos disjuntos
dos a dos como sigue:

J=J0n - Uz - uah e n J2)

De forma andloga m(.J) estd bien definido por la demostracién de que m([I)
estd bien definido del lema 3.2. Por dltimo,

m( Zm,ﬂ (UT?) +ZmJ2—(UJ1))—|—Zm(J}Lﬂan)

Zm — (UI?) +Zm —(uI}) +Zm (I} N I2)]
< 3e

Con lo que AU B es medible.
|

Ejemplo 3.2. Notemos que el hecho que (Ag)ren sea una sucesion de con-
Juntos medibles en R tal que | J, Ax C (a,b) en R, no asegura que su union
sea medible. En efecto, si tomamos los conjuntos A, = (%H, %) conn €N,
estos conjuntos son medibles pero su union no es medible pues »_ m(A;) no
converge. El ejemplo se generaliza fdcilmente a RY.

Proposicién 3.5. Sean A,B C R% medibles entonces AN B es medible y
m(AN B) <min{m(A), m(B)}.
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Demostracién:
Dado € > 0, € € R. Existen bloques I', J', I?, J? con sucesiones de rectangu-
los asociados (I}}), (J1}), (I2), (J?) respectivamente.

I'cAcJ
I*cBcJ?
Ademias, m(I'), m(1%), m(J') , m(J?) estdn bien definidas.
m(J') —m(I') <e
m(J?) —m(I?) < e

Consideremos los bloques I = I'N 1%y J = J'NJ? , es claro que m(I) y
m(J) estdn bien definidos. Ademéds I C ANB C J .

Sean P :=J — (I' UI?), Loy := (JNIZ) — (I') , Logyr1 := (J N I}) — (I?),
notemos que J — I se puede escribir como unién disjunta de los conjuntos
P, Loy, Log1 1, es decir,

J =1 =P| kL) | J(UsLars1)
Ademsas
PJuLop) cT -1 CcJ' =T
UpLopr CJ —I* C J* - I?
Con lo que
m(J) —m(I) = m(P) + Y m(Lot) + Y m(Lokt1)
<m(JY) = mI") + > m(Lasa)

<e+ Y m(Lypyr) < e+ m(J?) —m(I?)
< 2e

Por lo tanto, A N B es medible.
Por 1ltimo, como A N B C B tenemos que

m(AN B) <m(A)
m(AN B) <m(B)
= m(ANB) <min{m(A),m(B)}
]

Ejemplo 3.3. Notemos que en la proposicion anterior no basta con acotar
m(J) —m(I) < m(JY) —m(I') < e. Consideremos el siguiente ejemplo; sea
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A=100,2],B=11,3] ye>0,e € R (segun la notacion de la proposicion)

I} =10,2 — ¢ m(l})=2—e
Ji=A m(J}) =2
B(te3 m(I}) =2 e
J2=B m(J2) =2

L=ILnNnE=[1+¢2—¢ m(l)=1-2¢
Ji=JinJ? =112 m(Ji) =1

Pero entonces

> om(Tn) =Y m(I) =m(h) —m(I) =26 > > m(Jy) = > m(I) =e

Lema 3.4. Sean A, B C R? blogues y supongamos que m(A) y m(B) estdn
bien definidos entonces

m(AUB) =m(A) + m(B) —m(ANB)

Demostracion:

Por el lema 3.1 sabemos que A— By B— A son bloques. Ademas, m(AUB) =
m(ANB)+m(B—A)+m(A— B).

Nuevamente por el lema 3.1 sabemos que m(B) = m(BNA)+m(B—A)y
m(A) =m(AN B)+m(A— B). Por lo tanto,

m(AU B) =m(A)+m(B) —m(ANB)

Proposicién 3.6. Sean A, B C R% medibles entonces
m(AU B) =m(A)+m(B) —m(ANB)

Demostracién:

Sea € > 0,¢ € R por la proposicién 3.1 existen bloques I, J tal que
m(A)+e>m(I), mB)+e>m(J),ACIyBcCJ

Es claro que I NJ y I U J son bloques tal que

ANBcCc(INnJ)y AuBcC (IUJ). Ademsés,

m(AUB)+m(ANB) <m(IUJ)+m(INJ)
=m(I)+m(J
<m(A) +m(B) + 2¢
Como € es arbitrario, obtenemos que
m(AUB) <m(A) +m(B) —m(ANB)
Analogamente probaremos que
m(AU B) > m(A)+m(B) —m(ANB)

Sea € > 0,¢ € R por la proposicién 3.1 existen bloques I, J tal que
m(A)—e<m(l), m(B)—e<m(I),ICAy JCB
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Es claro que I NJ y I U J son bloques tal que
INJC(ANnB)yIUJ C (AUB). Ademés,

m(AUB)+m(ANB)>m(IUJ)+m(INJ)
= (1) +m(J
> m(A) +m(B) + 2
Como € es arbitrario, obtenemos que
m(AU B) <m(A)+m(B) —m(ANB)
|
Proposicién 3.7. Sea A C R? medible, c € R y A < 1,A € R entonces
A+c={(a1+c,...,aqg+c): (a1,...,aq) € A} es medible y NA es medible.
Ademds
m(A+c) =m(A)
m(AA) = X?m(A)
Demostracién:
i) Dado € > 0 existen dos sucesiones de rectdngulos dos a dos disjuntos,
(In) y (Jn), tal que > m(I,) y > m(Jp) converge

Z m(Jp) — Z m(1,

Es fécil ver que A+c es medible ya que tanto la sucesién de rectangu-
los (I, + ¢) como la de (J, + ¢) son disjuntas dos a dos.

Ademss, Y- m(I, +c¢) = > m(I,) ,>.m(J, +¢) => . m(J,) por lo

que convergen.

UneN(In + C) cA +cC UnEN(Jn + C)

S om(dn+e) =Y mIn+e) =Y m(J) =Y ml,) <e

Con lo que A + ¢ es medible Por 1ltimo como,

m(A+c) = limp—oo Z m(Ip +¢) = limp—oo Z m(I,) = m(A)

tenemos que lo que queriamos probar.
ii) Dado € > 0 existen sucesiones de rectdangulos dos a dos disjuntos,

(In) y (Jn), tales que Y- m(I,) y > m(Jn) converge.
UnenIn C A C UpenJn

> m(dn) =Y m(I,) <€
Es facil ver que AA es medible ya que ambas sucesiones de rectangu-
los (AL,) y (AJy,) son disjuntas dos a dos.
Ademis, S"m(A,) = XY m(1,) .S m(AJ,) = XS m(J,) por lo
que convergen. Como

UTLGN)\IH C AA C UneN)\Jn
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> m(An) =Y o mAL) = X0 m(T) = > m(I,)) < Me
se tiene que AA es medible.
Por 1ltimo, como

M(AA) = limn o0 Y m(AL) = Ximn oo Y m(In) = Am(A)

tenemos que lo que queriamos probar.
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4. ANEXOS

4.1. Anexo 1. Extensiones de cuerpos en R.

El cuerpo R no solo es interesante por sus propiedades analiticas y topoldgi-
cas sino que también tiene preguntas atractivas desde el punto de vista del
algebra, particularmente de la teoria de cuerpos. En este anexo se presen-
tardan dos preguntas formuladas con respecto a extensiones de cuerpos del
cuerpo Levi-Civita real.

Definiciéon 4.1. Sea F un subcuerpo del cuerpo de ntimeros complejos,
F — C, entonces definiremos

LF ={f:Q — F: supp(f) es finito izquierdo }

Es claro que LR = R, y se puede probar que LF es un cuerpo de la misma
forma en que se procede con R.

Cabe destacar que LC es un cuerpo tan bien estudiado como lo es LR. De
hecho, LC es algebraicamente cerrado y la dimensién de LC sobre LR es 2
([LC : LR] = 2), es decir, LR es real cerrado. Mas ain

LC = LR+ LR

Consideremos ahora la torre de extensiones F — E — C. Si [E : F] = n,
quiero responder la siguiente pregunta: ;Es verdad que [LE : LF] = n?.
Primero analicemos la extension

LQ — LQ(V2)

inducida por Q@ — Q(v/2).
Dado f € LQ(v/2) este elemento es una funcién de Q a Q(y/2). Como
[Q(v/2) : Q] = 2 entonces existen fi, fo : Q — Q tal que

f=f+v2f

Como f posee soporte izquierdo finito entonces, para j = 1,2, cada f; posee
soporte izquierdo finito, es decir, f; € LQ. De esta manera tenemos que
[LQ(VE) : LQ] = 2.

Ahora ocupemos el mismo argumento de espacios vectoriales de antes para
el caso general.

Dado f € LE existen fq,..., f,, € LF tal que

f = (flw--afn) = flul + ...+ fnun

donde u; son los elementos de la base de la extensiéon F — IE.
Ademas como f posee soporte izquierdo finito entonces también lo tienen
fi»3=1,...,n ya que

supp(f;) C supp(f)
Con lo que f; € LF y LF es un LE espacio vectorial finito de dimensién a lo
mds n. Pero como los u; son los elementos de la base de la extensién se tiene



26

que [LF : LE] = n. De esta manera mi pregunta original da lugar al siguiente

Teorema 4.1. Dada la torre de extensiones F — E — C. Si [E : F] = n,
entonces [LE : LF| = n.

Dejamos la siguiente pregunta abierta. Si consideramos la torre de dimensién
finita LQ — T entonces jexistird un subcuerpo, £ < C tal que F = LE?

4.2. Anexo 2. Motivacién de la Tesis, el Problema de los Angulos.

En los anios 50, Paul Erdos planteé la conjetura que todo conjunto en R"
de més de 2" puntos, posee al menos un angulo obtuso. Este problema fue
planteado como ”prize question” por la Sociedad Matematica Holandesa. Du-
rante muchos anos estuvo sin resolverse, solo se obtuvieron soluciones para
n=2yn=3.

Fn 1962 Ludwig Danzer y Branko Griinbaum resuelven el problema con una
cadena de 6 desigualdades empezando y terminando con 2". Esta solucién
se puede encontrar en la referencia [1].

A modo de resumen enunciaremos las seis desigualdades (sin demostracion).
Primero, algunas definiciones.

Definicién 4.2. Sean a,b,c € R" definimos el dngulo de a,b,c (£(a,b,c))
como sigue:

<a—bec—b>

[la = bllllc — bl|

Decimos que el angulo es angudo si Z(a, b, c) > 0.

Recto si Z(a,b,c) = 0.

Obtuso si Z(a,b,c) <0.

Z(a,b,c) =

Definicion 4.3. Sea xzg,n € R™ se define el hiperplano centrado en xg y
normal n como H = {x € R" : < x — z9,n >= 0}. Decimos que dos
hiperplanos son paralelos si poseen la misma normal (salvo traslaciones y
constantes).

Observacién 4.1. Se puede notar que el hiperplano H de la definicion an-
terior separa el plano en 8 subespacios:

Ht={zeR": <z—x9,n> >0}

H={zeR": <z—x9,n>=0}

H ={zeR": <z—z9,n> <0}
Definicién 4.4. Sean a,b € R™ consideramos los hiperplanos H, = {z €
R": <z—ab—a>0}yH,={zeR": <z-—5bb—a>=0}
Estos dos hiperplanos separan el espacio en 5 subespacios. Definimos la

franja S(a,b) como el espacio entre estos hiperplanos o equivalentemente
S(a,b)={xeR": <zx—a,b—a> >0 y <z—-bb—a> >0}



27

Definicién 4.5. Sea S C R™ definimos la cdpsula convexa de S (conv(S)
como

conv(S)={z eR": z= Z)‘i‘s’i donde Z)‘i =1 ,tl<oo ys €S8}
iel icl

Definiciéon 4.6. Un conjunto P C R™ se dice un politopo si es union finita
de cdpsulas convexas.
Un politopo P se dice centralmente simétrico si existe x, € P tal que

rot+tr eEP&sxg—xe P
El punto zq se llama el centro de P.

Ahora podemos enunciar la cadena de desigualdades de Danzer y Griinbaum.

Teorema 4.2.
2" < mdx{gS : S CR", £(si,55,81) < 5  para todo  {s;,s;,s,} C S}.

< mdz{tS : S C R", tal que para cada par de puntos {s;,s;j} C S,
eziste una franja S(s;, sj) que contiene a S}.

IN

maz{tS : S C R", tal que las traslaciones P—s;,s; € S de una cdpsula conveza
P := conv(S)se intersectan en un punto en comin, pero ellas sdlo se tocan. }.

IN

maz{tS : S C R"™, tal que las traslaciones Q + s;
de un politopo convexo Q@ C R™ se tocan dos a dos}.

IN

max{8S : S C R", tal que las traslaciones Q*+s;de un politopo convexo centralmente
simétrico Q" C R™ se tocan dos a dos}.

IN

27l

Las demostraciones de estas desigualdades lidian con conceptos muy simples
como traslacién de politopos, capsulas convexas, franjas, politopos central-
mente simétricos, volumen y el concepto de tocarse.

Una pregunta interesante es saber si la demostracion de Danzer y Griinbaum
es aplicable en otro cuerpo ordenado. Para ello fijemos las ideas con algunas
definiciones.

Para el concepto de tocarse, es natural pensar dos conjuntos solo se tocan
si su interseccién es solo un punto(figura 1), pero esta definicién resulta in-
suficiente pues si pensamos en dos cuadrados en el plano cuya interseccion
es un lado su interseccion es despreciable en el plano.
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figura 1 figura 2

Nos gustarfa decir que estos conjuntos solo se tocan en R? (figura 2), puesto
que su interseccién tiene area 0.Teniendo esto en cuenta, podemos definir en
forma general el concepto tocarse en R™ como sigue:

Dos conjuntos A y B de R™, con volumen, solo se tocan si vol(A N B) = 0.
Para eso ocupamos una funcién volumen, con dominio en los subconjuntos
de R™ y rango en R tal que:

Dados A y B en el dominio de la funcién, a € R™ X € R:

vol(AU B) +vol(AN B) = vol(A) + vol(B)
vol(A) = vol(A + ¢)
vol(AA) = A"vol(A).
Los politopos son conjuntos con volumen, es decir el volumen es, en un
sentido, una medida de Lebesgue o un contenido de Jordan.

Para el caso general de un cuerpo ordenado F necesitamos una funcién tal
que Vol : F* — F y cumpla las ecuaciones anteriores.

Notemos que el rango de Vol debe estar contenido en F y no en R pues es
natural que si tomamos un intervalo I (més generalmente un rectangulo),
entonces vol(I(a,b)) = b— a € F, es decir, queremos que el volumen mida
en el cuerpo F.

La presente tesis consiguié demostrar la existencia de un volumen, que toma
conjuntos medibles de R™ y los lleva a R. Para finalizar la generalizacién del
problema de Erdos sélo faltaria verificar que los politopos son efectivamente
conjuntos medibles.

Cabe destacar que la introduccién de esta medida es generalizable a cualquier
cuerpo ordenado con un orden minimalmente arquimediano (ver definicién
Cap. 2). Es decir, el problema de Erdds se puede generalizar a cualquier
cuerpo minimalmente arquimediano (previa verificacién, caso a caso, de la
medibilidad de los politopos).
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