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1. RESUMEN

Sean f(x) y g(x) polinomios en p variables con coeficientes complejos. Se define su Serie Zeta
mediante

(s, f39) =Y g(k)f(k)™*, Re(s) >0
keNp
Bajo alguna hipétesis de regularidad, se define la Discrepancia Multiple asociada a una coleccién
de polinomios {fi,..., fn} como

D(fi,..  faig) = 9 (ZZ(S,J%;Q) - Z('S»fl"'fn;g)) :
s=0

s
i=1

El objetivo de este trabajo es probar la férmula de reduccién

deg fi + deg f;
(1) D(fi.-- fuig) = Y. D(fi, fi;9)-
<iepdegfit A deg fu
la cual permite expresar la Discrepancia de una coleccién de polinomios sélo en términos de las
interacciones entre pares.
Para probar este resultado definiremos un analogo integral de las Series Zeta, llamadas Integrales
Zeta definidas por

Z(s, f19) = / oy S e, Rels) 50

Construiremos la continuacién analitica explicita de Z(s, f;g) a s = 0, la cual nos permitira
probar la férmula (1) para integrales zeta. A partir de esto, utilizando la Fdrmula de Raabe,
deduciremos nuestro resultado para las series.



2. INTRODUCCION: DISCREPANCIA Y PRODUCTOS ZETA-REGULARIZADOS

Sean f, g polinomios en p variables con coeficientes complejos. Se define la Serie Zeta asociada
mediante

(2) (s, frg) o= )oY glha,. k) fRa,. o k)5
k1=0 k=0

Bajo alguna hipétesis de no nulidad de f (por ejemplo, si f satisface la Hipdtesis de Mahler
Definicién 2.1) Mahler [Ma] probé que existe una rama analitica de log f, que la serie zeta (2)
converge para s en algin semiplano derecho Re(s) > 0, y se extiende a una funcién meromorfa en
todo C, siendo regular en s = 0.

Si f € Clxy,...,xp| satisface la Hipétesis de Mahler definimos el producto zeta-regularizado
mediante:

o~

0
erNgf(k) TP Ths

> fk) (No :={0,1,2,...})

5=0 \ ken?

que se utiliza [JL] como sustituto para el producto divergente [], f(k).
Se define la discrepancia D(f1, f2; g) mediante

D(f1, f2;9) == 888 (C(S,fug) + ¢85 f259) — C(s, f1 f2;9))-
s=0

Siguiendo los resultados de Kurokawa [KW] y Mizuno [Mi] nos interesa analizar D(f1, f2;1), la
cual podemos expresar en términos de productos regularizados como

_ hegh®) ()
[ierg f1(F) Tlyenp F2(k)

Desde el trabajo de Shintani [Sh] se conocen ejemplos donde D( f1, fa;g) # 0, es decir, la expresién
exp(D(f1, f2;1)) # 1 en general y es una forma de medir la no conmutatividad que resulta al
multiplicar un nimero finito de productos regularizados. Sin embargo, la discrepancia D( f1, f2;9) =
¢'(0, f1;9) + ¢'(0, fa;9) — ¢'(0, f1f2; 9) es més sencilla que cada sumando ¢'(0, f;; g). Por ejemplo
Mizuno [Mi, pdg. 157] probd que si todas las constantes z;, 7;,7; son positivas y mins — 1om # 0,
entonces

exp(D(f1, f2;1))

ﬁl,m:O(lTl +mn + 21)(Im2 + mnz + 22)
(ﬁz,m:o(lﬁ +mip + Zl)) (ﬁz,mzo(sz +mi + Z2)>

exp(F) =

donde

fo_ T2 = T2 <1°g (%) By (22771 - 21772> log (2) By (Zm — Zsz) )

4 172 TN — T172 TIT2 T2 — ToM

y Ba(z) = 2% — 2 4+ 1/6. En este caso los productos regularizados individuales son funciones
I"-dobles de Barnes.
Generalizando lo anterior, podemos definir la discrepancia de n polinomios fi, ..., f,, mediante
el producto zeta-regularizado
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ﬁk;eNPH?:1 fi(k)
exp(D(f1,...,fn;1)) = — )
PO ) Il e £3(K)

Equivalentemente, en términos de series zeta,

0
D(fla,fn,l) ::%

(C(s,fl; 1)+ C(s. foi 1) + ot (s fui 1) = C(os o fo o+ o 1)).

s=0
Varios autores, entre ellos Mizuno [Mi], han encontrado férmulas explicitas para la discrepancia
de polinomios lineales en una y dos variables. Por ejemplo en [FR, pdg. 377] se prueba la expresién:

n n
loga; ;
D(alx—i-wl,...,ana:—i-wn;l)zg (?(E ﬁ—n?)).
j

j=1 k=1
De hecho Shintani [Sh, pag. 6] entrega, casi sin demostracién, una férmula para la discrepancia de
n polinomios lineales en r variables cuando g = 1:

Formula de Shintani. Si los polinomios lineales
filz1, ... zp) =ai(z1+21) + -+ ari(zr +20), 1 € {1,...,n}

satisfacen H1§j<k§n (ap7jaq7k — apykaq,j) % 0,Vp # q, entonces
) li—1

‘ (=1)" [icr, (aijapr — aigap;)"™ ap; \ 11 [ Bi ()
Difietiy = EL S S 3 jog (222 ) [T { 22221

1 peTs 1<j<k<n Gp,jp,k Hp;équQ (a%japvk? - aq,k’ap,j) Ap,k

=1
donde By; es el l;-ésimo polinomio de Bernoulli y la suma con respecto a l es sobre todas las r-tuplas
de enteros no negativos tales que ly + -+ 1. =r,

T = {iE 1,...,7’:li>1} y Ts 2:{i€ 1,...,T:li:0} .
O

En particular esto implica que D(f1,..., fa;1) = % Zl§j<k§n D(fi, f;;1). El resultado principal
de la tesis consiste en demostrar que esta formula es completamente general.

Definicién 2.1. Sea f(z1,...,2p) € Clz1,...,zp], un polinomio con coeficientes complejos en p
variables. Diremos que f satisface la Hipdtesis de Mahler si:

Hipétesis de Mahler : El polinomio f(z1,...,zp) € Clz1,...,xp] es no constante y no se
anula en ningin punto del octante cerrado RY. := [0,00)P. Ademds su parte homogénea de grado
mdzimo fiop(x) no se anula en ningin punto de RY \ {0}.

Notar que si dos polinomios f1, fo satisfacen la Hipdtesis de Mahler, entonces el producto fi fo
también la satisface, ya que (f1f2)top = (f1)top(f2)top-

En la seccién (8.3) probaremos nuestro resultado principal, el cual permite restringir el estudio
a discrepancias de pares.

Teorema 2.1. Si f1,..., f, € Clz1,...,xp] satisfacen la Hipdtesis de Mahler, entonces D(f1, ..., fn;g)
puede expresarse como una combinacion lineal de las discrepancias de pares mediante la formula:
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SN — deg fi + deg f; y
(4) D(fl,...,fn,g>—l<;<n dog i + T deg f, P fii9):

O

Andlogamente a las series zeta definidas anteriormente, se define la integral zeta mediante la
férmula:

@ Zs.5i9)= [ gla)(f(a))da,

z€[0,00)P
Siguiendo a Mahler [Ma] se puede probar que, bajo la Hipdtesis de Mahler para f, la integral
Z(s, f;g) converge en algin semiplano Re(s) > 0, se extiende como funcién meromorfa a todo C y
es regular en s = 0.

La discrepancia para integrales zeta F(fi,..., fn;g) se define mediante
0
(6) F(flaafnag) = % Z(S’flag)+z(37f2ag)++Z(5afn7g)_Z(Saf1f2 fnag) .
s=0

En general resulta mucho mas sencillo obtener la continuacién analitica explicita para la integral
zeta Z(s, f;g) que para su anélogo de series zeta ((s, f;g).

Afortunadamente, existe una férmula integral (La Férmula de Raabe, Teorema 5.1) que relaciona
C(s, flal; glay y Z(s, fl glal), donde hl%(z) := h(a+ z). Por esto, nuestro método de demostracién
consiste en obtener primero la férmula (4) para la discrepancia F' de integrales zeta (en una varia-
ble) usando explicitamente la continuacién analitica de Z(s, f;g) construida por Mahler [Ma, pédg.
390-398]. Utilizando coordenadas cibicas en RP e integrando la ecuacién en una variable, podremos
generalizar estos resultados a p variables. Luego, mediante la férmula de Raabe podremos traspasar
este resultado a discrepancia de series.

Como "subproducto” de la demostracién encontramos el siguiente resultado, debido a [FP] en el
caso N = 0.

Teorema 2.2. Sean f,g € Clzy,...,x,] polinomios en p variables que satisfacen la Hipdtesis de
Mahler y N > 0 un entero. Entonces la continuacion analitica de la integral zeta en s = —N estd
dada por:

f top

donde m = deg(f), log es la rama principal del logaritmo y Coeff ,—» se calcula en base a la ex-
pansion de Laurent para p = 0o.

Z(=N, f;9) = _%Coeﬁp_p {/80” g(po) (f(po))Y log <f(p0)> da} :

3. SERIES E INTEGRALES ZETA

Se puede probar facilmente (Lema 3.1) que el conjunto Mg, de los polinomios de grado d en p
variables que satisfacen la Hipotesis de Mahler es abierto en el espacio euclideano de polinomios de
grado d en p variables (espacio de coeficientes). Sin embargo, no se sabe si este conjunto es conexo
ni simplemente conexo.

La Hipétesis de Mahler nos asegura la existencia de una rama analitica del logaritmo log(f(z))
para x € Rﬁ, la cual es Unica salvo sumar un multiplo entero de 27i. Si f1,..., f, satisfacen esta
4



hipdtesis existe una rama analitica del logaritmo log f;(z) para cada j = 1,2,...,n. Definimos la
rama del logaritmo para el producto mediante: !

(7) log [ ] fi(x) :=> log f;(x),
j=1 j=1

lo que asegura que
n s n
[T | =][HE@ "
j=1 j=1

Lema 3.1. Sea M, el espacio de coeficientes de todos los polinomios de grado m en p variables
con coeficientes complejos que satisfacen la Hipdtesis de Mahler. Entonces My, , es un conjunto
abierto no vacio en el espacio vectorial finito dimensional de coeficientes de todos los polinomios
en Clzy,...,zp] de grado < m.

Demostracion: Ver referencia [FP, pag. 6].
O

Notacién 3.1. Sea f € Clz1,...,xp] polinomio en p variables. Para a € CP denotamos por flal
al polinomio trasladado en a definido por fl9(z) := f(x + a). Notar que se tiene (f[a])top = fiop-

Ademds si f satisface la Hipdtesis de Mahler, entonces f1 también la satisface para todo t € Rﬂ.

Notacién 3.2. Sea f € Clzy,...,zp] polinomio en p variables de grado m. Para cada j €
{0,1,...,m}, denotamos por J) la componente homogénea de grado j en f, es decir, la suma
de todos los monomios de grado j en f(x).

Corolario 3.1. Si f € My, (en el espacio de coeficientes), entonces existe una vecindad de 0,
U C CP tal que f[a“/] € M p para todoa € U,t € Rﬂ. Mads ain, se puede elegir una rama continua
de log flottl(z) para t,z € RY yacl.

Demostracion:

Los coeficientes de fl? dependen continuamente de a (de hecho, polinomialmente), y no altera
el grado deg(f) = deg(fl?). Ademds, M,,, es abierto por el Lema 3.1. Por lo tanto, existe U
vecindad de cero tal que fl9 e M, p para todo a € U.

Notar que flo+tl = (fleh)ll y flol € M, ,. Ademds, si h € M, entonces hll € M,, , para todo
te Rﬁ. De esto se obtiene el Corolario.

O

Teorema 3.1. (Mahler [Ma]) Sean f,g € Clz1,...,xp] polinomios en p > 1 variables tal que f
satisface la Hipotesis de Mahler. Entonces la integral y serie zeta

Z(s, f;9) = /GRP g(z)(f(z))~* da,

C(S’f;g) — Z Z g(kl,.. .,kp)f(kl,...,kp)_s.

ki=0  kp=0

1En 1o que sigue siempre asumiremos que las ramas del logaritmo se eligen de manera que (ab)™° = a~°b~°.
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convergen absolutamente en el semiplano Re(s) > % y se extienden a funciones meromorfas

en C, con a lo mds polos simples en los numeros racionales contenidos en:
p+deg(g) —1
‘B:{seC:s:, 1=0,1,2..) s#0,—-1,-2,---
deg(f) ( )

(notar que P no depende de los coeficientes de f ni de g, solamente de sus grados). Ademds,
Z(s,f;9) vy C(s, f;9) son regulares en los enteros no positivos s = 0,—1,—2,....

Fuera del conjunto de polos B, la funciones ((s, f;9) y Z(s, f;g) son funciones analiticas en s
y localmente en los coeficientes de f y g cuando la rama de log f(x) se elige continuamente en
T € ]R]_DF y en los coeficientes de f.

d

La demostracién del siguiente resultado se encuentra en [FP, pdg. 20]. Sin embargo, por com-
pletitud se entrega en el Anexo (pagina 33) una prueba distinta y simplificada.

Teorema 3.2. (Férmula para valores en s =0 de ( y Z) Sean f; € Clz], (j =1,...,n)
polinomios en una variable que satisfacen la Hipdtesis de Mahler y sea g € Clx]. Entonces se tiene

(Z deg(fj)) Z(0, fufe-++ faig) = Y _ deg(f;)2(0, f5; 9),
j=1 i=1

(Zdeguj))c(o, b faig) = 3 dea(£)C(0. f:9).
=1 =1

4. DISCREPANCIA DE SERIES E INTEGRALES ZETA
Definicién 4.1. Sean f1,..., fn,g9 € Clx1,...,xp)], tales que f;, (i = 1,...,n) satisfacen la Hipdtesis

de Mahler. Entonces se define la discrepancia integral de f1, ..., fn como:

F(fl??fnvg) = g <Z(87f17.g)+Z(87f27g)+"'+Z(Svfnag)_Z(SaflfQ"'fn7g)>a

0s

y la discrepancia de series

s=0

Dfir.e frig) (c<s,f1,g> 5y farg) 4 C(5: Fung) = C(5, f1 - --fn,g)>

0
 Os 5=0

Las definiciones de discrepancia tienen sentido debido al Teorema de Mahler (Teorema 3.1) y al
hecho que la Hipotesis de Mahler se preserva bajo productos.

Si f satisface la Hipdtesis de Mahler, entonces Z(s, f; g) depende de la rama del logaritmo log f
utilizada. Sin embargo, el valor en cero Z(0, f;g) mo depende de tal eleccién, ya que todas las
ramas continuas de log f(z) sobre RY difieren por un multiplo entero de 2mi. Es decir, si log y log*
son dos ramas del logaritmo para f y definimos:

Zofig) = [ s@es(-sl(f@)dr  (Re(s) > 0),

Zfg) = [ aes(-slog (@) dr (Re(s) 2 0),

6



entonces log*(f(x)) = log(f(x)) + 2kmi, k € Z. Luego: Z(s, f*;9) = Z(s, f;g) exp(—s 2kmi). Se
concluye que Z(0, f*;g9) = Z(0, f; g). Andlogamente ((0, f*;g) = ((0, f; g). Més generalmente, los
valores en enteros negativos Z(—N, f;9) vy ((—=N, f;9) N € N, no dependen de la rama de log f
utilizada. Por otro lado, el valor de la derivada en cero Z'(0, f;g) si depende de la eleccién de
rama del logaritmo log f, como veremos a continuacién

0 « 0
%8202(37.]0’9)*%

Si escogemos distintas ramas del logaritmo para cada f;, digamos
fi(@)™% == exp (—s(log fj(x) + 2k;mi)) kieZ, (j=1,2),
con la ecuacién de compatibilidad usual (f5f5)"° :== (f7)~*(f3) %,

(Z(s,f;g) exp(—s 2k7ri)> = —2kmiZ(0, f;9) + Z'(0, f; ).

s=0

g Z(S’ff;g) = —2k:17riZ(O,f1;g)—|—Z’(O,f1;g),

S1s=0
0
55 _OZ(s,fS‘;g) = —2komi Z(0, f2;9) + Z'(0, f2; 9),

888 Z(s,(fif2)559) = —2(k1 + ko)mi Z(0, f1f2;9) + Z'(0, f1f25 9).
s=0

Luego al calcular la discrepancia con las ramas f7 se obtiene:

0
Pz = o] (26050 + 2050 - 26 f5i0) )
s=0
= Z/(Oafl;g) + Zl(ov f2;g) - Zl(()? flfQ;g) +
+2mi (_klz(ov fl;g) - k22(07 f?;g) + (kl + k2) Z(07 flfQ;Q))
= F(f1,f2;9) +2mi (=k1Z(0, f1;9) — k2Z(0, f2;9) + (k1 + k2) Z(0, f1f2;9)) .

Por la férmula del producto para valores en cero de series o integrales zeta (Teorema 3.2) sabemos
que

L deg(f1) ) deg(f2) )
Z(07 fleag) - deg(fl) —|—deg(f2)Z(0’f1’g> + deg(fl) —I—deg(fg)Z(O’ f2ag)'

Por lo tanto, la diferencia entre las discrepancias F(f;, f5; 9) — F(f1, f2; g), usando diferentes ramas
del logaritmo, es igual a

. kadeg(f1)—Fki1 deg(f2)
donde A := doa(f1)Tdee(lo)
lo cual prueba que la discrepancia (de integrales o de series) depende de las ramas del logaritmo

utilizadas.

Para facilitar la notacién, omitiremos esta dependencia al escribir solamente D(f1,..., fa;g), en
vez de D((f1,10g1), (f2,108s), ..., (fn,10g,); g), pero debemos tener en cuenta que D y F dependen
tambien de las ramas del log utilizadas para cada f;.

Si fi € Clzy,...,xp], (i =1,...,n) satisfacen la Hipdtesis de Mahler, entonces

(9) D(fO'flaf2a"'afn;g) = D(anfl?"'afn;g) —D(fo,fﬁg),
F(fo- fi.fos-- s fuig) = F(fo, fi, -5 fus9) — F(fo, f1:9).

7



donde la rama del logaritmo usada para cada f; es la misma en cada lado de las ecuaciones. Estas
propiedades son consecuencia directa de la definicién de discrepancia, usando la férmula que la
define para Re(s) > 0 y luego extendiendo el resultado por continuacién analitica a s = 0. Es
decir, para Re(s) > 0

C(s; fo- f1:9) +C(s, fasg) + -+ C(s, fni9) — C(s, fofife - fnig) =
= (s, fo; 9)+C(s, fr9)+ - +C(s, fai9)—C(s, fofifar - fa3 9)—(C(s, fos 9) + C(s, fr3.9) — (s, fo - f139))
Derivando y usando continuacién analitica a s = 0 obtenemos (9).
5. RELACION ENTRE DISCREPANCIAS INTEGRALES Y DE SERIES

Definimos los Polinomios de Bernoulli Bj(t) € Q[t], 7 = 0,1,2.. por induccién mediante las
ecuaciones

Bo(t) = 17
4B _ FiBja(t)  (j>1),

dt
1
[ Bwa =0 Gz
0

Por ejemplo, los primeros son: By(t) =t — %, Bo(t) =t —t+ %, B3(t) = t3— 31?4+ S t. Se definen
los Numeros de Bernoulli mediante: B; := B;(0). Tales ntimeros se relacionan directamente con
los valores en enteros de la funcién zeta de Riemann [Ap, cap. 12].

El siguiente teorema (conocido como la Férmula de Raabe [FP, pag. 5] ?) nos permitira establecer
una relacién entre la discrepancia integral F' y de series D, que permite deducir nuestro resultado
principal (4) a partir de la férmula correspondiente para F.

Teorema 5.1. Sean f, g € Clz1,...,2p], y asumamos que f satisface la Hipdtesis de Mahler.
Entonces:

(1) Para s € C, fuera del posible conjunto de polos B dado por Mahler (Teorema 3.1), se tiene

(s, f9) = / C(s, £ g1) dt,

telo,1]p
donde dt es la medida de Lebesgue en RP.
(2) Paraa € CP en una vecindad de cero, y fi,..., fn € Clz1,...,xp] que satisfacen la Hipdtesis
de Mahler, las aplicaciones definidas por a — F(fl[a}7 cee f,ga];g[“]) ya— D(fl[a]7 cee T[La};g[a})

son polinomiales.
(3) Si P y Q son dos polinomios en p variables relacionados mediante la formula

(10) Pla) = / Qa+1)dt,
te[0,1]P
con P(ay,...,ap) => ;e [0, aiLi, entonces:

P
Q(al, . ,ap) = ZCLHBLi<ai)7
L =1

donde By, es el L;—ésimo polinomio de Bernoulli.

2La férmula original de Raabe (1843) es [, log (I'(z + t)//2m) dt = zlogz, ver [FR] y [FP] para su generalizacién.
8



Demostracion: Ver Anexo péagina 34.
O

Probando primero el correspondiente resultado para la discrepancia de integrales F' y luego
usando la férmula de inversién de Raabe, probaremos nuestro resultado principal.

6. CONTINUACION ANALITICA EXPLICITA DE Z(s, f;g) EN UNA VARIABLE

Para probar el Teorema 2.1 encontraremos una férmula que nos permita calcular explicitamente
la discrepancia F'(f1, f2; g), que generalizaremos por induccién a una férmula para F'(f1,..., fu; 9).
Primero veremos el caso en una variable (p = 1) el cual, como veremos luego, es suficiente para

tratar el caso general en p variables. El método de continuacién analitica estd tomado de Mahler
[Ma].

Sean f, g € C[z]| polinomios de grados m = deg(f) y ¢ = deg(g) tal que f satisface la Hipdtesis
de Mahler (en una variable). Para Re(s) > %1 y w > 0 consideramos la siguiente descomposicién

Z(s, f;9) = /Ooog(l‘)f(x)_sd:c:/

0

w [e.e]

g(z)f(z) *dx + / g(z)f(z) Pdx = Z1 + Za,

w

donde las funciones Z; y Zo estan dadas por:

T fia) = [ ola)f@) da,
Zalso.fig) = [ g)f@) d

Sean f,g : C — C funciones cualquiera. Denotamos por f(x) = O(g(x)) si existen constantes
M, R > 0 tales que |f(z)| < Mg(z) V]|z|> R.

o Continuacién Analitica de 7;

Como el intervalo [0, w] es compacto, por el teorema de Morera la funcién Z;(s,w) es una
funcién entera de s, cuya derivada en s = 0 es

Z0w fi9) = 5| [T o ie = [" g tos(s@)az

Hemos definido log(f1f2) = log f1 + log fa, por lo tanto, la derivada de Z;(s,w, f;g) en
s = 0 satisface

(11) Zi(oawa f1f2;g) = Z{(vaa fl;g) + Z{(Oaw7 f2;g)7

Como consecuencia, la discrepancia integral F(f1, f2;¢g) s6lo depende del comportamiento
de los polinomios fi, fa,g en el infinito (w > 0).

o Continuacién Analitica de 75

Nuestro primer objetivo serd encontrar una continuacién analitica para Zs(s,w, f;g)
valida en s = 0.
Sea fiop(x) el monomio de mayor grado en f(x) € C[z]. Para x > 0, definimos la funcién

racional r(z) := (f(z) — fiop(x))/(frop(x)), y notemos que r(z) = O(x~1) para z — oc.
9



Luego si m = deg(f) y  # 0:
f(@) = 2™ frop(1)(1 + r(x))

Elijamos la rama de fiop(1)™° de modo que f(x)™% = 27™° fi0p(1)7*(1 + r(z))~® y para
x > w > 0 utilizamos la rama principal en log(1 + r(z)) y log z. Entonces

o0

Zo(5.0. 19) = fuop(1)~° / 2™ g(z) (1 + 7(z)) " da.

w

Utilizaremos el siguiente resultado del andlisis real [WW, pag. 90-95]:

Lema 6.1. (Férmula de Taylor con resto integral)

Si G € C™[0,1], entonces para todo 1 <k <n y0<q<1 se tiene

A TP q
Glq) = ; ¢ M(O)qA + (k:—ll)' /0 G®(1)(q — ) dt.

SipeCylp| <1,tel0,1] aplicamos la férmula anterior a la funcién
G(t) =(1+1tp)™°

donde usamos la rama principal de log. Usando el lema 6.1, el resto de Taylor para ¢ = 1
es

Lot (1)(1 — )5 M s — 1) (—s —
Jy G* E?(_lmt)k e (=) (kn_ 1)!< k+1) /Ol(mp)sk(l_t)kldt

P s 1) sk [ ADE
= GV sk 1)/0 T
B & —s 1 (1_t)k?—1

- (k)/o A+t

Por lo tanto, para todo k£ > 1

k=1~ s 1 k-1

A=0
k—1 1 k—1
A S Lk —S (1 — t)
= k ——dt.
;f’ <A>+ g <k>/o (1+ tp)>+F

Como r(x) = O(z~!) podemos elegir w > 0 suficientemente grande tal que |r(z)| < 1/2
para todo xz > w, entonces

Zolsn fig) = 1) [ g1+ rle) (Re<s>>q“)

= (1) [ [ et S sl (;) da

A=0

- k(k‘S)/:o z” g (@) (x)* /01 mdt d:p]

10




Sea k := q + 2, donde ¢ = deg(g). Entonces
AR -8 —5 q+1
Zats.onfi) = 3 ()t +a+ 0, Moalsw). Re(e) > L2

A=0

donde las funciones M) (s,w) y Ny12(s,w) estan dadas por:

(12) My(s,w) = fiop(1)~® /00 "™ g(x)r(x) N, A=0,1,..,9g+1

00 1 _ \g+1
1) Nealsw) = S [Camgtre ([t a

Procederemos ahora a construir la continuacién analitica explicita a s = 0 de las fun-
. —s -5
ciones (3°)Ma(s,w) y (q+2)Nq+2(s,w).

Continuacién Analitica de (%) My (s,w).

Recordando la definicién de r(x) = (f(z) — fiop(z))/ frop(z) y descomponiendo f, g en
sus partes homogéneas, podemos definir constantes A& mediante la ecuacién

A fom—1(1)  fan—2)(1) fo) >
oo = o) (3G R e
. q 1 —q f(m—l)(l) f(()) A
= (g(q)(l)+x g(q_l)(1)+..+x g(o)) l‘pr(l) 4+ ..+ m

g+(m—1)A
= g1 Z A’}\ z "
h=0

Reemplazando g(z)r(z) en la definicién de M, (s,w) (ecuacién (12)) obtenemos:

0o g+(m—1)A
My(s,w) = ftop(l)_s/ x Mg A Z Al =" da,
« h=0
g+(m—1)A q—A—h—ms+1
= fiop(1)7® A~ .
fiop(1) Z ’\ms+>\+hfq71

h=0

Notamos que la tdltima integral es convergente ya que Re(s) > %1, por lo tanto, cuando
0<A<qg+1ly0<h<g+(m-—-1)X\

< Re(¢g+1—ms—h)
< Re(¢g+1—ms)
< 0

Re(¢ —A—h—ms+1)

o0
= Re(g—A-h-ms)<-1 = 202 g es convergente.

w

Lema 6.2. La funcién M) definida en (12) puede expresarse, mediante
11



wqf)\fhfms%»l

g+(m—1)\
14 M = frop(1)7* Al .
( ) )\(S,CU) ftp() hZ:O )\m$+)\+h—q—1

g+l-X—h

m

Por lo tanto, la funcion (_AS) M)\ (s,w) posee continuacion meromorfa a C, con polos simples
en s = (

para h =0,1,...,q+ (m — 1)\, y es analitica en s = 0.

Demostracion:

Si s = 0 es un polo de M) (s,w), este proviene de (14) con s = 0 = W, es decir,
A+h=qg+1. Como h < g+ (m— 1)\ tenemos la desigualdad

Atg+t(m—1DA>A+h=q+1

es decir, A > 1/m. En particular A # 0, por lo tanto, My(s,w) es regular en s = 0.
Si A > 0 entonces

<_/\S> My(s,w) = (o)==l /\' (s—A- 1)M>\(s,w).

Como los polos de M) (s,w) son todos simples, el factor (—s) convierte a (%) M(s,w)
en una funcién regular en s = 0.
Se concluye que Z‘){:B (37) M (s, w) define una funcién analitica en s = 0. [J

Continuacién Analitica de Ny ;2(s,w): Recordemos que hemos elegido w > 0 tal que
|r(z)| < 1/2 para todo = > w.

Lema 6.3. La funcidn dada por Zs(s,w, f;9) = [ g(z) f(z)*dz, (w > 0), posee extension

w
meromorfa al semiplano Re(s) > —1/m, con polos simples en

1-X—h 1
{s:‘”, h=0.1,....q+(m—1A Re(3)>_}
m m

y es reqular en s = 0.

Demostracion:

Sabemos que

(19 Zo(s, 0, :9) = é ()M + 2 () Mavals)

Para Re(s) > (¢ +1)/m,

o0

b1 —g)rt!
wmsg<m)r(w)q+2/0 (1_i(_tT(x;)s+q+2dtd$.

Probaremos que la integral (16) es convergente en s = 0. Notemos primero que como
|r(z)| < 1/2 para x > w,

(16> Nq+2(saw) = ftop(l)s/

w

/l (1 — t)q+1 dt < /1 1 dt _ 2Re(s)+q+2
o (T tr(@)Fer2 T = fy (112 T |
12



Por otro lado, como r(z) = O(z7!), la funcién a integrar en (16) verifica

1 —4)atl
—ms q+2 (1 t) _ —mRe(s)+q—(q+2)\ _ —m(Re(s)+2/m)
gl [ 4= Ol ) = Ofa ).
Por lo tanto, Ngy2(s,w) se extiende analiticamente a la region —m(Re(s) +2/m) < —1,
i.e. Re(s) > =L. Es decir, Nj(s,w) posee extensién analitica a s = 0. Por el lema 6.2 y la
ecuacién (15) se tiene que Za(s,w, f;g) posee extensién analitica a s = 0.

O

Por el lema 6.3, la funcién Z(s, f;g) posee continuacién analitica a s = 0, por lo tanto,
F(f1, f2; g) estéd bien definida mediante (6). Ademéds como

Z{(vauflfémg) = Zi(oawaflag) + Zi(07w7f27g)7

se tiene para todo w >0

(18> F(fla f27g) = Zé(oa fhng) + Zé(()? f27gaw> - 25(07 fl f??gaw)'
En particular, para definir la discrepancia integral F'(fi, fo;g) de dos polinomios en una
variable no se requiere toda la Hipdtesis de Mahler, ya que cualquier polinomio no constante
posee sus ceros en una regiéon acotada y podemos utilizar la ecuacién (18) para definir la
discrepancia.

7. DISCREPANCIA INTEGRAL DE POLINOMIOS EN UNA VARIABLE

7.1. Férmulas explicitas para la Discrepancia Integral en una variable. Nuestro siguiente
objetivo serd obtener una férmula explicita para la discrepancia integral de dos polinomios en una
sola variable. Utilizaremos la continuacién de Z(s, f;g) construida en la seccién 6. Comenzaremos

con el siguiente lema:
) 0 -5
2] (o) et} =0

donde Ngy2(s,w) estd definida por (16) y es analitica en s = 0.

Lema 7.1.

Demostracion:

Por definicion

(et (i [ o[ L )

Sabemos que las funciones Ngyo(s,w) y (qu) son analiticas en s = 0 (por el lema 6.2 y la de-

mostracién del lema 6.3). Por la regla de Leibniz

66; 0 (q:LSQ) Nyto(s,w) = (aas . (quSQ)) /woog(:t:)r(m)qﬂ /01 Wdt dz,
(—1)e*? (1—t)+!

00 1
= T /w g(:c)r(q;)q"‘?/o (1+t7r(a:))q+2 dtdzx.

Por la desigualdad (17) y como 7(x) = O(z~1)

1 g+l
g(x)r(:t:)q+2/0 Wdt = 0(z7?).

Conluimos utilizando el Teorema de Convergencia Dominada:
13



s:o<<q:ts2> NQ+2(S7W)> } —0.

Definicion 7.1. Para A € N sea L : N — R dada por

lim g
wooo | Os

(19) L(1)

=0,
1\ A—1
(20) L = Al) <Z;1§> (A>1).

k=1

Lema 7.2. Sea M)(s,w) = fiop(1)™* [J° a7 ™ g(x)r(x) dz. Entonces utilizando la continuacién
analitica para My descrita en la ecuacion (14) se tiene

0

) > () ants1) = > (g4 E a0 M og (1)) + (o),

m
A=0 A=1

donde m = deg(f), ¢ = deg(g),

N2 N3
(21) P(w) = Z Byw + logw Z Chw™. (N; € N),
A=—N; =0
A£0

y By, Cy\ son constantes (que dependen de los polinomios f y g).

Demostracion:

Por el lema 6.2, sabemos que My(s,w) y (_/\S)MA(s,w) para A > 1 son analiticas en s = 0. Por

lo tanto,
q+1
0 0 << 8>MA(3,w)>.
s=0 A

(22) 95

:(i (‘j)MA(s,w)) = My0.@)+ Y o

A=0 A=1

Reemplazando en la ecuacién (14),

—s _s g+(m—1)A L wqf)\fhfm8+l
2 M = on(1)7° A
@) (7)) = () m Y fat e

h=0
hq+1—A

—S 1 _ +1-\  —
+ ( \ )mspr(l) s Ag\ w™ ™,
Evidentemente, las funciones de s

—s 1 wq—k—h—ms—f—l
( ) frop(1)7%, , (h#£qg+1-=X)

A ) ms’ ms+A+h—qg—1

son analiticas en s = 0. Notemos que para A > 1
14



9
0s

(24)

Al

LG - &

[(—s)(—s — 1) (—s— At 1)1]
=0 S

S=|

_ (—Al)A (AZI ;) = L(\),

k=1
(25) -s\1 _ (81 (s = A+ DL) (=)
A ) sl Al C A
Por (14) y (24) cuando A > 1,
_(=p*
- A
(m=1)A o
) —s P) —s\\ Wi AL Ly
- M = (= Al AgHLIA
Js :0<)\) A5 w) (88 :0()\>) Z )‘)\+h—q—1+ m A
s s h=0
h#q+1-X
(=DM 1
—A‘/]\+1 A()\)m[logftop(l) —|—mlogw],
L) jqe1-n , (DM s
= m Aq + vAg\ log ftop(l)
L= DM s (-1 TR Wi
Aq 1 _
U T Z BXhe q—1
h;«éq-i-l A
Por otro lado, para A = 0, usando la definicién de My(s,w),
. 9 q wi—h—ms+1
M, (0 = — (1) 78 -
(0, ) ds _(ftp hz% ms+h—q—1>
q h+1 a h41 —h+1
L Wi Wi~ L Wl
= log ftop hz +ZO < AO mlog )h 1 mAO(h—q—l)2>

Reemplazando los resultados obtenidos para A =0y A > 1 en la ecuacién (22) obtenemos

0 at! —5
(26) ( ; )Mus,w) =
ls=0 20
4q q—h+1 m Ah wq—h+1 logw m Ah wq—h—‘rl
] (1 Ah w 0 o 0
g+l A1 A1
L) gr1-x , (=1) 12 (-1) +1-2
+ 2 [ - Al + WA% log fiop(1) + 3 Al log w
1 A gt+(m—1)\ g—A—h+1
FE S
A — Ad+h—qg—1
hq+1—X

En esta expresion, los tinicos términos independientes de w son
15



g+l
3 (L()‘)AQA“A + ﬂfliﬂfA log ftop(1)>~

m Am
A=1

Todos los otros términos forman P(w)

q q—h+1 AP T oo m AP TPt
o7 ] , Ah w mAay gw 0
(27) Z[ 0g(fiop(1)) h—q—lJr g—h+1 (h—q—1)2 +
qg+1 g+(m—1)A “A—h+1
DM g (-1 n W
~ Al 1 — Ay ————— |
B h#q+1-A

De aqui se deduce el lema.

De la ecuacién (15) y los lemas 6.3, 7.2 obtenemos

Lema 7.3. La funcion Zs(s,w, f;g) posee extension analitica a s = 0 y su derivada en ese punto
es

9 (LD ygrion | DMy
95 81022(87% fi9)=>Y <mA(,1\ + WA?\ log (ftop(D))

+ P(w )+(q+2)§$

-5
<q + 2>NQ+2(S’W)7
donde P(w) estd dada por la ecuacion (27).

O

Para enfatizar la dependencia de los polinomios f y g en P(w), escribiremos P(w) = P(w, f; g).
De la misma forma, en el lema 7.3 denotamos por:

q+1

_1\A\+1
(28) T(f;9) =) (L;A)AKH—A n &Agﬂ_x log (fmp<1))>-

Am
A=1

Lema 7.4. Sean fi, fa,g € Clx] tales que f1, fo satisfacen la Hipdtesis de Mahler. Entonces

(29) P(w, fifs;9) = P(w, f1;9) + P(w, fai9) + Y b

A=—N
donde las constantes by dependen de f1, fo y g.

Demostracion:

Sea K (w) = P(w, f1;9) + P(w, f2; 9) — P(w, f1f2;g). Por la ecuacién (11) sabemos que para todo
w >0,

F(f17f2;g) = ZQ(0,0J,ﬁ;g) + Zé(07w7f2;g) - Zé(oawmfl f2;g)'
16



En particular, podemos tomar el limite cuando w tiende a infinito, ya que el lado izquierdo de esta
ecuacién no depende de w. Por el lema 7.3,

0 _
Fihs o) ~(T(f50) + T g) = T i) =t { K@)+ 2| (7)) Navalos )
s=0

—5
(q n 2) Nyya(s,w; f1f2)}~
s=0
Es decir,

(30) F(f1, f219) — (T(f159) + T(f259) — T(f1f2;9)) = Jim K(w) (por el lema 7.1).

0

—5 0
o (q n 2) Nyia2(s,w; fa) — (g + 2)&

Por lo tanto lim,, oo K(w) existe. Ademds para j < 0: w’— 0, cuando w — oo, por lo tanto:

M2 M3
. L A A
Jl_f)]go K(w) = Jl_)ﬂ;o (/\5_1 byw”™ + log(,u)?_0 Cow >

donde by y c) son constantes que dependen de f1, fo v g.
Considerando el término dominante cuando w — oo estd claro que este limite existe si y solo si
todas las constantes by = ¢\ = 0 para todo A > 0. Esto prueba (29).

O

Por el lema 7.4 y la ecuacién (30) tenemos, al tomar w — oo

(31) F(f1,f259) = T(f1;9) +T(f259) — T(f1f2;9) (ver (28))

+1-2

donde las constantes Af estan dadas por

AFI() = Cootty s {g(r@)} = Coetr,+{ (0 (f”‘f”)A}

Para A > ¢+ 1, (¢ = deg(g), m = deg(f)),

Coeff 1 <g(aﬁ)r(x))‘> = Coeffxl{xq (9()(1) + -+ 27 %)) <f(m_1)(1) +ot mf(o)(l))k}

= Coeff ;-1 { gy (1) + 27 g(g—1)(1) + - - + 27 () ((‘JM)A + O(x_)‘_l)> } =0,

-~

=0(z1=*)

ya que: ¢ — A < —1. Luego para todo M > g+ 1,

M () _1)A 1
(32) T(i9) = Couttyr{ 3 o)™ (20 + S5 ol in(1) )}

A=1

Usando el siguiente lema podremos extender la suma finita Zﬁil en la ecuacién (32) a una serie
convergente.

Lema 7.5. La funcién L(X\) es acotada para A € Ry. Mas ain, se tiene limy_, L(\) = 0.

Demostracion:
17



Utilizando el criterio de comparacién integral

(_1))\ A—1 1
SO

=1

1 A=l 1
g/\<1+/1 :Udm) = (0 +log(A— 1)) — 0 (A= o0).

O

Por la eleccién de w > 0 sabemos que |r(z)| < 1/2, para todo > w. Por el lema 7.5, se concluye
que para T > w la serie

% BRI
(33) > (200 + S5 et

A=1

es convergente. Por lo tanto, por las ecuaciones (31) y (32) la discrepancia puede calcularse medi-
ante:

(34) F(f1, f239) = T(f1;9) + T(f2;9) — T(f1f259),

donde

r(z)*

m

(_1)>\+1

S os(fin(1)) |

(35) T(f;9) = Coeffx-l{ > g(x)

A=1

(200 +

y la rama de log( fiop(1)) se elige como la rama que hace vélida la igualdad

f(@)™ = 27" fiop(1) 7> (1 + ()%,

con log(x) y log(1 + r(x)) las ramas principales (z > 0).
En este caso Coeff -1 se calcula en base a la expansién de Laurent de la funciéon

(-1

(10 + 2

> T A
> g(x) (m)
A=1

en torno al punto x = oo, ya que la serie (33) es una serie de potencias en 1/x convergente para
|z| > 0.
El siguiente lema nos ayudara a reconocer una expresion sencilla para la serie T'(f;g).

)

Lema 7.6. Siy € C con |y| <1 entonces

> 2

donde log es la rama principal del logaritmo.

Demostracion:

Sea H(y) = >_52, L(A\)y*. Entonces por la convergencia uniforme y absoluta en |y| < 1 podemos
derivar término a término y reordenar
18
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Integrando y notando que H(0) = 0 se obtiene H(y) = M.

Usando el lema 7.6 vemos que para z > w (de manera que |r(z)| < 1/2):

2
Afjlmc)*L(A) - <log(1 zr(m))) o (];f@)) ,

donde log es la rama principal del logaritmo. Similarmente obtenemos la férmula

3 (_1)/\“7' ) = 1o r(z)) =1lo f(z)
2 (>_”“+(”Jg@@m>

Reemplazando estos resultados en la ecuacién (35) obtenemos

=t 82 (25 et 15

Por (34)

log” < hls) )
F(f1, fa;9) = Coeff, {g(x) [ Fuop @) 108 (f1,0 (1)) log( fi(z) )

2my my J110p (%)

log2 <52(Z)I)

2m2 ma2 f2top (l’)

log? <ff<>>
(1./2)top () B log((f1f2)top(1)) log ( fife(z) )] }
2(my + mo) mi + ma (f1f2)top(T) '

Recordar que, por la eleccién de ramas del logaritmo log(f1 f2) := log(f1) + log(f2), por lo tanto,

log(f1f2) = m1log(x) + log(f1,, (1)) + log(1 4 r1(x))

+ ma log(x) + log(fo,,, (1)) + log(1 + ra(a)).
19



Es decir, log(fltop (1)f2wp (1)) := log(flwp (1))+log(f2mp(1)). Ademads, como la rama log (m>

corresponde a la rama principal y ﬁ(m) =1+ r(x) —» 1 cuando x — oo, tenemos:

() (o) = () o ()

para z > 0.

Definamos, para abreviar,

(38) hi(z) = ffi(fg;) 0= fi, (1) (i=1,2).
hi(z) = hy(z)™ ha(z) = ho(z)™ ap =aj"” as = ay"

Reemplazando las funciones h; en la ecuacién (36), se concluye que

Fififig) = Cooffyr{ o) otog(ha(a) + 5 tog(n() +

v L log(ha(a)) + loglaz) log(ha(x))

2mo mo

1 log(a1) + log(a2)
© 2(my +my) log®(hy(x)ha(z)) — my + me

log(hl(a:)hQ(:c))] }

Definimos las ramas del logaritmo como

(39) log(hy(z)) = mylog(ha())
log(ha(x)) = mylog(ha())

log(a1) := malog(ay)

log(az) := milog(az)

Notamos que las ramas de log Hz siguen siendo las ramas principales cuando x — oo.
Usando las funciones definidas en (38), con la eleccién de ramas como en (37) y (39) obtenemos:
20



F(f1>f2;g) =

h1 (I) ho (z)

log?(frn (2)™) + ! log? (i (2)™) +
! 2m1m2(m1 + mz) 2

1
2mims (m1 + mg)

= Coeﬁx_l{g(x)[
a1 az
! log(hn ()™) log (@42 + ! log(ha(z)™ ) log(@™)
T a T a
mlmg(m1+m2) g 1 g 1 g 2 g 2
7 1
mlmg(ml +m2)

+log(ha(z)™?) 10g(a;”1)}] }

mimg(mi + mg)

{ log(ha(z)™" ) log(ay™) + log(ha(x)™)log(hi()™*) +

_ g(z) -
= Coeff, 1 { TR pp—— [logQ(hl(x)) + log?(ho(x)) + 2log(hi(z))log(ay) +

+210g(hala)) log(@2) — 2log(hala)) log(d1) — 2log(hale)) log(hn (@) — 2log(hn (@) log@)} }

P

_ g(x) ~ _\\ 2
— Coeff,: { T [( tog(1 () — log(ha()) + log(d1) — log(@))

~ (tog(a1) ~ ox(a2))”] |

Como g(z)(log(ar) — 10g(d§))2 no posee potencias negativas de z se tiene

F(f1,f2;9) = Coeff, 1 9(@) -10g2 (hl(ﬂﬁ)flﬂ

2mima(my + ma) | ho () as
fa(

ma
[ fiiop (@) ma2
= Coeff,-1 9(z) logQ( or a )]

2mimao(my +ma) | fa(z) gy
f2top(z)

pero fitop(x) = xmifitop(l) =z™ay, (Z =1, 2) luego

) — 1 g [ filz)™
F(f1, f2:9) = G . mz)Coeffx—l [g(x) log <f2(x)m1 >]
donde las ramas del log se eligen de manera que
. 2 (hi(z) a1 _ 2
(40) lim log — = (mg log (fltop(l)) — mq log (fgtop(l))) ,
Tr—r00 h2($> (12
(41) xlggo log? <;;Eg:i> = (malog (ay) —m1log (az))?.

Hemos probado el siguiente teorema.
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Teorema 7.1. Sean f1, fo € Clz] de grados my, ma respectivamente y sea g(x) € Clz]. Entonces
la discrepancia entre f1 y fo estd dada por:

T e e )

2m1m2(m1 + mg) fg(x)ml

donde log es la rama del logaritmo que verifica

i tog (P57 ) = o 1, (1) s T o, (1)

y Coeff -1 se calcula mediante la expansion de Taylor en la variable 1/x en torno a x = 0.

O
Corolario 7.1. (Férmula de reduccion a grados iguales) Sean fi, fa,9 € Clz] polinomios

tales que f1, fo satisfacen la Hipdtesis de Mahler en una variable. Si deg(f1) = mq y deg(fz) =m

entonces: 5

F(f1, f2;9) = mF( 12 g).

donde se eligen las ramas de manera que log(f{"?) := malog(f1), log(f3"") := mq log(f2).

Demostracion:

Por la férmula del teorema 7.1:

Coett - [g(e) tog? (et )]

2(m1m2)(m1m2)(m1m2 + mlmg)

(42) F(f™ 135 9) =
donde la rama del log corresponde a la que verifica

((!101(96)"‘2)”“’”2

(43) lim 1og | {7, (zymn)ymim

T—r00

) — myma (ma10g(fip, (1)) — ma log( oy (1))

Si definimos la rama

fi(x)™ > 1 ( (fi(w)™=)mme >
44 lo = log | 75" |,
. (i) = o= (G
donde la rama del lado derecho esta dada por (43), entonces

(Fom

(45) lim log

T—r00

) = my 10g<f1top(1)) —m 10g<f2top(1)>7

por (42) y (44)

P g — WCOeﬁxl [g( )(mimy)? log® (jfc;(i) )]
_ MCoeﬁml [g(x)lo ( i >] i
= - J2rm2 2(m1m2)(1m1 +my) Coettms [g(x) e <£Egml )]
- wwﬁ,fz;g)-
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7.2. Discrepancia Integral Multiple en una variable. En el siguiente teorema probamos nues-
tro resultado principal en una variable, es decir, que la discrepancia integral de una coleccién de n
polinomios en C[z] puede expresarse como una combinacién lineal de discrepancias de polinomios
tomados de a pares. Comenzaremos con el siguiente lema.

Lema 7.7. Sean fi,...,fn € C[x] polinomios en una variable de grados respectivos mi,...,my
cada uno de los cuales satisface la Hipdtesis de Mahler, N > 3, g € Clx] arbitrario. Entonces:

N—

|_I

F((fif2)™ 0, 75 9)
=2

.

mi+---+my ; ,
+ Y FUEY Mo+ Fhufsg = Y F(". 1)
3<i<j<N 1<i<j<N

cuando las ramas del log se eligen de la formalog(fM) := Mlog(f;) ylog(f1 f2) = log(f1)-+log(f2)
para todo i € {1,...,N} y todo M € N.

Demostracion:

Usaremos induccién sobre N > 3. Notamos que:

N N
Mo FUL e - > FUML M) =Y R, )+ D F (7, 11 9).
1<i<j<N 3<i<j<N j=2 j=3
Por lo tanto, basta probar
= my + +m
14 N
F((f1fo)™tt fm1+m2,g) + fF(flan;g) =
j=2
N N
=Y F(1 19+ Y F(f7, 15 9)
j=2 j=3
Induccién.
(1) N =3.

Para N = 3 la igualdad (46) se reduce a

mi1 +mg +mg

((f1f2)m37fm1+m2’g) + 2

F(fi, f2;9) = F(f{"™, 3" 9)
+ F(f", 15" 9) + F(f9", £575 9).

Es decir, por el corolario 7.1, debemos probar

(47) (my +ma +m3)F(f1f2, f3;9) + m3F(f1, f2;9) = (m1 +m3)F(f1, f3) + (m2 + m3)F(f2, f3).

Por la eleccion de ramas del logaritmo tenemos
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m3
log <%> = malog fi +mslog fo — (m1 + mo)log f,
3

m2
log< 1ml> = mgalog fi —mylog fo.
2

Calculemos, en vista del teorema 7.1,

m1 + mg + ms 10g2 ((f1f2)7m> ¥ ms 1 10g2 ( ?12)
2(my + ma)ma(my 4+ mg +m3) g 2(mama)(m1 + ma) 2

2
1 (1 (mgaog(fl) T log(fa)) — (my + ms) 1og<f3>) +

2(m1 + mg) \ms3

2
m,
s <m2 log(f1) —ma 10g(f2)> >
2 1 2 21 2 21 2 21 2
mimalog”(f3) + mimslog™(f2) +mim3log”(f3) + mamglog™(f1)
2m1m2m3

—log( f2) log(f3) — log(f1) log(f3)

- 2m1m3 ((mslog(f1) — malog(f3))?) + TE— ((m3log(fa) — malog(f3))?)

_ mi +mg 10g2 < {7”03> N mg +m3 log2 < ;ns>
2(mymg)(my + ms3) 5/ 2(mams)(m2 + ms) 5

Multiplicando por el polinomio g(z) y aplicando Coeff,-1 a esta igualdad obtenemos la
ecuaciéon buscada. Esto prueba el caso N = 3.

(2) Hipétesis de Induccién: Suponemos que la ecuacién

N-1
(48) D7 P((fufo)™e £ g) + TN R (i)
" N . N .
=D F(H 1 9) + Y F (7, 175 9).
j=2 Jj=3

es valida para N y la probamos para N + 1. Notamos que cuando N aumenta en uno, los
términos adicionales que aparecen a cada lado de la ecuacion (48) son

MN+1
F((fufo)™ 1, frii™:9) + 2+ F(fi, fas9) = F(f N fk 9) + F(R ™ Nt 9)

Esta igualdad es vélida por el Corolario 7.1 y (47), cambiando f3 por fy41. Esto completa
la induccion.

d

Teorema 7.2. Sean, f1, fa,..., fn € C[z] polinomios en una variable de grados respectivos my, ma, ..., my,

cada uno de los cuales satisface la Hipdtesis de Mahler y sea g € Clx] arbitrario. Entonces:
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mi +my
mi1 +mg + -+

(49) F(fi, for-os fnsg) = Z

1<i<j<n

Demostracion:

Procederemos por induccién sobre n.
Induccién

(1) n =2 es trivial.
(2) Hipdtesis de Induccion: Suponemos que la férmula es valida paran = N —1 > 2. Usaremos
la férmula de reduccién (9) para la discrepancia integral F

(50) F(f1, fo, - Inig) = F(fif2, f3,---, fns 9) + F(f1, f2:9)

Por el corolario 7.1 y la hipotesis de induccién sabemos que

2| 305 F(Uff)™ 0, f8T™259) + Yacician FUL™ L 175 9)
F(flf?af?)a"'va;g): (m1_|_m2)+ +mpy

N—1 polinomios

Reemplazando esto en la féormula de reduccién (50)

2
mp+mg+---+my

N-1
F(fifor- - INi9) [ STF((fif) " frEme: )
j=2

Y PO e + TN R i)

3<i<j<N

Luego, por el lema 7.7,

2
mp+ma+---+my

> F( 1)

1<i<j<N

F(fl:va"':fN;g):

8. POLINOMIOS EN p VARIABLES

Sean f,g € Clx1,...,xp] polinomios en p variables. Para Re(s) > dzge(gg();)rp , definimos

(s, f1g) = / o) (f(2)) ™ de,

xERﬁ
que pronto veremos es convergente. En Z haremos el cambio a coordenadas cibicas (p,o) en
RP\ {0} dado por

(51) p(x) = Maz{|z1],|x2],. .., [zpl},
x

(52) o) = s
donde p € [0,00) y 0 € OCY := {z € R} : p(xz) = 1} es una parte de la frontera del hiper-cubo
unitario.

Sobre el subconjunto de Rﬁ donde x; > x; para todo j # 1, la matriz Jacobiana J (de orden
p X p) para esta transformacion estda dada por:
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—
]
o
]
o

09 p o --- 0 0
op-1 0 0 -+ p O
op o 0 -+ 0 »p

Oz _ Or1 _ .. Oz _ _ Ozj
yaquea—p—l,%—O,y&j#la—pj—a],a?j—

El determinante de J es en este caso

o
T O
o O
o O

|det(J)| = [|--- - - o || =pPL.

o O
o O
o O
o
T O

El mismo resultado vale si x; = p para cualquier 7. Por lo tanto, la integral Z en coordenadas
cibicas esta dada por

(53) (s f1g) = /8 . / " 4(p0) (F(p0))*p dpdo
v Jp

donde do corresponde a la medida de Lebesgue en dimensién p — 1 sobre la frontera del cubo
unitario del primer octante en RP. Observar que al utilizar coordenadas ciibicas en vez de esféricas
obtenemos un Jacobiano mucho mas sencillo, ya que do no involucra funciones trigonométricas.

Definicién 8.1. Dado un polinomio f € Clxy, .., x| de grado m, sea f(po) el polinomio f expresado
en coordenadas cibicas (p,0), es decir

f(po) = am(o)p™ 4 am—1(0)p™ + -+ ag(0).

donde cada a;(c), j =0,1,2,..,m es un polinomio en p variables (01,09, ..,0p) € 0CY. Para cada
o € 9CY definimos el polinomio f,(p) € Clp] en una variable asociado a f

fo(p) = am(@)p™ + am-1(0)p™ "+ +ag(0),  (am(9) = frop(0))-
Usando la definicién anterior y la ecuacién (53)

(54) Zs.5i9) = [ Z0su0oA0). 50(0) do

acn

Notemos que si f(po) satisface la HipStesis de Mahler en R” | entonces fy(p) también satisface
la Hipétesis de Mahler en Ry, ya que si f,(p) = 0 para algin o € 9C% y p > 0, entonces f(po) = 0
enz = po € RY. Ademés como fi,p no se anula en R \ {0}, fo es no constante para todo o € 9CY..
De hecho: deg(f,) = deg(f), para todo o € ICY.
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8.1. Continuacién Analitica de Z(s, f;g) a los enteros negativos.

Teorema 8.1. Sean f,g € Clxy,..,xp] polinomios en p variables con f verificando la Hipdtesis de
Mahler y N > 0 un entero. Entonces la continuacion analitica de la integral zeta en s = —N estd
dada por:

Z(=N. f59) = ~=Coefl { ., 900 (100 ¥ 105 (1901 ) da} ,

donde m = deg(f) y log es la rama principal del logaritmo.

Demostracion:

Por la férmula obtenida en [FP, pag. 9] sabemos:

1 q+p+Nm (_1))\_]\/ 1
(55) Z(=N,f;9) = — —— (0) frop(a)N do,
m A:N;p/nﬂ -N Q) /Ci M

donde m = deg(f), ¢ = deg(g) y las funciones By n(0), rf(po) se definen mediante:

Byn(o) = Coeffp_p_mzv{ g(po)rs(po /\}
_ am-1(0) | am—2(0) Ao ' .
rf(pa) - pftop(a) T Y ftop(a) e mftop( ) a(])(a) f(])(0>

[2] es el menor entero > z y a;(o) es el coeficiente de p’ en f,(p), (am(0) = fiop(o)) . Empezare-
mos por probar que la suma finita que aparece en la ecuacién (55) puede extenderse a una serie
convergente. Probaremos que:

Byn(o)=0 sixe{0,1,2,....N+[2]-1}U{p+q+1+Nm,p+q+2+Nm,...}.
Para esto, notemos que en la expresion
9(po)r (o) = (pgy(0) + - - + go()) (am—l(") bt ‘LO(U))A
! ’ pfeop(0) P Frop(0)
podemos ordenar las potencias de p de manera decreciente:
9(po)r(po) = cunp® 4+ cpap™

En particular g(po)r f(pa))‘ no posee potencias de p mayores que ¢ — A, o menores que —mA. Por

lo tanto, si A > ¢+ p+ 1+ Nm, entonces no hay potencias de p mayores que ¢ — A < —p— Nm. Si

0 <A< N+ [p/m]—1, entonces como [p/m]| < p/m+ 1 se tiene —mN —p < —mA < 0, es decir,
no hay potencias de p inferiores a —mN — p. Por lo tanto:

Byxn(o)=0
si A no pertenece al conjunto: {N + [p/m],...,q+p+ Nm}.
En conclusién, usando la ecuacién (55), podemos expresar la continuacién analitica de Z(s, f;g)
en s = —N mediante

1 &< (-D)MV 1
Z(=N. fi9) = — 21 N (A)/aCiBA,N(U)ftop(U)NdU
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Reemplazando la definicién de By n(o),

B . B 1 0o ( 1))\ N 1 oo Nrel(po ) Vdo
Z(=N.f9) = — WthH <A_N —(mC i p— mw<g(p )r£(po) >>ftop( )"d
= 71 oe N g OOE 7(_1))\7]\[71 r g A g N g

B (D1
= mCoeffp_p_mN{/aCig(pU)§( ;i (l}N)Tf( )H_N) ft0p() }

Queremos obtener una expresién sencilla para:

> I N+l

=1

o<t
(%)

Derivando término a término la serie que define fy obtenemos

> N+l) N+i-1
!/ — N'
Ix(r) £ zz+1 I+ N)
0 —1+1
= N Z l+N i = Nfv-1(r),
=1 N 1)

Por lo tanto, las funciones fy estan tnicamente determinadas por las condiciones:

(56) fn(r) = Nfy-a(r)
(57) fn@0) = 0
(58) fo(r) = —log(1+7)

Se prueba por induccién que la solucién de estas ecuaciones recursivas es

<

N N

Nk
(59)  fn(r)=—(1+7r)Nlog(l+7)+ Z; (T+r)¥—1) = <JZ>7J<; ;

j=1 k=1 j=1

En nuestro caso r = rf(po), por lo tanto 1 + r¢(po) = ft]:p(pa). Definir H(l) := Y% %
Reemplazando (59) en Z(—N, f;g):

ot =yt [ o] () ()

+H(N) (( . <pa>)N - 1) - ki (3) (oo - 1)k HN = 1) fin(0) Vi

Como f;op es un polinomio homogéneo de grado m = deg f, se tiene fiop(po) = p" fiop(co), por
lo tanto, de la férmula anterior
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Z(=N,f;9) = ;Coeffpp{ /aoz 9(po) [ - (fip (pa))Nlog (fip (p0)> +
s ()" 2) - () (o s

k=1

Notamos que para todo k € {1,..., N} la expresiones

N
<(ft{)p (po-)) - 1) ftop(pO')N = f(pO')N — ftop(,OO')N

son un polinomio en la variable p, por lo tanto, podemos eliminar estos términos al calcular Coeff ,-»,

Z(-N. f:g) —10wmw{4@g@®{(fOWQNbg(f<mﬁ]ﬁwmﬂMw}

m f top f top

_ _Tlncoeﬁp_p{ /aci 9(p0) f(p0)N Tog <fip (p0)> da}.

8.2. Discrepancia Integral Miiltiple.

Lema 8.1. Sea X espacio topoldgico compacto, p una medida de Borel finita, positiva y sea D
subconjunto abierto de C. Si: H : D x X — C es continua y la funcion s — H(s,z) es analitica en
s € D para todo x € X, entonces la funcion g : D — C definida por

g(s):/XH(s,:c) du(z)

es analitica en D y su derivada estd dada por:

d@—éi@@wwm.

Demostracion: Ver Anexo, pagina 36.
O
El siguiente lema se deduce directamente de las estimaciones uniformes hechas por Mahler [Ma].
Lema 8.2. Sea M, el subespacio (abierto por el lema 3.1) de coeficientes de los polinomios de

grado m en p variables que satisfacen la Hipotesis de Mahler. Sean f € My, y g € Clzy, ..., xp).
Entonces existe D C C vecindad de s = 0 tal que la aplicacion:

DxoCct —C
<3a0) = Z(Safcr;ga)

es continua y analitica en cada variable. Lo mismo es vdlido para (s,0) — ((S, fo; 95)
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El siguiente corolario muestra que no se pierde generalidad al estudiar discrepancias integrales
en una sola variable.

Corolario 8.1. Sean fi,...,fn,9 € Clz1,...,2p] polinomios en p variables con deg(f;) = m;,
(i=1,...,n). Entonces si F(f1,(p),---, fn.(p); 9o (p)pP~1) denota la discrepancia unidimensional
respecto a p, es decir, considerando o € 8011 como constante, la discrepancia en p variables
F(f1,...,fn;g) puede calcularse mediante

F(fiooodia) = [ P (o) g (000 do.
acr
donde la discrepancia F(f1,(p), ..., fn,(p); 9o(p)pP~ 1Y) se calcula como discrepancia en una sola
variable p, considerando o constante.

Demostracion:

Por la ecuacién (54) sabemos que:

_ p + deg(gs .
00 Zsiio) = [ 200 oo, (Rl > PEEEED )
ach eg(fi,)
Por la Hipétesis de Mahler para f;, deg(f;,) = m; = deg(f;) no depende de o porque f;,, () nunca
se anula. Ademé&s como o € OCﬁ C Rﬁ, si f; satisface la Hipdtesis de Mahler, también la satisface

fi, para todo i. Por lo tanto Z(s, fi, (p), pP 'g-(p)) existe en el semi-plano Re(s) > p:e(;e(fc(?) y

posee continuacién analitica a s =0 (i = 1,...,n). Por la ecuacién (60) se deduce que

F(fl)"'?fna 88

50(/60;72 5, fio (0): 1" g0 (p nya g0 (p)) d )

+ i=1

Sabemos que los coeficientes del polinomio (en una variable) f, dependen polinomialmente de o,
por lo tanto, por el lema 8.2, la funcién

(s,0) = (s, fo, 90) = Z(8, fo3 9o)
es continua en (s,0). Se concluye entonces que la funcién

n

H(s,0) =Y _(Z(s, fi, (p): " 90 (p Hfgf, P g0(p))

i=1
es continua en (s,0) y analitica en una vecindad de s = 0. Flnalmente, para todo o € OCfr

0 _
87 H(S,O’):F(fla(p),._.,fno(p);ga(p)pp 1)'
Sls=0
Por lo tanto, por el Lema 8.1, obtenemos lo buscado.
O
Corolario 8.2. Sean fi, fa,..., fn,g9 € Clz1,..., x| polinomios en p > 1 variables tales que todos

los f; satisfacen la Hipdtesis de Mahler. Si deg(f;) =m; (i =1,...,n) entonces

F(firooofuig) = Y MM R, 5 9).

m m PEEEEY m
1<i<j<n 1+mo+ +

Demostracion:
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Aplicar |, scr do ala férmula en una variable del Teorema 7.2 y luego usar el Corolario 8.1.
+

O
8.3. Discrepancia Miiltiple de Series. El siguiente es nuestro resultado principal.
Teorema 8.2. Sean fi, f2,..., fn,9 € Clz1,22,...,2p] polinomios en p variables tales que todos
los f; satisfacen la hipdtesis de Mahler. Sea D(f1,..., fn;g) la discrepancia de series.
Si deg(fi;) = m; i = 1,...,n entonces D(f1,..., fn;g) puede calcularse mediante una combi-

nacion lineal de discrepancias de pares usando la formula

1<i<j<n
Demostracion:
Sea wj j = % Por el corolario 8.2 sabemos que para las discrepancias integrales se tiene
m; + m;
F(fb-“»fn;g): Z # fl?f_]7 Z wl,j flafj7 )
— mi1+..+my
1<i<j<n 1<i<j<n
Por el corolario 3.1 existe U C CP vecindad de cero tal que las traslaciones fi[a] (t=1,...,n)

satisfacen la Hipétesis de Mahler para todo a € U. Ademés por el teorema 5.1 se tiene

Z(s, £, glely = /[Ol}pC(Svfi[a—i-t];g[a—l—t})dt’ =1....m

Z(s,(f1- f)l; g1y = Z(s,fla}'--fka];g[“])Z/ s, (fr--- fu)loT; glattly at

[0,1]P
- /[01} C(Svfl[aﬂ]"'fy[za+t];9[a+t])dt

Puede probarse que la funcién (s, Coeff(f), Coeff(g)) — ((s, f; g) es continua y de hecho analitica
en las tres variables sobre su dominio de definicién (Ver el lema 8.2 y el trabajo de Mahler [Ma])?.
Por lo tanto, por el Lema 8.1,

0

PO, fs g = = (Z<s,f{“l;g[‘ﬂ>+-~-+Z<s,fiﬂ];g[a}>—Z(s,f{“]..fiﬁhg[ab)
s=0

63 — g — a+ a+
_ (/[01] <(87f1[ t],g[ t])++C(3,f;[1+t], [a-‘rt]) C(87f1[a+t]"'f7£, t]’g[ t}) )
s=0 5 P “

_ / 9
[071];7 83

= D(ft . flatl; glatly g
[0,1]?

<c<s, Fletl glottly 4o (s, flott; glattly — ¢ (s, plot f#*ﬂ;gW)) dt

s=0

Se concluye que las discrepancias de series D(fy,..., fn;g) y de integrales F(f1,..., fn;g) estén
relacionadas por la siguiente férmula integral:

3Maés precisamente, si fo € M, p, existe una vecindad U de fo en M, ,, tal que para f € U, x € [0,00)? se puede
definir una rama de log(f(z)). Para f € U, t € [0,00)” y s cerca de cero, la funcién (s, f,g,t) — Z(s,f[t];g[t]) es
analitica.
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(61)  P(a):= F(fi", ..., flal gl — o DA flattl glattly gp —. . Qla+1t)dt

Por [DF, pag. 3], las funciones P y @ son polinomios en p variables a = (a,...,ap). Por lo
tanto, en notacién de multi-indices

P
ST
L =1
Considerar el operador R : Clz1,...,xp] — Clz1,...,zp] dado por

RQﬂx»—:A”PS@+¢)ﬁ (S(z) € Clan, ..., ay).

Por el teorema 5.1 sabemos que este operador es lineal e invertible con inversa

Utilizando esto en la ecuacién (61) concluimos que el polinomio @ estd dado por

(62) Q@:anmmn Q(a) == D(fl, ..., flal. glaly,

donde By, es el L;-ésimo polinomio de Bernoulli. Andlogamente, si P; j(a) := F( fi[a], f][a}; gy

Qi j(a) == D( fi[a], f][a];g[“]), entonces (); ;j se obtiene de P;; cambiando cada monomio de la forma
L
a’ :=af' ... ay” por Br(a) := Br,(a1)--- By, (ap).
Por el teorema 7.2 sabemos que

PF fle L plal, glaly — . wi,jF(f}"],f][“};g[a}): > wijPijla)

1<i<j<n 1<i<j<n
es decir, el polinomio P se descompone en una combinacién lineal de la forma:

Pa) = > wi;Pija)

1<i<j<n
docat = ) %Z pa”
L 1<i<j<n

Aplicando el operador lineal R~! a esta ecuacién obtenemos

ZCLBL(G) = Z wi,jECiL’jBL(a)
L L

1<i<j<n
Q) = > wi;Qijla
1<i<j<n
Es decir, por (62)
DA, fl gy = ST w DO, £ gl
1<i<j<n
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En particular, cuando a =0 :

m; +my;
mi+ ..+ my

D(flv“afn;g): Z

1<i<j<n

D(fi, fj;9)

ANEXO0S A. ALGUNOS LEMAS

Teorema A.l. (Formula para valores en s =0 de ¢ y Z) Sean f; € Clz], (j =1,...,n)
polinomios en una variable que satisfacen la Hipdtesis de Mahler y sea g € C[z]. Entonces se tiene

(Z deg(fj)> Z(0, fufa--- fasg) =Y _ deg(f5)Z(0, fj: 9);
j=1 i=1

(Z deg(fj))C(U, fifaee- faig) =Y deg(£;)¢(0, £ 9)-
j=1 i=1

Demostracion:

(1) Supongamos primero que cada f; es de la forma: fj(x) =2 +a;, j=1,..,n (donde cada

a; ¢ (—00,0] por la Hipdtesis de Mahler). Usamos la rama principal del logaritmo para
definir Z(s, f;;9). Notamos que para i # j tenemos de (5),

82
Z(s, f1- [ )ZQZ L fi fn:0),
Gage (20T i) = #2041 i 1)
donde g(x) := g(x) H (x + ay). Evaluando en s = 0 y usando el hecho que todos los
1<<n
i

posibles polos de Z(s + 1, f; g) son simples (por el teorema 3.1) obtenemos

62
Gai 8aj

(20,1 fuig)) = 0.

Por la referencia [FP, pag. 13] sabemos que Z(0, fi - fu;9) v C(0,f1--- fn;g) son
polinomios en los a; (j = 1,...,n). Por lo tanto, por la ecuacién (63), el polinomio
Z(0, fi--- fn; g) no tiene términos ”cruzados” de la forma a; a; con i # j. Es decir

Z(val e 'fn§g) =c+ Za,n(ai);
=1

donde c es una constante y P;, son polinomios en una variable con P;,,(0) = 0. Por la
simetria en los a; de Z(0; f1--- fn;9) = Z(0; (x +a1) - -+ (z + ay); g) se tiene

Z(0; 1+ faig) =Y, Palas),
=1

con P,(z) :=Ppi(x)+c/n (i=1,...,n).
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Tomando a = a; = -+ - = a,, de manera que f = f; = --- = f,, tenemos
Z(0, f;9) = Z(s, f;9)| ,_ OZZ(ns B o =20, 1" 9)| oo

Z(0, f g ZP =nP,(a).

Por la ecuacién (64) concluimos:

n

Z0, fif2 fuig) =D _ 200, fir9)  (fi() =z +a).
7=1

(2) Supongamos ahora que cada f; es un polinomio ménico en una variable. Factorizamos cada

fj como f; = H?zgl(f ) R; i, donde los polinomios R;; € Clz] son ménicos de grado 1. Como
cada f; satisface la Hipé6tesis de Mahler, es facil ver que tambien la cumplen los R;;. Por
el caso anterior tenemos lo siguiente

(Zdeg(fk)>Z<0;Hfj;g) = <Zdeg(fk))2(0; [ Riig)= > 20:Riig)
=1 j=1 =1 1<j<n 1<5<n
1<i<d; 1<i<d;

deg(f;)

= Z( Z(O;Rj,i, ) Zdeg f] 0 f]? )7
j=1

1=

3

—_

(3) Finalmente, supongamos que f € C|x] satisface la H1p0t681s de Mahler. Sea A € C\ {0}.
Entonces eligiendo las ramas del log con la convencién usual (Af(x))™® = A7%(f(x))~*
tenemos:

Z(s,\f;9) = AZ(s, f39)
por lo tanto, Z(0,\f;g) = Z(0, f; g) Por el caso anterior obtenemos el resultado buscado

para polinomios f; € Clz] (j =1,2,...,n), no necesariamente moénicos.
La prueba es la misma para el caso de series zeta cambiando Z por ( en la demostracién.
O
Teorema A.2. Sean f, g € Clz1,...,xp], y asumamos que f satisface la Hipdtesis de Mahler.

Entonces:
(1) Para s € C, fuera del posible conjunto de polos B dado por Mahler (Teorema 3.1), se tiene

Z(S,f;g)Z/ C(s, f1; gy at
telo,1]p

donde dt es la medida de Lebesque en RP.
(2) Paraa € CP en una vecindad de cero, y f1,..., fn € Clz1,...,zp] que satisfacen la Hipdtesis

de Mahler, las aplicaciones definidas por a — F(fl[a], e fk‘];g[a]) ya— D(fl[a], . [a} )
son polinomiales.
(3) Si P y Q son dos polinomios en p variables relacionados mediante la férmula

(65) Pla) = / Gt

con P(ay,...,ap) = >, e [0, aiL"', entonces:
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p

Qai,...,ap) = ZCLHBLZ.(CLZ'),
=1

L
donde By, es el L;—ésimo polinomio de Bernoulli.
Demostracion:
(1) Sean m = deg(f) y ¢ = deg(g), entonces para Re(s) > ’%‘7 las funciones Z(s, f;g) v
((s, f;g) pueden evaluarse usando la integral y la serie que las define, respectivamente.
Notar también que si t = (t1,...,tp) € Rﬁ entonces f ] tambien satisface la Hipétesis de

Mabhler y tiene el mismo grado que f. Tenemos el siguiente célculo para Re(s) = o > pmﬂ
y k= (k1,...,kp) suficientemente grande:
<—p
—
}g(k‘ +O)f(k+t)” ’ < Cgs max{|k; + t;| ¥ max{|k; + t;|} 7" < Cgs (max{k: Ha—mo,

donde Cg, € C depende de la parte imaginaria de s y puede elegirse uniformemente acotada
si s estd en un compacto de Re(s) > ’%q. Como ;. cnw (max;{k;})?" converge uniforme-
mente en compactos de p’ < —p, podemos intercambiar serie con integral

C(s, 19, gty at :/ (k+t)f(k+1t)~ / glk+t)f(k+t)~%dt
/[0,1]p( ) 0,1]P Z Z 0,1]P A

keNP keNp

S IO /R a0 dt = Z(s, ).

kenp /k+[0,1]P +

Por continuacién analitica a s fuera del conjunto de polos B, se obtiene (1).

(2) Para a — D( 1[a], 2[(1], o ;g9) ver [DF, pag. 37] notando que (fo)top = frop- Para la
aplicacién a — F( fl[a], fQ[a], cee 7[{1}, g9 basta con aplicar la parte (1) .
(3) Sea V=V, p el C-espacio vectorial finito-dimensional de polinomios en p variables (a, ..., ap)

con coeficientes complejos de grado a lo méas m. Entonces los monomios:

{a’fl-- o7 >0, angm}

y los polinomios de Bernoulli

p
{Bn,(a1) - By, (ap) : n; >0, Zn, < m}
i=1

son bases del espacio V' (por induccién sobre m usando el hecho que los Bj(x) son polinomios
de grado j). Sea R: V — V la aplicacién C-lineal dada por:

R(Q)(a) :== Qa+1t)dt.
[0,1]7
Sea L = (n1,...,np) multi-indice. Definimos: a’ := a}* -+ - ay” y Br(a) := By, (a1) - - - Bn, (ap).
Sabemos que: Bj,(x) = (j + 1)B;j(z), y Bj(z + 1) — Bj(z) = jz7=1 [Ap]. Calculamos:
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p 1
R(By(a) = Bi(a+t)dt=]] / By (a; + ) dz
i=170

_ ﬁ BLi+1(a2' + 1) - BLi—i-l(ai) _ CLL1 L. aLP
U Li+1 b

Por lo tanto R lleva una base en la otra, es decir, R es invertible con inversa definida
por: R~Y(al) = Br(a). Por la linealidad de R se obtiene (3).

O

Lema A.1. Sea X espacio topoldgico compacto, p una medida de Borel finita, positiva y sea D
subconjunto abierto de C. Si: H : D x X — C es continua y la funcion s — H(s,z) es analitica en
s € D para todo x € X, entonces la funcion g : D — C definida por

o5) = [ H(s.3)du(a)

es analitica en D y su derivada estd dada por:

/(5) = [ 5 (Hls.2)) duo)

Demostracion:

Probaremos primero que g es continua para utilizar el Teorema de Morera. Sea s € D. Por
definicién de g, si h € C con |h| suficientemente pequeno, entonces:

g(s+ 1) — g(s) = /X (H(s + h,x) — H(s, 7)) dy(z)

Como X es compacto y H es continua, por convergencia acotada se concluye que:

lim [ (H(s+h,x) — H(s,z)) du(z) = / lim (H(s+ h,z) — H(s,z)) du(x) = 0.

h—0 Jx x h—0

Por lo tanto, g es continua en D. Ahora podemos utilizar el teorema de Morera para probar que
g es analitica en D. Sea sgp € D y sea y una curva cerrada simple contenida en D que contiene a s

en su interior. Como H es continua y v x X es compacto: H € L'({y} x X). Por lo tanto, por el
Teorema de Fubini (ya que p es medida finita),

Lg(s)ds:/W/XH(s,a:)d,u(a:)ds:/X/yH(s,:c)ds dp(z) = 0.

—_——
=0
El Teorema de Morera asegura que g es analitica en D.

Afirmacion: La funcién H'(s,x) := %H(s,x), es continua en D x X.

Sean z € X, s € Dy r > 0 tal que el disco cerrado D(s,r) C D, v := 0D(s,r) en el sentido
anti-horario. Por la férmula de Cauchy,

0 1 H(a,z)
(va) 68 (va) 270 /8 (6%
Luego para As y Ax suficientemente pequenos:

D(sr) *— 9§
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|H'(s + As, + Az) — H'(s,2)| = 1,/8[)(“) (H(O"“A‘”) - H(O"x)> da

27 a—s—As a— s

1 (v —s)(H(a,z + Az) — H(a, 7)) + AsH (o, ) N
2ﬂiL< (a—8)? — As(a — s) ) d

21/ (|a— s||H (o, 2+ Az) — H(a,)] + |As |H<a,x>|> .

loe — s|* — |As||a — s

Por la continuidad uniforme de H en el compacto v x X se obtiene:

H'(s+ As,z + Az) — H'(s,2) “2570 0,

De aqui la afirmacién.
Ahora como g es analitica en D podemos usar la férmula de Cauchy,

Jo— L[ s 1/@( )fx (05) o)

2m0 JoD(rs) @ — S 2mi a—s

H(
= / Alar) dp(z) da.
2mi 9D(r.s) a—s

Podemos utilizar el teorema de Fubini, ya que H es continua y v x X es compacto, ademads
|a — s| = r > 0. Entonces,

/ / a:c)d dp(x /H’sacd,u()
27” dD(rs) G — S
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