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Resumen



En este trabajo estudiaremos las soluciones de la ecuacon diferencial ordinaria
no aubnoma:
x°= A(t)x;
y su perturbacon:
yo= Aty + g(t);
donde A(t) y g(t) son funciones casi perodicas en el sentido de H. Bohr y/o S.
Bochner. En particular, haremos una relectura del importante trabajo de Jean
Favard el cual intenta establecer la relacon de lo sistemas precedentes con las
soluciones del sistema:
xX°= A (t)x;
y su respectiva perturbacon:
yo= A (y+ g (1);
donde A y g son elementos pertenecientes a la envoltura dA y g respectiva-
mente, es decir, existe una sucesorih,gron R tal que A(t + hy) y g(t + hyp)
convergen uniformemente erR a A (t) y g (t) respectivamente.

En el primer capitulo de nimos la casi periodicidad en el sentido de Bochner y
Bohr y sus propiedades.
En el captulo 2 estudiaremos diversas propiedades del sistema no aubnomo:

x0= A(t)x;
para lo cual presentaremos la propiedad de Dicotoma exponencial y su respectivo

espectro.
Porultimo, en la tercera parte se demostraan los Teoremas de Favard.



Introduccon



Considere una funconf : R! R continua y perobdica de perodo T 2 R; es

decir:
f+T)=f(t); 82R:

Generalmente, este tipo de funcon cumple un rol muy importante en diversas
areas de la matematica, en particular, en las ecuaciones diferenciales y la modeli-
zacon de feromemos oscilatorios. Sin embargo, si analizamos este tipo de funciones
como un conjunto en si mismo, es interesante plantearse las siguientes pregun-
tas: >Existia un conjunto que contenga al conjunto de las funciones perodicas?
>Existie. una generalizacon de las funciones perodicas? Mas ain, gl analizar las
funciones perbdicas como conjunto tenemos que tanto sinj y cos( t) pertenecen
a este conjunto pero un hecho no trivial es saber si la funcon:

sin(t) + cos(p 2t):

mantiene esta propiedad de periodicidad. Para responder estas preguntas introdu-
ciremos el concepto de funcon casi perodica.

En este trabajo de niremos y trabajaremos en base a la teora que envuelve a las
funciones casi perodicas, este concepto fue creado y desarrollado por el matenatico
dares Harald Bohr [8] (hermano del fsico Niels Bohr) y posteriormente se sigud
estudiando por diversos matenaticos, entre ellos, Salomon Bochner. Para entender
esto de mejor manera trabajaremos con dos de niciones, una segun H. Bohr y la
otra segun S. Bochner, y veremos la equivalencia entre ellas (asegurada por una
hermosa pero compleja demostracon)

Una de las tantas cosas interesantes que satisfacen las funciones casi perodicas
es que efectivamente son una generalizacon de las funciones perodicas. Adenas,
analizaremos todas las propiedades que satisfacen estas funciones como conjunto.
Posteriormente, utilizaremos toda la teora de funciones casi perodicas para estu-
diar las ecuaciones diferenciales ordinarias no aubnomas:

x%= A(t)x

y su perturbacon
yo= Ay + g(t);

donde A(t) y g(t) son funciones casi perbdicas. Es importante infatizar que para
esta parte nos basaremos en el trabajo hecho por J. Favar®(] en el cual se
relacionaron las soluciones de las ecuaciones dadas anteriormente, todo esto con el
n de obtener criterios para obtener soluciones casi perbdicas. Como consecuencia
de esto, analizaremos la casi periodicidad de la siguiente funcon:

z t

f (s) ds;
0

donde f es una funcon casi perodica, es decir, responderemos a la preguntalLa
integral de una funcon casi perodica es siempre casi perodica?

Por otro lado, con el mismo n de estudiar el sitema no aubnomox9(t) = A(t)x
introduciremos el concepto de Dicotoma exponencial, el cual nos daa importan-
tes criterios para obtener soluciones acotadas de sistemas no aubnomos ya sean
homogeneos o no homogneos, lo cual va a estar ligado diretamente con las propie-
dades de las funciones casi perbdicas.

Como una herramienta para complementar lo anterior, de niremos funciones
a trawes de sucesiones de funciones casi perodicas, es decir, consideraremos una
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sucesonfh,gn2n R tal que para una funcon casi perodica dada f; la sucesbn
f (t + h,) converja uniformemente enR a otra funcon f Este hecho sea clave
en lo resultados propuestos por J. Favard ya que nos daan una conexon entre las
ecuaciones:
XAty =f()x y yo=f (y;

para nalmente saber cuando, a partir de las soluciones casi perodicas de una
ecuacon, podemos determinar que la ecuacon satisface la de nicon de Dicotoma
exponencial. Todo esto se trabajar principalmente enR" con la norma euclideana
pero de todas manera dedicaremos una seccbn a casos mas generales.






Parte 1

Funciones casi periodicas



1.1. Casi periodicidad en el sentido de Harald Bohr

La siguiente seccon recopila resultados presentados principalmente en los libros
de A.S. Besicovitch p], A. Fink [ 23] y el artculo seminal de H. Bohr [7]. Es preciso
enfatizar que se ha mejorado la prolijidad de las demostraciones y se han incluido
ejemplos originales.

1.1.1. Preliminares. La de nicon de casi periodicidad en el sentido de
Bohr requiere introducir previamente los conceptos de conjunto relativamente denso
en R y de "{casi perodo de una funcon continua.

Definici on 1.1. Un conjunto E R es relativamente denso, si existé > 0
tal que todo intervalo de largo’ contiene al menos un elemento d&; es decir:

X;x+ J\E6;; 8x2R:

Ejemplo 1.1.1 El conjunto de los rumeros enterosZ; es relativamente denso,
ya que basta tomar® 1y as se tiene que:

X]+12[x;x+ "]\ Z; 8x2R:
Ejemplo 1.1.2 SiT 2 R nf0g; entonces el conjunto:
E=fkTjk2 Zg;

es relativamente denso, en efecto, si consideramos T; entonces para todox 2 R;
existem 2 Z; tal que:
mT <x (Mm+1)T:

Pero, del hecho que  T; sumado con la desigualdad anterior, se sigue que:
M+DT=mT+T<x+":
Porende, m+1)T 2 [x;x + "]\ E; y as, el conjunto E es relativamente denso.

A partir de la de nicon de densidad relativa junto con los ejemplos anteriores,
se deduce que todo conjunto que est uniformemente distribuido erR sea rela-
tivamente denso, ya que as, todo intervalo con un largo su cientemente grande
contenda un elemento del conjunto, asimismo, se sigue el siguiente lema:

Lema 1.1 SeaE un conjunto relativamente denso y considereA R tal que
E A: Entonces el conjuntoA es relativamente denso.

Demostraci on. Dado queE es un conjunto relativamente denso, existé > 0;
tal que:

[X;x+ J\E6;; 82R:
Pero, comoE A, lo anterior implica que :
[X;x+ ]\ A6 ;; 82R:
Lo que implica que el conjuntoA es relativamente denso.
Ejemplo 1.1.3 Del lema anterior, se sigue que el conjunto:
E=f pﬁjn22+g;

es relativamente denso ya qu&  Z; donde Z es relativamente denso por lo visto
en el Ejemplo 11;1:
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Definici on 1.2 Seaf : R! R; una funcon continua. Un rumero 2 R; es
traslacon o " casi periodo def siy solo si:
(1.1) supjf (t+ ) f()j<™
t2R

Al conjunto de los" casi periodos def lo denotaremos porEf";f g:

Lema 1.2 Seaf : R! R; una funcon continua. Entonces:
(i) Si 2 Ef";f g, entonces 2 Ef";fg:

(i) si ; 2Ef"fg entonces + 2 Ef2"fqg:

(iii) Si ; 2 Ef";f g, entonces 2 Ef2"f g

Demostraci on. (i) Sea 2 Ef";f g; entonces de la desigualdad (1) y el
cambios de variablet = S se sigue que:

supjf (t ) f(t)j=supjf(s) f(s+ )j=supjf(s+ ) f(s)j<"
t2R s2R s2R
lo que implica que 2 Ef";f g:
(i) Si ; 2 Ef";f g, entonces se satisface (1); y adenas:
supjf (t+ ) f(t)j<™
t2R
De esto, se sigue que:

supjf (t+ + ) f(t)] supjf((t+ )+ ) ft+ j+supjf(t+ ) f(t)j< 2"
t2R 2R 2R
{z }o {z }

Porlotanto + 2 Ef2"fg:
(iii) Si 2 Ef";f g, entonces 2 Ef";f gpor el punto (i): Por ende, +( )=
2 Ef2";f g; por el punto (ii):

Definici on 1.3 [19] Una funcon continua f: R ! R es llamada Bohr-casi
perodica si y solo si, para cada" > 0; el conjunto Ef";f g es relativamente denso.
Es decir, para todo" > 0 existe un rumero (") > 0 tal que

X;x+ (")]\ Ef'fg6; paratodox 2 R:

Ejemplo 1.1.4 Las funciones Bohr-casi perbdicas son una generalizacon del
conjunto Ct = Ct(R;R), a saber las funcioned : R'! R continuas de periodo
T 2 Rnf0g. En efecto, sif 2 C; se tiene:

1.2) f(t+T)=f(t); 8t2R:
Por otro lado, consideremos el conjunto:
B=1fkTjk2Zg:

Ahora, para " > 0 arbitrario, notemos que B Ef";f g, ya que, si 2 B;
entonces existek 2 Z; tal que = KkT: As, de la igualdad (1;2); se sigue que:

jit+ ) fOi=jft+kT) f@Oj=jf@®) f({©)j=0 8t2R;

lo cual implica:

supjf (t+ ) f()j=0<™
t2R
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Porende, 2 Ef";f g: Finalmente, comoB Ef";f g; del Ejemplo 1,1;2; junto
con el Lema 11; se sigue qud es una funcon Bohr-casi perbdica. Asimismo, toda
funcon constante es Bohr{casi periodica.

Diremos queT esperiodo fundamental def si es el menor real positivo que
satisface (12):

1.1.2. Propiedades de las funciones Bohr casi periodicas.
Teorema 1.1 Toda funcon Bohr-casi periodica es uniformemente continua.

Demostraci on. Comof : R! R es una funcon Bohr-casi periodica, el con-
junto Ef %;f g es relativamente denso. As, existe’ § > 0; tal que todo intervalo
de largo™ 5 contiene un elemento deEf 5;f g:

Dado que para cadax 2 R; el intervalo [ X;° § X +1] tiene un largo mayor
que’ 5 ,existe 2 Efgfgtalque 2[ x;° 5  x+1]; es decir:
X o= X+1 0 +x =z +1;
3 0 3

y por lo tanto, para cada x 2 R existe 2 Ef %;f gtalquex+ 2[0;° § +1]:
La continuidad de f en R implica la continuidad uniforme en [ 1;° § +2];

por ende, existe 2 (0;1) tal que paratodot;s2 [ 1;° § +2]; se cumple que:

(1.3) itosi< )ifM i<y

Ahora, seanx;y 2 R; tales quejx yj < ; entonces existe 2 Ef %;f g; tal que
x+ 2[0°(5)+1 [ L 5 +2];de esto, junto con el hecho que 2 (0;1); se
sigue que:

3 +2>" 3 +1+y X X+ +y X=y+ =y+ +x x y x> L

Por ende, comox + ;y + 2 [ 1;° § + 2]; de la expreson (1;3), tenemos
que:

(1.4) i+ ) Tly+ i< 3

Aderas, como 2 Ef%;fg; entonces:

(1.5) jfie+ )y f@)j< § 8t2 R:
Finalmente, de las expresiones (%) y (1;5); se concluye que:
ifx) f)j jlf(x) {f%x+ ¥+if(x+ ) f(y+ )!'+1f(y+ {% f(y¥<":

3 3 3

{z

Por lo tanto, la funcon f es uniformemente continua.

Corolario 1.1 Sif :R! R es Bohr-casi periodica, entonces para todd > 0;
existe (")>Otalque( ; ) Ef"fg

Demostraci on. Sea" > 0. Comof es Bohr-casi periodica, del Teorema ;1
se sigue quef es uniformemente continua, por ende, existe (") > 0 tal que si
jX yj <, entonces:

(1.6) ) Ti< 3
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Luego, sea 2 ( ; ); entonces para cada 2 R se cumple que:
jx+ ) xj=jj<

As, de (1;6); se sigue que:

fx+ ) f(x)j< é;8x2 R;

lo cual implica que:

supjf(x+ ) f(xX)] =<"
t2R 2
Porlotanto 2 Ef"fgyas( ; ) Ef"fg

Lema 1.3. Seaf una funcon Bohr-casi periodica. Entonces, para todo par de
rumeros positivos "1 y ", tales que"; < " ,; existe ("1;"2) > Otalquesi 2 R
cumple que:

.7 d( ;Ef"1;fg) :=nf fj 9: 92Ef";;fgg<;
entonces 2 Ef"y;fg

Demostraci on. Sea" =", ";:Comof es Bohr-casi perodica, del Corolario
1;1; tenemos que existe (") > Otalque ( ; ) Ef";fg.
Luego, notemos que si; 2 Ef"y;fgy , 2 Ef";f g; entonces:

jfx+ 1) f(x)j < "1; 8&2R;
jfx+ 2) f(¥)j < " 82R:
As, para todo x 2 R; se tiene que:
Focr ot o) FO0Jfx+ o+ o) Fx+ Di+if(x+ 1) FEOI "2

Lo cual implica que 1+ , 2 Ef";fg: Por otro lado, sea 2 R tal que se
cumple la expreson (1;7); esto es
nf fj 9: °2Ef";;fgg<:
Por ende, existe 2 Ef"q;f g; tal que:
I

es decir, ~2 ( ; );loque implica que ~2 Ef";f g: Finalmente, notemos
que:

= +
|4z} = Kz}
2Ef"f g 2Ef"1ifg
Y por lo hecho anteriormente, conclumos que 2 Ef",;fg.

Teorema 1.2, Seanf y g funciones Bohr casi perodicas, entonces para todo
"> 0; el conjunto Ef";f g\ Ef";gg es relativamente denso.

Demostraci on. La demostracon sera dividida en una serie de pasos para
facilitar su comprenson.

Paso 1: Dado " > O0; el Lema 1.3 implica la existencia de (") > 0 tal que si
2 Ef"=4;f g, entonces:

+ 92 Ef'=2;fg paratodoj §< :
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Paso 22 Comof y g son Bohr casi perbdicas, es &cil demostrar la existencia de
“0:= To(f;g;") > O tal que
n n O
E -;f \(X;x+ g6 ?; 8x 2 R;
né o
E 21;g \ (X;x+ g)6 ?; 8x 2 R:
Esto induce una particon de R del tipo:

R= | » dondel, =[ng;(n+1) ]
n2z*[f Og

Como |, es un intervalo de largo o, para cadan 2 Z sabemos que existen:
MW2Ef=gig\ 1, y {M2Ef"=4g9\ In;
lo cual implica que:
(1.8) dW = {2 ()

Paso 3: Considere la particon uniforme del intervalo ( “o; o) de la forma:

( oi'o)=iiliz[ [ iw: dondeij= i+ T2

y M es elegido de tal forma que se veri que:

2o .

M

Notemos que cada elemental™ de nido por (1.8) debe pertencener a algin
intervalo i; (conj =1;:::;M). En efecto, si f(”); é") 2 |,; entonces:
no f(n) (n+1) o;
(n+1) m no;

de lo que se concluye que(™  {" = d™ 2 [ ;0] y por ende,d™ 2 i; para
algun j =1;:;:M:
Esto permite introducir el siguiente conjunto:

Luego, dado que para cadan 2 Z existed™) 2 [ “¢; o] y adenas este intervalo
esh particionado en un rumero nito de subintervalos, debe existir algin j 2

f1,::; Mg tal que i; contiene in nitos elementos de la formad™ = f(") §Milo
cual implica que y 6 ?: Por otro lado, ser util considerar el conjunto  de la
forma:
M=fmymgiii;mpeg f 15000 Mg
Adenas, notemos que:
iml[ imz[ [ imp ( \O;\O):

Posteriormente, del hecho que \ posee nitos elementos, se sigue que existe
No 2 N tal que:

8im, conj2fl:::;Pg 9l elkotalesqued(k);d(ko)2imj y jkj;jkG < N o:
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Paso 4: Considere un rumero X > 0 su cientemente grande tal que:
[ Noo;(No+1)0] ( X;X);
donde

[ Noo;s(No+1)0o]=1 no[ [ 1 201 o[ Tol 12l I2] Ing:

Ahora,sea” =4X y 2 Rarbitrarioy veamos que el intervalo ( 2X; +2X)
contiene un elemento 2 Ef"=2;f g\ Ef"=2; gg: Para ello, notemos que el intervalo
( X; + X); tienelargo 2X > 2" y porende, (  X; + X) contiene al, para
algun p2 Z:

Posteriormente, por lo hecho en elPaso 3,tenemos que existeg 2 Z tal que
g ( X;X)y dP;d® 2 i, paraalgn r 2f1;::;Pg: De esto, se sigue que:

4P @< 20 .
jd d'¥) < v <

lo que a su vez implica que:

(19) ép) éq) f( p) f(Q) <

Paso 5 Veamos que = (¥ pertenece a ( 2X; +2X); para ello,

notemos que g(p) 2 ( X; + X) lo cual implica que:

X< P< +X;

de igual forma, como é‘” 2 ( X;X)tenemos que X < é‘” < X: Por ende, se
sigue que:
2X < Q(]p) g(Q) < +2X;
yas 2 ( 2X; +2X):
Paso 6: Del hecho que {”; §¥ 2 Ef"=4;gg junto con la parte (i) del Lema 1.2

se sigue que = P (9 pertenece al conjuntoEf g;"=2g:

Veamos ahora que 2 Eff;"=2g; para ello, notemos que del hecho que
P (@ 2 Efr=g;f g junto con el punto (iii) del Lema 1.2 se sigue que® (¥ 2
Ef"=4;f g: Finalmente, del Paso 1junto con la desigualdad (19) podemos concluir

que:

(p) (a) (p) () — N f A
. U+ ép) éQ) { - ép) Q(Jq)ZEf =2:f g:

Por lo tanto:

( 2X; 2X)\ E 2,f \ E 2,g 6 ?;
y por ende, el conjunto ( 2X; +2X) contiene un elemento deEf";f g\ Ef";gg
lo que implica que que este conjunto es relativamente denso.

Corolario 1.2 Sif y g son funciones Bohr casi perbdicas, entoncesf + g
es Bohr casi periodica.
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ne O

Demostraci on. Dado " > 0, el Teorema anterior implica queE —;f \
Nu O Ne O N

E E;g es relativamente denso, por otro lado, si 2 E E;f \ E é;g ; en-
tonces:

IO )+ g0t ) T g0} Tk ) TOg+ e+ ) gy <

2 2
parg todgx 2 By As,Ja desigualdad anterior implica que 2 Ef";f + gg; por

endeE —;f \E =;g Ef";f + gg
2 27n. o Ne. 0

Finalmente, como E E;f \ E E;g es relativamente denso, de lo anterior
junto con el Lema 1;1; concluimos queEf";f + gg es relativamente denso y por lo
tanto f + g es Bohr casi perodica.

Corolario 1.3, El conjunto de funciones Bohr casi perodicas es un espacio
vectorial

Demostraci on. Por lo hecho en el Corolario 12; basta con probar que dada
una funcon f Bohr casi perodica, entonces para todo escalar 2 R, se tiene que
f tambén es una funcon Bohr casi perodica. En efecto, si = 0; el resultado
se obtiene inmediatamente, si 6 0; comof es Bohr casi perbdica, dado" > 0 el

conjunto E j—j;f es relativamente denso. Adenas, si 2 E j—j;f entonces:

PO+ F0i=70f( +x) f09i<j] ﬁ:"

] J_;f Ef"; f g,y as, del Lema 1;1 con-

para todo x 2 R: Por ende, E

cluimos queEf"; f g es relativamente denso y por lo tanto,f es una funcbon Bohr
casi perodica.

Obsemnvaci on 1.1.1 Una consecuencia de este resultado combinada con el
Ejemplo 1.1.4, es que sf esTi{perbdica, gesT,{perodicay T:=T, 2 Q, entonces
f + g es Bohr casi perbdica pero sin embargof + g 2 Cr paratodo T 2 R.
Una demostracon sencilla de este ultimo hecho, puede ser consultada erB] pp.
213{218].

Teorema 1.3. Toda funcon Bohr-casi perodica es acotada.

Demostraci on. Seaf una funcon Bohr-casi perodica, entonces para" =1
existe un rumero “; > 0, tal que el conjunto Ef1;f g, es relativamente denso.
Ademas, comof es continua, existeM > 0 tal quejf (t)j M; paratodot 2 [0; 4]
Por otro lado, notemos que para cada 2 R, el largo del intervalo [ t; t+ "], es
1, por ende, existe un elemento 2 Ef1;fg\ [ t; t+ "], es decir:

t t+°1(0 O +t 1 + 120, 1]:
As, paracadat 2 R, existe 2 Ef1;fg,talquet+ 2 [0; 1]y consecuentemente:
ifa+ ) M; oy jf@+ ) f@)j< L
Finalmente, parat 2 R arbitrario, se tiene:
f@) jf@e+ ) f@j+jf(t+ )j<1l+M:
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Figura 1. Gaco de la funcon f(t) =cos(t)+sin( t), la cual es
casi perodica pero no esT {periodica.

Por lo tanto, jf (t)j < 1+ M; paratodot 2 R, lo que implica quef es una funcon
acotada.

Teorema 1.4 Sif : R! R es Bohr casi perbdica, entoncesf? : R !
R* [f Og; tamben es una funcon Bohr casi perodica.

Demostraci on. Comof es una funcon Bohr-casi perodica, el Teorema 13
implica la existencia deM > 0; tal que:

if@j M™M; 8t2R:

Adenas, la casi periodicidad def implica que el conjunto Ef W f g es relati-
vamente denso.
Posteriormente, si 2 Ef ﬁ;f g, entonces parat 2 R arbitrario, se cumple:

R R R O T ICIPIIO R Z'V'ﬁ: -
M M <

2M

De esta forma, si 2 Ef ﬁ;f g, entonces:

supjff (x+ )g® f f(x)g%j <™
Xx2R
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Por ende, 2 Ef";f g, lo que implica queEf ﬁ;f g Ef"f2g.

Finalmente, como el conjunto Efﬁ;fg es relativamente denso, y adenas
Ef ﬁ;f g Ef";f2g, del Lema 11 se sigue queEf";f ?g es relativamente denso,

por lo tanto f 2 es una funcon Bohr-casi perodica y por ende,f 2 2 AP (R;R):

Observaci on 1.1.2 Ahora, consideremos los conjuntos:

BC(R;R) = ff:R! Rjf es continuay acotada;
P(R;R) = ff:R! Rjf es continuay perodica.g;
APporr (R;R) = ff :R! Rjf es Bohr-casi perodiceg:
Notemos que
(1.10) P(R:R) = [ Cr(RiR);
T2R

donde Ct fue de nido en el Ejemplo 1.1.4.
Por otro lado, seajj jj; :BC(R;R)! [0;+1 ); de nida por:

iifjja =supjf (t)j:
t2R

Notemos que BC (R; R);jj jj1 ) es un espacio de Banach y adenas del Teorema
1;3; se sigue qUAAP gonr (R;R)  BC(R;R).

Teorema 1.5, AP gonr (R;R) es un espacio de Banach.

Demostraci on. Como AP gonr (R; R) es un espacio vectorial contenido en
(BC(R;R);jj ij1)- Slo tenemos que demostrar que sif,gn2n Una sucesbn de
funciones Bohr-casi perodicas, la cual converge uniformemente en tod®& a una
funcon f, entoncesf es Bohr-casi perodica.

En efecto, dado" > 0, comof, converge uniformemente & , existe N 2 N, tal
que:

jf (1) fN(t)j<§; 8t2 R:

Ahora, comofy es una funcon Bohr-casi perbdica, se cumple:
" N o}

fin(t+ ) fN(t)j<§; 8t2R;8 2 E é;fN(t)

Luego,si 2 E %;fN (t) , entonces para todot 2 R; tenemos:

e ) fOF = e ) fa(tr )+ fu(r ) fn@®+ fn®)  fOF
Pt ) fa(ts i ifa (e ) fu@i+if© a0

3 3 3

lo cual implica que 2 Ef";f gy por lo tanto E %;fN () Ef"fg.

Finalmente, como la funcon f es Bohr-casi perodica, se sigue que el conjunto
E %;fN (t) , esrelativamente denso, y dado qu& %;fN Q) Ef";f g, del Lema
1;1; se tiene queEf";f g; es relativamente denso, por lo que se concluye gudees
una funcon Bohr-casi perodica.

Corolario 1.4. El producto de dos funciones Bohr casi{perodicas es una
funcon Bohr casi perodica.
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Demostraci on. Seanf; y f, dos funciones Bohr casi periodicas y notemos
que:
fa(t) fa(t) = g(t);
donde:

00 = Z 10+ LOF  FH0 L0

Luego, de los Teoremas ;b y 1;4; se sigue que tantoff(t) + l‘z(t)g2 como
ffo(t) fz(t)g2 pertenecen aAP gorr (R; R): Finalmente, del mismo Teorema 19;
se concluye queg 2 AP gonr (R; R):

Observaci on 1.1.3 Una consecuencia de los resultados anteriores es que el
conjunto AP gonr (R; R) €s un Algebra de Banach.

1.2. Casi periodicidad en el sentido de Salomon Bochner

Al igual que en la seccbn anterior, recopilamos resultados presentados princi-
palmente en los libros de Besicovitch y Fink, mejorando la prolijidad de las demos-
traciones e incluyendo ejemplos originales.

1.2.1. Preliminares.

Definici on 1.4. Una funcon continua f: R ! R es llamada Bochner-casi
perodica si y solo si, dada cualquier sucesonfh,g,,n de rumeros reales, existe
una subsucesonf h,, gk2n; tal que la suceson de funciones f (t+ hy, )gk2n COnverge
uniformemente enR:

Ejemplo 1.2.1 De igual forma que en la seccon anterior, las funciones Bochner-
casi perodicas generalizan a las funciones perbdicas continuas. As, sf es una
funcon continua y perbdica, entonces existe T 2 R; distinto de cero, tal que se
cumple la igualdad (1;2):

Ahora, seafh,gn2n; Una suceson de rumeros reales arbitraria, as, por el
algoritmo de la divisbn, tenemos que para cadan 2 N; existena, 2 Zy ,; tales
que:

hp, =a, T+ ,; donde j ,j<T:

Por ende, como la sucesonf ,gn2n €S acotada, por Teorema de Bolzano-
Weierstrass existe una subsucesord |, gk2n; tal que:

Im = 2R
ki +1

Posteriormente, notemos que de la expreson (R); se sigue que:
(1.12) f(t+hp)="f(t+a, T+ ,)="Ff(t+ ,) 82R:

Por otra parte, dado que la funcon f es continua, tenemos que es uniforme-
mente continua en el compacto [ 2T; 2T]; por ende, dado" > 0; existe > O0; tal
gue para todou;v2 [ 2T;2T]; conju vj< ; se cumple que:

(1.12) if(u) f(v)j<"=4
Adenas, existe N 2 N; tal que sik N; entonces:
(1.13) ine 1<
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Por ende, sik N; de la expreson (1,13); tenemos que:
jt+ ) (t+ )i=jan  G<; 8t2[ T;T]
y de la desigualdad (312) se sigue que:
if(t+ o) f(t+ )j<"=4 8t2[ T;T];
lo cual implica que:

(1.14) sup jf(t+ ,.) f(t+ )j "=4<"=2
t2[ T;T]

Finalmente, seat 2 R arbitrario, entonces existena2 Zyr 2 R; conjrj<T,;
tales quet = aT + r. De esto, junto con la expreson (1,2); se sigue que:

jfi+ o) f@+ )j=jf@T+r+ ) f@T+r+ )j=jf(r+ ) f(r+ )
Pero, comojrj < T; entonces:

jEt+ o) ft+ )i=jf(r+ o) f(r+ ) sup jf(t+ o) f(t+ )
t2[ T;T]

y de (1;14); se tiene que:
fia+ o) f(+ )j<"=2, 8t2R:
Finalmente, lo anterior implica que:
supjf (t+ ) f(t+ )i "=2<™
t2R
Por ende, de la desigualdad anterior junto con la expreson (i11); se sigue que

ff (t+ hp, )ok2n converge uniformemente en toddR; lo cual implica que f es una
funcon Bochner-casi perbdica.

Teorema 1.6. Seanf;g : R! R; funciones Bochner-casi perodicas, si 2 R;
entonces la funcon f + g; es Bochner-casi perodica.

Demostraci on. Seafh,gn2n Una suceson arbitraria de rumeros reales. Lue-
go, dado que la funconf es Bochner-casi perbdica, existe una subsucesofhy, gk2n
tal que:

TR
(1.15) Fe+ b 0 ()

A su vez, como la funcon g es Bochner-casi perodica, paraf hn, gkon €Xiste una
subsucesbnfhnki gj2n tal que:

(1.16) g(t+ hn,) 'j’l”ll (t):

Ahora, considere la sucesbn de funcione$f (t + hnkj )gi2n; la cual es una subsuce-
son de ff (t + h,, )dk2n; por ende, de (315); se sigue que:

(1.17) f(t+ hy, ) !j"!jil L)

Finalmente, por las expresiones (116) y (1;17), tenemos:
(f +g)t+ha )= f(t+hn )+ gt+hn )05 " 0+ ()

As, f(f + g)(t+ hnkJ )gj2n, converge uniformemente, y comd hnkJ gj2n €S
una subsuceson defh,gn2n; Se concluye que la funcon f + g es Bochner-casi
perodica.
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Observaci on 1.2.1 Introduzcamos ahora el siguiente conjunto:
AP gochner (R;R) = ff :R! Rjf es Bochner-casi perodica:

Notemos que a diferencia de las funciones Bohr-casi perodicas, a priori, no
sabemos si las funciones Bochner-casi perodicas son acotadas ni mucho menos si
son un espacio metrico completo (con la netrica inducida por la normajj jj1 ).

Sin embargo, del teorema anterior, se sigue que el cojuntAP gochner (R; R) €S un
espacio vectorial normado sobrdR: Pero, para indagar mas sobre este conjunto, ne-
cesitaremos algunos resultados previos muy importantes, por lo cual, abordaremos
este problema en secciones futuras.

1.3. Equivalencias entre Bohr y Bochner.

Con todo lo hecho en la seccon anterior, notemos que a priori, las de niciones
dadas por Harald Bohr y Salomon Bochner parecen muy diferentes. Aun as, es
natural preguntarse si hay alguna relacon en estas de niciones. A continuacbn da-
remos algunos Teoremas, los cuales nos daan una respuesta a la pregunta planteada
anteriormente.

Teorema 1.7. Toda funcon Bohr-casi perodica es Bochner-casi perbdica.

Demostraci on. Seaf una funcon Bohr-casi perodica y considere f h,gn2 n;
una suceson arbitraria de rumeros reales, luego para" = 1=4; se tiene que el
conjunto Ef %;f g es relativamente denso, lo cual implica que existeé % > 0; tal
que:

x -~ = :x \E %;f 6;; 82R:

En particular, se tiene que para cadan 2 N; existe , 2 E %;f ; tal que , 2
hy, % ;h, ;es decir
.1 ] . 1

h, 2 n hp; obien O Pl{z_? 2
As, si consideramos™, = hy n; entonces para todon 2 N; existen , 2 E %;f
y'n2 0 % ;talesque:
(1.18) hn = n + \n:
Pero, como la sucesonf ngn2n; €S acotada, existe una subsucesom ', gk2n; tal
que:

Im ", =T2R:
kto+1 K

Por otro lado, como , 2 E %;f ; del Lema 12; se sigue que , 2 E ;f
Con esto, junto con la igualdad (118); se tiene que :

jf (t+ hn) f(t+ ‘n)j = jf (t+ hn) f(t+ n+ n n)j;
jft+hy) f((t+hn) )i
%; 8t2R; 812 N:

N

En particular:

=

(1.19) jf(t+hy) f(t+ n)ji< 8t 2 R; 8k 2 N:

2
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Luego, por Teorema 11; tenemos quef es uniformemente continua, as, aplicando
las mismas ideas que en la demostracon del Ejemplo;2;1; se sigue que:

f(te ndt) ) fe):

As, existe Ky 2 N; tal que:
jtt+ "ny) f(t+‘)j<%; 8t 2 R; 8k >K o

De la desigualdad anterior, junto con la expreson (119); se sigue que para cada
k> K o; se cumple:

I e ) F )] ) fes < %; 8t 2 R:

Z

{Zf(t+ ‘nk)}'+if (t+ \nk%

1
<z

Bl

Y de la desigualdad anterior, se sigue que:
jt(t+hy) f(t+hy)j<1l 8t2R;8;k>K g

Ahora, notemos que pard' = 1=8; se tiene que el conjuntce %;f es relativamente
denso, por lo tanto, si repetimos el proceso hecho anteriormente para la suceson
fhn, Ok2n; entonces existe una subsucorf hﬁlk) Ok2n; para la cual existeK; 2 N; tal
que:
1 .
f t+h{ f t+h{ <3 Bt2R;gik>K g

Por ende, repitiengo el prgceso recursivamente, tenemos que pap2 N arbitra-
rio, a la sucesbn hsﬂ b N; le podemos extraer una subsuscesori hﬁﬁ)ngN

(que tamben es subsuceson def h,gn2n por construccon), para la cual, existe un
rumero K, 2 N, tal que:

1 .
(1200 f t+h® f t+h® <m 8t2 R; 8;k>K p

As, tenemos la siguiente coleccon de sucesiones:

n f t+ hﬁll) o f t+h§112) pionf t+h§1lr21 Dl
ay f t+h@ f t+n@ oot ot+ b
P) f t+ hffi) o t+ hffz’) s fot+ hﬁpm) Dl

Finalmente, considere la subsuceson déh,gn2n formaqifa poblos elementos de
la diagonal del esquema anterior, es decir, la subsucesbnhﬁkk) . Luego, sea
"> 0; entonces existeP 2 N; tal que:

1
P+1

Luego, por la construccon hecha anteriormente, existeKp 2 N; tal que:

f t+h{)  f t+h) < 8t2 R; 8;k>K p:

+1
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Considere ahoraK =max fP;Kpg, entonces sij;m > K , en particular jym >

P; y por la construccon que hemos realizado, tenemos que los erminos t + hf{.)
n

0
yf t+h{" sonerminos de la suceson f t+ h{}’ N

Luego, comoj; m > K; entoncesj;m > K p;lo cual, por la expreson (1;20); implica

que:
1

(]) (m) ", .
f t:hnj f0t+hnm <7P+1<' 8t2 R:
As,lasuceson f t+ hﬁ"k) . es de Cauchy, y como el conjunto de las fun-

n 0
ciones Bohr-casi perbdicas es un espacio netrico completo, se tiene qud t + hﬁ'(k)

converge uniformemente en toddR y por lo tanto, la funcon f es Bochner-casi pe-
rodica.
Teorema 1.8. Toda funcon Bochner-casi periodica es Bohr-casi perodica.
Demostraci on. Seaf una funcon Bochner-casi periodica y supongamos que

no es Bohr-casi periodica, es decir, existe uh> 0 tal que Ef";f g no es relativa-
mente denso:

9"> Otal que8 > 09x(") 2 R; talque [X();x(C)+ "]\ Effg=;:

En particular, para todo n 2 N; existe un intervalo L,; de largor, > 0; tal
que:

(1.21) L,\ Ef";fg=;:
Ahora, seah; 2 R arbitrario y considere h; tal que:
(122) h2 h]_ 2 L]_ =L .

Luego, considerer , 2 R; de manera que:
jha  hij<r

)t
Posteriormente, seahs 2 R; tal que hs hy;hs  hy 2 L ,; de esto, junto con
(1;22); se sigue que sk = hg hy; ey = hs h;; entonces:
X yi=jhz hz hg+hij=jhy hyj<r ,:
De igual forma, sear , 2 R; tal que:
maxfihs hpj;jhs  haj;jhs hojg<r o
Posteriormente, seahs 2 R; tal que hy hz;hs  hy;hg  hy 2 L 0 As, Si
x=hs hz;y=hsy hy;z=hs hy; entonces:
ix yi=jha hgj<r
X zj=jhy hg<r g
jy zj=jhy hyj<r .
Repitiendo el proceso inductivamente, podemos escoger un intervalb ; de
largo r ,, donde:
(1.23) maxfih; hjji>ji=1;:5n5) =100 1g<r @

As, existe un rumero hp.q ; tal que:
hpnsi hm 2L ; 8m2f1;::;ng:

k2N
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Ahora, considere la sucesbn de funcione$f (t + h,)gn2an ¥ S€anng;n, 2 N;
tales quen; > n,; entonces de (123); tenemos que:

jhn1 hn2j<rn1:
Adenas, por el proceso hecho anteriormente, se sigue qu®, hy, 2 L,, 1:
Pero, de la expresbn (1,21); se tiene queh,, h,, 2 Ef";f g; es decir:

supjf (t+ hy,)  f(t+ hp,)j=supjf (t+hy,  hn,) f()] ™
t2R 2R

Por ende, para toda subsucesbnf h,, gkon; Se tiene queff (t + hy, )gkan NO
converge uniformemente en toddR; lo cual contradice la hiptesis de Bochner-casi
periodicidad def:

Por lo tanto, f es una funcon Bohr-casi periodica.

Observaci on 1.3.1 Diremos que una funcon f es casi periodica si y solo si
es Bohr-casi periodica o Bochner-casi periodica.

1.4. El conjunto de las funciones casi periodicas.

Dado que en las secciones anteriores hemos probado que las de niciones de
funcon casi perodica de Bohr y Bochner son equivalentes, en base a la Observacon
1;3;1; de nimos el siguiente conjunto:

AP (R;R):= ff :R! Rjf es casi perodicgy
y por lo hecho en los Teoremas;¥ y 1;8; se sigue la igualdad:
AP gonr (R;R) = AP gochner (R;R) = AP (R; R);
donde adenas por el Teorema 13; tenemos la siguiente relacon:
P(R;R) AP (R;R) BC(R;R):

Es importante enfatizar la gran importancia que tiene la equivalencia entre las
de niciones de Bohr y Bochner, ya que, de aqu en adelante para probar algunas
propiedades acerca de las funciones casi perbdicas, algunas de estas sean mas
entendibles con la de nicon de Bohr mientras que con otras propiedades, sea mas
factible usar la de nicon de Bochner. Siguiendo con lo anterior, notemos que de la
Observacon 1;1;3; se concluye el siguiente Teorema:

Teorema 1.9. El conjunto AP (R;R) es un espacio de Banach con la suma
usual de funciones y la netrica inducida por la normajj jji :

Recordemos que s un espacio topobgico, un conjuntoE S es denso en
ninguna parte si y solo si satisface que int) = ?:

Por otro lado, un subconjunto E S es magro o de primera categora si existe
una sucesbn numerable de subconjuntosE, S; densos en ninguna parte tales
qgue E puede describirse como:

n2N

nalmente, si E no es de primera categora, entonces decimos que es de segunda
categora.
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El siguiente resultado (formulado recientemente por Dinget.al. [49]) demuestra
gue las funciones periodicas continuas son de primera categora en el conjunto de
las funciones casi periodicas.

Teorema 1.10 El conjunto P(R;R) es de primera categora enAP (R; R)
Demostraci on. Primero, para cadan 2 N[f Og considere el conjunto:
P,=ff 2BC(R;R)j91 2 [n;n+1]talque f(t+ I)= f(t); 8t 2 Rg:

Luego, notemos que:
¢
P(R;R) = Pn:
n=0
Ahora, probemos que int(P,) = ? para todo n 2 N: Para esto, dividiremos el
proceso en dos pasos:
Paso 1:Veamos primero que cad&, es un subconjunto cerrado dAP (R; R); para

esto, probaremos que cadaP (R; R)nP, es abierto enAP (R;R): En efecto, sea
f 2 AP (R; R)nP,; entonces para todo™ 2 [n;n + 1] existe t- 2 R tal que:

f(t-+ )6 f(t):

De lo anterior, se sigue qugf (t- + °) f(t:)j > 0; y por ende, para cada
* 2 [n;n + 1] de nimos:

m ) T)

Aderas, como f es continua, para cada’ 2 [n;n + 1] existe - tal que si

js "j< -;entoncesjf (s) f()j<"-:Porende paracadas2 (s -; + -)se
satisface:
if(t-+s) f@)jjf-+) f(t)jft-+s) ft+7) 3"
e+ s) O ) eyt ft )
=4". "
Por ende:
(1.24) it +s) f(r) 3% 82( -+ o)

Por otro lado, dado que:

[n;n +1] [ C S

“2[n;n +1]

del Teorema de Heine-Borel se sigue que existén; ::;; '« 2 [m;n+ 1]y "~ ;0™
tales que:

[k
(1.25) [n;n+1] Ci it )

j=1
y ademas
(1.26) jf, +s) f(t)j 3, 8s2(] it )

para algin entero positivo k: Posteriormente, consideremos el conjunto:

B(f;")=fg2AP (R;R) : supjg(t) f()j<"g;
t2R
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donde" =mn f"; :j =1;::;kg: Veamos queB(f;") AP (R;R)nP,: En efecto,

sig 2 B(f;"); entonces de (3125) tenemos que para cada 2 [n;n + 1] existe
j 2f1;::; kg tal que:

2(

Adenas, de (1;26) se sigue que:

i, +7) f(tt,J o3, 3%

‘j;\j + ‘j):

de esto, tenemos que:

jot, + ) gt G f( ) FE)iFE ) gt )]
P EE) ot
3 " ="

por ende,g(t, + °) 6 g(t,); yas B(f;") AP (R;R): Por lo tanto, P, es cerrado
paratodon 2 N[f Og.

Paso 2: Probemos ahora queP, tiene interior vaco para todo n 2 N[f Og:
Para esto, notemos que lo anterior es equivalente a probar que:

(1.27) B(f;, )\ (AP(R;R)nP,)6 ?; 8 > 0; 8f 2 Py;

para todon 2 N[ N: Luego, para probar la expreson anterior, consideraremos los
siguientes casos:

Caso 2.1. f es constante: Si existec 2 R tal que f(t) = cparatodot 2 R
entonces tenemos que la funcort 7! f (t) dada por:

cost) + cos(IO 2t)
3

f(t)=

dondexo 2 f 1;1g; satisface que:

Xot C, t2R;

cost) + cos(p 2t)

it fi= : X 2

<,

lo cual implica quef 2 B(f; ); pero comof no es perbdica (ver Observacon
1.1.1), se sigue qué 2Z P, paratodon 2 N[f Og:

Caso 2.2 f no es constante: Sea’( el periodo fundamental def y considere la
funcon t 7! f (t) dada por:

t
f@)=f@)+f -— M t2 R;
donde:
M = sup jf (t)j:
t2R
As, de igual forma que en el caso anterior, tenemos que:
. _ t _
ifo foi= 1 - e <

lo que implica quef 2 B(f; ): Veamos ahora quef 2 P,, paratodon 2 N[f Og;
en efecto, supongamos que exisf€ 2 [n;n + 1]; para alggn n 2 N[f Og tal que:

f(t+T)=f (1); 8t2R;
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esto implica que:

128) ft+T+f T —fm+f L . si2R
' M; M¢ '
A partir de esto, consideramos las funciones:
t t+ T
(1.29) Fo(t) = f(t+T) f(t); F()= — f ~— f ;

M¢

dondet 2 R: Posteriormente, de la igualdad (128); tenemos queFi(t) = F»(t):
Luego, siFyi(t) = F,(t) = K; para alguna constanteK 2 R; entonces:

f(t+T)=f(t)+ K; 8t2R;
lo cual implica que:
f(jT)=f(0)+ K 8 2 NI[f Og:
Por ende, comof es acotada, se sigue que:
= (D10,
Por lo tanto:

f+T)=f@; f L =¢ ST .

para todot 2 R: Pero, si g es el periodo fundamental def; entonces " o es el
periodo fundamental def ( = ): Por ende, ' divide a T y aderas, ~ ¢ divide a T;
es decir, existen enterog y q; distintos de cero, tales que:

T="9p; T=q o

De lo anterior se sigue que = p=q;lo cual es una contradiccon. Por lo tanto
f 2P, paratodon 2 N[f Og:

De igual forma, siF; = F, no es una funcon constante, de (129) tenemos que
‘oY o son periodos deF; y F, respectivamente. Pero, al igual que antes, STy es
periodo deF; = F;; entoncesTy divide a "oy ~ o; es decir, existen enterop ¥y &
distintos de cero, tales que:

0o=PTo; " o0=14To:

As, tenemos que = €= lo cual tambén es una contradiccon.

Por ende,f 2 P, paratodon 2 N[f Og y as la expresbn (1;27) queda
demostrada.

Finalmente, con todo lo hecho anteriormente, concluimos que:

¢
P(R;R) = Pn;
n=0
donde int(P,) = ? paratodon 2 N[f Og; lo que implica que el conjuntoP (R; R)
es un conjunto de primera categora enAP (R; R):

Corolario  1.5. El conjuntos de las funciones continuas y perodicasP (R; R)
tiene interior vaco en AP (R;R).
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Demostraci on. Por lo hecho en el Teorema anterior, notemos que:

y
P(R;R) = Pn;
n=0
donde cadaP, es un conjunto cerrado erAP (R; R) con interior vaco. Finalmente,
como el conjunto AP (R; R) es un espacio netrico completo, del Teorema de Baire
concluimos que el conjunto:

Pn = P(R;R);
n=0

tiene interior vaco en AP (R;R).

1.5. Envoltura de una funcon.

Seaf : R! R; una funcon casi perodica y considere fh,gn2n Una suceson
arbitraria de rumeros reales, notemos que de la de nicon dada por Bochner, existe
una subsucesonf h,, gkon; tal que ff (t + hy,, )gkzon converge uniformemente erR.
As, a partir de lo anterior, de nimos la envoltura def; como el conjunto dado por:

H(f)=fg:R! Rj9fh,0n2n tal quef (t+ hn)!nI 1 g unif. en Rg:

De la de nicon anterior, se sigue de inmediato quef 2 H(f); ya que basta
tomar la sucesbn identicamente nula, por ende,H (f) 6 ?: Ademas, tenemos las
siguientes propiedades:

Lema 1.4. Seanf;g;h : R! R funciones casi perodicas. Entonces:
(i) g2 H(f); siy solo si,f 2 H(Q):

(iil) Sig2 H(g) y g2 H(f); entoncesq2 H(f):

(iii) Sig;q2 H(f); entoncesg 2 H (q):

Demostraci on. (i) Si g 2 H(f); entonces existe una sucesorf h,gn2n; tal
quef (t + h,) converge uniformemente erR a la funcon g; es decir, existeN 2 N;
tal que:

supjf (t+ hy) g(t)j<";  8n>N:
t2R
De lo anterior, se sigue que:
supjg(t  hy) f()j=supjg(t) f(+hy)j<"; 8n>N;
t2R t2R

lo cual implica quefg(t hp)gn2n converge uniformemente &; y en consecuencia,
f 2 H(g):

Finalmente, si f 2 H(Q); basta con realizar el mismo proceso que antes para
concluir queg 2 H(f):
(i) Sig2 H(g) y g 2 H(f); existen sucesioneshngnon YV finOn2n; tales que
g(t+ hy) y f(t+ j,) convergen uniformemente erR a qy g respectivamente. As,
existenN; y Ny; tales que:

supjg(t+ hn) q(t)j < "=2; 8n>Ny;
t2R

supjf (t+jn) g(t)j < "=2; 8n>Nyj:
t2R
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De esto, se sigue que:

ft+ho+jo); f(t+hi+j2); tn f(t+hi+jn) ! g(t + hy)
f(t+hy+jo); f(t+he+j2); in f(t+ha+jn) ! g(t + hy)
f(t+hg+jo); f(t+hs+j2); 10 f(t+hg+jn) ! g(t + h)
f(t+hm+ja); f(t+hm+j2); 10 f(t+hm+jn) ! | g(téhm)
ym!l
o(t)

Luego, consideremos la sucesohf (t+ h, + j,)dnh2n; formada por los elementos
de la diagonal del esquema anterior. Por ende, $i = nax fN; N,g; entonces para
todon>N yt2R; setiene:

jft+ha+jn) alt)j j |f (t+ hn+ J'FQ gt + hn)}i+ig(t+ h{Q q(t)}' <™

<"= 2 <": 2

Lo cual, implica que:
Ft+ ha+ )t 2 a):
Por lo tanto g2 H(f):
(iii ) Sig;g2 H(f); entonces de(); se sigue qud 2 H(g) y g2 H (f): Finalmente,
de (ii ) concluimos queg 2 H(Q):
Ejemplo 1.5.1 Sea 2 Rnf0Ogy consideref (t) = sin( t): Veamos que la
envoltura H (f ) de f es igual al siguiente conjunto:
S=fasin(t)+ bcos(t)ja?+ ¥ =1g;

en efecto, sig 2 H(f); entonces existe una sucesorfh,g,2n tal que f (t + hy)
converge uniformemente sobrdR a g: Por otro lado, hotemos que:

f(t+ hy)=sin(t + hpy)=cos(hp)sin(t)+sin( hy)cos(t):

Pero, comof cos(h ,)gn2an Y fSin(h 1)gh2n SON sucesiones acotadas, sin ferdi-
da de generalidad, existen dos subsucesionesos(h n, )gkon Y T sin(hp, )Okon res-
pectivamente tales que:

nI!rln cos(hp)=a vy r]I!rp sin(h,, )= b:
As:
cos(h n,)sin( t ) +sin( h n,)cos(t )! Jn”’l asin(t )+ bcos(t ):

Pero, comof (t + hy) converge uniformemente sobreR a g; en particular, tene-

mos que:
cos(h n,)sin(t)+sin( h,)cos(t)! Jn“'l g(t);
lo cual implica que g(t) = asin(t )+ bcos(t )y ademas, como:
cog(hp )+sin?(h,)=1; 8k2N;

se sigue que’+ ¥ = 1y por ende g 2 S: Ahora, sig2 S; entonces existera;b2 R
cona?+ b? = 1; tales que:

g(t) = asin(t )+ bcos(t):
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Luego, dado quea; b2 [ 1;1]; existe 2 R tal que:
cos( )=a y sin( )= bh:
Por ende, si consideramos la suceson constantéh, g,>n dada por:
hy, = 8n 2 N;
tenemos que:
f(t+ hy)=cos( )sin(t)+sin( )cos(t)= asin(t)+ bcos(t)= g(t);

para todo n 2 N; lo que implica quef (t + h,) converge uniformemente sobreR a
g(t): Porlotanto g2 H(f)yas H(f)= S:

Por ejemplo, considere = 1;75; por ende, la funcon f (t) = sin(1;75t) cuya
envoltura se puede ver a trawes de las siguientes ga cas:

Figura 2. Gaca de funciones pertenecientes a la envoltura de
f (t); en la parte superior de izquierda a derecha se muestran 5y
10 elementos respectivamente mientras que en la parte inferior de
izquierda a derecha se muestran 20 y 40 respectivamente.

1.6. Integral de una funcbn casi perodica: algunos resultados

Es importante destacar que Silt? :R! R es casi perbdica, no necesariamente
es cierto que la funcont 7! F(t) = é f (s) ds tamben lo sea. Por ejemplo, sif (t) es
constante, F(t) no es acotada y el Teorema 1.3 implica qué&(t) no es casi periodica.
El resultado que estudiaremos a continuacon proporciona una condicon su ciente:

Teorema 1.11 Seaf 2 AP (R;R); entonces toda solucont 7! F(t) acotada
en R de la ecuacon (1;30) es casi perodica.

Este resultado tiene muchas demostraciones. Sin embargo, nos focalizaremos

en la demostracon realizada por Favard PO, pp.43{46] debido a que los metodos
utilizados pueden ser adaptados al estudio de resultados nmas generales.



1.6. INTEGRAL DE UNA FUNCI ON CASI PERI ODICA: ALGUNOS RESULTADOS 35

1.6.1. Preliminares. Seanf : R! R; una funcbn casi perbdicay f 2
H (f ); y consideremos la siguientes ecuaciones diferenciales:

dx )
(1.30) e f(b);
dx )
(1.31) e f (1):

Considerando la de nicon del conjunto H (f); estudiaremos la relacon entre
las soluciones de (BO) y (1;31). Dicho esto, tenemos los siguientes lemas £cnicos.

Lema 1.5, Seat 7! F(t) una solucon acotada enR de (1;30), entonces existe
una solucon t 7! F (t) de (1;31) y una suceson fk,gn2n tal que:
(i) La condicon inicial de (1;31) satisface:

Im_ F(kn)= F (0);

(i) F(t+ k,) converge uniformemente sobre conjuntos compactos i (t),
(iii ) las cotas inferiores y superiores dé= y F satisfacen las siguientes relacio-
nes:

— — 0 0.— — .
g:= ?gRF(t) tr;fRF =9 y G":= Silz,lgF (1) tszuEF(t) = G

Demostraci on. Primero, dado quef 2 H (f), existe una sucesonfh,gn2n;
tal que f (t + h,) converge af uniformemente enR: Ademas, como F is acotada
por hiptesis, se sigue quef F (h,)gn2n €S una suceson acotada. Por ende, existe
una subsucesonfkygnan f hngnon; tal que:

(1.32) nlIn+11 F(kn)= 2R;
y adenas:

i 2 .
(1.33) f(t+ k“)!n! o f (t):

Ahora, seat 7! F (t) una solucon de (1;31) con condicon inicial F (0) =
Posteriormente, seat 2 [ L;L]; dondeL > 0y "> O arbitrario, entonces de (132)
y (1;33); tenemos que existdN 2 N; tal que:

(1.34) jF(ky) F (0)j< 5 y jft+ky) f (D)< I; 8n>N; 82[ L;L]:

Adenas, como F (t) es solucon de (1,30); entoncesF (t + k) es solucon de:

dx
— = f(t+ kp):
G =t kn)
Y como F es solucon de (1,31); se sigue que:
gn o]

at F(t+kn) F (t) =f(t+ky) f (t);

lo cual, implica que:
z t
F(t+ks) F ()=F(ks) F (O)+ ff(s+kn) f (s)gds:
0
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Luego, de (1.34), tenemos que paracada>N yt2 [ L;L]; se cumple:
t
JFt+ka) F @M JFks) F@Oj+ jf(st+ki) f (9)jds;
0

—+
2 2L

Lo que implica queF (t + k,) converge uniformemente en compactos & ; es decir:
(1.35) 8'>09N 2N tg. n>N)j F(t+ky) F ()j<", 8t2[ LiL]:
Por ende, los puntos () y (ii ) quedan demostrados.
Ahora, sijtj L; de (1,35) se sigue que:

8'>09N 2N tg. n>N ) F (t)<F(t+ky)+"<G +"
de lo anterior, tenemos que:

supF (t)<G +";, 8"> 0:
itj L

Pero, como la parte derecha de la desigualdad anterior no depende tiese tiene:

G%=supF ()<G +", 8"> 0
t2R

y por endeG°® G. De igual forma, de (1,35); se tiene que:
"+g< nf F (t); 8> 0
jtj L

it ="

Pero, dado que el lado izquierdo de la desigualdad anterior no depende fese sigue
que:
" pe— 0. n .
+ g<tr;fRF (t)=g5 8"> 0
Lo que implica queg ¢° nalizando as la demostracon.

Notemos que el lema anterior, proporciona un criterio para encontrar solucio-
nes del sistema (331) a partir de las soluciones del sistema (BO): Inversamente,
aplicando el mismo proceso que en la demostracon anterior, podemos encontrar un
criterio para encontrar soluciones del sistema (BO0) a partir de la soluciones del
sistema (131); todo esto se resume en el siguiente lema ecnico cuya demostracon
es similar.

Lema 1.6. Seat 7! F(t) una solucon acotada enR de (1;30); y t 7! F (t)

una solucon (1;31) dada por el Lemal;5: Entonces existe una solucont 7! (1)
de (1;30) y una sucesbn fkngn2N; tales que:

(i) La condicon inicial de (1;30); satisface:
Im  F (ky) = E(0);
nt +1

(i) F (t+ ky) converge uniformemente sobre conjuntos compactos B(t);
(iii ) las cotas superior e inferiores deF y F satisfacen las siguientes desigual-
dades:

=nf F(t) nfPt)=9 y G:=supP(t) supF (t):= G
t2R t2R t2R t2R

Es importante enfatizar que los resultados de los lemas anteriores, no aseguran
inmediatamente la igualdad entre la solucioneg 7! B(t) y t 7! F(t) de (1.30). sin
embargo, esta equivalencia sea probada en el siguiente lema:
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Lema 1.7. Las solucionest 7! F(t) y t 7! B(t) de (1.30), dadas por los lemas
1,5y 1,6 respectivamente son iguales.
Demostraci on. Primero, notemos que toda solucon de (130) es de la forma:
z t
x(t) = f(s)ds+ C; paraalgin C 2 R:
0
De esto, se sigue que par& (t) y B(t) existen constantesA y A 2 R; tales que:
F()= F()+ A, B()= F(t)+ A
donde: Z,
F(t) = f (s)ds:
0
Pero, lo anterior implica que:
F(t)= F(t)+ B; dondeB =A A:

ComoB 2 R es una constante, usando lo anterior, es &cil notar que los in mos
y supremos deff y F veri can:

g=9g+B; y G=G+B:
De la igualdad anterior, combinada con los Lemas ;b y 1;6; tenemos que:
g ¢ g=9g+B;
lo que implica que 0 B: Pero, por otro lado, tamben tenemos que:
G G° G=G+B;
es decirB  0; por endeB =0; lo que a su vez implica queA = A: Por lo tanto:
F(t)= P(t); 8t2R:

Por lo tanto, F y  son iguales y adenas se tiene qug = g°y G = G

1.6.2. Demostracon del Teorema 1.11. Dado quet 7! F(t) es solucon
acotada de (130) se tiene que:
Z t
(1.36) F(t) = f(s)ds+ C; paraalgn C 2 R:
0

Aderas, como f es casi perbdica, dada una sucesonf h,gn2n; existe una sub-
suceson fkngnon  f hnon2n; tal que f (t + k,) converge uniformemente enR a
f (t): Luego, del Lema 15 se tiene queF (t + k,) converge uniformemente aF (t)
sobre conjuntos compactos. A continuacon demostraremos por contradiccon que
F(t + k,) converge uniformemente aF (t) en R. Para hacer la lectura mas com-
prensible, dividiremos la demostracbn en cinco pasos.

Paso I Si F(t + ky) no converge uniformemente enR, entonces no es una
sucesbn de cauchy, por ende:

9> 0tg. 9N 2N tg. mn>N ) supjF(t+ky,) F+kpj< ;
t2R

lo cual, es equivalente a:

9> 0 tg 8N2N mn>N ) supjF(t+kn) F({+Kky)j< ;
t2R
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lo que a su vez implica:
9> 0 tg 8N2N mn>N y supjF(t+km) F({+ky)j ;
t2R

pero, la proposicon anterior, es equivalente a:
9> 0 tg. 8n2N 9M,;Np>n y supjF(t+ km,) F(t+ kn,)
t2R

Finalmente, de la proposicon anterior, se sigue que:
9 > 0tg.8n2N 9ty ;My;Np>n y jF(tm, + ku,) F(tm, + Ky, )i

Por otro lado, como F (t + k) converge uniformemente sobre conjuntos com-
pactos, tenemos que dado> O, existen 2 N tal que:

Mn;Nn>n y Sup JF(t+an) F(t+an)j< .
t2[ n;n]

Por ende, tenemos quédy, es a una suceson divergente, la cual satisface que
tm, Z[ n;n] paratodon 2 N:
Por lo tanto, si F(t + k,) no converge uniformemente erR, entonces existen:

a) Un rumero positivo > 0,
b) dos sucesione§M,gy fN,g,
C) una sucesbn divergentefty g

tales que:
(1.37) JE(tm, + kv,) F(tvm, + Ky, )i

Paso 2: Como F es acotada, existen dos subsucesion&s,gnon;f nOnon de
fMngnan Y TNROn2 N rESpectivamente, tales que:

Im F@{,+k )= 1Y Im F(({t +k, )= 2
nt +1 nt +1

Adenas, de (1;37); se sigue que ; 6 . Por otro lado, comof es casi perodica,
sin erdida de generalidad, tenemos:

iyl .
f(t+tn+kn)!n!+l fl(t)’
i .
f(e+t, +Kk ”)!n! 1 f,(t):
Paso 3:Por lo hecho en el Lema 1.5, podemos obtener subsucesiones tales que las
funciones: G
t+t ,+k
F+t +k, )= 1+ f (s)ds;
0
y VAR n ko,
F(t+t +k, )= 2+ f (s) ds;
0

convergen uniformemente sobre conjuntos compactos B, (t) y F, (t), respectiva-
mente, donde estasultimas dos funciones son soluciones de las ecuaciones diferen-

ciales: g
X

— = f,(1);

dt l( )!

dx
at fo(1);
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con condiciones iniciales 1; » respectivamente. Es decir:
Z t
Fi() = 1+ fi(s)ds;
ya

2+ f,(s)ds:
0

Fa (1)
Paso 4: Como ff (t + ky)gn2n converge uniformemente enR; tenemos que existe
N; 2 N tal que:
supjf (t+ k ) f(t+k, )j<"=3; 8n>Nyg:
t2R

De lo anterior, se sigue que:

supjf (t+t, +k, ) f(t+t, +k )j<"=3; 8n>Ny:
t2R

Por otro lado, de los pasos anteriores, tenemos que existév,; N3 2 N; tales
que:

supjf,(t) f(+t +Kk )j<"=3 8n>Ny;
t2R

supjf(t+t, +k, ) f,(1)j<"=3;, 8n>Ngj:
t2R

As, de las desigualdades anteriores, tenemos que para cad® R; se cumple:
ffi) fmj<t 8> o0

Por lo tanto f, (t) = f,(t); paratodot 2 R:
Paso 5:Dado quef, (t) = f,(t), tenemos:

R
Fi (1) 1+ o fi(s)ds

R
= 1 2% 2+ fi(9)ds

= 1 2+ Fy(b):

Por otro lado, comof, 2 H(f)y F(t , +k ,)! 1, delos Lemas 15, 1,6 y
1,7; se sigue que:

supF (t) =sup F, (t) = G:
t2R t2R

De igual forma, dado quef, 2 H(f)y F(t . + k ,)! 2, delos Lemas 35, 1,6 y
1,7 tenemos que:

supF (t) =sup F, (t) = G:
t2R t2R
Finalmente, de lo anterior, se sigue que:

supF, (t) = 1 2 +sup F, (t)
t2R t2R

G = 1 2+G;

lo cual implica que 1 = », obteniendo as una contradiccon con lo hecho en el
paso 2.

Por lo tanto, t 7! F(t) es una funcon casi perbdica.
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1.7. Casi periodicidad en contextos mas generales

SeaX un C{espacio de Banach con normgj jj y consideremos una funcon
f:R!I X.

Definici on 1.5. Se dice que 2 AP gonr (R; X), es decir,f : R! X es Bohr{
casi periodica si para todo" > 0 existe "(") > 0 tal que todo intervalo de largo (")
contiene un elemento tal que

supjif (t+ ) f(O)jj<™
t2R

El caso del espacio de BanaclX = R" sea de particular importancia.

Demostraci on. ConsideremosR" con la norma in nito jj jj1 Yy supongamos
quef 2 AP gonr (R;R"); entonces dado" > 0; existe "(") > 0 tal que para todo
intervalo de largo " (") existe 2 R tal que:

S,zlJFI?J'J'f(t+ ) F(®iia =S;l21|grraxfjf1(t+ ) fa@injfa(t+ ) fa(tjg<™
t
Por ende, tenemos que
supjfi(t+ ) fi()j<" 8i=1;:u5n
t2R

Lo cual implica quef; 2 AP gonr (R;R); paratodoi =1;::;n:

Ahora, supongamos quef; 2 AP gonr (R; R); para todo i = 1;:::;n: Entonces
del Teorema 12 tenemos que el conjunto:

\n
E= Ef"fig
i=1
es relativamente denso. Adenas, si 2 E; entonces 2 Ef";f;g; para todo
i =1;::n: Es decir:
supjfi(t+ ) fi@)j<", 8i=1;:;n:
t2R
Lo que implica que:
supmaxfifi(t+ ) fit)j:i=21;:5ng < %
t2R

supjif (t+ ) f(B)j. < ™
t2R

Porende,E Eff;" g,y comoE es relativamente denso, del Lema;1 se sigue
que Eff;" g es relativamente denso y por lo tanto,f 2 AP gonr (R; R"):

Otro enfoque muy importante que se le puede dar a las funciones casi perodicas
es el que tiene que ver con el concepto d&@  Algebra, pero para esto, deberemos
introducir algunos conceptos previos:

Definici on 1.6. (A;+;; ;jj /i) esunaC algebra si (A;+; ;jj ji) s un
algebra de de Banach sobreC y ademas la funcon :A!' A satisface:

(@) (x+y) =x +vy;paratodox;y 2A;

(b (x) = x ;paratodox2A; 2C;
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(0 (x y) =y x ;paratodox;y 2A;
(d) (x ) = x; paratodox 2 A;
(e) jix x jj = jjxjj?> paratodox 2 A (C identidad).

Es &cil notar que (C;+; ;j j) es un ejemplo elemental e importante deC -
algebra. Por otro lado, el conjunto M,(C) de las matrices de ordenn sobre C es
una C algebra considerando la operacon como la traspuesta conjugada.

Definici on 1.7. SeanA;B dosC  Algebras. La aplicacon T : A!B es un
homomor smo si satisface:

(@ T(x+y)= T(x)+ T(y); para todox;y 2 A;
() T(x)= T (x); paratodo 2 C;x2A;

() T(x y)=T(x) T(y); paratodox;y 2 A;
(d T(x)=T (x); para todox 2 A:

A partir de esto, tenemos la siguiente de nicon:

Definici on 1.8. Dada unaC algebra A, su espectro de Gelfand es el conjunto
( A) formado por todos los  homomor smos de A a C; es decir:

(A)=f" :A! C:' es homomorsmog:

Ahora, si  es la medida de Lebesgue, consideremos el conjuritd (R; ) con
su respectiva norma dada por:

iifiis =esssupifj;
y ademas consideremos el conjunto:
A=fe (x)= € : 2Rg

y siguiendo los pasos delP] trabajaremos con la siguiente de nicon de funcon
casi perodica:

Definici on 1.9. Elalgebra de las funciones casi perodicasAP es la sutalgebra
deL?! (R; ) generada por el conjuntoA:

Por otra parte, de nimos el siguiente tipo de funcon:

Definici on 1.10 Sip:R! C es una funcon de la forma:

donder; 2C; ; 2R:
i=1

Entonces, decimos quep es un polinomio casi perodico. De igual forma, de -
nimos AP ° como el conjunto de todos los polinomios casi perodicos.

Ejemplo 1.7.1 De la de nicbn anterior se sigue que:
p(x) =10€* + (3+5i0)e®™* 3Zie® +2e:

es un polinomio casi perodico. La ga ca de este polinomio est dada por la Figura
3 la cual fue obtenida a partir de [LO, pag.7]

Observaci on 1.7.1 A partir de lo anterior, en [ 10] se establece que el conjunto
AP es la clausura bajo la normajj jj_: de AP?; es decir:

AP = Wjjjj L1
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Figura 3. Gmcade 10e* +(3+5i)e?™ 3ie™ +2e* para
x 2 [ 6;6];[ 100 100] de izquierda a derecha respectivamente en
la parte superior y x 2 [ 300,300] en la parte inferior.

Definici on 1.11 Una coleccon f 1;:::;; mg R se dice racionalmente de-
pendiente si existenks;:::;kym 2 Z no todos nulos, tales que:

ki 1+ +Km m 2 Z:
De no cumplirse lo anterior, decimos que el conjuntd 1;:::; mg es racionalmente
independiente.
As, presentamos el siguiente teorema cuya demostracon puede encontrarse en
[10]:

Teorema 1.12 (Kronecker) Sean i1;::; m en Ry considere la funcon '
N! T™ dada por: o o
"C)=(€f et ),
donde:
Tm =gt gt St (m veces)
Si 15 m son racionalmente independientes, entonces (N) es un subconjunto
denso deT™

Corolario 1.6. Sean 1;:; m enR; T 2 Ry considere la funcon:
CTHL [ T x 71 (€ e mX)

Si 1;: m son linealmente independientes sobr&; entonces' (]T;+1 [) es un
subconjunto denso der™
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