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Introducción

Este trabajo se basa en el estudio de los mı́nimos del funcional de Landau de Gennes

en un dominio simplemente conexo Ω ⊂ R2 sujetos a un dato de frontera g : ∂Ω → N ,

donde N es una variedad que es diferenciable, compacta y difeomorfa al plano proyectivo

RP2.

El funcional de Landau de Gennes es

Eε(u,Ω) =

∫
Ω

(
|∇u|2

2
+
f(u)

ε2

)
, (1)

donde el dominio de Eε son las funciones u definidas sobre Ω que toman valores en

el conjunto de matrices simétricas de 3 × 3 que tienen traza nula, denotado por S0, y

cumplen con la condición u = g en ∂Ω. La función f : S0 → R está dada por

f(Q) = −a
2

trQ2 − b trQ3 + c(trQ2)2,

donde a, b y c son constantes estrictamente positivas. Este funcional representa un mo-

delo simplificado de la distribución de la enerǵıa de un cristal ĺıquido nemático. Nos

centraremos en el estudio de los mı́nimos y de las propiedades de estos cuando ε→ 0+.

Analizando los dos términos de la enerǵıa (1), existen dos observaciones a destacar.

Por un lado, el término fε−2 adquiere mayor importancia a medida que ε tiende a cero,

por lo que es de esperar que los mı́nimos estén tomando valores cerca del conjunto de

minimizadores de f , el cual es la variedad N . Por otro lado, el término |∇u|2 penaliza

las inhomogeneidades de u.

Vı́a argumentos clásicos de existencia y regularidad, es posible mostrar que el fun-

cional (1) posee mı́nimos uε y que son continuos. Si asumimos que g : ∂Ω → N es no

contractible y suave, la hipótesis de Ω simplemente conexo imposibilita que uε(Ω) ⊂ N .

Esto hace que en el ĺımite cuando ε→ 0 existan defectos topológicos, más precisamente,

la aparición de puntos donde la enerǵıa de los mı́nimos de 1 tiende a concentrarse.

Este documento se divide fundamentalmente en dos partes. La primera se encuentra

en el caṕıtulo 3, el cual se centra en el estudio de los valores propios de uε. El resultado
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principal es el teorema 2. Se muestra que bajo ciertas hipótesis del potencial f , existe

ε0 > 0 tal que para todo ε ≤ ε0 el mı́nimo uε contiene algún punto y ∈ Ω, donde

uε(y) tiene los tres valores propios diferentes. Por otro lado, el caṕıtulo (4) describe

algunas propiedades de los mı́nimos de (1) cuando ε → 0+. El resultado fundamental

es el teorema 4, en el cual se identifican los puntos donde se concentra la enerǵıa, más

aún, se demuestra que a través de una sucesión εn → 0 sólo existe un único punto a ∈ Ω

donde esto ocurre, y que la enerǵıa tiende a infinito cuando εn → 0 con orden | ln εn|.

Además, se muestra que existe un mapeo armónico u0 : Ω \ {a} → N tal que uεn → u0

cuando εn → 0 en ciertas topoloǵıas.
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Caṕıtulo 1

Notaciones y resultados

preliminares.

1.1. Notaciones.

A lo largo de este trabajo se usarán las siguientes notaciones:

Se denotará por Ω un subconjunto de R2 abierto, acotado y simplemente conexo.

La bola abierta de centro x ∈ Rn y radio r > 0 será denotada por B(x, r). Su

clausura se escribirá B(x, r).

Sean a, b ∈ R3. Su producto escalar será denotado por a · b , el producto vectorial

por a× b y el largo de a por |a| =
√
a · a .

Se denotará por M3(R) el espacio vectorial de matrices de 3 × 3 con coeficientes

reales.

Denotemos por Sn−1 = {x ∈ Rn| ||x|| = 1}.

Para m ∈ R3, su producto tensorial es la matriz (m ⊗m)i,j = (mimj) con i, j ∈

{1, 2, 3}.

Para una variedad diferenciable N inmersa en Rn (n ≥ 5) y p ∈ N , su espacio

tangente se escribirá TpN , y su ortogonal por (TpN )
⊥

.

Denotemos por S0 el espacio vectorial de las matrices simétricas de 3×3 que tienen

traza nula dotado del producto interno A : B = 〈A,B〉 = tr(AtB) con A,B ∈ S0.
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El largo de la matriz A se escribirá |A| =
√

tr(AtA). Este espacio es de dimensión

5.

Definiremos como N ⊂ S0 a una variedad diferenciable difeomorfa al plano proyec-

tivo RP2.

Definiremos H1
g (Ω, S0) al espacio de las funciones que pertenecen al espacio de

Sobolev H1(Ω, S0) y que son iguales a g en ∂Ω en el sentido de las trazas.

Se escribirá (LQ) en lugar de cristal ĺıquido nemático.

Para un conjunto acotado A ⊂ Rn, definiremos diam(A) = sup{|x − y|, (x, y) ∈

A×A} y rad(A) = ı́nf{
∑k
i=1 ri, A ⊂

⋃k
j=1B(aj , rj)}.

1.2. Resultados preliminares.

Sea X un espacio topológico arco-conexo y x0 ∈ X. Sea π1(X,x0) el grupo funda-

mental de X con base en x0 dotado de la operación usual de concatenación.

Nota 1. Para f, g ∈ π1(X,x0) el produto f · g recorre primero g y luego f .

Denotemos por [S1, X] al conjunto de clases de homotoṕıa de loops libres, esto es,

el conjunto de funciones continuas de S1 → X que son homotópicas sin la condición de

punto base. Para f, g ∈ π1(X,x0) diremos que f ∼ g si y sólo si existe h ∈ π1(X,x0) tal

que f = h ·g ·h−1. Es claro que ∼ define una clase de equivalencia sobre π1(X,x0), por lo

que existe una colección de conjuntos disjuntos {Ck}k∈K tales que
⋃
k∈K Ck = π1(X,x0).

Cada Ck es una clase de conjugación de π1(X,x0).

Proposición 1. Sea x0 ∈ X. Entonces existe una biyección entre las clases de conjuga-

ción de π1(X,x0) y [S1, X].

Nota 2. Como X es arco-conexo el punto x0 no es relevante.

Demostración. Definamos

φ : {Clases de conjugación de π1(X,x0)} → [S1, X]

φ(g · f · g−1) = [f ],

donde g−1 denota al camino inverso de g. Vemos que:

(i) φ está bien definida. Sean f, g ∈ π1(X,x0). Sea gt = g|[0,t], luego F (s, t) =

gt · f · g−1
t es una homotoṕıa en el sentido de loops libres entre f y g · f · g−1.
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(ii) φ es inyectiva. Sean f, g ∈ π(X,x0) tales que φ(f) = φ(g) , es decir existe

Hs : [0, 1]→ X tal que H0(t) = f(t) , H1(t) = g(t) y Hs(0) = Hs(1).

Sea m(s) = Hs(0) y definamos M(s, t) = m|[0,s] · Hs · m−1|[0,s](t). Vemos que

M(0, t) = m.|[0,0] · f(t) ·m−1
[0,0](t) ∼ f(t) , M(1, t) = m · g ·m−1(t) y M(s, 0) = x0.

Por lo tanto, M es una homotoṕıa entre f y m · g ·m−1, es decir, f y g pertenecen

a la misma clase de conjugación de π1(X,x0).

(iii) φ es sobre. Sea f : S1 → X. Como X es arco-conexo existe g : [0, 1] → X tal

que g(0) = x0 y g(1) = f(0). Definamos H(s, t) = g|[0,t] · f · g−1|[0,t](s). Luego,

g · f · g−1 ∈ π(X,x0) es homotópica en el sentido de loops libres a f .

Para x ∈ X, sean cx el camino que une x0 con x, y cx su camino inverso. Dados

α, β ∈ [S1, X] podemos definir una operación ∗ de la manera siguiente

α∗β = {clase de homotoṕıa libre de
[
cf(1) · (f · cf(1))

]
·
[
cg(1) · (g · cg(1))

]
: f ∈ α ,g ∈ β}.

(1.1)

Es posible ver que la operación ∗ está bien definida. En particular no depende de los

caminos cx ni de los representantes f, g.

Lema 1. Sea Ω ⊂ R2 un dominio suave, acotado y cuya frontera tiene k ∈ N componen-

tes conexas, cada una llamada A1, A2, ..., Ak. Para todo i ∈ {1, .., k}, sea fi : Ai → N

dato de frontera suave, cuya clase de homotoṕıa libre es γi. Si existe h ∈ {0, 1, 2, .., k}

que cumple la condición
h∏
j=1

γj ∩
k∏

j=h+1

γj 6= ∅, (1.2)

entonces existe una función continua m : Ω→ N que extiende a cada fi. Rećıprocamente,

si existe dicho m, la condición (1.2) se cumple para todo h ∈ {1, 2, .., k}.

Nota 3. El producto
∏h
j=1 γj es tomado de acuerdo a (1.1).

Demostración. Ver A.1.1.

Considerando que π1(N ) ∼= Z2 y la Proposición 1, se obtiene que [S1,N ] cuenta con

dos elementos. Lo anterior implica que dos curvas cerradas no homotópicamente triviales

serán siempre homotópicas en el sentido de loops libres.

Definición 1. Sea γ ∈ [S1,N ], el largo de γ es

λ(γ) = ı́nf

{(
2π

∫
S1
|c′(t)|2dt

) 1
2

: c ∈ γ

}
. (1.3)
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Como H1(S1,N ) es denso y tiene inyección compacta en C(S1,N ), el término c′ está

bien definido, y tenemos que 1.3 es equivalente a

λ(γ) = ı́nf

{(
2π

∫
S1
|c′(t)|2dt

) 1
2

: c ∈ γ ∩H1(S1,N )

}
.

Notemos que (1.3) es un mı́nimo, y en el caso que γ no sea homotópicamente trivial se

tiene que cada mı́nimo c ∈ γ es una geodésica en N .

Definición 2. Para γ ∈ [S1,N ] se define

λ∗(γ) = ı́nf

{
1

4π

k∑
i=1

λ(γi)
2 : k ∈ N, γi ∈ [S1,N ], γ ∈

k∏
i=1

γi

}
. (1.4)

Al tener π1(N ) orden 2, el ı́nfimo de (1.4) es un mı́nimo. En general, si se cambia N

por otra variedad diferenciable X cuyo grupo fundamental sea finitamente generado, se

alcanza la misma conclusión.

Nota 4. Considerando la igualdad (1.4), se infiere que

λ∗(γ) ≤
k∑
i=1

λ∗(γi) , ∀γ ∈
k∏
i=1

γi. (1.5)

Definición 3. Sea Ω ⊂ R2 un dominio suave, acotado y cuya frontera tiene k ∈ N

componentes conexas, cada una llamada A1, A2, ..., Ak. Para todo i ∈ {1, .., k}, sea fi :

Ai → N un dato de frontera suave, cuya clase de homotoṕıa libre es γi. Se define

k∗ = ı́nf

{
λ∗(γ), γ ∈

k∏
i=1

γi

}
.

Haciendo uso de la igualdad (1.4), la definición anterior puede ser escrita de la forma

k∗ = ı́nf{ 1

4π

l∑
i=1

λ(βi)
2 : l ∈ N, βi ∈ [S1,N ],

l∏
i=1

βi ∩
k∏
i=1

γi 6= ∅}. (1.6)

Consideremos el caso en que Ω ⊂ R2 es un dominio suave, acotado, simplemente

conexo y g : ∂Ω→ N es no homotópicamente trivial. La Definición 3 se reduce a

k∗ = ı́nf

{
1

2

∫
S1
|c′(t)|2dt : c ∈ H1(S1,N ),no homotópicamente trivial} (1.7)

La siguiente proposición es un resultado clásico en el estudio de variedades diferen-

ciables inmersas en espacios euclideanos. Para más detalles ver [ [1],Caṕıtulo 3, p.57].

Proposición 2 (Proyección de un conjunto sobre una variedad). Sea N una variedad

diferenciable, suave y compacta de Rn. Entonces, existe δ > 0 tal que el abierto

Aδ = {x ∈ Rn : dist(x,N) < δ}
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cumple que para todo x ∈ Aδ, hay un único punto Q(x) ∈ N que satisface

dist(x,N) = |x−Q(x)|.

Además, u−Q(u) es un vector normal en cada u ∈ N .

La aplicación Q : Aδ → N se llama la proyección al punto más cercano de N .

Nota 5. Para el caso de la variedad N y Ω simplemente conexo, la condición g ho-

motópicamente no trivial garantiza que si u : Ω → S0 es continua y u|∂Ω = g, entonces

{x ∈ Ω : dist(u(x),N ) < δ} 6= Ω para δ > 0 suficientemente pequeño.

Lema 2. Sea δ0 de la proposición 2 y u ∈ C1(Ω, S0) tales que dist(u(x),N ) ≤ δ0 para

todo x ∈ Ω. Sean π(x) = Q(u(x)) y σ(x) = dist(u(x),N ). Existe una constante M tal

que para todo x ∈ Ω se cumple

(1−Mσ(x))|∇π(x)|2 ≤ |∇u(x)|2 ≤ (1 +Mσ(x))|∇π(x)|2 + |∇σ(x)|2.

Demostración. Ver A.1.3.

Se utilizará la siguiente versión de la fórmula de la coárea. Para ver el caso general

consultar [ [2],Caṕıtulo 3].

Proposición 3 (Fórmula de la coárea). Sea f : Ω → [0, 1] una función Lipchitz y sea

g ∈ L1(Ω). Entonces ∫
Ω

g(x)Jf(x)dx =

∫ 1

0

∫
γt

g(y)dH1dt,

donde γt = {x ∈ Ω|f(x) = t}, Jf(x1, x2)2 = f2
x1

+ f2
x2

y H1 es la medida de Hausdorff

1-dimensional.



Caṕıtulo 2

Introducción a la teoŕıa de

Landau de Gennes.

2.1. Interpretación f́ısica del funcional de Landau de

Gennes y relación con el modelamiento de cris-

tales ĺıquidos.

Un cristal ĺıquido es un tipo de estado de la materia que posee propiedades de un

ĺıquido y de un cristal. Como ĺıquidos pueden formar gotas que se unen y se deforman ante

esfuerzos de corte. Por otro lado, al tener propiedades de cristal presentan anisotroṕıas

en comparación con algunas ópticas, campos eléctricos y magnéticos. Estos estados de

la materia aparecen por una cierta clase de compuestos orgánicos llamados mesogénicos,

en los cuales la transición de fase ĺıquido-sólido no se produce en un solo paso, sino que

procede a través de una o más transiciones intermedias.

Durante este documento se consideraran sólo (LQ), cuyas móleculas tienen forma de

bastón, presentan simetŕıa de la cabeza-cola y sus centros de masa se distribuyen al azar

pero tienden a alinearse a nivel local a lo largo de algunas direcciones preferidas.

Existen diferentes teoŕıas del continuo para modelar (LQ), entre ellas, la teoŕıa de

Landau-de Gennes o teoŕıa de los Q-tensores, la que será el enfoque de esta tesis. En

śıntesis, supone que la disposición de las moléculas en un punto x es descrito por una

matriz Q(x) ∈ S0. Esta matriz representa el momento de segundo orden normalizado de

la función de distribución de la orientación de las moléculas, y se clasifican de acuerdo a

sus valores propios.

10
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La evidencia f́ısica indica que las configuraciones estables de un (LQ) contenido en

un dominio Ω ⊂ R2 sujetos a la condición g : ∂Ω→ S0 están dados por los mı́nimos de

mı́n
u∈H1

g(Ω,S0)

∫
Ω

(
1

2
|∇u|2 +

f(u)

ε2

)
= mı́n
u∈H1

g(Ω,S0)
Eε(u), (2.1)

donde f es la enerǵıa potencial dada por

f(Q) =
α(T − T ∗)

2
trQ2 − b trQ3 + c(trQ2)2.

Los parámetros α, b y c son constantes positivas que dependen del cristal, T es la tem-

peratura absoluta y T ∗ es la temperatura de transición de fase. Se trabajará en re-

gimén de temperatura baja, esto es, T < T ∗. En adelante se hará el cambio de variable

a = −α(T − T ∗) > 0.

2.2. Propiedades básicas de los Q− tensores

Considérese Ω ⊂ RN , con N ∈ {2, 3}, un contenedor de un (LQ); nos interesa describir

la orientación de las móleculas que están contenidas en Ω. Estas últimas pueden ser

descritas por medio de una medida de probabilidad µ definida en los Borelianos de S2, es

decir, si B ⊂ S2, el valor µ(B) dice la probabilidad de que la orientación de la molécula

apunte en dirección de un punto de B.

Las moléculas de los (LQ), al tener simetŕıa de la cabeza-cola, cumplen que cada

una apunta en una dirección cuya ĺınea paralela que pasa por el origen intersecta dos

veces con S2 en puntos {p,−p}. Como consecuencia, la medida µ satisface la condición

de simetŕıa µ(B) = µ(−B), ∀B ∈ S2, es decir, es una medida definida sobre el plano

proyectivo RP2.

Los momentos de probabilidad dan información sobre la distribución de la orientación.

Debido a la condición de simetŕıa se tiene∫
S2

pdµ(p) =
1

2

(∫
S2

pdµ(p) +

∫
S2

−pdµ(−p)
)

=
1

2

(∫
S2

pdµ(p)−
∫
S2

pdµ(p)

)
= 0.

Por tanto, el primer momento es siempre cero, y para obtener información es necesario

considerar el momento de segundo orden

M =

∫
S2

(p⊗ p) dµ(p), (2.2)

el cual es una matriz de 3× 3 que satisface trM = 1.

Si la orientación de las moléculas es uniforme en S2, decimos que la distribución es

isotrópica, y en tal caso µ = µ0, donde

µ0 =
1

4π
dS.
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Aśı, el momento de segundo orden es

M0 =

∫
S2

p⊗ pdµ0(p) =
1

3
I.

Definición 4. Se define un Q-tensor como

Q = M −M0 =

∫
S2

(
p⊗ p− 1

3
I

)
dµ(p). (2.3)

En otras palabras, Q mide la desviación de M respecto del estado isotrópico.

Se desprende fácilmente de la definición anterior que Q = QT , trQ = 0, y si {λi}i=1,2,3

son los valores propios de Q, se satisface − 1
3 ≤ λi ≤

2
3 para i ∈ {1, 2, 3}.

Definición 5. Los Q-tensores se clasifican según sus valores propios de la manera si-

guiente:

1. Isotrópico si Q = 0.

2. Uniaxial si Q 6= 0 y tiene dos valores propios iguales.

3. Biaxial si los tres valores propios de Q son distintos.

Proposición 4. Sea Q ∈ S0 \ {0}. Entonces Q se puede representar en la forma

Q = s

(
(n⊗ n− 1

3
I) + r(m⊗m− 1

3
I)

)
,

con s ∈ (0,∞), r ∈ [0, 1] y n,m ∈ S2, y además se tiene que:

1. Q es isotrópico si (s = 0).

2. Q es uniaxial si s > 0, r ∈ {0, 1}.

3. Q es biaxial si s > 0, 0 < r < 1.

Demostración. Sean {λi}i∈{1,2,3} los valores propios de Q. Aplicando el teorema espec-

tral, existen n,m, p ∈ S2 tales que

Q = λ1n⊗m+ λ2m⊗m+ λ3p⊗ p,

I = n⊗ n+m⊗m+ p⊗ p.

Como trQ = λ1 + λ2 + λ3 = 0, se tiene

Q = λ1n⊗m+ λ2m⊗m− (λ1 + λ2) (I − n⊗ n−m⊗m)

Q = (2λ1 + λ2)

(
n⊗ n− 1

3
I +

2λ2 + λ1

2λ1 + λ2

(
m⊗m− 1

3
I

))
.
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Haciendo

s = 2λ1 + λ2,

r =
2λ2 + λ1

2λ1 + λ2
,

se sigue que

Q = s

(
(n⊗ n− 1

3
I) + r(m⊗m− 1

3
I)

)
.

Finalmente, se hace notar que r = 0 si y sólo si λ2 = λ3, r = 1 si y sólo si λ1 = λ2, y

s = 0 si y sólo si Q = 0.

Definición 6. Para Q ∈ S0 \ {0} se define su coeficiente de biaxialidad β como

β(Q) = 1− 6
(trQ3)2

(trQ2)3
.

Lema 3. Sea Q ∈ S0 \ {0}. Entonces 0 ≤ β(Q) ≤ 1, y β(Q) = 0 si y sólo si Q es

uniaxial.

Demostración. Como (trQ3)2 ≥ 0 y trQ2 = λ2
1 + λ2

2 + λ2
3 ≥ 0, se sigue que

6
(trQ3)2

(trQ2)3
≥ 0.

Por lo tanto

β(Q) = 1− 6
(trQ3)2

(trQ2)3
≤ 1.

Probemos ahora que β(Q) ≥ 0. Escribamos

Q = α

(
n⊗ n− 1

3
I

)
+ γ

(
m⊗m− 1

3
I

)
,

con α = 2λ1 + λ2 y γ = 2λ2 + λ1. Un cálculo directo muestra que

trQ3 =
1

9
(2α3 + 2γ3 − 3γα2 − 3γ2α), (2.4)

trQ2 =
2

3
(α2 + γ2 − αγ). (2.5)

En consecuencia,

(trQ2)3 − 6(trQ3)2 =
8

27
(α6 + γ6 − 3α5γ − 3γ5α− 7γ3α3 + 6α2γ4 + 6α4γ2 + 6α2γ)

− 2

27
(4α6 + 4α6 − 12α5γ − 12αγ5 + 26α3γ3 − 3α4γ2 − 3α2γ4)

= 2α2γ2(α− γ)2 ≥ 0,

por lo que, (trQ2)3 ≥ 6(trQ3)2, y entonces

β(Q) = 1− 6
(trQ3)2

(trQ2)3
≥ 0.
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Finalmente,

β(Q) = 0↔ (trQ2)3 − 6(trQ3)2 = 2α2γ2(α− γ)2 = 0,

entonces β(Q) = 0 si y sólo si se da uno de los siguientes casos: γ = 0, α = 0 ó γ = α.

Si α = 0 se cumple que Q = 0. Si γ = λ1 + 2λ2 = 0, entonces λ2 = λ3. Por último, si

γ = α, entonces λ1 = λ2.

Nota 6. Es posible escribir el coeficiente de biaxialidad de cualquier matriz Q ∈ S0\{0},

en términos del parámetro r(Q), de la manera siguiente

β(Q) =
27r2(Q)(1− r(Q))2

4(r(Q)2 − r(Q) + 1)
. (2.6)

Puede verse que β(Q) = 1 si y sólo si r(Q) = 1
2 .

2.3. El potencial f y la variedad N

Nos interesa describir las propiedades de la función f : S0 → R, dada por

f(Q) = −a
2

trQ2 − b trQ3 + c(trQ2)2.

Proposición 5. Sea Q ∈ S0 un mı́nimo de f . Entonces Q es uniaxial.

Demostración. Notemos que si Q ∈ S0 y λ1, λ2, λ3 son los valores propios de Q, entonces

trQn = λn1 + λn2 + λn3 ,

por lo que

f(λ1, λ2, λ3) = −a
2

(λ2
1 + λ2

2 + λ2
3)− b(λ3

1 + λ3
2 + λ3

3) + c(λ2
1 + λ2

2 + λ2
3)2. (2.7)

Utilizando los multiplicadores de Lagrange, con la restricción λ1 + λ2 + λ3 = 0,

encontraremos los mı́nimos de la función L : R4 → R, dada por

L(λ1, λ2, λ3, µ) = −a
2

(λ2
1 +λ2

2 +λ2
3)−b(λ3

1 +λ3
2 +λ3

3)+c(λ2
1 +λ2

2 +λ2
3)2 +µ(λ1 +λ2 +λ3).

Luego, se satisface el siguiente sistema de ecuaciones

∂L

∂λi
= −aλi − 3λ2

i b+ 4c

 3∑
j=1

λ2
j

λi + µ = 0 i = 1, 2, 3, (2.8)

∂L

∂µ
= λ1 + λ2 + λ3 = 0. (2.9)
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De (2.8), se concluye

(λ1 − λ2)

−a− 3(λ1 + λ2)b+ 4c

 3∑
j=1

λ2
j

 = 0, (2.10)

(λ1 − λ3)

−a− 3(λ1 + λ3)b+ 4c

 3∑
j=1

λ2
j

 = 0. (2.11)

Supongamos λ1 > λ2 > λ3. Entonces (2.10) y (2.11) se transforman en

− a− 3(λ1 + λ2)b+ 4c

 3∑
j=1

λ2
j

 = 0 (2.12)

− a− 3(λ1 + λ3)b+ 4c

 3∑
j=1

λ2
j

 = 0. (2.13)

Luego, restando (2.12) y (2.13), se obtiene

− 3(λ2 − λ3) = 0. (2.14)

Lo que contradice el hecho que λ2 > λ3. Por lo tanto, Q debe tener dos valores propios

iguales.

Proposición 6. Sean

s∗ =
b+
√
b2 + 24ac

4c
,

N =

{
Q ∈M3×3(R) : Q = s∗

(
n⊗ n− 1

3
I

)
, n ∈ S2

}
.

Entonces f alcanza sus mı́nimos en el conjunto N .

Demostración. Las Proposiciones 4 y 5 implican que Q = s
(
n⊗ n− I

3

)
. Por lo que

f(Q) =
−9as2 − 2bs3 + 3cs4

27
.

La expresión anterior se minimiza cuando

∂f

∂s
=
−18as− 6bs2 + 12cs3

27
= 0.

Es decir,

−18as− 6bs2 + 12cs3 = 0

s(−3a2 − bs+ 2cs2) = 0.

En consecuencia, tenemos los siguientes tres candidatos a mı́nimos

s = 0 , s+
− =

b±
√
b2 + 24ac

4c

Como f(s+) < f(s−) < f(0) = 0, se concluye el resultado.
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Proposición 7. N es subvariedad de S0 y es difeomorfa al plano proyectivo RP2.

Demostración. Consideramos ϕ : S2 → N , dado por ϕ(n) = s∗
(
n⊗ n− 1

3I
)
. Notemos

que ϕ(n) = ϕ(−n). Aśı pues, ϕ : RP2 → N está bien definido, es diferenciable y tiene

inversa diferenciable.

La Proposición 6 nos dice que el conjunto de mı́nimos del potencial f es la variedad

N . Redefinamos f = f − k0, donde k0 = mı́nQ∈S0 f(Q) = a
3s

2
∗ + 2b

27s
3
∗ − c

9s
4
∗. Por lo que

el nuevo potencial cumple que f ≥ 0, y su valor mińimo es 0. Los minimizadores de la

enerǵıa (2.1) no cambian al modificar el potencial.

Lema 4. Un minimizador de (1.7) está dado por

c(t) = s∗

(
n(t)⊗ n(t)− 1

3
I

)
con 0 ≤ t ≤ 2π,

donde

n(t) = [cos(t/2), sin(t/2), 0]T .

Además, se tiene que k∗ = πs∗
2 .

Demostración. Sean n ∈ S2, v ∈ TnS2, y ϕ : RP2 → N el difeomorfismo de la Proposición

7. Diferenciando la función ϕ(n+ tv) respecto a t y evaluando en t = 0,

〈dϕ(n), v〉 = s∗(n⊗ v + v ⊗ n). (2.15)

Por lo que

|〈dϕ(n), v〉|2 = 2s2
∗

∑
i,j

(nivjnivj + nivjvinj) = 2s2
∗|v|2.

Denotemos por a y b las restricciones del producto escalar euclideano de R3 y S0 a

S2 y N , respectivamente. En términos de pull-Backs, se obtiene

ϕ∗b = 2s2
∗a.

Como el término 2s2
∗ es constante, las conexiones de Levi Civita asociadas a ϕ∗b y a

coinciden. Por lo tanto, c es geodésica de N si y sólo si puede ser escrita como c = ϕ(n),

con n una geodésica de S2. Un hecho conocido es que las geodésicas de S2 son los grandes

ćırculos.

Sea n : [0, 2π] → S2 una geodésica en S2. Entonces p(t) = ϕ(n(t)) es un camino

cerrado si y sólo si ϕ(n(0)) = ϕ(n(2π)) , es decir, n(0) = n(2π) ó n(0) = −n(2π). Si

n(0) = n(2π), entonces c es homótopicamente trivial. Si n(0) = −n(2π), se tiene que c

es una geodésica no homotópicamente trivial, por lo que genera el grupo π1(N ). Como

no hay más geodésicas, se concluye que cualquier minimizador c de { 1
2

∫
S1 |c

′(t)|2dt : c ∈
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H1(S1,N ),no homotópicamente trivial} debe ser de la forma c = ϕ(n), siendo n la mitad

de un gran ćırculo de S2 parametrizado por longitud de arco.

Finalmente, se obtiene que si

n(t) = [cos(t/2), sin(t/2), 0]T ,

entonces

c(t) = ϕ(n(t)) = s∗

(
n(t)⊗ n(t)− 1

3
I

)
es una geodésica de N , y tenemos que

k∗ = ı́nf{1

2

∫
S1
|P ′(t)|2dt : P ∈ H1(S1,N ),no homotópicamente trivial}

=
1

2

∫
S1
|c′(t)|2dt =

s2
∗π

2
.

Proposición 8. Sea δ = δ(Q) = s∗

√
2
3 − |Q|. Entonces el potencial f satisface las

siguientes desigualdades:

δ2

(
a

2
+
s2
∗c

3
+

(
b

3
√

6
− c
√

2

3
s∗

)
δ +

c

4
δ2

)
+

b

6
√

6
β(Q)|Q|3 ≤ f(Q),

f(Q) ≤ δ2

(
a

2
+
s2
∗c

3
+

(
b

3
√

6
− c
√

2

3
s∗

)
δ +

c

4
δ2

)
+

b

3
√

6
β(Q)|Q|3.

Demostración. Ver A.1.2.

Proposición 9. Existen constantes m0 > 0 y δ ∈ (0, 1) tales que para todo H ∈ N y

ν ∈ THN⊥ se cumple que

Df(H + tν) · ν ≥ tm0,

con 0 ≤ t ≤ δ

Demostración. Sea n ∈ S2 tal que H = s∗(n ⊗ n − 1
3I). Sin pérdida de generalidad,

asumamos que n = e3 = (0, 0, 1)t (si no, basta hacer una rotación). A partir de la

ecuación 2.15, concluimos que una base para THN está dada por

a1 = s∗e3 ⊗ e1 + s∗e1 ⊗ e3,

a2 = s∗e3 ⊗ e2 + s∗e2 ⊗ e3.
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Luego, ν es vector normal unitario a N en H si y sólo si a1 · ν = a2 · ν = 0, y esto

ocurre si y sólo si

ν =


− 1

3 t1 + t3 t2 0

t2 − 1
3 t1 − t3 0

0 0 2
3 t1

 , (2.16)

para algún (t1, t2, t3) ∈ R3 que satisface |ν|2 = 2
3 t

2
1 + 2(t22 + t23) = 1. Aśı, se tiene

Df(H + tν).ν = −a(H + tν).ν − b(H + tν)2.ν + c tr(H + tν)2(H + tν).ν.

Dado que f se minimiza en N , se tiene Df(H) = 0. Además, se satisface Hν = νH.

Usando lo anterior, se obtiene

Df(H + tν).ν = t

(
−a|ν|2 − 2b < νH, ν > +2c(tr νH)2 +

2

3
s2
∗c|ν|2

)
+O(t2).

Haciendo los cálculos, se tiene

|ν|2 =
2

3
t21 + 2t22 + 2t23,

tr νH =
2

3
s∗t1, y

< νH, ν >=
2

9
s∗(t

2
1 − 3t22 − 3t23).

Entonces

Df(H + tν).ν = t

(
t21(−2a

3
− 4bs∗

9
+

16cs2
∗

9
) + 2(t21 + t22)(−a+

2s∗
3

+
4s2
∗c

3
)

)
+O(t2)

≥ t
(
t21(−2a

3
− 4bs∗

9
+

4cs2
∗

3
) + 2(t21 + t22)(−a+

2s∗
3

+
2s2
∗c

3
)

)
+O(t2).

Por definición de s∗, se sigue que

−2a

3
− 4bs∗

9
+

4cs2
∗

3
=

2

9
bs∗ +

4

3
a y

(−a+
2s∗
3

+
2s2
∗c

3
) = bs∗.

Por lo tanto,

Df(H + tν).ν ≥ t
(

2t21
3

(
1

3
bs∗ + 2a) + 2(t21 + t22)(bs∗)

)
+O(t2).

Sea m0 = mı́n{2bs∗, 1
3bs∗ + 2a} > 0. De este modo

Df(H + tν).ν ≥ m0t

(
2t21
3

+ 2t21 + 2t22

)
+O(t2).

Como
2t21
3 + 2t21 + 2t22 = 1, se concluye el resultado.
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Lema 5. Sean u ∈ S0 y δ > 0 el de la Proposición 2. Si dist(u,N ) < δ y ||u|| ≤

1, entonces existen constantes positivas m0,M0, tales que el potencial f satisface las

siguientes dos estimaciones:

(i) m0dist(u,N ) ≤ Df(u) · (u−Q(u)) ≤ M0dist(u,N ).

(ii) 1
2m0dist(u,N )2 ≤ f(u) ≤ 1

2M0dist(u,N )2.

2.4. Propiedades de los mı́nimos del funcional de Lan-

dau de Gennes

Teorema 1. El problema (2.1) posee mı́nimos, y estos son soluciones débiles de la ecua-

ción diferencial

−∆u+
Df(u)

ε2
=
A(Df(u))

ε2
I, (2.17)

donde A : M3×3(R)→ R está dada por

A(Q) =
trQ

3
.

Demostración. Sea {uk}k∈N ⊂ H1
g (Ω, S0) tal que

ĺım
k→∞

Eε(uk) = ı́nf
u∈H1

g(Ω,S0)
Eε(u).

Como {uk}k∈N es acotada en H1(Ω, S0), existen {unk}k∈N ⊂ {uk}k∈N y u0 tal que unk

converge débilmente a u0 ∈ H1(Ω, S0). El operador de traza, al ser lineal y continuo

fuerte, es continuo débil. Por lo que se satisface u0 = g en ∂Ω, de donde u0 ∈ H1
g (Ω, S0).

Como H1(Ω, S0) ⊂⊂ L4(Ω, S0), tenemos que al ser f(u) un polinomio de grado 4 en u,

se cumple que ∫
Ω

f(unk)→
∫

Ω

f(u0) , si k →∞.

Por lo que

Eε(u0) ≤ mı́n
u∈H1

g(Ω,S0)
Eε(u),

de donde se concluye la existencia de algún mı́nimo.

Calculemos la ecuación de Euler-Lagrange. Sea v ∈ C∞0 (Ω, S0), y sea uε un mı́nimo

del problema 2.1. Se tiene que

d

dt
Eε(uε + tv) =

d

dt

∫
Ω

(
1

2
|∇uε + t∇v|2 +

f(uε + tv)

ε2

)
=

∫
Ω

(
∇v∇uε + t∇v +

Df(uε + tv)v

ε2

)

=

∫
Ω

(
∇v∇uε + t∇v +

Df(uε + tv)v

ε2

)
.
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Evaluando en t = 0 y usando la condición de mı́nimo de uε, se sigue∫
Ω

(
∇v∇uε +

Df(uε)v

ε2

)
= 0,

Lo que implica que

−∆uε +
Df(uε)

ε2
= λ(x)I, (2.18)

con λ(x) ∈ R. Tomando traza en ambos lados de la ecuación 2.18 se concluye el resultado.

Lema 6. Sea uε un minimizador de la enerǵıa de Landau de Gennes 2.1. Entonces

||u||∞ ≤ 1

Demostración. Asumamos que existe x0 ∈ Ω tal que |uε(x0)| > 1. Definamos

vε(x) =

 uε(x) si uε(x) ≤ 1

uε(x)
|uε(x)| si uε(x) > 1

Probaremos que Eε(uε) > Eε(vε), lo que contradice la condición de mı́nimo de uε. Para

esto se procederá en dos partes:

(i) |∇vε(x)| ≤ |∇uε(x)|, ∀x ∈ Ω.

Sea BS0
la bola unitaria en S0, y P : S0 → BS0

la proyección de S0 sobre el convexo

cerrado BS0
. Como vε = P ◦ uε, se concluye que |∇vε(x)| ≤ |∇uε(x)|, ∀x ∈ Ω.

(ii) Probaremos que si v ∈ S0 es tal que |v| > 1, entonces f
(
v
|v|

)
< f(v). Utilizando

el hecho de que β(Q) = 1− 6 (trQ3)2

(trQ2)3 ≥ 0, se tiene que

Df(Q) : Q = −a|Q|2 − btrQ3 + c|Q|4 ≥ −a|Q|2 − s∗b

3
|Q|3 +

2s2
∗c

3
|Q|4.

El lado derecho es positivo cuando |Q|2 > 1, por lo tanto, f
(
v
|v|

)
< f(v).

El lema 6 y la ecuación 2.17 implican que cada mı́nimo del funcional 2.1 es suave en

Ω.

Proposición 10. Sea uε un mı́nimo del funcional de Landau de Gennes. Entonces existe

C > 0 tal que

||∇uε||∞ ≤
C

ε

Demostración. La demostración sigue de [ [3], Lema A.2]. (considerando el hecho que uε

satisface la ecuación 2.17).



Caṕıtulo 3

Propiedades de biaxialidad

En este caṕıtulo estamos interesados en responder a la interrogante sobre la existencia

de puntos de biaxialidad de los mı́nimos del problema 2.1 cuando ε→ 0.

Se harán dos rescalamientos. A cada función u ∈ H1
g (Ω, S0) se le asignará una función

u∗ definida como

u(x) =

√
2

3
s∗u
∗(x), ∀x ∈ Ω.

Por otro lado, se definirá g∗ de modo que

g(x) =

√
2

3
s∗g
∗(x), ∀x ∈ ∂Ω.

Notemos que g∗ : ∂Ω→ N∗, donde N∗ = {
√

3
2

(
n⊗ n− 1

3I
)
, n ∈ S1} está contenida

en la esfera unitaria de S0.

Lema 7. uε ∈ H1(Ω, S0) es mı́nimo de la enerǵıa 2.1 si y sólo si u∗ε es mı́nimo del

problema

mı́n
u∈H1

g∗ (Ω,S0)

2s2
∗

3

∫
Ω

(
|∇u|2

2
+
f∗(u)

ε2

)
, (3.1)

donde

f∗(u) = −k∗0 −
a∗

2
tru2 − b∗

3
tru3 +

c∗

4
(tru2)2,

con

k∗0 =
3

2s2
∗
k0, a

∗ = a, b∗ =

√
2

3
s∗b y c∗ =

2

3
s2
∗c.

Durante este caṕıtulo se denotará por N a N∗, g a g∗ y por uε a un minimizador de

la enerǵıa 3.1.

Lema 8. Si Q ∈ C1(Ω, S0) cumple con:

21
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Q(x) es no biaxial para todo x ∈ Ω.

Q(x) = g(x) ∀x ∈ ∂Ω.

Entonces ı́nf
x∈Ω
|Q(x)| = 0.

Demostración. Supongamos que ı́nf
x∈Ω
|Q(x)| > 0. Sean λ1(x) ≥ λ2(x) ≥ λ3(x) los valores

propios de Q(x), y definamos

A1 = {x ∈ Ω|λ1(x) > λ2(x) = λ3(x)} , A2 = {x ∈ Ω|λ1(x) = λ2(x) > λ3(x)}.

La continuidad de los valores propios aislados y la conexidad de Ω implican que

Q(Ω) ⊂ A1, o bien, Q(Ω) ⊂ A2.

Si x ∈ ∂Ω, se tiene

Q(x) = s∗

(
n(x)⊗ n(x)− 1

3

)
para cierto n(x) ∈ S2. Por lo tanto, los valores propios de Q(x) son 2s∗

3 ,− s∗3 ,−
s∗
3 , lo que

implica

Q(∂Ω) ∩ A1 6= ∅,

se sigue que Q(Ω) ⊂ A1.

Definamos r : A1 → N dada por

r(A) =
2s∗
3λ1

A.

Si A ∈ A1, entonces A puede ser escrita de la manera

A = λ1n⊗ n+ λ2m⊗m+ λ3r ⊗ r.

Como λ2 = λ3 y λ1 + λ2 + λ3 = 0, tenemos

A =
3λ1

2

(
n⊗ n− 1

3
I

)
.

Luego

r(A) = s∗

(
n⊗ n− 1

3
I

)
∈ N .

Dado que λ1(A) > 0 y es aislado, se tiene que r está bien definida y es continua. Por otra

parte, r es una retracción, ya que r(A) = A, ∀A ∈ N .

Finalmente, se tiene que r ◦Q : Ω → N es una extensión continua de g : ∂Ω → N a

todo Ω, lo que contradice la hipótesis de que g no es homotópicamente trivial.

En virtud del lema 8, para demostrar que un mı́nimo uε tiene puntos de biaxialidad,

basta con probar que para ciertos valores de ε, a∗, b∗, c∗ los minimizadores del problema

3.1 satisfacen ı́nf
x∈Ω
|uε(x)| > 0.
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Lema 9. Sea Q ∈ S0 con |Q| ≤ 1. Entonces el potencial f∗ satisface las desigualdades

f∗(Q) ≥ µ1(1− |Q|)2 + σβ(Q)|Q|3, (3.2)

f∗(Q) ≤ µ2(1− |Q|)2 + 2σβ(Q)|Q|3, (3.3)

donde σ, µ1, µ2 son constantes positivas que dependen de a, b, c. Además, si t = ac
b2 ,

entonces σ
a (t)→ −∞ y µ1

a (t)→ χ > 0 cuando t→∞.

Demostración. Sea X = 1−|Q|2 y δ = δ(Q) = s∗

√
2
3 −|Q|. De la proposición 8, tenemos

δ2

(
a

2
+
s2
∗c

3
+

(
b

3
√

6
− c
√

2

3
s∗

)
δ +

c

4
δ2

)
+

b

6
√

6
β(Q)|Q|3 ≤ f(Q),

por lo que

f∗(Q) ≥ X2

(
a

2
+
s2
∗c

2
+

(
bs∗
9
− 2s2

∗c

3

)
X +

s2
∗c

6
X2

)
+ β(Q)|Q|3 bs∗

18
.

Hacemos A = a
2 +

s2∗c
2 , B = bs∗

9 −
2s2∗c

3 , C =
s2∗c
6 y ϕ : R → R definida como ϕ(X) =

A+BX + CX2. Notemos que ϕ alcanza su mı́nimo en

x0 = − B

2C
= 2− b

3s∗c
= 2− 4

3
√

1 + 24t+ 3
.

Definimos µ1 = mı́n
X∈[0,1]

ϕ(X). Si t es suficientemente grande, tenemos

− B

2C
= 2− b

3s∗c
= 2− 4

3
√

1 + 24t+ 3
> 1,

y en consecuencia,

µ1 = ϕ(1) = A+B + C = a
36t+

√
1 + 24t+ 1

144t
,

de donde µ1(t)
a = O(1). Ahora, considerando

σ(t) =
s∗b

18
= a

1 +
√

1 + 24t

72t
,

se tiene

f∗(Q) ≥ X2ϕ(X) + σβ(Q)|Q|3 ≥ µ1(1− |Q|)2 + σβ(Q)|Q|3 , y que σ = O(t−
1
2 ).

Demostremos la cota superior. Tenemos de la proposición 8

f(Q) ≤ δ2

(
a

2
+
s2
∗c

3
+

(
b

3
√

6
− c
√

2

3
s∗

)
δ +

c

4
δ2

)
+

b

3
√

6
β(Q)|Q|3,

lo que equivale a

f∗(Q) ≤ X2ϕ(X) + β(Q)|Q|3 bs∗
9
.

Definiendo µ2 = máxX∈[0,1] ϕ(X), se obtiene la desigualdad.
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Proposición 11. Existe una función vε ∈ H1(Ω, S0) tal que vε = g en ∂Ω y cumple

E(vε) ≤ k∗| ln(ε)|+ k∗
2

ln(σ) + L,

con L una constante, y σ definido como en el lema 9. En particular, si uε es un minimi-

zador de la enerǵıa 3.1, entonces

Eε(uε) ≤ k∗ ln(ε) +
k∗
2

ln(σ) + L.

Demostración. Sin pérdida de generalidad asumamos que 0 ∈ Ω. En caso contrario, basta

hacer una traslación.

Sea R > 0 tal que B(0, R) ⊂ Ω, y r : (0, R)→ R dada por

r(ρ) =

 1− σ1/2ρ
ε si 0 < ρ < σ−1/2ε

0 si σ−1/2ε ≤ ρ ≤ R
.

Para 0 ≤ θ ≤ 2π, definamos

n(θ) =

[
cos

(
θ

2

)
, sin

(
θ

2

)
, 0

]t
, m(θ) =

[
− sin

(
θ

2

)
, cos

(
θ

2

)
, 0

]t
.

Sea vε : D = B(0, R)→ S0 definida como

vε(ρ, θ) =


√

3
2

[
n(θ)⊗ n(θ)− 1

3I + r(ρ)
(
m(θ)⊗m(θ)− 1

3I
)]

, si 0 < ρ < R

ĺıma→0 vε(a, 0) = −
√

3
2 (p⊗ p− 1

3I), con p = [0, 0, 1]t , si ρ = 0
.

Como vε|∂D → N es una curva cerrada no homótopicamente trivial, usando el corolario

1 podemos extender vε a Ω de forma que vε|∂Ω = g, y vε(x) ∈ N si x ∈ Ω \D.

Por su parte, tenemos que∫
Ω

|∇vε|2 =

∫
Ω\D
|∇vε|2 +

∫
D

|∇vε|2.

Dado que
∫

Ω\D |∇vε|
2 es una constante que depende únicamente de Ω y D, se obtiene∫

Ω

|∇vε|2 = L+

∫
D

|∇vε|2.

Aśı, requerimos estimar el término
∫
D
|∇vε|2. Como |∇vε|2 = |∂vε∂ρ |

2 + 1
ρ2 |

∂vε
∂θ |

2, tenemos∫
D

|∇vε|2 = π

∫ 1

0

(
ρ

∣∣∣∣∂vε∂ρ
∣∣∣∣2 +

ρ

ρ2

∣∣∣∣∂vε∂θ
∣∣∣∣2
)

= π

∫ R

0

(
ρr′(ρ)2 +

3

4ρ
(1− r(ρ))2dρ

)

= π

∫ σ−1/2ε

0

(
ρ
σ1/2

ε
+

3

4ρ

(
σ1/2

ε

)2
)
dρ+ π

∫ R

σ−1/2ε

3

4ρ
=

3

4
π| ln ε|+ 3

8
π lnσ.
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Por último, hay que estimar el término 1
ε2

∫
Ω
f∗(vε). Por un lado, como vε(x) ∈ N si

x ∈ Ω \D, se obtiene 1
ε2

∫
Ω\D f

∗(vε(x)) = 0. Por otro lado, usando la desigualdad 3.3 del

lema 9, se tiene
1

ε2

∫
D

f∗(vε) ≤
1

ε2

∫
D

2σ = 2π.

Se concluye

E(vε) ≤ k∗| ln(ε)|+ k∗
2

ln(σ) + L.

Lema 10. Sea Q = uε un minimizador de la enerǵıa 3.1. Supongamos que es uniaxial

para todo punto en Ω. Entonces existe c > 0 tal que

Eε(Q) ≥ k∗|lnε|+
k∗
2
lnµ1 − c,

donde µ1 está dada por el lema 9.

Demostración. Sean

Ωt = {x ∈ Ω : |Q(x)| > t},

ωt = {x ∈ Ω : |Q(x)| < t},

γt = ∂ωt,

α(t) =

∫
Ωt

∣∣∣∣∇ Q

|Q|

∣∣∣∣2 ,
η(t) =

∫
γt

|∇|Q||dH1.

Por continuidad de Q y el lema 8 , el conjunto ωt 6= ∅ para t ∈ [0, 1).

Como ∇Q = 0 en el conjunto {Q = 0}, aplicando el teorema de convergencia monóto-

na ∫
Ω

|∇Q|2 =

∫
Ω0

|∇Q|2 = ĺım
t→0+

∫
Ωt

|∇Q|2.

Pero si |∇Q| 6= 0, tenemos

|∇Q|2 = |∇|Q||2 + |Q|2
∣∣∣∣∇( Q

|Q|

)∣∣∣∣2 .
Aśı pues, ∫

Ω

|∇Q|2 = ĺım
t→0+

∫
Ωt

(
|∇|Q||2 + |Q|2

∣∣∣∣∇( Q

|Q|

)∣∣∣∣2
)
.

Aplicando la fórmula de la coárea (proposición 3) a Eε(Q),

Eε(Q) =
1

2

∫ 1

0

(∫
γt

(
|∇|Q||+ 2f∗(Q)

ε2|∇|Q||

)
dH1 − 2t2α′(t)

)
dt.
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Usando la desigualdad 3.2 y que β(Q) = 0, tenemos

f∗(Q) ≥ µ1(1− |Q|)2,

por lo que ∫
γt

2f∗(Q)

ε2|∇|Q||
dH1 ≥

∫
γt

2µ1(1− t)2

ε2
1

|∇|Q||
dH1. (3.4)

Por la desigualdad de Cauchy Schwarz,

H(γt) =

∫
γt

dH1 =

∫
γt

|∇|Q||1/2

|∇|Q||1/2
dH1 ≤

(∫
γt

|∇|Q||dH1

)1/2 ∫
γt

(
1

|∇|Q||
dH1

)1/2

,

(3.5)

por lo que
H(γt)

2

η(t)
≤
∫
γt

1

|∇|Q||
dH1.

Usando 3.4 y 3.5, obtenemos∫
γt

2f∗(Q)

ε2|∇|Q||
dt ≥ 2µ1(1− t)2

ε2
H(γt)

2

η(t)
.

Por otro lado, si x, y ∈ γt son tales que |x− y| = diam(γt), entonces se tiene que

wt ⊂ B
(
x+y

2 , |x−y|2

)
, y en consecuencia, diam(γt) ≥ 2rad(ωt). Como H1(γt) ≥

2diam(γt), se obtiene H1(γt)
2 ≥ 16rad(ωt)

2. Aśı,

Eε(Q) =
1

2

∫ 1

0

∫
γt

((
|∇|Q||+ 2f∗(Q)

ε2|∇|Q||

)
dH1 − 2t2α′(t)

)
dt

≥ 1

2

∫ 1

0

(
η(t) +

32µ1(1− t)2rad(ωt)
2

ε2η(t)

)
dt−

∫ 1

0

t2α′(t)dt

≥
∫ 1

0

(
4
√

2

ε
µ

1/2
1 (1− t)rad(ωt)

)
dt−

∫ 1

0

t2α′(t)dt

Sea 1 > z > 0, por integración por partes, se sigue

−
∫ 1

z

t2α′(t)dt = −α(1) + α(z)z2 + 2

∫ 1

z

tα(t)dt ≥ 2

∫ 1

z

tα(t)dt.

Pues, α(z) ≥ 0 y Ω1 = ∅.

Considerando que α(t) ≥ 0 y α′(t) ≤ 0. Por el teorema de convergencia monótona,

podemos tomar ĺımite cuando z → 0+ en la desigualdad anterior. Obtenemos

−
∫ 1

0

t2α′(t)dt ≥ 2

∫ 1

0

tα(t)dt.

Usando [ [4], teorema 1] (considerando k∗ en lugar del grado), tenemos

α(t) ≥ k∗ ln

(
1

rad(ωt)

)
− C.



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE BIAXIALIDAD 27

De donde

Eε(Q) ≥
∫ 1

0

4
√

2

ε
µ

1/2
1 (1− t)rad(ωt)dt−

∫ 1

0

2tk∗ ln(rad(ωt))dt− C.

La función g : (0,∞)→ R dada por

g(r) =
4
√

2

ε
µ

1/2
1 (1− t)r − t2k∗ ln(r)

alcanza su mı́nimo en r = εk∗t
2
√

2µ1(1−t) , por lo que

∫ 1

0

4
√

2

ε

(
µ

1/2
1 (1− t)rad(ωt)

)
dt−

∫ 1

0

t2k∗ ln(rad(ωt))dt− C

≥
∫ 1

0

(
2k∗t− 2k∗t ln

(
εk∗t

2
√

2
√
µ1(1− t)

))
dt− C

= −2k∗

∫ 1

0

(
t ln(ε)− t

2
ln

(
µ1 − t ln

k∗t

2
√

2(1− t)

))
dt− C

Como
∣∣∣∫ 1

0
t ln
(

k∗t
2
√

2(1−t)

)
dt
∣∣∣ <∞, se concluye

Eε(Q) ≥ k∗| ln ε|+
k∗
2

lnµ1 − c.

Teorema 2. Existen t0 > 0 y ε0 > 0 tales que, si ac
b2 ≥ t0 y ε ≤ ε0, los minimizadores

del problema 3.1 tienen puntos de biaxialidad y nunca alcanzan el estado isotrópico.

Demostración. Sea uε un minimizador de 3.1 y supongamos que es siempre uniaxial.

Luego, por el lema 8, existe x0 ∈ Ω tal que |uε(x0)| = 0.

En virtud del lema 9, existe t0 tal que para todo t ≥ t0,

k∗ ln
µ1

a
> k∗ ln

σ

a
+ L,

por lo que

k∗ ln ε+ k∗ lnµ1(t)− c > k∗ lnσ + k∗ ln a+ L+ k∗ ln ε.

Considerando los lemas 10 y 11,

E(uε) = ı́nf
u∈H1

g(Ω,S0)
E(u) ≥ k∗ ln ε+ k∗ lnµ1(t)− c > k∗ ln a+ L+ k∗ ln ε > E(vε),

lo que contradice que uε es mı́nimo.

Nota 7. Por el lema 7 , el teorema 2 se cumple para los mı́nimos de 2.1.



Caṕıtulo 4

Propiedades de los mı́nimos

cuando ε→ 0

En este caṕıtulo nos interesa estudiar el comportamiento de los mı́nimos uε cuando

ε→ 0. Partiremos mencionando un lema clásico.

Lema 11 (Identidad de Pohozaev). Sea G ⊂ Ω, con G abierto y conexo, y consideremos

x0 ∈ G. Sean ν la normal exterior unitaria a ∂G y τ el vector tangente unitario a ∂G, de

manera que (ν, τ) tiene orientación positiva respecto a la base euclideana usual. Entonces,

todo minimizador uε de la enerǵıa de Landau de Gennes satisface

1

ε2

∫
G

f(uε) +
1

2

∫
∂G

(x− x0).ν

∣∣∣∣∂uε∂ν

∣∣∣∣2 dH1

=

∫
∂G

{
1

2
(x− x0).ν

∣∣∣∣∂uε∂τ

∣∣∣∣2 − (x− x0).τ
∂uε
∂ν

:
∂uε
∂τ

+ (x− x0).ν
f(uε)

ε2

}
dH1

Demostración. La demostración es una adaptación de [7, Teorema III.2].

Proposición 12. Para b ∈ Ω y R > 0 tales que BR(b) ⊂ Ω, existe una función vε ∈

H1
g (Ω, S0) que cumple con:

vε|∂BR(b) = g0, donde g0 es una geodésica cerrada y no contractible en N .

Eε(vε) ≤ k∗| ln ε|+ C, donde C > 0 depende de Ω , R y b.

Demostración. Asumamos b = 0. Definamos P (θ) = s∗
(
n(θ)⊗ n(θ)− 1

3I
)
, con

n(θ) =
[
cos
(
θ
2

)
, sin

(
θ
2

)
, 0
]t

. Consideremos vε(R, θ) = P (θ). Como vε(R, θ) es no con-

tractible, por el lema 1, existe una función suave v : Ω \B(0, R)→ N tal que v = vε en

∂B(0, R) y v = g en ∂Ω. Sea vε = v en Ω \ B(0, R). Nos interesa extender vε a B(0, R),

lo cual se logrará como sigue

28
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vε(r, θ) =

 ε−1rP (θ) si 0 < r ≤ ε

P (θ) si ε ≤ r < R
.

Un cálculo directo permite ver que vε cumple con lo que dice la proposición.

Nota 8. Se desprende de la proposición anterior que si uε es mı́nimo del funcional de

Landau de Gennes, entonces

Eε(uε) ≤ k∗| ln ε|+ C.

4.1. Localización de singularidades

El objetivo es probar que cuando ε → 0, uε está cerca de la variedad N salvo en

una unión finita de bolas. Los centros de estas bolas serán los candidatos a defectos

topológicos.

Definamos

eε(uε) =
1

2
|∇u|2 +

f(uε)

ε2
.

Proposición 13. Sea δ > 0 de la proposición 2. Existe C > 0 de modo que para todo x

que cumple dist(uε(x),N ) < δ, se satisface

−∆eε(uε(x)) ≤ Ceε(uε(x))2. (4.1)

Demostración. Se tiene

−∆|∇uε|2 = −∇(∆uε).∇uε − |∇2uε|2. (4.2)

Como uε es mı́nimo del funcional de Landau de Gennes, satisface la ecuación 2.17, por

lo que

−∆|∇uε|2 = −∇Df(uε)−A(D(f(uε)I)

ε2
.∇uε − |∇2uε|2 = −∇Df(uε)

ε2
.∇uε − |∇2uε|2.

(4.3)

Por otro lado

−∆
f(uε)

ε2
= − 1

ε2
∇(Df(uε)).∇uε −

1

ε2
Df(uε).∆uε, (4.4)

usando que uε satisface la ecuación 2.17,

−∆
f(uε)

ε2
= − 1

ε2
∇uε :

(
D2f(uε).∇uε

)
− 1

ε4
|Df(uε)|2 +

1

ε4
Df(uε)Ȧ(Df(uε))I (4.5)

= − 1

ε2
∇uε :

(
D2f(uε).∇uε

)
− 2

3ε4
|Df(uε)|2.
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Juntando las ecuaciones 4.3 y 4.5, se obtiene

−∆eε(uε) = − 2

ε2
∇uε :

(
D2f(uε).∇uε

)
− |∇2uε|2 −

2

3ε4
|Df(uε)|2. (4.6)

Ahora, se trabajará el término − 2
ε2∇uε :

(
D2f(uε).∇uε

)
. Esto se hará utilizando el hecho

que D2f es localmente Lipschitz , el lema 5 y que la proyección Q(uε) ∈ N está bien

definida. Obtenemos

− 2

ε2
∇uε :

(
D2f(uε).∇uε

)
= − 2

ε2
∇uε :

(
D2f(uε).∇uε

)
+

2

ε2
∇uε :

(
D2f(Q(uε)).∇uε

)
− 2

ε2
∇uε :

(
D2f(Q(uε)).∇uε

)
≤ − 2

ε2
∇uε :

(
D2f(Q(uε)).∇uε

)
+

2

ε2
|D2f(Q(uε))−D2f(uε)||∇uε|2

≤ − 2

ε2
∇uε :

(
D2f(Q(uε)).∇uε

)
+

2C

ε2
|Q(uε)− uε||∇uε|2

= − 2

ε2
∇uε :

(
D2f(Q(uε)).∇uε

)
+

2C

ε2
dist(uε,N )|∇uε|2.

Pero, como f se minimiza en la variedad N , la matriz D2f es semidefinida positiva sobre

N , por lo que

∇uε :
(
D2f(Q(uε)).∇uε

)
≥ 0,

y por lo tanto,

− 2

ε2
∇uε :

(
D2f(uε).∇uε

)
≤ 2C

ε2
dist(uε,N )|∇uε|2.

Usando la desigualdad A2 +B2 ≥ 2AB, se obtiene

2C

ε2
dist(uε,N )|∇uε|2 ≤

m2
0dist(uε,N )2

ε4
+

4C2

m2
0

|∇uε|4,

y por la ecuación 4.6, se concluye

−∆eε(uε) = − 2

ε2
∇uε :

(
D2f(uε).∇uε

)
− |∇2uε|2 −

2

3ε4
|Df(uε)|2

≤ m2
0dist(uε,N )2

ε4
+

4C2

m2
0

|∇uε|4 − |∇2uε|2 −
2

3ε4
|Df(uε)|2. (4.7)

Por −|∇2uε|2 − 2
3ε4 |Df(uε)|2 ≤ 0 y el lema 5, se sigue

−∆eε(uε) ≤ Ceε(uε)2. (4.8)

Proposición 14. Existen constantes µ0 y λ0 tales que, para l ≥ λ0ε y todo x0 ∈ Ω, se

cumple la propiedad∫
Ω∩B(x0,2l)

f(uε) ≤ µ0ε
2 =⇒ dist(uε(x),N ) ≤ δ para todo x ∈ Ω ∩ B(x0, l).



CAPÍTULO 4. PROPIEDADES DE LOS MÍNIMOS CUANDO ε→ 0 31

Demostración. Supongamos que para algún punto y ∈ B(x0, l) ∩ Ω se cumple

dist(uε(y),N ) > δ.

Sean h = min{f(a) : a ∈ S0,dist(a,N ) ≥ δ, |a| ≤ 1}, y C > 0 como en la proposición 10.

Definamos

λ0 =
δ

2C
, µ0 =

π

2
mı́n

{
h,
m0δ

2

8

}
.

Probemos que se cumple B(y, λ0ε) ⊂ Ω ∩ B(x0, 2l). Supongamos que dist(y, ∂Ω) ≤ λ0ε.

Dado que para todo z ∈ ∂Ω se satisface uε(z) ∈ N ,

dist(uε(y),N ) ≤ |uε(y)− uε(z)| ≤ ||∇u||∞|y − z| ≤ C

ε
|y − z|.

Tomando ı́nfimo sobre z ∈ ∂Ω, se concluye

dist(uε(y),N ) ≤ C

ε
dist(y, ∂Ω) ≤ Cλ0ε

ε
=
δ

2
,

lo que contradice la elección de y, y entonces B(y, λ0ε) ⊂ Ω ∩B(x0, 2l).

Sea x ∈ B(y, λ0ε). Se tiene que

dist(uε(x),N ) ≥ dist(uε(y),N )− |uε(x)− uε(y)|.

Utilizando la proposición 10,

dist(uε(y),N )− |uε(x)− uε(y)| ≥ dist(uε(y),N )− C

ε
λ0ε ≥ δ −

δ

2
,

Y por lo tanto,

dist(uε(x),N ) ≥ δ

2
, ∀x ∈ B(y, λ0ε).

En consecuencia,

1

ε2

∫
B(x0,2l)∩Ω

f(uε) ≥
1

ε2

∫
B(y,λ0ε)

f(uε) ≥ πλ2
0 mı́n

{
f0,

δ2m0

8

}
≥ 2µ0

Lo que finaliza la prueba.

En adelante, fijemos 0 < α < 1
6 .

Lema 12. Sean x0 ∈ Ω y 0 < ε < 1. Existe r ∈ (ε2α, εα) tal que∫
∂B(x0,r)∩Ω

(
|∇uε|2

2
+
f(uε)

ε2

)
dH1 ≤ 2Mε

αr
,

donde Mε = | ln ε|−1Eε(uε, B(x0, ε
α) ∩ Ω)

Demostración. Si para todo r ∈ (ε2α, εα) se cumpliera que∫
∂B(x0,r)∩Ω

(
|∇uε|2

2
+
f(uε)

ε2

)
dH1 >

2Mε

αr
,
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al integrar respecto a r entre (ε2α, εα), se tendŕıa∫ εα

ε2α

∫
∂B(x0,r)∩Ω

(
|∇uε|2

2
+
f(uε)

ε2

)
dH1dr >

2Mε

α

∫ εα

ε2α

1

r
dr = 2Mε| ln ε| = 2Eε(uε, B(x0, ε

α)∩Ω).

Pero

Eε(uε, B(x0, ε
α) ∩ Ω) ≥

∫ εα

ε2α

∫
∂B(x0,r)∩Ω

(
|∇uε|2

2
+
f(uε)

ε2

)
dH1dr,

y por lo tanto,

Eε(uε, B(x0, ε
α) ∩ Ω) > 2Eε(uε, B(x0, ε

α) ∩ Ω),

lo que es una contradicción.

Lema 13. Sea x0 ∈ Ω. Existen ε0 > 0 y Cα > 0 tales que para todo ε < ε0 se cumple∫
B(x0,εα)∩Ω

f(uε)

ε2
≤ Cα.

Demostración. Por el lema 12, existe r ∈ (ε2α, εα) tal que∫
∂B(x0,r)∩Ω

(
|∇uε|2

2
+
f(uε)

ε2

)
dH1 ≤ 2Mε

αr
.

Pero, por la nota 8,

2Mε

αr
=

2Eε(uε, B(x0, ε
α) ∩ Ω)

αr| ln ε|
≤ 2Eε(uε,Ω)

αr| ln ε|
≤ 2(k∗| ln ε|+ C)

αr| ln ε|
=

2k∗
αr

+
2C

αr| ln ε|
.

Como

ĺım
ε→0+

2C

α| ln ε|
= 0,

existe ε0 tal que todo ε < ε0 cumple

2C

αr| ln ε|
≤ 2k∗

αr
.

Se concluye ∫
∂B(x0,r)∩Ω

(
|∇uε|2

2
+
f(uε)

ε2

)
dH1 ≤ 4k∗

αr
. (4.9)

Distinguimos dos casos posibles:

(i) Si B(x0, r) ⊂ Ω.

Aplicando la identidad de Pohozaev (lema 11), considerando G = B(x0, r),∫
∂B(x0,r)

(x− x0).ν

{
|∇uε|

2
+
f(uε)

ε2

}
dH1

=

∫
∂B(x0,r)

(∇uε.(x− x0))(∇uε.ν)dH1 +

∫
B(x0,r)

f(uε)

ε2
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Como ν en un punto x ∈ ∂B(x0, r) está dada por ν = x−x0

||x−x0|| , se tiene∫
∂B(x0,r)

(∇uε.(x− x0))(∇uε.ν)dH1 ≥ 0,

de donde ∫
∂B(x0,r)

r

{
|∇uε|

2
+
f(uε)

ε2

}
dH1 ≥

∫
B(x0,r)

f(uε)

ε2
,

y por lo tanto,∫
B(x0,r)

f(uε)

ε2
≤ r

∫
∂B(x0,r)

|∇uε|2

2
+
f(uε)

ε2
dH1 ≤ 4k∗

α
.

Lo anterior concluye el lema en este caso.

(ii) Si B(x0, r) no está contenida en Ω.

Definamos Γ = B(x0, r)∩ ∂Ω. Usando la identidad de Pohozaev sobre B(x0, r)∩Ω

y un punto x1 ∈ B(x0, r) ∩ Ω, deducimos

1

ε2

∫
B(x0,r)∩Ω

f(uε) +
1

2

∫
∂(B(x0,r)∩Ω)

(x− x1) · ν
∣∣∣∣∂uε∂ν

∣∣∣∣2 dH1

=

∫
∂(B(x0,r)∩Ω)

{
1

2
(x− x1).ν

∣∣∣∣∂uε∂τ

∣∣∣∣2 − (x− x1).τ
∂uε
∂ν

:
∂uε
∂τ

+ (x− x1).ν
f(uε)

ε2

}
dH1,

donde hemos considerado que (ν, τ) tiene orientación positiva respecto a la base

usual euclideana.

Como ∂(B(x0, r) ∩ Ω) = (∂B(x0, r) ∩ Ω) ∪ Γ, tenemos

1

ε2

∫
B(x0,r)∩Ω

f(uε)+
1

2

∫
∂B(x0,r)∩Ω

(x−x1).ν

∣∣∣∣∂uε∂ν

∣∣∣∣2 dH1+
1

2

∫
Γ

(x−x1).ν

∣∣∣∣∂uε∂ν

∣∣∣∣2 dH1

=

∫
∂B(x0,r)∩Ω

{
1

2
(x− x1).ν

∣∣∣∣∂uε∂τ

∣∣∣∣2 − (x− x1).τ
∂uε
∂ν

:
∂uε
∂τ

+ (x− x1).ν
f(uε)

ε2

}
dH1+

∫
Γ

{
1

2
(x− x1).ν

∣∣∣∣∂uε∂τ

∣∣∣∣2 − (x− x1).τ
∂uε
∂ν

:
∂uε
∂τ

+ (x− x1).ν
f(uε)

ε2

}
dH1.

Ahora, como f |∂Ω = 0, se tiene que
∫

Γ
(x− x1).ν f(uε)

ε2 dH1 = 0, y entonces

1

ε2

∫
B(x0,r)∩Ω

f(uε) +
1

2

∫
Γ

(x− x1).ν

∣∣∣∣∂uε∂ν

∣∣∣∣2 dH1

=

∫
∂B(x0,r)∩Ω

(
1

2
(x− x1).ν

∣∣∣∣∂uε∂τ

∣∣∣∣2 − (x− x1).τ
∂uε
∂ν

:
∂uε
∂τ

+ (x− x1).ν
f(uε)

ε2

)
dH1

−
∫
∂B(x0,r)∩Ω

(
1

2
(x− x1).ν

∣∣∣∣∂uε∂ν

∣∣∣∣2
)
dH1+

∫
Γ

({
1

2
(x− x1).ν

∣∣∣∣∂uε∂τ

∣∣∣∣2 − (x− x1).τ
∂uε
∂ν

:
∂uε
∂τ

})
dH1.
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Por la ecuación 4.9, existe A > 0 que depende de α y Ω, tal que

∫
∂B(x0,r)∩Ω

(
1

2
(x− x1).ν

∣∣∣∣∂uε∂τ

∣∣∣∣2 − (x− x1).τ
∂uε
∂ν

:
∂uε
∂τ

+ (x− x1).ν
f(uε)

ε2

)
dH1−

∫
∂B(x0,r)∩Ω

1

2
(x− x1).ν

∣∣∣∣∂uε∂ν

∣∣∣∣2 dH1 ≤ A,

y por tanto,

1

ε2

∫
B(x0,r)∩Ω

f(uε) +
1

2

∫
Γ

(x− x1).ν

∣∣∣∣∂uε∂ν

∣∣∣∣2 dH1

≤ A+

∫
Γ

{
1

2
(x− x1).ν

∣∣∣∣∂uε∂τ

∣∣∣∣2 − (x− x1).τ
∂uε
∂ν

:
∂uε
∂τ

}
dH1.

Notemos que

−
∫

Γ

(x− x1).τ
∂uε
∂ν

:
∂uε
∂τ

dH1 ≤
∫

Γ

|(x− x1).τ |
∣∣∣∣∂uε∂ν

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂uε∂τ

∣∣∣∣ dH1

≤
∫

Γ

|(x− x1).τ |

(
1

4

∣∣∣∣∂uε∂ν

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂uε∂τ

∣∣∣∣2
)
dH1,

por lo cual

1

ε2

∫
B(x0,r)∩Ω

f(uε) +
1

2

∫
Γ

(x− x1).ν

∣∣∣∣∂uε∂ν

∣∣∣∣2 dH1

≤ A+

∫
Γ

{
1

2
(x− x1).ν

∣∣∣∣∂uε∂τ

∣∣∣∣2
}
dH1 +

1

4

∫
Γ

|(x− x1).τ |
∣∣∣∣∂uε∂ν

∣∣∣∣2 dH1+

1

2

∫
Γ

|(x− x1).τ |
∣∣∣∣∂uε∂τ

∣∣∣∣2 dH1.

Vemos que existe B > 0, dependiente de Ω, tal que

∫
Γ

{
1

2
(x− x1).ν

∣∣∣∣∂uε∂τ

∣∣∣∣2
}
dH1 +

1

2

∫
Γ

|(x− x1).τ |
∣∣∣∣∂uε∂τ

∣∣∣∣2 dH1 =

∫
Γ

{
1

2
(x− x1).ν

∣∣∣∣∂g∂τ
∣∣∣∣2
}
dH1 +

1

2

∫
Γ

|(x− x1).τ |
∣∣∣∣∂g∂τ

∣∣∣∣2 dH1 ≤ B,

lo que implica

1

ε2

∫
B(x0,r)∩Ω

f(uε) +
1

2

∫
Γ

(x− x1).ν

∣∣∣∣∂uε∂ν

∣∣∣∣2 dH1

≤ A+B +
1

4

∫
Γ

|(x− x1).τ |
∣∣∣∣∂uε∂ν

∣∣∣∣2 dH1.

Sea π(x1) la proyección de x1 sobre ∂Ω. Elijamos ε > 0 y x1, de manera que para

todo x ∈ Γ se cumpla
1

2
|(x− x1) · τ | ≤ (x− x1) · ν.
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Con esta elección, se sigue que

1

ε2

∫
B(x0,r)∩Ω

f(uε) ≤ Cα.

Proposición 15. Existen constantes nα y ε0 > 0 tales que, si x0 ∈ Ω y ε < ε0 cumplen

la propiedad ∫
B(x0,εα)∩Ω

|∇uε|2 ≤ nα| ln ε|+ C, (4.10)

entonces, para todo x ∈ B(x0, ε
α), se satisface dist(uε(x),N ) ≤ δ.

Demostración. Sean nα y ε0 > 0, por determinar, que satisfacen 4.10. Por lema 12, existe

r ∈ (ε2α, εα) tal que ∫
∂B(x0,r)∩Ω

|∇uε|2

2
+
f(uε)

ε2
dH1 ≤ 2Mε

αr
.

Por 4.10 y lema 13,

E(uε, B(x0, r) ∩ Ω) =

∫
B(x0,r)∩Ω

(
|∇uε|2

2
+
f(uε)

ε2

)
≤ nα| ln ε|+ C + 2Cα.

Las afirmaciones anteriores permiten deducir que∫
∂B(x0,r)∩Ω

(
|∇uε|2

2
+
f(uε)

ε2

)
dH ≤ 2Mε

αr
≤ nα + (C + 2Cα)| ln ε|−1

αr
.

Sea ε0 > 0 tal que para todo ε ≤ ε0 se cumple (C + 2Cα)| ln ε|−1 < 7nα. Entonces,∫
∂B(x0,r)∩Ω

(
|∇uε|2

2
+
f(uε)

ε2

)
dH1 ≤ 8nα

αr
. (4.11)

Haciendo la misma demostración que en el lema 13, sustituyendo el término 4k∗
αr por 8nα

αr ,

obtenemos
1

ε2

∫
B(x0,r)∩Ω

f(uε) ≤ C
nα
α

+ Cεα0 .

Consideremos nα y ε0 tales que

(C + 2Cα)| ln ε|−1 < 7nα,

C
nα
α

+ Cεα0 < µ0,

λ0ε0 < ε2α0 ,

donde µ0 y λ0 son las constantes de la proposición 14. La conclusión sigue de la propo-

sición 14.
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Proposición 16. Sea B(x0, r) ⊂ Ω. Para x ∈ B = B(0, 1) definamos vε(x) = uε(rx +

x0). Si ηα y ε son como la proposición 15, y se cumple∫
∂B

eε(vε) ≤ ηα, (4.12)

entonces existe Cα > 0 tal que ∫
B

eε(vε) ≤ ηαCα (4.13)

Demostración. Ver A.1.4.

Proposición 17. Sea vε como en la proposición 16. Supongamos que eε(vε) satisface la

desigualdad 4.1 para cada x ∈ B = B(0, 1). Entonces existe β > 0 tal que si∫
∂B

eε(vε) ≤ β,

se tiene

sup
x∈B(0, 12 )

eε(vε(x)) ≤
∫
B

eε(vε)

Demostración. El resultado es una adaptación de [ [5], Teorema 2.2]. Si bien este último

está hecho para funciones armónicas, puede omitirse dicha hipótesis si consideramos que

se satisface la desigualdad 4.1.

Proposición 18. Existen constantes positivas Cα y nα tales que, si x0 ∈ Ω satisface∫
B(x0,εα)∩Ω

|∇uε|2 ≤ nα| ln ε|+ C,

entonces

ε4αeε(uε)(x0) ≤ Cα

Demostración. Asumamos primero que B(x0, ε
4α) ⊂ Ω. Por la proposición 15, tenemos

que para todo x ∈ B(x0, ε
α) se cumple dist(uε(x),N ) < δ, por lo cual la proposición 13

es válida.

Por lema 12, podemos encontrar r ∈ (ε2α, εα) tal que∫
∂B(x0,r)∩Ω

(
|∇uε|2

2
+
f(uε)

ε2

)
dH1 ≤ 4nα

αr
. (4.14)

Notemos que se satisface

Eε/r(vε/r, B(0, 1)) = E(uε, B(x0, r)),

es decir, vε/r es mı́nimo del funcional de enerǵıa Eε/r(w,B(0, 1)) sujeto a la condición

w|∂B(0,1) = uε|∂B(x0,r). Por otro lado, 4.14 se transforma en∫
∂B(0,1)

eε(vε/r)dH1 ≤ 4nα
α
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Usando las proposiciones 16 y 17, concluimos que si ηα es suficientemente chico, se tiene

r2eε(uε)(x0) = eε/r(vε/r)(0) ≤
∫
B(0,1)

eε/r(vε/r) ≤ Cαnα.

Ahora, si B(x0, ε
4α)∩Ω 6= ∅, el lema 16 sigue valiendo, y el lema 17 puede ser modificado

como en [ [6], Teorema 2.6].

Teorema 3. Sea δ > 0 que satisface la proposición 2. Existe ε0 tal que, para todo

0 < ε < ε0, hay un conjunto finito Xε que posee las siguientes propiedadades:

Tiene cardinalidad acotada e independiente de ε.

dist(uε(x),N ) ≤ δ, si dist(Xε, x) > λ0ε, donde λ0 es la constante del lema 14.

ε4αeε(uε) ≤ Cα, si dist(x,Xε) > εα.

Demostración. Por el teorema de cubrimiento de Vitalli [ [2],Teorema 1.5.1], podemos

encontrar un conjunto finito {yi}i∈I que satisface

Ω ⊂
⋃
i∈I

B(yi, 3ε
α/2),

y

B(yi, ε
α/2) ∩B(yj , ε

α/2) = ∅ si i 6= j. (4.15)

Sea Jε el conjunto de ı́ndices i ∈ I que cumple∫
B(yi,3εα)

|∇uε|2 ≥ ηα(| ln ε|+ 1),

donde ηα es la constante del lema 15. De esta manera, se tiene

ηα(| ln ε|+ 1)Card(Jε) ≤
∑
j∈Jε

∫
B(yi,3εα)

|∇uε|2. (4.16)

La condición 4.15 implica que el número de bolas de la forma B(yi, 3ε
α) que contienen

a x fijo, es acotada e independiente de ε y x . Luego, aplicando la nota 8, tenemos que

hay una constante M > 0 que satisface∑
j∈Jε

∫
B(yi,3εα)

|∇uε|2 ≤M(| ln ε|+ 1). (4.17)

Por lo tanto, por 4.16 y 4.17, tenemos que Card(Jε) es acotada e independiente de ε. Por

definición del conjunto Jε y la proposición 15, tenemos que si i ∈ I \ Jε, entonces

dist(uε(x),N ) ≤ δ , ∀x ∈ B(yi, 3ε
α), (4.18)

y

ε4αeε(uε) ≤ Cα , ∀x ∈ B(yi, ε
α). (4.19)
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Sea i ∈ Jε, y sean λ0 y µ0 de la proposición 14. Usando nuevamente el teorema de

cubrimiento de Vitalli, podemos encontrar una cantidad finita de puntos {xim}m∈Aε,i ⊂

B(yi, 3ε
α) tales que

B(yi, 3ε
α) ⊂

⋃
m∈Aε,i

B(xim, 3λ0ε)

y

B(xim, ελ0) ∩B(xjm, ελ0) = ∅ si i 6= j.

Definamos Lε,i como el conjunto de ı́ndices m ∈ Aε,i tales que

1

ε2

∫
B(xim,3λ0ε)

f(uε) > µ0.

Por el lema 13, sabemos que el término 1
ε2

∫
B(xim,3λ0ε)

f(uε) es acotado, y procediendo

de manera análoga a la prueba de que el conjunto Jε es acotado e independiente de ε, se

demuestra que Card(Lε,i) es finita e independiente de ε.

Finalmente, por la proposición 14 se tiene que si m /∈ Lε,i, entonces para todo x ∈

B(xim, 3λ0ε) se cumple dist(uε(x),N ) ≤ δ.

Por lo anterior y la elección de las bolas, se concluye el teorema.

Para cada ε > 0 digamos que Xε = {xε1, xε2, xε3, ..., xεkε}. Sea εn → 0. Como existe

una constante M > 0 independiente de ε tal que card (Xε) ≤ M , podemos extraer una

subsucesión (redefinida como εn) tal que kεn = N . Denotemos por a1, a2, a3, a4, ..., al

los distintos ĺımites de xεni , con i ∈ {1, 2, 3, ..., N}. Nuestro objetivo es demostrar que

{ai}li=1 ⊂ Ω. Para esto, se trabajará en un dominio ΩL que contiene a Ω. Además,

definiremos una función suave g : ΩL \ Ω→ N tal que g = g en ∂Ω. De esta manera, se

puede extender cualquier función v ∈ H1
g (Ω,N ) a una función v : ΩL → N definiendo

v = g en ΩL \ Ω.

4.2. Comportamiento de las singularidades

La sección 4.1 nos mostró la existencia de una cantidad finita de puntos en Ω donde

lejos de estos puntos la enerǵıa es finita, y uε se encuentra cerca de la variedad N . Ahora,

nos interesa estudiar qué sucede con la enerǵıa y con los minimizadores cerca de estos

puntos cuando ε→ 0. Para comenzar se fijarán algunas notaciones.

Sea r > 0 tal que r < dist(∂ΩL, ∂Ω) y r < 1
2 mı́ni 6=j |ai − aj |, donde {a1, a2, ..., al}

son los puntos construidos anteriormente. Con esta elección, se cumple que la colección

de bolas {B(ai, r)}li=1 son disjuntas y están contenidas en ΩL.



CAPÍTULO 4. PROPIEDADES DE LOS MÍNIMOS CUANDO ε→ 0 39

Para i ∈ {1, 2, ..., l} definamos Ai como el conjunto de ı́ndices j ∈ {1, 2, ..., N ′}

tal que xεnj → ai, por lo que para n suficientemente grande se cumple la propiedad

B(xεnj , λ0εn) ⊂ B(ai, r) si y sólo si j ∈ Ai.

Definamos Ωi,n = B(ai, r) \
⋃
j∈Ai B(xεnj , λ0εn). Por construcción de los puntos

{ai}li=1, tenemos que si x ∈ Ωi,n entonces dist(uε(x),N ) ≤ δ, y aśı las funciones

vεn = Q(uεn),

πεn = dist(uεn ,N ),

están bien definidas sobre Ωi,n.

Sea ηj,n la clase de homotoṕıa libre de vεn restringida a ∂B(xεnj , λ0εn), y sea

ki,n = ı́nf{λ∗(γ) : γ ∈
∏
j∈Ai

ηj,n}

La continuidad de vεn y el lema 1 implican que

k∗ ≤
N∑
i=1

ki,n , ∀n ∈ N. (4.20)

Notemos que si ki,n = 0, argumentando de manera análoga a la proposición 16 podemos

mostrar que la enerǵıa Eε(uε, B(ai, r)) no tiende a infinito si ε→ 0, por lo que el punto

ai no es singularidad.

En adelante se asumirá que ki,n > 0.

Lema 14. Sean s < ρ, y v : Bρ \ Bs → N una función en H1(Bρ \ Bs,N ) definida en

el anillo. Si v|∂Bs es no contractible, entonces

1

2

∫
Bρ\Bs

|∇v|2 ≥ λ(η)2

4π
ln
ρ

s
,

donde η es la clase de homotoṕıa libre de v|∂Bs .

Demostración. Supongamos que v es diferenciable. Haciendo el cálculo en coordenadas

polares,
1

2

∫
Bρ\Bs

|∇v|2 =
1

2

∫ ρ

s

∫ 2π

0

ρ|vρ|2 +
1

ρ
|vθ|2dρdθ

≥ 1

2

∫ ρ

s

∫ 2π

0

1

ρ
|vθ|2dρdθ ≥

1

2

∫ ρ

s

1

ρ
dρ

∫ 2π

0

|vθ|2dθ

= ln
ρ

s

1

2

∫ 2π

0

|vθ|2dθ

Pero, debido a que 2π
∫ 2π

0
|vθ|2dθ ≥ λ(η)2, se tiene

1

2

∫
Bρ\Bs

|∇v|2 ≥ λ(η)2

4π
ln
ρ

s
.

El caso v ∈ H1(Bρ \Bs,N ) puede ser obtenido mediante densidad.
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Lema 15. Existe una constante C > 0 que no depende de n ni de r, tal que para toda

función v ∈ H1(Ωi,n,N ) se cumple

1

2

∫
Ωi,n

|∇v|2 ≥ ki,n
(

ln
r

εn
− C

)
Demostración. Considerando el lema 14, la demostración del lema 15 es equivalente a

[ [4], Proposición de página 385].

Nos interesa extender el lema anterior a funciones que no tomen necesariamente va-

lores en N en Ωi,n, pero que śı estén suficientemente cerca de N , como es el caso de uεn .

Para esto, se necesitará el siguiente lema.

Lema 16. Existe una constante C∗ > 0 tal que∫
Ωi,n

πεn |∇vεn |2 ≤ C∗.

Demostración. Ver A.1.5.

Lema 17. Existe una constante C > 0, independiente de n y de r, y un número Nr tal

que, para todo n ≥ Nr y para todo i, tenemos que

1

2

∫
Ωi,n

|∇uεn |2 ≥ ki,n
(

ln
r

εn
− C

)
− C.

Demostración. Por el lema 2 , se obtiene

|∇uεn |2 ≥ (1− Cπεn)|∇vεn |2,

usando el lema 16∫
Ωi,n

|∇uεn |2 ≥
∫

Ωi,n

(1− Cπεn)|∇vεn |2 =

∫
Ωi,n

|∇vεn |2 − C
∫

Ωi,n

πεn |∇vεn |2.

Finalmente, utilizando los lemas 15 y 16, se sigue∫
Ωi,n

|∇vεn |2 − C
∫

Ωi,n

πεn |∇vεn |2 ≥ ki,n
(

ln
r

εn
− C

)
− C∗.

Proposición 19. Existe C > 0, independiente de n y de r, y un número N(r) tal que

para todo n ≥ N(r) se satisface

1

2

∫
ΩL\

⋃l
i=1 B(ai,r)

|∇uεn |2 ≤ k∗| ln r|+ C.

Demostración. Es una consecuencia de la nota 8 , lema 15 y 4.20.
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La proposición 19 nos permite dar caracteŕısticas de uεn fuera de las singularidades.

Sea K ⊂ ΩL \ {ai}li=1 un compacto, y sea rK > 0 tal que K ⊂ ΩL \
⋃l
i=1B(ai, rK).

Con la ayuda de la proposición 19, obtenemos que existe NK tal que para todo n ≥ NK
se cumple

1

2

∫
K

|∇uεn |2 ≤
1

2

∫
ΩL\

⋃l
i=1 B(ai,rK)

|∇uεn |2 ≤ k∗| ln rK |+ C ≤ CK . (4.21)

Por otra parte, por el lema 5, tenemos∫
K

dist(uεn(x),N )2 ≤ C

∫
K

f(uεn).

Pero, como K está suficientemente alejado de los puntos {ai}li=1, se tiene que por cons-

trucción ∫
K

f(uεn) ≤ µ0,Kε
2
n,

de donde se obtiene la existencia de CK > 0 tal que∫
K

dist(uεn ,N )2 ≤ CKε
2
n. (4.22)

Por 19, podemos usar el teorema de Banach Alaoglu y un proceso de diagonalización, para

extraer una subsucesión εnk tal que uεnk → u0 débilmente en H1
loc(ΩL \ {a1, a2, ...., al}).

Además, usando el teorema de Rellich-Kondrachov, tenemos que la convergencia es fuerte

en L2(ΩL \ {a1, a2, ...., al}), por lo que existe una subsucesión, que renombraremos como

εn, tal que uεn → u0 en casi todas partes.

Finalmente, usando el lema de Fatou, la continuidad de la función distancia, y 4.22,

se obtiene∫
K

dist(u0,N )2 =

∫
K

ĺım inf
n→∞

dist(uεn ,N )2 ≤ ĺım inf
n→∞

∫
K

dist(uεn ,N )2 = 0.

Esto último dice que dist(u0(x),N ) = 0 para casi todo ΩL \ {a1, a2, ...., al}, es decir,

u0(x) ∈ N para casi todo ΩL \ {a1, a2, ...., al}. Lo anterior se resume en la siguiente

proposición.

Proposición 20. Existe una sucesión εn → 0 y u0 ∈ H1
loc(ΩL \ {a1, a2, ...., al}) tal que

uεn → u0 en casi todas partes y débilmente en H1
loc(ΩL \ {a1, a2, ...., al}). Más aún, se

cumple que u0 toma valores en N casi seguramente.

La proposición anterior nos permitirá excluir la posibilidad de que los puntos {ai}li=1

se encuentren en ∂Ω.

Proposición 21. Para todo i ∈ {1, ...., l}, el punto ai está en Ω .
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Demostración. Supongamos que algún ai ∈ ∂Ω, el cual en adelante llamaremos a. Ha-

ciendo el mismo cálculo que en el lema 15, obtenemos

1

2

∫
Ω∩B(a,r)\B(a,ε)

|∇u0|2 ≥
λ(η)2

2π
(1 +Ar) ln

r

ε
,

donde Ar es tal que Ar → 0 si r → 0. Siguiendo el mismo procedimiento que [ [4],

Teorema 1]], se tiene

1

2

∫
Ω\∪li=1B(ai,r)

|∇u0|2 ≥

(
N∑
i=1

αiki,n

)
(1 +Ar) ln r − C, (4.23)

donde αi = 1 si ai /∈ ∂Ω, y αi = 2 si ai ∈ ∂Ω. Además, la convergencia débil de uεn → u0

en H1
loc(Ωl \ {a1, .., al}), junto con el hecho de que f ≥ 0, implica que

1

2

∫
Ω\∪li=1B(ai,r)

|∇u0|2 ≤ ĺım inf
n→∞

Eεn(uεn ,Ω \ ∪li=1B(ai, r)).

Por la proposición 19,

ĺım inf
n→∞

Eεn(uεn ,Ω \ ∪li=1B(ai, r)) ≤ k∗| ln r|+ C,

por lo tanto se obtiene

1

2

∫
Ω\∪li=1B(ai,r)

|∇u0|2 ≤ k∗| ln r|+ C. (4.24)

De 4.23 y 4.24, se sigue

k∗| ln r|+ C ≥

(
N∑
i=1

αiki,n

)
(1 +Ar) ln r − C. (4.25)

Dividiendo por | ln r| y haciendo r → 0, se obtiene

N∑
i=1

αiki,n ≤ k∗.

Pero de la nota 4, se concluye que
∑N
i=1 αiki,n ≤

∑N
i=1 ki,n. Por lo tanto, αi = 1 para

i ∈ {1, .., l}.

Por la proposición 7, se cumple que ki,n = k∗ o ki,n = 0. Por lo que la igualdad∑N ′

i=1 ki,n = k∗ implica que el conjunto {ai}li=1 es un singleton, el cual será llamado a.

Se probará el teorema principal de esta sección, que es el siguiente.

Teorema 4. Existe una sucesión εn → 0, un punto a ∈ Ω, y una función u0 ∈ C∞(Ω \

{a}) tales que:

(i) uεn → u0 fuertemente en H1
loc(Ω \ {a}) y uniformemente en cada compacto

K ⊂ Ω \ {a}.
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(ii)Para toda bola B ⊂⊂ Ω \ {a}, la función u0 es un minimizante ármonico, esto

es
1

2

∫
B

|∇u0|2 = mı́n

{
1

2

∫
B

|∇v|2 : v ∈ H1(B,N ), v = uo en ∂B

}
,

y resuelve la ecuación de mapeo armónico ∆u0(x) ⊥ Tu0(x)N , para todo x ∈ Ω\{a}.

Demostración. Sea x0 y R > 0 tal que B(x0, R) ⊂ ΩL \ {a}. Como estamos lejos de {a},

la proposición 19 dice ∫
B(x0,R)

e(uεn) ≤ C.

Usando el lema de Fatou y el teorema de Fubini,∫ R

R/2

ĺım inf
n→∞

∫
∂B(x0,ρ)

e(uεn)dH1dρ ≤ ĺım inf
n→∞

∫ R

R/2

∫
∂B(x0,ρ)

e(uεn)dH1dρ (4.26)

= ĺım inf
n→∞

E(uεn , B(x0, R) \B(x0, R/2)) ≤ C.

En consecuencia, existe ρ ∈ (R/2, R) tal que

ĺım inf
n→∞

∫
∂(x0,ρ)

e(uεn)dH1 ≤ C.

Luego, existe una subsucesión de εn, la cual en adelante llamaremos {εn}n∈N, de manera

tal ∫
∂B(x0,ρ)

|∇uεn |2 ≤ C.

Redefinamos R = ρ. Como H1(∂B(x0, R)) ⊂⊂ C(∂B(x0, R)), existe una subsucesión, en

adelante llamada εn, tal que uεn → u0 uniformemente en ∂B(x0, R). Dado que se está

trabajando lejos de a, es posible realizar la misma construcción de la proposición 16 para

obtener una sucesión de mapeos armónicos wn : B(x0, R)→ N y una sucesión wn tales

que:

wεn |∂B(x0,R) = Q(uεn)|∂B(x0,R).

wεn |∂B(x0,R) = uεn |∂B(x0,R).

Eεn(wεn , B(x0, ρ)) ≤ 1
2 (1 + o

(
1
n

)
)||∇wεn ||2L2(B(x0,R)) + cεn.

Por la elección de εn, {uεn}n∈N es acotada uniformemente en H1(B(x0, R)), por lo que

{wεn}n∈N también lo es. Usando [ [7], Teorema 5.3], existe {wεεnk } ⊂ {wεn} tal que

wεnk → w0 en H1(B(x0, R)).

Redefinimos {wεn} como {wεnk }. Dado que wεn |∂B(x0,R) = Q(uεn)|∂B(x0,R), tenemos

w0|∂B(x0,R) = u0|∂B(x0,R).

El objetivo es mostrar que 1
2

∫
B(x0,R)

|∇w0|2 = 1
2

∫
B(x0,R)

|∇u0|2, esto probaŕıa que u0 es
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un mapeo armónico y concluiŕıa la primera parte del teorema. Usando el hecho de que

w0 es un mapeo armónico,

ĺım sup
n→∞

1

2
||∇uεn ||2L2(B(x0,R)) ≤ ĺım sup

n→∞
Eεn(uεn , B(x0, R)) ≤

ĺım sup
n→∞

Eεn(wεn , B(x0, R)) ≤ ĺım sup
n→∞

(
1

2
(1 + o(n−1))||∇wεn ||2L2(B(x0,R)) + cεn

)
=

1

2

∫
B(x0,R)

|∇w0|2 ≤
1

2

∫
B(x0,R)

|∇u0|2.

Por otro lado, por proposición 20,

1

2

∫
B(x0,R)

|∇u0|2 ≤ ĺım inf
n→∞

1

2
||∇uεn ||2L2(B(x0,R)).

Sigue que
1

2

∫
B(x0,R)

|∇w0|2 =
1

2

∫
B(x0,R)

|∇u0|2,

y que

ĺım sup
n→∞

Eεn(uεn , B(x0, R)) = ĺım sup
n→∞

1

2
||∇uεn ||2L2(B(x0,R)). (4.27)

Por último, se mostrará que, a través de una subsucesión εn, se tiene que uεn → u0

uniformemente en B(x0, R). Por 4.27

ĺım
n→∞

1

ε2n

∫
B(x0,R)

f(uεn) = 0. (4.28)

Por la convergencia de {∇uεn}n∈N y 4.28, para todo β > 0 existe d > 0 tal que∫
B(x0,d)

eεn(uεn) ≤ β.

Sea β suficientemente chico tal que se pueda aplicar la proposición 17. Se infiere

sup
x∈B(x0,

d
2 )

eεn(uεn)(x) ≤ Eεn(uεn , B(x, d)) ≤ C.

En particular, |∇uε(y)| ≤ C para todo y ∈ B(x0,
d
2 ). De esta manera, la sucesión

{uεn}n∈N es equicontinua, y por proposición 6 es equiacotada, de donde la conclusión

sigue del teorema de Arzela Ascoli.

Queremos estudiar el comportamiento del parámetro de biaxialidad cerca de la sin-

gularidad a. Se partirá probando el siguiente lema.

Lema 18. Sea uε un minimizador de la enerǵıa 2.1. Si mı́n
x∈Ω
|uε(x)| > 0, entonces

máx
x∈Ω

β(uε(x)) = 1.
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Demostración. Supongamos que máxx∈Ω |β(uε(x))| < 1. Por la nota 6,para algún x en

Ω se cumple que r(uε(x)) 6= 1
2 . La conexidad de Ω implica que

uε(Ω) ⊂
{
Q ∈ S0|r(Q) <

1

2

}
o uε(Ω) ⊂

{
Q ∈ S0|r(Q) >

1

2

}
.

Como uε(∂Ω) ⊂ {Q ∈ S0|r(Q) < 1
2}, se tiene que uε(Ω) ⊂ {Q ∈ S0|r(Q) < 1

2}.

Definamos K = {Q ∈ S0|λ1 > λ2 ,donde λi son los valores propios de Q}. Por la propo-

sición 4, uε(Ω) ⊂ K.

Para Q ∈ K, sea n ∈ S2 un vector propio asociado al valor propio λ1, y sea s(Q) 6= 0

el parámetro asociado a la representación dada en la proposición 4. Sea H : K → N

definida como

H(Q) = s∗(n⊗ n−
1

3
I),

al tener λ1 multiplicidad 1, H está bien definida y es continua. Finalmente, H◦uε(Ω) ⊂ N

es una extensión continua de g a todo Ω, lo que es una contradicción.

Usando la continuidad del parámetro de biaxialidad β, los teoremas 4, 2 y el lema 18,

se concluye el siguiente teorema.

Teorema 5. Sean a y εn → 0 dados en el teorema 4. Para cada r > 0 y todo χ > 0

existe N > 0 tal que, para todo n > N se satisface

máx
Ω\B(a,r)

β(uεn(x)) < χ y máx
x∈B(a,r)∩Ω

β(uεn(x)) = 1

El siguiente teorema nos da una propiedad acerca de la función limite u0 cerca de la

singularidad a.

Teorema 6. Sea a ∈ Ω como en el teorema 4. Para ρ > 0 tal que B(a, ρ) ⊂ Ω se define

cρ : [0, 2π] → N como cρ(θ) = u0(a + aρ(θ)), donde aρ(θ) = (ρcos(θ), ρsin(θ)). Existe

ρn → 0 tal que {cρn}n∈N converge uniformemente a una geodésica c0 de N .

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que a = 0. Sea r > 0 tal que

B(0, r) ⊂ Ω, y definamos L : (0, r)→ R como

L(ρ) =

(∫
∂B(0,ρ)

|∇u0.τx|2 − k∗
)

ρ
,

donde τx denota al vector tangente unitario en cada x ∈ ∂B(0, ρ). Como∫
∂B(0,ρ)

|∇u0.τx|2 =
1

2

∫ 2π

0

|c′ρ(θ)|2dθ ≥
λ(η)2

4π
= k∗,

L es positiva en (0, r). Sea 0 < r0 < r. Por la proposición 19, a través de una sucesión

εn → 0, ∫
B(0,r)\B(0,r0)

|∇uεn |2 ≤ k∗| ln r0|+ C.
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Usando el teorema 4, podemos pasar al ĺımite cuando n→∞. Obtenemos∫
B(0,r)\B(0,r0)

|∇u0|2 ≤ k∗| ln r0|+ C.

Escribiendo lo anterior en coordenadas polares,∫ r

r0

∫ 2π

0

|∇u0.ν|2 +
1

ρ
|∇u0.τ |2dθdr ≤ k∗| ln r0|+ C.

Por lo tanto ∫ r

r0

1

ρ

∫
∂B(0,ρ)

|∇u0.τ |2dH1dr ≤ k∗| ln r0|+ C, (4.29)

de donde, para todo 0 < r0 < r se cumple∫ r

r0

L(ρ)dρ =

∫ r

r0

∫
∂B(0,ρ)

|∇u0.τx|2dH1

ρ
− k∗

ρ
dρ

=

∫ r

r0

∫
∂B(0,ρ)

|∇u0.τx|2dH1

ρ
dρ− k∗| ln r0|+ k∗| ln r| ≤ C.

Por el teorema de convergencia monótona, hacemos r0 → 0. Se obtiene∫ r

0

L(ρ)dρ ≤ C.

Luego, existe una sucesión ρn → 0 tal que ρnL(ρn)→ 0, es decir∫
∂B(0,ρ)

|∇u0.τx|2 → k∗,

y por lo tanto, cρn es una sucesión minimizante de la enerǵıa 1.7. Por método estándar

del cálculo de variaciones, existe c0 un mı́nimo del funcional 1.7 tal que cρn → c0

débilmente en H1((0, 2π),N ). Finalmente, el teorema se concluye considerando que

H1((0, 2π),N ) ⊂⊂ C((0, 2π),N ).



Apéndice A

A.1. Demostraciones anexas

A.1.1. Demostración lema 1

Demostración. Supongamos que se cumple 1.2. Definamos

D = {x ∈ Ω,dist(∂Ω, x) > δ},

con δ > 0 de manera que Ω y D sean homotópicamente equivalente. Asumamos que D

es un disco con k hoyos, y que A1 es la frontera exterior de este. A su vez, supongamos

que existe un camino B, homeomorfo a un ćırculo que divide a D en dos regiones, D1 y

D2, de modo que

∂D1 =

h⋃
j=1

Aj ∪B , y ∂D2 =

k⋃
j=h+1

Aj ∪B.

Sea b : B → N tal que su clase de homotoṕıa libre pertenece a
∏h
j=1 γj ∩

∏k
j=h+1 γj .

Sea x0 ∈ D1, y sean a1, a2, a3, .., ah : [0, 1] → D1 caminos que unen x0 con

A1, A2, A3, .., Ah de manera que no se intersectan entre si. Definamos

α = (a1 ∗ (α1 ∗ a1)) ∗ (a2 ∗ (α2 ∗ a2)) ∗ .... ∗ (ah ∗ (αh ∗ ah)),

con αi → Ai es una parametrización de Ai. Como la clase de conjugación de b pertenece

a
∏h
j=1 γj , existe un representante σ que puede ser escrito

σ = (σ1 ∗ (g′1 ∗ σ1)) ∗ (σ2 ∗ (g′2 ∗ σ2)) ∗ .... ∗ (σh ∗ (g′h ∗ σh)),

donde g′i ∈ γi y σi es un camino que une v0 ∈ N con g′i(1). Sea Σ(t) = σ(α(t)). Final-

mente, por construcción existe una homotoṕıa libre entre b y Σ, lo que permite extender

g1, g2, g3, ...., gh, b a una función v1 : D1 → N . Haciendo la misma construcción para

D2, obtenemos v2 : D2 → N que extiende a gh+1, gh+2, ..., gk, b. De donde, se obtiene

47
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m : DN que extiende a cada dato de frontera. Para que m sea diferenciable basta hacer

argumentos de aproximación clásicos.

Si existe la extensión m, sea h ∈ {1, 2, .., k}. Haciendo la misma construcción ante-

rior, m|D1
induce una homotoṕıa libre entre m|IMα y m|B , por lo que mB ∈

∏h
j=1 γj .

Análogamente, se prueba que mB ∈
∏k
j=h+1 γj , de donde se concluye.

A.1.2. Demostración proposición 8

Demostración. La demostración tiene dos partes:

(i)

δ2

(
a

2
+
s2
∗c

3
+

(
b

3
√

6
− c
√

2

3
s∗

)
δ +

c

4
δ2

)
+

b

6
√

6
β(Q)|Q|3 ≤ f(Q)

De la desigualdad
√

1− t ≤ 1− t
2 , válida para t ∈ [0, 1]. Se obtiene

trQ3 = |Q|3
√

1− β
6
≤ |Q|

3

√
6

(
1− β

2

)
.

Por lo que

f(Q) = −a
2
trQ2 − b

3
trQ3 +

c

4
(trQ2)2 = −a

2
trQ2 − b

3
√

6
|Q|3

√
1− β +

c

4
(trQ2)2

≥ −a
2
trQ2 − b

3
√

6
|Q|3

(
1− β

2

)
+
c

4
|Q|4+

= −a
2
trQ2 − b

3
√

6
|Q|3 β

2
+
c

4
|Q|4 +

b|Q|3β
6
√

6
.

Por definición de s∗, tenemos que
2cs2∗

3 = b√
6

√
2
3s∗ + a. Entonces

− a

2
trQ2 − b

3
√

6
|Q|3 β

2
+
c

4
|Q|4 +

b|Q|3β
6
√

6
=

δ

(
−a
√

2

3
s∗ + s2

∗

√
2

3

b

3
+

2

3

√
2

3
cs3
∗

)
+δ2

(
−a

2
− b

3
s∗ + s2

∗c

)
−δ3

(
c

√
[

2
]3s∗ − s2

+ + c

)
+δ4 c

4
.

Nuevamente por definición de s∗, tenemos(
−a
√

2

3
s∗ + s2

∗

√
2

3

b

3
+

2

3

√
2

3
cs3
∗

)
= 0,

y (
−a

2
− b

3
s∗ + s2

∗c

)
=
a

2
+
s2
∗c

3
.

Lo que concluye la demostración.
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(ii)

f(Q) ≤ δ2

(
a

2
+
s2
∗c

3
+

(
b

3
√

6
− c
√

2

3
s∗

)
δ +

c

4
δ2

)
+

b

3
√

6
β(Q)|Q|3

Consideremos que trQ3 = |Q|3
√

1−β
6 ≤ |Q|3√

6
(1− β), ya que 0 ≤ 1 − β ≤ 1. El

resultado se obtiene utilizando los mismos cálculos de la desigualdad anterior.

A.1.3. Demostración lema 2

Tomando N como subvariedad de Rd. Sea x ∈ Ω, y sea e1, e2, .., ek una base ortonor-

mal de
(
Tu(x)N

)⊥
definida en un entorno de π(x) que llamaremos Ux. Entonces, para

cada y ∈ Ux podemos escribir

u(y) = π(y) +
k∑
i=1

αi(y)ei(π(y)). (A.1)

Diferenciando y elevando al cuadrado, obtenemos

|∇u(y)|2 = |∇π(y)|2 +

k∑
i=1

(
αi(y)2|∇ei(π(y))|2 + |∇αi(y)|2 + 2αi∇π(y) : ∇ei(π(y))

)
.

(A.2)

Tomemos M = 1 + sup1≤i≤k ||∇ei||L∞(Ux). Usando la regla de la cadena y el hecho de

que
∑k
i=1 αi(y)2 = |u(y)− π(y)|2 = σ(y)2 ,

k∑
i=1

αi(y)2|∇ei(π(y))|2 ≤M
k∑
i=1

σ(y)2|∇π(y)|2.

Ahora trabajaremos el término 2
∑k
i=1 αi∇π(y) : ∇ei(π(y)). Por la desigualdad de

Cauchy Schwarz,∣∣∣∣∣2
k∑
i=1

αi∇π(y) : ∇ei(π(y))

∣∣∣∣∣ ≤M
k∑
i=1

αi|∇π(y)|2 ≤ k1/2Mσ(y)|∇π(y)|2.

Redefinimos M = Mk1/2. A partir de A.2, se sigue

(1−Mσ(y))|∇π(y)|2 ≤ (1−Mσ(y))|∇π(y)|2+

k∑
i=1

|∇αi(y)|2 ≤ |∇u(y)|2 ≤ (1+Mσ(y))|∇π(y)|2+

k∑
i=1

|∇αi|2.

Finalmente, acotemos
∑k
i=1 |∇αi(y)|2. Diferenciando y elevando al cuadrado la igualdad

α(y) = (u(y)− π(y)).ei(π(y)),

k∑
i=1

|∇αi(y)|2 =

k∑
i=1

|∇(u(y)− π(y)).ei(π(y))|2 + |(u(y)− π(y)).∇ei(π(y))|2

≤M
(
|∇(u(y)− π(y))|2 + σ(y)|∇π(y)|

)
= M

(
|∇σ(y)|2 + σ(y)|∇π(y)|

)
,

de donde se obtiene la desigualdad para todo y ∈ Ux. Notemos que M depende del abierto

Ux, utilizando que N es compacto se obtiene un M global.
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A.1.4. Demostración proposición 16

Demostración. Sea πε : B → R definida como πε(x) = |vε(x) − Q(vε(x))|. Sea Qε :

B(0, 1)→ N un mapeo armónico tal que Qε(x) = Q(vε(x)), para cada x ∈ ∂B. Por [ [6],

Lema 4.2], podemos asumir∫
B

|∇Qε|2 ≤ C
∫
∂B

eε(vε) ≤ Cηα. (A.3)

El objetivo es poder modificar de alguna manera Qε de modo que cumpla la misma

condición de borde que vε. Con esto, Qε tendrá menor enerǵıa que vε. Sobre B, definamos

ϕε(ρ, θ) =

 ε−1(ρ− 1 + ε)πε(θ) , si 1− ε ≤ ρ ≤ 1

0 , en otro caso
.

Se puede mostrar que ∫
B

|∇ϕε|2 +
ϕ2
ε

ε2
≤ Cε.

Para cada x ∈ ∂B, se cumple

vε(x)−Q(vε(x)) = vε(x)−Qε(x) ∈
(
TQ(vε(x))N

)⊥
.

Usando las particiones de la unidad, podemos construir νε : B → N tal que νε(x) =

vε(x)−Qε(x) para x ∈ ∂B y |ν(x)| = ϕε(x) para x ∈ B. Finalmente, sea Q∗ε = Qε − νε.

Se tiene

Q∗ε (x) = vε(x) para cada x ∈ ∂B

Q(Q∗ε (x)) = vε(x) y |Q∗ε (x)−Q(Q∗ε (x))| = ϕε(x) si x ∈ B.

Aplicado el lema 16 a Q∗ε . Se obtiene

|∇Q∗ε |2 ≤ (1 + Cϕε)|Qε|2 + C(|∇ϕε|2 + ϕ2
ε).

Usando el lema 5 y que |ϕε| ≤ πε(θ) ≤ δ,∫
B

eε(Q
∗
ε ) ≤ (1 + δ)||∇Qε||L2(B) + Cε.

Finalmente, la demostración se concluye considerando que vε es mı́nimo y A.3 .

A.1.5. Demostración lema 16

Sea x ∈ Ω. Definamos An = {x ∈ Ω : dist(x,Xεn) ≤ εα}.

Por la proposición 3 junto con los lemas 5 y 13 ,∫
Ωi,n\An

πεn |∇vεn |2 ≤ C
∫

Ωi,n\An
πεn |∇uεn |2 ≤ Cε1−6α

n ≤ C.
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Acotamos
∫
An

πεn |∇vεn |2, usando la desigualdad de Cauchy Schwarz,∫
An

πεn |∇vεn |2 ≤ C
∫
An

πεn |∇uεn |2 ≤ C||πεn ||L2(An)||∇uεn ||2L4(An).

Por la desigualdad de interpolación de Gagliardo Niremberg ,

||∇uεn ||L4(An) ≤ C||∆uεn ||
1/2
L4(An)||uεn ||

1/2
L∞(An).

Usando la ecuación 2.17 y el lema 6,

||∇uε||L4(An) ≤
C

εn
||Df(uεn)||1/2L2(An).

Poo el lema 5,∫
An

πεn |∇vεn |2 ≤
C

εn
||Df(uεn)||1/2L2(An) ≤

CM0

ε2n
||πεn ||L2(An) ≤

K

ε2n

∫
An

f(uε).

Considerando el lema 13, se concluye el resultado.
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