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Introduccion

Este trabajo se basa en el estudio de los minimos del funcional de Landau de Gennes
en un dominio simplemente conexo ) C R? sujetos a un dato de frontera g : 9Q — N,
donde A es una variedad que es diferenciable, compacta y difeomorfa al plano proyectivo
RP2.

El funcional de Landau de Gennes es

B (1, 9) = /Q <V2u|2 . fig)) , (1)

donde el dominio de E. son las funciones u definidas sobre {2 que toman valores en

el conjunto de matrices simétricas de 3 x 3 que tienen traza nula, denotado por Sy, y

cumplen con la condiciéon u = g en 9€). La funcién f : Sy — R esta dada por

F(Q) = —%trcf —btr QP + c(tr Q%)2,

donde a,b y ¢ son constantes estrictamente positivas. Este funcional representa un mo-
delo simplificado de la distribuciéon de la energia de un cristal liquido nemético. Nos
centraremos en el estudio de los minimos y de las propiedades de estos cuando ¢ — 0F.

Analizando los dos términos de la energia , existen dos observaciones a destacar.
Por un lado, el término fe~2 adquiere mayor importancia a medida que e tiende a cero,
por lo que es de esperar que los minimos estén tomando valores cerca del conjunto de
minimizadores de f, el cual es la variedad N. Por otro lado, el término |Vu|? penaliza
las inhomogeneidades de u.

Via argumentos clasicos de existencia y regularidad, es posible mostrar que el fun-
cional posee minimos u, y que son continuos. Si asumimos que g : 9Q — N es no
contractible y suave, la hipdtesis de Q simplemente conexo imposibilita que u(2) C N.
Esto hace que en el limite cuando € — 0 existan defectos topoldgicos, mas precisamente,
la aparicién de puntos donde la energia de los minimos de [l tiende a concentrarse.

Este documento se divide fundamentalmente en dos partes. La primera se encuentra

en el capitulo 3] el cual se centra en el estudio de los valores propios de u.. El resultado



principal es el teorema [2] Se muestra que bajo ciertas hipdtesis del potencial f, existe
€p > 0 tal que para todo € < ¢y el minimo u,. contiene algin punto y € 2, donde
uc(y) tiene los tres valores propios diferentes. Por otro lado, el capitulo describe
algunas propiedades de los minimos de cuando ¢ — 0. El resultado fundamental
es el teorema [4] en el cual se identifican los puntos donde se concentra la energfa, més
aun, se demuestra que a través de una sucesién €, — 0 sélo existe un tnico punto a € )
donde esto ocurre, y que la energia tiende a infinito cuando €, — 0 con orden |Ine,|.
Ademsds, se muestra que existe un mapeo arménico ug : 2\ {a} — N tal que u., — g

cuando ¢, — 0 en ciertas topologias.



Capitulo 1

Notaciones y resultados

preliminares.

1.1.

A

Notaciones.

lo largo de este trabajo se usaran las siguientes notaciones:
Se denotard por Q un subconjunto de R? abierto, acotado y simplemente conexo.

La bola abierta de centro z € R™ y radio r > 0 serd denotada por B(z,r). Su

clausura se escribird B(x,r).

Sean a,b € R3. Su producto escalar serd denotado por a - b , el producto vectorial

por a X by el largo de a por |a| =+v/a-a .

Se denotara por M5(R) el espacio vectorial de matrices de 3 x 3 con coeficientes

reales.
Denotemos por S"~! = {z € R"| ||z|| = 1}.

Para m € R?, su producto tensorial es la matriz (m ® m); ; = (m;m;) con i,j €

{1,2,3}.

Para una variedad diferenciable N inmersa en R" (n > 5) y p € N, su espacio

tangente se escribird T, N, y su ortogonal por (T, N ).

Denotemos por Sy el espacio vectorial de las matrices simétricas de 3 x 3 que tienen

traza nula dotado del producto interno A : B = (A, B) = tr(A*B) con A, B € Sj.
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El largo de la matriz A se escribird |A| = y/tr(A*A). Este espacio es de dimensién
d.

= Definiremos como A" C Sy a una variedad diferenciable difeomorfa al plano proyec-

tivo RP2.

= Definiremos H ; (2,50) al espacio de las funciones que pertenecen al espacio de

Sobolev H(Q, Sp) v que son iguales a g en 9 en el sentido de las trazas.
= Se escribird (LQ) en lugar de cristal liquido nemético.

= Para un conjunto acotado A C R", definiremos diam(A) = sup{|x — y|, (x,y) €

A x A}y rad(A) = imf{F i, A US_, Blaj,r))}-

1.2. Resultados preliminares.

Sea X un espacio topoldgico arco-conexo y xg € X. Sea m(X,x) el grupo funda-

mental de X con base en xy dotado de la operacién usual de concatenacién.
Nota 1. Para f,g € m1(X,x0) el produto f - g recorre primero g y luego f.

Denotemos por [S, X] al conjunto de clases de homotopfa de loops libres, esto es,
el conjunto de funciones continuas de S' — X que son homotépicas sin la condicién de
punto base. Para f, g € m (X, xg) diremos que f ~ g si y sblo si existe h € 71 (X, z¢) tal
que f = h-g-h~!. Es claro que ~ define una clase de equivalencia sobre 7 (X, z), por lo
que existe una coleccién de conjuntos disjuntos {Cy }rex tales que J; o Crx = m1(X, z0).

Cada Cj, es una clase de conjugacién de 71 (X, zg).

Proposicién 1. Sea zy € X. Entonces existe una biyeccion entre las clases de conjuga-

cion de (X, z0) y [S', X].
Nota 2. Como X es arco-conexo el punto o no es relevante.
Demostracion. Definamos
¢ : {Clases de conjugacién de 71 (X, zo)} — [S*, X]
¢lg-f-97") =],
donde g~! denota al camino inverso de g. Vemos que:

= (i) ¢ estd bien definida. Sean f,g € m1(X,z0). Sea g+ = glj,4, luego F(s,t) =

gi - f- gt_1 es una homotopia en el sentido de loops libres entre fy g- f- g~ '.
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= (ii) ¢ es inyectiva. Sean f,g € 7(X,xg) tales que ¢(f) = ¢(g) , es decir existe
H, £ [0,1] = X tal que Ho(t) = £(t) , Hi(t) = g(t) y H,(0) = H,(1).
Sea m(s) = H,(0) y definamos M(s,t) = mljq - Hs - m™ | 4 (t). Vemos que
M(0,8) = muliogy - £(2) - migly(6) ~ F(2) , M(L,t) = m-g-m~4(¢) y M(s,0) = 0.
Por lo tanto, M es una homotopia entre f y m-g-m™!, es decir, f y g pertenecen

a la misma clase de conjugacién de 71 (X, o).

= (iii) ¢ es sobre. Sea f: S' — X. Como X es arco-conexo existe ¢ : [0,1] — X tal

que g(0) = xo y g(1) = f(0). Definamos H(s,t) = gljo. - f -9~ '[j0.,4(s5). Luego,
g-f-g '€ m(X,1p) es homotépica en el sentido de loops libres a f.

O

Para x € X, sean ¢, el camino que une xy con x, y ¢, su camino inverso. Dados

a, B € [S', X] podemos definir una operacién * de la manera siguiente

axf3 = {clase de homotopfia libre de [cf(l) (f- cf(l))} . [cg(l) (g~ cg(l))} cfea,gep}
(1.1)
Es posible ver que la operacién * estd bien definida. En particular no depende de los

caminos ¢, ni de los representantes f, g.

Lema 1. Sea Q C R? un dominio suave, acotado y cuya frontera tiene k € N componen-
tes conezas, cada una llamada Ay, As, ..., Ag. Para todo i € {1,..,k}, sea fi : Ay = N
dato de frontera suave, cuya clase de homotopia libre es ~;. Si existe h € {0,1,2,..,k}
que cumple la condicion

h k
ITvwn II »#0. (1.2)
j=1

j=h+1

entonces existe una funcién continuam : Q — N que extiende a cada f;. Reciprocamente,

si existe dicho m, la condicion (1.2)) se cumple para todo h € {1,2,..,k}.
Nota 3. FEl producto H?:1 v; es tomado de acuerdo o (L.1)).
Demostracion. Ver [A 11l O

Considerando que 1 (N') 2 Zy y la Proposicién [1} se obtiene que [S*, N] cuenta con
dos elementos. Lo anterior implica que dos curvas cerradas no homotdpicamente triviales

seran siempre homotépicas en el sentido de loops libres.

Definicién 1. Sea v € [S', N], el largo de v es

A() —fnf{<27r/81 |c'(t)2dt)é :cefy}. (1.3)
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Como H'(S', V) es denso y tiene inyeccién compacta en C(S*, ), el término ¢ estd

bien definido, y tenemos que [I.3] es equivalente a

st

A(’y):inf{(Zﬁ c’(13)|2d1f>2 :cE’yﬁHl(Sl,N)}.

Notemos que (1.3 es un minimo, y en el caso que v no sea homotépicamente trivial se

tiene que cada minimo ¢ € 7y es una geodésica en N.

Definicién 2. Para v € [S',N] se define

k k
, 1
)\*('y):mf{47r E A(%)Z:keNme[Sl,/\/},veH%}. (1.4)
i=1 i=1

Al tener 71 (N) orden 2, el infimo de (1.4) es un minimo. En general, si se cambia N/
por otra variedad diferenciable X cuyo grupo fundamental sea finitamente generado, se

alcanza la misma conclusion.

Nota 4. Considerando la igualdad (L.4)), se infiere que

k k
Ae(7) < Z)\*(%) , Vy € H'Yi- (1.5)

Definicién 3. Sea Q C R? un dominio suave, acotado y cuya frontera tiene k € N
componentes conezas, cada una llamada Ay, Asg, ..., Ag. Para todo i € {1,..,k}, sea f; :

A; = N un dato de frontera suave, cuya clase de homotopia libre es ~y;. Se define

k
ks = inf {)\*(7),7 € H%} .
i=1

Haciendo uso de la igualdad (L.4)), la definicién anterior puede ser escrita de la forma

l l k
cep L 2 1
ko = if{ - ZA(@-) leN,BielS ,/\/},Hﬁi N Hy # 0}. (1.6)
=1 =1 =1
Consideremos el caso en que 2 C R? es un dominio suave, acotado, simplemente
conexo y ¢ : 02 — N es no homotépicamente trivial. La Definicién [3] se reduce a

1
k, = inf {2 / |/ (t)|?dt : ¢ € H'(S*, V'), no homotépicamente trivial} (1.7)
Sl

La siguiente proposicién es un resultado clasico en el estudio de variedades diferen-

ciables inmersas en espacios euclideanos. Para mds detalles ver [ |1],Capitulo 3, p.57].

Proposicién 2 (Proyeccién de un conjunto sobre una variedad). Sea N una variedad

diferenciable, suave y compacta de R™. Entonces, existe § > 0 tal que el abierto

As={x e R": dist(z,N) <}
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cumple que para todo x € As, hay un inico punto Q(x) € N que satisface
dist(z,N) = |z — Q(z)|.
Ademds, u — Q(u) es un vector normal en cada u € N.
La aplicacién @ : As — N se llama la proyeccién al punto més cercano de N.

Nota 5. Para el caso de la variedad Ny Q simplemente conexo, la condicién g ho-
motdpicamente no trivial garantiza que si u : Q — Sy es continua y ulpg = g, entonces

{z € Q: dist(u(z),N) < 8} # Q para § > 0 suficientemente pequeno.

Lema 2. Sea §g de la proposicio’n yu € CHQ,S) tales que dist(u(x),N) < &y para
todo x € Q. Sean 7(z) = Q(u(z)) y o(x) = dist(u(z),N). Eziste una constante M tal

que para todo x € ) se cumple
(1= Mo(2))|Va(z)|* < |Vu(@)]* < (1 + Mo(2))|Va(z)? + [Vo(z)[*.
Demostracion. Ver [A 1.3 O

Se utilizard la siguiente version de la férmula de la coarea. Para ver el caso general

consultar | [2],Capitulo 3.

Proposicién 3 (Férmula de la codrea). Sea f : Q — [0,1] una funcidn Lipchitz y sea

g € LY(Q). Entonces

1
[s@it@dis= [ [ gwana,
Q 0 vt
donde v, = {x € Q|f(x) = t}, Jf(x1,22)* = f2, + [2, y H' es la medida de Hausdorff

1-dimensional.



Capitulo 2

Introduccion a la teoria de

Landau de Gennes.

2.1. Interpretacion fisica del funcional de Landau de
Gennes y relacion con el modelamiento de cris-

tales liquidos.

Un cristal liquido es un tipo de estado de la materia que posee propiedades de un
liquido y de un cristal. Como liquidos pueden formar gotas que se unen y se deforman ante
esfuerzos de corte. Por otro lado, al tener propiedades de cristal presentan anisotropias
en comparacién con algunas épticas, campos eléctricos y magnéticos. Estos estados de
la materia aparecen por una cierta clase de compuestos organicos llamados mesogénicos,
en los cuales la transicién de fase liquido-sélido no se produce en un solo paso, sino que
procede a través de una o mas transiciones intermedias.

Durante este documento se consideraran sélo (LQ), cuyas méleculas tienen forma de
bastén, presentan simetria de la cabeza-cola y sus centros de masa se distribuyen al azar
pero tienden a alinearse a nivel local a lo largo de algunas direcciones preferidas.

Existen diferentes teorias del continuo para modelar (LQ), entre ellas, la teoria de
Landau-de Gennes o teoria de los Q-tensores, la que serd el enfoque de esta tesis. En
sintesis, supone que la disposicién de las moléculas en un punto z es descrito por una
matriz Q(x) € Sp. Esta matriz representa el momento de segundo orden normalizado de
la funcién de distribucién de la orientacién de las moléculas, y se clasifican de acuerdo a

sus valores propios.

10
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La evidencia fisica indica que las configuraciones estables de un (LQ) contenido en

un dominio  C R? sujetos a la condicién g : 9Q — Sy estan dados por los minimos de

min /Q(;Vu2+f£g)>= min B, (u), (2.1)

uEH;(Q,So) uEH;(Q,SU)

donde f es la energia potencial dada por

1@ =TT 00 b @ 4 eir @)

Los parametros a, b y ¢ son constantes positivas que dependen del cristal, T" es la tem-
peratura absoluta y T™ es la temperatura de transicién de fase. Se trabajard en re-

gimén de temperatura baja, esto es, T' < T*. En adelante se hara el cambio de variable

a=—o(T—-T*) >0.

2.2. Propiedades basicas de los () — tensores

Considérese Q2 C RY, con N € {2, 3}, un contenedor de un (LQ); nos interesa describir
la orientaciéon de las modleculas que estdn contenidas en (2. Estas ultimas pueden ser
descritas por medio de una medida de probabilidad y definida en los Borelianos de S?, es
decir, si B C S?, el valor u(B) dice la probabilidad de que la orientacién de la molécula
apunte en direccién de un punto de B.

Las moléculas de los (LQ), al tener simetria de la cabeza-cola, cumplen que cada
una apunta en una direccién cuya linea paralela que pasa por el origen intersecta dos
veces con S? en puntos {p, —p}. Como consecuencia, la medida p satisface la condicién
de simetria u(B) = u(—B), VB € S?, es decir, es una medida definida sobre el plano
proyectivo RP?.

Los momentos de probabilidad dan informacién sobre la distribucién de la orientacion.

Debido a la condicion de simetria se tiene

[ovne =5 ([ panto+ [ paut-n) =5 ([ ptuto)~ [ vt} =

Por tanto, el primer momento es siempre cero, y para obtener informacién es necesario

considerar el momento de segundo orden

M= [ 0o ), (2.2

el cual es una matriz de 3 x 3 que satisface tr M = 1.
Si la orientacién de las moléculas es uniforme en S2, decimos que la distribucién es
isotropica, y en tal caso p = g, donde

1
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Asi, el momento de segundo orden es

1
My =/ P @ pdpo(p) = gf
S2

Definicién 4. Se define un Q-tensor como

1
Q-n-i~ [ (p®p—3z) au(p). (23)
En otras palabras, Q@ mide la desviacion de M respecto del estado isotrdpico.

Se desprende ficilmente de la definicién anterior que Q@ = QT, tr@Q = 0,y si {\;}iz1.2.3

son los valores propios de @), se satisface f% <\ < % para i € {1,2,3}.

Definicion 5. Los QQ-tensores se clasifican segun sus wvalores propios de la manera si-

guiente:
1. Isotrdpico si Q = 0.
2. Uniaxial si Q # 0 y tiene dos valores propios iguales.
8. Biazial si los tres valores propios de QQ son distintos.

Proposicién 4. Sea Q € Sy \ {0}. Entonces Q se puede representar en la forma

st((n@n—;l)—i—r(m@m—;f)),
con s € (0,00), r € [0,1] y n,m € S?, y ademds se tiene que:
1. Q es isotrdpico si (s =0).
2. Q es uniazial si s >0, r € {0,1}.

3. Q es biazial st s >0, 0 <r <1.

Demostracion. Sean {A;}icq1,2,3) los valores propios de Q. Aplicando el teorema espec-

tral, existen n,m,p € S? tales que
Q=Mn®@m+ Xm®&m+ \3pQ p,

I=n®n+mem+pRp.

Como tr@Q = A1 + s + A3 = 0, se tiene

Q= n@m+Imem-—MAM+X ) I —n@n—mem)

1 24N\ 1
— (20 + A Y - T EESARN
@= M+ 2)<n®n 3 TN o (m®m 3 >)
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Haciendo
s = 2A1 + )\Qa
29 + A1
r =
21 + Ao ’

se sigue que

Q=s<(n®n—;l)+r(m®m—;1)>.

Finalmente, se hace notar que r = 0 si y sélosi A\ = A3, r = 1si ysélosi A\y = A, ¥

s=0siysodlosi@=0.

Definicién 6. Para Q € Sp \ {0} se define su coeficiente de biaxialidad 8 como
(tr@%)*

(tr@?)%

Lema 3. Sea Q € Sy \ {0}. Entonces 0 < B(Q) < 1, y B(Q) = 0 si y sdlo si Q es

Bl@)=1-6

uniaxial.

Demostracion. Como (tr @3)%2 > 0y tr Q% = A7 + A3 + A3 > 0, se sigue que

(@’

NCTEEs

Por lo tanto

Probemos ahora que 5(Q) > 0. Escribamos

1 1
Qza(n@n—g[) +’y<m®m—3]),

con @ =2\ + A2 y v = 2A2 + A1. Un célculo directo muestra que
1
tr@® = §(2a3 + 293 — 3va? — 3~%a), (2.4)
2
trQ? = g(a2 +9% — ay). (2.5)

En consecuencia,

8
(trQ?)3 —6(tr Q%)% = ﬁ(oz6 +4% = 3%y — 37%a — 7730 + 6024 4+ 6ay? + 6a%y)
2

408 + 405 — 120°y — 12a7° + 260373 — 30?2 — 3a%4?
5 v v

=2a°y*(a = 7)? > 0,
por lo que, (tr @?)3 > 6(tr Q3)?, y entonces

_ (tr@*)?
5(Q)*1*6m > 0.
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Finalmente,
B(Q) =0 & (tr@Q%)® — 6(tr Q%)* = 20%7*(a = 7)* = 0,

entonces 3(Q)) = 0 si y sblo si se da uno de los siguientes casos: v =0, a =06 v = a.
Sia =0 se cumple que Q = 0. Si v = A1 + 2X2 = 0, entonces Ay = A3. Por ultimo, si

v = «, entonces \1 = As. O

Nota 6. Es posible escribir el coeficiente de biazialidad de cualgquier matriz Q € So\{0},

en términos del pardmetro r(Q), de la manera siguiente

a2(Q)1 - 1(Q))?
Q= 1G@rE —r + 1)

Puede verse que 3(Q) =1 si y sélo si r(Q) = 3.

(2.6)

2.3. El potencial f y la variedad N/
Nos interesa describir las propiedades de la funciéon f : Sy — R, dada por
FQ) = =5t Q7 —btr Q* + c(tr Q).
Proposicién 5. Sea Q € Sy un minimo de f. Entonces Q es uniazial.

Demostracion. Notemos que si QQ € Sy v A1, A2, Az son los valores propios de @), entonces

Q" = A + A5+ Y,

por lo que
a . .
F(A1, A2, A3) = 7@% + A3 4+ A3) — (AT + A3+ A3) + c(A] + A3 + A% (2.7)
Utilizando los multiplicadores de Lagrange, con la restriccion A\; + Ay + A3 = 0,

encontraremos los minimos de la funcién L : R* — R, dada por

L(A1, A2, Az, 1) = = (AT A3+ A3) —b(AT+ A3 +A3) + c(AT + A3+ A3)% + n(A1 + X2 + A3).

a
2
Luego, se satisface el siguiente sistema de ecuaciones

3

oL 9 5 P
8)\i——a/\1—3)\ib+4c ]E:l/\j Ai+p=01i=1,2,3, (2.8)
oL
— =M+ A+ A3=0. (2.9)

op
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De ([2.8)), se concluye

3
(M= X2) [ —a—3A1+A)b+4c [ > N2 | =0, (2.10)
Jj=1
3
(M= As) [ —a—3A1+A)b+4c [ > N2 | =0. (2.11)
j=1
Supongamos A\; > A > A3. Entonces (2.10) y (2.11) se transforman en
3
—a=3A +X)b+4c (> N | =0 (2.12)
Jj=1
3
—a=3M\ +X)b+4c | Y M| =o0. (2.13)
j=1
Luego, restando (2.12)) y (2.13), se obtiene
—3(A2—2A3) =0. (2.14)

Lo que contradice el hecho que A2 > A3. Por lo tanto, () debe tener dos valores propios

iguales.

Proposicion 6. Sean

. b+ Vb2 + 24ac

S = -——
4c ’

{QEngg(R)IQS* <n®né[>,n€82}.

Entonces f alcanza sus minimos en el conjunto N .

Demostracion. Las Proposiciones |4| y |5( implican que Q = s (n Xn — é) . Por lo que

—9as? — 2bs3 + 3est

1@ = >

La expresién anterior se minimiza cuando

5‘i ~ —18as — 6bs? 4+ 12¢s
ds 27

=0.
Es decir,
—18as — 6bs? + 12¢5% = 0
5(—3a” — bs + 2¢s%) = 0.

En consecuencia, tenemos los siguientes tres candidatos a minimos

v b+ Vb?% + 24ac
- 4c

Como f(sT) < f(s—) < f(0) = 0, se concluye el resultado.

s=0,s
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Proposicién 7. N es subvariedad de Sy y es difeomorfa al plano proyectivo RIP?.

Demostracién. Consideramos ¢ : S — N, dado por ¢(n) = s, (n®n — 1I). Notemos
que ©(n) = p(—n). Asf pues, ¢ : RP? — N estd bien definido, es diferenciable y tiene

inversa diferenciable. O

La Proposicién [6] nos dice que el conjunto de minimos del potencial f es la variedad
N. Redefinamos f = f — kg, donde kg = mingesg, f(Q) = %si + g—?si — gsft. Por lo que
el nuevo potencial cumple que f > 0, y su valor minimo es 0. Los minimizadores de la

energia (2.1) no cambian al modificar el potencial.

Lema 4. Un minimizador de (1.7)) estd dado por
1
c(t) = s (n(t) ®@n(t) — 3]) con 0 <t <2,

donde
n(t) = [cos(t/2), sin(t/2),0]T.

TS«

5 -

Ademas, se tiene que k, =

Demostracion. Seann € S?,v € T,,S?,y ¢ : RP? — A el difeomorfismo de la, Proposicién

Diferenciando la funcién ¢(n + tv) respecto a t y evaluando en ¢ = 0,
(dp(n),v) = s.(n@v+vQn). (2.15)

Por lo que

|(do(n),v)|* = 25> Z(nivjnivj + nvjuing) = 2s2|v|?.
i,J
Denotemos por a v b las restricciones del producto escalar euclideano de R? y Sy a

S? y N, respectivamente. En términos de pull-Backs, se obtiene

Como el término 2s? es constante, las conexiones de Levi Civita asociadas a ¢*b y a
coinciden. Por lo tanto, ¢ es geodésica de A si y sélo si puede ser escrita como ¢ = ¢(n),
con n una geodésica de S2. Un hecho conocido es que las geodésicas de S? son los grandes
circulos.

Sea n : [0,2m] — S? una geodésica en S?. Entonces p(t) = ¢(n(t)) es un camino
cerrado si y sélo si p(n(0)) = p(n(2m)) , es decir, n(0) = n(27) 6 n(0) = —n(27). Si
n(0) = n(27), entonces ¢ es homdtopicamente trivial. Si n(0) = —n(27), se tiene que ¢
es una geodésica no homotépicamente trivial, por lo que genera el grupo m1(AN). Como

no hay méas geodésicas, se concluye que cualquier minimizador ¢ de {1 [, [¢/(t)[?dt : ¢ €
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H(S!, N),no homotépicamente trivial} debe ser de la forma ¢ = ¢(n), siendo n la mitad
de un gran circulo de S? parametrizado por longitud de arco.

Finalmente, se obtiene que si
n(t) = [cos(t/2), sin(t/2),0]",

entonces

es una geodésica de AV, y tenemos que

1
= fnf{§ / |P'(t)]*dt : P € H'(S', N'),no homotdpicamente trivial}
St

e/ (1)]*dt =
1

[\

O

Proposicién 8. Sea § = §(Q) = s*\/g — |Q|. Entonces el potencial f satisface las

siguientes desigualdades:

Demostracion. Ver [A 1.2 O

Proposicién 9. Ezisten constantes mog > 0 y § € (0,1) tales que para todo H € N y
v € TyN* se cumple que
Df(H +tv)-v > tmy,

con0<t<§
Demostracion. Sea n € S? tal que H = s,(n ®n — + ) Sin pérdida de generalidad,
asumamos que n = ez = (0,0,1)" (si no, basta hacer una rotacién). A partir de la

ecuacion 2.15] concluimos que una base para Ty N estd dada por

a1 = Sxe3 Q e1 + sxe1 Q eg,

a2 = 843 @ € + Syxe2 X €3.
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Luego, v es vector normal unitario a N en H si y sélosi a; -v = as-v = 0, y esto

ocurre si y sélo si

—3t1 +13 to 0
v = to —%tl — 13 01, (216)
0 0 2t

para algiin (t1,t2,t3) € R? que satisface |v|? = 2t 4 2(3 + t3) = 1. Asi, se tiene
Df(H +tv).v = —a(H + tv).v — b(H + tv)?.v + ctr(H + tv)?(H + tv).v.

Dado que f se minimiza en N, se tiene Df(H) = 0. Ademads, se satisface Hv = vH.

Usando lo anterior, se obtiene
2
Df(H+tv)v=t (—au|2 —2b < vH,v > +2c(trvH)? + 3sfc|1/|2> +O(t?).
Haciendo los célculos, se tiene

2
lv|? = gtf + 2t3 + 2t3,

2
trvH = gs*tl, y
2 2 2 2
<vH,v >= 55*(151 — 3t5 — 3t3).

Entonces

284 n 4s2c

2(t2 + ¢2)(—
) +2(t1 +3)( a+3 3

2 dbs,  16¢s?
Df(H+tu).u:t<t§(—a— L ;S

o ) +o(e)

9% dbs, dcs? 95, 252
>t<t§(—3“— 95 + C;*)+2(t§+t§)(—a+ ; n 53*C)>+0(t2).

Por definiciéon de s, se sigue que

_2£ _ 4bs., 4083 _ gbs n éa
39 3 g9 rT3"Y
28, 2s2¢
- * ) = bs,.
(—a+ 3 + 3) s

Por lo tanto,

Df(H + tv)w > t (2:?(;’1)5* +20) + 282+ t%)(bs*)) +O(8).

Sea mo = min{2bs,, $bs, + 2a} > 0. De este modo
2t3 2 2 2
Df(H + tv).v > mot | 5 +26F + 263 | + O(8%).

2
26

T+ 2t2 + 2t2 = 1, se concluye el resultado. O

Como



CAPITULO 2. INTRODUCCION A LA TEORIA DE LANDAU DE GENNES. 19

Lema 5. Sean u € Sy y & > 0 el de la Proposicion [§ Si dist(u,N') < & y |jul| <
1, entonces existen constantes positivas mg, My, tales que el potencial f satisface las

siguientes dos estimaciones:
w (i) modist(u, N') < Df(u) - (u — Q(u)) < Modist(u, N).

= (ii)modist(u, N')? < f(u) < IModist(u, V)2

2.4. Propiedades de los minimos del funcional de Lan-
dau de Gennes

Teorema 1. El problema (2.1) posee minimos, y estos son soluciones débiles de la ecua-

cion diferencial

—Auf T = I, (2.17)
donde A : Ms3y3(R) — R estd dada por

AQ ="

Demostracion. Sea {uy}ren C Hgl(Q, Sp) tal que

lim E.(ux)=  inf  E.(u).
ko0 uEH1(9,50)

Como {u}ren es acotada en H'(Q, Sp), existen {un, }ren C {urtren v uo tal que uy,
converge débilmente a ug € H'(Q,Sy). El operador de traza, al ser lineal y continuo
fuerte, es continuo débil. Por lo que se satisface ug = g en 052, de donde ug € Hgl(Q, So)-
Como HY(Q,Sy) cC L4(£,Sp), tenemos que al ser f(u) un polinomio de grado 4 en u,

se cumple que

/Qf(unk)%/ﬂf(uo) ,si k — oo,

Por lo que

FE(ug) < min  E.(u),
( 0) - UGHé(Q,S()) ( )

de donde se concluye la existencia de algin minimo.
Calculemos la ecuacién de Euler-Lagrange. Sea v € C5°(£2, Sp), y sea u. un minimo

del problema Se tiene que

d d 1 fue + tv) Df(ue +tv)v
_E = _ v/ Vo242 ) = \V/AV/ Vo 4 247 T2
p (ue + tv) dt/9<2 ue + tVo|* + = > /Q( vVue + tVo + =

D
= / <V’UVUE +tVou + W) .
Q
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Evaluando en t = 0 y usando la condicién de minimo de u., se sigue

/ (VUVUE + Df(ge)11> =0,
Q €

D f(ue)

€2

Lo que implica que

— Auc + = \a)I, (2.18)

con A(z) € R. Tomando traza en ambos lados de la ecuacién se concluye el resultado.
O

Lema 6. Sea u. un minimizador de la energia de Landau de Gennes|2.1. Entonces
lulloe <1

Demostracion. Asumamos que existe zg € € tal que |u.(zg)| > 1. Definamos

ve(x) = ue(x)  siue(r) <1

uel®) iy (z) > 1

[ue ()]
Probaremos que E.(u.) > E(ve), lo que contradice la condicién de minimo de u.. Para

esto se procederd en dos partes:
(i) [Voe(a)] < |[Vue(x)], Vo € Q.
Sea Bg, la bola unitaria en Sy, y P : Sop — Bg, la proyeccién de Sy sobre el convexo

cerrado Bg,. Como v, = P o u,, se concluye que |Vov(x)| < |Vuc(x)|, Yo € Q.

(i) Probaremos que si v € Sy es tal que |v| > 1, entonces f (ﬁ) < f(v). Utilizando
el hecho de que 5(Q) =1 — 6UrQ)” > 0, se tiene que

(trQ?)3
Sxb 252¢
Df(Q): Q= —a|Q|* —btrQ* + c[Q[* > —a|QJ* — ?|Q\3 + T\Q|4~

El lado derecho es positivo cuando |Q|? > 1, por lo tanto, f (ﬁ) < f(v).

O

El lema 0]y la ecuacién implican que cada minimo del funcional 2.1] es suave en

Q.

Proposicion 10. Sea ue un minimo del funcional de Landau de Gennes. Entonces existe

C > 0 tal que
C

[Vue|low < —
€

Demostracion. La demostracién sigue de [ [3], Lema A.2]. (considerando el hecho que u,

satisface la ecuacién [2.17)). O



Capitulo 3

Propiedades de biaxialidad

En este capitulo estamos interesados en responder a la interrogante sobre la existencia
de puntos de biaxialidad de los minimos del problema [2.1] cuando € — 0.
Se haran dos rescalamientos. A cada funcién v € H ; (€, Sp) se le asignara una funcién

u* definida como

u(x) = \/gs*u*(x), Vo € Q.

Por otro lado, se definird g, de modo que

g(z) = \/gs*g*(x), Vo € 0.

Notemos que g, : Q2 — N, donde N, = {\/g (n ®@n— %I) , n € S'} estd contenida

en la esfera unitaria de Sg.

Lema 7. u. € HY(Q,So) es minimo de la energia sty solo si ul es minimo del

problema
257 [Vul? | f*(w)
{ —= —_t— 3.1
werl 003 /Q ( 2 e ) (8:1)
donde
* b* *
fr(u) = —kj — %tru2 — gtru?’ + Cz(truz)Q,
con

3 2 2
ko = ﬁko’ a* =a, b* = \/gs*b Y Cx = gsfc.

Durante este capitulo se denotard por N a N, g a g, y por u. a un minimizador de

la energia (3.1

Lema 8. Si Q € CY(,Sy) cumple con:

21
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s Q(z) es no biaxial para todo x € .
» Q(z) = g(x) Vo € 0.

Entonces inf |Q(x)| = 0.
€N

Demostracion. Supongamos que inf |Q(x)| > 0. Sean A1 (z) > A2(z) > A3(x) los valores
€N
propios de Q(z), y definamos

A = {37 S Q‘)\l(l') > )\2(1‘) = )\3(!1))} y As = {33 S Q‘)\l(aﬁ) = )\2(,@) > )\3(.’17)}
La continuidad de los valores propios aislados y la conexidad de © implican que
Q(ﬁ) C Aj, o bien, Q(ﬁ) C As.

Si z € 01, se tiene
Q) = . (n() @) - 3 )

para cierto n(x) € S2. Por lo tanto, los valores propios de Q(z) son 25

3

,—%, =%, lo que
implica
QO N Ay # 0,
se sigue que Q(Q) C A;.
Definamos 7 : A; — N dada por

- 284

r(A) = o

Si A € Ay, entonces A puede ser escrita de la manera
A= n®n+mOm-+ Asr Q.

Como s = A3 v A1 + A2 + A3 = 0, tenemos
3\ 1

r(A) = s, (n@n—é]) eN.

Luego

Dado que A1(A4) > 0y es aislado, se tiene que r esta bien definida y es continua. Por otra
parte, r es una retraccién, ya que r(A) = A, VA € N.
Finalmente, se tiene que 7 o Q : Q — N es una extensién continua de g : 0Q — N a

todo €2, lo que contradice la hipétesis de que g no es homotépicamente trivial. O

En virtud del lema [§] para demostrar que un minimo u, tiene puntos de biaxialidad,

basta con probar que para ciertos valores de €,a*,b*, ¢* los minimizadores del problema

satisfacen inf |ue(x)] > 0.
e
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Lema 9. Sea Q € Sy con |Q| < 1. Entonces el potencial f* satisface las desigualdades

Q) > m(1—-1Q)* +08(Q)IQP, (3:2)
Q) < pa(1—1Q1* +208(Q)|QI, (3.3)
donde o, ju1, j12 son constantes positivas que dependen de a,b,c. Ademds, sit = 33,

entonces Z(t) — —oo y EL(t) — x > 0 cuando t — co.

Demostracion. Sea X =1—[Q]?y 6 =46(Q) = s*\/gf |Q]. De la proposicién tenemos

2o sk b_f Cor) 4 1 3
§ <2+ 3 +<3\/€ c 3S*>5+45>+6\/6 (Q)|Q| Sf(Q)7

por lo que
a s’c bs 2s2¢ s bs
* > X2 “° * * * X 3 *
r@zx (55 (B - 50 x4 ) 4 s
a bs. 252 _ st _
Hacemos A = 2 =2 2L O0=2%0 (X) =
A+ BX + CX?. Notemos que ¢ alcanza su minimo en
B b 4
R, S, SR B S—
2C 3s.c 3V1+24t 4+ 3
Definimos p; = m[m | »(X). Si t es suficientemente grande, tenemos
Xelo,1
B b 4

—— =2 =2 — > 1,
2C 3s.C 3V1+24t+ 3
y en consecuencia,

36t + 1+ 24t 4+ 1
a

m=p(1)=A+B+C= o=

de donde “17@ = O(1). Ahora, considerando

0()_5*1)_&1—}—\/1—}—2415
18 T2 ’

se tiene

FQ) = X2p(X) + oB@Q)IQP > (1 - Q) + oBQ)IQF , v que o = O 3).

Demostremos la cota superior. Tenemos de la proposicién [§]

a s b 2 c
f(Q)§52 <2+ 3 +<3\/60\/;5*>5+452> 3[ (Q )‘Q|3

lo que equivale a

£7(Q) < X?6(X) + B@IQPE:

Definiendo po = méxxco,1) (X), se obtiene la desigualdad.
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Proposicién 11. Eriste una funcién v, € H'(Q, Sy) tal que ve = g en OQ y cumple

E(ve) < ky|In(e)| + % In(o) + L,

con L una constante, y o definido como en el lema[} En particular, si ue es un minimi-

zador de la energia[3.1], entonces
k.
E(ue) < ki ln(e) + 5 In(o) + L.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad asumamos que 0 € 2. En caso contrario, basta
hacer una traslacién.
Sea R > 0 tal que B(0,R) C Q, y r: (0, R) — R dada por

o1/2

— si0<p<o /2
0 sio"2e<p<R

1—

r(p) =
Para 0 < 0 < 27, definamos

)= s (2) s (2) ] )= [ (2) cos (2.

Sea v, : D = B(0, R) — Sy definida como

VO @ n0) = 11 +r(p) (m(®) ©m(©O) — 11)] si0<p<R

ve(p0) =9 5 A B .
limy 0 ve(a,0) = —/5(p®@p— 31), con p=[0,0,1]" ,sip=0

Como vc|gp — N es una curva cerrada no hométopicamente trivial, usando el corolario
podemos extender v, a 2 de forma que v o =g, y ve(z) EN siz € Q\ D.

Por su parte, tenemos que

/\VUE|2=/ |V1}€|2—|—/ |Voe|2.
Q Q\D D

Dado que fQ\ D |Voe|? es una constante que depende tinicamente de €2 y D, se obtiene

/|w€|2=L+/ Vo 2.
Q D
Ove

Asi, requerimos estimar el término [, [Vo|?. Como [Vo | = | or

/D Vo2 :w/ol <p 2)

| ’ (pr%p)? +2a- r(p>>2dp)

/01/26 01/2+ 3 (02 dp + /R 5 S e+ Srin
=7 —t— | — s — = —7|lne| + -mlno.
0 P € 4p € P o—1/2c4p 4 8

2, tenemos

2 1 | Ove
+;T2| 06

2
O,

dp

v,

r
2| 00

p
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Por tltimo, hay que estimar el término % [, f*(v¢). Por un lado, como vc(z) € N si

z € 2\ D, se obtiene % fQ\D f*(ve(x)) = 0. Por otro lado, usando la desigualdad del

1 [ . 1

B) < k@] + 2 no) + L.

lema[9] se tiene

Se concluye

O

Lema 10. Sea Q = u. un minimizador de la energia[3.1 Supongamos que es uniazial

para todo punto en ). Entonces existe ¢ > 0 tal que
k.
E (Q) > ki|lne| + ?lnul —c,
donde py estd dada por el lema[9

Demostracion. Sean

QU ={ze:|Q) >t}

wy ={z € Q: Q)] <t}

,Vt - 8wt7

_ QY
O‘(”‘/m Vial| -
n(t) = [ |VIQ|ldH.

Tt
Por continuidad de Q y el lema|§], el conjunto w; # () para ¢ € [0,1).

Como V@Q = 0 en el conjunto {Q = 0}, aplicando el teorema de convergencia mondto-

/ vQP = / VQP = lim / VP,
Q Qo t—0+ Q,

Pero si |[VQ| # 0, tenemos
)
V(<
(lQ

) Q
2: 1 2 2
[ var = i [ (IVIQII +10P|v (&)

2)
Aplicando la férmula de la codrea (proposicion [3)) a E.(Q),

E.(Q) = ;/01 (/7 <|V|Q| + ;{v('g)”) dH' — 2t20/(t)> dt.

na

2

VQP = [VIQIP +|Q?

Asi pues,
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Usando la desigualdad y que 3(Q) = 0, tenemos

Q) = m (- QN3

por lo que

2]”(@) 1 2M1(1_t)2 1 1
/% e >/ & want (34)

Por la desigualdad de Cauchy Schwarz,

|V|QH1/2 1 (/ 1)1/2 1 1 1z
H :/ dH' = [ ==X _dH' < V|Q||dH / dH ,
0=, VI Vil N\~

por lo que

H(’Yt)2 1 1
——dH".
() </% el

Usando 34y obtenemos

2f*(Q) 2u1 (1 — ) H(y)?
/% vl T e Ty

Por otro lado, si z,y € 7 son tales que |z — y| = diam(;), entonces se tiene que

wy C B(%ﬂ,@), y en consecuencia, diam(vy;) > 2rad(w;). Como H!(y;) >

2diam(7;), se obtiene H!(y;)? > 16rad(w;)?. Asi,

E@=-3 [ 1 / | ((IVIQII " j@%) an - 2t2a’<t>> at

> ;/01 (n(t) 1 32mld ;;);;ad(wt)2> dt — /Otha’(t)dt

! 4\/5 1/2 ! 2 7
2/0 (U“ (1—t)rad(wt)> dt—/o 2o (t)dt

Sea 1 > z > 0, por integracién por partes, se sigue

—/1 t2a/ (t)dt = —a(1) + a(2)2? +2/1ta(t)dt > 2/1 ta(t)dt.

Pues, a(z) >0y Q1 = 0.
Considerando que «a(t) > 0y &'(t) < 0. Por el teorema de convergencia mondtona,

podemos tomar limite cuando z — 07 en la desigualdad anterior. Obtenemos

1 1
—/ t2a/ (t)dt > 2/ ta(t)dt.
0 0

Usando [ [4], teorema 1] (considerando k. en lugar del grado), tenemos

a(t) > k. In (mdl(wt)) e
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De donde

EE<Q>>/1M

1
12 (1 = tyrad(w,)dt — / 2tk, In(rad(w;))dt — C.
0 € 0

La funcién g : (0,00) — R dada por

g(r) = 4—\6/5/&/2(1 —t)r — t2k, In(r)

7o o ekt
alcanza su minimo en r = Sy (1= POT lo que

/01 ? (Mi/2(1 _ t)rad(m)) dt — /01 t2k, In(rad(w;))dt — C

1 ekt
> /0 <2k*t — 2k, tIn (WM)) dt —C

e /01 (tln(e) 5 (ul t1112ﬁ’z’ft)>) dt —C

Como ‘fol tIn (2\/5(*115_1:)) dt‘ < o0, se concluye

ks
E(Q) > ki lne| + ?lnul —c

O

ac

Teorema 2. Emisten to > 0 y €9 > 0 tales que, si 35 > to y € < €g, los minimizadores

del problema[3.]] tienen puntos de biazialidad y nunca alcanzan el estado isotrdpico.

Demostracion. Sea u. un minimizador de y supongamos que es siempre uniaxial.
Luego, por el lema 8] existe 2o € Q tal que |uc(zg)| = 0.

En virtud del lema [9] existe ¢y tal que para todo ¢ > ¢,

M1

kon M s komZ 4L
a a

por lo que
kilne+kilnp(t) —c¢ > kilno + kilna+ L+ k. Ine.

Considerando los lemas [10] y

E(u.) = Ew)>kilne+kilnp(t) —c>kilna+ L+ kilne > E(ve),

in
u€HL(Q,S0)

lo que contradice que u, es minimo.

Nota 7. Por el lema[], el teorema[g se cumple para los minimos de[2.1].



Capitulo 4

Propiedades de los minimos

cuando € — 0

En este capitulo nos interesa estudiar el comportamiento de los minimos u. cuando

¢ — 0. Partiremos mencionando un lema clasico.

Lema 11 (Identidad de Pohozaev). Sea G C 2, con G abierto y conezo, y consideremos
xg € G. Sean v la normal exterior unitaria a OG y T el vector tangente unitario a 0G, de
manera que (v, T) tiene orientacion positiva respecto a la base euclideana usual. Entonces,

todo minimizador u. de la energia de Landau de Gennes satisface

1 1 o>,
g/c;f(ué)—l—i/aG(:r—xo).u ” dH

1 Ou, 2 Ou. Oue f(ue) 1
:/aG{Q(x—xo).V B —(x —xo).T % - or + (z —xp).v 2 dH
Demostracion. La demostracién es una adaptacién de [7, Teorema III.2]. O

Proposicién 12. Para b € Q y R > 0 tales que Bgr(b) C Q, existe una funcidn v, €

H} (9, 50) que cumple con:
* Uc|aBr(v) = 90, donde go es una geodésica cerrada y no contractible en N
v B (ve) < ki|lnel+C, donde C > 0 depende de Q , R y b.

Demostracién. Asumamos b = 0. Definamos P(0) = s, (n(f) @ n(#) — £1), con

n(0) = [cos (4),sin (%) ,O}t. Consideremos v.(R,0) = P(#). Como v (R, ) es no con-
tractible, por el lema [1] existe una funcién suave v : Q\ B(0, R) — N tal que v = v, en
OB(0,R) y v =g en 9. Sea v. = v en Q \ B(0, R). Nos interesa extender v, a B(0, R),

lo cual se logrard como sigue

28
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elrP@) si0<r<e

P(9) sie<r <R

ve(r,0) =

Un célculo directo permite ver que v, cumple con lo que dice la proposicién.

O

Nota 8. Se desprende de la proposicion anterior que si ue es minimo del funcional de

Landau de Gennes, entonces

Ec(ue) < ki|lne| + C.

4.1. Localizacion de singularidades

El objetivo es probar que cuando € — 0, u, estd cerca de la variedad N salvo en
una unién finita de bolas. Los centros de estas bolas serdn los candidatos a defectos
topoldgicos.

Definamos

1
ee(ue) = i‘vu‘z + 2

Proposicién 13. Sea § > 0 de la proposicion[d Eziste C > 0 de modo que para todo

que cumple dist(u(x),N') < 8, se satisface
— Aec(uc(z)) < Cee(ue(x))2. (4.1)
Demostracion. Se tiene
— A|Vu|? = =V(Au).Vu, — |Vu|?. (4.2)

Como u,. es minimo del funcional de Landau de Gennes, satisface la ecuacion [2.17] por

lo que
D — A(D I D
- v = -y I ZBPURID g, g2 <~ 2L g0, - (9
(4.3)
Por otro lado
J(ue 1 1
-A (62 ) — 3 V(D f(ue)-Vue = 5 Df(ue)-Aue, (4.4)

usando que u, satisface la ecuacién [2.17]

yNICO _elzvue (D?f(ue) Vue) - €l4|p Fud? + G%Df(ue)A(Df(ue))l (4.5)

= LV (D () V) — Do)
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Juntando las ecuaciones [£.3] y se obtiene
2 2
— Aec(ue) = —5 Ve (D f(ue).Vue) — |[VZuc|* — 3?|Df(u€)|2. (4.6)

Ahora, se trabajara el término —E%Vue : (sz(ue).VuE). Esto se hard utilizando el hecho

que D?f es localmente Lipschitz , el lema |5 y que la proyeccién Q(u.) € N estd bien
definida. Obtenemos

— %vue : (D?f(ue).Vue) = —G%Vue : (D?f(ue).Vue) + G%Vue (D f(Q(ue)).Vue)

- gwe (D2 F(Q(ue))-Viue)
< 7632%% (D2 F(Q(u0)). V) + 632|D2f(c2(u5)) — D? f(ue)||Vue|*
< —gwe (D f(Q(ue))-Vue) + 27?\@@6) — e[Vl

= 2V (D2 (QUu) V) + 2o dist (e, )| V.

Pero, como f se minimiza en la variedad A, la matriz D? f es semidefinida positiva sobre

N, por lo que
Vue : (D?f(Q(uc)).Vue) > 0,

y por lo tanto,

2 2C .
—G—QVUE : (D2 f(ue).Vu,) < G—Zdlst(ue,N)\VuEF.

Usando la desigualdad A? + B? > 2AB, se obtiene

mZdist(u,, V)2 4C?

20 . )
— dist(ue, N)[Vue|” < S T

4
[Vue|*,
y por la ecuacion [4.6] se concluye

2 2

— Aec(ue) = —6—2Vu6 (D2 f(ue).Vue) — [Vu|* — 3?|Df(u€)|2

m3dist(u., N)?  4C? 2
< % + —5 [Vue* = [V2uc? = —|Df(ud)|?. (4.7

€ mo €

Por —|V2u|* = 3% |Df(u)> <0y el lema se sigue

— Aec(ue) < Ceelue)?. (4.8)
[

Proposicion 14. Ezisten constantes pg y Ao tales que, para l > Age y todo xy € €, se

cumple la propiedad

/ f(ue) < poe? = dist(uc(x), V) < 8 para todo x € QN B(xo,1).
QNB(xzo,21)
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Demostracion. Supongamos que para algin punto y € B(zg,1) N se cumple
dist(uc(y),N) > 4.

Sean h = min{f(a) : a € Sp,dist(a,N') > 4,]a| <1}, y C > 0 como en la proposicién [L0]

. ) _7'(' , TTL(](SQ
Ao = 20" Lo = 2mm{h78 .

Probemos que se cumple B(y, Age) C QN B(xo, 2l). Supongamos que dist(y, Q) < Age.

Definamos

Dado que para todo z € 9 se satisface uc.(z) € N,
: C
dist(ue(y), N) < [ue(y) —ue(z)| < [[Vullcly — 2| < —[y — 2.

Tomando infimo sobre z € 0f2, se concluye

C)\oe_i
e 2

dist(ue(y), V) < %dist(y,@Q) <

lo que contradice la eleccién de y, y entonces B(y, Aoe) C QN B(xg, 21).

Sea x € B(y, Ao€). Se tiene que
dist(ue(x), N) > dist(uc(y), N) — [ue(x) — ue(y)|.

Utilizando la proposicién [I0}

dist(uc(y), N) — [uc(x) — uc(y)| > dist(uc(y), N) — %)\06 >0 — g,

Y por lo tanto,

)
dist(ue(x),N) > 2 Vx € B(y, Aoe).
En consecuencia,
1 1 52
1 fwdz g [ )z mfn{fo, mo} > 20
€ JB(z0,21)nQ € JB(y,\oe) 8
Lo que finaliza la prueba. O

En adelante, fijemos 0 < a < %.

Lema 12. Sean 29 € Q y 0 < € < 1. Exziste r € (€2%,€®) tal que

2
/ (|VU€| + f(ge)) dH! < 2Me,
OB (z0,r)NO 2 € ar

donde M, = |Ine| " E,(u., B(xg,€*) N Q)

Demostracion. Si para todo r € (€29, €%) se cumpliera que

€ 2 € 2M.
9B (xzo,r)NO 2 € ar
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al integrar respecto a r entre (2%, ¢%), se tendria

< V|2 . oM, "1
/ / (' ue® | S )> dH dr > Zdr = 2M,|Ine| = 2B, (uc, B(zg, €)N).
e2e JOB(z,r)N

2 €2 « 20 T

Pero

€

€~ 2
E.(ue, B(zo, ) N Q) > / / ('v“" + Jc(zé)) dH dr,
2> JOB(xo,r)NQ 2

y por lo tanto,

E.(ue, B(xo, €*) N Q) > 2E,(ue, B(xg,€%) NN,
lo que es una contradiccion. O

Lema 13. Sea xy € Q. Existen ¢g > 0 y Cy, > 0 tales que para todo € < €y se cumple

B(zg,e)nQ €

Demostracion. Por el lema [12] existe r € (€22, €®) tal que

2
[ (e s g 20
OB(zo,r)NQ 2 € ar

2M,  2E(ue, B(wg,€*) N Q) < 2F (ue, ) < 2(ks|Inel+C) 2k, 2C

ar ar|lne| ~ ar|lne — ar|lne| ar  ar|lne|’

Pero, por la nota 8]

Como
20

fm =
e—0+ a|In¢|

)

existe €y tal que todo € < ¢g cumple

2C 2k,
ar|lne] = ar’
Se concluye
2
Ak,
/ (W N f(“2)> ant < e (4.9)
OB(z0,r)N 2 € ar

Distinguimos dos casos posibles:

» (i) Si B(zg,r) C Q.
Aplicando la identidad de Pohozaev (lema , considerando G = B(xq, 1),

_ |Vue| - flue) 1
/8B(x0,r) (x — x0).v {2 + a2 dH

= / (V’U,E(l’ - $0))(VUE.I/>d’H1 +/ f(ue)
OB(xo,r)

2
B(zo,m) €
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Como v en un punto x € dB(zg,r) estd dada por v = ﬁ, se tiene

/ (Vtte.(x — 20))(Vue.v)dH' > 0,
9B (z0,r)

/ T{|vu€|+f(1;6)}d7{12/ f(lée)7
OB(zo,r) 2 € B(zo,r) €

y por lo tanto,

2
/ f(ue) < 1"/ V| + f(ZE)d,Hl < &
B(wzo,r) dB(zo,r) € «

de donde

€2 2
Lo anterior concluye el lema en este caso.
= (ii) Si B(zg,r) no estd contenida en €.

Definamos I' = B(zg, r) N 0S). Usando la identidad de Pohozaev sobre B(xg,r) N

y un punto z1 € B(xo,r) N§, deducimos

1 / 1 O 2 1
el flue) + 7/ x—x1) U dH
€ B(zo,m)NQ ) 2 6(B(CEOW)WQ)( 1) ov
1 Ou, 2 Oue  Oue f(ue) 1
- /a<B<zo,rm) {2(x B b= B GtV ikl = -

donde hemos considerado que (v,7) tiene orientacién positiva respecto a la base

usual euclideana.

Como I(B(xg,m) N Q) = (0B(zo,r) N Q) UT, tenemos

1 1
—2/ f(u€)+f/ (x—x1).v
€ JB(zo,r)NQ 2 OB (z0,r)N

1 Oue
= —(z—x1) V|
OB (z0,r)NO 2

or
2
/F{;(Jc—an)-v Oue - (33—551)~7'8u6 : Oue +(37—331>-VM}CZH1~

or ov Ot €2
Ahora, como f|gg = 0, se tiene que fr(x - xl).u%d”ﬂl = 0, y entonces

2 2

Ouc i

ov

1 Oue

dH1+§\/F(I7I1).V aV

2
Oue  Ouc flue) 1
—(x—a1).7 % - or —|—(ac—x1).1/762 }d’H +

1 1 ue|®
7 a0 3 0w |
_ 1 duc [* du. du, Fud)\ a
_/aB(wo,r)ﬂQ (2(x—x1).1/ o —(z—x1).T % - or +(x—x1)v = dH
1 Oue 2 1 1 Ou, 2 Oue  Oue
/(r)]g(mr)ﬁQ (2(x:c1).1/ ey >d7—t +/F ({2(xx1).1/ 9| (x —x).7 5 - or
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Por la ecuacién existe A > 0 que depende de a y €2, tal que

1 ou, | ou, Ou Flue)

_ _ . € _ _ ] € . € _ . Jlue) d 1_
/83($0,T)OQ (2($ xl) v or (Z‘ 1‘1) T v or + (x 1‘1) v 2 H

1 Ue 2 )
(@ —m2)w dH* < A,
9B (x0,r)NQ 2
y por tanto,

1 1 ou. |?
22 f Ue) + */ r—x1).V ¢ d’;’-[l
€2 B(zo,r)N ( ) 2 F( 1) v

or

§A+/F{;(xx1).u

Notemos que

Oue  Oue
—/F(:c—asl).Ta—l:j au dH* < /\m—xl)ﬂ

/|x—x1 T|<

aue Oue

or
8u€

dH*

8u6
or

2
) dH?,

por lo cual

1 / 1 ou. |?
1 Flud) + f/(x—xl).u
€2 B(zo,r)N 2 r

ov

dH?

2
<A—|—/{1(x—x1).1/ Jue }d?-ll /| T — 1T T| Ue dH'+
rl2 or
2
1/|(x71’1).7’| e\ gy
2)r
Vemos que existe B > 0, dependiente de €2, tal que
1 Oue 2 1 Oue 2
/F{2(zx1)1/ 5, }d%1+2A|(xz1).T| dH' =
1 2
/ —(x —x1)v 99 dH' + /| x —x1).7| g dH' < B,
T 2 8’7—
lo que implica
1 1 O, |?
= )+ = — 7). <l dHt
o g [ |G| o
1 aue 2 1
< - — . .
7A+B—|—4/F|(x x1).7| 5 dH

Sea 7(x1) la proyeccién de x; sobre 9). Elijjamos € > 0 y z1, de manera que para
todo z € I se cumpla

%|(x—x1)-7'| <(x—m)- v



CAPITULO 4. PROPIEDADES DE LOS MINIMOS CUANDO ¢ — 0 35

Con esta eleccidn, se sigue que

)
- f(ue) < Ca.
€ B(zg,r)NQ ( )

O

Proposicion 15. Existen constantes ng y €9 > 0 tales que, si xg € Q y € < €9 cumplen
la propiedad
/ |Vue|? < ng|lne| + C, (4.10)
B(zg,e®)NQ

entonces, para todo © € B(xg,€*), se satisface dist(u.(x),N) < 4.

Demostracion. Sean ny y €9 > 0, por determinar, que satisfacen [£.10] Por lema[I2] existe

r € (2, €%) tal que

2
/ Vel | J(u) o 2
dB(zo,r)NQ 2 € ar

Por y lema

E(ue, Bz, )N Q) = /

B(zg,r)NQ

(et | St

5 3 )gna|lne|+0+20a.
€

Las afirmaciones anteriores permiten deducir que

2 ~1
/ <|Vu5| N f(u€)> M < 2M. < N + (C +2C,)|In¢€] .
OB (z,r)N2

2 €2 ar ar

Sea €y > 0 tal que para todo € < g se cumple (C + 2C,)|Ine|~! < 7n,. Entonces,

2
/ (w + f(1265)> dH! < % (4.11)
OB(zo,r)N2 2 € ar

8Ny
ar ’

Haciendo la misma demostracién que en el lema sustituyendo el término % por

obtenemos

1
7/ flue) <022 4 Ceg.
B(zo,r)NQ &

€2

Consideremos n, y €y tales que
(C+2C,)|Ine|™! < Tng,
n
C—= + Ce§ < po,
«
Y 2a
o€o < €

donde ug y Ao son las constantes de la proposicién La conclusién sigue de la propo-
sicién [[4l
O
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Proposicién 16. Sea B(xg,r) C Q. Para x € B = B(0,1) definamos ve(x) = ue(rz +
xg). Si e y € son como la proposicidn y se cumple

/ ee(Ve) < Ny (4.12)
OB

entonces eziste Co, > 0 tal que

/ ec(ve) < NaCa (4.13)
B
Demostracion. Ver [A T4 O

Proposicién 17. Sea v, como en la proposicion , Supongamos que e.(ve) satisface la

desz’gualdad para cada x € B = B(0,1). Entonces existe 3 > 0 tal que si

| e <.

se tiene

sup @mw»s/@m>

z€B(0,1) B
Demostracion. El resultado es una adaptacién de [ [5], Teorema 2.2]. Si bien este dltimo

estd hecho para funciones arménicas, puede omitirse dicha hipdtesis si consideramos que

se satisface la desigualdad [.1] O

Proposicién 18. FExisten constantes positivas Cy y ng, tales que, si xg € Q satisface

/ |Vue? < ng|lne| + C,
B(zg,e*)NQ

entonces

€4a €e (ue) (IO) S Ca

Demostracién. Asumamos primero que B(xg,€*®) C . Por la proposicién tenemos
que para todo = € B(xg, €*) se cumple dist(u.(x), ) < §, por lo cual la proposicién
es valida.

Por lema [12] podemos encontrar r € (e2¥, €*) tal que

2
/ [Vue[® + f(ue) Mt < Ana. (4.14)
OB(z0,r)N2 2 62

ar

Notemos que se satisface
Ee/r(ve/m B(Oa 1)) = E(u€7 B((E07 7"))7

es decir, v/, es minimo del funcional de energia E.,,.(w, B(0,1)) sujeto a la condicién

w[oB(0,1) = Ue|oB(xo,r)- Por otro lado, se transforma en

/ ee(ve/r)dHl <
9B(0,1)

4ng,
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Usando las proposiciones |16] y concluimos que si 7, es suficientemente chico, se tiene

e, (ue)(@0) = eojr (veys)(0) < / ee/r(ve)r) < Catla
B(0,1)

Ahora, si B(zg, e**)NQ # 0, el lema sigue valiendo, y el lema puede ser modificado

como en [ [6], Teorema 2.6]. O

Teorema 3. Sea & > 0 que satisface la proposicion [3 FExiste €y tal que, para todo

0 < € < €g, hay un conjunto finito X, que posee las siguientes propiedadades:
= Tiene cardinalidad acotada e independiente de e.
» dist(uc(x),NV) <6, si dist(Xe,x) > Age, donde A es la constante del lema[1])
w e (u) < Oy, sidist(x, X) > €.

Demostracion. Por el teorema de cubrimiento de Vitalli [ [2], Teorema 1.5.1], podemos

encontrar un conjunto finito {y;};csr que satisface

Qc By, 3¢*7?),
i€l
B(yi7€a/2) N B(yj7 6(1/2) = @ si i 7é j (415)

Sea J. el conjunto de indices i € I que cumple

/ Vo2 > na(Ine| + 1),
B(y;,3€*)

donde 7, es la constante del lema De esta manera, se tiene

Dol el + 1)Card(J) < 3 /B IV 2. (4.16)

jed. ” Bi,3e®)
La condicién implica que el nimero de bolas de la forma B(y;,3¢%*) que contienen

a z fijo, es acotada e independiente de € y x . Luego, aplicando la nota 8] tenemos que

hay una constante M > 0 que satisface

> / [Vue|> < M(|Ine| +1). (4.17)
jeg. ’ Byi3e)

Por lo tanto, por y tenemos que Card(J.) es acotada e independiente de €. Por

definicién del conjunto J. y la proposicion tenemos que si i € T\ J, entonces

dist(ue(x), V') < 3 , ¥x € B(ys, 3¢%), (4.18)

e (ue) < Cy , Vo € B(yi, e®). (4.19)
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Sea 1 € J., y sean A\g y g de la proposicién Usando nuevamente el teorema de
cubrimiento de Vitalli, podemos encontrar una cantidad finita de puntos {z}, }mea., C
B(y;, 3¢%) tales que

B(y;,3¢*) € | Blal,,3Xoe)

meEAc;

B(zh,,€ho) N B(a,, eXo) = 0 si i # j.

Definamos L. ; como el conjunto de indices m € A, ; tales que

1
j/ f(ue) > po.
€ JB(zi,,3\0¢€)

Por el lema sabemos que el término %2 fB(xin,BAoe) f(ue) es acotado, y procediendo
de manera andloga a la prueba de que el conjunto J, es acotado e independiente de ¢, se
demuestra que Card(Le ;) es finita e independiente de e.

Finalmente, por la proposiciéon se tiene que si m ¢ L., entonces para todo = €
B(z!,, 3)\€) se cumple dist(u.(x),N) < 6.

Por lo anterior y la eleccién de las bolas, se concluye el teorema.

O

Para cada ¢ > 0 digamos que X, = {zf,5,5,...,7}_}. Sea ¢, — 0. Como existe
una constante M > 0 independiente de € tal que card (X.) < M, podemos extraer una
subsucesién (redefinida como €,) tal que k., = N. Denotemos por ai,as,as, aq, ..., a

los distintos limites de z{", con ¢ € {1,2,3,..., N}. Nuestro objetivo es demostrar que

i
{a;}l_; C Q. Para esto, se trabajard en un dominio Q; que contiene a €. Ademsds,
definiremos una funcién suave g : Qr, \ Q@ — N tal que g = g en 9. De esta manera, se
puede extender cualquier funcién v € H gl(Q,N ) a una funcién v : Qf — N definiendo

@ZEQHQL\Q.

4.2. Comportamiento de las singularidades

La seccién [4.1] nos mostré la existencia de una cantidad finita de puntos en €2 donde
lejos de estos puntos la energifa es finita, y u. se encuentra cerca de la variedad N. Ahora,
nos interesa estudiar qué sucede con la energia y con los minimizadores cerca de estos
puntos cuando € — 0. Para comenzar se fijardn algunas notaciones.

Sea r > 0 tal que r < dist(9Q,00) y r < 2 min;»; |a; — a;|, donde {a1,as, ..., a;}
son los puntos construidos anteriormente. Con esta eleccién, se cumple que la coleccién

de bolas {B(a;,7)}._; son disjuntas y estdn contenidas en Q..
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Para i € {1,2,...,1} definamos A; como el conjunto de indices j € {1,2,...,N'}
tal que .I; — a4, por lo que para n suficientemente grande se cumple la propiedad
B(z§", Ao€n) C B(ai,r) siy sélosi j € A;.

Definamos Q;,, = B(a;,7) \ Ujea, B(zj", Ao€n). Por construccién de los puntos

{a;}!_,, tenemos que si @ € Q;,, entonces dist(ue(x), N') < d, y asf las funciones

Ve,, = Q(ue")v
7., = dist(ue,,N),

estan bien definidas sobre §; .

Sea 1; 5, la clase de homotopia libre de ve, restringida a 3B(J;;”,)\oen), y sea

ki = {0 (0) iy € T mjn}

JEA;
La continuidad de v, y el lema [I] implican que
N
ko <> kim, ¥ €N (4.20)
i=1

Notemos que si k; , = 0, argumentando de manera andloga a la proposicién [16{ podemos
mostrar que la energia F.(u., B(a;,r)) no tiende a infinito si ¢ — 0, por lo que el punto
a; no es singularidad.

En adelante se asumird que k; , > 0.

Lema 14. Sean s < p, yv: B, \ B; = N una funcién en H'(B, \ Bs,N') definida en

el anillo. Si v|gp, es no contractible, entonces

1 A(n)?
2 JB,\B. 8

donde n es la clase de homotopia libre de v|gp, .

Demostracion. Supongamos que v es diferenciable. Haciendo el célculo en coordenadas

1 SR o 2 Lo
5 Vol = 5 plup[? + =[vg[2dpdo
B,\Bs s Jo P

1 [ (%1 1 [r1 m
> f/ / —|vg|*dpdf > f/ fdp/ lvg|*d6
2 s 0 P 2 s P 0
27
pl 2
=In-— db
n52/0 |v9|

Pero, debido a que 27 fo% |vg|?dO > A(n)?, se tiene

1 A(n)?
,/ \VU|2 > ﬂlnﬁ'
By\Bs

polares,

2 47 s

El caso v € H' (B, \ B, N) puede ser obtenido mediante densidad. O
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Lema 15. FEuxiste una constante C' > 0 que no depende de n ni de r, tal que para toda

funcién v € H (2, N) se cumple

1
f/ |Vv|22kin<lnr—0>
2 Qi,n ’ €n

Demostracion. Considerando el lema la demostracion del lema es equivalente a

[ [4], Proposicién de pagina 385]. O

Nos interesa extender el lema anterior a funciones que no tomen necesariamente va-
lores en AV en €, ,,, pero que s estén suficientemente cerca de N, como es el caso de u.,, .

Para esto, se necesitara el siguiente lema.

Lema 16. FExziste una constante C, > 0 tal que

/ Wen,\VvEnF < C,.
Qin
Demostracion. Ver [A 15l O

Lema 17. Eziste una constante C > 0, independiente de n y de r, y un nimero N, tal

que, para todo n > N, y para todo i, tenemos que
1 9 T
= [Vue, | > kin|{In——C) —C.
2 Qi,n €n
Demostracion. Por el lema[2], se obtiene
|vu€n‘2 >(1- Cﬂ-fn)|vven|27

usando el lema [16]

/ |Vu€n|2 > / (1- C’7r6n)|VvEn|2 = / |Vv6n|2 — C/ 7r6n|Vv6n|2.
Qi,n Q; Q; Q'i,n

i,m i,mn

Finalmente, utilizando los lemas [T y [I6] se sigue

/ Ve, |2 = C/ Ten
Qi,n Qi,n

Ve,

n

2 > ki,n (lnr —C> _C*~
O

Proposicién 19. Eziste C > 0, independiente de n y de r, y un nimero N(r) tal que

para todo n > N(r) se satisface

1
7/ |V, |? < ki Inr| + C.
2 Ja\U_, B(ai.r)

Demostracion. Es una consecuencia de la nota[§], lema [15] y [:20] O
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La proposicién [19| nos permite dar caracteristicas de u,, fuera de las singularidades.
Sea K C Qr \ {a;}!_, un compacto, y sea rx > 0 tal que K C Qf, '\ Uézl Bla;, k).
Con la ayuda de la proposiciéon obtenemos que existe Ng tal que para todo n > Nk

se cumple

1

1
7/ Ve, [2 < 7/ Ve, |2 < k| Inrg| + C < Ck. (4.21)
2 /K 2 Ja\U_, Blairx)

Por otra parte, por el lema |5 tenemos

/K dist(ue, (x),N)? < C /K f(uc,).

Pero, como K estd suficientemente alejado de los puntos {a;}!_,, se tiene que por cons-

truccién
/ flue,) < po,xep,
K

de donde se obtiene la existencia de C'x > 0 tal que
/ dist(u,, ,N)? < Ckez. (4.22)
K

Por podemos usar el teorema de Banach Alaoglu y un proceso de diagonalizacién, para
extraer una subsucesion €,, tal que uc, — ug débilmente en HE (Qp\ {a1,a2,.....a;}).
Ademas, usando el teorema de Rellich-Kondrachov, tenemos que la convergencia es fuerte
en L2(Qp \ {a1,az, ....,a;}), por lo que existe una subsucesién, que renombraremos como
€n, tal que ue, — up en casi todas partes.

Finalmente, usando el lema de Fatou, la continuidad de la funcién distancia, y [£.22]
se obtiene

/ dist(ug, V)? = / lim inf dist(u,, , N)? < h’minf/ dist(u,,N)? = 0.
K K

K n—oo n—oo

Esto tltimo dice que dist(ug(x),N') = 0 para casi todo Qp \ {a1,as,....,a;}, es decir,

up(z) € N para casi todo Qp \ {a1,as,....,a;}. Lo anterior se resume en la siguiente
proposicién.

Proposicion 20. Eziste una sucesion €, — 0 y ug € Hlloc(QL \ {a1, a9, ....,a;}) tal que
Ue, — U en casi todas partes y débilmente en HL (Qp \ {a1,az,.....a;}). Mds aiin, se

cumple que ug toma valores en N casi sequramente.

La proposicién anterior nos permitira excluir la posibilidad de que los puntos {a;}!_,

se encuentren en 0f).

Proposicién 21. Para todo i € {1,....,1}, el punto a; estd en Q) .



CAPITULO 4. PROPIEDADES DE LOS MINIMOS CUANDO ¢ — 0 42

Demostracion. Supongamos que algun a; € 012, el cual en adelante llamaremos a. Ha-
ciendo el mismo cdlculo que en el lema [T5] obtenemos

A(n)?

2T

1

2 /QﬁB(a,r)\B(a,e)

V|2 > (1+Ar)ln£,

donde A, es tal que A, — 0 si r — 0. Siguiendo el mismo procedimiento que [ [4],

Teorema 1]], se tiene

N
1
7/ |Vu0\2 > E aikin | 1+ A)Inr —C, (4.23)
2 Ja\ul_, Bai,r) pt

donde a; = 1sia; ¢ 00, y a; = 2 si a; € ON. Ademds, la convergencia débil de u,, — ug
en H! (< \ {a1,..,a;}), junto con el hecho de que f > 0, implica que

1
7/ |Vauo|? < liminf B, (uc,,Q\ U, B(a;,7)).
2 Jo\ul_, B(ai,r) n—o0

Por la proposicién [19]
liminf B, (uc,,Q\ U_,B(a;,r)) < k.| Inr| + C,
n—oo

por lo tanto se obtiene

1
7/ |Vug|? < ky|Inr| + C. (4.24)
2 Q\U!_, B(a;i,r)
De y se sigue
N
kilnr|+C > (Z aikim> 1+ A)Inr-C. (4.25)
i=1

Dividiendo por |In7| y haciendo r — 0, se obtiene

N
Z aiki,n é k*
i=1
N

Pero de la nota |4, se concluye que Zil aikin < Zi:l ki n. Por lo tanto, o; = 1 para
ied{l,.,1}. O

Por la proposicién |7} se cumple que k;,, = k. o k; , = 0. Por lo que la igualdad
Z?L kin = k. implica que el conjunto {a;}!_; es un singleton, el cual serd llamado a.

Se probara el teorema principal de esta seccion, que es el siguiente.

Teorema 4. Eriste una sucesion €, — 0, un punto a € Q, y una funcion ug € C°(Q\

{a}) tales que:

» (i) ue, — ug fuertemente en H} (Q2\ {a}) y uniformemente en cada compacto

K c Q\ {a}.
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» (ii)Para toda bola B CC Q\ {a}, la funcidn uy es un minimizante drmonico, esto

es
1/ |Vu0|2m1'n{1/ |Vo|? :v e HY(B,N),v = u, enaB},
2B 2/B

y resuelve la ecuacion de mapeo arménico Aug(x) L Ty N, para todo z € Q\{a}.

Demostracion. Sea zgy R > 0 tal que B(xg, R) C Qp \ {a}. Como estamos lejos de {a},
la, proposicién [19] dice

/ e(ue,) < C.
B(zo,R)

Usando el lema de Fatou y el teorema de Fubini,

R R
/ lim inf / e(ue, )dH dp < liminf / / e(ue, )dHdp (4.26)
R/2 "7 JoB(wo,p) "o JR/2 JOB(z0,p)

= liminf F(u.,, B(xo, R) \ B(zo, R/2)) < C.

n—r oo

En consecuencia, existe p € (R/2, R) tal que

n—roo

lfm inf / e(ue, )dH* < C.
d(z0,p)

Luego, existe una subsucesién de €,, la cual en adelante llamaremos {€, } nen, de manera

tal

/ |Vu, |* < C.
6B(w0 7/))

Redefinamos R = p. Como H'(dB(xg, R)) CC C(0B(z0, R)), existe una subsucesién, en
adelante llamada e,, tal que u., — ug uniformemente en dB(zg, R). Dado que se estd
trabajando lejos de a, es posible realizar la misma construccién de la proposicién [I6] para
obtener una sucesién de mapeos arménicos wy, : B(zg, R) — N y una sucesién w,, tales

que:
- w€n|63(xU,R) = Q(Usn)bB(wo,R)'
» We, |0B(20,R) = Ue,|0B(x0,R)-
= E, (We,, B(x0,p)) < 5(1+ 0 (G)IVwe, 172 (52g.ry) T+ cEn-

Por la eleccién de €, {u., }nen es acotada uniformemente en H'(B(xo, R)), por lo que

{we, }nen también lo es. Usando [ [7], Teorema 5.3], existe {wEEnk} C {we, } tal que

We

— wo en H'(B(z0, R)).

ng

Redefinimos {we,} como {we, }. Dado que we,|oB(zo,r) = Q(te,)|0B(z,.r), tenemos

wo\aB(g;D,R) = UO|BB(350,R)~

El objetivo es mostrar que 3 fB(ZmR) [Vwol? = 4 fB(ID,R) |Vug|?, esto probarfa que ug es
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un mapeo arménico y concluiria la primera parte del teorema. Usando el hecho de que

Wp €S un mapeo armonico,

%Q(B(IO,R)) < limsup E, (e, , B(zo, R)) <

n—oo

1
lim sup 3 [| Ve,

n—oo

1
limsup E, (W, , B(zo, R)) < lim sup (2(1 +o(n™Y)|| V.,

n—oo n— oo

12(B(zo.m) T CE”)

1 1
_ 5/ Vwol? < 5/ Vo2
B(zo,R) B(zo,R)

Por otro lado, por proposicién 20}

1 1
— v 2<1, . ff V . 2 .
2/3(10,1%)' uol® < lminf 5{[Vue, 72500, m))

Sigue que

1 2 _ 1 2

5 |V’U)0| =35 ‘VU’O| 5

2 /B0, ) 2 JB(xo.R)
y que

1
lim sup E., (u., , B(zo, R)) = limsup §||Vu6n ||%2(B(10,R))' (4.27)
n—oo n—oo

Por dltimo, se mostrara que, a través de una subsucesion ¢, se tiene que ue, — ug

uniformemente en B(xg, R). Por

1
lim —2/ f(ue,) = 0. (4.28)
B(wo,R)

n—oo €7

Por la convergencia de {Vue, }nen ¥ para todo 8 > 0 existe d > 0 tal que

/ efn (ufn) S B'
B(zo,d)

Sea @ suficientemente chico tal que se pueda aplicar la proposicion Se infiere

sup e, (ue,)(z) < E, (ue,,B(z,d)) < C.

z€B(z0,%)

En particular, |Vu(y)| < C para todo y € B(xo,2). De esta manera, la sucesién
{ue, }nen es equicontinua, y por proposicién |§| es equiacotada, de donde la conclusién
sigue del teorema de Arzela Ascoli.

O

Queremos estudiar el comportamiento del pardmetro de biaxialidad cerca de la sin-

gularidad a. Se partird probando el siguiente lema.

Lema 18. Sea u. un minimizador de la energia . Si min |uc(x)] > 0, entonces

e
miix Au,(2)) = 1.
zEQ
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Demostracion. Supongamos que max, g |3(uc(x))| < 1. Por la nota @,para algin x en

Q se cumple que r(uc(z)) # 1. La conexidad de € implica que

w (@) © {Q € Solr(Q) < ;} 0 u.(S) {Q € Solr(Q) > ;} .
Como u(09) C {Q € So|r(Q) < 3}, se tiene que u(Q) C {Q € So|r(Q) < 3}.
Definamos K = {Q € Sp|\1 > A2 ,donde \; son los valores propios de Q}. Por la propo-
sicién 4 u.(Q) C K.
Para Q € K, sea n € S? un vector propio asociado al valor propio A1, y sea s(Q) # 0
el pardmetro asociado a la representacién dada en la proposicién @l Sea H : K — N
definida como X

H(Q) = si(n®n - 1),

al tener \; multiplicidad 1, H est4 bien definida y es continua. Finalmente, Hou(Q) C N/

es una extensién continua de g a todo €2, lo que es una contradiccion. O

Usando la continuidad del pardmetro de biaxialidad £, los teoremas y el lema

se concluye el siguiente teorema.

Teorema 5. Sean a y €, — 0 dados en el teorema[f Para cada r > 0 y todo x > 0

existe N > 0 tal que, para todo n > N se satisface

) 6 ) 6 .
Qi Blue, (@) <x y xeé?ﬁf)mﬁ(u . (@)

El siguiente teorema nos da una propiedad acerca de la funcién limite ug cerca de la

singularidad a.

Teorema 6. Sea a € Q2 como en el teorema . Para p > 0 tal que B(a,p) C Q se define
¢ 1 [0,27] = N como ¢,(0) = ug(a + a,(0)), donde a,(0) = (pcos(8), psin(h)). Existe

pn — 0 tal que {c,, }nen converge uniformemente a una geodésica co de N .

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que a = 0. Sea r > 0 tal que
B(0,r) C Q, y definamos L : (0,7) = R como
(fopio, [Vuosl” k)

L(p) = P ,

donde 7, denota al vector tangente unitario en cada = € dB(0, p). Como

1 27 )\ 2
/ Vg2 = 7/ I (60)[2d6 > (" _ k.,
8B(0,p) 2 /o am

L es positiva en (0,7). Sea 0 < ro < r. Por la proposicién a través de una sucesién

€, — 0,

/ Ve, |? < ko] Inro| + C.
B(0,r)\B(0,70)
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Usando el teorema [d] podemos pasar al limite cuando n — co. Obtenemos

/ |VUO|2 Sk*|ln7"()|+0.
B(0,r)\B(0,m0)

Escribiendo lo anterior en coordenadas polares,
T 2m 1
/ / |Vug.v|? + = |Vug.7|?d0dr < k,|Inrg| + C.
T0 0 p

Por lo tanto

"1
/ f/ |Vug.7|?dH dr < k.| Inrg| 4+ C, (4.29)
ro P 0B(0,p)

de donde, para todo 0 < rg < r se cumple

r r faB |Vug. 7, |2dH?! k.
/L@@Z/ Q0] — —dp
To T0 P P

P dp — k«|Inrg| + kyi|Inr| < C.

Por el teorema de convergencia mondtona, hacemos rg — 0. Se obtiene

_/T faB(mp) |Vug. 7, |2 dH?!
To

| ton<c.

Luego, existe una sucesién p, — 0 tal que p,L(p,) — 0, es decir

/ |Vug. 7|2 = K,
0B(0,p)

y por lo tanto, ¢, es una sucesién minimizante de la energia Por método estandar
del célculo de variaciones, existe ¢y un minimo del funcional tal que c,, — co
débilmente en H'((0,27),N). Finalmente, el teorema se concluye considerando que

H'((0,27),N)) cC C((0,27), N). O



Apéndice A

A.1. Demostraciones anexas

A.1.1. Demostracién lema [

Demostracion. Supongamos que se cumple Definamos
D = {z € Q,dist(99Q,x) > 4},

con § > 0 de manera que  y D sean homotdpicamente equivalente. Asumamos que D
es un disco con k hoyos, y que A7 es la frontera exterior de este. A su vez, supongamos
que existe un camino B, homeomorfo a un circulo que divide a D en dos regiones, D y

D5, de modo que
h

k
8D1:UAjUB,y8D2: U AJUB
Jj=1 j=h+1

Sea b: B — N tal que su clase de homotopia libre pertenece a H?Zl v N H?:thl Vi
Sea zyp € Dj, y sean aj,as,as,...,ap : [0,1] — D; caminos que unen z, con

Ay, Ag, Az, .., A, de manera que no se intersectan entre si. Definamos
a= (a1 * (a1 xa1)) * (@2 * (g * ag)) x ... x (ap, * (ap * ap)),

con a; — A; es una parametrizacién de A;. Como la clase de conjugacion de b pertenece

h . .
a H =17 existe un representante o que puede ser escrito

0 = (01 % (g1 x 01)) * (52 * (g5 * 02)) * ..o % (Th * (g * on));

donde ¢} € ~; y 0; es un camino que une vy € N con gi(1). Sea X(t) = o(a(t)). Final-
mente, por construccion existe una homotopia libre entre b y 3, lo que permite extender
91,92, 935 ----s Gh, b a una funcién v; : D; — N. Haciendo la misma construccién para

D5, obtenemos vy : Dy — N que extiende a gni1,9n12,-.-, gk, b. De donde, se obtiene

47



APENDICE A. 48

m : DN que extiende a cada dato de frontera. Para que m sea diferenciable basta hacer
argumentos de aproximacién clasicos.

Si existe la extensién m, sea h € {1,2,..,k}. Haciendo la misma construccién ante-
rior, m|p, induce una homotopia libre entre m|;po vy m|5, por lo que mp € H?:l V-

Anélogamente, se prueba que mp € H?:h 417> de donde se concluye.

O

A.1.2. Demostracién proposicién

Demostracion. La demostracién tiene dos partes:

a s’ b 2
y<2+3+<&@ch >5+ 5>+6¢()@P (@)

De la desigualdad /1 —t <1 — %, véalida para ¢ € [0, 1]. Se obtiene

[1-8 _ QP B
tng |Q|3 = \/6 (1 2) .

Por lo que
(@) = *gter - gtrQ?’ + g(mf)2 = —gter [|Q| (trQ )2
> -5 - TeioP (1- ) + e+

= Q- f|cz|3 + 2101 + b'@'?’; .

. .- 2 g
Por definicién de s,, tenemos que °;* = %\/gs* + a. Entonces

_a, 2 3P €4 b|Q|3ﬁ_
2““@ f'Q‘ 2+4|Q| + 66

2 2 /2
) (—a\/;s* + sf\/;g + 3\/;csi> 462 (—; — gs* + sfc) -3 <C\/ 5[]35* -5+ c) +54§

Nuevamente por definicién de s,, tenemos
\/5 L2 \/5 b \[
—a\| =S« + S/ == —cs, | =
3 3 3

L b ) o s
9 3T T T T

Lo que concluye la demostracién.
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= (ii)

o [a s b 2 C .9

Consideremos que trQ3 = |Q[? % < % (1-p),yaque0<1-p<1.El

resultado se obtiene utilizando los mismos calculos de la desigualdad anterior.

A.1.3. Demostracién lema [2]

Tomando N como subvariedad de R?. Sea x € 0, y sea ey, ea, .., e, una base ortonor-
1 .
mal de (Tu(m)/\/' ) definida en un entorno de 7(x) que llamaremos U,. Entonces, para

cada y € U, podemos escribir
k

uy) = wly) + Y aiyei(n(y)). (A1)

i=1
Diferenciando y elevando al cuadrado, obtenemos
|Vu(y)[* = |Va(y)? +Z ai(y)*[Vei(n()* + |Vai(y)* +20:Va(y) : Vei(n(y)))
(A.2)

Tomemos M = 1+ sup;<;<;, ||Veil[z~,). Usando la regla de la cadena y el hecho de

que Y27 aily)? = [u(y) - 7(y)]* = o(y)? ,
k
Zaz ‘Ve Z |V7T

Ahora trabajaremos el término 22 _,a;V7r(y) : Vei(m(y)). Por la desigualdad de

Cauchy Schwarz,

k k
ZZaiVﬂ(y) :Vei(n(y))| < MY il Vr(y))? < kY2 Mo(y)[Va(y)l*.

i=1

Redefinimos M = ME'/2. A partir de se sigue
(1-=Mo(y)|Vr(y)]* < (1—Ma(y))|Vr(y |2+Z|vaz )2 < | Vu(y))? < (14+Mo(y))|Vr(y

Finalmente, acotemos Zle |Va;(y)|?. Diferenciando y elevando al cuadrado la igualdad

a(y) = (u(y) —m(y)).-ei(7(y)),
k k
Z Vai(y)]” = Z [V (u(y) = m(y))-ei(r(y))* + [(uly) — 7(y)).Vei(r(y))|*

< M ([V(u(y) = 7)I* + c)IVa(y)l) = M ([Vow)* + o(y)[Va(y)l)

de donde se obtiene la desigualdad para todo y € U,. Notemos que M depende del abierto

U, utilizando que A es compacto se obtiene un M global.

)l +Z Va2
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A.1.4. Demostracién proposicion

Demostracion. Sea m. : B — R definida como 7.(x) = |v.(z) — Q(ve())|. Sea Q. :
B(0,1) = N un mapeo arménico tal que Q.(z) = Q(v.(x)), para cada = € dB. Por | 6],

Lema 4.2], podemos asumir

/ IVQ.|? < C/ ec(ve) < Ong. (A.3)
B oB

El objetivo es poder modificar de alguna manera Q. de modo que cumpla la misma

condicién de borde que v.. Con esto, Q. tendra menor energia que v.. Sobre B, definamos

6_1(9_1+6)7Te(9) ,5il—e<p<1
ee(p,0) =
0 , en otro caso

Se puede mostrar que
2
/ IVoe|® + % < Ce.
B €
Para cada x € 0B, se cumple

V(@) = Que(2)) = ve(@) — Qu(@) € (Topu.pN) -

Usando las particiones de la unidad, podemos construir v, : B — N tal que v.(x) =
ve(z) — Qe(x) para x € OB y |v(z)| = pe(z) para z € B. Finalmente, sea QF = Q, — v..
Se tiene

Q:(z) = ve(x) para cada x € OB

Q(Q:(2)) = ve(2) ¥ |Qc(z) — Q(Q:(2))] = pe(@) stz € B.

Aplicado el lema[16|a Q7. Se obtiene
IVQZ? < (14 Ca)|Qc” + C(IVec* + ¢7).
Usando el lema [f]y que |¢| < 7 (0) <4,

/Bes@:) < (14 8)/IVQellz2() + Ce.

Finalmente, la demostracién se concluye considerando que v, es minimo y . O

A.1.5. Demostracién lema [16]

Sea z € Q. Definamos A,, = {z € O : dist(x, X, ) < €*}.
Por la proposicién [3] junto con los lemas [5] y [13],

[ v Pso[ Ve rscdmse
Qi,n\An Qi,n\An
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Acotamos [, 7, |Vue,|?, usando la desigualdad de Cauchy Schwarz,

/ 7o, Voo, P < C / e |Vite, 2 < Ol z2am [ Vtie, | Bagar.
A, Anp

Por la desigualdad de interpolacién de Gagliardo Niremberg ,

1/2 1/2
1Vtte, s (a,) < CllAue, |15 a el 1724

Usando la ecuacién y el lema [6]

C 1/2
[[Vue|lraa,) < ?”Df(“%)HLé(An)'

Poo el lema

/ Ten| Ve,
A

n

C 1/2 CMO
? < ZlIDf (e, <~ lIme,
n n

K
L2(4,) < 67[4 flue).
n n

Considerando el lema se concluye el resultado.
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