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\^]`_badc`e`f`ahgKi j�kmlonJprqts&jmu�vwnxqyn�z{jmu|v}k~z{qtn����`v�urz{qtkm�tj�pB�&pBz{jb��l}nxz{�Jj^lonJj�s&qy��jbnJprqylonJv}�
�tvwzrz{qykbj

Z
��l�s&jb�yqtn���kblo���J�JpBz{qyl}n XKF �Jj3��u{l�kbjmprp>s�jb��jmn`s�pKlon*z���l�qtn�z{jb�}jmuR�Jvwu|vw��jmz{jmu{p

2 ≤ a < M < ∞
X�� vwurz{qykb�yjbp���l���j�qyn`s&jb��jbn`s&jbn�z{����vwp*kblon�z{qyn��Jl}�Jp�z{qt��j!prqy���J�yj

pB�&����jmzru{qyk�u|vwn`s&lo����v}�y��p>jm�&kbjb��zKz{�`v�z�� X i��Jjbn	v��`vwurz{qykb�yj:�Z�J����p:z{l�v�prq�z{j^���Jqyk|�
�`vwp�n�l}z3��jbjbn��&u{jb��qtl}�Jpr�����&qyprq�z{j�s ���xv}n��x�Jvwurz{qykb�yj H q�z^�&u|v}n�k~��jbp�qtn�z{l

a
�`vwurz{qykb�yjbpb��� X

i��Jjmn�v	�Jvwurz{qykb�yj^�B�����Jp�z{lxv!prq�z{jN��q�z{�
M
�Jvwurz{qykb�yjbp H qyz^qyp�v}nJn�qy�Jqy�tvwz{j�s X i j�pBz|vwurz  u{l}�¡v^kblon&¢`�}��u|vwz{qyl}n����Jjmu{j�vw�y�Vprq�z{jbp%z{l^z{�Jj>�yj   z<l   z{��j>l}u{qy�oqyn��`v���j:��jbjbn��&u{jb��qylo�Jpr���

��qtprq�z{j�s�vwn`s*pBz{�Js&��z{��j��£vb�Ul   �£v�u{�oj�n&���^��jmu{p<vwn`s*kbjbn�zru|vw�8�yqt��q�z<z{�Jjblwu{jb�   l}u
rt
H z{��ju{qy�o��z{��lopBz���qyprq�z{j�sxprq�z{j�vwz�z{qy��j

t
XNF �Jj��&u{l�l   p^vwu{j��Jv}prj�sxl}n z{�Jj�kmlonJpBzru{��kmz{qylon�l   v

u{jbnJj~�%v}��pBzru{��kmz{��u{j��yj�v}s�qynJ��z{l3v�s&jm¢`n�qyz{qyl}n�l   u{jb�ojbn�jmu|vwz{qyl}n�z{qy��jbp   l}u@���Jqyk~���}l�l�s�z|vwqt�
jbpBz{qy��vwz{jbp%kbv}n*��j>��jmu   l}u{��j�s X
7>¤<¥d¦^§¨¤ g C n�kmlonJprqts&©mu{j!�Jn�pB�&pBz{©b��j�s&j��`v�urz{qtkm�J�yjbp�jbn�qyn�z{j~u|v}kmz{qylon�pr��u

Z
��l�s&ª

« �yqyp{v}n�z@�yjbpG�`v�urz{qykb�J�yjbpGqynJk�vwn`s�jmprkbjbn�z{jbpLs­¬ �Jn�� « k�v}n�qypr��j�s�j%kbl}�^�J��pBz{qylon X8S j���u{l�kmjbprpr�Jp
s « ��jmn`s�s&j�s�jb�&���`vwu|vw��©mzru{jbp�jbn�z{qyjmu{p

2 ≤ a < M < ∞
X%S jmp<�Jvwurz{qykb���tjmpKprj3s « �J�tv}kbjmn�z

qyn`s « ��jbn`s�v}����jbn�z�prjb�ylon¨s&jbp���u{l}��jbn`v}s�jbp�v}� « v�z{loq�u{jbp�prqy���J�yjbp^pB��� « zru{q£®���jbp3¯!z{jb����p
kblon�z{qyn�� H ��qyprjbp@¯>�`vwurz@�yjbp�qyn�z{jmu|v}kmz{qyl}nJp�pr��qt�}v}n�z{jbpb°@�mª±®��`vwn`s���nJj��`v�urz{qtkm�J�yj:p{vw��z{j<��jmu{p�Jn�prq�z{jK®���qJn­¬ v��Bv}��v}qyp�jmnJkblwu{j « z « ��qyprqyz « H jb�y�tjK��u|vwnJk|�Jj�jmz   v}q�z%���tv}kbj:¯

a
�`v�urz{qtkm�J�yjbpb�J��ª

®��`v}nJs��Jn�j��Jvwurz{qykb���tj3p{v}�&z{j^��j~u{p:�Jn�prq�z{j^v}��u{q�z|vwn�z
M
�`v�urz{qtkm�J�yjbp H jb�y�yj�s�qypr�Jvwu|v}q�z X>C ns « ��v�uru{j^sd¬ �JnJj�kblon&¢`�}��u|vwz{qyl}nxlo²�prjb�J�yp>�yjbp>prq�z{jbp3¯N�ov}��k~��j�s�j^�³¬ lwu{qt�}qynJj�lon�z3s « �rv « z «

��qtprq�z « p�jmz�l}n « z{�Js�qyjR�tv��yloq´s�jbp��}u|vwn`s&p<n�lo����u{jbp%jmz��yjRz{� « l}u{©b��jRs�jR�tv��yqy��qyz{j:kbjbn�zru|v}�yj
��lo�&u

rt
H �tv*��loprq�z{qylon�s&� prq�z{j��yj����y�Jp3¯�s&u{l}qyz{j���qyprq�z « ¯��µ¬ qyn�pBz|v}n�z

t
X*S jbp3��u{jb����jbpRu{jmª

��loprjbn�zGpr��uG�tvRkbl}nJpBzru{�Jk~z{qtl}n�s­¬ �Jn�j%pBzru{�Jkmz{�&u{j�s�j�u{jbn�lo����jb�y�yjb��jbn�zGv}prprl�kbq « j:¯Rs�jmpGz{jb����p
s�j:u « � « n « u|vwz{qylon!s&lon�z��yjbp<®��Jjb��jbp%��jb�J�ojbn�z%¶mzru{j>kbl}n&�ojbn`vw�J�yjb��jbn�z%jbpBz{qy� « jmp X

·�¸�¹�º�»�¼L½K¾K¿�À@»%Á�½:º
Â�Ã±Ä*Å�Ä�Æ�Ã±ÇVÈ�ÇJÉKÊ�Ä�ËdÄ�Ì±Ä�ÊwÍJÆ�Î³Ç`ÌWÆ�ÎµÅ�Ä�Ï�ÃGÍ`Ï�Ð@Ä�Ä�Ì�ÑdÄ�Ê�Ò�Ï�Ó±Ô�Ô�Ä�Ï�ÏbÉBÓhÕµÕµÒ�ÍJÖhÖhÕµÎ³Ä�È�Æ�Ç ÖhÊ�Ç`ÐhÕ³Ä�Å�Ï

ÇJÉ�ÊwÍJÌ±ÈhÇ`ÅØ×�ÍJÕµÙ,ÎµÌÚÊwÍJÌ±ÈhÇ`ÅÛÄ�Ì´Ñ´ÎµÊ�Ç`ÌhÅ�Ä�Ì´Æ�Ü�ÉrÇ`Ê	ÄoÝ±ÍJÅ�ÖhÕ³Ä¨Ï�Ä�Ä�Þ ·&ß�à|á Þ ·�â�à|á Þyã àZäo¸/å ÌPÍ�Ç`Ì±Äoæ
È8ÎµÅ�Ä�Ì±Ï�Î³Ç`ÌGÍJÕKÏ�Ä�Æ�Æ�ÎµÌhË�ÎµÆ�×�Í`Ï�ÍJÕµÊ�Ä�Í`È8Ò�Ó±Ï�Ä�È�Ñ´ÎçÍ�Í Ê�Ä�Ì±Ä�×�ÍJÕKÏ�Æ�Ê�Ó±Ô�Æ�ÓhÊ�Ä!ÎµÌPÞyè à|¸�é Ì�Æ�Ã±Ä	Ç`Æ�Ã±Ä�Ê
ÃGÍJÌ±È á Í�Ô�Ç`Ì±Ô�Ä�ÖhÆ�Ï�ÎµÅ�ÎµÕçÍJÊ Æ�ÇWÆ�ÃGÍJÆ ÇJÉ�Ê�Ä�ËdÄ�Ì±Ä�ÊwÍJÆ�Î³Ç`ÌêÆ�ÎµÅ�Ä�Ï á Ù´Ì±Ç&×�Ì¡Í`Ï�ë�ì£í´îoï|ðoñ�î�ïBñ}íhë�ïBíVñ�ð á
9RD�A �wòoò}ò�ó|ô�õ÷ö�ørùmú�ùbûyüwó|ó{ý þLù{ü}úµý³ÿ���ó X@� u{qt��v�ur����� = �}� H �o�����&�o��prjmkblonJsJvwur�������%��� H
	 ò��
��� H�	 ò������ X
� ø����@ÿ����}ó�ü������ �!�Bü}ómø~ó#" 7 jb�}jbnJj~u|vwz{qylon�z{qy��jbp H ? n�z{jmu|vwkmz{qynJ� � vwurz{qykb�yj A �&pBz{jb��p H 7 v}nJs�lo��i v}�y��p^qyn7 vwn`s�l}� E n&��q�u{lon���jbn�z X
1 � vwurz{qtv}�y���*pr���J��lwurz{j�sN��� =@;:7:A H Q>D�7%$ ����� X
2 � vwurz{qtv}�y���*pr���J��lwurz{j�sN��� ;>A&EG7<= H = v}nJvos�v X
3 � vwurz{qtv}�y���*pr���J��lwurz{j�sN��� 6 l}n`s�l ; v}kmqtl}n`vw�8s�j T jbp{vwuru{l}�y�tl = qyjbn�z'&�¢`kml�� F jbkbnJl}�)(o�oqykbl��wu|v}n�z���ò��wò 	 � 	 X
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ÃGÍ`Ï*Ð�Ä�Ä�ÌU×�Ä�ÕµÕ>ÙVÌ±Ç�×0ÉrÇ`Ê�Å¨ÍJÌ­Ò�ÒdÄ�ÍJÊ�Ï�ÎµÌ,Æ�Ã±Ä�Ô�Ç`Ì­Æ�ÄoÝ8Æ	ÇJÉ^Å�Ä�Ô�ÃGÍJÌhÎ³Ô�ÍJÕµÕµÒ,ÎµÌ­Æ�Ä�ÊwÍ`Ô�Æ�ÎµÌhË�Ç`Ì±Äoæ
È8ÎµÅ�Ä�Ì±Ï�Î³Ç`ÌGÍJÕ�È8Ò´ÌGÍJÅ�Î³Ô�ÍJÕ<Ï�ÒVÏ�Æ�Ä�Å�Ï�ÇJÉ:ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï!Þ�� à ÜrÍJÕ³Ï�Ç�Ï�Ä�Ä Þ · ã à ÍJÌ±È�Ê�ÄoÉBÄ�Ê�Ä�Ì±Ô�Ä�Ï�Æ�Ã±Ä�Ê�Ä�ÎµÌ äo¸
å Ì�Æ�ÃhÎ³Ï�ÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä á ×�Ä�ÄoÝ8Æ�Ä�Ì±È/Æ�Ã±Ä�Å�Ä�Æ�Ã±ÇVÈ¨ÇJÉ�Ê�Ä�ËdÄ�Ì±Ä�ÊwÍJÆ�Î³Ç`Ì�Æ�ÎµÅ�Ä�Ï3Æ�ÇxÍJÌ¨ÎµÌ´Æ�Ä�ÊwÍ`Ô�Æ�ÎµÌhËxÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä
Ï�ÒVÏ�Æ�Ä�Å ¸ Â�Ã±Ä3Ï�Ò8Ï�Æ�Ä�Å ×�Ä^Ô�Ç`Ì±Ï�Î³ÈhÄ�ÊKÎ³ÏRÍ�Ç`Ì±Ä�È8ÎµÅ�Ä�Ì±Ï�Î³Ç`ÌGÍJÕhÏ�Æ�ÇVÔ�ÃGÍ`Ï�Æ�Î³Ô3Å�Ç´ÈhÄ�Õ8ÇJÉGÔ�Ç`Å	ÐhÓ±Ï�Æ�Î³Ç`Ì ¸
��Ä�ÍJÆ¨ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�Å�Ç&ÑdÄ Ð´Ò Ï�ÒVÅ�Å�Ä�Æ�Ê�Î³Ô Ì±Ä�ÍJÊ�Ä�Ï�Æ�Ì±Ä�ÎµË�Ã´Ð@Ç`Ê�ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å ×^ÍJÕµÙ8Ï�Ç`Ì�Ï�ÎµÆ�Ä�Ï {x ∈
Z : x ≤ r} ÇJÉ>Æ�Ã±Ä	ÎµÌ´Æ�Ä�ËdÄ�ÊNÕçÍJÆ�Æ�Î³Ô�Ä á ×�ÎµÆ�Ã r Ê�Ä�ÖhÊ�Ä�ÏwÄ�Ì­Æ�ÎµÌhË�Æ�Ã±Ä!Ö�Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`ÌWÇJÉ�Í �LÍJÅ�Ä"!oñ$#&%Gï ¸ÂKÇ�Æ�Ã±Ä	Ê�ÎµË�Ã­ÆNÇJÉ>Æ�Ã±Ä'�LÍJÅ�Ä�ÉBÊ�Ç`Ì­Æ�Î³Ï�Í)(Lñ$#�(hð�ì�ì+*&%Gï ¸ Â�Ã±Ä',±Ê�Ï�Æ�Ã±Ä�ÍJÆ�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�×�ÃhÎ³Ô�ÃWÊ�Ä�Í`Ô�Ã±Ä�Ï
Æ�Ã±Ä�ÖhÊ�Ç`Ö�Ä�ÕµÕçÍJÌ­Æ�ÍJÆ

r + 1
ÎµÅ�Å�Ä�È8ÎçÍJÆ�Ä�ÕµÒ ÐhÊwÍJÌ±Ô�Ã±Ä�Ï�ÎµÌ´Æ�Ç

a ≥ 2
ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï á ÍJÌ±ÈêÆ�Ã±Ä�ÉBÊ�Ç`Ì­Æ

Å�Ç&ÑdÄ�Ï*Ç`Ì±Ä�Ï�Æ�Ä�ÖWÆ�Ç¨Æ�Ã±Ä�Ê�ÎµË�Ã­Æ ¸.- Ä ÍJÕ³Ï�Ç�ÎµÌ±Ô�ÕµÓ±ÈhÄ�ÍJÌ ÓhÖhÖ�Ä�Ê�Ð@Ç`ÓhÌ±È
M
Ç`ÌWÆ�Ã±Ä�Ì­ÓhÅ�Ð@Ä�Ê�ÇJÉ

ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï!ÍJÆ�Ä�Í`ÔwÃÚÏ�ÎµÆ�Ä á Ï�Ç/Æ�ÃGÍJÆ�Î÷É�Í/ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Æ�Ê�Î³Ä�Ï*Æ�Ç0/bÓhÅ�Ö,Æ�Ç�Í�Ï�ÎµÆ�Äx×�ÎµÆ�Ã
M
ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï á

ÎµÆ�Î³Ï�ÎµÅ�Å�Ä�È8ÎçÍJÆ�Ä�ÕµÒ�ÙVÎµÕµÕ³Ä�È ¸1- Ä	Ï�Ã±Ç&× Æ�ÃGÍJÆ�Æ�Ã±Ä*ÉBÊ�Ç`Ì­Æ�ÎµÌ Æ�Ã±Ä�Å�ÇVÈhÄ�Õ<Å�Ç&ÑdÄ�ÏNÐGÍJÕµÕµÎ³Ï�Æ�Î³Ô�ÍJÕµÕµÒ�Æ�Ç
Æ�Ã±Ä*Ê�ÎµË�Ã´Æ á Ç`Ê á Å�Ç`Ê�Ä*ÖhÊ�Ä�Ô�Î³Ï�Ä�ÕµÒ á ÖhÊ�Ç�ÑdÄ�ÍxÕçÍ�× ÇJÉKÕçÍJÊ�ËdÄ!Ì­ÓhÅ	Ð�Ä�Ê�Ï�ÉrÇ`Ê

rt
¸ Â�Ã±Ä*Ì±ÄoÝ8Æ�2­Ó±Ä�Ï�Æ�Î³Ç`Ì

Ç`Ì±Ä!Å�ÎµË�Ã­Æ�Í`Ï�Ù/Î³ÏNÇJÉ>Æ�Ã±Ä3�±Ó±Ô�Æ�ÓGÍJÆ�Î³Ç`Ì±Ï*ÍJÐ@Ç`ÓhÆNÆ�Ã±Ä!ÕçÍ�×$ÇJÉ>ÕçÍJÊ�ËdÄ�Ì­ÓhÅ�Ð@Ä�Ê�Ï ¸4- Ä!ÖhÊ�Ç�ÑdÄ�Ã±Ä�Ê�Ä
Æ�ÃGÍJÆ�Æ�Ã±Ä�ÏwÄ	ÍJÊ�Ä05�ÍJÓ±Ï�Ï�ÎçÍJÌ á ×�ÎµÆ�ÃWÍ Ô�Ä�Ì­Æ�ÊwÍJÕKÕµÎµÅ�ÎµÆ�Æ�Ã±Ä�Ç`Ê�Ä�Å ÉrÇ`Ê

t−1/2(rt − vt)
¸

6±Ç`Ê
M = ∞ Í�È8Î³Ï�Ô�Ê�Ä�Æ�Ä�Æ�ÎµÅ�Ä�ÑdÄ�Ê�Ï�Î³Ç`Ì�ÇJÉ%Æ�Ã±Ä�Ï�Ò8Ï�Æ�Ä�Å-×�Ä*ÍJÊ�Ä�Ô�Ç`Ì±Ï�Î³ÈhÄ�Ê�ÎµÌhË	ÃGÍ`Ï�ÍJÖhÖ@Ä�ÍJÊ�Ä�È

ÎµÌ Æ�Ã±Ä!ÕµÎµÆ�Ä�ÊwÍJÆ�ÓhÊ�Ä�ÓhÌ±ÈhÄ�Ê�Æ�Ã±Ä	Ä�ÌhÎµË�Å¨ÍJÆ�Î³Ô�ÌGÍJÅ�Ä87{ÉBÊ�Ç`Ë�Å�ÇVÈhÄ�Õ:9 á ÍJÌ±È ÕçÍ�×�Ï�ÇJÉRÕçÍJÊ�ËdÄ	Ì­ÓhÅ�Ð@Ä�Ê�Ï
ÉrÇ`Ê�Æ�Ã±Ä	Ö�Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`ÌUÇJÉ3Æ�Ã±Ä	ÉZÊ�Ç`Ì´Æ�×^Ä�Ê�Ä ÖhÊ�Ç�ÑdÄ�È á ÍJÕ³Ï�Ç/ÎµÌ,ÃhÎµË�Ã±Ä�Ê�È8ÎµÅ�Ä�Ì±Ï�Î³Ç`Ì±Ï á Ó±Ï�ÎµÌhË�Å�Ä�Æ�Ã±Ç´ÈhÏ
ÐGÍ`ÏwÄ�È�Ç`Ì�Æ�Ã±Ä*Ï�ÓhÐ8æ~Í`ÈhÈ8ÎµÆ�ÎµÑdÄ�Ä�Ê�ËdÇVÈ8Î³Ô*Æ�Ã±Ä�Ç`Ê�Ä�Å Þ ·oà|á Þ�; à|á Þ�< à|á Þ = à|á Þ · ; à|á Þ · < à|¸ Â�Ã±Ä*Ô�Ç`Ì´Æ�ÎµÌ­Ó±Ç`Ó±Ï
Æ�ÎµÅ�Ä Ô�Í`Ï�Ä�ÓhÌ±ÈhÄ�Ê�Æ�Ã±Ä�ÌGÍJÅ�Ä,î�ï>#�ë@?A*`îoïCBrëWëD#FEHG�í­î�ïCBC#&%I(Lñ$#�ëwðoîwî�×^Í`Ï¨Æ�Ê�Ä�ÍJÆ�Ä�ÈêÎµÌ Þ · = à|á Þ · � à|¸
J�Ç`Æ�ÄWÆ�ÃGÍJÆ�Æ�Ã±Ä

M = ∞ Ô�Í`Ï�ÄWÎ³Ï�Ï�ÓhÐ8æ~Í`ÈhÈ8ÎµÆ�ÎµÑdÄ á ÐhÓhÆ�Æ�Ã±Ä
M < ∞ Ô�Í`Ï�Ä Î³Ï�Ì±Ç`Æ ¸1é ÓhÊ

Å¨ÍJÎµÌ ÖhÓhÊ�Ö@Ç�Ï�Ä�Ã±Ä�Ê�Ä Î³Ï�Æ�ÇUÈhÄ�ÑdÄ�Õ³Ç`Ö Ì±Ä�× Å�Ä�Æ�Ã±Ç´ÈhÏ¨Æ�ÇUÏ�Æ�Ó±È8ÒêÏ�Ó±Ô�Ã¡Å�ÇVÈhÄ�Õ³Ï á ÍJÌ±Èê×�ÄWÍJÊ�Ä
Ä�Ï�Ö@Ä�Ô�ÎçÍJÕµÕµÒUÎµÌ´Æ�Ä�Ê�Ä�Ï�Æ�Ä�È ÎµÌPÆ�Ã±Ä �±Ó±Ô�Æ�ÓGÍJÆ�Î³Ç`Ì±Ï�ÇJÉ�Æ�Ã±Ä�ÉZÊ�Ç`Ì´Æ�Ï ¸ å É

nt
Ê�Ä�ÖhÊ�Ä�Ï�Ä�Ì´Æ�Ï�Æ�Ã±Ä/Ì­ÓhÅ�Ð@Ä�Ê

ÇJÉ�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�ÍJÆ¨Æ�Ã±Ä�ÉZÊ�Ç`Ì´Æ
rt
ÍJÆ/Æ�ÎµÅ�Ä

t
á Æ�Ã±Ä�Ì

rt
Å�Ç&ÑdÄ�Ï¨Æ�ÇPÆ�Ã±Ä�Ê�ÎµË�Ã´Æ�ÍJÆ/ÊwÍJÆ�Ä

nt
á ÍJÌ±È

Ã±Ä�Ì±Ô�Ä
rt =

∫ t
0 nsds +Mt

×�Ã±Ä�Ê�Ä
Mt

Î³Ï*Í�Å¨ÍJÊ�Æ�ÎµÌhË­ÍJÕ³Ä ¸ Â�Ã±Ä�Ï�ÆwÍJÌ±È±ÍJÊ�ÈÚÍJÖhÖhÊ�ÇdÍ`ÔwÃÚÆ�Ç�Æ�Ã±Ä
ÕçÍ�×(ÇJÉ�ÕçÍJÊ�ËdÄ�Ì­ÓhÅ�Ð@Ä�Ê�Ï�×�Ç`ÓhÕ³ÈPÆ�Ã±Ä�ÌÚÐ�Ä�Æ�Ç�Ï�Ã±Ç�× Æ�ÃGÍJÆ á Í`Ï	Ç`Ð±Ï�Ä�Ê�ÑdÄ�È,ÉBÊ�Ç`Å Æ�Ã±Ä ÉBÊ�Ç`Ì­Æ á Æ�Ã±Ä
Ï�ÒVÏ�Æ�Ä�Å�ÃGÍ`Ï�ÍJÌPÄ�Ê�ËdÇ´È8Î³Ô�ÎµÌ­Ñ�ÍJÊ�ÎçÍJÌ­Æ	Å�Ä�Í`Ï�ÓhÊ�Ä

µ
á ÍJÌ±È

t−1
∫ t
0 nsds → Eµ[n]

¸ Â�Ã±Ä¨Ô�Ä�Ì­Æ�ÊwÍJÕ
ÕµÎµÅ�ÎµÆ�Æ�Ã±Ä�Ç`Ê�Ä�Å ×�Ç`ÓhÕ³È�Ð@Ä	ÖhÊ�Ç�ÑdÄ�È�Ð­ÒWÏ�Ã±Ç�×�ÎµÌhË�Æ�ÃGÍJÆ�Æ�Ã±Ä	Æ�ÎµÅ�ÄxÔ�Ç`Ê�Ê�Ä�ÕçÍJÆ�Î³Ç`Ì±Ï�ÇJÉ

η(s)
ÈhÄ�Ô�Í�Ò

É{Í`Ï�Æ�Ä�Ì±Ç`ÓhË�Ã ¸ ��Ç�×^Ä�ÑdÄ�Ê á ÑdÄ�Ê�Ò/ÉBÄ�×�Å�Ä�Æ�Ã±ÇVÈhÏ�ÄoÝ8Î³Ï�Æ^ÉBÇ`Ê�ÖhÊ�Ç&Ñ´ÎµÌhË�ÓhÌhÎK2´Ó±Ä�Ì±Ä�Ï�Ï á Ç`Ê�Ä�Ê�ËdÇVÈ8Î³Ô�ÎµÆ|Ò á
ÇJÉ�ÎµÌ­Ñ�ÍJÊ�ÎçÍJÌ­Æ�Å�Ä�Í`Ï�ÓhÊ�Ä�Ï	ÇJÉ�Ï�Ó±ÔwÃPÏ�Ò8Ï�Æ�Ä�Å�Ï ¸ML Ç�Ï�Ó±ÔwÃ�ÍJÖhÖhÊ�ÇdÍ`Ô�Ã±Ä�Ï ÍJÖhÖ@Ä�ÍJÊ	Æ�Ç�ÃGÍ�ÑdÄ�ÕµÎµÅ�ÎµÆ�Ä�È
ÍJÖhÖhÕµÎ³Ô�ÍJÐhÎµÕµÎµÆ~Ò ¸ 6hÓhÊ�Æ�Ã±Ä�Ê�Å�Ç`Ê�Ä á ÍJÕµÆ�Ã±Ç`ÓhË�Ã,ÎµÆ�Ï�Ä�Ä�Å�ÏNÎµÌ­Æ�ÓhÎµÆ�ÎµÑdÄxÆ�ÃGÍJÆ�Æ�Ã±Ä�Ô�Ç`Ê�Ê�Ä�ÕçÍJÆ�Î³Ç`Ì±Ï�ÇJÉ

η(s)ÈhÄ�Ô�Í�Ò 2­ÓhÎ³ÔwÙ´ÕµÒ�N­ÕµÎµÙdÄ�ÕµÒ�ÄoÝVÖ�Ç`Ì±Ä�Ì­Æ�ÎçÍJÕµÕµÒ É{Í`Ï�ÆON	ÎµÆ�Î³Ï>Ì±Ç`Æ^ÍJÆ3ÍJÕµÕLÍJÖhÖGÍJÊ�Ä�Ì­Æ�Ã±Ç�× Æ�Ç!ÖhÊ�Ç�ÑdÄ�ÎµÆ ¸Rå Ì/Í
ÉBÓhÆ�ÓhÊ�Ä*ÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä á ×�Ä*×�ÎµÕµÕ%Ô�Ç`Ì±Ï�Î³ÈhÄ�Ê�Æ�Ã±Ä*Ô�Í`Ï�Ä

M = ∞ ×�ÃhÎ³Ô�Ã�Ô�ÍJÌ�Ð@Ä�ÃGÍJÌ±È8Õ³Ä�È�Ð­Ò�Ä�Ï�Ï�Ä�Ì´Æ�ÎçÍJÕµÕµÒ
Æ�Ã±Ä*Å�Ä�Æ�Ã±ÇVÈhÏ�ÈhÄ�ÑdÄ�Õ³Ç`Ö�Ä�È�Ã±Ä�Ê�Ä á Æ�Ã±Ç`ÓhË�ÃW×�ÎµÆ�Ã�Å¨ÍP/bÇ`Ê�Æ�Ä�Ô�ÃhÌhÎ³Ô�ÍJÕ<Å�ÇVÈ8Î:,GÔ�ÍJÆ�Î³Ç`Ì±Ï ¸
Â�Ã±ÄÚÔ�Ç`Å�ÐhÓ±Ï�Æ�Î³Ç`Ì$ÖhÊ�Ç´Ô�Ä�Ï�Ï�Æ�ÃGÍJÆ�×�Ä�Ô�Ç`Ì±Ï�Î³ÈhÄ�Ê�Î³Ï�Ê�Ä�ÕçÍJÆ�Ä�È Æ�Ç¡ÈhÄ�Æ�Ä�Ê�Å�ÎµÌhÎ³Ï�Æ�Î³ÔÚÊ�Ä�Í`Ô�Æ�Î³Ç`Ì8æ

È8Î:Q�Ó±Ï�Î³Ç`Ì ÄR2­ÓGÍJÆ�Î³Ç`Ì±ÏxÇJÉ�Æ�Ã±Ä�ÉrÇ`Ê�Å ∂u
∂t = ∂2u

∂x2 + f(u)
¸ Â�Ã±Ä¨Æ|×^ÇWÙdÄ�ÒUÈ8Î:Q%Ä�Ê�Ä�Ì±Ô�Ä�Ï�ÍJÊ�Ä�Æ�Ã±Ä

È8Î³ÏwÔ�Ê�Ä�Æ�Ä�Ì±Ä�Ï�Ï�ÇJÉLÆ�Ã±Ä�Ñ�ÍJÊ�ÎçÍJÐhÕ³Ä�N­×�Ä�ÃGÍ�ÑdÄ�Í�Ì´ÓhÅ	Ð�Ä�Ê3ÇJÉ@ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�Í`Ï>Ç`ÖhÖ@Ç�Ï�Ä�È Æ�Ç!Í*Ô�Ç`Ì´Æ�ÎµÌ­ÓhÓhÅ
Ñ�ÍJÊ�ÎçÍJÐhÕ³Ä

u
NVÍJÌ±È,Æ�Ã±Ä Ï�Æ�ÇVÔ�ÃGÍ`Ï�Æ�Î³Ô�ÎµÆ~Ò ¸ Â�Ã±Ä�Ä@Q�Ä�Ô�Æ�ÇJÉ^È8Î³ÏwÔ�Ê�Ä�Æ�Ä�Ì±Ä�Ï�Ï	ÍJÌ±ÈTSJÇ`Ê!Ï�Æ�ÇVÔ�ÃGÍ`Ï�Æ�Î³Ô�ÎµÆ~Ò�Ç`Ì

Æ�Ã±Ä�Æ�ÊwÍ�ÑdÄ�ÕµÎµÌhË�×�Í�ÑdÄ�Ï^ÇJÉ@Ê�Ä�Í`Ô�Æ�Î³Ç`Ì8æ|È8Î:Q�Ó±Ï�Î³Ç`Ì�ÄR2­ÓGÍJÆ�Î³Ç`Ì±Ï3Î³Ï3Í82­Ó±Ä�Ï�Æ�Î³Ç`Ì�Æ�ÃGÍJÆ�ÃGÍ`Ï>Ì±Ç`Æ�Ê�Ä�Ô�Ä�ÎµÑdÄ�È
Æ�Ã±Ä�ÍJÆ�Æ�Ä�Ì´Æ�Î³Ç`Ì�ÎµÆRÈhÄ�ÏwÄ�Ê�ÑdÄ�Ï á Í`Ï:Æ�Ã±Ä�Ï�Ä�Ä@Q�Ä�Ô�Æ�Ï>ÍJÊ�Ä^ÕµÎµÙdÄ�ÕµÒ	ÖhÊ�Ä�Ï�Ä�Ì´ÆRÎµÌxÊ�Ä�ÍJÕhÏ�Ò8Ï�Æ�Ä�Å�Ï ¸ Â�Ã±Ä�Ê�ÄoÉBÇ`Ê�Ä á
×^Ä	Ð�Ä�ÕµÎ³Ä�ÑdÄ!ÎµÆ�Î³Ï�Ô�Ê�Ó±Ô�ÎçÍJÕKÆ�Ç�ÈhÄ�ÑdÄ�Õ³Ç`ÖWÅ�Ä�Æ�Ã±ÇVÈhÏNÆ�Ç/Ï�Æ�Ó±È8Ò�Ï�Ó±Ô�Ã,Ï�ÒVÏ�Æ�Ä�Å�Ï ¸�å ÌWÆ�Ã±Ä	ÕµÎµÆ�Ä�ÊwÍJÆ�ÓhÊ�Ä
ÇJÉ:Ê�Ä�Í`Ô�Æ�Î³Ç`Ì8æ|È8Î:Q@Ó±Ï�Î³Ç`ÌWÄR2´ÓGÍJÆ�Î³Ç`Ì±Ï�Ç`Ì±Ä�Ï�Ä�ÖGÍJÊwÍJÆ�Ä�Ï�Ï�Ä�ÑdÄ�ÊwÍJÕ�Ô�Í`ÏwÄ�Ï�Í`Ô�Ô�Ç`Ê�È8ÎµÌhË�Æ�Ç Æ�Ã±Ä*Ð�Ä�ÃGÍ�ÑVÎ³Ç`Ê
ÇJÉ
f
Ì±Ä�ÍJÊVU�Ä�Ê�Ç ¸XW Ì

f
×�ÃhÎ³ÔwÃ�Ñ�ÍJÌhÎ³Ï�Ã±Ä�Ï�Ç`Ì

[0, θ]
ÉrÇ`Ê^Ï�Ç`Å�Ä

θ > 0
×�ÎµÆ�Ã

f(u) > 0
ÉrÇ`Ê

u > θÎ³Ï ÏwÍJÎ³È�Æ�ÇWÃGÍ�ÑdÄ�ÍWÔ�Ç`Å	ÐhÓ±Ï�Æ�Î³Ç`ÌêÌ±Ç`ÌhÕµÎµÌ±Ä�ÍJÊ�ÎµÆ~Ò�×�ÎµÆ�Ã ÎµË�ÌhÎµÆ�Î³Ç`ÌêÆ�Ä�Å�Ö�Ä�ÊwÍJÆ�ÓhÊ�Ä�Ô�ÓhÆ�ÇYQ
θ
ÜBÏ�Ä�Ä á

ÉrÇ`Ê	ÄoÝ±ÍJÅ�ÖhÕ³Ä Þ ß�àZäo¸ J�Ç`Æ�Ä�Æ�ÃGÍJÆ�Æ�Ã±Ä¨È8Î³Ï�Ô�Ê�Ä�Æ�Ä�Ì±Ä�Ï�ÏxÇJÉ�Æ�Ã±Ä�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä/Å�Ç´ÈhÄ�Õ³ÏxÇJÉ�Æ�Ã±Ä�Æ~Ò´Ö�Ä�×^Ä
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Ô�Ç`Ì±Ï�Î³ÈhÄ�Ê:Å¨ÍJÙdÄ�Ï�Æ�Ã±Ä�Å0Ä�ÏwÏ�Ä�Ì­Æ�ÎçÍJÕµÕµÒ ÇJÉGÆ�Ã±Ä�Ô�Ç`Å	ÐhÓ±Ï�Æ�Î³Ç`Ì�Æ|ÒVÖ@Ä^×�ÎµÆ�Ã¨ÍJÌ ÎµË�ÌhÎµÆ�Î³Ç`Ì�Æ�Ä�Å�Ö@Ä�ÊwÍJÆ�ÓhÊ�Ä
ÇJÉ>Ç`Ì±Ä*ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä ¸
å Ì�Æ�Ã±Ä^Ï�Ä�Ô�Ç`Ì±ÈxÏ�Ä�Ô�Æ�Î³Ç`Ì�ÇJÉ±Æ�ÃhÎ³Ï>ÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä á ×�Ä�ÈhÄ@,±Ì±Ä^Æ�Ã±Ä�Ô�Ç`Å�ÐhÓ±Ï�Æ�Î³Ç`Ì ÖhÊ�Ç´Ô�Ä�Ï�Ï>ÍJÌ±ÈxÏ�ÆwÍJÆ�Ä�Æ�Ã±Ä

Å¨ÍJÎµÌ¨Ê�Ä�Ï�ÓhÕµÆ�ÜBÂ�Ã±Ä�Ç`Ê�Ä�Å ·&äo¸Rå Ì L Ä�Ô�Æ�Î³Ç`Ì < á ×^Ä�ÈhÄ@,±Ì±ÄNÍJÌ�ÍJÓ8ÝVÎµÕµÎçÍJÊ�Ò�ÍJÌ±È�Í*ÕçÍJÐ@Ä�ÕµÕ³Ä�È¨ÖhÊ�Ç´Ô�Ä�ÏwÏ á
×�ÃhÎ³ÔwÃ	×�ÎµÕµÕdÐ�Ä>Ì±Ä�Ä�ÈhÄ�È	Æ�Ç�ÈhÄ@,±Ì±Ä�Æ�Ã±Ä>Ê�Ä�Ì±Ä�×�ÍJÕVÏ�Æ�Ê�Ó±Ô�Æ�ÓhÊ�Ä�Õ³Ä�Í`È8ÎµÌhË�Æ�Ç�Æ�Ã±Ä>Ê�Ä�ËdÄ�Ì±Ä�ÊwÍJÆ�Î³Ç`Ì�Æ�ÎµÅ�Ä�Ï ¸
Â�Ã±Ä�ÕçÍJÐ�Ä�ÕµÕ³Ä�È�ÖhÊ�Ç´Ô�Ä�ÏwÏ�Ô�ÍJÌ�Ð�Ä�ÓhÌ±ÈhÄ�Ê�Ï�Æ�ÇVÇ´È�Í`Ï�Í Ô�Ç`Å	ÐhÓ±Ï�Æ�Î³Ç`Ì�ÖhÊ�Ç´Ô�Ä�ÏwÏ�×�Ã±Ä�Ê�Ä*ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�ÏNÍJÊ�Ä
ÕçÍJÐ�Ä�ÕµÕ³Ä�ÈÚÏ�Ç�Æ�ÃGÍJÆ�Î÷É�ÍJÆ�Í�Ë�ÎµÑdÄ�ÌPÏ�ÎµÆ�Ä�Í�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�ÃGÍ`Ï�Æ�Ç�Ð�Ä ÙVÎµÕµÕ³Ä�È á ÎµÆ�Î³Ï�Æ�Ã±Ä�Ç`Ì±Ä ×�ÎµÆ�ÃPÆ�Ã±Ä
Ï�Å¨ÍJÕµÕ³Ä�Ï�Æ�ÕçÍJÐ�Ä�Õ ¸ Â�Ã±Ä ÍJÓ8ÝVÎµÕµÎçÍJÊ�Ò�ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï�Å�Ç�ÑdÄ�Ï�ÐGÍJÕµÕµÎ³Ï�Æ�Î³Ô�ÍJÕµÕµÒ Æ�Ç¨Æ�Ã±Ä	Ê�ÎµË�Ã´Æ*ÍJÌ±ÈWÎ³Ï�Ô�Ç`ÓhÖhÕ³Ä�È
Æ�ÇÚÆ�Ã±Ä�ÕçÍJÐ�Ä�ÕµÕ³Ä�È Ô�Ç`Å�ÐhÓ±Ï�Æ�Î³Ç`Ì ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï¨ÎµÌ Ï�Ó±ÔwÃ�ÍU×�Í�ÒêÆ�ÃGÍJÆ/ÎµÆ¨Î³Ï/ÍJÕµ×�Í�Ò8Ï�Æ�ÇUÆ�Ã±Ä�Õ³ÄoÉBÆ/ÇJÉ
Æ�Ã±Ä¨Ê�ÎµË�Ã­Æbæ{Å�Ç�Ï�Æ ÑVÎ³Ï�ÎµÆ�Ä�È Ï�ÎµÆ�Ä

rt
¸Wå Ì L Ä�Ô�Æ�Î³Ç`ÌI= á Æ�Ã±Ä�Ï�Ä/ÖhÊ�Ç´Ô�Ä�ÏwÏ�Ä�Ï�ÍJÊ�Ä/Ó±Ï�Ä�È�Æ�Ç ÈhÄ@,±Ì±Ä/Æ�Ã±Ä

Ê�Ä�Ì±Ä�×�ÍJÕLÏ�Æ�Ê�Ó±Ô�Æ�ÓhÊ�Ä á ÍJÌ±È�Æ�Ã±Ä�Ô�Ç`Ê�Ê�Ä�Ï�Ö@Ç`Ì±È8ÎµÌhË�Ê�Ä�ËdÄ�Ì±Ä�ÊwÍJÆ�Î³Ç`Ì/Æ�ÎµÅ�Ä�Ï ¸ Â�Ã±Ä�Ì�ÎµÌ L Ä�Ô�Æ�Î³Ç`Ì � á ÎµÆ3Î³Ï
ÖhÊ�Ç&ÑdÄ�È Æ�ÃGÍJÆ>Æ�Ã±Ä^Ê�Ä�ËdÄ�Ì±Ä�ÊwÍJÆ�Î³Ç`Ì�Æ�ÎµÅ�Ä�Ï>ÃGÍ�ÑdÄ1,±ÌhÎµÆ�Ä^Å�Ç`Å�Ä�Ì´Æ�Ï3ÇJÉ@Ç`Ê�ÈhÄ�Ê ; á ÓhÌ±ÈhÄ�Ê3ÍJÖhÖhÊ�Ç`ÖhÊ�ÎçÍJÆ�Ä
Í`ÏwÏ�ÓhÅ�ÖhÆ�Î³Ç`Ì Ç`Ì�Æ�Ã±Ä�Æ�ÃhÊ�Ä�Ï�Ã±Ç`Õ³È

M
¸�å Ì L Ä�Ô�Æ�Î³Ç`ÌWãx×�Ä	Ô�Ç`Å�ÖhÕ³Ä�Æ�Ä!Æ�Ã±Ä�ÖhÊ�ÇVÇJÉRÇJÉ>Â�Ã±Ä�Ç`Ê�Ä�Å ·�¸

; ¸���½����@¿���»%ÁZ½Kº
	G¼G½:À��
���
- Ä!ÈhÄ@,±Ì±ÄxÍ�Ï�Æ�ÇVÔ�ÃGÍ`Ï�Æ�Î³Ô	ÖhÊ�Ç´Ô�Ä�ÏwÏ�ÈhÄ�Ï�Ô�Ê�ÎµÐhÎµÌhË¨Æ�Ã±Ä	È8Ò´ÌGÍJÅ�Î³Ô�Ï�ÇJÉ:ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�Ç`Ì�Æ�Ã±Ä	ÕçÍJÆ�Æ�Î³Ô�Ä

Z
×�ÃhÎ³ÔwÃ/Å�Ç&ÑdÄ�Í`Ï3ÊwÍJÆ�Ä

2
Ô�Ç`Ì­Æ�ÎµÌ­Ó±Ç`Ó±Ï^Æ�ÎµÅ�ÄNÏ�ÎµÅ�ÖhÕ³Ä�Ï�ÒVÅ�Å�Ä�Æ�Ê�Î³Ô�ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å ×^ÍJÕµÙ8Ï^ÍJÌ±È¨ÐhÊwÍJÌ±Ô�Ã

ÍJÌ±È�ÍJÊ�Ä*ÙVÎµÕµÕ³Ä�È�ÍJÆ�ÊwÍJÆ�Ä�Ï�ÈhÄ�Ö�Ä�Ì±È8ÎµÌhË¨Ç`Ì�Æ�Ã±Ä�Ô�Ç`Ì ,±Ë�ÓhÊwÍJÆ�Î³Ç`ÌWÇJÉ:Ì±Ä�ÎµË�Ã­Ð�Ç`Ê�ÎµÌhË¨ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï ¸ Â�Ã±Ä
ÐhÊwÍJÌ±ÔwÃhÎµÌhË ÍJÌ±È¡Ù´ÎµÕµÕµÎµÌhË ÈhÄ�Ö@Ä�Ì±È Ç`Ì¡ÌGÍJÆ�ÓhÊwÍJÕ�Ì´ÓhÅ	Ð�Ä�Ê/ÖGÍJÊwÍJÅ�Ä�Æ�Ä�Ê�Ï

2 ≤ a ≤ M
¸�� Í`ÔwÃ

ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ö�Ä�ÊbÉBÇ`Ê�Å�Ï*Í¨Ô�Ç`Ì´Æ�ÎµÌ­Ó±Ç`Ó±Ï*Æ�ÎµÅ�ÄxÏ�ÒVÅ�Å�Ä�Æ�Ê�Î³Ô�Ï�ÎµÅ�ÖhÕ³Ä�ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å ×^ÍJÕµÙ�ÎµÌ±ÈhÄ�Ö�Ä�Ì±ÈhÄ�Ì­Æ�ÇJÉ
Æ�Ã±Ä	Ç`Æ�Ã±Ä�Ê�Ï á ×�ÎµÆ�Ã�Æ~×�Ç¨Æ|×�Î³Ï�Æ�Ï��^Â�Ã±Ä�Ê�Ä�Î³Ï�Í Ö@Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`Ì

r ∈ Z
×�ÃhÎ³Ô�ÃWÎ³Ï�Æ�Ã±Ä�ñ@B��Y?´ïCEH#Jîoï�� B�î�BBï|ð��

î@BZï|ð ¸ - Ã±Ä�Ì¨Í*ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä /bÓhÅ�Ö±Ï>Ê�ÎµË�Ã­Æ�ÉZÊ�Ç`Å-Æ�ÃhÎ³Ï�Ï�ÎµÆ�Ä á ÎµÆ>ÐhÊwÍJÌ±Ô�Ã±Ä�Ï�ÎµÌ­Æ�Ç
a
ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï á ×�ÎµÆ�Ã�Æ�Ã±Ä

Ê�Ä�Ï�ÓhÕµÆ�Æ�ÃGÍJÆ�Æ�Ã±Ä�Ê�Ä�ÍJÊ�Ä
a
ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�ÍJÆ�Æ�Ã±Ä�Ì±Ä�× Ê�ÎµË�Ã­Æ�Å�Ç�Ï�Æ�ÑVÎ³Ï�ÎµÆ�Ä�È�Ï�ÎµÆ�Ä á

r+ 1
¸>å Ì�Í`ÈhÈ8ÎµÆ�Î³Ç`Ì á

×^Ä�ÍJÕµÕ³Ç�×1ÍJÆ*Å�Ç�Ï�Æ
M
ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï!ÍJÆ*ÍJÌ´ÒWÏ�ÎµÆ�Ä á ÍJÌ±È�Å¨ÍJÎµÌ­ÆwÍJÎµÌUÆ�ÃhÎ³Ï�Ê�ÄR2´ÓhÎµÊ�Ä�Å�Ä�Ì­Æ!Ð´Ò�Ù´ÎµÕµÕµÎµÌhË

ÍJÌ´Ò/ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä	Æ�ÃGÍJÆNÍJÆ�Æ�Ä�Å�ÖhÆ�Ï�Æ�Ç /bÓhÅ�Ö�Æ�Ç�Í�Ï�ÎµÆ�Ä*×�ÎµÆ�Ã
M
ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï ¸

Â�Ã±Ä!Ï�ÆwÍJÆ�Ä!ÇJÉRÇ`ÓhÊ�Ï�ÒVÏ�Æ�Ä�Å Î³Ï

Ω := {(r, η) : r ∈ Z, η ∈ {0, . . . ,M}{...,r−1,r}}.
Â�Ã±Ä*ÎµÌ ,±ÌhÎµÆ�Ä�Ï�ÎµÅ¨ÍJÕ<ËdÄ�Ì±Ä�ÊwÍJÆ�Ç`Ê�Î³Ï

Lf(r, η) =
∑

x≤r,y≤r,|x−y|=1

η(x)(f(r, Txyη) − f(r, η))

+η(r)(f(r + 1, η − δr + aδr+1) − f(r, η)).
Ü ·&ä

×�Ã±Ä�Ê�Ä
δx
ÈhÄ�Ì±Ç`Æ�Ä�Ï�Æ�Ã±Ä!Ô�Ç`Ì ,±Ë�ÓhÊwÍJÆ�Î³Ç`Ì ×�ÎµÆ�ÃWÇ`Ì±Ä�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä	ÍJÆ

x
ÍJÌ±È

Txyη = η − δx + δy1(η(y) < M).
Ü ; ä

å Ì�Æ�Ã±Ä�ÉrÇ`ÕµÕ³Ç�×�ÎµÌhË¨×^Ä�×�ÎµÕµÕKÍ`Ï�Ï�ÓhÅ�Ä*Æ�ÃGÍJÆ

8 < M <∞.
Ü < ä

- Ä�Ô�ÍJÌ Ì±Ç�× Ï�ÆwÍJÆ�Ä*Æ�Ã±Ä!Å¨ÍJÎµÌ�Ê�Ä�Ï�ÓhÕµÆ�Ï ¸ Â�ÃhÊ�Ç`ÓhË�Ã±Ç`ÓhÆNÆ�Ã±Ä�Ï�ÄR2­Ó±Ä�Õ%×^Ä�×�ÎµÕµÕ�Ó±Ï�Ä*Æ�Ã±Ä*Ì±Ç`ÆwÍJÆ�Î³Ç`Ì
η(t, x)

Æ�Ç ÈhÄ�Ì±Ç`Æ�Ä�Æ�Ã±Ä¨Ì­ÓhÅ	Ð�Ä�Ê�ÇJÉ�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�ÍJÆ�Æ�ÎµÅ�Ä
t ≥ 0

ÍJÆ Ï�ÎµÆ�Ä
x
ÎµÌPÆ�Ã±Ä�Ï�Æ�ÇVÔ�ÃGÍ`Ï�Æ�Î³Ô

Ô�Ç`Å�ÐhÓ±Ï�Æ�Î³Ç`Ì ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï ¸
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���Gí ( ( #Jî�ð�ï ?hð.(Lñ$#�ëwð}î}îHBçî�îoï>*`ñ�ï|ð���� BZï ? B %�BBïCB *`ì:ëD#F% �&BBïCBC#&%±î

r = 0 � η(0, 0) ∈
{1, . . . ,M} *&% � η(0, x) ∈ {0, . . . ,M} *`ñRG BZïBñ$*`ñ��"!R#`ñ x < 0 �� B�� ��� *�� # !*ì:*�ñ �­ð %±íAEMG�ðoñ}î�� ��� ?hðoñ�ðxð �&B�îoïZî v � 0 < v <∞ � � ?�Brë@? � #�ð}î3%�#�ï �­ð (hð@% � #&%
η � î}íhë@?�ï ?A*�ï4* � î �!�

lim
t→∞

rt/t = v.
Ü = ä

� B B"� �$# ð %GïBñ *�ì<ì B E BBï�ï ?8ðD#`ñ�ð E%� �&� ?8ðoñ�ð�ð �FBçî�ïZî σ � 0 < σ < ∞ � � ? BBë@? ��#&ð}î0%�#�ï �­ð (hð@%�� #&%
ï ?hð3B %�BBïCBC*`ì<ë #&% �&BBïCBC#F% {η(0, x) : x ∈ Z} � îoí8ë@?�ï ?A*dï

ε1/2
(

rε−1t − ε−1vt
)

, t ≥ 0,
Ü � ä

ë #&% �Jðoñ �­ð}î)B %�ì+*�� *Jî
ε→ 0

ï>#('�ñ$#�� %�B *&%�EH#�ïCBC#F%�� BBï ? �P*�ñ�B *&%Lëwð
0 < σ2 <∞ �

ÂKÇ�ÖhÊ�Ç�ÑdÄ Æ�ÃhÎ³Ï�Æ�Ã±Ä�Ç`Ê�Ä�Å�×^Ä�×�ÎµÕµÕ>ÈhÄ@,±Ì±Ä¨Í/Ê�Ä�Ì±Ä�×^ÍJÕ3Ï�Æ�Ê�Ó±Ô�Æ�ÓhÊ�Ä ÉBÇ`Ê*Æ�Ã±Ä Ê�ÎµË�Ã´Æbæ{Å�Ç�Ï�Æ!ÑVÎ³Ï�ÎµÆ�Ä�È
Ï�ÎµÆ�Ä

rt
á ÎµÌ¨Æ�Ä�Ê�Å�Ï�ÇJÉ%Ê�Ä�ËdÄ�Ì±Ä�ÊwÍJÆ�Î³Ç`Ì�Æ�ÎµÅ�Ä�Ï á ÍJÌ±È¨Æ�Ã±Ä�Ì¨×�ÎµÕµÕ@Ï�Ã±Ç�× Æ�ÃGÍJÆ�Ï�Ó±ÔwÃ/Æ�ÎµÅ�Ä�Ï3ÃGÍ�ÑdÄ",±ÌhÎµÆ�Ä

ÏwÄ�Ô�Ç`Ì±È�Å�Ç`Å�Ä�Ì­Æ�Ï ¸

< ¸*)!¿,+KÁ�-­Á/.K¼�01.:º�¾1-2. � ��-3- �G¾�	±¼L½KÀ � � ��� �
å Ì�Æ�ÃhÎ³ÏxÏ�Ä�Ô�Æ�Î³Ç`Ì á ×^Ä¨×�ÎµÕµÕ�ÈhÄ@,±Ì±Ä�ÍJÌ ÍJÓ8Ý8ÎµÕµÎçÍJÊ�ÒÚÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï�ÍJÌ±È Í ÕçÍJÐ�Ä�ÕµÕ³Ä�ÈPÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï á Ð�Ç`Æ�Ã

Ô�Ç`ÓhÖhÕ³Ä�È	Æ�Ç�Æ�Ã±Ä�Ô�Ç`Å�ÐhÓ±Ï�Æ�Î³Ç`Ì�ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï ¸ Â�Ã±Ä�ÍJÓ8Ý8ÎµÕµÎçÍJÊ�Ò�ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï {r̃t : t ≥ 0} á ×�ÎµÕµÕdÆwÍJÙdÄ�Ñ�ÍJÕµÓ±Ä�ÏÇ`Ì
Z
ÍJÌ±È�×�ÎµÕµÕRÃGÍ�ÑdÄxÆ~×�Ç/ÉZÓhÌ±È±ÍJÅ�Ä�Ì´ÆwÍJÕ>ÖhÊ�Ç`Ö@Ä�Ê�Æ�Î³Ä�Ï���ÓhÌ±ÈhÄ�Ê�Ô�Ä�Ê�ÆwÍJÎµÌ,ÎµÌhÎµÆ�ÎçÍJÕRÔ�Ç`Ì±È8ÎµÆ�Î³Ç`Ì±Ï�Ç`Ì

Æ�Ã±ÄxÔ�Ç`Å	ÐhÓ±Ï�Æ�Î³Ç`Ì�ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï�Ï�Ó±Ô�Ã,Æ�ÃGÍJÆ
r̃0 = r0

á ÎµÆ�×�ÎµÕµÕ>ÍJÕµ×^Í�Ò8Ï*Ð�Ä!Æ�Ç/Æ�Ã±Ä	Õ³ÄoÉBÆ�ÇJÉ�Æ�Ã±Ä�Ê�ÎµË�Ã­Æbæ
Å�Ç�Ï�Æ�ÑVÎ³Ï�ÎµÆ�Ä�È Ï�ÎµÆ�Ä {rt : t ≥ 0} ÍJÌ±È�ÎµÆ�Ï È8ÒVÌGÍJÅ�Î³Ô�Ï Î³Ï ÎµÌ±ÈhÄ�Ö@Ä�Ì±ÈhÄ�Ì´Æ�ÇJÉNÆ�Ã±Ä�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï Æ�ÇÆ�Ã±Ä!Õ³ÄoÉZÆ�ÇJÉ

r0
ÎµÌ�Æ�Ã±Ä	Ô�Ç`Å	ÐhÓ±Ï�Æ�Î³Ç`Ì�ÖhÊ�Ç´Ô�Ä�ÏwÏ�Î÷É>Æ�Ã±Ä	ÍJÖhÖhÊ�Ç`ÖhÊ�ÎçÍJÆ�Ä	Ê�ÓhÕ³Ä�ÉBÇ`Ê�ÙVÎµÕµÕµÎµÌhË�Î³Ï�ÈhÄ@,±Ì±Ä�È ¸

Â�Ã±Ä�ÏwÄ�ÖhÊ�Ç`Ö@Ä�Ê�Æ�Î³Ä�ÏN×�ÎµÕµÕ<Ã±Ä�ÕµÖWÓ±Ï�ÈhÄ@,±Ì±Ä	Æ�Ã±Ä!Ê�Ä�Ì±Ä�×^ÍJÕRÏ�Æ�Ê�Ó±Ô�Æ�ÓhÊ�Ä!ÉBÇ`Ê�Æ�Ã±Ä	Ê�ÎµË�Ã­Æbæ{Å�Ç�Ï�Æ�ÑVÎ³Ï�ÎµÆ�Ä�È
Ï�ÎµÆ�Ä {rt : t ≥ 0} ÇJÉ>Æ�Ã±Ä�Ô�Ç`Å	ÐhÓ±Ï�Æ�Î³Ç`Ì,ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�ÏNÍJÌ±È ×�ÎµÕµÕ<Ë�ÎµÑdÄ!Ó±ÏNÄ�Í`Ï�ÎµÕµÒ�Í�Õ³Ç&×�Ä�Ê�Ð@Ç`ÓhÌ±È�ÉBÇ`ÊÆ�Ã±Ä�ÕµÎµÅ�ÎµÆ�ÎµÌhËWÏ�Ö�Ä�Ä�È

v
ÇJÉ
rt
¸ Â�ÃhÎ³Ï!Î³Ï	Æ�Ã±Ä¨Ô�Ç`Ì´Æ�Ä�Ì­Æ ÇJÉ54�Ä�Å�Å¨Í�= ¸ Â�Ã±Ä�ÕçÍJÐ@Ä�ÕµÕ³Ä�ÈPÖhÊ�Ç´Ô�Ä�ÏwÏ á

Ô�Ç`Ê�Ê�Ä�Ï�Ö@Ç`Ì±ÈhÏKÆ�ÇNÍ�ÖhÊ�Ç´Ô�Ä�Ï�Ï<×�ÎµÆ�Ã Í�Ï�ÆwÍJÆ�Ä3Ï�ÖGÍ`Ô�Ä�ÕçÍJÊ�ËdÄ�Ê:Æ�ÃGÍJÌ	Æ�Ã±Ä^Ô�Ç`Å	ÐhÓ±Ï�Æ�Î³Ç`ÌxÖhÊ�Ç´Ô�Ä�ÏwÏ á ×�Ã±Ä�Ê�Ä
ÍJÌ,ÄoÝ8ÖhÕµÎ³Ô�ÎµÆ�Ê�ÓhÕ³Ä�ÉrÇ`ÊNÙVÎµÕµÕµÎµÌhË�Î³ÏNË�ÎµÑdÄ�Ì���ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï!ÍJÊ�ÄxÕçÍJÐ@Ä�ÕµÕ³Ä�È á ÍJÌ±È,Ä�ÑdÄ�Ê�Ò�Æ�ÎµÅ�Ä�Í�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä
ÃGÍ`Ï�Æ�Ç Ð@Ä*ÙVÎµÕµÕ³Ä�È á ÎµÆ�Î³Ï�Æ�Ã±Ä!Ç`Ì±Ä!×�ÎµÆ�Ã�Æ�Ã±Ä�Ï�Å¨ÍJÕµÕ³Ä�Ï�Æ�ÕçÍJÐ�Ä�Õ�×�ÃhÎ³ÔwÃ�Î³Ï�ÙVÎµÕµÕ³Ä�È ¸

4�Ä�ÆRÓ±Ï ,±Ê�Ï�ÆRÎµÌ­Æ�Ê�ÇVÈ8Ó±Ô�Ä�Ï�Ç`Å�Ä�ËdÄ�Ì±Ä�ÊwÍJÕhÌ±Ç`ÆwÍJÆ�Î³Ç`Ì ¸76 Ä@,±Ì±Ä A := {1, 2, . . . , a} á B := Z×AÍJÌ±ÈWÔ�Ç`Ì±Ï�Î³ÈhÄ�Ê�Í�Ï�Ä�Æ�ÇJÉ�ÎµÌ±ÈhÄ�Ö@Ä�Ì±ÈhÄ�Ì´Æ*Ô�Ç`Ì´Æ�ÎµÌ­Ó±Ç`Ó±Ï*Æ�ÎµÅ�ÄxÏ�ÎµÅ�ÖhÕ³Ä	Ï�Ò´Å�Å�Ä�Æ�Ê�Î³Ô�ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å ×�ÍJÕµÙVÏ
{Yx,i : (x, i) ∈ B} á Ä�Í`ÔwÃ Ç`Ì±Ä	ÇJÉRÆ�Ç`ÆwÍJÕ�/bÓhÅ�Ö�ÊwÍJÆ�Ä 1

á ÍJÌ±È�Ï�Ó±Ô�ÃWÆ�ÃGÍJÆ
Yx,i(0) = x

ÉBÇ`Ê�Ä�Í`ÔwÃ
i ∈ A ¸ - Ä�×�ÍJÌ­Æ�Æ�Ç�Ä�Ì±ÈhÇ&× Æ�Ã±Ä�Ï�Ä�ÆNÇJÉ:ÎµÌ±È8Î³Ô�Ä�Ï B ×�ÎµÆ�Ã�Æ�Ã±Ä!Õ³ÄoÝVÎ³Ô�Ç`Ë�ÊwÍJÖhÃhÎ³Ô�Ç`Ê�ÈhÄ�Ê ¸8 Ç`Ì±Ï�Î³ÈhÄ�ÊxÍ�Ï�Ä�Æ!ÇJÉ�ÎµÌ±ÈhÄ�Ö@Ä�Ì±ÈhÄ�Ì´Æ�Ô�Ç`Ì­Æ�ÎµÌ´Ó±Ç`Ó±ÏxÆ�ÎµÅ�Ä�ÊwÍJÆ�Ä

2
Ï�ÎµÅ�ÖhÕ³Ä�Ï�ÒVÅ�Å�Ä�Æ�Ê�Î³Ô�ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å

×�ÍJÕµÙVÏ
Yx,i
á ×�ÎµÆ�Ã ÕçÍJÐ�Ä�Õ

(x, i)
á ×�Ã±Ä�Ê�Ä

x ∈ Z
ÍJÌ±È

i ∈ {1, . . . , a− 1} ¸ � Í`Ô�ÃWÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å ×�ÍJÕµÙ
Yx,i

Ï�ÆwÍJÊ�Æ�Ï�ÍJÆ�Ï�ÎµÆ�Ä
x
ÉrÇ`Ê�Ä�ÑdÄ�Ê�Ò

i ∈ {1, . . . , a− 1} ¸ - Ä	Ç`Ê�ÈhÄ�Ê�Æ�Ã±Ä�ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï�Ð­Ò

(x, i) < (x′, i′) if x < x′ or x = x′ and i < i′.
Ürã ä

< ¸µ·�¸ 
:9�;�<�=><�?@�BADCE�B�GF2��HIHJ�K4�Ä�Æ
r ∈ Z

ÍJÌ±È�ÉrÇ`ÊNÄ�Í`ÔwÃ
z ∈ Z

á ÈhÄ@,±Ì±Ä
Bz
Í`ÏNÆ�Ã±ÄxÏwÄ�ÆNÇJÉ

MÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï�Ì±Ç`Æ!ÄoÝhÔ�Ä�Ä�È8ÎµÌhË
(z, a − 1)

ÎµÌÚÆ�Ã±Ä�Ç`Ê�ÈhÄ�Ê/Ürã äo¸(6 Ä@,±Ì±Ä
Ar,z

Æ�Ç�Ð@ÄxÆ�Ã±Ä�ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï�ÎµÌ
Bz×�ÎµÆ�Ã

x ≥ r
¸

- Ä�ÈhÄ@,±Ì±Ä�Í,Ï�ÄR2´Ó±Ä�Ì±Ô�Ä�ÇJÉ�×^ÍJÎµÆ�ÎµÌhËPÆ�ÎµÅ�Ä�Ï ¸ 4�Ä�Æ
ν0 := 0

ÍJÌ±È¡ÈhÄ@,±Ì±Ä
ν1
Í`Ï�Æ�Ã±Ä ,±Ê�Ï�Æ

Æ�ÎµÅ�ÄxÇ`Ì±Ä	ÇJÉ�Æ�Ã±Ä�ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å ×^ÍJÕµÙ8Ï {Yz,i : (z, i) ∈ Ar,r}
á ÃhÎµÆ�ÏNÆ�Ã±Ä�Ï�ÎµÆ�Ä

r + 1
¸ J�ÄoÝ8Æ á ÈhÄ@,±Ì±Ä

ν2
Í`ÏxÆ�Ã±ÄM,±Ê�Ï�Æ�Æ�ÎµÅ�Ä�Ç`Ì±Ä�ÇJÉ�Æ�Ã±Ä/ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å�×^ÍJÕµÙ8Ï {Yz,i : (z, i) ∈ Ar,r+1}

á ÃhÎµÆ�ÏxÆ�Ã±Ä�Ï�ÎµÆ�Ä



����������	
�����
�����
�����������
�
�����
�
��� �

r + 2
¸�å Ì ËdÄ�Ì±Ä�ÊwÍJÕ á ÉrÇ`Ê

k ≥ 3
á ×�ÄxÈhÄ@,±Ì±Ä

νk
Í`Ï�Æ�Ã±Ä',±Ê�Ï�Æ�Æ�ÎµÅ�ÄxÇ`Ì±Ä	ÇJÉ�Æ�Ã±Ä	ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å ×�ÍJÕµÙVÏ

{Yz,i : (z, i) ∈ Ar,r+k−1}
á Ñ´Î³Ï�ÎµÆ�Ï�Æ�Ã±Ä	Ï�ÎµÆ�Ä

r + k
¸ 6KÎµÌGÍJÕµÕµÒ á ÉBÇ`Ê

n ∈ N
á Õ³Ä�Æ

r̃r
t := r + n, if

∑n
k=0 νk ≤ t <

∑n+1
k=0 νk,

Ü ß�ä
×�Ã±Ä�Ê�Ä!Æ�Ã±Ä�Ï�ÓhÖ@Ä�Ê�ÏwÔ�Ê�ÎµÖhÆ

r
ÎµÌ
r̃r
t

ÎµÌ±È8Î³Ô�ÍJÆ�Ä�Ï�Æ�ÃGÍJÆ
r̃r
0 = r

¸
� ��
 
 ? ��� � ?hðoñ�ð ð �FBçî�ïZî0*&% α > 0

� ? BBë@? � #�ð}î'%�#�ï �­ð (hð@%�� #&%
r
î}íhë@?�ï ?A*�ïV* � î �

lim
t→∞

r̃r
t /t = α.

Ü âdä

��ñ # #$! � é Ì±Ô�Ä*Ç`Ì±Ä�Ì±Ç`Æ�Ä�Ï�Æ�ÃGÍJÆ�ÉBÇ`Ê�Ä�ÑdÄ�Ê�Ò j ≥ 0
Æ�Ã±ÄNÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å Ñ�ÍJÊ�ÎçÍJÐhÕ³Ä�Ï {νk`+j : k ≥ 1} ÍJÊ�ÄÎµÌ±ÈhÄ�Ö�Ä�Ì±ÈhÄ�Ì­ÆN×�Ã±Ä�Ì±Ä�ÑdÄ�Ê

` > M/a
á Æ�Ã±Ä*ÖhÊ�Ç´ÇJÉRÎ³Ï�Í�Ï�ÎµÅ�ÖhÕ³Ä�ÄoÝ8Ä�Ê�Ô�Î³Ï�Ä ¸

�

< ¸ ; ¸ � ?�� ��=���� CE�	�GF2�3HIH2� - ÄNÄ�ÌhÕçÍJÊ�ËdÄ�Æ�Ã±ÄNÏ�ÆwÍJÆ�Ä�Ï�ÖGÍ`Ô�ÄNÇJÉ�Æ�Ã±ÄNÏ�Æ�ÇVÔ�ÃGÍ`Ï�Æ�Î³ÔNÔ�Ç`Å	ÐhÓhÆ�Î³Ç`Ì�ÖhÊ�ÇJæ
Ô�Ä�ÏwÏ�Ï�Ç Æ�ÃGÍJÆ�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�Ô�ÍJÊ�Ê�Ò�ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï�×�ÃhÎ³Ô�ÃWÆ�Ä�ÕµÕ�Ó±Ï�×�Ã±Ä�Ê�Ä�Æ�Ã±Ä�Ò�Ç`Ê�ÎµË�ÎµÌGÍJÆ�Ä�È ¸
- Ä�×�ÎµÕµÕ<×^ÍJÌ­Æ�Æ�Ç ÙdÄ�Ä�Ö Æ�ÊwÍ`ÔwÙ�ÇJÉ:×�Ã±Ä�Ê�Ä	ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�Ô�ÍJÅ�Ä�ÉBÊ�Ç`Å á Ä�ÑdÄ�ÌWÍ�ÉBÆ�Ä�Ê�Ê�Ä�Ï�ÆwÍJÊ�Æ�ÎµÌhË�ÍJÆ

Ï�Æ�Ç`ÖhÖhÎµÌhË Æ�ÎµÅ�Ä�Ï ¸ ��Ä�Ì±Ô�Ä�Ä�Í`Ô�Ã ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä¨×�ÎµÕµÕ�ÃGÍ�ÑdÄ�Í�Ï�ÆwÍJÊ�Æ�ÎµÌhËWÖ@Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`Ì
z ∈ Z

ÍJÌ±ÈPÕçÍJÐ@Ä�Õ
(x, i)

á
x ∈ Z

á
i ∈ {1, . . . , a−1} ÈhÄ�Ï�Ô�Ê�ÎµÐhÎµÌhË!ÎµÆ�Ï�ÐhÎµÊ�ÆbÃhÖhÕçÍ`Ô�Ä ¸ - Ä�×�ÎµÕµÕ@ÍJÕµÕ³Ç�×¡Æ�Ã±Ä�Ö�Ç�Ï�Ï�ÎµÐhÎµÕµÎµÆ~ÒÆ�ÃGÍJÆ

z 6= x
¸

W Æ�Æ�ÎµÅ�Ä
0
á ×�Ä�ÃGÍ�ÑdÄ�ÍJÌ

r ∈ Z
Ê�Ä�ÖhÊ�Ä�Ï�Ä�Ì´Æ�ÎµÌhË¨Æ�Ã±Ä�Ê�ÎµË�Ã´Æ�Å�Ç�Ï�Æ�ÑVÎ³Ï�ÎµÆ�Ä�È�Ï�ÎµÆ�Ä á ÍJÌ±È Í�Ï�ÓhÐ±Ï�Ä�Æ

I(0)
ÇJÉ�Æ�Ã±Ä¨ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï

(x, i)
×�ÎµÆ�Ã

x ≤ r
á Ê�Ä�ÖhÊ�Ä�ÏwÄ�Ì­Æ�ÎµÌhËUÆ�Ã±Ä¨ÏwÄ�ÆxÇJÉ�ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï�ÇJÉ�ÕµÎµÑdÄ/ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï

ÍJÆ�Æ�ÎµÅ�Ä
0
¸ ÂKÇ¡Ä�Í`Ô�Ã Ç`Ì±ÄÚÇJÉxÆ�Ã±Ä�ÏwÄ,ÕçÍJÐ@Ä�Õ³Ï�Î³ÏWÍ`Ï�Ï�ÎµË�Ì±Ä�È Í Ö�Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`Ì

z = Zx,i(0) ≤ r×�ÃhÎ³ÔwÃ�Î³Ï�Æ�Ã±Ä�Ö@Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`Ì ÍJÆ�Æ�ÎµÅ�Ä
t = 0

ÇJÉ�Æ�ÃGÍJÆ�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä ¸ Â�Ã±Ä,Ö�Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`Ì ÍJÆ�Æ�ÎµÅ�Ä
t
Î³Ï

Zx,i(t) = Yx,i(t) + z − x
¸

ÂKÇ*ÙdÄ�Ä�ÖxÆ�ÊwÍ`ÔwÙ�ÇJÉGÆ�Ã±Ä^ÙVÎµÕµÕµÎµÌhË*ÎµÌxÆ�ÃhÎ³ÏRÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï á ×^Ä�Å¨ÍJÙdÄ�ÍNÊ�ÓhÕ³Ä^Æ�ÃGÍJÆR×�Ã±Ä�Ì±Ä�ÑdÄ�Ê3Í�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä
/bÓhÅ�Ö±Ï�Æ�Ç�Í�Ï�ÎµÆ�Ä!×�ÎµÆ�Ã

M
ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï á Æ�Ã±Ä!ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä ÍJÆ�Æ�ÃGÍJÆ�Ï�ÎµÆ�Ä�×�ÎµÆ�Ã Æ�Ã±Ä�Ï�Å¨ÍJÕµÕ³Ä�Ï�Æ�ÕçÍJÐ�Ä�Õ<Î³Ï

ÙVÎµÕµÕ³Ä�È�ÍJÌ±ÈxÆ�Ã±Ä^Ô�Ç`Ê�Ê�Ä�Ï�Ö@Ç`Ì±È8ÎµÌhË�ÕçÍJÐ�Ä�ÕhÎ³Ï:Ê�Ä�Å�Ç�ÑdÄ�È ÉBÊ�Ç`Å0Æ�Ã±Ä^ÏwÄ�Æ I ÇJÉGÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï>ÇJÉGÕµÎµÑdÄ�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï ¸- Ã±Ä�Ì�Í	ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä1/bÓhÅ�Ö±Ï�Æ�Ç Ï�ÎµÆ�Ä
r+ 1

á Æ�Ã±Ä�ÕçÍJÐ@Ä�Õ³Ï {(r+ 1, 1), . . . , (r+ 1, a− 1)} ×�ÎµÆ�ÃÔ�Ç`Ê�Ê�Ä�Ï�Ö@Ç`Ì±È8ÎµÌhË�Æ�Ç�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�×�ÎµÆ�Ã�ÎµÌhÎµÆ�ÎçÍJÕ�Ö�Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`Ì±Ï
r + 1

á ÍJÊ�Ä!Í`ÈhÈhÄ�È�Æ�Ç�Æ�Ã±Ä!Ï�Ä�Æ�ÇJÉRÕçÍJÐ@Ä�Õ³Ï
ÇJÉ�ÕµÎµÑdÄ�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï ¸ Â�Ã±Ä�Æ�ÎµÅ�Ä�Æ�ÃhÎ³ÏxÃGÍJÖhÖ@Ä�Ì±Ïx×�ÎµÕµÕ�Ð@Ä/ÈhÄ�Ì±Ç`Æ�Ä�È

ρ1
¸ Â�Ã±Ä�Ï�Ä/ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï Æ�Ã±Ä�Ì

ÃGÍ�ÑdÄ�Æ�ÊwÍP/�Ä�Ô�Æ�Ç`Ê�Î³Ä�Ï
Zr+1,i(t)

×�ÃhÎ³ÔwÃ�Î³Ï�ÄR2´ÓGÍJÕ�Æ�Ç
Yr+1,i(t− ρ1)

ÉrÇ`Ê
t ≥ ρ1

¸
L ÎµÅ�ÎµÕçÍJÊ�ÕµÒ á ÉrÇ`Ê

k ≥ 2
á
ρ1 + · · · + ρk

×�ÎµÕµÕKÐ�Ä�Æ�Ã±Ä ,±Ê�Ï�Æ�Æ�ÎµÅ�ÄxÍ�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä"/mÓhÅ�Ö±ÏNÆ�Ç
r + kÍJÌ±ÈêÍJÆ Æ�ÃGÍJÆ�Æ�ÎµÅ�Ä {(r + k, 1), . . . , (r + k, a − 1)} ÍJÊ�Ä�Í`ÈhÈhÄ�È Æ�Ç I á ×�ÎµÆ�ÃêÆ�ÊwÍP/�Ä�Ô�Æ�Ç`Ê�Î³Ä�Ï

Zr+k,i(t) = Yr+k,i(t − ρ1 − · · · − ρk)
ÉBÇ`Ê

t ≥ ρ1 + · · · + ρk
ÓhÌ­Æ�ÎµÕ�Ï�Ó±ÔwÃ Æ�ÎµÅ�Ä�Í`Ï Æ�Ã±Ä

ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�ÍJÊ�Ä*Ù´ÎµÕµÕ³Ä�ÈWÍJÌ±È�Æ�Ã±Ä�ÎµÊ�ÕçÍJÐ�Ä�Õ%Ê�Ä�Å�Ç�ÑdÄ�È�ÉBÊ�Ç`Å Æ�Ã±Ä�Ï�Ä�ÆNÇJÉ:ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï�ÇJÉRÕµÎµÑdÄ*ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï ¸
- Ä�ÈhÄ�Ì±Ç`Æ�Ä Ð´Ò I(t)

Æ�Ã±ÄWÏ�Ä�Æ�ÇJÉ�ÕçÍJÐ@Ä�Õ³Ï�ÇJÉ!ÕµÎµÑdÄ�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�ÍJÆ¨Æ�ÎµÅ�Ä
t
ÍJÌ±È¡Ð´Ò Z(t) =

{Z(x,i)(t) : (x, i) ∈ I(t)} Æ�Ã±Ä*Ö@Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`Ì±Ï�ÇJÉRÆ�Ã±Ä�Ô�Ç`Ê�Ê�Ä�Ï�Ö@Ç`Ì±È8ÎµÌhË/ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å ×^ÍJÕµÙ8Ï ¸ÂKÇ�Í�ÑdÇ`Î³È¡ÖGÍJÆ�Ã±Ç`Õ³Ç`Ë�Î³Ä�Ï¨ÎµÆ�Î³Ï�Ó±Ï�ÄoÉZÓhÕ�Æ�ÇÚÎµÌ±Ï�Î³Ï�Æ�Æ�ÃGÍJÆ�ÎµÌhÎµÆ�ÎçÍJÕµÕµÒ Æ�Ã±Ä�Ï�Ä�Æ�ÇJÉ�ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï�ÇJÉ*ÕµÎµÑdÄ
ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�ÎµÌ±Ô�ÕµÓ±ÈhÄ�Ï�ÍJÆ�Õ³Ä�Í`Ï�Æ�Ç`Ì±Ä�×�ÎµÆ�Ã

x = r
¸ Â�Ã±Ä!Ê�ÎµË�Ã´Æ�Å�Ç�Ï�Æ�ÑVÎ³Ï�ÎµÆ�Ä�È�Ï�ÎµÆ�Ä

r
Î³Ï�Æ�Ã±Ä!Ï�ÓhÖhÊ�Äoæ

Å�ÓhÅ�ÇJÉ�Æ�Ã±Ä
x
Ç�ÑdÄ�Ê�Æ�Ã±Ä�Ô�Ç`ÕµÕ³Ä�Ô�Æ�Î³Ç`Ì¡ÇJÉ�ÕçÍJÐ@Ä�Õ³Ï á

rt = sup{x : (x, i) ∈ I(t)} ¸ 4<Ä�Æ�Ó±Ï
ÉrÇ`Ê�Å¨ÍJÕµÎ+U�Ä�Æ�Ã±Ä�ÍJÐ@Ç&ÑdÄWÈ8Î³ÏwÔ�Ó±Ï�Ï�Î³Ç`Ì ¸ 8 ÍJÕµÕ

L
Æ�Ã±Ä Æ�Ê�ÎµÖhÕ³Ä�Ï

(r, I,Z)
ÉrÇ`Ê�Å�Ä�È¡Ð´Ò ÍJÌ ÎµÌ´Æ�Ä�ËdÄ�Ê

r ∈ Z
á ÍWÏwÄ�Æ�ÇJÉNÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï I ⊂ {(x, i) : x ≤ r, 1 ≤ i ≤ a − 1} ÍJÌ±È Ö@Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`Ì ÉBÓhÌ±Ô�Æ�Î³Ç`Ì

Z : I → {. . . , r− 2, r− 1, r} ÆwÍJÙVÎµÌhË�Ñ�ÍJÕµÓ±Ä�Ï^ÎµÌ�Æ�Ã±Ä�ÎµÌ´Æ�Ä�ËdÄ�Ê�Ï�Ï�Å¨ÍJÕµÕ³Ä�Ê^Æ�ÃGÍJÌ�Ç`Ê�ÄR2´ÓGÍJÕ@Æ�Ç r ¸- Ä*Ì±Ç&× ÈhÄ@,±Ì±Ä
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S :=







(r, I,Z) ⊂ L : max
(x,i)∈I

x = r,max
z≤r

∑

(x,i)∈I

1Z(x,i)(z) ≤M







.

×�ÃhÎ³ÔwÃ�×�ÎµÕµÕ�Ð�Ä*Æ�Ã±Ä!Ï�ÆwÍJÆ�Ä�Ï�ÖGÍ`Ô�Ä	ÇJÉRÇ`ÓhÊ�ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï ¸
Â�Ã±Ä¨ì:*�Gwðoìµð �)(Lñ$#�ëwð}î}îNÏ�ÆwÍJÊ�Æ�ÎµÌhË¨ÉZÊ�Ç`Å

w = (r, I(0),Z(0))
á Î³Ï�Ì±Ç�×0ÈhÄ@,±Ì±Ä�È�Í`Ï�Æ�Ã±Ä!Æ�Ê�ÎµÖhÕ³Ä

wt = {(rt, I(t),Z(t)) : t ≥ 0} á ÈhÄ@,±ÌhÎµÌhË�Í�Ï�Æ�Ê�Ç`ÌhË��,ÍJÊ�ÙdÇ�Ñ�ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï�ÆwÍJÙVÎµÌhË¨Ñ�ÍJÕµÓ±Ä�Ï�Ç`Ì S
á

ÍJÌ±ÈP×�ÎµÆ�Ã Í�ÕçÍ�× Ë�ÎµÑdÄ�ÌPÐ­ÒPÍ�ÖhÊ�Ç`ÐGÍJÐhÎµÕµÎµÆ|ÒÚÅ�Ä�Í`Ï�ÓhÊ�Ä
Pw

ÈhÄ@,±Ì±Ä�ÈPÇ`Ì�Æ�Ã±Ä L ÙdÇ`Ê�Ç`Ã±ÇVÈPÏ�ÖGÍ`Ô�Ä
D([0,∞); S)

¸
Â�Ã±Ä*ëD#&EMGoí´îoïCB #&%8(Lñ$#�ëwðoîwîKÈhÄ�Ï�Ô�Ê�ÎµÐ�Ä�È�ÎµÌ�Ï�Ä�Ô�Æ�Î³Ç`Ì · Î³Ï<Æ�Ã±Ä3ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä^Ô�Ç`ÓhÌ­Æ

η(t) := {η(y, t) :
y ≤ rt}

×�Ã±Ä�Ê�Ä
η(y, t) =

∑

(x,i)∈I(t) 1(Zx,i(t) = y)
¸ - Ä�×�ÎµÕµÕ<ÇVÔ�Ô�Í`Ï�Î³Ç`ÌGÍJÕµÕµÒ�Ó±Ï�Ä*Æ�Ã±Ä�Å�Ç`Ê�Ä

ÄoÝ8ÖhÕµÎ³Ô�ÎµÆ�Ì±Ç`ÆwÍJÆ�Î³Ç`ÌWÌ±Ç`ÆwÍJÆ�Î³Ç`Ì
ηw(t)

ÍJÌ±È
ηw(y, t)

ÎµÌ±Ï�Æ�Ä�Í`È ÇJÉ
η(t)

ÍJÌ±È
η(y, t)

Ê�Ä�Ï�Ö�Ä�Ô�Æ�ÎµÑdÄ�ÕµÒ á
×�ÎµÆ�Ã Æ�Ã±Ä*ÓhÌ±ÈhÄ�Ê�Ï�ÆwÍJÌ±È8ÎµÌhË¨Æ�ÃGÍJÆ

ηw(0)
Î³Ï�Æ�Ã±Ä�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä!Ô�Ç`ÓhÌ´ÆNÇJÉRÆ�Ã±Ä�ÎµÌhÎµÆ�ÎçÍJÕ<Ô�Ç`Ì±È8ÎµÆ�Î³Ç`Ì

w
¸

- Ä	ÍJÕµÊ�Ä�Í`È8Ò�ÈhÄ@,±Ì±Ä�È
ρ1
Æ�Ç Ð@Ä*Æ�Ã±Ä3,±Ê�Ï�Æ�Æ�ÎµÅ�Ä�Æ�ÃGÍJÆ�Ç`Ì±Ä!ÇJÉRÆ�Ã±Ä�Ï�Ä*ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�ÏNÃhÎµÆ�Ï

r + 1
¸

� ��
 
 ?��,�%�Gí ( ( #Jî�ð*ï ?A*�ï
(r, 1), . . . , (r, a−1) ∈ I(0) � *`ìZìTB %�BBïCBC*`ìZì �0*�ï r ��� ?8ð@% ρ1 ≤ ν1 �

��ñ # #$! � Â�Ã±Ä�È8ÒVÌGÍJÅ�Î³Ô�Ï	ÇJÉ^Æ�Ã±Ä a ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï	×�ÃhÎ³Ô�ÃPÏ�ÆwÍJÊ�Æ	ÍJÆ r Î³Ï�Æ�Ã±Ä�Ï}ÍJÅ�Ä ÎµÌÚÆ�Ã±Ä ÕçÍJÐ@Ä�Õ³Ä�ÈÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï�Í`Ï^ÎµÌ/Æ�Ã±Ä*Ç`Ì±Ä�Ï^×�Ä�Õ³ÇVÇ`Ù¨ÍJÆ^ÎµÌ�Æ�Ã±Ä*ÍJÓ8ÝVÎµÕµÎçÍJÊ�Ò/ÖhÊ�Ç´Ô�Ä�Ï�Ï ¸:å Ì±ÈhÄ�Ä�È á Æ�Ã±Ä�Ï�Ä�ÍJÊ�Ä�Æ�Ã±Ä�Ç`ÌhÕµÒ
ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�Ô�Ç`Ì±Ï�Î³ÈhÄ�Ê�Ä�È�ÎµÌ/Æ�Ã±Ä�ÍJÓ8Ý8ÎµÕµÎçÍJÊ�Ò¨ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï�ÓhÖ/Æ�ÇxÆ�ÎµÅ�Ä

ν1
á ×�ÃhÎµÕ³Ä�Æ�Ã±ÄNÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ä�È�ÖhÊ�Ç´Ô�Ä�ÏwÏ

Å¨Í�Ò/ÃGÍ�ÑdÄ!Å¨ÍJÌ´Ò�Ç`Æ�Ã±Ä�Ê�Ï á Ä�Í`Ô�Ã ÇJÉR×�ÃhÎ³Ô�ÃWÃGÍ`Ï�Í Ô�ÃGÍJÌ±Ô�Ä	Æ�Ç�Ð�Ä*Æ�Ã±Ä ,±Ê�Ï�Æ�Æ�Ç ÃhÎµÆ
r + 1

¸
�

�NÄ�Ô�ÍJÕµÕLÆ�ÃGÍJÆ
ρk + · · ·+ρ1

Î³Ï3Æ�Ã±Ä",±Ê�Ï�Æ�Æ�ÎµÅ�Ä�Ç`Ì±Ä�ÇJÉ�Æ�Ã±Ä�ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ä�È¨ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï^ÎµÌ¨Æ�Ã±ÄNÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ä�È
ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï3ÃhÎµÆ�Ï

r+k
¸ J�Ç`Æ�Ä�ÇJÉ<Ô�Ç`ÓhÊ�Ï�ÄNÆ�ÃGÍJÆ3Æ�Ã±ÄNÃhÎµÆ�Æ�ÎµÌhË Ô�Ç`ÓhÕ³È¨Ð�Ä�ÈhÇ`Ì±ÄNÐ­Ò�Ç`Ì±Ä�ÇJÉ%Æ�Ã±Ä

a
Ì±Ä�×

ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�ÏNÔ�Ê�Ä�ÍJÆ�Ä�È ÍJÆ
r + i

ÍJÆ�Æ�ÎµÅ�Ä
ρi
á
i < k

¸
� ��
 
 ?��G� �Gí ( ( #Jî�ð�ï ?A*�ï

(r, 1), . . . , (r, a−1) ∈ I(0) � *`ìZì�B %�BBïCBC*`ìZì �0*�ï r ��� ?8ð@% ρk ≤ νk �
��ñ # #$! �	� ÄoÉrÇ`Ê�Ä*Ë�ÎµÑ´ÎµÌhË¨ÍxËdÄ�Ì±Ä�ÊwÍJÕ�ÖhÊ�ÇVÇJÉ á ×�Ä!ÈhÄ�Ï�Ô�Ê�ÎµÐ�Ä*Æ�Ã±Ä!Ï�Ö�Ä�Ô�ÎçÍJÕ�Ô�Í`Ï�Ä�ÇJÉ M = a = k = 2×�Ã±Ä�Ê�Ä!Æ�Ã±Ä*Î³ÈhÄ�Í Î³Ï�Å�Ç`Ê�Ä�Æ�ÊwÍJÌ±Ï�ÖGÍJÊ�Ä�Ì´Æ ¸

8 Í`Ï�Ä
M = a = k = 2

� JNÇ`Æ�Ä ,±Ê�Ï�Æ�ÇJÉ	ÍJÕµÕ�Æ�ÃGÍJÆ�Î÷É
a = 2

á ×�Ä Ã±Í�ÑdÄ
i = 1

ÍJÕµ×^Í�Ò8Ï
ÍJÌ±È Ã±Ä�Ì±Ô�Ä ×^ÄWÔ�ÍJÌ�È8Ê�Ç`Ö Æ�Ã±Ä

i
ÎµÌ Æ�Ã±Ä�ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï ¸ Â�Ã±Ä ÕçÍJÐ@Ä�Õ³Ä�È ÖhÊ�Ç´Ô�Ä�ÏwÏ/Ï�ÆwÍJÊ�Æ�Ï¨×�ÎµÆ�Ã�Ç`Ì±Ä

ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Äx×�ÎµÆ�Ã�ÕçÍJÐ@Ä�Õ
r
ÍJÆ
r
á Ö�Ç�Ï�Ï�ÎµÐhÕµÒ�Ç`Ì±ÄxÇ`Æ�Ã±Ä�ÊNÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�ÍJÆ*Ï�ÎµÆ�Ä

r
á ×�ÎµÆ�Ã,Í¨ÕçÍJÐ@Ä�ÕRÏ�Å¨ÍJÕµÕ³Ä�Ê

Æ�ÃGÍJÌ
r
á ÍJÌ±ÈUÇ`Æ�Ã±Ä�Ê�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�×�ÎµÆ�ÃUÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï�Ï�Å¨ÍJÕµÕ³Ä�Ê�Æ�ÃGÍJÌ

r
ÍJÆ!ÍJÊ�ÐhÎµÆ�ÊwÍJÊ�Ò,Ö@Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`Ì±Ï*Æ�Ç/Æ�Ã±Ä

Õ³ÄoÉBÆ�ÇJÉ
r
¸'W Æ�Æ�ÎµÅ�Ä

ρ1
×^Ä ÃGÍ�ÑdÄ�Ç`Ì±Ä ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ä�È

r + 1
ÍJÆ
r + 1

á ×�ÃhÎ³Ô�Ã á Í�ÉZÆ�Ä�Ê*Æ�ÃGÍJÆ
Æ�ÎµÅ�Ä á ÃGÍ`Ï�Æ�ÊwÍP/bÄ�Ô�Æ�Ç`Ê�Ò

Zr+1(t) = Yr+1(t− ρ1)
á ÍJÌ±È�ÍJÌ±Ç`Æ�Ã±Ä�Ê�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä á ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ä�È

r
ÍJÆ�Ï�Ç`Å�Ä

Ï�ÎµÆ�Ä
x ≤ r + 1

á ×�ÃhÎ³ÔwÃ á Í�ÉBÆ�Ä�Ê¨Æ�ÃGÍJÆ¨Æ�ÎµÅ�Ä á ÃGÍ`Ï�Æ�ÊwÍP/�Ä�Ô�Æ�Ç`Ê�Ò
Zr(t) = Yr(t)

¸ J�Ç`Æ�Ä�Æ�ÃGÍJÆ
Ì±Ä�ÎµÆ�Ã±Ä�Ê/ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³ÄWÔ�ÍJÌ Ð@Ä�Ù´ÎµÕµÕ³Ä�È Ð@ÄoÉrÇ`Ê�Ä�Æ�ÎµÅ�Ä

ρ1 + ρ2
Ð�Ä�Ô�ÍJÓ±Ï�Ä Æ�Ã±Ä�ÒêÍJÊ�Ä Æ�Ã±Ä�Æ~×�Ç�×�ÎµÆ�Ã

Æ�Ã±Ä/ÃhÎµË�Ã±Ä�Ï�Æ ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï�ÓhÌ´Æ�ÎµÕ�Æ�ÃGÍJÆxÆ�ÎµÅ�Ä ¸ Â�Ã±Ä�Ê�Ä�Ô�Ç`ÓhÕ³ÈêÍJÕ³Ï�ÇWÐ@Ä�Ç`Æ�Ã±Ä�Ê ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï ×�ÎµÆ�ÃêÇ`Æ�Ã±Ä�Ê
ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï¨ÍJÆ�Ö�Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`Ì±Ï

x ≤ r
¸ 6 Ä�Ì±Ç`Æ�Ä�Ð­Ò

τr+1 = inf{t ≥ ρ1 : Zr+1(t) = r + 2} á Ð­Ò
τr = inf{t ≥ ρ1 : Zr(t) = r + 2} ÍJÌ±ÈWÐ­Ò τothers

Æ�Ã±Ä',±Ê�Ï�ÆNÆ�ÎµÅ�Ä�Ç`Ì±Ä�ÇJÉ�Æ�Ã±Ä�Ç`Æ�Ã±Ä�Ê�Ï�ÃhÎµÆ�Ï ¸
Â�Ã±Ä�Ì

ρ2 = min{τr+1, τr, τothers} − ρ1 ≤ min{τr+1, τr} − ρ1
¸

é Ì�Æ�Ã±Ä*Ç`Æ�Ã±Ä�Ê�ÃGÍJÌ±È á
ν2 = min{σr, σr+1}

×�Ã±Ä�Ê�Ä
σr = inf{t ≥ 0 : Yr(t) = r+ 2} ÍJÌ±È

σr+1 = inf{t ≥ 0 : Yr+1(t) = r + 2} ¸ J�Ç�×

τr+1 = inf{t ≥ ρ1 : Zr+1(t) = r + 2} = inf{t ≥ ρ1 : Yr+1(t− ρ1) = r + 2}
= inf{t ≥ 0 : Yr+1(t) = r + 2} + ρ1 = σr+1 + ρ1.

Ürè ä
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ÍJÌ±È

τr = inf{t ≥ ρ1 : Zr(t) = r + 2} = inf{t ≥ ρ1 : Yr(t) = r + 2}
≤ inf{t ≥ 0 : Yr(t) = r + 2} + ρ1 = σr + ρ1.Â�Ã±Ä*Ê�Ä�Ï�ÓhÕµÆ�ÉBÇ`ÕµÕ³Ç&×�Ï ¸

5*Ä�Ì±Ä�ÊwÍJÕ�Ô�Í`Ï�Ä ��4<Ä�Æ�Ó±Ï¨ÄoÝ±ÍJÅ�ÎµÌ±Ä�Æ�Ã±Ä Ô�Ç`Ì ,±Ë�ÓhÊwÍJÆ�Î³Ç`Ì�ÎµÌ¡Æ�Ã±Ä�ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ä�ÈêÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï/ÍJÆ¨Æ�ÎµÅ�Ä
ρ1+ · · ·+ρk−1

¸:å Æ>ÃGÍ`Ï
a−1

ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï3ÍJÆ�Ï�ÎµÆ�Ä
r+k−1

×�ÎµÆ�Ã�ÕçÍJÐ@Ä�Õ³Ï
(r+k−1, 1), . . . , (r+

k − 1, a − 1)
ÖhÕµÓ±Ï�Ç`Ì±Ä�Í`ÈhÈ8ÎµÆ�Î³Ç`ÌGÍJÕRÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�×�ÎµÆ�Ã,ÍJÌWÓhÌhÙ´Ì±Ç&×�Ì,ÕçÍJÐ@Ä�Õ á Æ�Ã±Ä	Ç`Ì±Ä�×�ÃhÎ³Ô�Ã�ÃhÎµÆ

r + k − 1
¸HW ÌPÍ`ÈhÈ8ÎµÆ�Î³Ç`ÌGÍJÕ

M − a + 1
ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï/ÜZ×�ÃhÎ³ÔwÃPÅ�ÎµË�Ã­Æ�ÎµÌ±Ô�ÕµÓ±ÈhÄ�Æ�Ã±Ä¨Í`ÈhÈ8ÎµÆ�Î³Ç`ÌGÍJÕ

ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�ÇJÉ:ÓhÌhÙ´Ì±Ç&×�Ì�ÕçÍJÐ@Ä�Õ%×�ÃhÎ³ÔwÃ�ÃhÎµÆ
r+ k− 1

ä ×�ÎµÆ�Ã�Æ�Ã±Ä*Ì±ÄoÝ8Æ�ÃhÎµË�Ã±Ä�Ï�Æ�ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï�Í�ÉZÆ�Ä�Ê�Æ�Ã±Ä
,±Ê�Ï�Æ

a− 1
ÃGÍ�ÑdÄ	Ï�Ç`Å�Ä*ÓhÌhÙVÌ±Ç�×�ÌWÖ@Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`Ì±Ï á ÍJÌ±È�Æ�Ã±Ä�Ê�Ä!Å¨Í�Ò�ÎµÌ Í`ÈhÈ8ÎµÆ�Î³Ç`ÌWÐ@Ä!ÍJÌ´Ò�Ì­ÓhÅ	Ð�Ä�Ê

ÇJÉRÇ`Æ�Ã±Ä�Ê�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�ÎµÌ�Æ�Ã±Ä�Ô�Ç`Ì ,±Ë�ÓhÊwÍJÆ�Î³Ç`Ì ¸µ¸^å Ì�Æ�Ã±Ä*Æ�ÎµÅ�Ä*ÎµÌ´Æ�Ä�Ê�Ñ`ÍJÕ
[0, ρ1 + · · · + ρk−1]

Ì±Ç`Ì±Ä
ÇJÉ*Æ�Ã±Ä

M − a + 1
ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�ÃGÍ`Ï¨ÃhÎµÆ

r + k
¸ Â�Ã±Ä�ÎµÊ�Æ�ÊwÍP/�Ä�Ô�Æ�Ç`Ê�Î³Ä�Ï�ÎµÌ¡Æ�Ã±Ä�Æ�ÎµÅ�Ä�ÎµÌ­Æ�Ä�Ê�Ñ�ÍJÕ

[ρ1 + · · ·+ρk−1, ρ1 + · · ·+ρk]
ÍJÊ�Ä

Y(r+k−2,a−1)(t−ρ1 + · · ·+ρk−2), . . .
¸ Â�Ã±ÄNÈhÄ@,±ÌhÎµÆ�Î³Ç`Ì

ÇJÉ
νk
á Ç`ÌPÆ�Ã±Ä�Ç`Æ�Ã±Ä�Ê�ÃGÍJÌ±È á ÎµÌ­ÑdÇ`ÕµÑdÄ�Ï Æ�Ã±Ä¨ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ïx×�ÎµÆ�Ã�Æ�Ã±Ä�Ï�Ä

M
Õ³Ä�Í`È8ÎµÌhË�ÎµÌ±È8Î³Ô�Ä�Ï á ÐhÓhÆ

×�ÎµÆ�Ã±Ç`ÓhÆ¨Æ�Ã±Ä�Æ�ÎµÅ�Ä�Ï�ÃhÎ÷ÉBÆ ¸ �NÄ�Ì±Ô�Ä�Æ�Ã±Ä ,±Ê�Ï�Æ�Æ�ÎµÅ�Ä�Æ�ÃGÍJÆ/ÍJÌ´ÒêÇJÉ�Æ�Ã±Ä ,±Ê�Ï�Æ
a − 1

ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï
ÃhÎµÆ�Ï�Î³Ï�Î³ÈhÄ�Ì­Æ�Î³Ô�ÍJÕ>Æ�Ç/Æ�ÃGÍJÆ�ÇJÉ3Æ�Ã±Ä ÍJÓ8ÝVÎµÕµÎçÍJÊ�ÒWÖhÊ�Ç´Ô�Ä�Ï�Ï á Æ�Ã±Ä ,±Ê�Ï�Æ*Æ�ÎµÅ�Ä�Æ�ÃGÍJÆ�ÍJÌ´ÒWÇJÉ3Æ�Ã±Ä�Ì±ÄoÝ8Æ
M − a + 1

ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�ÃhÎµÆ�Ï Î³Ï Ë�Ê�Ä�ÍJÆ�Ä�Ê�ÎµÌêÆ�Ã±Ä�ÍJÓ8Ý8ÎµÕµÎçÍJÊ�ÒPÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï á ÍJÌ±È Ç`Ì±Ä�ÇJÉNÆ�Ã±Ä�Ç`Æ�Ã±Ä�Ê
Ö�Ç�Ï�Ï�ÎµÐhÕ³ÄNÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�ÎµÌ�Æ�Ã±Ä�ÕçÍJÐ@Ä�Õ³Ä�È�ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï�Ô�Ç`ÓhÕ³È�Ð@Ä�Æ�Ã±Ä*Ç`Ì±Ä�×�ÃhÎ³Ô�Ã�ÃhÎµÆ1,±Ê�Ï�Æ á Å¨ÍJÙVÎµÌhË Æ�Ã±Ä
Æ�ÎµÅ�Ä	Ï�Ã±Ç`Ê�Æ�Ä�Ê�Ï�Æ�ÎµÕµÕ ¸

�

< ¸ < ¸ ���E= ?@������� C �	�GF2�3H HJ� - Ä!ÃGÍ�ÑdÄ�Ï�Ä�Ä�Ì Æ�ÃGÍJÆ�Æ�Ã±Ä!ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ä�È�ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï�Î³ÏNÈhÄ@,±Ì±Ä�È ÎµÌ�Æ�Ä�Ê�Å�Ï
ÇJÉ3Í¨Ï�Ä�ÆNÇJÉ>ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï I(t)

á ÉrÇ`Ê
t ≥ 0

á ×�ÎµÆ�Ã Æ�Ã±Ä	ÖhÊ�Ç`Ö@Ä�Ê�Æ~Ò
rt = sup{x : (x, i) ∈ I(t)} < ∞ ¸- Ã±Ä�Ì±Ä�ÑdÄ�Ê�ÍUÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�×�ÎµÆ�Ã ÍÚÕçÍJÐ@Ä�Õ�ÎµÌ I(t)

Î³Ï/ÙVÎµÕµÕ³Ä�È á Æ�ÃhÎ³Ï¨ÕçÍJÐ�Ä�Õ�Î³Ï¨Ê�Ä�Å�Ç&ÑdÄ�È ¸ å Ì Æ�Ã±Ä
Ä�ÌhÕçÍJÊ�ËdÄ�È ÖhÊ�Ç´Ô�Ä�ÏwÏ�×�Ä	ÙdÄ�Ä�Ö Æ�ÊwÍ`ÔwÙ�ÇJÉRÆ�Ã±Ä	Ù´ÎµÕµÕ³Ä�È ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�Í`Ï�×�Ä�ÕµÕ ¸ 6 Ä@,±Ì±Ä�ÉrÇ`Ê�Ä�Í`ÔwÃ

t ≥ 0
á

Æ�Ã±Ä�ÏwÄ�Æ�ÇJÉ:ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï�ÇJÉ�ÍJÕµÕ<Í`Ô�Æ�ÎµÑ`ÍJÆ�Ä�È�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�ÓhÖ�Æ�Ç�Æ�ÎµÅ�Ä
t
ÎµÌ�Æ�Ã±Ä�ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ä�È�ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï á

Ī(t) = ∪0≤s≤tI(s).8 Ç`Ì±Ï�Î³ÈhÄ�ÊxÆ�Ã±Ä�ÏwÄ�Æ Z̄(t) = {Zx,i(t) : (x, i) ∈ Ī(t)} ÇJÉ�ÍJÕµÕ�Æ�Ã±Ä�Ô�Ç`Ê�Ê�Ä�Ï�Ö�Ç`Ì±È8ÎµÌhËUÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å×�ÍJÕµÙVÏ*ÍJÆ�Æ�ÎµÅ�Ä
t
¸ Â�Ã±Ä�ð %±ì:*�ñ �­ð �0(Lñ$#�ëwð}î}î�Î³Ï�ÈhÄ@,±Ì±Ä�È,Í`Ï�Æ�Ã±Ä	Æ�Ê�ÎµÖhÕ³Ä

w̄t = {(rt, Ī(t), Z̄(t)) :
t ≥ 0} ¸8 Ç`Ì±Ï�Î³ÈhÄ�Ê�Ì±Ç�×$Æ�Ã±ÄxÏ�Ä�Æ�ÇJÉ�ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï R(t)

á Ç`ÐhÆwÍJÎµÌ±Ä�È,Í�ÉBÆ�Ä�Ê�Ê�Ä�Å�Ç�ÑVÎµÌhË�ÉZÊ�Ç`Å I(t)
ÍJÕµÕKÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï

(x, i)
×�ÎµÆ�Ã

x < r = sup{y : ((y, i) ∈ I(0)} ¸ - Ä�ÈhÄ@,±Ì±Ä!ÉBÇ`Ê y ≤ rt
Æ�Ã±Ä*ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ô�Ç`ÓhÌ­Æ

ζ(y, t) =
∑

(x,i)∈R(t)

1(Z(x,i)(t) = y).
Ü ·��dä

W Õ³Ï�Ç�Õ³Ä�Æ L(t)
Ð@Ä�Æ�Ã±Ä�Ï�Ä�Æ�ÇJÉ�ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï^Ç`ÐhÆwÍJÎµÌ±Ä�È�Í�ÉBÆ�Ä�Ê3Ê�Ä�Å�Ç&Ñ´ÎµÌhË�ÉZÊ�Ç`Å I(t)

ÍJÕµÕGÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï
(x, i)×�ÎµÆ�Ã Ö@Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`Ì±Ï

x ≥ r
¸ - Ä�ÈhÄ@,±Ì±Ä�ÉrÇ`Ê

y ≤ rt
Æ�Ã±Ä*ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä	Ô�Ç`ÓhÌ´Æ

φ(y, t) =
∑

(x,i)∈L(t)

1(Z(x,i)(t) = y).
Ü ·�·&ä

- Ä�Ï�ÎµÅ�ÎµÕçÍJÊ�ÕµÒ�ÈhÄ@,±Ì±Ä L̄(t)
Í`Ï�Æ�Ã±Ä�ÏwÄ�Æ�ÇJÉ:ÕçÍJÐ@Ä�Õ³Ï�Ç`ÐhÆwÍJÎµÌ±Ä�È�Í�ÉBÆ�Ä�Ê�Ê�Ä�Å�Ç�ÑVÎµÌhË ÉBÊ�Ç`Å Ī(t)

ÍJÕµÕ
ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï

(x, i)
×�ÎµÆ�Ã�Ö�Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`Ì±Ï

x ≥ r
á ÍJÌ±È�Æ�Ã±Ä	Ô�Ç`Ê�Ê�Ä�Ï�Ö@Ç`Ì±È8ÎµÌhË¨ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä!Ô�Ç`ÓhÌ­Æ�ÉrÇ`Ê

y ≤ rt
Í`Ï

φ̄(y, t) =
∑

(x,i)∈L̄(t)

1(Zx,i(t) = y).
Ü · ; ä
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 ?�� � � B���� #`ñ�ð �Jðoñ�� B %�BBïCB *`ì�ëD#&% �&BBïCB #&%
w ∈ S

*&%���ð �Jðoñ��
t ≥ 0

*&%��
x ≤ rt

φ(x, t) ≤ φ̄(x, t).
Ü · < ä

� B B"��� #`ñ/ð �`ðoñ$�
w = (r, I(0),Z(0)) ∈ S

� BZï ?,ì+*�G�ðoì£î
(r, 1), . . . , (r, a − 1)

*�ï�î�BBï|ð
r
*F% �

ë #`ñ}ñ�ð}î ( #&% �&B % � B %�BBïCBC*`ì ( #`î�BBïCBC#&%±î
Z(r,i)(0) = r

!R#`ñ
1 ≤ i ≤ a− 1 �

r̃r
t ≤ rt.

Ü · = ä
� B B B"��� #`ñ�ð �Jðoñ��

w = (r, I(0),Z(0)) ∈ S � ï ?8ð4(Lñ$#�ëwð}î}î�ð}î φ̄ *&% � r̃r
t

*`ñ�ð'B % �­ð (hð@% �­ð %Gï �
��ñ # #$! ��� ÍJÊ�Æ (i)

ÉrÇ`ÕµÕ³Ç�×�Ï È8ÎµÊ�Ä�Ô�Æ�ÕµÒÚÉBÊ�Ç`Å Æ�Ã±Ä/ÈhÄ@,±ÌhÎµÆ�Î³Ç`Ì±Ï ¸ � ÍJÊ�Æ (ii)
Î³ÏxÍWÔ�Ç`Ì±Ï�ÄR2´Ó±Ä�Ì±Ô�Ä�ÇJÉ

4<Ä�Å�Å¨Í)< ¸ � ÍJÊ�Æ (iii)
ÉrÇ`ÕµÕ³Ç�×�Ï^ÉBÊ�Ç`Å Æ�Ã±Ä*Ç`Ð±Ï�Ä�Ê�Ñ�ÍJÆ�Î³Ç`Ì�Æ�ÃGÍJÆ

φ̄
ÍJÌ±È

rr
t

ÍJÊ�Ä�ÈhÄ@,±Ì±Ä�È�ÎµÌ/Æ�Ä�Ê�Å�Ï
ÇJÉ�Æ�Ã±ÄWÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å ×�ÍJÕµÙVÏ {Yx,i : x < r} ÍJÌ±È {Yx,i : x ≥ r} Ê�Ä�Ï�Ö@Ä�Ô�Æ�ÎµÑdÄ�ÕµÒ á ×�ÃhÎ³Ô�Ã ÍJÊ�ÄÎµÌ±ÈhÄ�Ö�Ä�Ì±ÈhÄ�Ì­Æ ¸

�

= ¸
	����U¼ �±º ��
%. - ��»%¼G¿<ÀL»%¿�¼ �
8 Ç`Ì±Ï�Î³ÈhÄ�Ê�Æ�Ã±Ä,Ä�ÌhÕçÍJÊ�ËdÄ�È ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï

w̄t
×�ÎµÆ�Ã�ÎµÆ�Ï�ÌGÍJÆ�ÓhÊwÍJÕ8,±ÕµÆ�ÊwÍJÆ�Î³Ç`Ì F̄t

×�ÎµÆ�Ã ÍJÌ ÎµÌhÎµÆ�ÎçÍJÕ
Ô�Ç`Ì±È8ÎµÆ�Î³Ç`Ì

w0
ÃGÍ�ÑVÎµÌhË¡ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�×�ÎµÆ�Ã ÕçÍJÐ�Ä�Õ³Ï

(r, 1), . . . , (r, a − 1)
ÍJÆ Ï�ÎµÆ�Ä

r
á ÍJÌ±È ÍJÌ­Ò

ÍJÕµÕ³Ç&×^ÍJÐhÕ³ÄxÔ�Ç`Ì ,±Ë�ÓhÊwÍJÆ�Î³Ç`ÌWÇJÉRÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�×�ÎµÆ�Ã ÕçÍJÐ@Ä�Õ³Ï�Æ�Ç�Æ�Ã±Ä�Õ³ÄoÉZÆ�ÇJÉ
r
¸ 4�Ä�Æ

α = limt→∞ r̃t/tÐ�Ä!Í`Ï�ÎµÌPÜ âdä ÍJÌ±È Ô�Ã±ÇVÇ�Ï�Ä!ÍJÌ­Ò
0 < α′ < α

¸ 6 Ä@,±Ì±Ä

U := inf{t ≥ 0 : r̃t − r < bα′tc}
×�Ã±Ä�Ê�Ä bxc ÈhÄ�Ì±Ç`Æ�Ä�Ï�Æ�Ã±Ä*Ë�Ê�Ä�ÍJÆ�Ä�Ï�Æ�ÎµÌ­Æ�Ä�ËdÄ�Ê�Õ³Ä�ÏwÏ�Æ�ÃGÍJÌ Ç`Ê�ÄR2´ÓGÍJÕ�Æ�Ç x ¸6 Ä@,±Ì±Ä

V
Í`ÏxÆ�Ã±Ä ,±Ê�Ï�Æ�Æ�ÎµÅ�Ä�Ç`Ì±Ä�ÇJÉ�Æ�Ã±Ä�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï ÎµÌhÎµÆ�ÎçÍJÕµÕµÒPÆ�Ç�Æ�Ã±Ä�Õ³ÄoÉBÆxÇJÉ

r − 1
ÃhÎµÆ�Ï

{x : x ≥ bα′tc + r} á

V := inf{t ≥ 0 : sup
x≥[α′t]+r

φ̄w0
(x, t) > 0}.

U
ÍJÌ±È

V
ÍJÊ�Ä	Ï�Æ�Ç`ÖhÖhÎµÌhË�Æ�ÎµÅ�Ä�Ï�×�ÎµÆ�Ã�Ê�Ä�Ï�Ö@Ä�Ô�Æ�Æ�Ç {F̄t : t ≥ 0} ¸ 4�Ä�Æ

D := min{U, V }. Ü · � ä
6GÇ`Ê�Ä�Í`Ô�Ã

y ∈ Z
á Õ³Ä�Æ

Ty := inf{t ≥ 0 : rt ≥ y}ÈhÄ�Ì±Ç`Æ�Ä!Æ�Ã±Ä�ÃhÎµÆ�Æ�ÎµÌhË�Æ�ÎµÅ�Ä!ÇJÉ
y
Ð´Ò/Æ�Ã±Ä�Ê�ÎµË�Ã´Æ�Å�Ç�Ï�Æ�ÑVÎ³Ï�ÎµÆ�Ä�È�Ï�ÎµÆ�Ä*ÎµÌ Æ�Ã±Ä�ÕçÍJÐ@Ä�Õ³Ä�È�ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï

wt
¸

- Ä�×�ÎµÕµÕ:ÍJÕ³Ï�Ç Ì±Ä�Ä�È�Æ�Ã±Ä8,±Ê�Ï�Æ�Æ�ÎµÅ�Ä
U
ÍJÌ±È

V
ÃGÍJÖhÖ@Ä�ÌWÍ�ÉBÆ�Ä�Ê�Æ�ÎµÅ�Ä

s ≥ 0
á

U ◦ θs := inf{t ≥ 0 : r̃rs
t − rs < bα′tc}, Ü · ã ä

V ◦ θs := inf{t ≥ 0 : sup
x≥[α′t]+rs

φ̄ws(x, t) > 0}, Ü ·&ß�ä

ÍJÌ±È
D ◦ θs := min{U ◦ θs, V ◦ θs}

¸
8 Ã±ÇVÇ�Ï�Ä!ÍJÌ�ÎµÌ­Æ�Ä�ËdÄ�Ê

L := M
ÍJÌ±È�ÈhÄ@,±Ì±Ä�ÏwÄR2­Ó±Ä�Ì±Ô�Ä�Ï {Sk : k ≥ 0} ÍJÌ±È {Dk : k ≥ 1} ÇJÉ

F̄t
æ|Ï�Æ�Ç`ÖhÖhÎµÌhË�Æ�ÎµÅ�Ä�Ï�Í`Ï�ÉrÇ`ÕµÕ³Ç�×�Ï ¸1L ÆwÍJÊ�Æ�×�ÎµÆ�Ã

S0 = 0
ÍJÌ±È

R0 = r
¸ Â�Ã±Ä�Ì ÈhÄ@,±Ì±Ä

S1 := TR0+L D1 := D ◦ θS1
+ S1, R1 := rD1

,
ÍJÌ±È á ÉBÇ`Ê

k ≥ 1
á

Sk+1 := TRk+L Dk+1 := D ◦ θSk+1
+ Sk+1, Rk+1 := rDk+1

.



����������	
�����
�����
�����������
�
�����
�
��� �

J�Ç`Æ�Ä/Æ�ÃGÍJÆ�Æ�Ã±Ä�Ï�Ä¨Æ�ÎµÅ�Ä�Ï�ÍJÊ�Ä�Ì±Ç`Æ Ì±Ä�Ô�Ä�Ï�ÏwÍJÊ�ÎµÕµÒ ,±ÌhÎµÆ�Ä�ÍJÌ±È ×�Ä�Å¨ÍJÙdÄ�Æ�Ã±Ä�Ô�Ç`Ì­ÑdÄ�Ì­Æ�Î³Ç`Ì Æ�ÃGÍJÆ
r∞ = ∞ ¸1L ÎµÅ�ÎµÕçÍJÊ�ÕµÒ á ×�Ä�ÈhÄ@,±Ì±Ä Uk := U ◦ θSk

+ Sk
ÍJÌ±È

Vk := V ◦ θSk
+ Sk

ÉrÇ`Ê
k ≥ 1

¸
4<Ä�Æ

K := inf{k ≥ 1 : Sk <∞, Dk = ∞},ÍJÌ±È�ÈhÄ@,±Ì±Ä	Æ�Ã±Ä ñ�ð �­ð@%@ðoñ$*�ïCB #&%PïCB E¨ð á

κ := SK .
Ü ·�âdä

J�Ç`Æ�Ä*Æ�ÃGÍJÆ
κ
Î³Ï'%�#�ï�Í�Ï�Æ�Ç`ÖhÖhÎµÌhË¨Æ�ÎµÅ�Ä�×�ÎµÆ�Ã�Ê�Ä�Ï�Ö�Ä�Ô�Æ�Æ�Ç F̄t

¸
6 Ä�Ì±Ç`Æ�ÄNÐ­Ò G Æ�Ã±ÄNÎµÌ8ÉBÇ`Ê�Å¨ÍJÆ�Î³Ç`Ì�ÓhÖ�Æ�Ç!Æ�ÎµÅ�Ä κ á ÈhÄ@,±Ì±Ä�È�Í`Ï�Æ�Ã±ÄNÔ�Ç`Å�ÖhÕ³Ä�Æ�Î³Ç`Ì�×�ÎµÆ�Ã/Ê�Ä�Ï�Ö@Ä�Ô�ÆÆ�Ç
Pw
ÇJÉ:Æ�Ã±Ä	Ï�Å¨ÍJÕµÕ³Ä�Ï�Æ

σ
æ~ÍJÕµËdÄ�ÐhÊwÍ�Ô�Ç`Ì´ÆwÍJÎµÌhÎµÌhË�ÍJÕµÕ�Ï�Ä�Æ�Ï�ÇJÉ:Æ�Ã±Ä*ÉrÇ`Ê�Å {κ ≤ t} ∩A á A ∈ F̄t

¸
å Ì�Ï�Ä�Ô�Æ�Î³Ç`Ì � á ×^Ä�×�ÎµÕµÕ�Ï�Ã±Ç&× Æ�ÃGÍJÆ

Ew[κ2] <∞ ÍJÌ±È�Ã±Ä�Ì±Ô�Ä á ÎµÌ ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�ÓhÕçÍJÊ

Pw[κ <∞] = 1.
Ü · è ä

� �B�
C ��H <�� <�� � ��� � ð�ï
A
G�ð * '"#�ñ�ðoì<î}í�G}î�ð�ï4#$!

D([0,∞); Ω) � � ?8ð@% �
Pw [τ−rκζ(κ+ ·) ∈ A | G] = Paδ0 [η(·) ∈ A | U = ∞],

� ?hðoñ�ð
aδ0

�´ð@%�#�ï|ð}î0*�ëD#&%�� �`íVñ *�ïCB #&% � BBï ?
a
( *�ñoïCBrë�ì³ð}î0*�ï

0
*&% �M%�#&%�ð0*F% ��� ?8ðoñ�ðxð�ìtî�ð �

��ñ # #$! � - Ä*ÃGÍ�ÑdÄ!Æ�Ç�Ï�Ã±Ç&× Æ�ÃGÍJÆ�ÉrÇ`Ê�ÍJÌ­Ò B ∈ G á

Pw[B, {τ−rκζ(κ+ ·) ∈ A}] = Pw[B] Paδ0 [η(·) ∈ A | U = ∞].
Ü ; �dä

J�Ç�× á Ó±Ï�ÎµÌhË Ü · è äoá

Pw[B, {τ−rκζ(κ+ ·) ∈ A}] = Pw[{κ <∞}, B, {τ−rκζ(κ+ ·) ∈ A}]

=
∞

∑

k=1

Pw [{Sk <∞, Dk = ∞}, B, τ−rκζ(κ+ ·) ∈ A]

=
∞

∑

k=1

∑

x∈Z

Pw[rSk
= x, Sk <∞, Dk = ∞, B, τ−xζ(Sk + ·) ∈ A].

Ü ; ·&ä

6±Ê�Ç`Å Æ�Ã±Ä ÈhÄ@,±ÌhÎµÆ�Î³Ç`ÌUÇJÉ G Æ�Ã±Ä�Ê�Ä�Î³Ï�ÍJÌ,Ä�ÑdÄ�Ì­Æ Bk ∈ F̄Sk

Ï�Ó±Ô�Ã,Æ�ÃGÍJÆ
Bk = B

Ç`Ì
κ = Sk

¸
Â�Ã±Ä�Ê�ÄoÉrÇ`Ê�Ä á ×^Ä!Ô�ÍJÌ Ô�Ç`Ì­Æ�ÎµÌ´Ó±Ä	ÈhÄ�ÑdÄ�Õ³Ç`ÖhÎµÌhË,Ü ; ·&ä Æ�Ç�Ç`ÐhÆwÍJÎµÌ á

=

∞
∑

k=0

∑

x∈Z

Pw [rSk
= x, Sk <∞, Dk = ∞, Bk, τ−xζ(Sk + ·) ∈ A]

=
∑

k,x

Ew

[

1rSk
=x,Sk<∞,Bk

Pw

[

Dk = ∞, τ−xζ(Sk + ·) ∈ A | F̄Sk

]

]

,

×�Ã±Ä�Ê�Ä
Ew
Î³Ï^Æ�Ã±Ä*ÄoÝVÖ�Ä�Ô�ÆwÍJÆ�Î³Ç`Ì�ÈhÄ@,±Ì±Ä�È�Ð­Ò

Pw
¸ � ÓhÆ�Ç`Ì�Æ�Ã±Ä�Ä�ÑdÄ�Ì­Æ�Ï Sk <∞ ÍJÌ±È

rSk
= x

á
×^Ä�ÃGÍ�ÑdÄ!Ð­Ò�ÖGÍJÊ�Æ�Ï

(i)
ÍJÌ±È

(ii)
ÇJÉ74�Ä�Å�Å¨Í = á Æ�ÃGÍJÆ
ζw(Sk + ·) = ηaδx(·) Ü ;F; ä

×�Ã±Ä�Ì
Uk = Vk = ∞ á ÍJÌ±È Æ�ÃGÍJÆ ηaδSk

(·) Î³ÏRÎµÌ±ÈhÄ�Ö�Ä�Ì±ÈhÄ�Ì­Æ�ÇJÉ�Æ�Ã±Ä�Ô�Ç`Ì ,±Ë�ÓhÊwÍJÆ�Î³Ç`Ì/ÇJÉ�ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�ÏÆ�ÇxÆ�Ã±Ä�Õ³ÄoÉBÆ�ÇJÉ
x
¸>å Ì±ÈhÄ�Ä�È á ÖGÍJÊ�Æ

(i)
ÇJÉE4�Ä�Å�Å¨Í)= á ÍJÌ±È�Æ�Ã±Ä�Ä�ÑdÄ�Ì­Æ

Vk = ∞ á ÎµÅ�ÖhÕµÒ¨Æ�ÃGÍJÆ�Æ�Ã±ÄÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï!×�ÎµÆ�ÃÚÎµÌhÎµÆ�ÎçÍJÕ�Ö�Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`Ì±Ï
z
Æ�Ç�Æ�Ã±Ä Õ³ÄoÉBÆ!ÇJÉ

x
á Ì±Ä�ÑdÄ�Ê�ÃhÎµÆ!Æ�Ã±Ä ÕµÎµÌ±Ä bα′tc + x

¸ W Ì±È
ÖGÍJÊ�Æ

(ii)
ÇJÉ54�Ä�Å�Å¨Í = á ÍJÌ±ÈUÆ�Ã±Ä�Ä�ÑdÄ�Ì­Æ

Uk = ∞ á ÎµÅ�ÖhÕµÒWÆ�ÃGÍJÆ�Æ�Ã±Ä ÉBÊ�Ç`Ì­Æ rt
Î³Ï!ÍJÕµ×^Í�ÒVÏ	Æ�Ç
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Æ�Ã±ÄxÊ�ÎµË�Ã´Æ	ÇJÉ3Æ�Ã±Ä�ÏwÍJÅ�ÄxÕµÎµÌ±Ä ¸ �NÄ�Ì±Ô�Ä á Æ�Ã±Ä�Ê�Ä Î³Ï�Ì±Ç�Ä@Q%Ä�Ô�Æ�ÇJÉ�Æ�Ã±Ä ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�ÎµÌhÎµÆ�ÎçÍJÕµÕµÒ�Æ�Ç�Æ�Ã±Ä
Õ³ÄoÉBÆ ÇJÉ

x
Ç`Ì Æ�Ã±Ä/ÉZÊ�Ç`Ì´Æ

rt
á Ï�ÇWÆ�ÃGÍJÆ

ζw(Sk + ·) = ηaδx(·) ¸ Â�Ã±Ä�Ì á Ü ;F; ä Ô�Ç`Å	ÐhÎµÌ±Ä�È ×�ÎµÆ�ÃÆ�Ã±Ä!ÎµÌ±ÈhÄ�Ö@Ä�Ì±ÈhÄ�Ì±Ô�ÄxÇJÉ
Uk
ÍJÌ±È

Vk
Ë�ÎµÑdÄ�Ì F̄Sk

Ð­Ò�ÖGÍJÊ�Æ
(iii)

ÇJÉ74<Ä�Å�Å¨ÍH= á Æ�Ã±Ä!Æ�ÊwÍJÌ±Ï�ÕçÍJÆ�Î³Ç`Ì
ÎµÌ´Ñ`ÍJÊ�ÎçÍJÌ±Ô�Ä á ÍJÌ±È,Æ�Ã±ÄxÏ�Æ�Ê�Ç`ÌhË���ÍJÊ�ÙdÇ&Ñ ÖhÊ�Ç`Ö�Ä�Ê�Æ|Ò�ÎµÅ�ÖhÕµÒ Æ�ÃGÍJÆ!Ç`Ì,Æ�Ã±Ä Ä�ÑdÄ�Ì­Æ�Ï

Sk < ∞ ÍJÌ±È
rSk

= x
á

Pw

[

Uk = ∞, Vk = ∞, τ−xζ(Sk + ·) ∈ A | F̄Sk

]

= Pw

[

Uk = ∞, τ−xηaδx(·) ∈ A | F̄Sk

]

Pw

[

Vk = ∞ | F̄Sk

]

= Paδ0 [U = ∞, η(·) ∈ A]Pw[Vk = ∞ | F̄Sk
].

L ÓhÅ�Å¨ÍJÊ�Î+U�ÎµÌhË á ×�Ä�ÃGÍ�ÑdÄ á

Pw[κ <∞] Pw[B, τ−rκζ(κ+ ·) ∈ A]

= Paδ0 [U = ∞, η(·) ∈ A]
∑

k,x

Pw[Vk = ∞, rSk
= x, Sk <∞, Bk].

Ü ;F< ä

4<Ä�Æ�Æ�ÎµÌhË
A = Ω

Ë�ÎµÑdÄ�Ï

Pw[κ <∞]Pw[B] = Paδ0 [U = ∞]
∑

k,x

Pw[Vk = ∞, rSk
= x, Sk <∞, Bk].

Ü ;Y= ä

Ü ;F< ä ÍJÌ±È�Ü ;Y= ä Æ�Ç`ËdÄ�Æ�Ã±Ä�Ê�ÎµÅ�ÖhÕµÒUÜ ; �däo¸
�

J�Ç�× ÈhÄ@,±Ì±Ä
κ1 ≤ κ2 ≤ · · · Ð­Ò κ1 := κ

ÍJÌ±È�ÉrÇ`Ê
n ≥ 1

κn+1 := κn + κ(w̄κn+·).
Ü ;F� ä

×�Ã±Ä�Ê�Ä
κ(w̄κn+·)

Î³ÏNÆ�Ã±Ä�Ê�Ä�ËdÄ�Ì±Ä�ÊwÍJÆ�Î³Ç`ÌUÆ�ÎµÅ�Ä�Ï�ÆwÍJÊ�Æ�ÎµÌhË�ÉBÊ�Ç`Å
w̄κn+·

ÍJÌ±ÈW×�ÄxÏ�Ä�Æ
κn+1 = ∞Ç`Ì

κn = ∞ ÉrÇ`Ê
n ≥ 1

¸ - Ä ×�ÎµÕµÕ3Ô�ÍJÕµÕ
κ1
Æ�Ã±Ä ��ñwî�ï�ñ�ð �­ð@%@ð�ñ *�ïCB #&% ïCB E¨ð�ÍJÌ±È

κn
Æ�Ã±Ä

n �
ï ?

ñ�ð �­ð %@ðoñ$*�ïCBC#F%ÚïCB E¨ð ¸
6±Ç`Ê�Ä�Í`ÔwÃ

n ≥ 1
Æ�Ã±Ä

σ
æ~ÍJÕµËdÄ�ÐhÊwÍ á Gn

×�ÎµÕµÕ@Ð@ÄNÆ�Ã±Ä*Ô�Ç`Å�ÖhÕ³Ä�Æ�Î³Ç`Ì�×�ÎµÆ�Ã/Ê�Ä�Ï�Ö�Ä�Ô�Æ�Æ�Ç
Pw
ÇJÉKÆ�Ã±Ä

Ï�Å¨ÍJÕµÕ³Ä�Ï�Æ
σ
æ~ÍJÕµËdÄ�ÐhÊwÍ�Ô�Ç`Ì­ÆwÍJÎµÌhÎµÌhËWÍJÕµÕ�Ï�Ä�Æ�Ï�ÇJÉ�Æ�Ã±ÄxÉBÇ`Ê�Å {κ1 ≤ t1} ∩ · · · ∩ {κn ≤ tn} ∩ A

á
A ∈ Ftn

¸ 8 Õ³Ä�ÍJÊ�ÕµÒ G1 = G ¸
� ��
 
 ?��,� {U = ∞} ∈ G1 �
��ñ # #$! � J�Ç`Æ�Ä�Æ�ÃGÍJÆ {κ1 = ∞} Î³Ï�Í	Ì­ÓhÕµÕ%Ä�ÑdÄ�Ì­Æ�ÉrÇ`Ê Pw

ÍJÌ±È�Ã±Ä�Ì±Ô�Ä á Ï�ÎµÌ±Ô�Ä G1
Î³Ï�Ô�Ç`Å�ÖhÕ³Ä�Æ�Ä á ÎµÆ

Î³Ï�Ä�Ì±Ç`ÓhË�Ã�Æ�Ç�Ï�Ã±Ç�× Æ�ÃGÍJÆ {U <∞} ∩ {κ1 <∞} ∈ G1
¸

6±Ç`Ê Ì±Ç`ÆwÍJÆ�Î³Ç`ÌGÍJÕ	Ô�Ç`Ì­ÑdÄ�ÌhÎ³Ä�Ì±Ô�Ä á ×^ÄU×�Ê�ÎµÆ�Ä
r̃k
·

ÎµÌ±Ï�Æ�Ä�Í`È ÇJÉ
r̃
rSk
·
¸ JNÇ`Æ�Ä,Æ�ÃGÍJÆ�×�Ã±Ä�Ì±Ä�ÑdÄ�Ê

U < ∞ á Sk < ∞ ÍJÌ±È
r̃U > rSk

ÃGÍJÖhÖ�Ä�Ì á ÉrÇ`Ê�ÏwÇ`Å�Ä
k ≥ 1

á Æ�Ã±Ä�ÌUÌ±Ä�Ô�Ä�Ï�ÏwÍJÊ�ÎµÕµÒ
κ1 > Sk

¸
å Ì±ÈhÄ�Ä�È á ÉBÊ�Ç`Å�Æ�Ã±Ä�Ç`Ð±Ï�Ä�Ê�Ñ�ÍJÆ�Î³Ç`ÌêÆ�ÃGÍJÆ

r̃Sk+· = r̃k
·
á ×�Ä�Ï�Ä�Ä�Æ�ÃGÍJÆ�Î÷É*Æ�Ã±Ä�Ä�ÑdÄ�Ì­Æ�Ï

U < ∞ á
Sk < ∞ ÍJÌ±È

r̃U ≥ rSk

ÃGÍJÖhÖ�Ä�Ì á Æ�Ã±Ä�Ì,×�Ä Å�Ó±Ï�Æ�ÃGÍ�ÑdÄ Æ�ÃGÍJÆ
Uk < ∞ á ÍJÌ±È,Ã±Ä�Ì±Ô�Ä Dk <

∞ ¸ � ÒUÏ�ÓhÅ�Å�ÎµÌhË,Ç�ÑdÄ�ÊxÆ�Ã±Ä�ÎµÌ´Æ�Ä�Ê�Ï�Ä�Ô�Æ�Î³Ç`Ì ×�ÎµÆ�Ã {κ1 = Sk}
×^Ä¨Ï�Ä�Ä¨Æ�ÃGÍJÆ�ÎµÆ	ÉBÇ`ÕµÕ³Ç&×�Ï	Æ�ÃGÍJÆ

{U <∞} ∩ {κ1 <∞} ∩ {r̃U > rκ1
} = ∅ ¸VL Ç

{U <∞} ∩ {κ1 <∞} = {r̃U ≤ rκ1
} ∩ {κ1 <∞}. Ü ;�ã ä

L ÎµÌ±Ô�Ä
r̃U ≤ rt

ÎµÅ�ÖhÕµÎ³Ä�Ï�Æ�ÃGÍJÆ
U <∞ á ÎµÆ�ÉBÇ`ÕµÕ³Ç&×�Ï�Æ�ÃGÍJÆ {r̃U > rκ1

} ∩ {r̃U ≤ rt} ∩ {κ1 ≤ t}Î³Ï�Ä�Å�ÖhÆ~Ò ¸ ��Ä�Ì±Ô�Ä {r̃U ≤ rt} ∩ {κ1 < t} = {r̃U ≤ rκ1
} ∩ {r̃U ≤ rt} ∩ {κ1 < t} = {r̃U ≤
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rκ1
} ∩ {κ1 < t} ¸ Â�Ã­Ó±Ï

{r̃U ≤ rκ1
} ∩ {κ1 <∞} =

∞
⋃

n=1

{r̃U ≤ rn} ∩ {κ1 < n}. Ü ; ß�ä

Â�Ã±Ä	Ê�Ä�Ï�ÓhÕµÆ�Æ�Ã±Ä�ÌWÉrÇ`ÕµÕ³Ç�×�Ï�ÉZÊ�Ç`Å Æ�Ã±Ä!É{Í`Ô�Æ�Æ�ÃGÍJÆ {r̃U ≤ rt} ∈ F̄t
ÉBÇ`Ê�Ä�Í`Ô�Ã

t > 0
×�ÃhÎ³Ô�Ã�Î³Ï�Í

È8ÎµÊ�Ä�Ô�ÆNÔ�Ç`Ì±Ï�ÄR2­Ó±Ä�Ì±Ô�Ä	ÇJÉ:Æ�Ã±Ä!Ô�Ç`Ì±Ï�Æ�Ê�Ó±Ô�Æ�Î³Ç`Ì ÇJÉ:Æ�Ã±Ä!ÖhÊ�Ç´Ô�Ä�Ï�ÏwÄ�Ï ¸
�

� �B�
C ��H <�� <�� � �,� � ð�ï
A
G�ð * '"#�ñ�ðoì<î}í�G}î�ð�ï4#$!

D([0,∞); Ω) � � ?8ð@% �
Pw[τ−rκn

ζ(κn + ·) ∈ A | Gn] = Paδ0 [η(·) ∈ A | U = ∞].
��ñ # #$! � 4�Ä�Æ

ψ : D[[0,∞); S) → D[[0,∞); S)
Ð@Ä*Æ�Ã±Ä*Å¨ÍJÖ�Ë�ÎµÑdÄ�Ì Ð­Ò á

ψ(w̄)(·) = τ−rκ1
w̄(κ1(w̄(·)) + ·). Ü ; âdä

Â�Ã±Ä�Ì,Ì±Ç`Æ�Ä Æ�ÃGÍJÆ á Gk+1
Î³Ï�ËdÄ�Ì±Ä�ÊwÍJÆ�Ä�ÈUÐ´Ò G1

ÍJÌ±È
ψ−1 (Gk)

á ÍJÌ±È,Æ�ÃGÍJÆ*Æ�Ã±Ä
σ
æ~ÍJÕµËdÄ�ÐhÊwÍ`Ï G1ÍJÌ±È

ψ−1(Gk)
ÍJÊ�Ä�ÎµÌ±ÈhÄ�Ö@Ä�Ì±ÈhÄ�Ì´Æ ¸ Â�Ã±Ä�ÖhÊ�ÇVÇJÉ�ÇJÉ%Æ�ÃhÎ³Ï3Æ�Ã±Ä�Ç`Ê�Ä�Å(Ì±Ç�× ÉBÇ`ÕµÕ³Ç&×�Ï>ÉBÊ�Ç`Å1Æ�Ã±ÄNÍJÐ�Ç�ÑdÄ

Ç`Ð±ÏwÄ�Ê�Ñ`ÍJÆ�Î³Ç`Ì±Ï á ÎµÌ±È8Ó±Ô�Æ�Î³Ç`Ì Ç`Ì
n ∈ Z

+ Ó±Ï�ÎµÌhË � Ê�Ç`Ö@Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`Ì ·�á ÍJÌ±È&4�Ä�Å�Å¨ÍH� ¸
�

� �B�
C ��H <�� <�� � �G� � ð�ï
w ∈ S � � B���� %��­ðoñ

Pw � κ1, κ2 − κ1, κ3 − κ2, . . .
*`ñ�ð B % �­ð (±ð@% �­ð@%Lï �*F% �

κ2 − κ1, κ3 − κ2, . . .
*`ñ�ð B �­ð %GïCBBë *`ì�ì � �&Bçî�ïBñ�B>Goí8ï|ð�� � BBï ?,ì+*�� B �­ð@%GïCBrëD*`ì^ï>#Wï ? *�ï3# !

κ1íA% �­ð�ñ
Paδ0 [·|U = ∞] � � B B"��� % �­ðoñ

Pw � r·∧κ1
, r(κ1+·)∧κ2

− rκ1
, r(κ2+·)∧κ3

− rκ2
, . . .

*`ñ�ð
B % �­ð (hð@% �­ð %Gï � *&% � r(κ1+·)∧κ2

− rκ1
, r(κ2+·)∧κ3

− rκ2
, . . .

*`ñ�ð'B �­ð@%GïCBrëD*`ìZì"� �&Bçî�ïBñ�B>Goí8ï|ð�� � BZï ?
ì+*�� B �­ð %GïCBBë *`ì<ï>#/ï ?A*�ï4# !

rκ1

íA% �­ðoñ
Paδ0 [·|U = ∞] �

��ñ # #$! � Â�ÃhÎ³Ï�ÉrÇ`ÕµÕ³Ç�×�ÏNÈ8ÎµÊ�Ä�Ô�Æ�ÕµÒ�ÉZÊ�Ç`Å � Ê�Ç`Ö�Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`Ì ; ¸ �

� ¸�� + 	 �±À@»J.8»%Á�½:º�� .Kº�¾��2.K¼%Á/.Kº�À � �/½���» ���Ú¼ �
	��±º �±¼ .V»%ÁZ½Kº »%Á ��� �
� ¸µ·�¸ � H � <>
 ? �I��H�� ��� � ��� ? 9 ;�<>=><�?@� A CE�B�GF2��HIHJ� å Ì Æ�ÃhÎ³Ï�Ï�ÓhÐ±Ï�Ä�Ô�Æ�Î³Ç`Ì�×^Ä,Ç`ÐhÆwÍJÎµÌ ÏwÇ`Å�Ä
Ä�Ï�Æ�ÎµÅ¨ÍJÆ�Ä�Ï�ÉBÇ`Ê�Æ�Ã±Ä�ÍJÓ8Ý8ÎµÕµÎçÍJÊ�ÒWÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï ¸ Â�Ã±ÄxÖhÊ�Ç´Ô�Ä�Ï�Ï*×�ÎµÕµÕ3ÍJÕµ×�Í�Ò8Ï	Ï�ÆwÍJÊ�Æ�ÉBÊ�Ç`Å

aδ0
ÍJÌ±È,×^Ä

ÈhÄ�Ì±Ç`Æ�Ä!Æ�Ã±Ä�Ô�Ç`Ê�Ê�Ä�Ï�Ö@Ç`Ì±È8ÎµÌhË/Å�Ä�Í`Ï�ÓhÊ�Ä!Ç`Ì�Æ�Ã±Ä�Æ�ÊwÍP/�Ä�Ô�Æ�Ç`Ê�Î³Ä�Ï�ÇJÉRÆ�Ã±Ä	ÍJÓ8Ý8ÎµÕµÎçÍJÊ�Ò/ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï�Ð´Ò
P
á

ÍJÌ±È�ÄoÝ8Ö�Ä�Ô�ÆwÍJÆ�Î³Ç`Ì±Ï�Ð­Ò
E
¸

� ��
 
 ?�
G� � #`ñ
1 ≤ p < M/2

*&% �
j ≥ M � ï ?hðoñ�ð�ð �&B�îoïZîH* ë #&%hîoï>*F%Gï C = C(p) < ∞îoí8ë ?�ï ? *�ï

E[|νj |p] < C.
Ü ;�è ä

��ñ # #$! � 6±Ç`Ê j ≥ M
Æ�Ã±Ä�ÍJÓ8ÝVÎµÕµÎçÍJÊ�Ò�ÖhÊ�Ç´Ô�Ä�ÏwÏ�ÃGÍ`Ï�ÎµÆ�Ï�ÉBÓhÕµÕ!Ô�Ç`Å�ÖhÕ³Ä�Å�Ä�Ì­Æ,ÇJÉ

M
ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï

ÍJÆ�Æ�Ä�Å�ÖhÆ�ÎµÌhË�Æ�Ç ÃhÎµÆ
j + 1

¸
νj
Î³Ï�Æ�Ã±Ä�Ì�Æ�Ã±Ä�Å�ÎµÌhÎµÅ	ÓhÅ ÇJÉ

γ1, . . . , γM
×�ÃhÎ³ÔwÃWÍJÊ�Ä�Æ�Ã±Ä*ÃhÎµÆ�Æ�ÎµÌhË

Æ�ÎµÅ�Ä�Ï�ÇJÉ
1
ÇJÉ
M
ÊwÍJÌ±ÈhÇ`ÅÛ×�ÍJÕµÙVÏxÏ�ÆwÍJÊ�Æ�ÎµÌhË ÎµÌ {−M/a ≤ x ≤ 0} ¸�L ÆwÍJÌ±È±ÍJÊ�È Ä�Ï�Æ�ÎµÅ¨ÍJÆ�Ä�ÏÉrÇ`Ê	ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å4×�ÍJÕµÙVÏ Ë�ÎµÑdÄ

P [γi > t] ≤ Ct−1/2 ÉBÇ`Ê Ï�Ç`Å�Ä C < ∞ ¸ �NÄ�Ì±Ô�Ä P [νj > t] ≤
CM t−M/2 ¸

�

� ��
 
 ?�� � � #�ñ
1 ≤ p < M/2 � ï ?8ðoñ�ð¨ð �FBçî�ïZî)*�ëD#&%hî�ï>*&%Gï C = C(p) < ∞ îoí8ë ? ï ?A*�ï�! #�ñ

*�ì�ì�B %�BBïCBC*`ì�ëD#F% �&BBïCBC#&%±î
w � *&% � *`ìZì t > 0

P [t < U <∞] ≤ Ct−(p/2).
Ü < �dä
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��ñ # #$! �	� Ò¨Æ�ÊwÍJÌ±Ï�ÕçÍJÆ�Î³Ç`Ì ÎµÌ­Ñ�ÍJÊ�ÎçÍJÌ±Ô�Ä�×^Ä!Ô�ÍJÌ Í`Ï�Ï�ÓhÅ�Ä r = 0
¸ 4�Ä�Æ

t1
Ð�Ä�Ï�Ó±Ô�Ã�Æ�ÃGÍJÆ bα′t1c =

M
¸ Â�Ã±Ä�Ì á ×�Ã±Ä�Ì

t ≥ t1
á ×�Ä�ÃGÍ�ÑdÄ�Æ�ÃGÍJÆ

P [t < U <∞] ≤ P
[

r̃0t1 > M,∪s>t

{

r̃0s ≤ bα′sc
}]

.
Ü < ·&ä

� ÓhÆ á Î÷É r̃0s ≤ bα′sc ÉrÇ`Ê s ≥ t
á Æ�Ã±Ä�Ì ∑bα′sc

j=1 νj ≥ s
á ×�ÃhÎ³ÔwÃ ÎµÌ Æ�ÓhÊ�Ì ÎµÅ�ÖhÕµÎ³Ä�Ï Æ�ÃGÍJÆ á

1
n

∑n
j=1 νj ≥ 1

α′

ÉrÇ`ÊxÏwÇ`Å�Ä
n ≥ bα′tc ¸ L ÎµÅ�ÎµÕçÍJÊ�ÕµÒ á r̃0

t1 > M
á ÎµÅ�ÖhÕµÎ³Ä�ÏxÆ�ÃGÍJÆ ∑M

j=1 νj ≤
(M + 1)/α′ ¸ Â�Ã±Ä�Ê�ÄoÉrÇ`Ê�Ä á ×�Ã±Ä�Ì±Ä�ÑdÄ�Ê bα′tc ≥M + 1

á ×�Ä�ÃGÍ�ÑdÄ

P [t < U <∞] ≤ P
[

∑M
j=1 νj ≤ M+1

α′ ,
⋃∞

n=bα′tc

{

1
n

∑n
j=1 νj ≥ 1

α′

}]

≤ P
[

⋃∞
n=bα′tc

{

1
n

∑n
j=M+1 νj ≥ 1

α′

(

1 − M+1
n

)

}]

.
Ü <F; ä

J�Ç�×�Ê�Ä�Å¨ÍJÊ�Ù¨Æ�ÃGÍJÆ�ÉrÇ`Ê
j ≥M

á Æ�Ã±Ä�ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å Ñ�ÍJÊ�ÎçÍJÐhÕ³Ä�Ï
νj
ÍJÊ�ÄNÎ³ÈhÄ�Ì­Æ�Î³Ô�ÍJÕµÕµÒ�È8Î³Ï�Æ�Ê�ÎµÐhÓhÆ�Ä�È�ÍJÌ±È

ÃGÍ�ÑdÄ',±ÌhÎµÆ�Ä�Å�Ç`Å�Ä�Ì­Æ�Ï*ÇJÉ3Ç`Ê�ÈhÄ�Ê
p < M/2

Ð­Ò&4<Ä�Å�Å¨Í�ã ¸ � Í`Ô�Ã�ÃGÍ`ÏNÄoÝ8Ö�Ä�Ô�Æ�Ä�È Ñ�ÍJÕµÓ±Ä
1/α

¸
6 Ä@,±Ì±Ä

γj = νj−1/α
¸ 8 Ã±ÇVÇ�Ï�Ä

t2
Í`Ï�ÍJÌ´Ò	Ê�Ä�ÍJÕ8Ì­ÓhÅ�Ð@Ä�Ê�Ï�Ó±ÔwÃ Æ�ÃGÍJÆ

β = 1
α′ − 1

α − M+1
bα′t2c

> 0
¸

Â�Ã±Ä�Ì á ×�Ã±Ä�Ì±Ä�ÑdÄ�Ê
t ≥ t2

á Î÷É
N = bα′tc á ×�Ä�ÃGÍ�ÑdÄ�Æ�ÃGÍJÆ á

P [t < U <∞] ≤ P
[

supn≥N
1
n

∑n
j=M+1 γj ≥ β

]

.
Ü <F< ä

�NÄ�Ô�ÍJÕµÕ±Æ�ÃGÍJÆ�ÉBÇ`Ê3Ä�Í`ÔwÃ
0 ≤ i < `

á
` = bM/ac+1

á Æ�Ã±Ä�ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å Ñ`ÍJÊ�ÎçÍJÐhÕ³Ä�Ï {νk`+i : k ≥ 1}ÍJÊ�Ä*ÎµÌ±ÈhÄ�Ö�Ä�Ì±ÈhÄ�Ì­Æ ¸�é Ð±Ï�Ä�Ê�ÑdÄ*ÉBÊ�Ç`ÅØÜ <F< ä Æ�ÃGÍJÆ á Î÷É
β′ = βa/M

á

P [t < U <∞] ≤ ∑`−1
i=0 P

[

supn≥N
1
n

∑n
j=M+1,j=k`+i γj ≥ β′

] Ü <Y= ä
L ÓhÖhÖ�Ç�Ï�Ä

X1, X2, . . .
ÍJÊ�Ä*ÎµÌ±ÈhÄ�Ö@Ä�Ì±ÈhÄ�Ì´ÆNÍJÌ±È�Î³ÈhÄ�Ì­Æ�Î³Ô�ÍJÕµÕµÒ�È8Î³Ï�Æ�Ê�ÎµÐhÓhÆ�Ä�È�ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å Ñ�ÍJÊ�ÎçÍJÐhÕ³Ä�Ï

×�ÎµÆ�Ã Å�Ä�ÍJÌ
0
¸ � Ò���Ç`ÕµÅ�Ç`ËdÇ`Ê�Ç&Ñ���Ï�ÎµÌ±ÄR2´ÓGÍJÕµÎµÆ|Ò á

P [supn≥N
1
n

∑n
i=1Xi ≥ ε] ≤ ∑∞

k=0 P
[

sup2kN≤n≤2k+1N
1

2kN

∑n
i=1Xi ≥ ε

]

≤ ∑∞
k=0(2

kNε)−pE[|∑2k+1N
i=1 Xi|p]

Ü <F� ä
J�Ç�× á ÉBÇ`Ê

p ≥ 2
á Î÷É

E[|Xi|p] < ∞ Æ�Ã±Ä�Ì
E[|∑2k+1N

i=1 Xi|p] ≤ C(2k+1N)p/2 ÉrÇ`Ê ÏwÇ`Å�Ä
C <∞ ÜBÏ�Ä�Ä�ÎµÆ�Ä�Å · ã á ÖGÍJËdÄ	ã � ÇJÉ�Þ ·�·oàZäoá ÍJÌ±È�Ã±Ä�Ì±Ô�Ä*ÉBÇ`Ê�ÍJÌ±Ç`Æ�Ã±Ä�Ê

C <∞ á

P [supn≥N
1
n

∑n
i=1Xi ≥ ε] ≤ Cε−pN−p/2.

Ü <�ã ä
W ÖhÖhÕµÒ´ÎµÌhË�Ü <�ã ä Æ�Ç�Ü <Y= äoá Ð­Ò 4�Ä�Å�Å¨Í¨ã ×�Ä!Ç`ÐhÆwÍJÎµÌ Ü < �däo¸

�

� ¸ ; ¸ � H � <>
 ? �I��H � ��� � ����� �E=�?@� �
� � CE�B�GF2��HIHJ� - Ä3Ï�ÆwÍJÊ�ÆK×�ÎµÆ�Ã�Í�ÉrÄ�× Ï�ÆwÍJÌ±È±ÍJÊ�È�Ä�Ï�Æ�ÎµÅ¨ÍJÆ�Ä�Ï
ÉrÇ`Ê�ÃhÎµÆ�Æ�ÎµÌhË�Æ�ÎµÅ�Ä�ÏNÇJÉ:ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å ×�ÍJÕµÙVÏ ¸
� ��
 
 ?�� � � ð�ï {Xt : t ≥ 0} G�ð3*�ë #&%GïCB %±í #�í­î*ïCB E¨ð�î�B E.(Lì³ð�î$�&E E�ð�ïBñ�Brë�ñ *F% � #&E �X*`ì��)#&%
Z � # !!ï>#dï>*`ì	�oí E.(Uñ *�ï|ð 2 � î�ï>*`ñ�ïCB % �"!oñ #&E x ≤ −1 � c > 0 � *&% �

τ := inf{t ≥ 0 : Xt ≥ bctc}. Ü < ß�ä

� ?hð@%

P [τ = ∞] ≥
{

1 − exp{(1 + x)θc} x ≤ −2

exp{−2/c}(1 − exp{−θc}) x = −1



����������	
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�����
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�
��� * �

� ?hðoñ�ð
θc > 0

Bçî ï ?8ð %�#&%���ðoñ #�îR#`ì íVïCB #&% # !
cθ − 2(cosh θ − 1) = 0 � *&% � ï ?8ð�ñ�ðÚð �&Bçî�ï

0 < C,C ′ <∞ î}íhë@?�ï ?A*�ï

P [t < τ <∞] < C ′ exp{−Ct}
(

exp{−θc|x|/2} + exp{−tI
(

|x|/(2t)
)

}
)

,
Ü < âdä

� ?hðoñ�ð
I(u) = 2 + u sinh−1(u/2) −

√
4 + u2

Bçî!ï ?8ð	ñ$*�ï|ðX!}íA%Lë�ïCB #&%)! #`ñ */ñ$*&% � #FE �X*`ì�� �
��ñ # #$! � 6±Ç`Ê θ ∈ R

á
exp{θXt−2(cosh θ−1)t} Î³Ï�Í�Å¨ÍJÊ�Æ�ÎµÌhË­ÍJÕ³Ä ¸ � Ò!Æ�Ã±Ä�Ç`ÖhÆ�Î³Ç`ÌGÍJÕ±Ï�Æ�Ç`ÖhÖhÎµÌhËÆ�ÎµÅ�Ä!Æ�Ã±Ä�Ç`Ê�Ä�Å á

E[exp{θXτ∧n − 2(cosh θ − 1)τ ∧ n}] = exp{θx}. Ü <�è ä
J�Ç�× á

Xτ∧n ≤ bcτ ∧nc á Ã±Ä�Ì±Ô�Ä θXτ∧n − 2(cosh θ− 1)τ ∧n ≤ (cθ− 2(cosh θ− 1))τ ∧n ¸å Æ^ÉBÇ`ÕµÕ³Ç&×�Ï�Æ�ÃGÍJÆ�Î÷É
θ ≥ θc

á ×^Ä!Ô�ÍJÌ ÍJÖhÖhÕµÒ/Æ�Ã±Ä*Ð�Ç`ÓhÌ±ÈhÄ�È�Ô�Ç`Ì­ÑdÄ�Ê�ËdÄ�Ì±Ô�Ä	Æ�Ã±Ä�Ç`Ê�Ä�Å ÎµÌ�ÄR2´ÓGÍJÕµÎµÆ|Ò
Ü <�è ä ÆwÍJÙVÎµÌhË�Æ�Ã±Ä�ÕµÎµÅ�ÎµÆ�×�Ã±Ä�Ì

n→ ∞ á Æ�Ç�Ô�Ç`Ì±Ô�ÕµÓ±ÈhÄ�Æ�ÃGÍJÆ á

E[1(τ <∞) exp{θXτ − 2(cosh θ − 1)τ}] = exp{θx}. Ü = �dä
- Ã±Ä�Ì

τ < ∞ á ×^Ä�ÃGÍ�ÑdÄ Xτ = bcτc ÍJÌ±È¡Æ�Ã±Ä�Ê�ÄoÉrÇ`Ê�Ä θXτ − 2(cosh θ − 1)τ ≥ (cθ −
2(cosh θ − 1))τ − θ

¸ 4<Ä�Æ�Æ�ÎµÌhË
θ ↓ θc

ÎµÌ Ü = �dä ÍJÌ±ÈPÍJÖhÖhÕµÒ´ÎµÌhË Æ�Ã±Ä�Ð�Ç`ÓhÌ±ÈhÄ�ÈÚÔ�Ç`Ì­ÑdÄ�Ê�ËdÄ�Ì±Ô�Ä
Æ�Ã±Ä�Ç`Ê�Ä�Å á ×�Ä!Ç`ÐhÆwÍJÎµÌ á

P [τ <∞] ≤ exp{(1 + x)θc}.ÂKÇ�ËdÄ�ÆNÆ�Ã±Ä!Ð�Ç`ÓhÌ±È�ÉrÇ`Ê
x = −1

á Ì±Ç`Æ�Ä!Æ�ÃGÍJÆNÆ�Ã±Ä!ÖhÊ�Ç`ÐGÍJÐhÎµÕµÎµÆ|ÒWÆ�ÃGÍJÆ�Æ�Ã±Ä	ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å ×�ÍJÕµÙ�ÈhÇ´Ä�Ï
Ì±Ç`Æ�Å�Ç&ÑdÄ�Ð@ÄoÉrÇ`Ê�Ä�Æ�ÎµÅ�Ä

t = 1/c
Î³Ï

exp{−2/c} ¸ Â�Ã±Ä�Ì�Ó±Ï�Ä�Æ�Ã±Ä �,ÍJÊ�ÙdÇ�Ñ¨ÖhÊ�Ç`Ö�Ä�Ê�Æ|Ò�ÍJÌ±È�Æ�Ã±ÄÊ�Ä�Ï�ÓhÕµÆ�ÉBÇ`Ê
x = −2

¸
ÂKÇ�ÖhÊ�Ç�ÑdÄ�Ü < âdä �

P [t < τ <∞] ≤ P [Xt > B] + P [t < τ <∞, Xt ≤ B]
Ü = ·&ä

J�Ç�×
P [Xt > B] ≤ exp{−tI((B + |x|)/t)}ÍJÌ±È�Ð´Ò�Æ�Ã±Ä!Ï�Æ�Ê�Ç`ÌhË �,ÍJÊ�ÙdÇ�Ñ�ÖhÊ�Ç`Ö@Ä�Ê�Æ~Ò�ÍJÌ±È�Æ�ÊwÍJÌ±Ï�ÕçÍJÆ�Î³Ç`Ì ÎµÌ´Ñ`ÍJÊ�ÎçÍJÌ±Ô�Ä á

P [t < τ <∞, Xt ≤ B] ≤ P−(bctc−B)[τ <∞] ≤ exp{−(bctc −B − 1)θc}.8 Ã±ÇVÇ�Ï�ÎµÌhË
B = (bctc+x)/2

á Ç`Ì/Æ�Ã±ÄNÍJÐ�Ç�ÑdÄ�ÎµÌ±ÄR2­ÓGÍJÕµÎµÆ�Î³Ä�Ï á ÍJÌ±È¨Ó±Ï�ÎµÌhË	Æ�Ã±ÄNÔ�Ç`Ì­ÑdÄoÝ8ÎµÆ|Ò/ÇJÉ%Æ�Ã±Ä
ÊwÍJÆ�Ä�ÉBÓhÌ±Ô�Æ�Î³Ç`Ì

I
á Ë�ÎµÑdÄ�Ï	Ü < âdäo¸

�

� ��
 
 ?��G� � #`ñ	ð$*­ë@?
α′ < α � ï ?hðoñ�ð ð �FBçî�ïZî C <∞ î}íhë@?�ï ?A*�ï�!R#`ñ

t ≥ 1 � *&%��M*`ìZì w ∈ S �
Pw[t < V <∞] ≤ C exp{−Ct}. Ü =�; ä

��ñ # #$! � J�Ç`Æ�Ä�Æ�ÃGÍJÆ�ÎµÌ Æ�Ã±Ä!×�Ç`Ê�Ï�ÆNÔ�Í`Ï�Ä	ÎµÌ�×�ÃhÎ³Ô�Ã�Æ�Ã±Ä�Ê�Ä�ÍJÊ�Ä M ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å ×^ÍJÕµÙ8Ï�ÍJÆ�Ä�Í`ÔwÃ�Ï�ÎµÆ�Ä
Æ�Ç Æ�Ã±Ä!Õ³ÄoÉZÆ�ÇJÉRÆ�Ã±Ä!Ç`Ê�ÎµË�ÎµÌ á ×^Ä�ËdÄ�Æ�Æ�Ã±Ä*Ð�Ç`ÓhÌ±È á

Pw[t < V <∞] ≤M

−∞
∑

x=−1

Px[t < τ <∞],

×�Ã±Ä�Ê�Ä
τ
Î³Ï(ÈhÄ@,±Ì±Ä�È ÎµÌ È8Î³Ï�ÖhÕçÍ�Ò Ü < ß�äo¸ é Ì Æ�Ã±Ä Ç`Æ�Ã±Ä�Ê ÃGÍJÌ±È á ÎµÆ(Î³Ï Æ�Ê�Ó±Ä Æ�ÃGÍJÆ

∑∞
k=1 e

−I(k/(n+1)) ≤ (n + 1)
∑∞

k=0 e
−I(k) ¸ Â�ÃhÎ³Ï�Ä�Ï�Æ�ÎµÅ¨ÍJÆ�Ä á Æ�Ã±Ä ÖhÊ�Ä�ÑVÎ³Ç`Ó±Ï�ÎµÌ±ÄR2­ÓGÍJÕµÎµÆ~Ò

ÍJÌ±È�ÎµÌ±ÄR2´ÓGÍJÕµÎµÆ|ÒPÜ < âdä ÇJÉ74�Ä�Å�Å¨Í â Ë�ÎµÑdÄ*Ó±Ï�Æ�Ã±Ä�Ê�Ä�Ï�ÓhÕµÆ ¸
�
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6hÊ�Ç`Å 4�Ä�Å�Å¨Í`Ï ß ÍJÌ±ÈWèx×�Ä�ÃGÍ�ÑdÄ

� �
�B� =>= ?@�BA �
� � #`ñ�ðD*dë@?
0 ≤ p < M/2

ï ?8ðoñ�ð8B�î *
C <∞ �­ð (hð@%��&B % �M#&%±ì � #&%

p � M *&% �

α′ îoí8ë@?�ï ?A*dï�!R#`ñ *`ìZì�B %�BBïCB *`ì<ëD#&% �FBZïCB #&%hî w �
Pw [t < D <∞] ≤ Ct−p/2.

� ��
 
 ? ��� � � ?8ðoñ�ð Bçî * δ1 > 0
îoí8ë@?�ï ?A*dï �

Pw [V <∞] < 1 − δ1.
��ñ # #$! � - ÎµÆ�Ã±Ç`ÓhÆ�Õ³Ç�Ï�Ï�ÇJÉKËdÄ�Ì±Ä�ÊwÍJÕµÎµÆ~Ò á r = 0

¸ J�Ç�× á ÆwÍJÙdÄ�Æ�Ã±Ä*×^Ç`Ê�Ï�Æ�Ô�Í`Ï�Ä*Ï�Ô�Ä�ÌGÍJÊ�Î³Çx×�Ã±Ä�Ê�Ä
wÃGÍ`Ï

M
ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�ÏNÍJÆNÄ�Í`Ô�Ã Ï�ÎµÆ�Ä

x ≤ −1
¸ � Ò:4<Ä�Å�Å¨Í â8á

Pw[V = ∞] ≥ e−2M/α′
(1 − e−θc)MΠ∞

n=1(1 − e−nθc)M = δ1 > 0.

�

� ��
 
 ? �
��� �Gí (�( #Jî�ðPï ?A*�ï
M > 4 � � ?8ðoñ�ð B�î * δ2 > 0

î}íhë@?�ï ? *�ï�!R#`ñ *�ì�ì8B %�BZïCB *`ì
ë #&% �&BBïCBC#F%hî

w
� BBï ? *dï3ì³ð$*Jî�ï

a− 1
(�*`ñoïCBrë�ì³ð}î0*�ï^ï ?8ð!ñ�B��Y?´ïCEH#Jî�ï � B�î�BBï|ð��¨î�BBï|ð

r

Pw [U <∞] < 1 − δ2.
��ñ # #$! � - Ä�Ô�ÍJÌWÍJÕ³ÏwÇ�Í`Ï�Ï�ÓhÅ�Ä�Æ�ÃGÍJÆ r = 0

¸ Â<Ç¨Ä�Ï�Æ�ÎµÅ¨ÍJÆ�Ä
Pw[U = ∞]

Ð�Ä�Õ³Ç�× á Ì±Ç`Æ�Ä!Æ�ÃGÍJÆ

Pw[U = ∞] = P [∩∞
k=1{

∑k
j=1 νj < k/α′}]. Ü =�< ä

4<Ä�Æ
n ∈ N

ÍJÌ±È
0 < ε < 1/(2α′)

ÍJÌ±È ÈhÄ@,±Ì±Ä
G
Æ�ÇWÐ�Ä�Æ�Ã±Ä�Ä�ÑdÄ�Ì­Æ�Æ�ÃGÍJÆ�Ä�Í`Ô�ÃêÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å

×�ÍJÕµÙ
Y(x,i)

×�ÎµÆ�Ã
0 ≤ x ≤ n

á Å�Ç&ÑdÄ�Ï
M + 1

Ï�Æ�Ä�Ö±ÏNÆ�Ç�Æ�Ã±Ä!Ê�ÎµË�Ã´ÆNÐ�ÄoÉrÇ`Ê�Ä�Æ�ÎµÅ�Ä
ε
¸V- Ã±Ä�Ì

GÃGÍJÖhÖ�Ä�Ì±Ï á
νk < 1/(2α′)

ÍJÌ±È,Ã±Ä�Ì±Ô�Ä ∑k
j=1 νj < k/(2α′)

ÉBÇ`Ê!ÍJÕµÕ
k ≤ n + bM/ac := n′

¸
J�Ç`Æ�Ä*Æ�ÃGÍJÆ

G ∩ ∩∞
k=1{

∑k
j=1 νj < k/α′} ⊃ G ∩H ×�Ã±Ä�Ê�Ä

H :=
⋂∞

k=n′+1

{

∑k
j=n′+1 νj < k/α′ − n′ε

} Ü =F= ä
6±ÓhÊ�Æ�Ã±Ä�Ê�Å�Ç`Ê�Ä á

G
ÍJÌ±È

H
ÍJÊ�Ä*ÎµÌ±ÈhÄ�Ö�Ä�Ì±ÈhÄ�Ì­Æ*Ï�Ç

Pw[U = ∞] ≥ P [G]P [H]
¸ J�Ç�×

P [Hc] ≤
∞
∑

k=n′+1

P [
k

∑

j=n′+1

νj ≥ k/α′ − n′ε]

ÍJÌ±È�Õ³Ä�Æ�Æ�ÎµÌhË
γj = νj −E[νj ] = νj − 1/α

á ÉrÇ`Ê
2 ≤ p < M/2

á ×�ÎµÆ�Ã
β := 1/α′ − 1/α > 0

P [
∑k

j=n′+1 νj ≥ k/α′ − n′ε] ≤ E[(
∑k

j=n′+1 γj)
p](kβ − n′ε)−p

≤ Ckp/2(kβ − n′ε)−p,
Ü =�� ä

×�Ã±Ä�Ê�Ä	ÎµÌ�Æ�Ã±Ä�ÕçÍ`Ï�Æ�ÎµÌ±ÄR2­ÓGÍJÕµÎµÆ~Ò�×�Ä!Ó±ÏwÄ�È�Æ�Ã±Ä	ÏwÍJÅ�Ä	Ä�Ï�Æ�ÎµÅ¨ÍJÆ�Ä�ÏNÄoÝ8ÖhÕçÍJÎµÌ±Ä�È�Ð�Ä�Æ|×^Ä�Ä�ÌWÈ8Î³Ï�ÖhÕçÍ�ÒVÏ
Ü <F� ä ÍJÌ±È Ü <�ã äo¸ ÂKÍJÙVÎµÌhË

ε = β/(2n′)
Ë�ÎµÑdÄ�Ï

kp/2(kβ−n′ε)−p ≤ C ′k−p/2 ¸ ��Ä�Ì±Ô�Ä P [Hc] ≤
C

∑∞
k=n′+1 k

−p/2 Ï�Ç�Í`Ï�Õ³Ç`ÌhË�Í`Ï p > 2
ÜZ×�ÃhÎ³Ô�Ã�Î³Ï�Ö�Ç�Ï�Ï�ÎµÐhÕ³Ä�Ï�ÎµÌ±Ô�Ä

M > 4
ä ×�Ä�Ç`ÐhÆwÍJÎµÌ�Æ�ÃGÍJÆ

P [Hc] < 1 − δ2 < 1
ÉrÇ`Ê�Ï�Ó��¨Ô�Î³Ä�Ì­Æ�ÕµÒ�ÕçÍJÊ�ËdÄ

n
¸ 8 Ã±ÇVÇ�Ï�Ä�Ï�Ó±Ô�ÃÚÍJÌ

n < ∞ á ÍJÌ±È�Ì±Ç`Æ�ÄxÆ�ÃGÍJÆÉrÇ`Ê�Æ�ÃhÎ³Ï
n
á
P [G] ≥ δ3 > 0

Í`Ï�×^Ä�ÕµÕ ¸
�

� ��
 
 ? � �G� �Gí (�( #Jî�ð�ï ?A*�ï
M > 4 � � ?8ðoñ�ð4B�î1* δ > 0

îoí8ë@? ï ?A*�ï&!R#`ñ�*`ì�ì B %TBZïCB *`ìVë #&% �&BBïCBC#F%hî
w

� BBï ? *�ï�ì³ð$*Jîoï
a− 1

( *�ñoïCBrë�ì³ð}î0*�ï^ï ?8ð�ñ@B��Y?´ïCEH#Jîoï�� B�î�BBï|ð��¨î�BBï|ð
r

Pw [D <∞] < 1 − δ.
Ü =­ã ä
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��ñ # #$! � L ÎµÌ±Ô�Ä U ÍJÌ±È
V
ÍJÊ�Ä�ÎµÌ±ÈhÄ�Ö@Ä�Ì±ÈhÄ�Ì´Æ�Ð­Ò ÖGÍJÊ�Æ

(iii)
ÇJÉ 4<Ä�Å�Å¨Í = á

Pw[D < ∞] =
1 − Pw[U = ∞]Pw[V = ∞]

¸
�

� ��
 
 ?D� �G� � ?8ðoñ�ð B�î)* C < ∞ î}íhë@?�ï ? *�ï
! #�ñ ð �Jð�ñ$� B %�BBïCBC*`ì:ëD#&% �&BBïCB #&%
w

� BBï ?
r = 0 �*F% � *F% �

M ′ > M �
Pw

[

rt ≥M ′t
]

≤ C exp{−Ct}. Ü = ß�ä
��ñ # #$! � J�Ç`Æ�Ä	Æ�ÃGÍJÆ rt Î³Ï�Í�ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï�Ç`Ì Z

á ÎµÌ±Ô�Ê�Ä�Í`Ï�ÎµÌhË�Ð­ÒWÇ`Ì±Ä�×�Ã±Ä�Ì±Ä�ÑdÄ�Ê!Í¨ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä /mÓhÅ�Ö±Ï
Æ�ÇxÆ�Ã±Ä*Ê�ÎµË�Ã´Æ�ÉZÊ�Ç`Å

r
¸XL ÎµÌ±Ô�Ä*Æ�Ã±Ä�Ê�Ä!ÍJÆ�Å�Ç�Ï�Æ

M
ÖGÍJÊ�Æ�Î³Ô�Õ³Ä�Ï�Æ�Ã±Ä�Ê�Ä á Æ�Ã±Ä�Å¨Í�ÝVÎµÅ�ÓhÅ /mÓhÅ�Ö�ÊwÍJÆ�Ä

Î³Ï
M
¸ Â�Ã±Ä�4�Ä�Å�Å¨Í�Æ�Ã±Ä�Ì�ÉBÇ`ÕµÕ³Ç&×�Ï�ÉBÊ�Ç`Å Ï�ÆwÍJÌ±È±ÍJÊ�È�Ä�Ï�Æ�ÎµÅ¨ÍJÆ�Ä�Ï�Ç`Ì � Ç`Î³Ï�Ï�Ç`Ì�ÖhÊ�ÇVÔ�Ä�Ï�Ï�Ä�Ï ¸ �

� ��
 
 ? � ��� � #`ñ�ðD*dë@?
p < M/2

ï ?8ðoñ�ð0B�î'*
C <∞ î}íhë@?�ï ?A*�ï

Paδ0 [κ1 > t|U = ∞] ≤ Ct−p/2.
Ü = âdä

��ñ # #$! � 4�Ä�Æ�Ó±Ï4,±Ê�Ï�Æ�×�Ê�ÎµÆ�Ä á

Paδ0 [κ1 > t|U = ∞] =
∞

∑

k=1

Paδ0 [Sk > t,K = k|U = ∞] .

W ÖhÖhÕµÒVÎµÌhËxÊ�Ä�Ô�ÓhÊ�Ï�ÎµÑdÄ�ÕµÒ�Æ�Ã±Ä�Ï�Æ�Ê�Ç`ÌhË �,ÍJÊ�ÙdÇ�Ñ�ÖhÊ�Ç`Ö�Ä�Ê�Æ|Ò�Æ�Ç Æ�Ã±Ä*Ï�Æ�Ç`ÖhÖhÎµÌhË�Æ�ÎµÅ�Ä�Ï {Sj : j ≥ 1}×^Ä!Ï�Ä�Ä*Æ�ÃGÍJÆ�ÉrÇ`Ê�Ä�ÑdÄ�Ê�Ò
k ≥ 1

á

Paδ0 [Sk > t,K = k|U = ∞] ≤ (1 − δ)k−1,
×�Ã±Ä�Ê�Ä

δ > 0
Î³Ï�Ë�ÎµÑdÄ�Ì Ð­Ò 4�Ä�Å�Å¨Í · ; ¸ 6GÇ`ÊNÍJÌ­Ò

` > 0
×�Ä�Æ�Ã±Ä�Ê�ÄoÉrÇ`Ê�Ä�ÃGÍ�ÑdÄ á

Paδ0 [κ1 > t|U = ∞] ≤ ∑`
k=1 Paδ0 [ t < Sk <∞|U = ∞] + δ−1(1 − δ)`.

Ü =­è ä
4<Ä�Æ

1 > γ > 0
ÍJÌ±È�Ô�Ç`Ì±Ï�Î³ÈhÄ�Ê�Æ�Ã±Ä!Ä�ÑdÄ�Ì­Æ

Ak = {rD1
− rS1

< tγ , rD2
− rS2

< tγ , . . . , rDk−1
− rSk−1

< tγ}
é Ì

Ak
×�Ä�ÃGÍ�ÑdÄ

rSk
≤ k(L + tγ)

¸ L ÎµÌ±Ô�Ä
r̃t ≤ rt

á Î÷É
U = ∞ á Æ�Ã±Ä�Ì rt > bα′tc ÉBÇ`Ê	ÍJÕµÕ

t > 0
¸ Â�Ã±Ä�Ê�ÄoÉBÇ`Ê�Ä á Ç`Ì

Ak ∩ {U = ∞} á

bα′Skc ≤ k(L+ tγ).
Ü � �dä

��Ä�Ì±Ô�Ä�ÉrÇ`Ê
t > (`(L+ tγ) + 1)/α′ ÍJÌ±È k ≤ `

á

Paδ0 [ t < Sk <∞, Ak|U = ∞] = 0
ÍJÌ±È�Æ�Ã±Ä�Ê�ÄoÉrÇ`Ê�Ä

Paδ0 [ t < Sk <∞|U = ∞] ≤ Paδ0 [Ac
k, Sk <∞|U = ∞] .

Ü � ·&ä

� Ò(4�Ä�Å�Å¨Í ·�·�á Ï�ÎµÌ±Ô�Ä
Paδ0 [U = ∞] ≥ δ2 > 0

¸ L Ç!ÉrÇ`Ê�ÏwÇ`Å�Ä
C <∞ á Æ�Ã±Ä�Ê�ÎµË�Ã´Æ�ÃGÍJÌ±È�Ï�Î³ÈhÄÇJÉ�Ü � ·&ä Î³Ï�Ð�Ç`ÓhÌ±ÈhÄ�È ÍJÐ�Ç�ÑdÄ!Ð´Ò

C
∑k−1

i=1 Paδ0 [rDi − rSi ≥ tγ , Sk <∞] .
Ü �F; ä

J�Ç�×�Õ³Ä�Æ
M ′ > M

ÍJÌ±È

Paδ0 [rDi − rSi ≥ tγ , Sk <∞]=Paδ0 [rDi − rSi ≥ tγ , Sk <∞, Di − Si ≤ tγ/M ′]

+Paδ0 [rDi − rSi ≥ tγ , Sk <∞, Di − Si > tγ/M ′]

≤ Paδ0

[

rSi+tγ/M ′ − rSi ≥ tγ
]

+ Paδ0 [tγ/M ′ < Di − Si <∞] .
Ü �F< ä
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J�Ç`Æ�Ä�Æ�ÃGÍJÆKÎµÌxÆ�Ã±Ä^ÕçÍ`Ï�Æ:ÄR2´ÓGÍJÆ�Î³Ç`Ì ×�Ä�Ó±Ï�Ä�È�Æ�Ã±Ä3É{Í`Ô�Æ:Æ�ÃGÍJÆ
Sk <∞ ÎµÅ�ÖhÕµÎ³Ä�Ï:Æ�ÃGÍJÆ

Di−Si <∞ÉrÇ`Ê
i < k

¸ � Ò�Æ�Ã±Ä�Ï�Æ�Ê�Ç`ÌhË �,ÍJÊ�ÙdÇ�Ñ�ÖhÊ�Ç`Ö@Ä�Ê�Æ~Ò�ÍJÌ±È&4�Ä�Å�Å¨Í · < á

Paδ0

[

rSi+tγ/M ′ − rSi ≥ tγ
]

≤ C exp−Ctγ .
� Ò/Æ�Ã±Ä!Ï�Æ�Ê�Ç`ÌhË �,ÍJÊ�ÙdÇ�Ñ�ÖhÊ�Ç`Ö�Ä�Ê�Æ|Ò�ÍJÌ±È 8 Ç`Ê�Ç`ÕµÕçÍJÊ�Ò ·�á ÉBÇ`ÊNÄ�Í`Ô�Ã

p < M/2
á

Paδ0

[

tγ/M ′ < Di − Si <∞
]

≤ Ct−γp/2.
8 Ã±ÇVÇ�Ï�ÎµÌhË

` = C log t
×�ÎµÆ�Ã

C = p(2 log(1 − δ)−1)−1 ÉZÊ�Ç`Å Ü =­è ä ÍJÌ±È Æ�Ã±Ä�ÖhÊ�Ä�Ñ´Î³Ç`Ó±Ï
Ä�Ï�Æ�ÎµÅ¨ÍJÆ�Ä�Ï�×�Ä!Ç`ÐhÆwÍJÎµÌ Ü = âdäo¸

�

� �
�B� =>= ?@�BA �,� � ð�ï
κ1
G�ð	ï ?8ð ��ñ}îoï>ñ�ð �­ð@%�ðoñ *dïCBC#&%UïCB E¨ð'# !*ï ?8ð�îoï>#�ë@? *JîoïCBrë�ë #&EMGoí­î�ïCBC#F%H(Lñ$#

�ë}ð}îwî � Í ä � #`ñ
M > 4 � Eaδ0 [κ1|U = ∞] <∞,

*F% �
Eaδ0 [rκ1

|U = ∞] <∞.Ð ä � #`ñ
M > 8 � Eaδ0

[

κ2
1

∣

∣U = ∞
]

<∞,
*&% �

Eaδ0

[

r2κ1

∣

∣U = ∞
]

<∞.
��ñ # #$! � Â�Ã±Ä�Ï�ÆwÍJÆ�Ä�Å�Ä�Ì­Æ�Ï3ÉBÇ`Ê κ1

ÉBÇ`ÕµÕ³Ç&×êÉBÊ�Ç`Å 4�Ä�Å�Å¨Í · = á ÍJÌ±È�Æ�Ã±Ç�Ï�Ä�ÉrÇ`Ê
rκ1

ÉBÊ�Ç`Å 4�Ä�Å�Å¨Í`Ï
· <�ÍJÌ±È · = ¸

�

ã ¸��3Á �NÁ�»�» ���±½:¼ � ���
å Ì�Æ�ÃhÎ³Ï�Ï�Ä�Ô�Æ�Î³Ç`ÌW×�Ä�Ó±ÏwÄ�Æ�Ã±Ä�Ê�Ä�Ì±Ä�×^ÍJÕ:Ï�Æ�Ê�Ó±Ô�Æ�ÓhÊ�Ä!Æ�Ç�ÖhÊ�Ç�ÑdÄ	Â�Ã±Ä�Ç`Ê�Ä�Å ·�á Æ�Ã±Ä�ÕçÍ�× ÇJÉ>ÕçÍJÊ�ËdÄ

Ì´ÓhÅ	Ð�Ä�Ê�Ï�ÍJÌ±È Æ�Ã±Ä�Ô�Ä�Ì´Æ�ÊwÍJÕ�ÕµÎµÅ�ÎµÆ Æ�Ã±Ä�Ç`Ê�Ä�Å4ÉBÇ`Ê
rt
¸ Â�Ã±Ä�ÍJÊ�Ë�ÓhÅ�Ä�Ì­Æ ÉrÇ`ÊxÆ�Ã±Ä/ÕçÍ�× ÇJÉNÕçÍJÊ�ËdÄ

Ì´ÓhÅ	Ð�Ä�Ê�ÏxÉBÇ`ÕµÕ³Ç&×�Ï Æ�ÃGÍJÆ�ÇJÉ L U�ÌhÎµÆ�Å¨ÍJÌ ÍJÌ±È��@Ä�Ê�Ì±Ä�ÊxÎµÌ�Þ ·�â�à|á ÈhÄ�ÑdÄ�Õ³Ç`Ö�Ä�È ÎµÌ Æ�Ã±Ä/Ô�Ç`Ì´Æ�ÄoÝVÆ�ÇJÉ
Å�ÓhÕµÆ�Î÷æ|È8ÎµÅ�Ä�Ì±Ï�Î³Ç`ÌGÍJÕ>Æ�ÊwÍJÌ±Ï�Î³Ä�Ì´Æ�ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å ×�ÍJÕµÙVÏ�ÎµÌ�ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å�Ä�Ì­ÑVÎµÊ�Ç`ÌhÅ�Ä�Ì­Æ�Ï ¸ Â�Ã±Ä�ÍJÊ�Ë�ÓhÅ�Ä�Ì­Æ
ÉrÇ`Ê�Æ�Ã±Ä�Ô�Ä�Ì­Æ�ÊwÍJÕKÕµÎµÅ�ÎµÆ�Æ�Ã±Ä�Ç`Ê�Ä�Å Î³Ï�ÉZÊ�Ç`Å Þ ·&ß�à|¸

ã ¸µ·�¸ � ?�� � � � ?@����� �&9E
 � �3�	HJ� - ÄêÔ�Ç`Ì±Ï�Î³ÈhÄ�ÊUÆ�Ã±Ä Ï�Æ�Ç´ÔwÃGÍ`Ï�Æ�Î³ÔêÔ�Ç`Å	ÐhÓ±Ï�Æ�Î³Ç`Ì1ÖhÊ�Ç´Ô�Ä�ÏwÏ
Ï�ÆwÍJÊ�Æ�Ä�È ×�ÎµÆ�Ã ÍJÌ ÎµÌhÎµÆ�ÎçÍJÕ�Ô�Ç`Ì±È8ÎµÆ�Î³Ç`Ì

r = 0
á
η(0, 0) ∈ {1, . . . ,M} ÍJÌ±È η(0, x) ∈

{0, . . . ,M} ¸ - Ä�×�ÎµÕµÕ�ÖhÊ�Ç�ÑdÄ!Æ�ÃGÍJÆNÍ ¸ Ï ¸

lim
t→∞

rt
t

= v :=
Eaδ0 [rκ1

|U = ∞]

Eaδ0 [κ1|U = ∞]
.

Ü �Y= ä

4<Ä�Æ�Ó±Ï4,±Ê�Ï�Æ�Ì±Ç`Æ�Ä�Æ�ÃGÍJÆ�Ð­Ò � Ê�Ç`Ö@Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`Ì�< á ×�Ä!ÃGÍ�ÑdÄ�Í ¸ Ï ¸µá

lim
n→∞

κn

n
= Eaδ0 [κ1|U = ∞], and lim

n→∞

rκn

n
= Eaδ0 [rκ1

|U = ∞].
Ü �F� ä

6GÇ`Ê
t ≥ 0

á ÈhÄ@,±Ì±Ä
nt := sup{n ≥ 0 : κn ≤ t} á ×�ÎµÆ�ÃWÆ�Ã±Ä	Ô�Ç`Ì­ÑdÄ�Ì´Æ�Î³Ç`ÌUÆ�ÃGÍJÆ κ0 = 0

¸ JNÇ`Æ�Ä
Æ�ÃGÍJÆxÜ �F� ä Ä�Ì±Ï�ÓhÊ�Ä�Ï�Æ�ÃGÍJÆ

nt <∞ Í ¸ Ï ¸ ÍJÌ±È�Ð´Ò�ÈhÄ@,±ÌhÎµÆ�Î³Ç`ÌW×�ÄxÍJÕ³Ï�Ç�ÃGÍ�ÑdÄ á
κnt ≤ t < κnt+1,ÍJÌ±È

limt→∞ κnt = ∞ ¸¨å Æ*ÉrÇ`ÕµÕ³Ç�×�Ï	ÉZÊ�Ç`Å�Æ�ÃhÎ³Ï	ÎµÌ±ÄR2­ÓGÍJÕµÎµÆ~ÒPÍJÌ±ÈUÆ�Ã±Ä�ÕµÎµÅ�ÎµÆ/Ü �F� ä Æ�ÃGÍJÆ á Í ¸ Ï ¸µá
limt→∞ nt/t = 1/Eaδ0 [κ1|U = ∞]

ÍJÌ±È�Ã±Ä�Ì±Ô�Ä	ÍJÕµÅ�Ç�Ï�Æ�Ï�ÓhÊ�Ä�ÕµÒ á

lim
t→∞

rκnt
/t = lim

t→∞
(rκnt

/κnt)(κnt/t) = v,
Ü ��ã ä

J�Ç�×

lim
t→∞

|rt − rκnt
|

t
≤ lim

t→∞

rκnt+1
− rκnt

t
= 0.

Ü � ß�ä
ÉBÊ�Ç`ÅØÜ ��ã äo¸ Â�ÃhÎ³Ï�ÖhÊ�Ç&ÑdÄ�Ï�Æ�Ã±Ä*ÕçÍ�× ÇJÉRÕçÍJÊ�ËdÄ�Ì­ÓhÅ�Ð@Ä�Ê�Ï ¸



����������	
�����
�����
�����������
�
�����
�
��� * �

ã ¸ ; ¸ � � � �I�B? = =><>
 <�� � � �3�
�B� 
 � L ÆwÍJÊ�Æ�ÎµÌhË	×�ÎµÆ�Ã/Æ�Ã±Ä�ÏwÍJÅ�Ä�ÎµÌhÎµÆ�ÎçÍJÕ@Ô�Ç`Ì±È8ÎµÆ�Î³Ç`Ì±Ï^×�Ä�Ô�Ç`Ì±Ï�Î³ÈhÄ�Ê

Bε
t := ε1/2

(

rε−1t − ε−1vt
)

, t ≥ 0,
6 Ä@,±Ì±Ä

Rj := rκj+1
− rκj − (κj+1 − κj)v, j ≥ 0,

ÍJÌ±È�ÈhÄ�Ì±Ç`Æ�Ä!ÉBÇ`Ê
m ≥ 0

Æ�Ã±Ä�ÖGÍJÊ�Æ�ÎçÍJÕKÏ�ÓhÅ�Ï
Σm :=

∑m
j=1Rj

¸
6±Ç`Ê�ÍJÌ­Ò

0 ≤ t ≤ T <∞ á

|Bε
t − ε1/2Σnt/ε

| ≤ 2ε1/2 sup
0≤n≤nbε−1Tc

(rκn+1
− rκn) + 2vε1/2 sup

0≤n≤nbε−1Tc

(κn+1 − κn).

6GÇ`Ê�Ä�ÑdÄ�Ê�Ò
u > 0

×�Ä�ÃGÍ�ÑdÄ á Ð´Ò � Ê�Ç`Ö�Ç�Ï�ÎµÆ�Î³Ç`Ì <

Paδ0 [sup0≤n≤nbε−1Tc
ε1/2(κn+1 − κn) > u]

≤ Paδ0 [κ1 > ε−1/2u] + u−2ε(tε−1 + 1)Eaδ0 [κ
2
11(κ1 > ε−1/2u)|U = ∞],

×�ÃhÎ³ÔwÃ�Ð­Ò/ÖGÍJÊ�Æ
(b)
ÇJÉ 8 Ç`Ê�Ç`ÕµÕçÍJÊ�Ò ; á Í ¸ Ï ¸ Ô�Ç`Ì­ÑdÄ�Ê�ËdÄ�Ï�Æ�Ç

0
Í`Ï
ε→ 0

¸ ��Ä�Ì±Ô�Ä á ÎµÌ�ÖhÊ�Ç`ÐGÍJÐhÎµÕµÎµÆ|Ò

sup
0≤n≤nbε−1Tc

ε1/2(κn+1 − κn) → 0.
Ü � âdä

ÍJÌ±È�Ï�ÎµÅ�ÎµÕçÍJÊ�ÕµÒ

sup
0≤n≤nbε−1Tc

ε1/2(rκn+1
− rκn) → 0.

��Ä�Ì±Ô�Ä á
Bε

t − ε1/2Σnε−1t

Ô�Ç`Ì´ÑdÄ�Ê�ËdÄ�Ï�Æ�Ç
0
ÎµÌ,ÖhÊ�Ç`ÐGÍJÐhÎµÕµÎµÆ~Ò á ÓhÌhÎ÷ÉrÇ`Ê�Å�ÕµÒWÇ`ÌUÔ�Ç`Å�ÖGÍ`Ô�Æ	Ï�Ä�Æ�Ï*ÇJÉ

t
¸ 6hÊ�Ç`Å 6 Ç`Ì±Ï�ÙdÄ�Ê ��Ï ÎµÌ­Ñ�ÍJÊ�ÎçÍJÌ±Ô�Ä�ÖhÊ�ÎµÌ±Ô�ÎµÖhÕ³Ä á ×�Ä�ÙVÌ±Ç�×�Æ�ÃGÍJÆ √

εΣ·/ε
Ô�Ç`Ì­ÑdÄ�Ê�ËdÄ�Ï¨ÎµÌ ÕçÍ�×�Æ�Ç

Í � Ê�Ç&×�ÌhÎçÍJÌ Å�Ç`Æ�Î³Ç`ÌP×�ÎµÆ�Ã Ñ`ÍJÊ�ÎçÍJÌ±Ô�Ä Eδ0 [(rκ1
− κ1v)

2|U = ∞]
á ×�Ã±Ä�Ê�Ä

Σs, s ≥ 0,
Ì±Ç�×

Ï�ÆwÍJÌ±ÈhÏ�ÉrÇ`Ê�Æ�Ã±Ä�ÕµÎµÌ±Ä�ÍJÊ�ÎµÌ´Æ�Ä�Ê�Ö@Ç`ÕçÍJÆ�Î³Ç`ÌÚÇJÉ
Σm,m ≥ 0

¸ 6hÊ�Ç`Å Æ�Ã±ÄxÖhÊ�Ä�ÑVÎ³Ç`Ó±Ï*ÖhÊ�Ç´ÇJÉ3×^ÄxÃGÍ�ÑdÄ
limt→∞ nt/t = 1/Eaδ0 [κ1|U = ∞]

¸�L ÎµÌ±Ô�Ä
ε−1ktε−1

Î³Ï�ÎµÌ±Ô�Ê�Ä�Í`Ï�ÎµÌhË/ÎµÌ
t
á Æ�Ã±Ä�Ô�Ç`Ì­ÑdÄ�Ê�ËdÄ�Ì±Ô�Ä

Î³ÏKÓhÌhÎ÷ÉrÇ`Ê�Å$Ç`Ì Ô�Ç`Å�ÖGÍ`Ô�Æ>Ï�Ä�Æ�ÏKÇJÉ
t
¸ Â�ÃhÎ³Ï á Æ�Ç`ËdÄ�Æ�Ã±Ä�ÊR×�ÎµÆ�ÃxÆ�Ã±Ä�Ô�Ç`Ì´ÑdÄ�Ê�ËdÄ�Ì±Ô�Ä�ÎµÌ�ÕçÍ�× ÇJÉ

ε1/2Σ·/εÆ�Ç�Í � Ê�Ç�×�ÌhÎçÍJÌ�Å�Ç`Æ�Î³Ç`ÌÚ×�ÎµÆ�ÃUÑ�ÍJÊ�ÎçÍJÌ±Ô�Ä Eaδ0 [(rκ1
− κ1v)

2]
á ÎµÅ�ÖhÕµÎ³Ä�Ï�Æ�ÃGÍJÆ

ε1/2Σkbε−1tc

Î³Ï
Æ�ÎµË�Ã´Æ�ÎµÌ�Æ�Ã±Ä L ÙdÇ`Ê�Ç`Ã±ÇVÈ�Æ�Ç`Ö�Ç`Õ³Ç`Ë�Ò á ÍJÌ±È�Æ�ÃGÍJÆ�ÎµÆ�Ï ,±ÌhÎµÆ�Ä�È8ÎµÅ�Ä�Ì±Ï�Î³Ç`ÌGÍJÕGÈ8Î³Ï�Æ�Ê�ÎµÐhÓhÆ�Î³Ç`Ì±Ï^Ô�Ç`Ì­ÑdÄ�Ê�ËdÄ
Æ�Ç Æ�Ã±Ä3,±ÌhÎµÆ�Ä!È8ÎµÅ�Ä�Ì±Ï�Î³Ç`ÌGÍJÕKÈ8Î³Ï�Æ�Ê�ÎµÐhÓhÆ�Î³Ç`Ì ÇJÉ>Í � Ê�Ç&×�ÌhÎçÍJÌ Å�Ç`Æ�Î³Ç`Ì�×�ÎµÆ�Ã Ñ`ÍJÊ�ÎçÍJÌ±Ô�Ä á

σ2 :=
Eaδ0 [(rκ1

− κ1v)
2|U = ∞]

Eaδ0 [κ1|U = ∞]
.

Ü ��è ä

ã ¸ < ¸ �&� ��� � � ��� � �3�	?@FJA � � � � � � ?@�	<�? � F2� � å ÆxÏ�Ó��¨Ô�Ä�Ï	Æ�ÇWÖhÊ�Ç�ÑdÄ�Æ�ÃGÍJÆ á ÉrÇ`Ê�Ï�Ç`Å�Ä
α′ <

β < v
á

Paδ0 [rκ1
= L,Lβ−1 ≤ κ1 | U = ∞] > 0.

J�Ç�× á

Paδ0 [rκ1
= L,Lβ−1 ≤ κ1, U = ∞] ≥ Paδ0 [Lβ

−1 < S1 < U,D ◦ θS1
= ∞]

Â�Ã±Ä*Ê�ÎµË�Ã´Æ�ÃGÍJÌ±È�Ï�Î³ÈhÄ*×�Ä!Ô�ÍJÌ�×�Ê�ÎµÆ�Ä�Í`Ï

Eaδ0 [1(Lβ
−1 < S1 < U)Eaδ0 [1(V ◦ θS1

= ∞)1(U ◦ θS1
= ∞) | FS1

]]
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5*ÎµÑdÄ�Ì FS1

á
V ◦ θS1

ÍJÌ±È
U ◦ θS1

ÍJÊ�Ä!ÎµÌ±ÈhÄ�Ö@Ä�Ì±ÈhÄ�Ì´Æ á Ï�Ç

Eaδ0 [1(V ◦ θS1
= ∞)1(U ◦ θS1

= ∞) | FS1
]]

= Paδ0 [V ◦ θS1
= ∞ | FS1

]]Paδ0 [U ◦ θS1
= ∞ | FS1

]].
Ürã �dä

� ÓhÆ�Ï�ÎµÌ±Ô�Ä�Ð­Ò 4�Ä�Å�Å¨Í`Ï ·�� ÍJÌ±È ·�· ×^Ä*ÃGÍ�ÑdÄ
Paδ0 [U ◦ θS1

= ∞ | FS1
]] = Paδ0 [U = ∞] ≥

δ2 > 0
ÍJÌ±È

Paδ0 [V ◦ θS1
= ∞ | FS1

]] ≥ δ1 > 0
×�Ä�ÃGÍ�ÑdÄ á

Paδ0 [Lβ
−1 < S1 < U,D ◦ θS1

= ∞] ≥ δ1δ2Paδ0 [Lβ
−1 < S1 < U ].

� ÓhÆ�ÎµÆ�Î³Ï�Ä�Í`Ï�Ò/Æ�Ç¨Ô�Ã±Ä�Ô�Ù�Æ�ÃGÍJÆ Paδ0 [Lβ
−1 < S1 < U ] > 0

¸�å Ì�É{Í`Ô�Æ á ÎµÆ�Î³Ï�Ä�Ì±Ç`ÓhË�Ã�Æ�Ç�Õ³Ç�×^Ä�Ê
Ð�Ç`ÓhÌ±È Æ�ÃhÎ³Ï�ÖhÊ�Ç`ÐGÍJÐhÎµÕµÎµÆ|Ò Ð´ÒPÆ�Ã±Ä�ÖhÊ�Ç`ÐGÍJÐhÎµÕµÎµÆ|Ò Æ�ÃGÍJÆ�Ç`Ì±Ä�ÇJÉ�Æ�Ã±Ä/ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å.×^ÍJÕµÙ8Ï�ÍJÆ�Ï�ÎµÆ�Ä

0Å�Ç&ÑdÄ�Ï�Æ�Ç¨Ï�ÎµÆ�Ä
L
ÎµÌ,Í Æ�ÎµÅ�Ä

t
Ï�Ó±ÔwÃ Æ�ÃGÍJÆ

Lβ−1 < t < L(α′)−1 á ÍJÌ±È Æ�Ã±Ä�Ì Ï�ÆwÍ�ÒVÏ�ÍJÆNÏ�ÎµÆ�Ä LÐ�Ä�Æ|×^Ä�Ä�Ì�Æ�ÎµÅ�Ä
t
ÍJÌ±È�Æ�ÎµÅ�Ä

L(α′)−1 á ×�ÃhÎµÕ³Ä	ÍJÕµÕ�Ç`Æ�Ã±Ä�Ê�ÊwÍJÌ±ÈhÇ`Å ×�ÍJÕµÙVÏ�Ð�Ä�Æ|×^Ä�Ä�ÌWÏ�ÎµÆ�Ä�Ï 0
ÍJÌ±È

L
ÈhÇ Ì±Ç`Æ�Å�Ç�ÑdÄ	ÍJÆ�ÍJÕµÕ�È8ÓhÊ�ÎµÌhË¨Æ�Ã±Ä*Æ�ÎµÅ�Ä�ÎµÌ´Æ�Ä�Ê�Ñ`ÍJÕ

[0, L(α′)−1]
¸

� �
� �±¼ �±º<À��
�
� ��� 9 �t�ojbp H C�X � D v}k|�`v}s�l H 6@X � � l}��l�� H AdX�� ��üwóbø�ú �rü���ó{ý÷úµý³ÿ����bÿ���ú �Jø����rÿ
	���ÿ ��ømû H E �yjbk~zru{lon X I Xh� u{lo�Jv}� X


 �wòoò���� H��dH nJl X � 	 X
� ��� 9 �t�ojbp H C�X � D vwk~�Jvos�l H 6@X � � lo��l�� H A�X�� �Jø>ó��&ü���ø�ú �Jørÿ��{ø����bÿ���ú �Jø�� �rÿ
	���ÿ ��ømû H 9 n�n XJ9 ���J� X`� u{lo�Jv}� X


 �wòoò���� H����­H nJl X � H ������� ��� 	 X
� ��� 9 �t�ojbp H C�X � D vwk~�Jvos&l H 6@X � � l}��lw� H AdX � 7 v��&qypr�Jv}nJ�}vwu H � X � ��øRó ��ü ��ø>ú �Jørÿ��rø��!�bÿ��:ú ��ø � �rÿ
	"��ÿ ��ømû��±ý÷ú �

�Bü�����ÿ�� ý ��ý÷úµý³üoû­ù{ÿ��bþ�	}ô!�rü}úµýµÿ�� H D v�u{��l�� � u{l�kbjbprp XJ7 jm�£v�z{j�s 6 qyjb�ts�p 
 �wòoò&��� H#�dH nJl X � H �}�����!����� X
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