EJERCICIOS Y PROBLEMAS
CURSILLO DE VERANO
“CONFIGURACION DE CURVAS PLANAS”
GIANCARLO URZUA, UC CHILE
4 AL 8 DE ENERO DE 2021

Dia 1:

1. a) Mostrar que {(0,0),(1,0),(0,1)} = {(z,y) € Ak: f(z,y) =
0} para algun f(z,y) € Rlz,y]. ;Qué sucede si cambias R
por C?
b) Mostrar que todo conjunto finito de puntos en A2 es igual a
{(z,y) € Az: f(x,y) = 0} para algin f(r,y) € Rlz,y].
c¢) (Desafio) b) con f(z,y) irreducible en R[z, y].

2. Considerar AZ como el plano en coordenadas polares (p, §). Mos-
trar que {(p,0) € A%: p =60} no es una curva plana.

3. Asumir que la caracteristica de k¥ = k es 2. Mostrar que toda
recta por [0, 0, 1] es tangente a {zy — 2% = 0} C P%. ;Qué puedes
decir para otras cuadricas, otros puntos, y otras caracteristicas?

4. Sea C' C PZ una curva de grado dos tal que P = [0,0,1] € C,
y P es un punto singular. Demostrar que C' estd compuesta por
una o dos rectas.

5. Una parametrizacion de una curva plana irreducible {(x,y) €
AL: f(z,y) = 0} es laexistencia de funciones racionales z(t), y(t) €
C(t) no constantes tales que

fa(t),y(t) =0
en C(t).
a) Muestre que toda recta es parametrizable.
b) Muestre que toda cuddrica es parametrizable.
c¢) Muestre que las cibicas {y? = 23} y {y*> = 2%(z + 1)} son
ambas parametrizables.
d) (Desafio) Muestre que la ctibica

=+ 1)(z+ )}
NO es parametrizable si A # 0, 1.
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. Encontrar un criterio que permita decidir cuando la cuadrica
{A2? + 2Bxy + Cy* + 2Dxz + 2Eyz + F2* = 0}

es irreducible, en funcién de las constantes A, B, C, D, E, F'. Pen-
sar en el espacio de las cuddricas como P¢ y fuera de tu criterio,
la cual serd una expresion algebraica en A, B,C, D, E, F, tus
cuddricas son nosingulares (lo que llamamos cénicas, §Porqué se
llaman asi?).

. Encontrar todas las intersecciones entre {z* + y* = 22} y {2® +
y? = 22%} en P2 con sus respectivas multiplicidades.

. Sean F',G dos cuédricas sin componentes comunes en PZ inter-
sectandose en 4 puntos distintos. Sea H una cénica que contiene
a estos 4 puntos. Mostrar que entonces existen a,b € C tal que
H = aF + bG. ;Qué sucede en grados mayores?

. Demostrar que cada una de las intersecciones de las conicas ilus-
tradas abajo es posible. (Salvo la interseccién en 4 puntos, estas
son todas las posibilidades.) Para eso, debe encontrar ecuaciones
explicitas.
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Por ejemplo, puedes centrarte en [0, 0, 1] y asi en la carta afin
U., y tomar cénicas tangentes de la forma

F=a2* +bay+cy>+y=0
con i = 1,2. Luego la interseccién de Fy y Fy en (0,0) se puede
reducir por el axioma 7 a la interseccién de F; con F; — F5, esta
ultima representa dos rectas! Si ambas son y =0 (i.e. a3 = ag y
by = by), entonces la multiplicidad en (0,0) es 4. Si unaes y =0
y la otra no, entonces la multiplicidad en (0,0) es 3, etc. Por
ejemplo la circunferencia
4 (y+ 1) =1
se intersecta con la elipse
4’ + (y+ 1) =1
sélamente en (0,0), y asi con multiplicidad 4.
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10. Sea C' una circunferencia en A%, y sea ABCDEF un hexdgono
inscrito en C' tal que sus lados opuestos no son paralelos. Mos-
trar que las tres intersecciones de los tres pares de rectas de
lados opuestos son colineales. Deducir teoremas para los casos
que tengamos lados paralelos.

11. Adaptar la demostracion del teorema de Pascal para demostrar el
teorema de Pappus: “Considerar rectas L y L' como en la Figura
1, donde A,B,C € Ly A',B',C" € L'. Entonces los puntos
P, @, R son colineales”. Relacionar con el terema de Desargues.

Ficura 1. Teorema de Pappus para k =R

12. (Desafio) Sean ABCD puntos en una circunferencia C. Sean
L, L' rectas tangentes a C en A y D respectivamente. Demostrar

que los puntos L N L/, fﬁ N % y fﬁ N ﬁ son colineales.



Dia 2:

1. El libro “Geometry and the imagination” por D. Hilbert y S.
Cohn-Vossen (1952), capitulo III, relata sobre configuraciones
P,L,, y su relevancia en geometria clasica. Una configuracion
P,L,, es una configuracion de L rectas y P puntos en el plano,
tales que por cada uno de los P puntos pasan exactamente n de
las L rectas, y cada una de las L rectas contiene exactamente m
de los P puntos. Una configuracién P, P, se denota simplemente
por P,.

a) Mostrar que toda configuraciéon P, L,, satisface P-n = L-m.

b) {Cuadles son las configuraciones P;?

c¢) Clasificar las configuraciones P.

d) Mostrar que una configuracién Pj; debe tener P > 7. Mos-
trar que la combinatoria de una 73 es unica. Construir una
configuracion 7j.

e) Mostrar que hay una tinica combinatoria para 8. Construir
una 83. /Es posible hacerlo sobre R?

f) Mostrar que el teorema de Pappus realiza una 9;. ;Hay s6lo
una posible combinatoria?

2. (Desafio) Considera la ciibica nosingular
C={zy*=a(x+2)(r+ A\2)}

en PZ, donde A # 0, 1. Mostrar que C' tiene exactamente 9 puntos
de inflexion, es decir, puntos en C' con recta tangente de multi-
plicidad 3. Demostrar que hay exactamente 12 rectas a través
de esos 9 puntos (tales que continen al menos 2 puntos) y que
forman una configuracién con to = 12, t4, =9, t,, = 0 si m # 2, 4.
Notar que realiza una configuracién 94123. Esta es la configura-
cton de Hesse. Mostrar que es tnica salvo cambio de coordenadas
(a pesar que habia un A en C).

3. Construir una configuracién de Reye, es decir, una 12,163. Haga
un poco de investigacion en la literatura sobre tal configuracion.

4. Encontrar explicitamente todos los m-puntos de una configura-
cién de Ceva {(z" —y™)(z"—2")(y"—2") = 0} en PZ. Dualizando
los 12 3-puntos para n = 3, redescubrir la configuracién de Hesse.

5. Mostrar que existe una tnica configuracién de 7 rectas con t3 = 7
salvo cambio de coordenadas de PZ. jCudles son los posibles k7
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10.

11.

. Sea {Ay, } una coleccién infinita de configuraciones de d,, rectas

con d, — oo cuando n — co. Asumir que no son triviales ni
cuasi-triviales. Mostrar que ¢a( Ay, ) — 0c.

. (Problema abierto) Clasificar todas las configuraciones de rec-

tas con s6lo puntos triples sobre C. Notar que combinatorialmen-
te hay infinitas de ellas.

. Construir configuracién de 6 rectas y n conicas tal que ¢,,3 =4

y ty = 3. Calcular sus ntimeros de Chern.

. Construir configuraciones interesantes/especiales de cénicas y las

9 rectas del teorema de Pappus. Calcular los nimeros de Chern.

Estudiar la configuracion de 21 cénicas y 21 rectas en “The 21
reducible polars of Klein’s quartic” por P. Pokora y J. Roe en ar-
Xiv:1803.06411 [math.AG]|. Parece ser la configuracién de céni-
cas y rectas con pendiente de Chern mas alta en la literatura. Su
construccion se relaciona con el grupo de 168 automorfismos de
la cuértica de Klein.

(Problema abierto) Encontrar una desigualdad optimal entre

nimeros de Chern para configuraciones de cénicas y rectas en
2
]PC-



Dia 3:

1.

Clasificar configuraciones con pendientes de Chern bajas, esto

es, pendientes menores que a < 2. ;Qué necesitamos de k7 Por
ejemplo partir con a = %

. Demostrar la caracterizacion de la igualdad en el teorema de de

Bruijn—FErdos.

. Demostrar el lema de densidad de pendientes de Chern.
. Verificar el argumento de geometria Euclidiana al final de la de-

mostracion del teorema de Sylvester-Gallai.

. Encontrar todas las configuraciones simpliciales de 3,4,5 y 6

rectas. jPodrias con 7 rectas?

. Encontrar todos los niimeros combinatoriales de las configuracio-

nes de 2n rectas provenientes de poligonos regulares de n lados.
i Porqué para n > 6 no podemos definir esas rectas con coeficien-
tes en Q7

. (Desafio) Dibujar la coleccién de configuraciones sobre Q que

producen el record 2,375. Encontrar sus ntimeros combinatoria-
les y pavimentaciones. Intentar mejorar el record con tu propia
familia de configuraciones sobre Q.



Dia 4:

1. (Problema abierto) Clasificar las configuraciones simpliciales.
Un buen paper sobre este problema es “A catalogue of simplicial
arrangements in the real projective plane”por B. Grunbaum en
Ars Math. Contemp. 2 (2009), no. 1, 1-25.

2. (Problema abierto) Encontrar una demostracién topoldgica a
la desigualdad de Hirzebruch-Sakai. Para detalles sobre esa de-
sigualdad mirar el libro reciente “Complex ball quotients and line
arrangements in the projective plane”por P. Tretkoff en Mathe-
matical Notes, 51. Princeton University Press, Princeton, NJ,
2016. Si sabes Aleman mirar “Geradenkonfigurationen und Al-
gebraische Flachen”por G. Barthel, F. Hirzebruch y T. Hofer en
Aspects of Mathematics, 1987.

3. (Problema abierto) Mostrar que no hay puntos de acumulacién
para i /¢y en [5/2 + €,8/3] cuando k = C. Para mirar configu-
raciones en ese intervalo revisar el paper original de Hirzebruch
“Arrangements of lines and algebraic surfaces”, Arithmetic and
geometry, Vol. I1, 113-140, Progr. Math., 36, Birkhauser, Boston,
Mass., 1983.

4. (Problema abierto) A partir del teorema Nullstellensatz de
Hilbert, se puede mostrar que si hay configuraciéon compleja con
1 /&, fijo, entonces la hay con coeficientes en una extensién finita
k de Q. ;Existird desigualdad en funcién explicita de &, ¢, y
de k7 A modo de ejemplo la configuraciéon dual de Hesse estd
definida sobre los nimeros de Eisenstein. ;Sera que eliminando
ese cuerpo podemos llegar a una desigualdad mas restrictiva?



Dia 5:

1. Encontrar r-nets en caracteristica positiva para todo r.

2. (Desafio) Demostrar que no existen m-nets sobre C para m > 5.
Mas desafiante aun es demostrarlo para m = 5. Puedes encontrar
una demostracién elemental en “k-nets embedded in a projective
plane over a field”por G. Korchmaros, G. Nagy y N. Pace en
Combinatorica 35 (2015), no. 1, 63-74. ;Qué puedes decir para
m = 4 usando la demostracién en ese articulo? En efecto, se
pueden descartar infinitas de ellas, pero ;Puedes ir mas alla y
descartarlas todas?

3. (Desafio) La combinatoria de una 3-net la define un cuadrado
Latino. A veces es la tabla de multiplicar de un grupo. ;Qué
grupos son posibles para una 3-net? Después de tratar por tu
cuenta, mirar la respuesta precisa en “3-nets realizing a group in
a projective plane” por G. Korchmaros, G. Nagy y N. Pace en J.
Algebraic Combin. 39 (2014), no. 4, 939-966.

4. (Problema abierto casi resuelto) Demostrar que la tinica 4-net
compleja es la configuracién de Hesse. Mirar “The only complex

4-nets is the Hesse configuration”, por A. Bassa y A. Ozgur en
arXiv:2002.02660 [math.AGJ, 7 de Febrero de 2020.



