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1. NOTACIONES Y PRELIMINARES

En este mini-curso asumiremos definiciones y conocimiento muy basico de
anillos conmutativos, ideales, cuerpos y polinomios. Un muy buen libro para
aprender algebra desde cero es [Art], y para aprender dlgebra conmutativa
sabiendo algo de dlgebra es [AtMac|. Nuestros anillos conmutativos y sus
morfismos serdn siempre como en la Seccién 1 de [AtMac|.

Z es el anillo de los nimeros enteros.
Q es el cuerpo de los niimeros racionales.
R es el cuerpo de los ntimeros reales.
C es el cuerpo de los numeros complejos.

Naturalmente tenemos Z C Q C R € C como subanillos.

Si R es un anillo conmutativo, entonces R[z1,...,z,] es el correspondiente
anillo de polinomios con coeficientes en R.

Si k es un cuerpo, entonces k es su clausura algebraica . Un cuerpo k se
dice algebraicamente cerrado si k = k. Por ejemplo R = C = C.

Para un primo p, Fps es el cuerpo de p*® elementos. Asi F), >~ Z/(p).

Dado un ideal propio I de un anillo conmutativo R, el anillo cociente
se denota por R/I. El ideal I es primo ssi R/I es dominio. El ideal I es
maximal ssi R/I es cuerpo.

Para reforzar conocimiento béasico de algebra, se recomienda leer y hacer
los ejercicios de la Seccién 1 del Capitulo 1 de [Fult].



2. CONJUNTOS ALGEBRAICOS Y TEOREMAS DE HILBERT

Sea k un cuerpo cualquiera. Dado un entero n > 1, se define el espacio
afin n dimensional como
Ay :={(z1,...,2p): m € k}.
De esta forma, el espacio afin es simplemente k™. Si n = 1 lo llamaremos
recta afin, si n = 2 plano afin, y si n = 3 espacio afin.

Definicién 2.1. Un conjunto V' C A} se dice conjunto algebraico afin
si existe S C k[z1,...,z,] tal que
V={(x1,...,2,) € AL: f(z1,...,2,) = 0 para todo f € S}.

Es decir, un conjunto algebraico afin corresponde a los ceros simultaneos en
k™ de algtin sistema de ecuaciones polinomiales. Serd denotado por V(S5).
Si S es finitoy S = {f1,..., fm}, entonces escribiremos V =V (f1,..., fim).
Notar que

V=V(fi,- s fm) = [ V(£2):
=1

Si f € k[xy,...,x,], entonces V (f) se llama hipersuperficie.

Por ejemplo, los siguientes son conjuntos algebraicos del plano A[%&:

1. Conjunto vacio, ya que es igual a V(1).

2. A2 ya que V(0) = AZ.

3. {(1,2)} yaque V(z1 — 1,29 — 2) = {(1,2)}.

4. Cualquier recta L ya que L = V (ax1+bxy+c) para algunos a, b, c € R
con a,b no ambos cero.
La circunferencia C' de radio 1 y centro (0,0) ya que

C=V(?+az5-1).

Un poco maés ingenioso es mostrar que todo conjunto finito de puntos en
AZ2 es algebraico. Por otro lado, el conjunto {(z,cos(z)) € R?: z € R} no es
algebraico. ;jPorqué?

Proposicion 2.2. Sean f,g € k[xy,...,x,]. Entonces V(fg) =V (f)UV(g).

ot

Demostracion. Tarea. O

Proposicion 2.3. La union finita de conjuntos algebraicos es conjunto al-
gebraico.

Demostracion. Tarea. (]

Proposicién 2.4. Sean fi,..., fm € k[x1,..., 2], y sea X\ € k. Entonces
V(fis-oos fm) = V(L + Mo fas fao ooy )

Demostracion. Tarea. O

La proposicion anterior te deberia recordar la eliminaciéon Gaussiana vista
en todo curso de algebra lineal.
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Proposicién 2.5. Sea S C klxy,...,z,]. Considerar el ideal I = (S) gene-
rado por S. Entonces V(S) = V(I).

Demostracion. Tarea. O

La Proposicién 2.5 nos dice que todo conjunto algebraico depende de un
ideal de k[x1,...,xz,]. El siguiente teorema nos describe una propiedad de
finitud de estos ideales.

Teorema 2.6. (Teorema de la base de Hilbert) Sea I un ideal de k[z1, ..., xy].
Entonces existen f1,..., fm € klx1,..., 2] tal que I = (f1,..., fm).

Demostracion. Si n = 1, entonces usaremos el algoritmo de la divisién de
k[x1]. Si I = k[x1], entonces I = (1). Si I # k[x1], entonces elegimos f € I
con menor grado entre todos los polinomios en I. Obviamente (f) C I. Sea
g € I. Entonces existen a,b € k[z1] tales que

g=af+b

con b =0 o grado(f) >grado(b). Pero b = g —af € I, y por la minimalidad
del grado de f, tenemos que b = 0. Asi g = af, lo que implica que g € (f).
Luego I C (f), y asi I = (f).

Para n > 1 se realiza un proceso inductivo, asumiento el resultado para
klx1,...,zp—1] v demostrandolo para k[zi,...,xn—1][zn] = kl[z1,..., 2]
Para eso, se escribe cada polinomio f en k[x1,...,z,] como f = ag+ayz,+
... Aagzd con ag # 0. Luego, para un ideal I, el conjunto de los ag donde f €
I forman un ideal. Usando esa idea se reordena todo de una manera adecuada
para usar induccién y probar el teorema. La demostracion la puedes leer en

la Seccién 4 del Capitulo 1 de [Fult]. O

Observamos que este teorema es parte de un teorema mas general en
relacién a anillos Noetherianos, y de esa forma estd presentado en [Fult].

Corolario 2.7. Todo conjunto algebraico tiene la forma V(f1,..., fm) pa-
ra algunos fi,..., fm € klx1,...,z,]. Es decir, todo conjunto algebraico se
puede definir a través de los ceros de un sistema finito de ecuaciones poli-
nomiales. -

Demostracion. Sea V algebraico. Por la Proposicién 2.5 tenemos que existe
ideal I tal que V' = V(I). Por el Teorema de los ceros de Hilbert tenemos

que I = (f1,...,fm), yasi V=V(f1,..., fm). O

Definicion 2.8. Un conjunto algebraico V' es reducible si V = V; U V5,
donde V7, V5 son conjuntos algebraicos y V; # V parai = 1,2. De lo contrario
se llamara irreducible. Una variedad afin es un conjunto algebraico (afin)
irreducible de A}.

Por ejemplo, las cibicas V(22 — x3) y V(23 — 22 (21 + 1)) son irreducibles
en A2, pero V(z1z2) y V(2122 — 23) son reducibles.
A través del teorema de la base de Hilbert, se puede mostrar que todo
conjunto algebraico es una unién finita de conjuntos algebraicos irreducibles.
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FIGURA 1. Cibicas irreducibles V(22 — 23) y V(23 — 23(z1 + 1))

., Qué ideales definen al conjunto vacio? La Proposicion 2.5 nos dice, por
ejemplo, que si I = k[z1,...,x,], entonces V(I) = (). Si k = R, entonces
V(w% +1) = () también. Notar que si k = k y f es un polinomio no constante,
entonces V (f) # ). Notablemente la condicién k = k nos organiza que sucede
con los conjuntos algebraicos afines, a través del Nullstellensatz de Hilbert.

Teorema 2.9. (Teorema de los ceros de Hilbert) Sea k un cuerpo alge-

braicamente cerrado. Sea I ideal de klxi,...,x,]|. Entonces V(I) = 0 ssi
I =Fk[zy,...,x)].
Demostracion. Obviamente si I = k[x1,...,x,], entonces 1 € I con lo cual

V(I) = 0. La otra implicancia es la complicada, y mostraremos parte de
la prueba. Primero, todo ideal propio de un anillo conmutativo con 1 # 0
(como son nuestros anillos) esta contenido en algiin ideal maximal. Para eso
mirar [AtMac, p. 4]. Notar que si dos ideales I, J satisfacen I C J, entonces
V(J) € V(I). Luego basta con demostrar el teorema para un ideal maximal

Sea [ ideal maximal de k[xy,...,x,]. Considerar el morfismo cociente
¢: klz,...,xn] = k[z1,...,2,]/1, donde ¢(f) es la clase de f mdédulo I.
Como I es maximal, tenemos que k C k[z1,...,x,]/] v k[z1,...,2,]/] es
un cuerpo. El ingrediente algebraico potente es: Como k = k, entonces
Elxi,...,xy]/I = k. Se recomienda mirar la Seccién 10 del Capitulo 1 de
[Fult].

Luego ¢: k[z1,...,2,] — k y definimos a; = ¢(z;) € k para cada i.
Luego ¢(x; — a;) = 0 para todo 4, y asi (1 — a1,...,2, — a,) C I. Pero
(x1 —ay,...,x, — ay) es maximal (facil demostrarlo) con lo cual I = (1 —
aiy ..., Tn—ay). Luego V(r1—aq,...,xn—ay,) =V({I),y V(r1—aq,...,x,—
an) = {(a1,...,a,)}, y asi V(I) # 0. Luego V(I) = () tiene que implicar
I =Fk[zy,...,z,).

U

Definiciéon 2.10. Dada un conjunto algebraico afin V', se define el ideal
de V como

I(V)={f € klx1,...,2,): f(p) = 0 para todo p € V'}.

Es decir, el ideal I(V) es el conjunto de todos los polinomios que se anulan
en V. El anillo de coordenadas de V es k[zy,...,z,]/I(V).
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Es facil ver que si V = V/([) para algin ideal I, entonces I C I(V).
En general no es cierto que I = I(V'). Cuando k = k tenemos la siguiente
caracterizaciéon de I(V).

Corolario 2.11. (del Nullstellensatz de Hilbert) Sik =k yV = V(I) es
un conjunto algebraico, entonces
I(V)={f € klx1,...,x,): f™ € I para algin m € Z~q}.

Demostracion. Tarea. Buscar el lindo truco de Rabinowitsch en Capitulo 1
Seccién 7 de [Fult]. O



3. PLANO PROYECTIVO, INTERSECCION DE CURVAS Y TEOREMA DE
BEzouT

Sea k un cuerpo arbitrario. El espacio proyectivo P} se puede entender
inductivamente como la compactificacién en el infinito del espacio afin A}
por IP’Z_l, donde IP’% es un punto.

Ejemplo 3.1. Si k = R, entonces ]P’}g es la recta real A}g compactificada por
un punto al infinito, es decir IP’,IC tiene la forma de una circunferencia. El
plano proyectivo real ]P’z es Ai compactificado con ]P’/%C al infinito, algo més
dificil de visualizar.

Para entender esto mejor, se define el espacio proyectivo de dimensién
n como

Py = k" A(0,...,0)}/ ~

dénde la relacién de equivalencia es: (zg,...,zn) ~ (Yo,.--,Yn) si y s6lo si
existe A € k\0 tal que Az; = y; para todo i. Representamos los puntos en P}
como tuplas [zg,...,z,], donde por definicién existe algin 7 tal que x; # 0.

Luego, si U; = {[zo,...,2,] € P} x; # 0}, entonces identificamos Uj;
con A} tal que las coordenadas de A} son % para j # i, y naturalmente el
complemento de U; (es decir, {[zo,...,z,] € P}: z; = 0}) queda identificado
con Pz_l. Llamaremos a los conjuntos U; las cartas afines de P}. Por
ejemplo, si n = 1, entonces IP’,IC tiene como puntos [zg,x1]. Tomemos Uy el

cual es A} con coordenada oy P} = Uy U {[0,1]}.

Definicién 3.2. Un polinomio F € k[xg,...,z,] se dice homogéneo si
F(txg, ..., tx,) = t*F(x,...,z,) para algin d. Un conjunto V C P7 se
dice conjunto algebraico proyectivo si existe un conjunto de polinomios
homogéneos S en k[xg,...,z,] tal que

V ={[zo,...,zn] € PL: F(xo,...,x,) =0 para todo F' € S}.

SiS={F,...,F,}, entonces escribiremos V = V(Fy,..., F,,). Un conjun-
to algebraico proyectivo se dice variedad proyectiva si es irreducible, en
analogia a la definicion de la irreducibilidad afin.

El espacio proyectivo relevante para este mini-curso es el plano proyectivo
P2, cuyas coordenadas se denotardn por [z, y, 2], y sus tres cartas afines son
Uz ={x #0}, Uy = {y # 0} y U, = {z # 0} (todas copias de A}).
Una curva plana de grado d en Pi es el conjunto algebraico proyectivo C
definido por un polinomio homogéneo F' de grado d > 0, es decir

C ={[z,y, 2] GIP%: F(z,y,z) =0}.

Notar que C no necesita ser irreducible. A veces nos referiremos a la curva
C' a través del polinomio F' que la define.
Un cambio de coordenadas T es una funcion 1': IP’% — IP’% tal que

Tz, y, 2] = [anz + a2y + @132, a21T + a2y + 232, a31 T + a2y + azzz]
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y la matriz (a;;) de 3 x 3 con coeficientes en k es invertible. Si 7’: P§ — P2
es la inversa de T (la cual es cambio de coordenadas también), entonces
para cada curva C = {F = 0} tenemos que T'(C) es la curva dada por
{F(T'[z,y,2]) = 0}. Por ejemplo, tomemos T'[z,y, 2] = [ZE£, =2 2] cam-
bio de coordenadas en P%, y sea C = {zy — 2% = 0}. Luego, T"[z,y, 2] =
[ —y,z+y, 2]y C'= {2 —y? — 22 = 0}. Hace un dibujo de la situacion.

Dada una curva F'y un punto P € F', entonces se dice que P es un punto
singular de F si y sélo si

Fx(P):Fy(P):Fz(P):Oa

donde F; son las derivadas parciales (formales) de F' con respecto a t. Sea
T un cambio de coordenadas que envia P a [0,0, 1], y sea

F(T/[ﬂj‘,y, 1]) = le +f7‘2 + .. +f?“m7

donde los f,, son polinomios homogéneos en x,y de grado r; y r1 < ra <

. < 7. Se define la multiplicidad de P € I como mp = ri. Notar
que mp > 1 siy sélo si P es una singularidad de F (tarea). Si k = k, el
polinomio f,, se factoriza completamente en rectas. A la imagen de estas
rectas bajo T las llamamos rectas tangentes de F' en P. Por ejemplo, las
rectas tangentes en [0,0,1] de V(2% — 2%(z + 2)) son y =2 y y = —x, las
de V(2y? —23) es y =0, y la de V(2y? — z(2% — 2%)) es x = 0.

Si k = k, entonces una curva plana contiene infinitos puntos. Si k = R,
entonces una curva podria tener finitos puntos o incluso ser el conjunto
vacio, pero en muchos ejemplos representa un conjunto del plano el cual se
visualiza como una curva (ver Figura 1).

Por ejemplo, sobre cada una de las cartas afines U, Uy, U, dibuja en IP’]%{
los conjuntos:

L V(z+y—2).

2. V(2% +y* - 2?).
3. V(xy — 22).

4. V(zyz).

Curvas planas de grado 1 se llamaran rectas, las de grado 2 se llamaran
cénicas, las de grado 3 ciibicas, las de grado 4 cudrticas, etc. Ahora
queremos intersectar curvas planas.

Proposicion 3.3. Dos rectas distintas en IP’% siempre se intersectan en un
punto.

Demostracion. Tarea. Es resolver cuidadosamente un sistema lineal muy
simple. O

Proposicion 3.4. Sea L una recta y C una curva plana de grado d que no
contiene a L. Entonces los puntos de interseccion de L con Cg son a lo mds

d.

Demostracion. Tarea. Es evaluar la curva C' en la recta, y usar que un
polinomio en 1 variable de grado d tiene a lo mas d ceros. O
9



Teorema 3.5. Sean C = {F = 0} y C' = {G = 0} dos curvas planas tal
que F' y G no tienen divisores comunes. Entonces la interseccion de C y C’
es finita.

Demostracion. Podemos suponer que F' y GG son polinomios en dos varia-
bles, ya que al infinito pueden tener a lo mds finitos ceros comunes (por la
proposicién de mas arriba).

Luego F,G € k[u,v] tal que F''y G no tienen divisores comunes. Luego
pensar en k(u)[v], y como es un dominio Euclidiano (més el Lema de Gauss,
ver [Art, Sect.3 Ch.11]), tenemos que existen A, B € k(u)[v] tales que

AF + BG = 1.

Ahora limpiar denominadores para obtener A’, B" € klu,v] y C € k[u] tal
que

A'F+B'G=C.
Pero si (ug,vp) es cero de F'y de G, entonces por la ecuacién anterior
C(up) = 0. Pero C tiene a lo més un nimero finito de ceros, y asi ug tiene
finitas posibilidades. Ahora hacemos lo mismo para v, es decir considerar
E(v)[u], y obtenemos a lo més finitos v en los ceros comunes de F'y G. [

Tenemos entonces que la interseccién de curvas planas sin componentes
comunes es finita. Luego queremos calcularla. El problema son las singu-
laridades, las tangencias y el cuerpo de definicién k. Las singularidades y
tangencias deben ser contadas con cierta multiplicidad adecuada, y si k = k
obtendremos exactamente la intersecciéon entre dos curvas. Eso sera el Teo-
rema de Bézout.

TCO 006

FIGURA 2. Intersecciones especiales entre conicas.

Pasamos ahora a definir nimero de interseccién (mirar Seccién 3 del
Capitulo 3 de [Fult]). De ahora en adelante k = k. Para C = {F = 0} y
C’" = {G = 0} sin componentes comunes (en caso contrario su interseccién
serfa infinita), se definird el nimero de interseccién de C'y C" como

c-C':= Y IPCnC),
PeCnC”’

donde I(P,C N C") es el inico nimero entero tal que:

(A1) I(P,C N (") es nonegativo.
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(A2) I(P,CNC") = 0 es equivalente a que P ¢ C'NC’. El nimero I(P,C' N
(") depende s6lamente de las componentes de C'y C’ que pasan por
P,y I(P,CNC")=0si F o G es constante no cero.

(A3) Si T es un cambio de coordenadas y @ = T(P), entonces I(P,C N
C") =1(Q, T(C)NT(C)).

(A4) I(P,CNC")=1(P,C'"NnC).

(A5) I(P,CNC") > mpm/, donde mp y m/, son las multilicidades respec-
tivas en el punto P, y la igualdad sucede si y sélo si C'y C’ no tienen
tangentes comunes en P.

(A6) Si F =1ILF"y G = HjG;j son factorizaciones de F'y G, entonces
I(P,CnN C,) = Eivj T’Z‘SJ'I(P,E N GJ)

(A7) I(P,CNC")=I(P,FN(G+ AF)) donde A € k[x,y, z| es arbitrario
tal que G + AF es homogéneo.

Este nimero de interseccién local I(P,C N C") existe, y estd definido por
la dimensién del espacio vectorial Op(A7)/(F, G) sobre k, donde Op(A7) es
la localizacién de k[x,y] en el ideal que define a P. No veremos localizacion,
asi que sélo calcularemos con las propiedades (1) a (7).

Ejemplo 3.6. Sean C = {yz""!' = 2"}, ¢’ = {y = 0}, y P = [0,0,1].
Aplicamos (A7) para decir que

I(P,CNC") =1(P,(y) N (""" —a" = 2""ly)) = I(P, (y) N ().
Ahora por (A6) tenemos I(P,(y) N (z")) = nI(P,(y) N (x)), y por (Ab)
tenemos I(P, (y) N (z)) = 1. Asi se concluye que I(P,C' NC’) = n. Hacer un
dibujo!

Ejemplo 3.7. Sean C = {y?2z = 23}, ¢' = {z = 0}, y P = [0,0,1]. Di-
rectamente por (A5) y (A6) tenemos que I(P,C N C’) = 2. Notar que hay
otro punto de interseccién entre C'y C’, el cual es Q = [0, 1,0]. Luego por
(A5) tenemos I(Q,C N C’) = 1. Como no hay més puntos de interseccion,
tenemos que

C-C'=2+1=3.

Notar que los puntos de interseccion son dos, pero uno de ellos se cuenta
con multiplicidad 2.

Teorema 3.8. (Teorema de Bézout) Sean C = {F =0} y C' = {G = 0}
curvas planas de grados d y e sin componentes comunes. Entonces

C-C'=

Demostracion. La demostraciéon se escapa de la complejidad del curso. Mirar
la Seccién 3 del Capitulo 5 de [Fult] para los detalles. O
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4. RECTAS Y CONICAS

Sea k un cuerpo arbitrario. Recordar que una recta L se define como
L={[zx,y,2] € Pi: ax + by + cz = 0}

donde a, b, c € k no son todos cero. Dos rectas distintas siempre se intersec-
tan en un punto, y asi no existen las rectas paralelas. Notar que dado A € k
no cero, tenemos que ax + by + cz y Aax + Aby + Acz representan la misma
recta. Esa simple observacién nos define una biyeccién entre el conjunto de
todas las rectas y P%: simplemente L = V(az + by + cz) ~ [a, b, c]. Esta es
la dualidad recta-punto entre rectas de IP’% y puntos de IP’%.

Una conica se define como

V(ax? + by? + ¢2° 4 dzy + exz + fyz)

donde los coeficientes a, b, ¢, d, e, f € k no son todos cero. Al contrario de una
recta, una cénica podria definir el conjunto vacio ya que el cuerpo k podria
no ser adecuado. Por ejemplo, si k¥ = R, entonces V(2% + y? + 22) = 0.
Lo mismo con las intersecciones. Por ejemplo, sobre k& = R, las conicas
V(z? + 3% — 22) y V(2? + y% — 222) no se intersectan, pero si trabajamos
sobre k = C si lo hacen. Estas cénicas se intersectan en los puntos [1,,0] y
[1,—1i,0] cada uno con multiplicidad dos (verificarlo!).

Teorema 4.1. Sea k = k y sea C una cénica. Entonces existe cambio de
coordenadas T tal que T(C) es una de las siguientes: {x* = 0}, {xy = 0} o
{zy + 2z +yz = 0}.

Demostracion. Sea C = V(F). Si F es reducible, entonces F' = R%? o F =
RR' donde R, R’ representan polinomios de grado 1. En el primer caso,
encontrar 1" tal que R — xz, en el segundo buscar T tal que R — =z y
R —y.

Si F es irreducible, entonces mostrar que existen tres puntos no colineares
P, @, R en la coénica C. Luego encontrar cambio de coordenadas T' tal que
T(P) = [0,0,1], T(Q) = [0,1,0] y T(R) = [1,0,0]. Luego mostrar que la
cénica T(C) tiene la forma azxy + brz + cyz, para algunos a, b, ¢ no nulos,
ya que debe ser irreducible. Asi se puede mostrar existencia de cambio de
coordenadas T” tal que la imagen de T'(C) es finalmente {zy + zz + yz =
0}. O

Digamos que k = k. Sea C' una cénica definida por un F (de grado dos)
irreducible, y sea P ¢ C. ;Cuéntas rectas tangentes a C' pasan por P? Damos
ahora la respuesta para C' = {zy = 22} y P =[0,0,1], y luego tii la adaptas
para el caso general. Notar que todas las rectas que pasan por [0, 0, 1] tienen
la forma {az + by = 0}. Digamos que a # 0. Entonces podemos asumir que
la recta tiene la forma {z = ty} donde ¢ € k. Luego reemplazamos en C, y

nos queda

ty2 =22
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Si la caracteristica de k no es 2 y t # 0, entonces x = ty no es tangente a C'.
Luego las unicas tangentes por P son x = 0 e y = 0. Si la caracteristica de k
es 2, entonces la ecuacion (i)2 = t tiene una unica solucién para cada t, con
lo cual toda recta que pasa por P es tangente a C'! Fendmenos patoldgicos
como este son comunes al trabajar con cuerpos de caracteristica positiva.
Para mucho més sobre cénicas, mirar Seccién 1 del Capitulo 1 de [UAG].

Teorema 4.2. (Teorema de Pascal) Sea C' una conica irreducible. Sean

P, Py, P35, Py, Ps, Ps € C, y considerar las rectas: 11 por Py y Py, lo por P,

y Py, I3 por Py y Ps, my por P3 y Py, mg por Py y Ps, y m3 por P2 y Ps.
Entonces los puntos l1 " m1, lo N'ma, I3 Nmg son colineares.

Demostracion. Digamos que los polinomios lineares que representan a [;, m;
son l;, m;. Considerar la cibica

Fy .= l1lsl3 + tmymaoms

donde t es un parametro que determinaremos. Notar que Py, ..., P; estan
en V(F;). Sea P € C tal que P # P, para todo i. Luego podemos elegir
to € k tal que P € V(F},). Simplemente
_ L(P)(P)l3(P)

ml(P)mQ(P)mg(P) ’
Notar que P no pertenece a las rectas [;, m;.

Luego V (Fy,) NC contiene al menos siete puntos. Pero, por el teorema de
Bézout, tenemos que entonces C'y Fy, tienen factores comunes, y como C'
es irreducible, entonces Fy, = C'L, donde L es una recta, ya que Fj, tiene
grado 3.

Notar que l; "m; € V(Fy,) y liN'm; ¢ C para i =1,2,3. Luego debemos
tener que [;Nm; € L parai = 1,2, 3, y asi esos tres puntos son colineales. [

tg :=

FiGurA 3. Teorema de Pascal para k = R y una elipse.
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Observar que este teorema funciona para k& = R. Por ejemplo, puedes
tomar una circunferencia, o una elipse, o una hipérbola, y obtienes el mis-
mo resultado. T puedes demostrar usando el teorema de Pascal que, por
ejemplo, los puntos que determinan lados opuestos a un hexagono inscrito
en una elipse son colineales. En particular, para una circunferencia.

Corolario 4.3. (Teorema de Pappus) Considerar rectas L y L' como en la
Figura 4, donde A,B,C € L y A',B',C" € L'. Entonces los puntos P,Q, R
son colineales.

Demostracion. Tarea. Adaptar la demostracién del teorema de Pascal para
C = LL' y usar como punto especial L N L’. O

FicuraA 4. Teorema de Pappus para k =R

Usando la dualidad punto-recta de IP’% y la imagen bajo esa dualidad
de una cénica (lo cual es otra coénica), se puede demostrar el teorema de
Brianchon a través del teorema de Pascal: Si ABCDEF es un hexdgono
formado por seis rectas tangentes de una cénica, entonces las rectas AD,
BE, CF son concurrentes, es decir, se intersectan en un solo punto.

También es posible “deformar”la situacién del teorema de Pascal, encon-
trando verdades geométricas tales como la siguiente. Sean ABC'D puntos
en una circunferencia C. Sean L, L’ rectas tangentes a C en A y D respec-
tivamente. Luego los puntos L N L/, fﬁ N % y j@ N ﬁ son colineales.
i Puedes demostrarlo usando un argumento similar al del teorema de Pas-
cal? jPuedes encontrar otras verdades geométricas a partir de las ideas del
teorema de Pascal?
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5. CONFIGURACIONES DE RECTAS I: EJEMPLOS Y COMBINATORIA

De ahora en adelante nos concentraremos sélamente en rectas en el plano
proyectivo IP’%. La idea es estudiar configuraciones finitas de rectas, mostran-
do propiedades basicas, otras mas profundas, y por ultimo plantear algunos
problemas abiertos. Algunas referencias sobre configuraciones de rectas y
algunas aplicaciones son [Hirz83],[Tr16], [EFU].

Sea k un cuerpo arbitrario.

Definiciéon 5.1. Una configuraciéon de rectas A es una coleccién fini-
ta de rectas en ]P’i. Para m > 2, un m-punto es un punto contenido en
exactamente m rectas de A. Denotamos por t,, el nimero de m-puntos.

Una configuraciéon de rectas se dice en posicién general si t,, = 0 para
m > 2 (es decir, posee sélo 2-puntos). Una configuracién de rectas se dice
trivial si todas sus rectas concurren a un punto, y se dice cuasi-trivial si
todas excepto una recta concurren a un punto.

Notar que una configuracion de d rectas A estard definida por un po-
linomio homogéneo F' de grado d el cual se factoriza completamente en d
polinomios de grado 1 distintos. De esta forma, tendremos A = V(F') como
conjunto algebraico.

Ejemplo 5.2. Configuraciones de rectas en ]P’%& son precisamente las que pue-
den ser dibujadas en el pizarrén. Cada configuraciéon de rectas particiona
]P’%& en poligonos. (Debes contar también los poligonos “no acotados”hacia
el infinito.) Si todos los poligonos son tridngulos, entonces la configuracién
se llama simplicial. Hay una enorme literatura sobre configuraciones sim-
pliciales (mirar por ejemplo [Gr05]). Estas no han sido clasificadas ain.
La Figura 5 muestra dos ejemplos de configuraciones simpliciales extremas,
donde las rectas visualmente paralelas se intersectan en el infinito.

~

/1

FicuraA 5. Configuraciones simpliciales.
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La configuracion de la portada de estas notas es simplicial, y esta formada
por 37 rectas (incluir recta en el infinito) con to = t3 = 72, t4 = 12, t5 = 24
y t12 = 1. Otro ejemplo mas simple es el cuadrilatero completo, la cual se
define con los ceros de xyz(z—y)(x—z)(y—z). Es una configuracién con d = 6
rectas, ty = 3, t3 = 4, t,,, = 0 para todo otro m (Hacer el dibulo!). Poligonos
regulares definen familias de configuraciones simpliciales: Considerar todas
las rectas dadas por los lados de un poligono regular de n lados y las n
rectas correspondientes a los ejes de simetria del poligono. Luego tenemos

2, =1, by, = 0

una configuracién con d = 2n rectas, to9 = n, t3 =
para otros m (mirar por ejemplo [Hirz83, 1.1]).

Ejemplo 5.3. Sea n > 4. Entonces los ceros de
(2" —y") (" = 2")(y" = 2")

en ]P’% definen una configuracién de 3n rectas con t3 =n? t, =3,y tym =0
para m # 3,n. Las llamaremos configuraciones de Ceva. Para n = 3, el
polinomio (22 —13) (23 —23)(y3—2%) define la configuracién dual de Hesse
las cual tiene 9 rectas, t3 = 12, y t,, = 0 si m # 3. La configuraciéon de
Hesse estd formada por las 12 rectas que contienen los 9 puntos de inflexion
de una cibica nosingular en P<2c- Resulta que todas las configuraciones de
Hesse son proyectivamente equivalentes, es decir, dada dos existe un cambio
de coordenadas enviando una en la otra. La dualidad punto-recta de ]P’%
aplicada a los nueve 3-puntos de la configuracion de Hesse nos entrega la
configuracién dual de Hesse.

Ejemplo 5.4. Sea k = [F» para algin primo p y entero n > 0. El conjunto de
las p?"+p"+1 rectas en ]P’% forma una configuracién con t,n1 = PP,y
tm = 0sim # p"+1. La llamaremos configuracién del plano proyectivo
finito. Para p =2 y n = 1 tenemos la configuracién de Fano dada por 7
rectas con siete 3-puntos.

Notar que en los ejemplos de arriba tenemos que cuando k = R entonces
to > 0. Pero si k # R, entonces hay ejemplos donde to = 0. Eso no es una
casualidad.

Teorema 5.5. (Teorema de Sylvester-Gallai) Si k =R y A es una configu-
racion no trivial, entonces to > 0.

Demostracion. Esta demostracion elegante esta en [Proofs]. Primero usamos
la dualidad punto-recta para escribir un enunciado equivalente: “Para todo
conjunto de puntos no colineales, existe una recta que pasa por exactamente
dos de ellos”. Sea P el conjunto de puntos no colineales, y sea L el con-
junto de rectas que pasan al menos por dos de ellos. Asi £ es un conjunto
finito. Dentro de todos los pares (P,L) con P € P, L € Ly P ¢ L (hay
un numero finito de tales pares, y hay tales pares por la condiciéon de no
colinealidad), elegir un par (P, Ly) tal que la distancia entre Py y Lg sea la
mas pequena entre todos los pares. Luego Ly debe sélo contener dos puntos
de P. Sino, contiene al menos 3 puntos. Sea () el punto de interseccién de
16



la perpendicular a L por Fy. Luego, dos de estos tres puntos deben estar a
la derecha o a la izquierda de (). Sean estos puntos P; y P> tal que P, estd
més lejos de @ que Pj. Sea L' la recta que pasa por Py y P,. Luego (P, L)
contradice la eleccién de (P, L), a través de un argumento muy sencillo
de geometria Euclidiana (dibtjalo y demuéstralo!). De esta forma, Ly debe
contener exactamente dos puntos. U

En la préxima seccién veremos que en realidad tenemos algo mejor: t5 > 3.
Sea nuevamente k un cuerpo arbitrario. Lo siguiente es una verdad pura-
mente combinatorial, la cual no involucra al cuerpo k.

Proposicion 5.6. Para toda configuracion de rectas se tiene que

(5) =2 (3)m

Demostracion. Tarea. Se demuestra contando a la izquierda pares de rectas,
y a la derecha pares de rectas pero de una forma distinta. O

Otro teorema general es el siguiente, el cual es casi puramente combina-
torial. El teorema estd esencialmente en [deBrEr48|, lo cual es puramente
combinatorial. La parte novedosa y sobre k es clasificar el caso de igualdad
(ver [EFU]).

Teorema 5.7. Toda configuracion A no trivial de d rectas satisface

Ztmzd.

m>2

Se tiene igualdad si y sélo si A es cuasi-trivial o una configuracion del plano
proyectivo finito.

Demostracion. Sélamente mostraremos la desigualdad. Para el resto mirar
[EFU, Theorem 2.7]. Etiquetemos todos los m-puntos de A del 1 al r =
Zm22 tm, v las rectas del 1 al d. Definamos

1, sila recta j contiene al punto i
alu] =
0, sino.

Sea L; el vector (a;;)i<i<r. Queremos demostrar que {L1,...,Lq} es un
conjunto de vectores linealmente independientes en Q", ya que eso implicaria
r > d. Suponer lo contrario. Sin pérdida de generalidad, digamos que L =
Z;lzz x;L; para algunos x; € Q. Luego, usando el producto punto usual de
Q", tenemos que

Li-Ly—1
r,j=—————<0
T1-L; - L
para todo 7 > 1. Pero las coordenadas de L1 son 1 0 0, y asi es imposible que
todo z; sea negativo. Luego el conjunto es linealmente independiente.  []
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6. CONFICURACIONES DE RECTAS II: NUMEROS DE CHERN Y
GEOGRAFIA

Definicién 6.1. Sea A una configuracién de d rectas. Se definen los niimeros
enteros

AA)=9-5d+ > (3m— At y @(A)=3-2d+Y (m-

m>2 m>2
Se llamaran nudmeros de Chern de A.

Notar que los nimeros de Chern son invariantes bajo cambio de coordena-
das. Estos invariantes no son niimeros combinatoriales arbitrarios, provienen
de la teoria de superficies algebraicas a través de sus diferenciales y sus clases
de Chern. Como ya hemos dicho, nosotros no tocaremos esa tecnologia en
este mini-curso, asi que para nosotros seran las férmulas de la definiciéon. A
pesar de su arbitrariedad, mostraremos que los numeros de Chern satisfacen
varias propiedades generales.

Proposicion 6.2. Si A es tal que tg = tq_1 = 0, entonces sus nimeros de
Chern son positivos.

Demostracion. Notar que tg = t4_1 = 0 implica que A no es trivial o cuasi-
trivial. En el caso cuasi-trivial tenemos & = & = 0. Suponer d = 4. Entonces
A tiene sélo 2-puntos y calculamos ¢2(A) = 1y é(A) = 1. Ahora usaremos
induccién sobre el niimero de rectas d. Asumir que A tiene d+ 1 > 5 rectas,
y sea L € A una recta pasando por t > 3 puntos (debe existir tal recta por
la hipétesis). La configuracién A\ L no es trivial, y asi

A(A) = (A\L) —5+3t > (A\L)+4>1

e2(A) =G (A\L)—2+t>c(A\L)+1>1.
O

Proposicién 6.3. (see [So84, Theorem (5.1)]) Sea A configuracion de d
rectas tal que tg = ty_1 = 0. Entonces,

2d — 6 <é§

Se tiene igualdad a la izquierda ssi to = (g) (es decir, A es una configu-
racion con rectas en posicion general), y se tiene igualdad a la derecha ssi
Y msatm =d (y asi A es una configuracion plano proyectivo finito).

Demostracion. La desigualdad a la izquierda es equivalente a

0<(d—2)& — (2d —6)c Ztm —m?+m(l+d)+ (2 - 2d))
m>2
pero —m? 4+ m(1 +d) + (2 — 2d) > 0 para todo 2 < m < d — 1. Més aun,
tenemos —m? + m(1 +d) + (2 — 2d) > 0 para todo 3 < m < d — 2 y por
hipétesis ty = ty_1 = 0. Esto demuestra la primera desigualdad.
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La desigualdad de la derecha es quivalente a demostrar que

&G -3=d— ) tn<O0,

m>2

y esto es lo que demostramos, junto con clasificar la igualdad, en el Teorema
5.7. O

El problema de geografia es: Dados dos enteros (A, B), mostrar que
existe configuracion A tal que ¢3(A) = A y &(A) = B. Este problema
podria ser muy dificil, y asi nos concentraremos en qué podemos decir sobre
la pendiente de Chern % Este problema de geografia es andlogo a los
problemas de geografia de superficies de tipo general (mirar el cldsico [P87]
y buscar en la literatura todo lo que se ha hecho desde entonces).

Resulta que el problema de geografia depende notablemente de k, como

queda ejemplificado en el siguiente teorema.

Teorema 6.4. Sea A una configuracion de d rectas con ty =tgy_1 = 0.

(1) Si k =R, entonces & < %Eg. Igualdad se alcanza ssi A is simplicial
(mirar Ejemplo 5.2).

(2) Si k= C, entonces ¢2 < %Eg. Igualdad se alcanza ssi A es la configu-
racion dual de Hesse (mirar Ejemplo 5.3).

Demostracion. (1) Haremos uso de topologia a través de la caracteristica
de Euler. Sea A = {Ly,..., Ly} una configuracién en P%. Entonces A define
una pavimentacion de ]P’]%{ en poligonos. Sea py el nimero de poligonos con
k lados. Luego po = 0 ya que A no es la configuracién trivial. Sean fj el
nimero de vértices de la pavimentacién, fi el nimero de segmentos, y f el
numero de poligonos. Luego como la caracteristica topoldgica de Euler de
IP’%& es 1, podemos escribir

fo—fit fa=1

Por otro lado, no es dificil verificar que fo = >, <o tm, f1 = % D om>o 2mity, =

S s MPm, ¥ f2 = 3,50 Pm. Asf podemos evaluar en la expresién de
arriba para obtener

Z(m —3)pm = -3 — Z(m — 3)tm.

m>2 m>2

Notar que el lado izquierdo de la ecuacion es siempre mayor o igual que cero,
con lo cual obtenemos to > 3, lo cual fue prometido en la secciéon anterior.
(2) Esta desigualdad proviene de las profundidades de la teoria de super-
ficies algebraicas, su demostracién escapa enormemente del marco del mini-
curso. Es esencialmente la desigualdad de Hirzebruch-Sakai [Hirz83], la cual
proviene de la famosa desigualdad de Bogomolov-Miyaoka-Yau de superfi-
cies complejas. Mirar [Hirz83], [Tr16, Chapter 4], [So84, Theorem 5.3]. La
caracterizacion de la igualdad no es demasiado complicada. Debes primero
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mostrar que to + % > 3 usando la desigualdad en [Hirz83], y luego mostrar
que igualdad implica to + % = 3 e ir caso por caso. O

Super desafio: Encontrar una demostracion alternativa, ojald elemental,
de la desigualdad (2) del teorema anterior.

Lo que nos interesa ahora es: ;Qué se puede decir sobre la distrubucion
=2
de % en el intervalo [1, 3]7 Por supuesto, como ya hemos visto, esto depen-
dera del cuerpo k. Los resultados a continuacién provienen de [EFU]. En

=2
. . .z (&
particular, nos interesan los puntos de acumulacion de o en 1, 3].

Corolario 6.5. Si r es un punto de acumulacion de pendientes de Chern

2
;—;, entonces r € [2,3].

Demostracion. Sabemos que 1 < % < 3. Notamos que tenemos una can-
tidad finita de posibilidades combinatoriales para configuraciones de rectas
después de fijar el niimero de rectas, y asi una cantidad finita de pendientes
de Chern. Sea s < 2, entonces s > % s6lo para un numero finito de d.

=2
Pero, por Proposicién 6.3, sabemos que 24=0 < & asi las pendientes de
. P P , que 7= < Ly p

Chern no se pueden acumular en s. O

Lema 6.6. (Lema de densidad) Sea k un cuerpo infinito. Sea A una co-

=2
leccion de l(n) rectas con limy, o % =c>2ylim, o l(n) = oco. Asumir
=2
que existe h €]1,2] tal que lim, l(iﬁ = a > 0. Entonces el conjunto de
las pendientes de Chern de las configuraciones definidas sobre k es denso en

[2,¢].
Demostracion. Es elemental, mirar [EFU, Lemma 4.2]. O

Corolario 6.7. El conjunto de los puntos de acumulacion de las pendientes
de Chern sobre k =T, es el intervalo [2, 3].

Demostracion. Usar el Lema 6.6 para la coleccién A,, de configuraciones de
planos proyectivos finitos (Ejemplo 5.4), donde I(n) = p** + p" + 1. Aqui

c:3yusamosh:%. O
Corolario 6.8. El conjunto de puntos de acumulacion de las pendientes de
Chern de configuraciones definidas sobre R es el intervalo [2, g]

Demostracion. Simplemente usar Lema 6.6 para la coleccién A,, de confi-
guraciones de 2n rectas definidas por poligonos regulares de n lados (mirar
Ejemplo 5.2). Aqui ¢ = % y tomamos h = 2. U
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7. ALGUNOS PROBLEMAS SOBRE CONFIGURACIONES DE RECTAS

En la Seccién 6 vimos que las pendientes de Chern son densas en [2, %]
cuando k = R, y sabemos que ese resultado es 6ptimo. Notemos que en la
demostracién usamos configuraciones de rectas definidas por poligonos re-
gulares, y asi no estan definidas sobre Q salvo unos pocos casos. Esto porque
toda realizacién de tal configuracién esta definida sobre un cuerpo estricta-
mente mas grande que Q. Mirar [Cunll, Theorem 3.6] para los detalles. Asi
no es claro el intervalo de densidad sobre Q. Con respecto a pendientes de
Chern, la mas grande de la cual sabemos esta dada por el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.1. Para n > 3, considerar las rectas {y = az/2}, {v = az/2},
fly=2+B-—n+1)z},y{y=—2+ (8+1)z}, con oy  toman valores
en todos los enteros no negativos hasta 2n y 2n — 2, respectivamente. Asi
esta configuracion se ve como un arreglo de n x n tridngulos rectangulos
representados por 8n rectas. Se puede pensar que cuando n = co obtenemos
una configuracién simplicial infinita de R? con sélo tridngulos rectiangulos
isésceles. Para un n fijo, tenemos que to = 6n% + 6n — 8, t3 = 2n? — 6n + 8,
ty =2n% +2n — 3, top_1 = 2 ¥ tapr1 = 2. De esta forma, la pendiente de
Chern es

38n% —18n — 7

16n2 —8n — 2"
la cual converge a 2.375 cuando n tiende a oc.

Por el Lema 6.6 y el Ejemplo 7.1 obtenemos que sobre Q cualquier r €
[2,2.375] es un punto de acumulacién de pendientes de Chern. Se cree que
deberian haber puntos de acumulacién arbitrariamente cerca de 2.5, con lo
cual se conjetura lo siguiente.

Conjectura 7.2. El conjunto de los puntos de acumulacion de las pendien-
tes de Chern sobre k = Q es [2,3].

Desafio: Encontrar familia de configuraciones sobre QQ la cual define un
punto de acumulacién mayor a 2.375. ;Sera posible modificar Ejemplo 7.1
para encontar tal configuracién?

., Qué sucede para configuraciones sobre los nimeros complejos? Tenemos
la siguiete conjetura.

Conjectura 7.3. El conjunto de puntos de acumulacion de pendientes de
Chern para k = C es [2,2].

Desafio: Demostrarlo o encontrar un contraejemplo, es decir, algin punto
de acumulacién estrictamente mayor a g No ha habido mucho trabajo al
respecto.

Usaremos ahora el Nullstellensatz de Hilbert para mostrar: Dada una con-
figuracién A sobre C, entonces existe una configuracién A’ sobre Q la cual

posee los mismos numeros combinatoriales que A, y asi los mismos niimeros
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de Chern. Luego comprender configuraciones sobre C es equivalente a enten-
derlas sobre Q. La razén es: Dada una configuracién de d rectas, podemos
usar sus coeficientes como variables, y determinantes de 3 x 3 igual a cero
en esos coeficientes para describir concurrencias de rectas. Para decir que
rectas no concurren, se introducen nuevas variables para multiplicar esos
determinantes e igualarlos a 1. Notar que este sistema de ecuaciones poli-
nomiales tiene coeficientes {0,1} C Q y define a todos los arreglos de rectas
con incidencia fija. Luego si ese conjunto algebraico afin tiene un punto en
C, significa que hay una configuracion sobre C con esa incidencia. Luego por
el teorema de los ceros de Hilbert, existe un punto en Q ya que el corres-
pondiente ideal no puede ser todo Q[z1,...,,], y asi una configuracién de
rectas sobre k = Q con la misma incidencia de la configuracién sobre C.
Aparte de los problemas sobre geografia de pendientes de Chern, existen
muchos otros problemas abiertos que ivolucra o directamente sobre confi-
guraciones de rectas. Un ejemplo sencillo de conexion: Existe una relacion
directa entre geografia de configuraciones de rectas y lo que se llama constan-
tes lineares de Harbourne (ver [BDHH15]), las cuales se introdujeron para
estudiar la conjetura de la negatividad acotada en superficies algebraicas.

Las H-constantes lineales de una configuracién de rectas A se define como
_ dQ_ZmZQ m2tm

Hp(A) = S g, 0 O equivalentemente
3— (3 —269)
Hi(A) = —————= — 2.
M= E )

En [EFU], demostramos que los puntos de acumulacién de ¢ /¢y estan en
correspondencia uno a uno con los puntos de acumulacién de Hp. Para
detalles mirar [EFU], son demostraciones elementales.

Terminaremos este mini-curso con un problema no relacionado con geo-
grafia. Nuestras referencias seran [U10] y [KNP15]. Primero definiremos cier-
tas configuraciones de rectas especiales.

Definiciéon 7.4. Sea p > 3 un numero entero. Una p-net en IP’% es una
p + 1-tupla (A, ..., A,, X), donde cada A; es una configuracién de rectas
en IP’% y X es un conjunto finito de puntos en IP’%, los cuales satisfacen las
condiciones:

(1) A; y Aj no contienen rectas comunes si i # j.

(2) El punto de interseccién entre una recta en A; y una recta en A;
pertenece a X para i # j.

(3) Por cada punto de X existe exactamente una recta en A; que lo
contiene, para cada 1.

Se puede demostrar facilmente que |A;| = |A;| para todo 4,5 y |X| =
|A1|?. Denotaremos |A;| por ¢, y serd llamado el grado de la net. Usaremos
la notacién (p,q)-net para una p-net de grado ¢. Etiquetamos las rectas
en A; por {Lq(i—1)+j };1-:1 para todo i, y asi definimos la configuracién A =

{L1,Lg,...,Lp,}.
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Ejemplo 7.5. Toda configuracion en Ejemplo 5.3 define una net. Si la confi-
guracion son los ceros de (2" —y")(z™ — 2")(y" — 2™), entonces estamos ha-
blando de una (3, n)-net. Tomamos A; = {z"—y" = 0}, Ay = {y"—2z" = 0},
A3 = {2" — 2" = 0} y X = A; N Ag. La configuracién de Hesse (en
Ejemplo 5.3) es una (4, 3)-net, la cual estd compuesta de cuatro tridngulos
A1, As, A3, Ay los cuales se intersectan en los doce 4-puntos de la configu-
racién. Para una descripcién concreta mirar [U10, Example 3.1].

Asumir por ahora que trabajamos sobre k = k. Una (p,q)-net A =
(Ai,..., Ap, X) nos define lo que se llama un pencil de curvas de grado
q en Pi. Tomar A; y Aj con i # j y considerar el pencil de curvas

{ud; +vA;: [u,v] € PL}

donde tomamos A; como el polinomio que la define. Sea F' una curva de
grado ¢ la cual pasa por los ¢? puntos de X'. Tomar un punto @ en F \ X.
Entonces existe [u,v] € P} tal que uA;(Q) + vA;(Q) = 0. Luego, por el
teorema fundamental de Noether (ver Seccién 5 del Capitulo 5 de [Fult]),
tenemos a € k tal que F' = auA; 4+ avA;. Luego cada F' de grado g que
pasa por X es parte del pencil. En particular, esto es valido para los otros
miembros de la (p, ¢)-net A. En decir, el pencil tiene al menos p miembros
los cuales son curvas completamente reducibles. Este pencil da lugar a una
fibracion especial de curvas luego de reventar los puntos en X.

El problema es clasificar (p, ¢)-nets para un k dado. Antes de clasificar,
no gustaria saber si al menos existen (p, ¢)-nets para pares (p, q) arbitrarios.
Nets en ]P’(zC tienen la siguiente restriccién, la cual se deduce de propiedades
topolégicas de la fibracién especial de curvas explicada en el parrafo anterior.
Para esto se usa la caracteristica de Euler de la fibracion, es decir, tenemo-
suna restriccién topoldgica tal como pasé anteriormente con configuraciones
de rectas sobre R.

Proposicién 7.6. Una (p,q)-net en P2 satisface (p = 3,q > 2) o (p =
4,g>3) o (p=>5,q>6).

En efecto, tenemos familias infinitas con pardmetros de (3, ¢)-nets en ]P’%
(por ejemplo mirar [U10]). Para p = 5 se puede demostrar que no existen
(p, g)-nets en PZ4. Para una demostracién muy elemental mirar [KNP15]. El
mismo articulo [KNP15] muestra que para especificos e infinitos ¢, no existen
(4, q)-nets en PZ.

Conjectura 7.7. La unica (4,q)-net en IP’?C es la definida por la configura-
cion de Hesse. En particular q debe ser 3.

Desafio: Mostrar que la conjetura es cierta. Quizds extrapolando los
métodos de [KNP15] se puede lograr algo. En caso contrario, encontrar un
contraejemplo.
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8. EJERCICIOS

. Indentifique cuales de los siguientes conjuntos son algebraicos y cuales
no. Justificar en ambos casos.

a) Npez V(na'' + (n+1)y" — 2y + (2n+ 1)).

) {(sen(u), cos(u),v): (u,v) € AZ} C A3.

) {(tcos(t),tsen(t)): t € R} en AZ.
d) {(0,0),(1,0),(0,1)} en AZ.

) {(t,82,13): t € C} C A}

) {+:n€Z}C A

. Sea k un cuerpo arbitrario.

a) Sean f,g € klx1,...,x,). Mostrar que V(fg) = V(f)UV(g).

b) Mostrar que la unién finita de conjuntos algebraicos es un con-
junto algebraico.

. Una parametrizacién de una curva plana irreducible V(f(z,y)) en
AZ es la existencia de funciones racionales x(t),y(t) € C(¢) no cons-
tantes tales que
fa(t),y(t) =0
en C(t).
a) Muestre que toda recta es parametrizable.
b) Muestre que toda cénica es parametrizable.
¢) Muestre que las ctibicas V (y? —2?%) y V(y? —2%(z +1)) son ambas
parametrizables.
d) (Desafio) Muestre que la ctibica V(y? — z(z + 1)(z + \)) no es
parametrizable si A # 0,1. (Mirar [UAG].)

. Encontrar un criterio que permita decidir cuando la cénica
A2® +2Bxy + Cy* +2Dxz + 2Eyz + F2?

es irreducible, en funcién de las constantes A, B,C, D, FE, F.

. Mostrar que no existe cénica irreducible en PZ tal que {z = 0} e
{y = 0} sean rectas tangentes en [0,0,1] y [1,0,0] respectivamente.

. Sea C C IP% una cénica tal que P = [0,0,1] € C, y P es un punto
singular. Demostrar que C' estd compuesta por una o dos rectas.

. Encuentre cada una de las intersecciones entre C' = {224 y% — 2% = 0}
y C' = {2? +y?> — 422 = 0} en IP’?C con sus respectivos numeros de
intersecciéon. ;Qué sucede con las intersecciones en ]P’]%g?

. Encuentre cada una de las intersecciones entre C' = {zy? = 2?(x+2)}
y O ={yz = 2%} en IP’?C con sus respectivos nimeros de interseccién.
Dibuje las curvas en ]P’]%g.

. Sean F, G dos cénicas sin componentes comunes en IP’?C intersectandose
en 4 puntos distintos. Sea H una conica que contiene a estos 4 puntos.
Mostrar que entonces existen a,b € C tal que H = aF" + bG.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Encuentre una curva de grado 3 que contenga a todos los puntos de
interseccién entre C' = V(23 +y* +23) y ¢’ = V(zy + 22 +yz) en P
pero que no sea igual a C' o a C".

Encontrar ecuaciones explicitas para mostrar que cada una de las
intersecciones de cénicas en la Figura 2 de los apuntes es posible.
Para eso, centrarse en [0, 0, 1] y asi en la carta afin U, y tomar cénicas
tangentes de la forma

Fy = a;7* + bizy + iy’ +y =0
con i = 1,2. Luego la interseccién de F; y F5 en (0,0) se puede
reducir por el axioma 7 a la interseccién de F} con F} — Fj, esta
ultima representa dos rectas! Si ambas son y = 0 (i.e. a1 = ag y
b1 = b), entonces la multiplicidad en (0,0) es 4. Siunaesy =0y la
otra no, entonces la multiplicidad en (0,0) es 3, etc. Por ejemplo la
circunferencia
P+’ =1
se intersecta con la elipse
4% + (dy +1)* =1
s6lamente en (0,0), y asi con multiplicidad 4.

a) Mostrar que si V' C A%& es u conjunto algebraico infinito, entonces
V' = V(F) para algin polinomio F € R[z,y].

b) Mostrar que si V(F') intersectado con todas las rectas verticales
y horizontales da un punto, entonces V(F') debe ser una recta.

¢) Mostrar que {(t,e'): t € R} C A2 no es un conjunto algebraico.

Sea C una circunferencia en A]%Q, y sea ABCDEF un hexdgono ins-
crito en C' tal que sus lados opuestos no son paralelos. Mostrar que
las tres intersecciones de los tres pares de rectas de lados opuestos
son colineales. Deducir teoremas para los casos que tengamos lados
paralelos.

Sea ABCDFEF un hexdgono inscrito en una circunferencia. Asumir

que AB es paralelo a ED, y que BC es paralelo a E'F. Demostrar

que F'A es paralelo a CD.

Sean ABCD puntos en una circunferencia C. Sean L, L’ rectas tan-

entes a C en A y D respectivamente. Demostrar que los puntos LNL/,

ABnN y AC'N son colineales.

a) Dibuje una configuracién simplicial de 8 rectas, indicando todos
los tridngulos (incluidos al infinito). Calcular los t,,.

b) Dibuje una configuracién no simplicial de 8 rectas, indicando to-
dos los poligonos (incluidos al infinito). Calcular los t,.

Demuestre que una configuracién simplicial de 5 rectas debe ser cuasi-

trivial.

Encontrar todas las configuraciones simpliciales de 6 rectas.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.

26.
27.

28.

Demuestre que una configuracién simplicial de 5 rectas debe ser cuasi-
trivial.

Encontrar explicitamente todos los m-puntos de la configuracién de 6
rectas zyz(x —y)(z — 2)(y — 2) = 0 en P% indicando su multiplicidad.

Encontrar todos los m-puntos de una configuracién de Ceva {(z" —
y")(z"™ — 2")(y" — 2") = 0}. Dualizando para n = 3, encontrar la
configuracién de Hesse.

Demostrar el argumento de geometria Euclidiana al final de la demos-
tracion del Teorema de Sylvester-Gallai.

Sea {Ag, } una coleccién infinita de configuraciones de d,, rectas con
d, — oo cuando n — oco. Asumir que no son triviales ni cuasi-triviales.
Mostrar que ¢2(Ag, ) — oco.

Encontrar todos los puntos mutliples de la configuracion de Ceva.

Dualizando, encontrar la configuracion de 12 rectas de Hesse.

=2
. . C
Clasificar configuraciones de rectas con = < %
Mostrar que si A es una configuracién no trivial ni cuasi-trivial de ]P’%

y ¢1(A) = 82 (A), entonces A es la configuracién dual de Hesse.

Dibujar la configuracién en Ejemplo 7.1. Verificar la numerologfa.
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