SSA SESION 6: SUPERFICIES TORICAS II
(POR JAN KIWI)

NOTAS ESCRITAS POR ROBERT AUFFARTH Y ANIBAL VELOZO

Como referencias tener en cuenta [1] y [4]. El capitulo 1 de [1] es muy bueno en dar
el sabor que tienen las variedades tdéricas. El [4] serd el reemplazo moderno de [1].

Partimos recordando que a cada semigrupo afin (conmutativo) S finitamente gen-
erado le podemos asociar el anillo K[S], y a este la variedad térica X = Spec K[S].
También tenemos las inclusiones S — S9% — M, donde M es un reticulado isomorfo
a Z% para algin d > 0. Decimos que S es saturado si para todo u € S y m € M,
se tiene que mu € S implica u € S. La K-algebra K[S] es normal si es integralmente
cerrado en su cuerpo de fracciones.

Estos dos conceptos se relacionan de la siguiente manera:

Teorema 0.1. S es saturado si y solamente si K[S] es normal.

En lo que sigue, queremos “pegar” variedades téricas afines para obtener una nueva
variedad (abstracta). La forma adecuada de hacer este procedimiento es a través de

conos.
Definicién 0.1. Un subconjunto ¢ C Ny := N ®z R es un cono convexo poliedral
racional (o simplemente un cono) si existen vy, ...,v, € N tales que

i=1
Podemos pensar que Ng es simplemente R?. En R?, por ejemplo, podemos ver que
cualquier rayo {\v : A > 0} (para algin v € R¢ fijo) es un cono.

Lema 0.1. (Gordan) Sea 0 C Ng un cono. Entonces S = o NN es un semigrupo afin
saturado finitamente generado.

En este lema, lo importante es notar que 0 NN es finitamente generado. Recordando
el Teorema 0.1, llegamos a una proposicién natural:

Proposicion 0.1. Los semigrupos afines saturados S C N estan en correspondencia
biyectiva con los conos 0 C Ng. Esta correspondencia estd dada por S — RS y con
correspondencia inversa dada por o — o N N.
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Ejemplo 0.1. Sea S C Z? un semigrupo tal que rango S% = 2. En general, se tiene que
rango S9% = dim Spec K[S], y en este caso obtenemos que Spec K[S] es una superficie
algebraica. Tenemos solamente cuatro opciones para R, S:

1. RS es todo R% En este caso, tenemos que Spec K[S] = (K*).

2. R, S es el semiplano superior. En tal caso, Spec K[S] = K* x Af..

3. R,S es el primer cuadrante. Aqui Spec K[S] = AZ.

4. Ry S = {\v+ Xw : A\j, Ay € R} para algunos vectores v, w € R? que forman
un angulo agudo. Entonces Spec K[S] es el cuociente de A% por un grupo ciclico
(véase la sesién anterior) si la caracteristica de K es coprima al orden del grupo.
Sino, es lo que es.

Definicién 0.2. Si ¢ es un cono en Ny = R?, definimos su cono dual como
oV :={u e My =R*: (u,v) > 0 para todo v € o}.
donde M = Homgy(N,Z). Asi se tiene que (") = o.

Observamos que en R?, si o estd definido por dos vectores que forman un angulo
obtuso (respectivamente agudo), entonces 0" esté definido por dos vectores que forman
un dngulo agudo (respectivamente obtuso). Si o es el semiplano superior, entonces o
es un rayo, y si o es el plano entero, entonces o” es un punto.

Definicién 0.3. Si 0 no contiene un R-subespacio de Ni de dimension positiva, deci-
mos que o es estrictamente convexo (o fuerte).

Definicién 0.4. Una cara 7 de un cono o es un subconjunto tal que existe u € oV tal
que 7 = {v € 0 : (v,u) = 0}. Si 7 tiene codimensién 1, decimos que es una faceta.

Veremos ahora algunas propiedades de estas definiciones:

1. Las caras de conos fuertes también son conos fuertes.

2. Las intersecciones (finitas) de caras son caras.

3. Toda cara propia es igual a la interseccién de todas las facetas que la contienen.

4. La propiedad méas importante es que si o y ¢’ son conos tales que 0 N o’ es una
cara tanto de o como de ¢’, entonces poniendo

S, =0'NM
obtenemos que Syner = Sy + Sy

Definicion 0.5. Sea A una coleccién finita de caras fuertes en Ng. Decimos que A es
un abanico si cumple las siguientes propiedades:

1. Si 7 es una cara de 0 € A, entonces 7 € A.

2. 510 o’ S A, entonces o0 N o’ es una cara de o una cara de o’.
) )
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En la Proposicion 0.1, vimos que los conos estan en correspondencia con los semi-
grupos afines saturados, y por lo tanto cada cono define una variedad normal. Ahora
vemos como construir una variedad torica a partir de un abanico. Este es el proceso que
involucra “pegar” dos variedades tdricas, creando una variedad abstracta (en principio,
ni afin ni proyectiva).

Sea A un abanico, 0 € A, y U, = Spec K|S,|. Definimos

X(A) = <|_| Ug> / ~,

oeA
donde ~ es una relacion de equivalencia definida como sigue: Observamos que tenemos
morfismos naturales U,nys — U, v Uyngr — Uy Six € U, y o' € Uy, definimos que
x ~ 2’ si existe y € Uynor tal que y — e y — 2’ bajo estos morfismos.

Decimos que U C X(A) es abierto si y solamente si U N U, es abierto para todo
o € A. Definimos ademas el haz estructural Ox(a) de tal manera que f € Ox(a)(U)
si y solamente si fly,nv € Oxa)(Us) = K[S,] para todo o. Se deja como ejercicio
demostrar que Ox(a) efectivamente define un haz.

Observamos que si x ~ 2z’ y x, 2’ € U,, entonces x = z’. Esto muestra que U, —
X (A) para todo o.

Proposicién 0.2. X(A) es separable (andlogo de Hausdorff), y X(A) es completo
(andlogo de compacto) si A es completo (es decir, si|J,c.p 0 = Nr).

Ejemplo 0.2. Consideremos las regiones oy, 01,02 C R? donde oy es el primer cuad-
rante, o; es la regiéon debajo de oy delimitada por la semirecta {x > 0,y = 0} y la
semirecta {y =z : x < 0} y 09 = R?*\(0p U 0y).

Entonces o sigue siendo el primer cuadrante, oy’ estd delimitada por las semirectas
{y=—2:2>0} y{y <0,2 =0} y 0y estd delimitada por las semirectas {z <0,y =
0}y {y=—x:2 <0}

En este caso tenemos que S,, = ((1,0),(0,1))n,, Soy = ((0,—1), (1, =1))n, ¥ Sop =
<(_17 0)7 (_17 _1)>N0'

Vemos entonces que U,, = A% para todo i. Tenemos también, por ejemplo, que
(00 N o3)Y es el semiplano superior, y asi tenemos las inclusiones

K[x(170)7 x(ovl)] (SN K[x(170)7 x(0’1)7 I»(_LO)]

K[I(_I’O), I'(_Ll)] (N K[I(LO), I(071)7 x(_l’o)]'
Estas inclusiones a su vez dan lugares a las inclusiones
K* x K — A%

donde (z,y) — (x_l,ﬁ_ Y), y
K* x K < A%
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donde (z,y) — (x,y). Se puede hacer esto similarmente para las otras intersecciones.
De este analisis, podemos ver entonces que

X(A) =P2.

Ejemplo 0.3. Si gg es el primer cuadrante y o7 es el segundo cuadrante, entonces sus
conos duales son ellos mismos, y se puede ver que X (A) =Pk x Af.

Ejemplo 0.4. Si gy es el primer cuadrante, o; estda delimitado por las semirectas
{y>0x2=0y{y=—2:2<0} ogpor{y=—-2:2<0}y{y<0,xz=0}y
o3 es el cuarto cuadrante, entonces se obtiene que X(A) = BL,(P%); la explosién de
PZ en un punto p (véase la préxima sessién para mas detalles de éste precedimiento
fundamental).

Ejemplo 0.5. Sea o el primer cuadrante, o, delimitado por el eje y positivo y por
((=1,7))r., para algin r € N, o3 el cuarto cuadrante y o9 el complemento de la unién
de los demds conos. Denotamos este abanico por A,. Entonces definimos la superficie
de Hirzebruch H, como H, := X(A,) (ver [1, p.7]).

Notamos que para r = 1 obtenemos la explosién de PZ en un punto, y para r = 0 la
superficie Hy es simplemente Py x Py..

Los ejemplos anteriores toman un rol fundamental en el siguiente teorema:

Teorema 0.2. Toda superficie térica suave completa es isomorfa a P%, Py x Py, H,,
0 se obtiene a través de explosiones sobre puntos fijos de la accion del correspondiente
toro K*? partiendo con una de ellas. Notar que H, tiene cuatro puntos fijos, y PZ tiene
tres.

Una maravilla que possen las variedades téricas es la construccion muy simple de
aplicaciones regulares no triaviales entre ellas. Sean A y A’ abanicos en Ny tales que
cada cono o € A es la unién de conos ¢’ C o. Es decir, A’ es un refinamiento de A.
Entonces, la inclusion ¢ : U,» — U, induce una aplicacion regular X (A") — X (A).

Lo ultimo es usado espectacularmente para resolver singularidades téricas. Lo sigu-
iente resuelve toda superficie térica afin usando las fracciones continuas de Hirzebruch-
Jung [2, 3] (ver [1, pp.42-47]). Estd resolucién era conocida desde mucho antes de la
aparicion de variedades toricas, y asi realizada con otros métodos.

Sea 0 < g < m enteros con (m,q) = 1. Considerar los reticulados

M = Z(m,0) + Z(0,m) + Z(1,m — q)
y su dual

N =7(1,0) + Z(0,1) + Z(%(q, 1)).
Entonces definimos

1
—(1 = KM
(1) 1= SpocK (]



Las inclusiones naturales Z? < N y Z? < M inducen aplicaciones finitas de grado m
desde y hacia A%.

Uno ahora puede resolver toricamente %(1,(]) dibujando rayos en N tal que los
correspondientes conos tengan semigrupos generados por vectors en sus facetas, es
decir, conos que produzcan variedades no singulares. Estos rayos estan codificados en
la fraccién continua de Hirzebruch-Jung

m 1
1
q €y —

1

€s

La Figura 1 muestra el divisor excepcional sobre el punto singular de %(1, q). Todos
los e; > 2 son enteros tal que Ef = —¢;.

E = .
E, )

F1GurA 1. Divisor excepcional sobre el punto singular de %( 1,q)

La fraccion continua H-J define las siguientes sucesiones de ntimeros
O0=bs1<l=bs<...<qg=by<m=1by

donde b1 = e;b; — b;_1. De esta manera

by _, 1
=e;, —
b; €iv1 —

También,
0=P<1l=P<...<¢d=P,<m=P,,
dénde Py = e, P, — P,y Qo= —1, Q1 =0, Qi1 = ¢,Q; — Qi—1. As,
P, 1

— = - —F.

Qi 62—.

1
€i—1

En general, se denota por ¢ al entero tal que 0 < ¢ < m y q¢’ = 1(mod m).
La subdivision “minimal”’de N para resolver

~(1,q)

es definida por los rayos %(bi, P) for i € {1,...,s}. Los divisores excepcionales E;

estan en correspondencia uno a uno con los rayos %(bi, P).
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