
SSA SESIÓN 6: SUPERFICIES TÓRICAS II
(POR JAN KIWI)

NOTAS ESCRITAS POR ROBERT AUFFARTH Y ANIBAL VELOZO

Como referencias tener en cuenta [1] y [4]. El caṕıtulo 1 de [1] es muy bueno en dar

el sabor que tienen las variedades tóricas. El [4] será el reemplazo moderno de [1].

Partimos recordando que a cada semigrupo af́ın (conmutativo) S finitamente gen-

erado le podemos asociar el anillo K[S], y a este la variedad tórica X = Spec K[S].

También tenemos las inclusiones S ↪→ Sgp ↪→ M , donde M es un reticulado isomorfo

a Zd para algún d > 0. Decimos que S es saturado si para todo u ∈ Sgp y m ∈ M ,

se tiene que mu ∈ S implica u ∈ S. La K-algebra K[S] es normal si es integralmente

cerrado en su cuerpo de fracciones.

Estos dos conceptos se relacionan de la siguiente manera:

Teorema 0.1. S es saturado si y solamente si K[S] es normal.

En lo que sigue, queremos “pegar” variedades tóricas afines para obtener una nueva

variedad (abstracta). La forma adecuada de hacer este procedimiento es a través de

conos.

Definición 0.1. Un subconjunto σ ⊆ NR := N ⊗Z R es un cono convexo poliedral

racional (o simplemente un cono) si existen v1, . . . , vr ∈ N tales que

σ = {
r∑

i=1

λivi : λi ≥ 0}.

Podemos pensar que NR es simplemente Rd. En Rd, por ejemplo, podemos ver que

cualquier rayo {λv : λ ≥ 0} (para algún v ∈ Rd fijo) es un cono.

Lema 0.1. (Gordan) Sea σ ⊆ NR un cono. Entonces S = σ ∩N es un semigrupo af́ın

saturado finitamente generado.

En este lema, lo importante es notar que σ∩N es finitamente generado. Recordando

el Teorema 0.1, llegamos a una proposición natural:

Proposición 0.1. Los semigrupos afines saturados S ⊆ N están en correspondencia

biyectiva con los conos σ ⊆ NR. Esta correspondencia está dada por S 7→ R+S y con

correspondencia inversa dada por σ 7→ σ ∩N .
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Ejemplo 0.1. Sea S ⊆ Z2 un semigrupo tal que rango Sgp = 2. En general, se tiene que

rango Sgp = dimSpec K[S], y en este caso obtenemos que Spec K[S] es una superficie

algebraica. Tenemos solamente cuatro opciones para R+S:

1. R+S es todo R2. En este caso, tenemos que Spec K[S] = (K∗)2.

2. R+S es el semiplano superior. En tal caso, Spec K[S] = K∗ × A1
K.

3. R+S es el primer cuadrante. Aqúı Spec K[S] = A2
K.

4. R+S = {λ1v + λ2w : λ1, λ2 ∈ R+} para algunos vectores v, w ∈ R2 que forman

un ángulo agudo. Entonces Spec K[S] es el cuociente de A2
K por un grupo ćıclico

(véase la sesión anterior) śı la caracteŕıstica de K es coprima al orden del grupo.

Sino, es lo que es.

Definición 0.2. Si σ es un cono en NR = Rd, definimos su cono dual como

σ∨ := {u ∈ MR = Rd : ⟨u, v⟩ ≥ 0 para todo v ∈ σ}.

donde M = HomZ(N,Z). Aśı se tiene que (σ∨)∨ = σ.

Observamos que en R2, si σ está definido por dos vectores que forman un ángulo

obtuso (respectivamente agudo), entonces σ∨ está definido por dos vectores que forman

un ángulo agudo (respectivamente obtuso). Si σ es el semiplano superior, entonces σ∨

es un rayo, y si σ es el plano entero, entonces σ∨ es un punto.

Definición 0.3. Si σ no contiene un R-subespacio de NR de dimensión positiva, deci-

mos que σ es estrictamente convexo (o fuerte).

Definición 0.4. Una cara τ de un cono σ es un subconjunto tal que existe u ∈ σ∨ tal

que τ = {v ∈ σ : ⟨v, u⟩ = 0}. Si τ tiene codimensión 1, decimos que es una faceta.

Veremos ahora algunas propiedades de estas definiciones:

1. Las caras de conos fuertes también son conos fuertes.

2. Las intersecciones (finitas) de caras son caras.

3. Toda cara propia es igual a la intersección de todas las facetas que la contienen.

4. La propiedad más importante es que si σ y σ′ son conos tales que σ ∩ σ′ es una

cara tanto de σ como de σ′, entonces poniendo

Sσ := σ∨ ∩M

obtenemos que Sσ∩σ′ = Sσ + Sσ′ .

Definición 0.5. Sea ∆ una colección finita de caras fuertes en NR. Decimos que ∆ es

un abanico si cumple las siguientes propiedades:

1. Si τ es una cara de σ ∈ ∆, entonces τ ∈ ∆.

2. Si σ, σ′ ∈ ∆, entonces σ ∩ σ′ es una cara de σ y una cara de σ′.
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En la Proposición 0.1, vimos que los conos están en correspondencia con los semi-

grupos afines saturados, y por lo tanto cada cono define una variedad normal. Ahora

vemos cómo construir una variedad tórica a partir de un abanico. Este es el proceso que

involucra “pegar” dos variedades tóricas, creando una variedad abstracta (en principio,

ni af́ın ni proyectiva).

Sea ∆ un abanico, σ ∈ ∆, y Uσ = Spec K[Sσ]. Definimos

X(∆) :=

(⊔
σ∈∆

Uσ

)
/ ∼,

donde ∼ es una relación de equivalencia definida como sigue: Observamos que tenemos

morfismos naturales Uσ∩σ′ → Uσ y Uσ∩σ′ → Uσ′ . Si x ∈ Uσ y x′ ∈ Uσ′ , definimos que

x ∼ x′ si existe y ∈ Uσ∩σ′ tal que y 7→ x e y 7→ x′ bajo estos morfismos.

Decimos que U ⊆ X(∆) es abierto śı y solamente śı U ∩ Uσ es abierto para todo

σ ∈ ∆. Definimos además el haz estructural OX(∆) de tal manera que f ∈ OX(∆)(U)

si y solamente si f |Uσ∩U ∈ OX(∆)(Uσ) = K[Sσ] para todo σ. Se deja como ejercicio

demostrar que OX(∆) efectivamente define un haz.

Observamos que si x ∼ x′ y x, x′ ∈ Uσ, entonces x = x′. Esto muestra que Uσ ↪→
X(∆) para todo σ.

Proposición 0.2. X(∆) es separable (análogo de Hausdorff), y X(∆) es completo

(análogo de compacto) si ∆ es completo (es decir, si
∪

σ∈∆ σ = NR).

Ejemplo 0.2. Consideremos las regiones σ0, σ1, σ2 ⊂ R2 donde σ0 es el primer cuad-

rante, σ1 es la región debajo de σ0 delimitada por la semirecta {x ≥ 0, y = 0} y la

semirecta {y = x : x ≤ 0} y σ2 = R2\(σ0 ∪ σ1).

Entonces σ∨
0 sigue siendo el primer cuadrante, σ∨

1 está delimitada por las semirectas

{y = −x : x ≥ 0} y {y ≤ 0, x = 0} y σ∨
2 está delimitada por las semirectas {x ≤ 0, y =

0} y {y = −x : x ≤ 0}.
En este caso tenemos que Sσ0 = ⟨(1, 0), (0, 1)⟩N0 , Sσ1 = ⟨(0,−1), (1,−1)⟩N0 y Sσ2 =

⟨(−1, 0), (−1,−1)⟩N0 .

Vemos entonces que Uσi
= A2

K para todo i. Tenemos también, por ejemplo, que

(σ0 ∩ σ2)
∨ es el semiplano superior, y aśı tenemos las inclusiones

K[x(1,0), x(0,1)] ↪→ K[x(1,0), x(0,1), x(−1,0)]

y

K[x(−1,0), x(−1,1)] ↪→ K[x(1,0), x(0,1), x(−1,0)].

Estas inclusiones a su vez dan lugares a las inclusiones

K∗ ×K ↪→ A2
K

donde (x, y) 7→ (x−1, x−1y), y

K∗ ×K ↪→ A2
K
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donde (x, y) 7→ (x, y). Se puede hacer esto similarmente para las otras intersecciones.

De este análisis, podemos ver entonces que

X(∆) = P2
K.

Ejemplo 0.3. Si σ0 es el primer cuadrante y σ1 es el segundo cuadrante, entonces sus

conos duales son ellos mismos, y se puede ver que X(∆) = P1
K × A1

K.

Ejemplo 0.4. Si σ0 es el primer cuadrante, σ1 está delimitado por las semirectas

{y ≥ 0, x = 0} y {y = −x : x ≤ 0}, σ2 por {y = −x : x ≤ 0} y {y ≤ 0, x = 0} y

σ3 es el cuarto cuadrante, entonces se obtiene que X(∆) = Blp(P2
K); la explosión de

P2
K en un punto p (véase la próxima sessión para más detalles de éste precedimiento

fundamental).

Ejemplo 0.5. Sea σ0 el primer cuadrante, σ1 delimitado por el eje y positivo y por

⟨(−1, r)⟩R≥0
para algún r ∈ N, σ3 el cuarto cuadrante y σ2 el complemento de la unión

de los demás conos. Denotamos este abanico por ∆r. Entonces definimos la superficie

de Hirzebruch Hr como Hr := X(∆r) (ver [1, p.7]).

Notamos que para r = 1 obtenemos la explosión de P2
K en un punto, y para r = 0 la

superficie H0 es simplemente P1
K × P1

K.

Los ejemplos anteriores toman un rol fundamental en el siguiente teorema:

Teorema 0.2. Toda superficie tórica suave completa es isomorfa a P2
K, P1

K × P1
K, Hr,

ó se obtiene a través de explosiones sobre puntos fijos de la acción del correspondiente

toro K∗2 partiendo con una de ellas. Notar que Hr tiene cuatro puntos fijos, y P2
K tiene

tres.

Una maravilla que possen las variedades tóricas es la construcción muy simple de

aplicaciones regulares no triaviales entre ellas. Sean ∆ y ∆′ abanicos en NR tales que

cada cono σ ∈ ∆ es la unión de conos σ′ ⊆ σ. Es decir, ∆′ es un refinamiento de ∆.

Entonces, la inclusión i : Uσ′ → Uσ induce una aplicación regular X(∆′) → X(∆).

Lo último es usado espectacularmente para resolver singularidades tóricas. Lo sigu-

iente resuelve toda superficie tórica af́ın usando las fracciones continuas de Hirzebruch-

Jung [2, 3] (ver [1, pp.42–47]). Está resolución era conocida desde mucho antes de la

aparición de variedades tóricas, y aśı realizada con otros métodos.

Sea 0 < q < m enteros con (m, q) = 1. Considerar los reticulados

M = Z(m, 0) + Z(0,m) + Z(1,m− q)

y su dual

N = Z(1, 0) + Z(0, 1) + Z
( 1

m
(q, 1)

)
.

Entonces definimos
1

m
(1, q) := SpecK[M ]
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Las inclusiones naturales Z2 ↪→ N y Z2 ↪→ M inducen aplicaciones finitas de grado m

desde y hacia A2
K.

Uno ahora puede resolver tóricamente 1
m
(1, q) dibujando rayos en N tal que los

correspondientes conos tengan semigrupos generados por vectors en sus facetas, es

decir, conos que produzcan variedades no singulares. Estos rayos están codificados en

la fracción continua de Hirzebruch-Jung

m

q
= e1 −

1

e2 − 1

...− 1
es

.

La Figura 1 muestra el divisor excepcional sobre el punto singular de 1
m
(1, q). Todos

los ei ≥ 2 son enteros tal que E2
i = −ei.

...
E

E E
E s

s-12

1

Figura 1. Divisor excepcional sobre el punto singular de 1
m
(1, q)

La fracción continua H-J define las siguientes sucesiones de números

0 = bs+1 < 1 = bs < . . . < q = b1 < m = b0

dónde bi+1 = eibi − bi−1. De esta manera

bi−1

bi
= ei −

1

ei+1 − 1

...− 1
es

.

También,

0 = P0 < 1 = P1 < . . . < q′ = Ps < m = Ps+1

dónde Pi+1 = eiPi − Pi−1, y Q0 = −1, Q1 = 0, Qi+1 = eiQi −Qi−1. Aśı,

Pi

Qi

= e1 −
1

e2 − 1

...− 1
ei−1

.

En general, se denota por q′ al entero tal que 0 < q′ < m y qq′ ≡ 1(mod m).

La subdivision “minimal”de N para resolver

1

m
(1, q)

es definida por los rayos 1
m
(bi, Pi) for i ∈ {1, . . . , s}. Los divisores excepcionales Ei

están en correspondencia uno a uno con los rayos 1
m
(bi, Pi).
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